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Uvod

Tema rada pripada teoriji fazi skupova koja je nastala kao novi matematicki koncept u polju
obrade informacija. Lotfi A. Zadeh je prvi uveo pojam fazi skupa 1965. godine sa osnovnim
ciljem da se na matematicki formalizovan nacin predstavi i modelira neodredenost u lingvistici.
Re¢ fazi (eng. fuzzy) je engleskog porekla i oznacava da je neSto nejasno, neprecizno,
neodredeno. Kako se u komunikaciji ¢esto koriste neprecizni termini kao Sto su “mlad covek”,
“visoka temperatura” i “velika soba”, upravo teorija fazi skupova pomaze pri prevazilazenju
ovakvih problema iz svakodnevnog Zivota.

Fazi skup predstavlja uopstenje klasicnog skupa. Kod klasi¢nih skupova je jasno definisano
da element ili pripada ili ne pripada datom skupu, dok kod fazi skupova element moze da pripada
skupu samo u odredenoj meri. Klasi¢ne skupove opisuje karakteristicna funkcija, koja prima
isklju¢ivo vrednosti 0 ili 1, a fazi skupovi su predstavljeni funkcijom pripadnosti, koja se odnosi
na stepen pripadnosti elementa skupu i moze da uzme bilu koju vrednost iz intervala [0,1]. Pri
definisanju fazi skupa, donosilac odluke ima tu slobodu da funkciju pripadnosti definiSe na nacin
koji najvise odgovara njegovim shvatanjima. Upravo ova ¢injenica omogucava fazi sistemima da
se lakSe prilagodavaju realnim situacijama u kojima se primenjuju.

Od trenutka definisanja fazi skupova, pa do danas napravljen je ogroman napredak $to se
ogleda i u razvoju teorije fazi brojeva i fazi aritmetike. Fazi broj predstavlja specijalan slucaj fazi
skupa. Fazi aritmetika je prolazila kroz razli¢ite faze, od osnovne, preko standardne, pa do
napredne fazi aritmetike. Napredna fazi aritmetika, zasnovana na metodu transformacije, se
primenjuje u mnogim oblastima, poput procene fazi-racionalnih izraza, te za simulaciju statickih
ili dinamickih sistema proizvoljne kompleksnosti sa fazi-vrednosnim parametrima.

U radu je dat opsezan pregled savremenih rezultata iz teorije fazi skupova, koji su u
odredenim poglavljima ilustrovani originalnim primerima. Posebna paznja je posvecena fazama
razvoja fazi aritmetike.

U prvom poglavlju je ilustrovana razlika izmedu klasi¢nih i fazi skupova. Dat je detaljan
pregled osnovnih pojmova i definicija vezanih za fazi skupove, kao i operacija sa fazi skupovima
i relacijama. Definisane su trougaone norme i trougaone konorme. Ovo poglavlje je zasnovano
na[2,3,6,9,16,22,23,27].

Drugo poglavlje, koje se odnosi na osnovnu fazi aritmetiku, uvodi fazi brojeve i fazi vektore.
Opisani su osnovni tipovi fazi brojeva: linearni, Gausovi, kvazi-Gausovi, kvadratni,
eksponencijalni i kvazi-eksponencijalni fazi brojevi. Takode, navedeni su i uporedeni koncepti
L-R, diskretnih i dekompozabilnih fazi brojeva, kao i operacija nad na njima. Dat je i Zadeh-ov
princip proSirenja koji omogucava da se operacije sa klasicnim brojevima prenesu na fazi
brojeve. Literatura kori$¢ena za ovo poglavlje je [1,2,4,9,10,14,21,22,27].
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U tre¢em poglavlju je dat pregled standardne fazi aritmetike, koja se definiSe kao proSirenje
binarnih operacija osnovne fazi aritmetike, kako bi se mogli procenjivati fazi racionalni izrazi.
Pored osnovnih definicija standardne fazi aritmetike, ovo poglavlje se bavi i diskusijom
nedostataka i ograni¢enja, Koji, u nekim slucajevima, umanjuju prakticnost ovog pristupa.
DefiniSu se lokalni i globalni stepen precenjenosti. Rezultati prezentovani u ovom delu su iz
[7,9].

Cetvrto poglavlje predstavlja metod transformacije kao osnovu napredne fazi aritmetike, koja
omogucava znacajno poboljSanje fazi aritmetiCkih procena proizvoljnih sistema sa fazi-
vrednosnim parametrima. Poglavlje daje iscrpan opis postupka simulacije i analize fazi-
parametrizovanih modela u okviru tri razli¢ita oblika metoda transformacije, opsteg,
redukovanog i proSirenog. ZavrSava se pregledom efikasnih strategija za implementaciju ovog
metoda. Literatura kori$¢ena pri izradi poglavlja je [9,11,12,13,17,18].

Peto poglavlje isti¢e karakteristicna svojstva fazi aritmetike koja pogoduju numerickom
reSavanju problema neodredenosti, pruzajuci klasifikaciju neodredenosti. Predstavljen je
savremeni pristup inverznoj fazi aritmetici, koja je, takode zasnovana na metodu transformacije.
Izmedu ostalog, definisani su defazifikacija kao i mere fazi brojeva, nepreciznost i
ekscentri¢nost. U ovom poglavlju su prikazani rezultati iz [5,8,9,15,19,20,24,25,26].



1. Fazi skupovi

U ovom poglavlju je dat pregled osnovnih pojmova vezanih za fazi skupove, pre svega
definicije fazi skupa i funkcije pripadnosti. Definisane su osnovne osobine fazi skupova koje su
podudarne osobinama iz klasi¢ne teorije skupova, ali i one koje su karakteristicne samo za fazi
skupove. Takode su prikazane operacije sa fazi skupovima i relacijama, te su ilustrovane
primerima. Kao uopstenja klasi¢nih operacija, date su t-norme i t-konorme. Ovo poglavlje je
zasnovano na [2,3,6,9,16,22,23,27].

1.1. Osnovni pojmovi i definicije

Da bi se fazi skupovi uveli na na¢in koji omoguéava njihovo lakse razumevanje, data je
paralela sa klasi¢nim skupovima (eng. crisp sets) kroz naredni primer.

Primer 1.1. [9] Neka je dat neprekidan, neprebrojiv, univerzalni skup X moguéih spoljasnjih
temperatura x u stepenima Celzijusovim. Njegov podskup A temperatura smrzavanja se definise
sa

ili preko karakteristi¢ne funkcije

1 za x<0

€ X.
0 za x>0’ x

1a(x) = {
Osohina

A(x) =" x je temperatura smrzavanja'

omogucéava nedvosmislenu definiciju skupa A, odnosno jasnu razliku izmedu elemenata koji
pripadaju A i onih Kkoji ne pripadaju.

Ako se sada definise skup A kao skup niskih temperatura
A(x) =" x je niska temperatura’

oc¢igledno je da u ovom slucaju nije moguce napraviti jasnu razliku izmedu elemenata koji
pripadaju skupu i onih koji su iz njega iskljuceni.

Zbog ovoga se javlja potreba za uvodenjem fazi skupova, kao generalizacije klasi¢nih
skupova, tako $to se dozvoljava da element univerzalnog skupa ne mora u potpunosti da pripada



a ni da ne pripada nekom njegovom podskupu, nego da jednostavno pripada sa odredenim
stepenom ([27]). Da bi se predstavili fazi skupovi, karakteristi¢na funkcija p, klasicnog skupa A
se moze generalizovati na funkciju pripadnosti y; fazi skupa A.

Definicija 1.1. [22] Funkcija pripadnosti u; fazi skupa 4 je preslikavanje
pa: X - [0,1],
gde je A podskup univerzalnog skupa X.

Definicija 1.2. [9] Fazi skup A je skup uredenih parova koji se sastoji od elementa x
univerzalnog skupa X i odredenog stepena pripadnosti 1 z(x), oblika

A = {(x,uz(x))|x € X, uz(x) € [0,1]}.

U primeru 1.1. za fazi skup 4 niskih temperatura, jedan od moguéih zapisa funkcije pripadnosti
je

1
K =T X €K

Sto je prikazano na slici 1.1.

]

-273.15

Slika 1.1. Karakteristi¢na funkcija u,(x) (isprekidana linija) i funkcija pripadnosti uz(x) (puna
linija)

Pojam relacije je joS jedan klasi¢an pojam koji ima svoje uopStenje u teoriji fazi skupova.
Dok klasi¢na relacija ukazuje na to da li su elementi u relaciji ili ne, fazi relacija dozvoljava da
elementi samo u odredenoj meri budu u datoj relaciji. Za razliku od fazi skupa, relacija se definise



na proizvodu univerzalnih skupova. Tacnije, ako je u pitanju n-arna fazi relacija i dati su
univerzalni skupovi X;, i = 1,2, ..., n, relacija se definise na X; X X, X ... X X;, ([9]).

Definicija 1.3. [9] n-arna fazi relacija R je ureden par koji se sastoji od elemenata
(%1, X2, w0, Xp) € X1 X X, X ... X X,, | 0dredenog stepena pripadnosti pz(xq, x5, ..., X,) Oblika

R= {(Cer,x2, ey X)), Mg (X1, X2, oev, X)) |
(%1, X9, 0y Xp) € Xy X Xy X o X Xy, g (X1, X5, ..., X)) € [0,1]}.
Primer 1.2. Neka je data klasi¢na binarna relacija
R = {(x1,x3) € X1 X X3|x1 < x5}

sa univerzalnim skupovima X; = {1,5,10} i X, = {3,6,15,30}, koja se moze transformisati u
relaciju fazi tipa ako se klasi¢ni relacioni uslov

R(xy,x,) = x; je manje od x,'
zameni fazi relacionim uslovom
R(x1,x,) =" x, je mnogo manje od x,'

Sto dovodi do binarne fazi relacije

ﬁ = {(xl,xZ) € X1 X X2|x1 1G4 xz}.

Moguéa realizacija fazi relacije R sa vrednostima funkcije pripadnosti pz(xq,x,) je prikazana
tabelom 1.2. Odgovarajuéa klasi¢na relacija R je data tabelom 1.1.

x, |3 6 15 30
X
1 1 1 1 1
R: 5 01 1 1
10 0 0 1 1
R (x4, %72)

Tabela 1.1. Klasi¢na diskretna binarna relacija R u tabelarnoj formi



x,| 3 6 15 30

X1

1 02 05 09 1
R: 5 0 01 02 05

10 0 0 01 02

i (X1, X2)
Tabela 1.2. Diskretna binarna fazi relacija R u tabelarnoj formi

Definicija 1.4. [9] Fazi partitivni skup P(A4) klasi¢nog skupa A je skup svih moguéih fazi
podskupova T od A, odnosno

Definicija 1.5. [9] Visina hgt(A) fazi skupa 4 € P(X) je supremum (maksimum ako je
univerzalni skup X konacan) funkcije pripadnosti pz(x):

hgt(A) = sup uz(x).
XEX
Ako je hgt(/I) = 1, A se zove normalizovan skup, inaée je subnormalizovan.

Definicija 1.6. [9] Jezgro core(ﬁ) fazi skupa A € P(X) je klasi¢ni skup svih elemenata x € X

¢ij1 je stepen pripadnosti jednak jedinici, tj.
core(A) = {x € X|uz(x) = 1}.

Definicija 1.7. [9] Nosa¢ supp(A) fazi skupa A € P(X) je klasi¢ni skup svih elemenata x € X
koji imaju nenula stepen pripadnosti, odnosno

supp(4) = {x € X|uz(x) > O}

Definicija 1.8. [9] a-presek cut, (/T) fazi skupa 4 € P(X) je klasi¢ni skup svih elemenata x € X
koji pripadaju fazi skupu A sa stepenom najmanje a € [0,1]:

cuty(A) = {x € X|uz(x) = a}.
Jaki a-presek cut,, (A) fazi skupa A € P(X) se definise sa:

cutqy (A) = {x € X|uz(x) > a}.



uaCx) A

hgt(4) =1
A
A |=====-===-#--1----- ,
i e
a, b (R 4--
(] 1 !
' core(d) 1
0 | cuty (A) © x
: cuty, (4) !
supp(4)

Slika 1.2. Funkcija pripadnosti fazi skupa, visina, jezgro, nosa¢ skupa i a-preseci

Definicija 1.9. [9] Kardinalnost card(A) = |A| diskretnog fazi skupa 4 € P(X) sa konacnim

nosa¢em supp (/T) se moze definisati kao

card(A) = |4| = Z,ug(x) = z wz(x).

X€EX x€supp(4)

Definicija 1.10. [9] Fazi skup A € P(X) je konveksan ako za svaki element u € cut,(4) i
v € cut,(A) izasvako a € [0,1] vazi

Au+ (1— v e cut,(Ad) vA€E[0,1]

odnosno, u terminu funkcija pripadnosti, fazi skup A € P(X) je konveksan ako za sve
u,v,w € supp(A) izau < w < v vaz

nai(w) = minfuz(w), uz(v)].

Primer 1.3. [9] Neka su dati fazi skupovi 4 i B funkcijama pripadnosti pz(x) i uz(x), x € R,
kao $to je prikazano na slici 1.3. Za fazi skup A na slici 1.3.(a) vrednost pripadnosti uz(w) je
uvek veéa ili jednaka od minf[uz(u), uz(v)] za sve u,v,w € supp(4) i u<w <wv, ali
najmanje jedna kombinacija (u, v, w) se moze naéi za fazi skup B, na slici 1.3.(b) da ovaj uslov
nije ispunjen. Stoga, fazi skup 4 je konveksan dok fazi skup B nije.



Hnin

Hmin Up (W)

0 0
| -
u w v X X
Upmin = Min [‘ng (u)' Uz (U)] Upmin = Min [,UE (u), Ug (U)]
(a) (b)

Slika 1.3. (a) Konveksan fazi skup 4 € P(R), (b) Nekonveksan fazi skup B € P(R)

Napomena 1.1. Osobine koje su prethodno definisane za fazi skupove se analogno definiSu za
fazi relacije.

1.2. Operacije sa fazi skupovima i relacijama

Sledi pregled definicija osnovnih operacija za domen-kompatibilne fazi skupove i relacije
([9,16,22,27]). Domen-kompatibilni fazi skupovi su definisani nad istim univerzalnim skupom,
dok su domen-kompatibilne fazi relacije definisane nad istim proizvodom univerzalnih skupova.
Operacije sa fazi skupovima i relacijama su date preko operacija nad njihovim funkcijama
pripadnosti.

Definicija 1.11. [9] Inkluzija fazi skupa A u drugi fazi skup B se moze definisati preko funkcija
pripadnosti pz(x) i uz(x) kao

AcBoeu;(x) <uz(x) VxeX.

Definicija 1.12. [9] Jednakost dva fazi skupa 4 i B se definise preko funkcija pripadnosti pz(x) i
ps(x) sa

A=Boeu;(x) =us(x) VxeX.
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Definicija 1.13. [22] Za dati fazi skup A € X sa funkcijom pripadnosti pz(x),
pripadnosti pzc(x) komplementa A€ se moze definisati kao

Uic(x) =1—pz(x) Vx€eX.
A A
u It
1 A 1 A€
0 0
X
(@)

x
(b)
Slika 1.4. Funkcija pripadnosti (a) uz(x) fazi skupa 4, (b) pzc(x) fazi komplementa A€

Definicija 1.14. [22] Za data dva fazi skupa, A i B, 4, B € X sa funkcijama pripadnosti pz(x) i
us(x), funkcija pripadnosti pz,5(x) preseka A N B se moze definisati sa

ting(x) = min[uz(x), pp(x)] Vx € X.
A A
u 1
17 A S\ B 17T
AnB
0 L 0
= = o -
X X
(@) (b)
Slika 1.5. Funkcije pripadnosti (a) uz(x) i ug(x) fazi skupovaa A i B, (b) uzz(x) fazi preseka
ANB

11
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Sledi definicija trougaonih normi ili t-normi koje formiraju najopstiju klasu fazi preseka.

Definicija 1.15. [16] Trougaona norma ili t-norma je funkcija i:[0,1] x [0,1] = [0,1] koja za
sve Uo, U1, Uy € [0,1] zadovoljava sledece uslove:

11 (rubni uslov): i(ug, 1) = uo

12 (monotonost): py < uy = i(ug, 1) < i(uo, U2)
I3 (komutativnost): i(uq, 1) = i(uy, 1q)

14 (asocijativnost): i[po, i(p1, u2)] = i[i(o, 1), 2]

Definicija 1.16. [9] Fazi presek A N B dva fazi skupa A i B je novi fazi skup sa funkcijom
priipadnosti oblika

tang(x) = i[uz(x), us(x)] Vx €X,

gde je i proizvoljna t-norma.

Primer 1.4. [9,16,22] Cetiri najvaznije t-norme:

MIN-presek (eng. MIN-intersection [27]): i,in (U1, o) = min[uy, u;]

Algebarski proizvod (eng. Algebraic product [27]): i (1, H2) = pali2

Ogranicena razlika (eng. Bounded difference [6]): ipnq (U1, #2) = max[0, uy + py, — 1]
Uy akoje pu,=1

Drasti¢ni presek (eng. Drastic intersection [2,3]): igye (1, 12) =1, akoje pu; =1
0 inace.

Definicija 1.17. [22] Za data dva fazi skupa, A i B, A, B € X sa funkcijama pripadnosti pz(x) i
s (x), funkcija pripadnosti uz,5(x) unije A U B je oblika

naus(x) = max[uz(x), up(x)] Vx € X.
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A

2 7

17 A B 1T AUB
0 ,// ’ \\\\ O
= = -
X X
(@) (b)
Slika 1.6. Funkcije pripadnosti (a) pz(x) i ug(x) fazi skupovaa A i B, (b) uz,5(x) fazi unije
AUB

Sledi definicija trougaonih konormi ili t-konormi koje formiraju najopstiju klasu fazi unija.

za sve Uo, U1, Uy € [0,1] zadovoljava sledece uslove:

Definicija 1.18. [16] Trougaona konorma ili t -konorma je funkcija u: [0,1] x [0,1] ~ [0,1] koja
11 (rubni uslov): u(uy, 0) = o

12 (monotonost): py < uy = u(ug, u1) < u(po, 42)

I3 (komutativnost): u(uq, uy) = u(uy, )

14 (asocijativnost): w[ug, u(py, 12)] = ululpo, 11), p2].

Sada je moguce definisati opsSti oblik unije fazi skupova zasnovan upravo na trougaonim
konormama.

Definicija 1.19. [9] Fazi unija AU B dva fazi skupa A i B je novi fazi skup dat slede¢om
funkcijom pripadnosti

taus () = ufuz(x), ug (x)]
gde je u proizvoljna t-konorma.

Vx € X,
Primer 1.5. [9,16,22] Cetiri najvaznije t-konorme su:

MAX-unija (eng. MAX-union [27]): Umax (U1, 12) = max[uy, 1;]

Algebarska suma (eng. Algebraic sum [27]): wgq (1, t2) = ty + Uy — iy itz
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Ogranic¢ena suma (eng. Bounded sum [6]): upna (41, 42) = max[1, u; + pyl

py akoje p, =0
Drasti¢na unija (eng. Drastic union [2,3]): ug,t (1, t2) =, akoje u; =0

1 inace.
Napomena 1.2. Prethodno navedene operacije sa fazi skupovima se analogno definisu i za fazi
relacije.

U nastavku se navodi operacija kompozicije koja je za razliku od prethodnih operacija za fazi
relacije koje nisu domen-kompatibilne. Zbog jednostavnosti posmatraju se binarne relacije.

Definicija 1.20. [9] Za date dve binarne fazi relacije R € X; x X, i § € X, X X5 sa funkcijama
pripadnosti uz(xy,x,) i ps(x,, x3), funkcija pripadnosti pg.s(x;, x3) kompozicije RoS se
definise sa
Hros (X1, x3) = Sup min[ug (1, x2), us(x2,x3)] ¥ (%1, %3) € X3 X X3.
X2€X7

Napomena 1.3. U prethodnoj definiciji za kompoziciju, ukoliko su fazi relacije R i S sa
kona¢nim nosacem, onda se supremum zameni maksimumom.

Primer 1.6. Neka su date dve binarne fazi relacije R € X; X X, i $ € X, X X5 u tabeli 1.3. i 1.4.
respektivno, definisane na Dekartovom proizvodu univerzalnih skupova X; = {ay,b;},
X, ={a,, by, c,} i X3 = {as, bs}. Rezultati dobijeni primenom kompozicije R o $ € X; X X5 su
dati u tabeli 1.5, a sledi i postupak za racunanje stepena pripadnosti yz.s(a;, as).

Xo| ay by X3 | az bs
X1 X2
R a, 02 06 0.9 §: a 01 04
b; 03 07 1 b, 05 0.6
pg (1, x2) Ca 0.7 08
s (%2, x3)
Tabela 1.3. Binarna fazi relacija R Tabela 1.4. Binarna fazi relacija $
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X3 | Qs bs

X1
RoS: a 0.7 0.8
b, 0.7 0.8

.uﬁc’f(xll X3)

Tabela 1.5. Kompozicija R o S

tz.s(ay, as) = max[min (uz(ay, ay), us(az, as)),
min (,uﬁ (a, b)), us(by, a3)),
min (,Llﬁ (611' Cz); ,US(CZ' a3))]

= max [min(0.2,0.1),min(0.6,0.5),min(0.9,0.7)] = max[0.1,0.5,0.7] = 0.7
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2. Osnovna fazi aritmetika

U ovom poglavlju je dat preglad pojmova vezanih za fazi brojeve i fazi vektore. Opisani su
neki elementarni primeri fazi brojeva: linearni, Gausovi, kvazi-Gausovi, kvadratni,
eksponencijalni i kvazi-eksponencijalni. Predstavljen je princip prosirenja kao pristup za
prenoSenje operacija sabiranja, oduzimanja, mnozenja i deljenja sa klasi¢nih na fazi brojeve.
Takode, navedeni su i uporedeni koncepti L-R, diskretnih i dekompozabilnih fazi brojeva, kao i
operacija nad na njima. Sve je ilustrovano originalnim primerima. Literatura kori$¢ena za ovo
poglavlje je [1,2,4,9,10,14,21,22,27].

2.1. Fazi brojevi i fazi vektori

Od svih tipova fazi skupova najceSc¢e koriS¢eni pri modelovanju realnih situacija su upravo
oni koji su definisani na univerzalnom skupu realnih brojeva R. U specijalnom slu¢aju takvi
skupovi se nazivaju fazi brojevi. Sli¢no, fazi vektori se mogu uvesti kao specijalna klasa fazi
relacija definisanih na R™.

2.1.1. Fazi brojevi

Sledi definicija i osnovne karakteristike fazi brojeva.
Definicija 2.1. [9] Fazi skup P € P(R) se zove fazi broj p ako zadovoljava sledeée uslove:

P je normalizovan, tj. hgt(P) = 1

P je konveksan

postoji tatno jedno X € R takvo da us(x) = 1, . core(ﬁ) =X
funkcija pripadnosti us(x), x € R je bar po delovima neprekidna.

Aw e

Definicija 2.2. [9] Vrednost X koja pokazuje maksimalni stepen pripadnosti, us(x) =1, se
naziva modalna vrednost fazi broja p.

Napomena 2.1. Skup svih fazi brojeva na univerzalnom skupu R se oznacava sa P (R).

Definicija 2.3. [9] Fazi broj p € P'(R) je simetri¢an ako njegova funkcija pripadnosti s (x)
zadovoljava

pus(X +x) = us(x —x) Vx €R.
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Definicija 2.4. [9] Za fazi broj p € P'(R) se kaze da je (strogo) pozitivan, u oznaci p > 0 ako je
supp(p) < (0,) ili (strogo) negativan, u oznaci p < 0 ako je supp(p) € (—x,0).

Definicija 2.5. [9] Fazi broj p € P'(R) se zove (fazi) nula broj, u oznaci sgn(p) = 0 ako nije ni
pozitivan ni negativan, odnosno ako 0 € supp(p).

2.1.1.1. L-R fazi brojevi

Predstvaljaju najvazniji tip fazi brojeva (uvedeni su u [1,4]). Osnovna ideja L-R
reprezentacije fazi brojeva je da se funkcija pripadnosti u;(x) fazi broja p podeli na dva dela
t(x) i pyr(x), levo i desno od modalne vrednosti x. Funkcija pripadnosti us(x) se onda moze
predstaviti preko takozvanih referentnih funkcija (eng. reference functions) odnosno funkcija
oblika, L i R u sledecoj formi

X —X

,ul(x)=L[ ] za x<X

a
X —X

B

gde a i S predstavljaju odstupanja u levu, odnosno, desnu stranu od x (slika 2.1.). L-R fazi broj
se u skrac¢enoj formi moze zapisati sa p = (X, a, )L g

pp(x) =

,ur(x)=R[ ] za x=X.

A
Up (x)
1p--mmmee s p

i (x)

X X
Slika 2.1. L-R reprezentacija fazi broja p

Da bi funkcije L(u) i R(u), u € R{, bile referentne funkcije za L-R fazi brojeve treba da
zadovoljavaju sledece uslove:

1. L(u) €[0,1] zasvakou i R(u) € [0,1] za svako u
2. L(0O)=R(0)=1
3. L(w) i R(u) su opadajuce na intervalu [0, o0)
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4. L(1) = 0 ako min, L(u) = 0, lim,,,,,, L(u) = 0 ako L(u) > 0 za svako u,
R(1) = 0 ako min, R(u) = 0, lim,,,,, R(u) = 0 ako R(u) > 0 za svako u.

Definicija 2.6. [9] L-R fazi broj je semi-simetri¢an ako su referentne funkcije L i R identi¢ne, t.
L(u) = R(u) zasvako u € R¢. Ukoliko su i vrednosti « i  jednake, L-R fazi broj je simetri¢an.

U nastavku se navode primeri fazi brojeva koji se ¢esto sre¢u u primenjenoj fazi aritmetici a
predstavljaju specijalan slucaj L-R fazi brojeva.

Primer 2.1. [9] Trougaoni (linearni) fazi broj

Zbog svoje prili¢no jednostavne funkcije pripadnosti linearnog tipa, trougaoni (linearni) fazi broj
je jedan od najc¢esce koris¢enih fazi brojeva. Trougaoni fazi broj se u skrac¢enoj formi oznacava
sa p = tfn(x, a;,a,), gde x predstavlja modalnu vrednost fazi broja, a a; i @, odstupanje sa
leve, odnosno, desne strane od modalne vrednosti, dok se funkcija pripadnosti (slika 2.1.)
definise na sledeci nacin:

(1+xa;’E za X—aq<x<ZX

l

”ﬁ(x)=i1—xax za X<x<xX+a, vxeR
T
0 inace

Skup vrednosti iz univerzalnog skupa R koje pripadaju fazi broju p se oznacava kao interval W
fazi broja p i definise sa

W=[w,w]=[x—a,x+a]=supp(P)U{x—a,x+ a,}.

A
p(x)
1f- :

N\ P

0 i
: >
X x

a; a,

Slika 2.2. Trougaoni fazi broj
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Primer 2.2. [9] Gausov fazi broj

Funkcija pripadnosti ovog fazi broja je definisana normalizovanom i asimetri¢cnom Gausovom
funkcijom. Gausov fazi broj se u skra¢enoj formi oznacava sa p = gfn(x,o0;,0,), gde x
predstavlja modalnu vrednost fazi broja a g; i o, odstupanja sa leve, odnosno, desne strane koja
odgovaraju standardnoj devijaciji kod Gausove raspodele, dok se funkcija pripadnosti (slika 2.3.)
definiSe na sledec¢i nacin:

_ (x=%)?

e 20° za x<xXx
ps(x) = (x-5)? Vx € R.

e 200 za x>xX

u(x)

Sl

X X
o, o,

Slika 2.3. Gausov fazi broj

Primer 2.3. [9] Kvazi -Gausov fazi broj

Kvazi-Gausov fazi broj se definiSe iz prakti¢nih razloga a dobija se odsecanjem Gausovog fazi
broja za x < x — 30; i x > X + 30,. Tacnije, stepeni pripadnosti us(x) sa kojima vrednosti
x < X —30; 1 x > X + 30, univerzalnog skupa R pripadaju fazi broju g su manji od 0.01, pa se
zanemaruju. Za prikaz kvazi-Gausovog fazi broja se koristi oznaka gfn*(x, g, g,-), a funkcija
pripadnosti se definise kao:

[ (x-%)?
e 20 za X—-30,<x<X
ps(x) =4 _(x-%? Vx € R.
Le 20:2  za X< x <X+ 30,
0 inace
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Primer 2.4. [9] Kvadratni fazi broj

Kvadratni fazi broj, u oznaci p = qfn(x, B;, Br), gde je X modalna vrednost a §; i 3, odstupanja
sa leve, odnosno desne strane modalne vrednosti, se definise preko funkcije pripadnosti (slika
2.4.) date sa:
—_¥)2
|{1—(xﬁ’§) za X—B<x<%X
l

~ —_ _+\2
Hy(x) 41—§4% za g<x<x+p "FER

T

0 inace

p(x)
1

=

XU
=

ﬁl ﬁr
Slika 2.4. Kvadratni fazi broj

Primer 2.5. [9] Eksponencijalni fazi broj

Eksponencijalni fazi broj se oznacava sa p = efn(x, 1;,7,-), gde X predstavlja modalnu vrednost
a t; 1 T, odstupanja u levu i desnu stranu od modalne vrednosti. Njegova funkcija pripadnosti
(slika 2.4.) je eksponencijalnog tipa a definiSe se kao:

X=X
e U za x<X
ps(x) = % Vx € R.
e r za x=2X
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Slika 2.5. Eksponencijalni fazi broj

Primer 2.6. [9] Kvazi-eksponencijalni fazi broj

Sli¢no kao i kod Gausovog fazi broja i ovde se definiSe kvazi-eksponencijalni fazi broj kao
eksponencijalni fazi broj sa kona¢nim nosacem, a dobija se odsecanjem eksponencijalnog fazi
broja za x < x — 4.57; i x > X + 4.57,.. Tacnije, stepeni pripadnosti uz(x) sa kojima vrednosti
x < X —4.51 1 x > X+ 4.57, univerzalnog skupa R pripadaju fazi broju  su manji od 0.01, pa
se zanemaruju. Za prikaz kvazi-eksponencijalnog fazi broja se koristi oznaka efn*(x,t;,7,) a
funkcija pripadnosti je data sa:

X=X
e T za X—457,<x<%x
ps(x) =4 _x=% ~ ~ Vx € R.
e T za XxX<x<Xx+4.51,
0 inace

Napomena 2.2. Kao s§to je interval W definisan kod trougaonih fazi brojeva, analogno se
definise i za kvazi-eksponencijalne, kvadratne i kvazi-Gausove fazi brojeve.

2.1.1.2. Diskretni fazi brojevi

Diskretni brojevi se prvi put pojavljuju u [10,14]. Ideja se zasniva na diskretizaciji
neprekidne funkcije pripadnosti i predstavljanju fazi brojeva preko diskretnih fazi skupova.

Diskretizacija funkcije pripadnosti u;(x) fazi broja p se vrsi tako Sto se izvrsi ekvidistantna
podela p-ose na intervale kona¢ne duzine.
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Neka je u-osa podeljena na m intervala duzine Ay = % gde se m naziva diskretizacioni broj.
Diskretizacione tacke su date sa p; = #, j=0,,..,miimaju osobine
bo=1, =1, pjpq =p;+A42u, j=01,...,m—1.
Tada se fazi broj p moze predstaviti u diskretnom obliku kao diskretni fazi skup

P ={(a mo), (1), s (@™, ), (BT, pm ), (D72, i), e, (B9, o)}

gde je (a(m),um) = (b(m),,um) aa i pY), j=0,1,..,m zadovoljavaju slede¢e jednacine
(slika 2.6.):

i . dpp(x)
up(a) =y 1 =L

>0, j=12,...m—1,

(pDY = . j HeW = _
,up(b ) Uil ™ x=b(f)<0'] 1,2,...m—1,

a(O) =wy b(o) = Wy gde (erWr) = Supp(ﬁ)'
a™ = p(M = % = core(p).

Ovde w; i w, odgovaraju odstupanjima fazi brojeva, odnosno granicama intervala W kao sto je
ve¢ uvedeno kod trougaonih fazi brojeva.

Napomena 2.3. Diskretni fazi skup sadrzi 2m + 1 element, koji su navedeni u rastuéem
redosledu.

s (x)
i
: p
i+ [ oo . cdoo (D, u;)
faw [
Uj :
——————————— [ QU .
[}
[}
0 . .
a® 7 po X

Slika 2.6. Diskretizacija fazi broja p
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Napomena 2.4. Ukoliko se zahteva ekvidistantna diskretizacija, moguce je izvrsiti podelu i
x-0se, ali se ipak daje prednost diskretizaciji u-ose. Razlozi su sledeéi: diskretna reprezentacija
fazi broja p uvek ukljucuje njegovu modalnu vrednost i grani¢ne vrednosti, za sve fazi parametre
je moguce napraviti istu podelu jer funkcija pripadnosti u(x) uzima vrednosti iz intervala [0,1] i
diskretizacioni interval Ay je invarijantan u odnosu na aritmeti¢ke operacije.

2.1.1.3. Dekompozabilni fazi brojevi

Koncept dekompozabilnih fazi brojeva ([21]) poti¢e od teoreme dekompozicije, Cija
formulacija i dokaz slede u nastavku.

Teorema 2.1. [22] Za svaki fazi podskup A vazi
A= U acut,(4),
a€l0,1]
gde je U unija fazi skupova.

Dokaz: Neka je x proizvoljan fiksan element iz X. Ako se uvede oznaka u;(x) = r, dobija se

n(x) = su n(x) = max( su n(x), su i (x)).
KU gepo,1) acut o (A) ae[ol,gl] .uacuta(A)( ) ae[ol,?r] Hacut,(A) ae(rz?l] Hacut,(A)

Kako je za a € [0,7] uvek pz(x) =r=a, 0 je Ugeyr a) =@, @ za a € (r,1] uvek je
pa(x) =7 < a,paje fycyr, i) = 0, te vazi

HU gejo ) acuta () (X) = Sup a=r = 1 ().

O

Ova teorema vazi i za bilo koji fazi broj p kao specijalni slucaj fazi skupa. Tada se funkcija
pripadnosti u;(x) moZe na jedinstven nacin zapisati preko a-preseka u slede¢em obliku

pp(X) = SUp apleyr, ) (x).
a€l0,1]

Da bi se teorema dekompozicije mogla prakti¢no primeniti potrebno je da se beskonacan broj
a-preseka svede na konacan tako Sto se uzmu u obzir samo diskretne vrednosti a; = u;. Zbog

toga se interval [0,1] deli na m intervala duzine Au = % gde je m dekompozicioni broj.

Diskretne vrednosti su date sa u; =#',j=0,1,...,m I imaju osobine wy =0, u, =1,

Kj+1 = uj + A, j=0,1,..,m— 1. Primenjujui teoremu sada na konacan broj a-preseka, fazi
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broj f se moZe predstaviti u dekompozabilnoj formi preko skupa P = {X(©,x®, XM} koji
sadrzi m + 1 interval

X0 = [a®,bD] = cut, (), a® <bD, j=12,..,m,
X© = [a©, 5] = [w,w,], (wi,w,) = supp(P).

kao Sto je prikazano na slici 2.7.

A

Up (x)
1

Hj+1

Hj

a xD po) X

Slika 2.7. Dekompozicija fazi broja p u intervale

2.1.1.4. Fazi singlton

S obzirom da su fazi skupovi uopstenje klasi¢nih skupova, tako se isto i klasi¢ni brojevi
mogu posmatrati kao specijalna klasa fazi brojeva. Neka je x klasi¢an broj, tada se on moze
predstaviti kao fazi broj p € P'(R) preko funkcije pripadnosti koja se definise na slede¢i nacin:

0 za x<x
ps(x) =41 za x=x Vx€ER
0 za x>x

Kada se klasi¢ni brojevi posmatraju kao fazi brojevi, onda se oni obi¢no nazivaju fazi singltoni
(slika 2.8.).
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u(x)

h

o
X X

Slika 2.8. Klasi¢ni broj (fazi singlton)

2.1.1.5. Fazi interval

Ukoliko fazi skup ne zadovoljava neki od ¢etiri uslova iz definicije fazi broja, onda se on ne
moze smatrati fazi brojem.

Definicija 2.7. [9] Fazi skup P koji ne zadovoljava treé¢i uslov iz definicije fazi broja, tj. da je
core (ﬁ) = X, ali se njegovo jezgro moze izraziti preko zatvorenog intervala [a, b] = core (ﬁ),
a < b se naziva fazi interval (slika 2.9.).

A
u(x)

1

a b X

Slika 2.9. Fazi interval
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2.1.2. Fazi vektori

U nastavku su dati osnovni pojmovi vezani za fazi vektore.

Definicija 2.8. [9] n-arna fazi relacija P € P(R") se zove n-dimenzionalni fazi vektor p ako
zadovoljava sledece uslove:

1. P je normalizovana, tj. hgt(P) = 1.
P je konveksna.

3. Postoji tacno jedan (iy,X,,..,%,) € R®™ sa osobinom us(xy,x,,...,%,) =1, tj.
core(P) = (xy, %z, ..., %)

4. Funkcija pripadnosti us: R™ — [0,1], je po delovima neprekidna.

Definicija 2.9. [9] Klasi¢an vektor X definisan sa X = [Xy, X,, ..., %,]7 = core(P) i pp (@) =1
se zove modalni vektor fazi vektora p.

Napomena 2.5. Skup svih fazi vektora na univerzalnom skupu R™ se oznacava sa P'(R").

2.2. Princip proSirenja

S obzirom da su definisani svi neophodni pojmovi vezani za fazi brojeve, u nastavku se
mogu predstaviti osnovni pristupi za izvodenje operacija nad fazi brojevima.

Zadeh-ov princip proSirenja pruza opsti metod za prenoSenje operacija sa klasi¢nim
brojevima na fazi brojeve (videti [27]). DefiniSe se na sledec¢i naéin:

Neka je X; XX, X ..xX, proizvod univerzalnin skupova i F funkcija oblika
F:X; XX, X ...X X, = Z Kkoja preslikava element (xi,x,,...,x,) proizvoda univerzalnih
skupova u element z = F(xy, x5, ..., x,) univerzalnog skupa Z. Dalje, neka je dato n fazi
skupova A; € Xy, A, € X,,..., A, € X, definisanih funkcijama pripadnosti gz, (x),
ta,(x2), - iz, (xn), x; €X;, i =1,2,...,n. Tada je funkcija pripadnosti uz(z), z € Z fazi
skupa B € Z za B = F(4y, 4, ..., A, definisana sa

sup min{ug1 (x1), 1z, (x2), ...,,ugn(xn)} ako 3z = F(xq, X3, .., Xy)
ug(Z) = 42z=F(x1,X2,..2Xn)
0 inace.

Napomena 2.6. U principu prosirenja, ako svaki fazi skup 4;,i = 1,2, ...,n ima kona¢an nosac,
onda se supremum zameni sa maksimum.
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Napomena 2.7. Princip proSirenja se moze primeniti na diskretne fazi skupove, dobijene od fazi
brojeva prilikom diskretizacije funkcije pripadnosti (odeljak 2.1.2.2.).

Primer 2.7. Posmatra se specijalan slu¢aj principa proSirenja, gde n = 1. Neka je dat fazi skup
A, definisan na univerzalnom skupu X = Z sa 4 = {(—1,0.2), (0,0.5),(1,1.0)(2,0.5), (3,0.2)} i
funkcija z = F(x) = x% + 2. Koristeéi princip prosirenja, fazi skup B, dat na univerzalnom
skupu Z=N se dobija kao B =F(4) = 4%+ 2 ={(2,0.5),(3,1.0)(6,0.5),(11,0.2)}. Na
primer, stepen pripadnosti x5(z = 3) se racuna na slede¢i nacin:

us(z =3) = sup pz(x) = max[uz(x = —1),uz(x = 1)] = max[0.2,1.0] = 1.0.

F(x)=3

Primer 2.8. Sada se razmatra princip prosirenja za n = 2. Neka su data dva fazi skupa 4, i 4,,
definisana na univerzalnim skupovima X; = X, = Z sa

A; ={(0,0.1),(1,0.5), (2,1.0)(4,0.5), (6,0.1)}
A; ={(-1,0.2),(0,0.4),(1,1.0)(2,0.6), (3,0.2)}
i funkcija
1
z=F(xq1,%3) = 5% + x5.
Koriste¢i princip prosirenja, fazi skup B, dat na univerzalnom skupu Z = Q se dobija kao
_ o 1.
B=F(4,4;) = EA1 + 4, = {(—1,0.1),(-0.5,0.2), (0,0.2), (0.5,0.4), (1,0.4),(1.5,0.5),

(2,1.0), (2.5,0.5), (3,0.6), (3.5,0.2), (4,0.5), (5,0.2), (6,0.1)}.

Kompletan postupak je prikazan u tabelama 2.1. i 2.2. U prvoj koloni i prvom redu tabele 2.1. su
navedeni elementi x; i x, sa odgovaraju¢im stepenima pripadnosti, fazi skupova A; i 4,
respektivno. Tabela se sastoji od elemenata z, dobijenih primenom funkcije F na elemente x, i
X2, i njihovih stepena pripadnosti, dobijenih kao min[uz, (x;), uz, (x;)]. U tabeli 2.2. su date sve
moguce vrednosti za z zajedno sa stepenima pripadnosti. S obzirom da za neke vrednosti z
postoji viSe razli¢itih stepena pripadnosti, za konacan stepen pripadnosti pz(z) se uzima njihov
supremum i tako se dobija trazeni skup B.
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x(#zz(xz)) —10.2) 0(0-4) 1(1.0) 2(0.6) 3(0.2)
2
x(#zl(xﬂ)
1
0(0.1) _1(0.1) 0(0.1) 1(0.1) 2(0.1) 3(0.1)
1(05) —-0.502 o504 1505 2505 3502
2(1.0) 0(0.2) 1(0.4) 2(1.0) 3(0.6) 4(0.2)
4(0.5) 1(0.2) 2(0.4) 3(0.5) 4(0.5) 5(0.2)
6(0.1) 2(0.1) 3(0.1) 4(0.1) 5(0.1) 6(0.1)
Zminlua, Gouz, 0 % Xy + %

Tabela 2.1. Primena principa proSirenja za primer 2.8. (korak I)

s = %xl tx, | Minlsa, G i, ()] | max
-1 0.1 0.1
-0.5 0.2 0.2
0 0.1,0.2 0.2
0.5 0.4 0.4
1 0.1,0.2,04 0.4
1.5 0.5 0.5
2 0.1,04,1.0 1.0
2.5 0.5 0.5
3 0.1,05,0.6 0.6
3.5 0.2 0.2
4 0.1,0.2,0.5 0.5
5 0.1,0.2 0.2
6 0.1 0.1

z 1 (2)

Tabela 2.2. Primena principa prosirenja za primer 2.8. (korak I1)

2.3. Osnovne fazi aritmeti¢ke operacije

Primarni cilj fazi aritmetike jeste da se definiSu osnovne fazi aritmeticke operacije koje

Ea(ﬁpﬁz) =Py + D2,
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odgovaraju operacijama sabiranja, oduzimanja, mnozenja i deljenja kod klasi¢nih brojeva.
Odnosno, za dva fazi broja p; i p,, data funkcijama pripadnosti uz, i ug,, cilj osnovne fazi
aritmetike je da se odredi funkcija pripadnosti p;(z), z€ R fazi broja § = E(p,, ) gde
funkcija E predstavlja jednu od osnovnih aritmeti¢kih operacija:

Es(ﬁl'ﬁz) = Py — D2,



™h

Em(ﬁl»ﬁz) = P1D2, Ed(ﬁpﬁz) =

1
2

h

Formalni pristup za reSenje ovog problema pruza princip proSirenja ([9]). Ukoliko se princip
prosirenja primeni na prethodne pretpostavke, gde su p; i p, argumenti a E funkcija, funkcija
pripadnosti u(z) fazi broja z se moze dobiti iz

a(®) = sup minfuy, (), 1, (x2)}  Va,x; €R
z=E(x1,%;

Problem koji se javlja prilikom direktne primene principa proSirenja je S$to postoji
beskonacan broj kombinacija ulaznih vrednosti x; i x,, koje dovode do iste izlazne vrednosti z a
da se pritom mogu dobiti razli¢iti stepeni pripadnosti. Da bi se pronasao konacni Stepen
pripadnosti p;(z) za element z, potrebno je nac¢i njihov supremum. Primarni razlog zbog kog
dolazi do ovog problema jeste taj Sto nisu iskoris¢ene karakteristicne osobine koje kvalifikuju
fazi skupove kao fazi brojeve. U nastavku su predstavljena tri pristupa za prakti¢nu
implementaciju principa pro$irenja za osnovne fazi aritmeticke operacije prethodno navedene.

2.3.1. Osnovne operacije nad L-R fazi brojevima

e Sabiranje L-R fazi brojeva ([9])

Neka su data dva L-R fazi broja p; = (X1, a1, B1)r | D2 = (X2, @, f2) g iStOg tipa, tj., istih
referentnih funkcija. Suma E,(p;,p2) = § = p; + P, je opet L-R fazi broj tog tipa oblika
g =(Z a,B) g, sa modalnom vrednod¢u Zz=Xx;+x, i odstupanjima a=a;+a, I
B = B1 + B. Krace se moZe zapisati

V4 a B
(X1, a1, PR + (X2 a2, o) g = (X1 + X3, a1 + ay, B1 + [2)Lr-
p1 D> q

Napomena 2.8. Da bi operacija sabiranja L-R fazi brojeva bila zatvorena, potrebno je da su fazi
brojevi p; i p, istog L-R tipa, $to znaci da su referentne funkcije sa leve strane, oba fazi broja L,
a sa desne strane R.

e Oduzimanje L-R fazi brojeva ([9])

Prvo se definise suprotan broj —p L-R fazi broja p sa —p = —(X,a, B) r = (=X, B, @)r . 1Z
postupka za izvodenje operacije sabiranja se dobija formula za oduzimanje
4 = E(p,,P,) = P, — P, L-R fazi brojeva:
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Z a B
(X1, a1, B — (X2, 2, B2)rL = (X1 — X3, a1 + 2,51 + az) k-

121 D2 q

Napomena 2.9. Da bi operacija oduzimanja L-R fazi brojeva bila zatvorena, potrebno je da su
fazi brojevi p; 1 P, suprotnog L-R tipa.

e MnozZenje fazi brojeva ([9])

Ovde se dodatno pretpostavlja da su fazi brojevi p; 1 p, koji su istog L-R tipa, pozitivni, tj. da
vazi Py, P, > 0. Prilikom izvodenja formule za mnozenje § = E,,(p,,P,) = P1P. pojavljuje se
kvadriranje, te ova operacija nije zatvorena za L-R fazi brojeve. Da bi se zaobiSao ovaj
nedostatak, tj. eliminisalo kvadriranje predlazu se dve vrste aproksimacija.

1. Tangentna aproksimacija ([2])
U ovom slucaju se izostavlja kvadratni izraz i dobija formula

Z a B
— — = = — — —
(Xy, a1, Pr)Lg (X2, @z, Podr = (X1 Xy, X100, + X0y, X152 + X B1) R
D1 D> de

2. Sekantna aproksimacija ([2])
Kvadratni izraz se zamenjuje linearnim i dobija formula

¥4 a B
— — N = — — —
(X1, atq, ﬂ1>L,R - (X3, aZ;,BZ)L,R ~ (XX, X 0 + X0 — 105, X1 5 + X081 + ,31.32>L,R-
1221 D2 ds

Primer 2.9. Neka su dati pozitivni trougaoni fazi brojevi p; = tfn(3,1,1) i p, = tfn(5,2,5)
koji se mogu zapisati u L-R obliku p; = (3,1,1),, i p, = (5,2,5);;. Ako se koristi tangentna
aproksimacija, proizvod § = p;p, je aproksimiran pomocu trougaonog fazi broja
G = (15,11,20);;, dok je u slucaju sekantne aproksimacije aproksimiran sa §s = (15,9,25),;.

e Deljenje L-R fazi brojevi ([9])
Koli¢nik § = E;(Py,P,) = ? dva L-R fazi broja p; i p, se moze dobiti tako §to se deljenje fazi
2
. L . . T . . I |
brojeva p; i P, zameni mnozenjem deljenika p; inverznim elementom delioca p,, p;* = 5
2
Kako operacija inverzije L-R fazi brojeva nije zatvorena, neophodno je koristiti aproksimacije.

Ako se posmatra fazi broj p koji je ili pozitivan ili negativan, tj. 0 € supp(p), dat sa
p = (%, a, B)r, tangentna aproksimacija ('), za inverzni ' se definise kao

(ﬁ_l)t = (

Xl

a
2
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a sekantna aproksimacija (1), kao

B «
TG+B) TE@—a) Rt TP

PN
(p 1)s_<§’

2.3.2. Osnovne operacije nad diskretnim fazi brojevima

Neka su data dva fazi broja p, 1 p, proizvoljnog znaka. Potrebno je odrediti fazi broj
G=E@,,D,) =P, *Dy E E€{ELEs, Em,Eq}, *€ {+,—,,/}, koji se dobija primenom neke od
osnovnih aritmeti¢kih operacija na fazi brojeve p; i p,. Ovaj postupak se sastoji od sledecih
koraka ([9]):

1. Diskretizacija fazi brojeva p; i p, (definisana u odeljku 2.1.1.2.) $to dovodi do diskretnih
fazi skupova

Pi = {(@” o) (a7 1) o (@17t ) (177 s ) (67 ), o (817 10}

ﬁz* = {(aéo),uo), (agl),lh), ey (agm),#m), (bgm_l)'ﬂm—l), (bgm_z),/im—z)' ey (bg))'ﬂo)}-

2. Primena principa prosirenja na diskretne fazi skupove P; i P; kao ulazne fazi skupove,
dovodi do diskretnog fazi skupa

Q' = {(z.15(2)|z € E(supp(Py) x supp(P;))},

o(@ = sup  minfup; (x1), pu; (x2)},

z=E(x1,X2)

x; € supp(Py), x, € supp(P;).

3. Odredivanje odgovaraju¢e diskretne reprezentacije Q* fazi broja § odabirom
(2m + 1)-o0g stabilnog elementa (z, u(z)) iz skupa Q' jer se moze desiti da sadrzi veéi
broj elemenata od navedenog, kao i da ne dovode do odgovarajuceg fazi broja koji
poseduje sve potrebne osobine.

Definicija 2.10. [9] Vrednost z = E(xy,x,), x; € supp(P;), x, € supp(P;) je stabilan
element ako je dobijen kombinacijom elemenata (x;, up; (x1)) 1 (x2, up; (x2)) Koji zadovoljavaju
uslove:

a) Elementi  (xq,up:(x1)) 1 (x2,up;(xz)) imaju isti  stepen pripadnosti, tj.
u=up:(x1) = pp; (x2). Ovo vazi ako  je X, = xf) € {ag),bij)} i
% = e {a?bP) j=01,..m.
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b) Elementi (xij),uj) i ( éj),uj) se nalaze na kompatibilnim krivama. U tabeli 2.3. je dat

pregled uslova kompatibilnosti u zavisnosti od osnovne aritmeticke operacije i znakova

klasi¢nih argumenata xij ) | xgj ),

Osnovna operacija | Znak x? i x{’ | Uslov kompatibilnosti
+ bilo koji zadovoljava
- bilo koji ne zadovoljava
isti zadovoljava
razli¢iti ne zadovoljava
/ isti ne zadovoljava
razlic¢iti zadovoljava

Tabela 2.3. Uslovi kompatibilnosti

Napomena 2.10. Ako se vrsi se operacija mnozenja ili deljenja, a neki od brojeva je fazi-nula
broj (izuzev delioca), uslovi kompatibilnosti se menjaju.

Primer 2.10. Dati su pozitivni trougaoni fazi brojevi p; = tfn(3,1,1) i p, = tfn(5,2,5),
prikazani na slici 2.10. Vrsi se diskretizacija p-0se za dekompozicioni broj m = 2, odnosno
duzinu intervala Ay = 0.5. Dobijaju se diskretni skupovi

Pi = {(2,0),(2.5,0.5),(3,1.0)(3.5,0.5), (4,0)}
P; = {(3,0),(4,0.5),(5,1.0)(7.5,0.5), (10,0)}
kao diskretne reprezentacije fazi brojeva p; i p, (slika 2.10.).

A A
Hp, (x1) Up, (x2)

10 [-----mmoo- 1.0 [-----eeme oo

0.5 f--mmmmmmee- 05 [----------

0.0 0.0 ¢ >

[}
[}
I
3 4 5 75 10 x,

Slika 2.10. Fazi brojevi p; i #, i njihove diskretne reprezentacije P; i Py zam = 2
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Osnovna operacija mnozenja § = Em(ﬁlﬁz) = PP, se moze dobiti primenom principa

prosirenja na diskretne fazi skupove P; i P;, a prema tabelama 2.4. i 2.5.

(ups (x2)) 3(0) 440.5) 5(1.0) 7.5(0.5) 10(®
X
(ups (x1))
1
2(0) 6(0) g(0) 100 15¢0) 200
2.5¢05) 750 100 12505 187505 250
3(10) 9(0) 12(05) 15(10) 225(05) 30(0)
3.5(0%) 10.5 144005 17505 262505 350
440) 120 16(0 200 300 400
Z(min[u;,;(xl),uf,;_(xz)]), ——

Tabela 2.4. Primena principa pro$irenja za primer 2.10. (korak I)

Z = X1X2 min[,u,s; (x1)'.uﬁ;,(x2)] max
6 0 0
7.5 0 0
8 0 0
9 0 0
10 0,05 0.5
10.5 0 0
12 0,05 0.5
12,5 0.5 0.5
14 0.5 0.5
15 0,1.0 1
16 0 0
17.5 0.5 0.5
18.75 0.5 0.5
20 0 0
22.5 0.5 0.5
25 0 0
26.25 0.5 0.5
30 0 0
35 0 0
40 0 0
z g (2)

Tabela 2.5. Primena principa prosirenja za primer 2.10. (korak 1)
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Kao rezultat se dobija diskretni fazi skup
Q' = {(6,0),(7.5,0), (8,0),(9,0), (10,0.5), (10.5,0), (12,0.5), (12.5,0.5)(14,0.5), (15,1.0),

(16,0),(17.5,0.5),(18.75,0.5)(20,0), (22.5,0,5), (25,0), (26.25,0.5), (30,0)(35,0), (40,0)}.

Medutim, sadrzi vise od (2m + 1)-0g elementa, pa je potrebno izbaciti one koji nisu stabilni. Za
svaki element iz skupa Q' se proverava da li zadovoljava uslove iz definicije stabilnog elementa.
Na primer, element (6,0) je dobijen kombinacijom elemenata (2,0) € P; i (3,0) € P; koji imaju
isti stepen pripadnosti i nalaze se na kompatibilnim krivama, pa pripada skupu Q*, dok element
(7.5,0) dobijen kombinacijom (2.5,0.5) € P; i (3,0) € P; nije stabilan jer ne zadovoljava prvi
uslov za stabilnost. Kona¢no, dobija se reSenje (slika 2.11.) dato sa

Q* = {(6,0),(10,0.5), (15,1.0), (26.25,0.5), (40,0)}.

Hq(Z)
1.0

0.5

e R

0.0

-

6 10 40 z

-
Ul
()
o
)
ol

Slika 2.11. Proizvod § = p,p, i njegova diskretna reprezentacija Q* = P;P; zam = 2

2.3.3. Osnovne operacije nad dekompozabilnim fazi brojevima

Osnovne operacije nad fazi brojevima p, i p, se vrSe primenom operacija na parove intervala
Xl(j) i XZU) dekompozabilnih fazi brojeva P, i P,, odvojeno za svaki nivo pripadnosti u;,
j=0,1,..,m. Rezultat osnovne operacije § = E(p,P,) =Py *Po, *€ {+,—,/} se moze
zapisati u dekompozabilnom obliku kao

Q=E(P,P) =P xP,={Z©0,zD, . z(M}

gde je

34



70) = [a(]) b(])] _ [ 6)) b(})] [a(J) bgj)] — X1(j) *Xz(j)' j=01,..,m

S obzirom da su Xl(j Vi x éj ) intervali, osnovne operacije se vrse specijalnom aritmetikom, koja se
zove intervalna aritmetika.
Osnovne operacije intervalne aritmetike se definisu sa ([9]):
e sabiranje (x== +)
[ 6)) b(])] [ 6)) b(])] [aU) n a(}) b(]) bgj)],
e oduzimanje (x:= —)
[ 6) b(])] [ 6) b(])] [a(J) bgj),bij) _agj) ’
e MmnoZenje (x:=-)
[a(]) b(])] [a(]) bm] mln(M(f)) max(M(f))]
MO = (a9, aPbP, bPaP, b,
e deljenje (x==/)
a?,67]/[a$, 6P| = [min(DD), max(DD)],
pU = {aij)/ag]),ag)/b(]) b(])/a(]) bij)/béj)}, 0¢ [a(J) b(])]_

Napomena 2.11. Prethodne jednacine slede iz Cinjenice da je E (X, X{")=x{ «x{
neprekidna funkcija nad kompaktnim skupom pa uzima minimalnu i maksimalnu vrednost.
Interval ZU0) = Xl(j) * Xz(j) je ponovo zatvoren interval nad R.

Primer 2.11. Dati su pozitivni trougaoni fazi brojevi p; = tfn(3,1,1) i p, = tfn(5,2,5),
prikazani na slici 2.12. Neka je dekompozicioni broj m = 2, odnosno duzina intervala Au = 0.5.
Kao rezultat dekompozicije, dobijaju se skupovi intervala

P, ={[2,4],[2.5,3.5],[3,3]}
P, ={[3,10],[4,7.5], [5,5]}

kao dekompozabilne reprezentacije fazi brojeva p, i p, (slika 2.12.).
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Hp, (x) HUp, (x)

1.0

0.5 0.5

0.0 0.0

2 3 4 x 3 4 5 7.5 10 x

Slika 2.12. Fazi brojevi p; i p, i njihove dekompozabilne reprezentacije P; i P, zam = 2

Osnovna operacija mnozenja § = Em(ﬁlﬁz) = PP, se moze dobiti primenom intervalne
aritmetike odvojeno na svakom nivou pripadnosti u;, j = 0,1,2:

o =0: Z© =x. x© = [2,4][3,10] = [6,40]
w =05 ZW=x®.xP =[2535][4,7.5] = [10,26.25]
=1 Z®=x%.x» = [33][55] = [15,15].
Konaéno, proizvod § = p;p, se dobija u dekompozabilnom obliku kao
Q=P -P,={Z©,zMW, 7™} = {[6,40],[10,26.25], [15,15]}

koji prikazan je na slici 2.13.
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Ug (2)
1.0 VA,
05— VAS)
E Q
0.0 y ! . Z(O)>
6 10 15 26.25 40 z

Slika 2.13. Proizvod G = p,p, i hjegova dekompozabilna reprezentacijaQ = P, - P, zam = 2
Prednost diskretnih i dekompozabilnih fazi brojeva u odnosu na L-R fazi brojeve je u

njihovoj praki¢noj primeni. Oba koncepta su podjednako dobra, ali se zbog jednostavnije
implementacije ¢eSc¢e Koristi dekompozicija, zasnovana na intervalnoj aritmetici.
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3. Standardna fazi aritmetika

U ovom poglavlju je dat pregled standardne fazi aritmetike, koja se uvodi s ciljem procene
fazi racionalnih izraza. Pored osnovnih definicija standardne fazi aritmetike, izloZzen je njen
veliki nedostatak, a to je precenjivenje rezultata problema. Upravo u cilju resavanja tog

problema, uvode se pojmovi lokalnog i globalnog stepena precenjenosti, ¢iji pregled je takode
dat u ovom poglavlju. Literatura koja je koris¢ena pri izradi ovog poglavlja je [7,9].

3.1. Definicija standardne fazi aritmetike

Kao prosirenje binarnih operacija osnovne fazi aritmetike, definiSe se standardna fazi
aritmetika da bi se procenili fazi racionalni izrazi oblika f(p,D,,...,Pn), $to podrazumeva
uzastopno izvodenje viSe razli¢itih osnovnih operacija. Posmatrani pristup je zasnovan na
konceptu dekompozabilnih fazi brojeva. Elementi p; € P'(R) su fazi brojevi dati funkcijama
pripadnosti uﬁi(x), xeER, i=12,..,n, a f je funkcija oblika f:R" —» R. Takode se
pretpostavlja da se fazi-vrednosni izraz moze proceniti u konacnom broju koraka, tj.
f(P1, P2, -, Pn) je konacan fazi racionalni izraz.

Postupak za procenu fazi racionalnih izraza se sastoji od sledecih koraka ([9]):

1. Dekompozicija ulaznih fazi brojeva

U prvom koraku, interval [0,1] u-ose je podeljen na m intervala duzine Ay =—, a

1
. m,
diskretne vrednosti u; (m + 1)-0g nivoa pripadnosti su date sa u; = # j=01,..,m

U drugom koraku, argumenti p;, i = 1,2,...,n, koji se takode nazivaju i ulazni fazi
brojevi, su razlozeni na a-preseke Sto je dovelo do dekompozabilnih reprezentacija

Po={x"x® . x™} i=12,.,n,
fazi brojeva p;, gde svaki skup P; sadrzi m + 1 interval

X9 = [a®,50] = cuty 30, o <P, j=12,..,m,

X0 = [a®,] = [y ] () = supp )
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2. Primena intervalne aritmetike

Fazi racionalni izraz G = f(p1, D2, -, Pn) Se dobija procenom intervalno-vrednosnih
parametara

70) = f(xff),ng), ...,X,({)), j=01,..,m

odvojeno na svakom nivou pripadnosti u;. Procena ovih intervalnih racionalnih izraza se

vr$i pomoc¢u osnovne intervalne aritmetike, a prema definicijama operacija sa
dekompozabilnim brojevima datim u odeljku 2.3.3.

3. Ponovna kompozicija izlaznih intervala

Kao rezultat primene intervalne aritmetike, vrednost fazi racionalnog izraza se dobija u
dekompozabilnoj formi

Q= {Z(O),Z(l), ,,_’Z(m)}.

Vrednost § fazi racionalnog izraza, koji se takode naziva i izlazni fazi broj, se moze
dobiti ponovnom kompozicijom intervala ZY), j =0,1,---,m iz Q prema njihovim
nivoima pripadnosti p;.

Primer 3.1. [9] Neka je dat fazi racionalni izraz
G = f(P1, D2, P3,04) = (B1 + P2) (B3 — Pa)-

Tada je odgovarajuéi intervalni racionalni izraz
20 = £ (x9,x9,x9,x9) = (x9 + xP) (x = x), j=01,,m,
postupno procenjen za svako j na slede¢i naéin:
29 = x9 4 x9 = £, (x9,x),
79 = x9 _x9 = g, (ngj),Xij)),

z0 =79 .20 — g, (fo),zgf))_
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3.2. Nedostaci i ograni¢enja standardne fazi aritmetike

Nedostatak standardne fazi aritmetike jeste precenjivanje rezultata koji zavise od oblika fazi
racionalnog izraza.

Slede definicije pogodnih veliCina za odredivanje stepena precenjenosti.
Definicija 3.1. [9] Lokalni stepen precenjenosti na nivou pripadnosti y; se definiSe sa

wth[f,(XD)] — wen[f(xD)]  wth (2) = wen(z9)
wth[f (XD)] N wth(ZD) 2

QP (x0) = =01,..m—1

gde operator “wth” predstavlja Sirinu intervala.

Lokalni stepen precenjenosti se uvodi da bi se kvantifikovao efekat precenjenosti, koji se
pojavljuje prilikom procene fazi racionalnog izraza, datog u obliku “c”, upotrebom standardne
fazi aritmetike.

Definicija 3.2. [9] Globalni stepen precenjenosti w,(p) je prose¢na vrednost lokalnih stepena
precenjenosti, na svim nivoima pripadnosti x;, j = 0,1, ..., m — 1, data sa

1 m—1
w,( == o (x0),
j=0

Globalni stepen precenjenosti se uvodi kao ukupna mera precenjenosti fazi racionalnog izraza.
lako je zavisnost globalnog stepena precenjenosti od dekompozicionog broja takva da je w(p)
bolji za vece vrednosti m, njegove prihvatljive aproksimacije se mogu dostici i za male vrednosti
dekompozicionog broja.

Nedostatak standardne fazi aritmetike, kao i lokalni i globalni stepen precenjenosti su
ilustrovani slede¢im primerima.

Primer 3.2. [9] Neka je dat fazi raconalni izraz
f®) =p°—2p* - 21p — 18,
koji se procenjuje za ulazni fazi broj
p = tfn(1.5,1.5,1.5)
simetri¢nog trougaonog oblika, kao §to je prikazano na slici 3.1.(a).

Kada se standardna fazi aritmetika primeni direktno na izraz u originalnom obliku
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fo®) =p® —2p*—21p — 18,
dobija se fazi-vrednosni rezultat f, (p), dat na slici 3.1.(b).
Fazi racionalni izraz se moze zapisati i U Hornerovoj formi

fu®@) =[P —2)p —21]p — 18.
Procena izraza u ovoj formi dovodi do rezultata f; (p), (slika 3.2.(a)).

Ako se sada prvobitni izraz proceni primenom standardne fazi aritmetike na njegov faktorizovani
oblik

fr@) =@+3)@+ D@ - 6),
dobija se rezultat f-(p), prikazan na slici 3.2.(b).

Radi poredenja, na svakoj od prethodno pomenutih slika je prikazan i pravi fazi aritmeticki
rezultat f(p), koji se moze dobiti numeri¢kom optimizacijom, a gde je minimalna i maksimalna
vrednost funkcije f odredena za svaki ulazni interval X0, j = 0,1, ..., m.

1.0 1.0
us ([ n(2)[~

B p -

05| 0.5

00/ | S
0 1 2 3 4 -140  -100 -60 20 0 20

X zZ
(€Y (b)

Slika 3.1. (a) Ulazni fazi broj p, (b) Rezultat f, (§) direktne procene (puna linija) i pravi fazi
aritmeticki rezultat £ (p) (isprekidana linija)
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1.0 1.0
u(z) - u(z) [
0.5 0.5
0.0 | | 0.0~
140  -100  -60 20 0 20 -140  -100  -60 -20 0O 20
Z Z
(@) (b)

Slika 3.2. (a) Rezultat f;(p) procene Hornerove forme (puna linija) i pravi fazi aritmeticki
rezultat £(p) (isprekidana linija), (b) Rezultat fz(p) procene faktorizovane forme (puna linija) i
pravi fazi aritmeticki rezultat f(p) (isprekidana linija).

Sa slika se moze videti ovaj veliki nedostatak standardne fazi aritmetike. U zavisnosti od oblika
fazi racionalnog izraza, dobijaju se razli¢iti rezultati problema a nijedan se ne poklapa sa pravim
fazi aritmetickim reSenjem, ta¢nije svi ga precenjuju u manjoj ili ve¢oj meri.

Sada se za sve oblike fazi racionalnog izraza izratunava njegova vrednost na nivou pripadnosti
Ho = 0.

U slucaju direktne procene intervalno-vrednosnog izraza

fo(X©@) = (x©@)° = 2(x@)* — 21X©® — 18
za ulazni interval X = [0,3], dobija se

7 = £,(x©) = [0,3] - [0,3] - [0,3] — 2[0,3] - [0,3] — 21[0,3] — 18 = [-99,9].

Kada se procenjuje izraz u Hornerovoj formi

fu(X©@) = (X© - 2)x© - 21) x© — 18
za X = [0,3], dobija se

70 = fu(X©) = (([0,3] = 2)[0,3] — 21)[0,3] — 18 = [-99, —18],

dok procena faktorizovane forme
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fr(X©@) = (X© +3)(x@ + 1)(x® - 5)
za ulazni interval X© = [0,3], dovodi do rezultata
7 = f(x©) = ([0,3] + 3)([0,3] + 1)([0,3] — 6) = [~144,—9].
Medutim, pravi fazi aritmeticki rezultat Z© je dat sa
Z© = £([0,3]) = [-72,-18]
i predstavlja stvarni opseg vrednosti £(X©) za X© = [0,3].

Za razlicite forme f,(X©@), f;(X©@), fz(X©) intervalnog racionalnog izraza f(X©®) na
najmanjem nivou pripadnosti u,, lokalni stepeni precenjenosti iznose

0 =100%, Q¥ =50%, Q¥ =150%.
Kada se uzme da je m = 10, dobijaju se sledeée vrednosti za globalni stepen precenjenosti:
wp(P) = 79%, wy(P) = 33%, wp(P) = 125%.
Napomena 3.1. Svaki realan broj c je ekvivalentan intervalu [c, c], koji se naziva degenerisan.
Primer 3.3. [9] Neka je dat fazi raconalni izraz
9®) =2p —p?,
koji se procenjuje za simetriéni linarni fazi broj
p = tfn(1.5,1.5,1.5)
kao $to je prikazano na slici 3.1.(a).
Kada se standardna fazi aritmetika primeni direktno na izraz u originalnom obliku
9p(B) = 2p — P>,
dobija se fazi-vrednosni rezultat g, (p), dat na slici 3.3.(a).
Prvobitni fazi racionalni izraz se moze zapisati i u formi
gur(®) = (2 - PP,
koja se moze posmatrati kao Hornerova ili faktorizovana forma od g (p).

Njenom procenom se dolazi do rezultata gy (D), (slika 3.3.(b)).
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I ovde je zbog poredenja, na svakoj od prethodno pomenutih slika prikazan i pravi fazi
aritmeti¢ki rezultat g(p).

1.0 1.0
u(z) M(Z) | gHF(ﬁ)
— g()
05 05
0.0 00| | | | | L
-10 10 6 2 0 2 6 10
Z VA
(a) (b)

Slika 3.3. (a) Rezultat g, (p) direktne procene (puna linija) i pravi fazi aritmeticki rezultat g(p)
(isprekidana linija), (b) Rezultat gyr(p) procene Hornerove ili faktorizovane forme (puna linija)
i pravi fazi aritmeticki rezultat g(p) (isprekidana linija).

Kao i u primeru 3.2., efekat precenjenosti se jasno vidi na slikama.

Ponovo se za sve oblike fazi racionalnog izraza izracunava njegova vrednost na nivou
pripadnosti y, = 0.

U slucaju direktne procene intervalno-vrednosnog izraza
gp(X©®) = 2x© _ (X<0>)2
za ulazni interval X = [0,3], dobija se
7 = g, (x©®) = 2[0,3] - [0,3] - [0,3] = [-9,6].
Procena izraza u Hornerovoj ili faktorizovanoj formi
gHF(X(O)) = (2 — X(O))X(O)
za X© = [0,3], dovodi do rezultata

7 = gur(X©@) = (2 - [0,3)[0,3] = [-3,6].
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Medutim, pravi fazi aritmeticki rezultat Z(®) je dat sa
7@ = g([03D) = [-31]
i predstavlja stvarni opseg vrednosti g(X©) za X© = [0,3].

Za razligite forme gp (X @) i gyr(X(@) intervalnog racionalnog izraza g(X®), na najmanjem
nivou pripadnosti i, lokalni stepeni precenjenosti iznose

o™ = 275%, Q) = 125%.

Koriste¢i globalni stepen precenjenosti da se kvantifikuje ukupna precenjenost fazi racionalnog
izraza, za dekompozicioni broj m = 10 se dobija

wp(P) = 356%, wyr(@) = 114%.
Primer 3.4. [9] Kao problem sa vise od jedne promenljive, razmatra se fazi raconalni izraz
p1 + P2

h(P1, P2) = —,
P1, P2 B,

koji se procenjuje za simetri¢ne linarne fazi brojeve
pr = tfn(2,1,1) i p, = tfn(4.5,0.5,0.5),
prikazane naslici 3.4.(a).
Kada se standardna fazi aritmetika primeni direktno na izraz u originalnom obliku
- p1 + D2
hp (D1, P2) = 5

1

dobija se fazi-vrednosni rezultat hj, (5,1, p-), dat na slici 3.4.(b).
Pocetni fazi racionalni izraz se moze zapisati i kao

ﬁ1+ﬁz_&+@

P1 Zz} b1

=1

pa se dobija pojednostavljena (eng. simplified) forma
P2

hs(P1,02) = 1+ =
P1

Njenom procenom se dolazi do rezultata hg(p,, D), (slika 3.4.(b)).
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Na slici 3.4.(b) je prikazan i pravi fazi aritmeticki rezultat h(p;, p2), koji je zapravo identi¢an sa
hS (ﬁl) ﬁZ)

1.0 1.0
,u(x) - ll(Z) L hs(ﬁpﬁz) =

— P1 — h(p1,D2)

B 5 B
05 05 hp (D1, P2)
00l 11| | | 00| /i

1 2 3 4 5 1 2 4 6 8

X VA
(a) (b)

Slika 3.4. (a) Ulazni fazi brojevi p; i p,, (b) Rezultat hj(p,, p,) direktne procene (puna linija) i
identi¢ne krive rezultata hg(p;, P,) pojednostavljene forme i pravog fazi aritmeti¢kog rezultata
h(pi1,p.) (isprekidana linija)

Jasno je da za hg(p4, p,) ne postoji precenjenost, dok se efekat precenjivanja za hp (p,, p,) lako
moze uoditi, ali se ipak izvodi analiticki.

Za sve oblike fazi racionalnog izraza se izracunava njegova vrednost na nivou pripadnosti
to = 0.

U slucaju direktne procene intervalno-vrednosnog izraza

© 4 4©
X0 +x
ho (X, %) = 21—

za ulazne intervale X = [1,3]i x{” = [4,5], dobija se

o _ o v\ _ [L3]1+[45] [58] [5
4= hD(Xl 2 ) T 1,31 [13] [5'8]'

Kada se procenjije izraz u pojednostavljenoj formi

©) (0 x5”
hs (X, %) = 1+
1
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zax® =[1,3]i x{” = [4,5], dobija se
(0) (0) y,(0) _
28 = hs(x; XZ)—1+ 1+[3 5] [3 6]

Pravi fazi aritmeticki rezultat Z(®, koji predstavlja stvarni opseg vrednosti h(Xl(O),Xéo)) za

x©® =[1,3]i x{"’ = [4,5] je dat sa
Z©® = p([1,3],[4,5]) = [;6].

Za razligite forme hD(Xl(O),Xéo)) i hS(Xl(O),XZ(O)) intervalnog racionalnog izraza h(Xl(O),XZ(O)),
na nivou pripadnosti i, lokalni stepeni precenjenosti iznose

o ~ 73%, Q¥ = 0%,
dok se za globalni stepen precenjenosti, za dekompozicioni broj m = 10 dobijaju vrednosti

wp(P1,02) = 73%, ws(P1,P2) = 0%.

Razmatrajuéi prethodno izlozene primere, dolazi se do zakljuc¢ka da primena standardne fazi
aritmetike za procenu fazi racionalnih izraza dovodi do rezultata koji obi¢no precenjuju prave
rezultate problema. Stepen precenjenosti zavisi od stvarne forme fazi racionalnih izraza i tako
dovodi do rezultata u kojima se moze desiti da nema precenjenosti, kao i do onih u kojima se
precenjenost pojavljuje u velikoj meri. Efekat precenjenosti je ozbiljan nedostatak intervalne
aritmetike i jo§ se naziva i problem zavisnosti (videti [7]). Razlog za ovo se moze pronaci U
C¢injenici da standardna fazi aritmetika iznosi svaku osnovnu operaciju nad fazi brojevima kao
operaciju sa potpuno nezavisnim operatorima. Medutim, u stvarnosti, u mnogim slu¢ajevima nije
ovako.

U primerima 3.2. i 3.3. postoji samo jedna fazi-vrednosna promenljiva p. Ovo implicira da su
fazi-vrednosni delovi izraza f(p) i g(p), koji se pojavljuju prilikom fazi aritmeticke procene,
strogo zavisni. Stoga, operacije izmedu njih se ne smeju izvrsiti koris¢enjem definicija osnovne
fazi aritmetike, jer ona pretpostavlja nezavisnost operatora. Iz tog razloga, precenjenost kod

procene izraza fn, (p), fu(P) | fr(P) je neizbezna.

U primeru 3.4. postoje dve nezavisne promenljive p; i p,, a brojilac p; + p, izraza h(p,, p,) je
niti strogo zavisan od imenioca p; a ni potpuno nezavsian. Dakle, primena standardne fazi
aritmetike direktno na hp(p,,p,) dovodi do precenjenog rezultata. Medutim, fazi racionalni
izraz se moze podeliti na dva dela, kako je prikazano u pojednostavljenoj formi izraza, jedan sa
strogo zavisnim, a drugi sa potpuno nezavisnim promenljivama. S obzirom da koli¢nik dve
identi¢ne vrednosti mora biti jednak jedinici, izraz hs(p, ) se kona¢no moze zapisati tako da
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se ulazni fazi brojevi p; 1 P, pojavljuju samo jednom, odnosno da sadrzi samo nezavisne
operatore, sto dovodi do pravog rezultata.

Zbog ovih ograni¢enja, uvodi se napredna fazi aritmetika, zasnovana na metodu
transformacije. Njena oblast primene prevazilazi procenu fazi racionalnih izraza i dozvoljava fazi
aritmeticko resenje slozenih sistema iz realnog sveta sa fazi-vrednosnim parametrima modela.
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4. Napredna fazi aritmetika - metod transformacije

Ovo poglavlje daje pregled osnovnih pojmova vezanih za naprednu fazi aritmetiku. Napredna
fazi aritmetika je zasnovana na metodu transformacije, koji je dat u tri oblika: opStem,
redukovanom i prosirenom. Takode su predstavljene efikasne strategije za implementaciju ovog
metoda. Literatura koris¢ena pri izradi poglavlja je [9,11,12,13,17,18].

4.1. Fazi-parametrizovani modeli

Napredna fazi aritmetika, zasnovana na metodu transformacije, se ne koristi samo za procenu
fazi racionalnih izraza, kao $to je ve¢ ranije pomenuto, nego se takode moze primeniti i za
simulaciju stati¢kih ili dinamickih sistema, proizvoljne sloZenosti, sa fazi-vrednosnim
parametrima.

Definicija 4.1. [9] Modeli koji matematicki  predstavljaju sisteme sa fazi-vrednosnim
parametrima se nazivaju fazi-parametrizovani modeli.

Fazi brojevi koji se pojavljuju u odgovaraju¢im jednac¢inama modela se mogu tumaciti kao
numericke reprezentacije neodredenosti razlicitog porekla. Neodredenost se moze naci U
parametrima modela ili u pocetnim i grani¢nim uslovima.

Iz razloga jednostavnosti, u nastavku se koristi pojednostavljena notacija za fazi-
parametrizovane modele, koja se sastoji od sledece tri klju¢ne komponente:

e Skup od n nezavisnih fazi-vrednosnih parametara p; € P (R), i odgovaraju¢e funkcije
pripadnosti s, (x), x ER, i =1,2,..,n

e Sam model, koji se sastoji od N funkcija F., r = 1,2, ..., N, koje predstavljaju odredene
operacije nad ulaznim fazi brojevima p;, i = 1,2, ...,n

e N fazi-vrednosnih izlaznih promenljivih §, € P '(R), i odgovarajuée funkcije pripadnosti
K, (2), z € R, v = 1,2, ..., N koje se dobijaju kao rezultat funkcija F,.

Napomena 2.1. Bez gubitka opstosti, nadalje se pretpostavlja da je broj fazi-vrednosnih izlaznih
promenljivih N = 1, tj. fazi-parametrizovani model je dat sa

q = F(ﬁp ﬁZ’ ""ﬁn)'

Napomena 2.2. U dinami¢kim sistemima postoji dodatna ulazna promenljiva, a to je vreme t i u
tom slucaju je model dat sa

q = F(t; ﬁli ﬁZ' ""ﬁn)'
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4.2. OpSsti i redukovani metod transformacije

U nastavku, metod transformacije je prikazan u dva oblika, opStem i redukovanom (videti
[13]). Takode se moze praviti razlika izmedu simulacije i analize fazi-parametrizovanih sistema.

4.2.1. Simulacija fazi-parametrizovanih sistema
Za naprednu fazi aritmeticku simulaciju fazi-parametrizovanih modela zasnovanu na metodu
transformacije se moze formulisati slede¢i postupak ([9]):
1. Dekompozicija ulaznih fazi brojeva
Postupak je definisan u odeljku 3.1.
2. Transformacija ulaznih intervala

e Redukovani metod transformacije

U slucaju redukovanog metoda transformacije, intervali Xi(j ), i=12,..,n za

svaki nivo pripadnosti p;, j = 0,1, ..., m, su transformisani u nizove )?L.(j) oblika

2'"1 parova

X9 = ((ai(j)'ﬁi(j)) , (ai(j)’ﬁi(j))' (ai(j),ﬁi(j)))

@ = (a?,..a?), P =(6P,...69).
i) )

2n-i elemenata 2"t elemenata

Ocigledno je da se samo grani¢ne vrednosti ai(j) i bl.(j) intervala Xi(j),
i=12,..,n,j=0,1,..,mrazmatraju u ovoj transformacionoj Semi. Medutim,
ovo se pokazalo kao dovoljno, ako je problem F(p;, 5, ..., Pn) monoton, tj. ako je

Z—z # 0 za x € supp(p;), i = 1,2,...,n ili ako je problem okarakterisan samo sa
jednim neodredenim parametrom, tj. ako jen = 1.

e Opsti metod transformacije

Ukoliko se ocekuje da fazi-parametrizovani model pokaze nemonotono
ponasanje, u odnosu na n, 1< n <n, od ukupno n > 1, fazi-vrednosnih
parametara p;, i = 1,2, ...,n, onda se preporucuje opsti metod transformacije. U

ovom slucaju dodatne tacke unutar intervala XL.U), i=12,..,n,
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j=0,1,..,m— 2 serazmatraju u transformacionoj semi (slika 4.1.), a intervali se

transformiSu u nizove X i(] ) oblika

o) _ O)IE)) )] (O)IG)) 6))
X = ((Vl,i Yo ""y(m+1—j),i)' e (V1,i Yai ""V(m+1—j),i)>

(m—j+1)i=1  (m—j+1)-torki

o _ 6)) 6))
Vii = (Cl,i e O )
[ ——
(m—j+1)"!elemenata
ai(j) za l=1,j=01,..,m
. 1, .. .
Cl(,]l-) = E(cl(ii) + Cl(]i+1)) za 1=23,...,m—j,j=01,..,m—2
| 2\ )
kbi(]) za l=m—j+1,j=0,1,.. m.
A
H, (%)
1

Hs| G
He 2 .2 2)
Coi 3 Cai
————— —0--o--0--
0

Slika 4.1. Dekompozicija i-tog neodredenog parametra p;, sa dodatnim tatkama koje se
razmatraju u opStem metodu transformacije (m = 5)

3. Procena modela

Pod pretpostavkom da je fazi-parametrizovani model dat funkcionalnim izrazom
F(p1, D2, -, Dn), Njegova procena se vrsi procenom izraza odvojeno na svakoj od kolona
nizova, koriste¢i aritmetiku za klasi¢ne (eng. crisp) brojeve. Preciznije, ako se resenje
sistema § moze predstaviti u dekompozabilnom a zatim i transformisanom obliku

pomoéu nizova 20, j = 0,1, ..., m, k-ti element 29 niza 2 je onda odreden sa

ké()) — F(kffl), kfgj)’ . kf‘r(l]))’
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k29 oznacava k-ti element niza X
4. Ponovna transformacija izlaznog niza

Dekompozabilna reprezentacija fazi-vrednosnog izlaza modela @, predstavljena preko
skupa

Q= {Z(O),Z(l), ___,Z(m)}
koji sadrzi m + 1 interval
Z20) = [aD,pD] = cut, (), a® <bp?, j=12,...m
7©® =[a@,p@] = [w, wy], (wy,w,) = supp(q)
se moze dobiti ponovnom transformacijom nizova ZU) prema rekurzivnim formulama:

al) = mkin(a(f“), ké(j)), pU) = max (b(j“), ké(j)), j=01,...m—1

a™m = mkin( kp(my = mgx( kp(my = pm),

5. Ponovna kompozicija izlaznih intervala

Bazirana je na teoremi 2.1. koja je definisana i dokazana u odeljku 2.1.1.3. Ponovnom
kompozicijom intervala Z9), j = 0,1, ..., m skupa Q prema njihovim nivoima pripadnosti
1, se moze dobiti izlazna vrednost fazi-parametrizovanog modela g.

Primer 4.1. [9] Da bi se ilustrovala Sema transformacije za redukovani metod transformacije,
posmatra se problem sa n = 3 nezavisna neodredena parametra p;, p,i p3. Na nivou pripadnosti
u = 0, neodredeni parametri se mogu predstaviti kao intervalne vrednosti

X0 = [2,5®], %O =[50, X© = [o®,5]

Transformacijom ovi intervali postaju nizovi

(0 0 0 0 0 0 0 0 0
Xl( ) = (ag ),(1:([ ),ag )ia:(L )’b:E )’b§ )'b§ )'b§ ))
(0 0 0 0 0 0 0 0 0
Xz( ) = ag )»ag ),bg )'bg )’ag )'ag )'bg )'bé ))
(0 0 0 0 0 0 0 0 0
X?E ) = (ag );b;g, )»ag ),bg )’ag )'b?(y )’ag ),b§ ))

gde svaki ima duzinu 2™ = 8. Svaka od kolona ovih nizova predstavlja jednu od moguéih osam
kombinacija donjih i gornjih granica intervala neodredenih parametara.
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Kada se rezimira simulacija fazi-parametrizovanih modela dolazi se do zaklju¢ka da je
dovoljno da se primenjuje metod transformacije u svom redukovanom obliku, ako je problem
F(py, Dy, -, Pn) monoton ili ako je problem predstavljen samo jednim neodredenim parametrom.
U prvom sluc¢aju, ekstremna vrednost od F se dostize za kombinaciju klasi¢no-vrednosnih
parametara. 1z tog razloga, redukovani metod transformacije dovodi do pravog fazi-vrednosnog
rezultata problema. U drugom slucaju, rezultat dobijen kori$¢enjem redukovanog metoda
transformacije moze biti razli¢it od pravog rezultata u zavisnosti od trenutnog polozaja ekstrema,
ukoliko problem ne pokazuje monotono ponasSanje. Ova razlika se smanjuje sa povecanjem
dekompozicionog broja m. Od velikog znacaja je Cinjenica da rekurzivnosti u Okviru ponovne
transformacije izlaznog niza obezbeduju ocuvanje osobine konveksnosti za bilo koji fazi-
vrednosni rezultat, sto garantuje zatvorenost fazi aritmetike zasnovane na metodu transformacije.

Ako se pretpostavi da fazi-parametrizovani model pokazuje nemonotonono ponasanje,
preporucuje se opsti metod transformacije. Ovde se u transformacionoj Semi razmatraju dodatne
tacke intervala, a njihov broj se povecava za jedan sa svakim nizim nivoom pripadnosti. U ovom
sluaju se fazi aritmeticki problem procenjuje za vise kombinacija klasi¢no-vrednosnih
parametara nego kod redukovanog metoda transformacije. Rekurzivne komponente opet imaju
istu svrhu, a dobijeni priblizni rezultat se moze poboljsati sa poveéanjem dekompozicionog
broja.

Za razliku od standardne fazi aritmetike, rezultati dobijeni pomoc¢u metoda transformacije
nikada ne precenjuju pravi rezultat problema ali mozZe postojati odredeni stepen potcenjenosti,
odnosno negativne precenjenosti.

Da bi se pokazala efikasnost metoda transformacije, koriste se primeri 3.2. — 3.4. razmatrani
u okviru standardne fazi aritmetike.

Primer 4.2. [9] Neka je dat fazi raconalni izraz
f® =p°—2p* - 21p — 18,
koji se procenjuje za fazi parametar
p = tfn(1.5,1.5,1.5)

simetricnog trougaonog oblika (slika 3.1.(a)). PoSto je broj neodredenih parametara modela
n =1, metod transformacije se moze primeniti u redukovanoj formi. Ako se uzme
dekompozicioni broj m = 15, dobija se rezultat f;(p), kao §to je prikazano na slici 4.2. Ovaj
rezultat je identiCan pravom fazi aritmetickom reSenju f(p) problema, a uslov monotonosti za

f(P) je ispunjen unutar supp(p) = [0,3].
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Slika 4.2. Rezultat f(p) dobijen redukovanim metodom transformacije

Primer 4.3. [9] Neka je sada dat fazi raconalni izraz

g(P) = 2p — p*
koji se procenjuje za simetri¢ni linearni fazi broj
p = tfn(1.5,1.5,1.5).

Broj neodredenih parametara modela je n = 1, pa se metod transformacije moze primeniti u
redukovanom obliku. Koriste¢i ponovo broj dekompozicija m = 15, dobija se rezultat g+(p),
prikazan na slici 4.3. lako ovaj problem pokazuje nemonotonono ponasanje unutar supp(p),
svaki rezultat koji se postize koriS¢enjem redukovanog metoda transformacije, sa brojem
dekompozicija m koji je sadrzalac broja tri, se poklapa sa pravim fazi-vrednosnim rezultatom.

To je zbog Cinjenice da g(x) dostize maksimalnu vrednost za x = 1 na nivou pripadnosti u = g

Kao rezultat problema na nivou pripadnosti u, = 0, &ija je taéna vrednost Z(® = [—3,1], dobija
se Z§°1)5 = [—3,1] za dekompozicioni broj m = 15, a Z§°1)4 = [-3,0.9987] za broj dekompozicija
m = 14. Dakle, za m = 15, dobija se tacan fazi aritmeticki rezultat problema, dok za m = 14
pravo resenje je blago potcenjeno. Potcenjenost se moze kvantifikovati pomocu lokalnog stepena
precenjenosti, uvedenog u definiciji 3.1. Za kvantifikaciju ukupnog potcenjivanja rezultata
problema, moze se Koristiti globalni stepen precenjenosti, iz definicije 3.2. Ako je m = 14,
lokalni stepen precenjenosti iznosi

wth([—3,0.9987]) — wth([-3,1])

(0)
0 wth(I=3.1])

T14

(x©®) = = —0.1825%,

dok je globalni stepen precenjenosti
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Slika 4.3. Rezultat g(p) dobijen redukovanim metodom transformacije

Primer 4.4. [9] Kao problem sa vise od jedne promenljive, razmatra se fazi raconalni izraz

- p1t+ P
h(pl' pz) = : ~ 2:
p1

koji se procenjuje za simetri¢ne linarne fazi brojeve
p1 =tfn(2,1,1) i p, = tfn(4.5,0.5,0.5),
kao $to je prikazano na slici 3.4.(a).

Cak iako je broj fazi-vrednosnih parametara modela ve¢i od jedan, metod transformacije se moze
primeniti u svom redukovanom obliku, jer se ocekuje da h(p;,p,) pokaze monotonono
ponasanje unutar supp(p;), i = 1,2. Koriste¢i opet isti broj dekompozicija m = 15, dobija se
rezultat hy(p;, P2), Koji se podudara sa pravim fazi aritmeti¢kim reSenjem problema h(p,,p,)
(slika 4.4.).
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Slika 4.4. Rezultat hy(p;, P,) dobijen redukovanim metodom transformacije

4.2.2. Analiza fazi-parametrizovanih sistema

Do sada je bio slucaj da fazi-vrednosni rezultat G problema odrazava samo ukupan uticaj svih
n neodredenih parametara modela p;,i = 1,2, ...,n uzetih zajedno. Medutim, dokazano je da
stepeni neodredenosti koji se odnose na svaki parametar modela doprinose veoma razli¢ito u
ukupnom stepenu neodredenosti izlaza modela §. Adekvatna kvantifikacija ovih uticaja
predstavlja vazno pitanje. Da bi se ilustrovao ovaj aspekt, razmatra se slede¢i primer.

Primer 4.5. [9] Neka je dat fazi-parametrizovani model
f(P1,B2) = Prcos(np,).
Kada se model proceni za fazi parametre
Py = tfn(0.45,0.05,0.05) i B, = tfn(0.25,0.25,0.25)

prikazane na slici 4.5.(a), dobija se fazi-vrednosni rezultat § (slika 4.5.(b)). Ako se osvrne na
pitanje stepena u kom svaki od ova dva parametra modela doprinosi ukupnoj neodredenosti
rezultata, moglo bi se pretpostaviti da p, ima veci efekat na neodredenost rezultata nego p,, zbog
njegovog odstupanja od modalne vrednosti koje iznosi do +100%, S§to je znatno veée od
odstupanja od £11% parametra p;.
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Slika 4.5. (a) Fazi-vrednosni parametri modela p; i p,, (b) 1zlazna vrednost § = f (p1, P2)

Odgovor na ovo pitanje se moze dobiti ako se ponovo proceni fazi racionalni izraz f (p,, p,), pod
pretpostavkom da je ovaj put jedan od parametara klasi¢an, dok drugi ostaje fazi. Ta¢nije, izraz
f(p1,P2) se procenjuje dva puta, prvo za fazi broj p; i klasicnu modalnu vrednost
X, = core(p,) a zatim za modalnu vrednost x; = core(p,) i fazi broj p,. Dobijaju se rezultati

g1 = f(P1, x2) I g, = f (%1, 02),

gde svaka izlazna vrednost zavisi samo od jedne fazi promenljive (slika 4.6.). 1z skoro identi¢ne
krive za funkcije pripadnosti od §; i §,, moZe se zakljuciti da oba parametra p, i p, doprinose u
istoj apsolutnoj meri u ukupnoj neodredenosti od G. Ako se uzme u obzir ¢injenica da parametar
P71, u najgorem slucaju, odstupa samo £11% od svoje modalne vrednosti, dok je odstupanje od p,
+100%, relativni stepen uticaja parametra p, izgleda oko devet puta veéi nego parametra py.
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Slika 4.6. (a) lzlazna vrednost G, = f (P, x,), (b) 1zlazna vrednost G, = f (i1, P2)

Opstu metodologiju za kvantitativno utvrdivanje stepena Ssa kojim n fazi-vrednosnih
parametara p; fazi-parametrizovanog sistema odvojeno doprinose ukupnoj neodredenosti izlaza
g takode pruza metod transformacije. Umesto svodenja nizova ZU) odmah u intervale 20,
j=0,1,..,m kao §to je uradeno u koraku ponovne transformacije u metodu transformacije,
mogu se koristiti zaklju&ci do kojih se dolazi posmatrajuéi vrednosti i raspored elemenata u 2.

U ovom kontekstu, mogu se odrediti koeficijenti ni(j),i =12,.,n,j=01,..,m—1.

Definicija 4.2. [9] Koeficijenti n%”, i =1,2,..,n, j =0,1,..,m — 1, koji su za redukovani
metod transformacije definisani kao

Zn—i Zi—l

. 1 ) )
6)] S25() _ s15()
n’ = . . E E 2z =712

t 2n—1(bi(]) _ ag]))

k=1 1=1

sa
s;(k, 1) =k + (1 —1)2ni+1
s;(k, 1) =k + (21 = 1)2"
a za opsti metod transformacije kao

(m—j+1)" 1 (m—j+1)i-1

€))] S25() _ s15()
N, = - . E E 2z =712
i (m —j+ 1)n—1(bi(1) _ ai(]))

k=1 =1
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Sa
s;kD)=k+[(m—j+DI-1](m—j+ 1)

gde s120)  s250) oznacavaju, respektivno, s;. i s,. element niza ZU), se nazivaju uveéavajuéi
faktori (eng. gain factors) i izrazavaju efekat neodredenosti i-tog parametra p; na neodredenost

izlazne vrednosti g problema, na nivou pripadnosti y;.

Definicija 4.3. [9] Standardizovani srednje uvecéavajuéi faktori k;,i = 1,2, ...,n, predstavljaju
ukupnu meru uticaja a definiSu se prema

) () ]
mt iy n? @ + b))

m—
k: = — E Wi n.(])(a.(]) + b(])) )
i 2 ;n11.u] m_1'=1 J|l L i

Standardizovani srednje uvecavajué¢i faktori su uvedeni da bi se dobio nedimenzionalni oblik
mere uticaja s obzirom na obi¢no razli¢ite dimenzije fazi-vrednosnih parametara.

Definicija 4.4. [9] Normalizovane vrednosti p;,i = 1,2, ..., n, koje predstavljaju relativhu meru
uticaja se definiSu sa

ki ~ ;nz—ll ,u] |77(])(a(]) bl(]))|

n B - @D, N}
Zg=1kq 2o, 25wy g @ + b{)|

pi =

Glavne zasluge metoda transformacije se ogledaju u slede¢em:

e Metod transformacije daje nedvosmislen postupak za formiranje mogu¢ih kombinacija
donjih i gornjih granica intervala (ili i dodatnih tacaka u slucaju opsteg metoda
transformacije) za sve neodredene parametre. To se postize odredivanjem dobro
strukturiranog niza za svaki interval fazi parametra, §to se moze posmatrati kao
transformacija intervala u oblast u kojoj se moze primeniti aritmetika za klasi¢ne brojeve.

e Moze se kvantifikovati relativni uticaj neodrednosti svakog parametra na ukupnu
neodredenost izlaza modela.

e Racunski troskovi za simulaciju neodredenog modela se mogu smanjiti ignorisanjem
neodredenosti onih parametara modela ¢iji se uticaj ispostavi kao zanemarljiv.

e Zbog karakteristicne osobine metoda transformacije koja se sastoji u zameni fazi
aritmetike sa operacijama nad klasi¢nim brojevima, njegova oblast primene ne podleze
ograni¢enjima. Bilo kakav problem, ukljucuju¢i i slozene, nemonotone, i dinamicke
sisteme, se moze simulirati, a takode se mogu proceniti funkcije kao $to su sinus, kosinus
ili eksponencijalna funkcija.
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e Redukovanje fazi aritmetike na operacije sa klasi¢nim brojevima znaci da se metod
transformacije moze veoma lako implementirati u odgovarajuéi softver.

e Za razliku od standardne fazi aritmetike, fazi aritmetika zasnovana na metodu
transformacije ne ispoljava efekat precenjivanja. Umesto toga, moze postojati odredeni
stepen potcenjivanja ako sistem pokazuje nemonotono ponasanje. Medutim, razlika
izmedu procenjenog i tatnog reSenja se smanjuje sa povecanjem dekompozicionog broja.

S druge strane, karakteristican nedostatak metoda transformacije moze biti veliki broj
potrebnih procena sistema, posebno ako se posmatra opsti oblik metoda transformacije sa
znaajnim brojem fazi-vrednosnih parametara modela. To moze dovesti do visokih ra¢unskih
troskova.

4.3. Prosireni metod transformacije

U cilju daljeg smanjenja racunskih troSkova metoda transformacije smanjenjem broja
procena, uvodi se prosireni oblik ranije definisanih verzija metoda transformacije, tzv. proSireni
metod transformacije ([11,12]).

U svom opstem obliku, metod transformacije se moze uspe$no koristiti za simulaciju 1
analizu fazi-parametrizovanih modela koji su nemonotoni unutar oblasti neodredenosti koju
pokriva 1,1 < nn < n,n > 1, fazi-vrednosnih parametara modela p;,i = 1,2, ..., n. Medutim, u
slucaju n < n, primena opsSteg metoda transformacije zahteva mnogo vise raCunanja nego §to je
zaista potrebno da se izraCuna pravi fazi-aritmeticki rezultat. Efikasan pristup za reSavanje ovog
ograni¢enja predstavlja tzv. proSireni metod transformacije. Prema ovom metodu, samo onih 7
parametara koji zapravo uzrokuju nemonotono ponaSanje, (bez gubitka opStosti neka su to
parametri p;, Py, ..., P koji se jo§ nazivaju i parametri g-tipa) se transforimise koriste¢i opstu
formu metoda transformacije (videti sliku 4.1.), dok se ostali (P41, Pis2, - » Py ili parametri r-
tipa) transformi$u koriste¢i redukovanu formu (videti sliku 2.7.). Dakle, proSirena verzija metoda
transformacije obuhvata ranije definisane verzije kao grani¢ne slucajeve: opsti oblik za n = n, a
redukovani za n = 0.

4.3.1. Simulacija fazi-parametrizovanih sistema

Da bi se dobio metod transformacije u prosirenom obliku, jednacine koje se odnose na
transformaciju ulaznih intervala (korak 2) u okviru odeljka 4.2.1. je potrebno zameniti
jednacinama navedenim ispod, dok koraci 1, 3, 4 1 5 ostaju nepromenjeni.

e =12, ..,n (parametri g-tipa):
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o) _ @ 0 )] @ 0 ()
X' = ((V1,i Yo ""y(m+1—j),i’)""’ (V1,i Vo ""V(m+1—j),i)>

(m—-j+1)i=1 (m-j+1)-torka

za
o _ 6)) 6))
Vi = (Cl,i rea O )
P ——
(m—j+1)7~i2n-7 elemenata
6)) _ .
a; za l=1,j=01,..,m
. 1, .. .
af =15 (i + ™) za 1=23,.m—jj=01,..,m~2
I , ,
(@) _ : :
kbi za l=m—-—j+1,j=0,1,..,m.

o i=n+1n+4+2,..,n(parametri r-tipa):

(m—-j+1)"2i="-1 parova
20 = ((“i(j)»ﬁi(j)) , (af”,/)’f”) L (ai(j)'ﬁi(j)))

o = (ai(j)' ...,aff)), B = (bi(j)' ""bi(j))'

N————m———_— N————m— —_—
2n-t  elemenata 2n~l elemenata

4.3.2. Analiza fazi-parametrizovanih sistema

Da bi se analiza metoda transformacije preformulisala za prosirenu verziju tog metoda,

jednadine za odredivanje uvecavajucih faktora nl.(j),i =12,..,n j=0,1,..,m—1, je potrebno
zameniti jednacinama datim u nastavku, u zavisnosti od indeksa parametra, i. Jednaine za
odredivanje standardizovanih srednje uvecéavajuéih faktora k;, kao i normalizovanih stepena
uticaja p;, i = 1,2, ..., n 0staju nepromenjene.

e =12, ..,n (parametri g-tipa):

2" (m—j+1)" (m—j+1)i1

. 1 . .
)] S25() _ s1.()
n’' = - — . - E E 2z =127

' 2 (m—j + 1)”‘1(bl.(1) — ai(])) — e

Za
sstk, D) =k+({—-12""(m—j+ 1)1

s; (kD) =k+[(m—j+1DI—-1]2""(m—j+ 1"
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e i=n+1n+2,..,n(parametri r-tipa):

on=i 207 (m—j+1)"

| 1 | '

” s2 () s14(j)

ny = — AU ' Z Z (727 =72
¢ 2l (m —j + 1)n(bi(]) - a?)) k=1 =1

Za
s;(k, D) =k + (I —1)2nt+1

s,(k, ) = k+ (21 — 1)2™7L,

4.3.3. Kriterijum Kklasifikacije

Da bi se proSireni metod transformacije uspesno koristio, potrebno je svrstati parametre
modela p;,i = 1,2, ..., n u one koji su g-tipa i r-tipa. Za modele koji nisu mnogo slozeni, ukoliko
je moguce dostupne u analiticCkom obliku, ovaj zadatak se Cesto moze izvrSiti jednostavno
posmatranjem jednacina modela i oblasti neodredenih parametara. Medutim, u slu¢aju slozenijih
modela, ovaj pristup se ne moze primeniti, pa je neizbezna upotreba kriterijuma klasifikacije.
Takav kriterijum je motivisan definisanjem uvecavajucih faktora za ops$ti metod transformacije
u formi

(m—j+1)"" (n—j+1)"" 1 m—j

n = : D __O Z Z Z tij(Lr)
(m—j+ 1)n_1(bi] - al’J )

k=1 =1 r=1

Za

t;j(k,1T) = s(klr+1) 5() _ sCelr) 5()

stk,Lr)=k+[(m—j+1DU-1)+r—-1](m—j+ 1)

Kada se uzme u obzir samo najniZi nivo pripadnosti, odnosno u, = 0,j = 0, izlazna vrednost
g fazi-parametrizovanog modela se moze smatrati kao strogo nemonotona u odnosu na parametar
modela p;, ako su m(m + 1)™~1 elemenata skupa

Tio = {tio(L,L1),t;0(1,1,2), ..., tio((m + D™, (m + 1)L, m)}

svi ili pozitivni ili negativni. Na osnovu toga se definiSe kriterijum za klasifikaciju parametara
ﬁi' i = 1,2, e, N
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Definicija 4.5. [9] Fazi-vrednosni parametar modela p; je parametar tipa r ako normalizovani
proizvod t; minimalnog i maksimalnog elementa skupa T;,, prelazi odredeni prag 0 < € < 1,
odnosno, ako

min(T; o) max(T; o)
T; = E.
Y omm+ Dm0 — a®)

Inace, parametar modela p; se moze smatrati parametrom tipa g.
Za mnoge primere, pretpostavka ¢ = 1071° se pokazala kao vrlo prakti¢na.

lako primena kriterijuma Klasifikacije zahteva dodatni racunski napor, postoji jasna prednost.
Kriterijum klasifikacije poziva samo na delimi¢no izvrSenje metoda transformacije u opStem
obliku, ograniavaju¢i se na najnizi nivo pripadnosti 1 izostavljajuéi korake ponovne
transformaciije i ponovne kompozicije.

Efikasnost proSirenog metoda transformacije zajedno sa predoCenim Kriterijumom
klasifikacije, je ilustrovana slede¢im primerima.

Primer 4.6. [9] Neka je data funkcija
q = f(Pr. P2 P3) = sin(p,) + B,” — Ps
koja se procenjuje za simetri¢ne fazi-vrednosne parametre

TI,'TL'T[)
J

B, = tfn (§,§,§ 5, = gfn* (0.5,0505), s = tfn(3,1,1)

prikazane na slici 4.7.(a). Primenom metoda transformacije u opstem, kao i u redukovanom
obliku sa brojem dekompozicija m = 10, dobijaju se fazi-vrednosni rezultati g, i g,, (slika

4.7.(b)). Dok se pravi fazi-aritmeticki rezultat problema poklapa sa fazi brojem g, fazi broj g,

ga znacajno potcenjuje. OcCigledno, ovaj neuspeh redukovanog metoda transformacije je zbog
nemonotonog ponasanja. To se moZe dokazati numericki, primenom kriterijuma klasifikacije,
koji daje

7, ~=275-10"°  1,~-121-10"7, 15~ +6.83-107°

Kako je 7,,7, < eit3 > czae =1071% 5, i p, se mogu smatrati parametrima g-tipa, dok je p
parametar r-tipa. Prema tome, model se moze uspeSno ponovo simulirati pomoc¢u prosirenog
metoda transformacije za n = 2, $to dovodi do izlazne vrednosti modela g, koja je identi¢na g,
(slika 4.7.(b)), ali zahteva manje izraCunavanja.

63



1.0 1.0
uﬁi(x) uz) [ (7g = e
P1 D3 L Gr
0.5 05
0.0 || | 1 oot 1 1 1 1 TN
-1 1 2 3 4 4 3 -2 1 0 1 2 3
X VA
(a) (b)

Slika 4.7. (a) Fazi-vrednosni parametri modela py, p, i p3, (b) Izlazne vrednosti G, = g, (puna
linija) za opsti i proSireni metod transformacije (n = 2), 1 G, (isprekidana linija) za redukovani
metod transformacije

Na kraju, kao rezultat analize modela, mogu se dobiti relativni uticaji p;, fazi-vrednosnih
parametara modela p;, i = 1,2,3 na neodredenost izlazne vrednosti g, = g, fazi-vrednosne

funkcije f :
p1 = 12.64%, p2 = 12.48%, p3 = 74.88%.

To znaCi, ako se pretpostavi da svaki od parametara p;, i =1,2,3 izlaze
istu kolic¢inu relativne neodredenosti u odnosu na njegovu modalnu vrednost, oko tri ¢etvrtine
ukupne neodredenosti izlazne vrednosti modela proizvodi neodredenost od p;, a ostatak
neodredenost od p; i P,, u priblizno jednakom odnosu.

4.4. Efikasna implementacija metoda transformacije

U cilju postizanja efikasnije implementacije metoda transformacije i smanjenja racunskih
troSkova na minimum, razvijeni su odredeni pristupi (videti [17,18]) koji se zasnivaju na
slede¢em:

1. koriS¢enje posebnih struktura, funkcija, 1 alata koje pruza programski jezik koji se koristi
2. smanjenje broja efikasnih procena modela u odnosu na zahtevani broj u okviru metoda
transformacije.
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U nastavku su prikazani samo oni pristupi koji se mogu primeniti na probleme iz
svakodnevnice.

4.4.1. Struktura viSedimenzionalnog niza

Jednodimenzionalni nizovi X’i(j) u koje su transformisani intervali Xi(j) neodredenih
parametara p;, { = 1,2,-:-,n, na nivou pripadnosti u; j =0,1,---,m, se mogu predstaviti

viSedimenzionalnim nizovima.

Uzimaju¢i u obzir prednost uobicajene strukture niza kao i Cinjenicu da se elementi niza
ponavljaju, u [17,18] je data pojednostavljena notacija visedimenzionalnog niza

XD,d = [51;52; ---,ST]D,d

gde D oznaCava ukupnu dimenziju niza, a d je dimenzija prema kojoj su elementi s,
t =1,2,...,T niza, redom rasporedeni. U svim ostalim dimenzijama, elementi se jednostavno
kopiraju tako da je dobijeni niz veli¢ine TzaD =1, (T xT)zaD =2, (T XT XT) zaD = 3.

Primer 4.7. [9] Kao prvi primer, razmatra se viSedimenzionalni niz dat u formi

22,1 = [—1;5]2,1-
Ova notacija je ekvivalentna matrici

> -1 -1

La="s 75

gdesu T = 2 elementa niza s; i s, rasporedeni prema dimenziji d = 1 (indeks vrste) niza.
Primer 4.8. [9] Kao drugi primer, razmatra se visedimenzionalni niz dat u obliku
)?2'2 = [4‘,5,1,3]2'2.

Ova zapis je ekvivalentan matrici

S S WS, We
[ GURGUENU
W ww w

gde su T = 4 elementa niza sy, s,, S3,5, rasporedeni prema dimenziji d = 2 (indeks kolone)
niza.

Koriste¢i koncept viSedimenzionalnih nizova u okviru metoda transformacije, ukupna
dimenzija D niza odgovara broju n nezavisnih parametara modela p;, i = 1,2,---,n a dimenzija
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d odgovara indeksu i odgovarajuceg fazi parametra. Prema ovoj notaciji, niz )?i(j)opéteg metoda
transformacije se moze zapisati u formi

o) _ [.() () 6))
Xm.—[c cy.,..,C ]ni,

1,i2¢2i7 Cn—j+1,i
za
6)) 1 i
a; za l=1,j=01,..,m
o _ )1/ G+ i1 .
i = E(Cl(i-ll-,i)_i_cl(,]i-'- )) za 1=23,...,m—j,j=01,..,m—2
(@) _ : :
kbi za l=m—-j+1,j=0,1,..,m.

dok se za redukovani metod transformacije dobija
oU) _ |,0) ()
Xni = [al. , b; ]n'i.

Ovo zapisivanje jednodimenzionalnih nizova kao visedimenzionalnih olak$ava generaciju
nizova i smanjuje sloZenost njihovog indeksiranja. StaviSe, pored lakSeg koris¢enja, novo
predstavljanje nizova se pokazuje racunski efikasnijim a mogu se koristiti 1 mo¢ni softverski
paketi, koji su dostupni za obradu visedimenzionalnih nizova.

4.4.2. Pojednostavljivanje Seme dekompozicije

Racunska slozenost metoda transformacije se moze efikasno pojednostaviti ukoliko se
primene odredene mere na kombinacije vrednosti parametara koje se ponavljaju. Ovo je potpuno
ispravno ako se metod transformacije primenjuje u opStem obliku i ako su fazi-vrednosni
parametri modela okarakterisani funkcijama pripadnosti simetri¢énog trougaonog oblika. U tom
slu€aju se iz postupka procene modela mogu iskljuciti kombinacije koje se ponavljaju i vreme za
raCunanje je ustedeno.

U ovom kontekstu, u [17,18] se ide korak dalje i predlaze ponovno kori§éenje Sto je vise
moguée kombinacija za razliite a-preseke, pravilnim izborom unutra$njih tacaka intervala.
Tacnije, predlaze se razmatranje samo onih unutrasnjih tacaka na odredenom nivou pripadnosti
koje su ve¢ koriS¢ene na viSim nivoima. Ovaj cilj pojednostavljivanja originalne Seme
)]

dekompozicije se moZze posti¢i, na primer, zamenom c;;

koraku 2 odeljka 4.2.1. sa

u opStem metodu transformacije u
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(alw za l=1,j=0,1,..,m
(D =10 s 1223, m—jj =01 m—2

LY @ t=m—j+1i=01m

Za simetri¢cne funkcije pripadnosti trougaonog tipa, nova definicija je identi¢na prethodnoj
definiciji.

U opstem metodu transformacije, ovom tehnikom se moze posti¢i smanjenje racunske
kompleksnosti, ali se zato obicno dobijaju manje precizni rezultati u odnosu na originalnu
formulaciju.
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5. Dodaci fazi aritmetike

U ovom poglavlju je dat pregled karakteristicnih osobina fazi aritmetike koje pogoduju
numerickom reSavanju problema neodredenosti. Predstavljen je savremeni pristup inverznoj fazi
aritmetici, koja je zasnovana na metodu transformacije. Definisane su mere fazi brojeva,
nepreciznost i ekscentricnost kao i defazifikacija. Rezultati prezentovani u ovom delu su iz
[5,8,9,15,19,20,24,25,26].

5.1. Obrada neodredenosti sa fazi aritmetikom

Neodredenost se moze posmatrati kao posledica nedostatka informacija (videti [20]). Tac¢nije,
informacije koje ¢ine osnovu odredenog modela mogu biti nepotpune, neprecizne, delimicne,
nepouzdane, nejasne ili kontradiktorne. Ovi nedostaci informacija su povezani sa razli¢itim
vrstama neodredenosti, koje se mogu meriti i obradivati na razli¢ite nacine koriste¢i alate iz
klasi¢ne teorije skupova, teorije fazi skupova, teorije verovatnoce i teorije mogucnosti. Ovom
prilikom akcenat je na dva tipa neodredenosti: nepreciznost i nejasnoca. Mogu se razlikovati dve
glavne kategorije neodredenosti: sluc¢ajne neodredenosti, koje nastaju zbog delimi¢nog ili
potpunog nedostatka informacija, i namerne neodredenosti, koje su najceSée posledica
pojednostavljenja. Sledi pregled tipi¢nih primera ovih neodredenosti.

Slucajne neodredenosti:

e rasipanje (eng. scatter) ili varijabilnost (eng. variability) parametara modela

e Sum merenja (eng. measurement noise) ili drugi nemodelirani signali poremecaja Koji
otezavaju identifikaciju parametara modela

e nejasnoca, koja je, na primer, prisutna ako su ukljucene verbalne karakterizacije vrednosti
parametara, kao Sto su grani¢ni uslov "skoro stegnut (eng. nearly clamped)" ili pocetni
uslov "velika brzina (eng. high velocity)"

e idealizacija, koja se uvek pojavljuje u postupcima modeliranja kada su sistemi iz realnog
sveta predstavljeni matemati¢kim modelima.

Namerne neodredenosti:

e pojednostavljenje modela iz razliitih razloga 1 svrhe, kao §to je postizanje analitickih
resenja, smanjenje vremena simulacije ili primena postojecih teorija.

Dva metoda za predstavljanje neodredenosti u kontekstu nepreciznosti se izdvajaju kao vazna
(videti [5]): teorija verovatnoce i intervalano racunanje. U prvom metodu se neodredeni
parametri modeliraju sluc¢ajnim promenljivama, dok se u drugom oblasti nepreciznosti
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predstavljaju klasi¢nim skupovima. Novi metod, na koji se fokusira ovaj rad, jeste da se
neodredeni parametri modela kvantifikuju pomocu fazi brojeva i prati neodredenost kroz sisteme
koriS¢enjem fazi aritmetike ([9]).

Prednosti ovog pristupa nad metodom intervalnog racunanja su ocigledni. Pored efekta
precenjivanja, koji se smatra velikim nedostatkom intervalne aritmetike, predstavljanje oblasti
vrednosti nepreciznih parametara modela klasiénim skupovima je suprotno shvatanju
nepreciznosti.

Koriste¢i teoriju verovatnoce, neodredeni parametri modela se predstavljaju kao slucajne
promenljive i kvantifikuju preko funkcija gustina. Funkcija gustine izlazne vrednosti modela se
obi¢no odreduje numericki, pomo¢u Monte-Carlo metoda. Tac¢nije, modeli se procenjuju za
veliki broj kombinacija vrednosti parametara, nasumi¢no generisanih prema definisanim
raspodelama. Medutim, za prethodno navedene tipove neodredenosti, primena teorije
verovatnoce, Cesto nije opravdana niti taéna. U sluc¢aju Suma merenja ili rasipanja parametara
modela moze se primeniti teorija verovatno¢e i Monte-Carlo metod. Ako neodredenost potice iz
idealizacije ili pojednostavljenja, koris¢enje teorije verovatnoée nije opravdano, a u sluéaju
nejasnoca, to je ¢ak 1 netacno. Nejasnoca u verbalnoj karakterizaciji daje motivaciju za uvodenje
fazi skupova. Slucajevi idealizacije ili pojednostavljenja su uvek prisutni kod slozenih sistema iz
realnog sveta koji se bilo nenamerno ili namerno predstavljaju idealizovanim il
pojednostavljenim modelima. S obzirom na ovako grubu strukturu veéine modela, sasvim je
opravdano da se nepreciznost prati Sirenjem oblasti parametra modela od klasi¢ne do fazi. Ova
definicija je u skladu sa pojmom fazi restrikcije (eng. fuzzy restriction) koju je predlozio Zadeh
([25]). Fazi restrikcija se moze tumaciti kao raspodela moguénosti, koja je povezana sa fazi
promenljivom na isti nacin kao Sto je raspodela verovatno¢a povezana sa slu¢ajnom
promenljivom ([26]).

Kao alternativa za teoriju verovatnoc¢e ili Monte-Carlo simulacije, koris¢enje pristupa
mogucnosti ima nekoliko dobrihih karakteristika:

e Mere mogucnosti su ¢esto mnogo bolje uskladene sa ljudskom percepcijom kvantifikacije
nepreciznosti nego mere verovatnoce.

e U prakticnoj primeni se CeS¢e traze moguéi domeni izlaznih promenljivih nego
informacije o verovatnoc¢ama.

e Za dobijanje krivih za funkcije pripadnosti izlaznih fazi promenljivih je obi¢no potrebno
znatno manje procena modela u odnosu na dobijanje krivih pomocu Monte-Carlo
simulacija (videti primer 5.1).

e AKko se pristup mogucnosti fazi aritmetike koristi da se kvantifikuje nepreciznost u
kontekstu rasipanja ili Suma, ukupan efekat svih neodredenih parametara modela zajedno
(iako su razli¢itog porekla) se moZe se odrediti u jednom koraku simulacije. Stavise,
istovremena analiza svih parametara modela, odnosno odredivanje uticaja neodredenosti
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parametara na ukupnu neodredenost izlazne vrednosti modela moze da se vrsi pomocu
analize u okviru metoda transformacije.

Primer 5.1. [9] Neka je dat funkcionalni izraz
z = f(x1,%2,%3) = sin(x;) + x,° — x3,

koji se procenjuje i za fazi-vrednosne parametre i za slucajne promenljive. U prvom slucaju,
problem je dat sa

G = f(P1, P2 P3) = sin(B,) + ;> — Ps
gde su fazi-vrednosni parametri p,, p,, P3 definisani fazi brojevima simetri¢nog kvazi-Gausovog
oblika prema

T[TL'T[)
)

~ * ~ * ~ * 1 1
p1 = gfn (5,5,5 p2 = gfn” (05050.5),  ps=gfn" 3,3.3)

kao $to je prikazano na slici 5.1.(a). Odgovarajuci fazi-vrednosni rezultat g (slika 5.1.(b)), se
moze dobiti pomoc¢u metoda transformacije u prosirenom obliku za7 = 2 (sli¢no kao u primeru
4.6.). Ovo zahteva 1012 procena datog funkcionalnog izraza ako je dekompozicioni broj m = 10
i ne primenjuju se napredni koncepti efikasne implementacije (odeljak 4.4.).

U drugom sluc¢aju, problem se moze formulisati kao

q = f(p1,p2,p3) = sin(p,) + v — ps

gde su pq, p,, 3 slucajne promenljive za koje se pretpostavlja da imaju normalnu raspodelu sa
srednjim vrednostima m,, m,, ms i standardnim devijacijama o,, 0,, o5 datim sa

T T

P m =3 91=79
|%) m, = 05 0, = 05
=3 — 1

P3: ms = 03 = 3

Da bi se numericki procenio izraz pomoc¢u Monte-Carlo simulacije, potrebno je generisati skup
od 10000 uzoraka za svaku od slu¢ajnih promenljivih Py, p,, P3. One se mogu prikazati kao
normalizovani histogrami ¢, (x) (slika 5.1.(a)) i pritom zadovoljavaju

0

f(ppi (x)dx = 1.

—0o0

Dobijeni histogram ¢, (z) za izlaz q funkcionalnog izraza je prikazan na slici 5.1.(b).
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1.0 1.0
Mﬁi(x) : Ug (Z): q
— D2 P1 D3 —
05 05
0.0 L 1| L 0.0 | | | | L
-1 0 1 2 3 4 4 3 2 -1 0 1 2 3
X Z
(a) (b)

Slika 5.1. (a) Fazi-vrednosni parametri modela p,, p, i p3, (b) 1zlazna vrednost § dobijena
prosirenim metodom transformacije za n = 2, m = 10 (ukupan broj procena funkcije: 1012)

1.4 1.4
@p, () 0@
1.0 1.0 -
— q
0.6 06|
0.0 0.0 | | ]
-1 0 1 2 3 4 4 3 2 -1 0 1 2 3
X Z
(@) (b)

Slika 5.2. (a) Histogrami slucajnih promenljivih p;, p,, 3 , (D) Histogram izlazne slu¢ajne
promenljive g dobijen Monte-Carlo simulacijom (ukupan broj procena funkcije: 10000)

Da bi se dobila funkcija gustine pomo¢u Monte-Carlo simulacije potrebno je znatno vise
procena funkcije modela nego kod pristupa mogucnosti zasnovanog na fazi aritmetici.

Sto se ti¢e definicija funkcija pripadnosti neodredenih parametara modela, ne postoji neko
univerzalno uputstvo kako da se odrede. Zapravo, stvarni pristup priliéno zavisi od tipa
neodredenosti koju treba da predstavlja fazi broj.
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5.2. Inverzna fazi aritmetika

Fazi brojevi koji se pojavljuju u jednacinama fazi-parametrizovanih modela se mogu tumaciti
kao numericke reprezentacije neodredenosti razli¢itog porekla. Neodredenosti u parametrima
modela se mogu svrstati u razliite grupe, prema njihovoj vrsti porekla. Dokle god se
neodredenost javlja zbog nejasnoce, rasipanja ili varijabilnosti, fazi-vrednosni parametri modela
se mogu unapred definisati bez ve¢ih problema Sto se postize ukljucivanjem histograma
izmerenih podataka. U slucaju idealizacije ili pojednostavljenja, neodredenosti u parametrima
modela obi¢no odrazavaju efekte ¢injenica koje slu¢ajno nisu uzete u obzir prilikom postupka
modeliranja ili su namerno zanemarene kao posledica pojednostavljenja. Funkcije pripadnosti tih
parametara se ne mogu definisati na direktan nacin. U stvari, one treba da budu identifikovane na
osnovu fazi-vrednosnog izlaza modela i njegove funkcije pripadnosti, izvedenih iz
eksperimentalnih podataka. ReSenje ovog problema nije trivijalno i zahteva primenu inverzne
fazi aritmetike, pa se uvodi novi pristup, koji je prvobitno predstavljen u [8].

Fazi-parametrizovani model je predstavljen sistemom jednacina oblika

q1 = Fl(ﬁlﬂ ﬁZ' ""ﬁn)'

dn = FN(ﬁl)ﬁZ' ---'ﬁn)-

Preduslov za primenu inverzne fazi aritmetike jeste invertibilnost sistema, odnosno, njegovo
jedinstveno reSenje. Iz tog razloga se dalje razmatraju samo oni modeli gde su izlazne
promenljive §;,q,,...,Gy Strogo monotone u odnosu na svaki od parametara modela
P1, D2, --» Pn- Ovo omogucava simulaciju i1 analizu modela primenom metoda transformacije u
redukovanom obliku i takode izostavljaju¢i rekurzivne komponente u poslednjem koraku
ponovne transformacije.

S obzirom na strukturu definisanog fazi-parametrizovanog modela, glavni problem inverzne
fazi aritmetike je identifikacija fazi-vrednosnih parametara modela p, p,, ..., P, ha osnovu datih
vrednosti za izlazne varijable G, g5, ..., Gy. U slucaju N < n problem identifikacije je neodreden,
dok za N > n njegovo reSenje zahteva primenu postupka optimizacije. Zbog toga se razmatra
samo slucaj N = n, gde je broj izlaznih promenljivih identi¢an broju neodredenih parametara
modela.

lako nalazenje resenja za problem inverzne fazi aritmetike izgleda prilicno jednostavno i
lako, bar za linearne sisteme (jednacine modela se reSavaju po parametrima py,ps, ..., P, a
obrnuti model se procenjuje pomocu metoda transformacije sa §q,§y, ..., G, kao ulaznim
promenljivama), ovaj postupak pada jer dovodi do znacajnog precenjivanja rasplinutosti (eng.
fuzziness) parametara modela p;,i = 1,2, ..., n. (videti primer 5.2.). Razlog za ovaj neuspeh se
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nalazi u osnovnom preduslovu metoda transformacije, koji zahteva da fazi-vrednosni ulazni
parametri budu strogo nezavisni. Ovaj uslov nikad ne moze biti ispunjen za jednacine inverznog
modela, jer su svi ulazni parametri §,, r = 1,2, ...,n u slucaju inverzne procene funkcionalno
zavisni od parametara modela p;, i = 1,2, ..., n.

Da bi se uspesno reSio inverzni fazi aritmeti¢ki problem, moze se primeniti sledeca Sema, koja
predstavlja kombinaciju simulacije i analize iz metoda transformacije ([9]):

1. Odredivanje modalnih vrednosti X;, X5, ..., X,

Modalne vrednosti x; = core(p;) stvarnih parametara modela #;, i =1,2,...,n i
modalne vrednosti z, = core(§,) izlaznih promenljivih §,, r = 1,2,...,n Su povezane
sistemom jednacina

Z1 - Fl('fl' fz, ...,fn)

ZTL - Fn(fl' fz, ...,fn).

Polaze¢i od n datih vrednosti z,, r =1,2,..,n inverznog problema, n modalnih
vrednosti X; = core(p;) jo§ uvek nepoznatih fazi-vrednosnih parametara modela
P i =1,2,..,n se mogu odrediti ili analiti¢ki, reSavanjem prethodno definisanog
sistema jednacina po x;, i = 1,2, ...,n §to se lako moZe uraditi za linearne sisteme, ili
numericki reSavanjem sistema jednacina pomocu odredenog iterativnog postupka.

2. Izracunavanje uvecavajucih faktora

U 7% potrebno je simulirati model
S M P je simulirati mode
za neke pretpostavljene neodredene parametre p;, i = 1,2,..,n, koris¢enjem
redukovanog metoda transformacije. Tacnije, za modalne vrednosti od p; se uzimaju
izradunate vrednosti X;, i = 1,2, ...,n a rasplinutost treba da se podesi na dovoljno veliku
vrednost, tako da pravi opseg neodredenosti p; bude pokriven.

Za odredivanje jednostranih uvecavajucih faktora n

v

3. Odredivanje parametara py, Py, ..., Dy

Pozivajuéi se na reprezentaciju fazi brojeva u dekompozabilnom obliku, donje i gornje
granice intervala fazi parametara p; na (m + 1)-nom stepenu pripadnosti uj se definiSu
sa @i bY a granice datih izlaznih vrednosti , sa ¢7i d“’. Granice intervala i b,
na osnovu kojih se izvode funkcije pripadnosti nepoznatih parametara modela p;,
i =1,2,..,nse mogu odrediti iz
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zai,r=12,..,n, j=01,...,m—1.

Vrednosti a(™

modalnim vrednostima x;.

=Ei(m),i= 0,1,..,n za nivo pripadnosti u,, =1 su ve¢ odredene

Da bi se proverili identifikovani parametri modela py, p,, ..., P, jednacine modela se mogu
ponovo simulirati pomoéu metoda transformacije, koriste¢i py,p,,...,P, kao ulazne fazi
parametre.

Ukoliko se razmatra specijalan sluc¢aj za n = 1 prethodno navedene jednakosti postaju

[CP) —a|_old - fll
j _ 11 | (j >

a9 — 7, w_z,
o) -z =nY (dg) 9?1)

zan,,,m1. > 0

odnosno,
Ci}) —Z = 77(1) (59) _ ;1)
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dg) —Z; = 77?1)_ (é?) - 5_51)
zandy, ) <o.
Napomena 5.1. Sluc¢aj gde nﬁ’ll [ nﬁ’l)_
pretpostavke o monotonosti izlaza g,..

imaju razlicite algebarske znakove se ne moze desiti zbog

Kao $to se moze videti iz prethodnih jednacina, ova formulacija inverzne fazi aritmetike
garantuje da je pozitivno odstupanje od modalne vrednosti z; posledica pozitivhog odstupanja od
x; ako su uvecavaju¢i faktori pozitivni, odnosno negativnog odstupanja od x; ako su
uvecavajuéi faktori negativni. Analogno vazi i za negativno odstupanje od z;.

Napomena 5.2. Ne postoji uvek resenje inverznog fazi aritmetickog problema. Takav problem
se naziva nekorektan (eng. ill-posed) i u tom slucaju je

i <%, BY =

=

i=12,..,n, j=01,...m-—1.

Primer 5.2. [9] Razmatra se model reda n = 2 koji je linearan u odnosu na fazi-vrednosne
parametre. Dat je fazi racionalnim izrazima

G1 = F1(P1, P2) = —4P1 + D,
G» = F,(P1,P2) = 3p1 — 2D,
koji se mogu zapisati u matricnom obliku
671] _ [—4 1 ] 151]
0P 3 =2l1p.f
A

Da bi se dobile izlazne vrednosti modela §; i §,, koje ¢e posluziti kao ulazne vrednosti za
inverzni problem, model se procenjuje za parametre modela

p1 = gfn*(1,0.05,0.05)
P, = tfn(2,0.3,0.2),

prikazane na slici 5.3.(a). Odnosno, parametar modela p; je definisan kao fazi broj kvazi-
Gausovog oblika sa modalnom vrednoséu x; =1 1 standardnom devijacijom
o1 = 5%x; = 0.05, a p, je dat linearnim fazi brojem sa modalnom vredno$éu X, =2 i
odstupanjem a,; = 15%ix, = 0.3 u levu stranu, odnosno a,zr = 10%ix, = 0.2 u desnu stranu.
Kao rezultat procene fazi racionalnih izraza, dobijaju se fazi-vrednosni izlazi §; 1 g, sa
modalnim vrednostima z; = —2 1z, = —1, prikazani naslici 5.3.(b).
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Na osnovu prethodno navedene Seme za inverznu fazi aritmetiku, dobijaju se sledeci rezultati

([9D):
1. Modalne vrednosti x; i X,

Na osnovu modalnih vrednosti z; = =21z, = —1 od §; i §,, mogu se odrediti modalne

vrednosti X, i X,
_ 1
A
lle [ ] ]

2. Uvecavajuci faktori n,;4 i ny—, i,7 = 1,2

Kao rezultat analize sistema, koriste¢i redukovani metod transformacije, dobijaju se
slede¢i uvecavajuci faktori

e =0kl = 4 mp=nl=1,
6) o _ 6)) o0 _
M1+ =Ny1- =3, Mooy =My = —2,

j=01,...m-1
3. Parametri modela p; i p,

Nepoznati parametri modela p; i p, se dobijaju iz jednadina, gde je matrica HU)
odredena kao

0 4 1 0
- -4 0
HO =173 (()) —12 ’
0 3 2 0
Posto su originalni parametri modela p; i p, poznati za ovaj primer, procenjeni parametri modela
p1 | P, se mogu direktno uporediti s njima. Zaklju¢uje se da su funkcije pripadnosti koje se
odnose na originalne i procenjene parametre modela identi¢ne (slika 5.3.(a)), stoga dodatna
ponovna simulacija sistema radi poredenja originala i ponovno simuliranih izlaznih varijabli nije
potrebna. Da Dbi se ilustrovala mana direktne procene inverznog modela pomocéu metoda
transformacije sa g, i §, kao fazi-vrednosnim ulaznim parametrima, precenjeni rezultati p; i p,
za parametre modela p; i p,, dobijeni ovom metodom, su takode prikazani na slici 5.3.(a).

Napomena 5.3. Moze se uociti karakteristicna osobina linearnih sistema a to je identitet
uvecavajucih faktora s leve i desne strane, kao i njihova nezavisnost od nivoa pripadnosti 4;.
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Slika 5.3. (a) Originalni parametri modela p; i p,(puna linija), ocenjeni parametri p; i p,
(identi¢ni sa njima), precenjeni parametri f; i p, (isprekidana linija) (b) Izlazne vrednosti g, i g,

5.3. Defazifikacija fazi brojeva

Postoji veliki broj specijalnih fazi aritmetickih problema koji zahtevaju definiciju takozvanog
postupka defazifikacije. Cilj defazifikacije je da se transformi$u fazi-vrednosni elementi u
klasi¢no-vrednosne elemente. Da bi se ovo izvelo na ispravan nacin 1 istovremeno ocuvao
maksimum informacija o neodredenosti, postupak defazifikacije se moZe definisati u okviru
metoda transformacije. Tacnije, fazi brojevi se mogu defazifikovati direktno iz njihovih
transformisanih reprezentacija izostavljanjem koraka ponovne transformacije i ponovne
kompozicije u Semi metoda transformacije.

Napomena 5.4. lako se u nastavku operacija defazifikacije definise za fazi brojeve, moze se
primeniti i na fazi vektore.

Ako se posmatra fazi broj ¥, dat u transformisanom obliku
P ={O,pm, o}
gde je V) niz na nivou pripadnosti p; = # defazifikovani fazi broj
v° =defuzz(?)

se u zavisnosti od verzije metoda transformacije koja je primenjena odreduje na slede¢i nacin

([9D):
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e redukovani metod transformacije

m 2"

1 ,
v = ZZ kﬁ(})
2"(m+ 1) 4

j=0k=1
e opsti metod transformacije

m (m+1-j)"

. 1 } ‘ } ‘ k()
— 1 \n
(m+1-)H)*(m+1) ==

e prosireni metod transformacije

m 2" (m+1- )"

1
R S — )
2t (m + 1 —j) (m+1)j=O ]

U svim slu¢ajevima, vrednost * 59 oznacava k-ti element niza 70,

Lako se moze utvrditi da u specijalnom slu¢aju kada je V dato kao transformisana reprezentacija
7=%={%22",.,%m)

ulaznog fazi parametra p;, i = 1,2, ..., n, defazifikovana vrednost je data kao aritmeti¢ka sredina
granica intervala na svim nivoima pripadnosti, tj.

m
1 . .
o 0 =~ § ) 6]
vV =X =d€fUZZ(pi)=m' Oalg +bi]
J:

o ) i
[alg)’bi(])] — Cutyj(pi)l Uj = E' ] = 1,2,..,m

[al@, bi(o)] = [Wli'Wrz]' (wy, wy) = supp(Py).

Informacije kodirane u transformisanim reprezentacijama fazi brojeva jasno nadmasuju one u
ponovno transformisanim elementima. Konkretno, ako niz V sadrzi kompleksno-vrednosne
elemente, kao $to su transformisane reprezentacije polova oscilatornih sistema, metoda
defazifikacije se pokazuje kao veoma uspeSna, jer izbegava dvosmisleni korak ponovne
transformacije u slu¢aju dvodimenzionalnih fazi vektora.
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5.4. Mere fazi brojeva

U cilju kvantifikacije stepena neodredenosti svojstvenog fazi skupovima, postoji veliki broj
pristupa predlozenih od strane raznih autora (npr. [19,20]). U vecini slu¢ajeva, poseban akcenat
se stavlja na merenje stepena rasplinutosti, koja se odnosi na nejasno¢u proizaslu iz nepreciznih
granica fazi skupa. U [15] je predlozen indeks rasplinutosti definisan kao Hamming-ova
udaljenost izmedu funkcije pripadnosti fazi skupa i karakteristicne funkcije njemu najblizeg
klasi¢nog skupa, a U [24] sustina rasplinutosti fazi skupa se odnosi na ublazavanje razlike izmedu
skupa i njegovog komplementa, odnosno, u njihovom nepraznom preseku. Kao posebna klasa
fazi skupova, fazi brojevi se mogu koristiti da se kvantifikuje parametarska neodredenost u
okviru simulacije i analize neodredenih sistema primenom metoda transformacije. U tu svrhu se
definiSu nepreciznost i ekscentri¢nost fazi brojeva koje su se pokazale kao korisne mere.

5.4.1. Nepreciznost fazi brojeva

Definicija 5.1. [9] Nepreciznost imp(¥) fazi broja ¥ se definiSe kao aproksimacija njegove
kardinalnosti

card(®) = |9] = f 1y (X)dx = f 1y (X)dx

x€X xesupp (D)
Sa

m—1

m-—1
imp (V) = % Z [wth(VD) + wth(VU+D)] =% [Wth(V(o)) +2 Z wth(V9)|,
j=0 j=1

gdesu VY, j =0,1, ..., m intervalno-vrednosni elementi dekompozabilne reprezentacije V od 7,
dati sa

V={vO,y®m,  ym}
0 = 5 y=L i=
%4 cutﬂj(v), Hj=—,] 1,2,...,m,
VO = [wj,wy], (wj,w;) = supp(¥)
awj; i wy. sudonja i gornja granica intervala od .

Definicija 5.2. [9] Relativna nepreciznost imp;(7) fazi broja ¥ u odnosu na njegovu modalnu
vrednost v = core () se definiSe za ¥ # 0 sa
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. __imp(®)  imp(¥)
imp5(?) = v core(®)

5.4.2. Ekscentri¢nost fazi brojeva

Definicija 5.3. [9] Ekscentri¢nost ecc(¥) fazi broja ¥ se definiSe kao razlika izmedu njegove
defazifikovane i modalne vrednosti, odnosno sa

ecc(V) = v° — v = defuzz(¥) — core(D).

Napomena 5.5. U specijalnom slucaju kada je ¥ dat nezavisnim ulaznim fazi parametrima
pi, i = 1,2,...,n simetri¢nog oblika, defazifikovana vrednost v°od ¥ se poklapa sa njegovom
modalnom vredno$¢u v, tj.ecc(¥) = 0. Osim toga, svaka izlazna vrednost modela § kog
karakteriSe linearna zavisnost parametara modela p;,i = 1,2, ..., n pokazuje nula ekscentri¢nost
ukoliko parametri modela imaju simetri¢an oblik. Nasuprot tome, ako se za simetri¢ne parametre
modela p;,i = 1,2, ..., n uo¢i nenula ekscentri¢nost izlaza modela §, moze se izvesti zakljucak o
postojanju nelinearne zavisnosti parametara modela.

U nastavku je uvedena standardizovana mera ekscentri¢nosti.

Definicija 5.4. [9] Specifi¢na ekscentri¢nost ecc(¥) fazi broja 7, predstavlja ekscentri¢nost fazi
broja u odnosu na njegovu nepreciznost, tj.

oce(®) = ecc(¥)

ecc = imp (%)
Primer 5.3. [9] Neka je dat fazi raconalni izraz

g(®@) = 2p — p?,

koji se procenjuje za simetri¢ni linarni fazi broj
p = tfn(1.5,1.5,1.5)

prikazan na slici 5.4.(a). Koriste¢i redukovani metod transformacije za dekompozicioni broj
m = 15, dobija se fazi-vrednosni izlaz § = g(p), (slika 5.4.(b)). Kada se izrac¢una defazifikacija,
nepreciznost i ekscentri¢nost parametra modela p i izlaza ¢, dobijaju se slede¢i rezultati:

X = core(p) = 1.5 x° =defuzz(p) = 1.5
imp(p) = 1.5 impz(p) = 100%

ecc(p) =0 ecc(p) = 0%.
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z = core(g) = 0.75 z° =defuzz(§) = 0.44
imp(§) =~ 1.72 imp;(q) = 230%
ecc(q) = —0.31 ecc(q) = —18%.

Ocigledno je da nelinearna priroda fazi racionalnog izraza u odnosu na fazi-vrednosni parametar
p potic¢e od nenula ekscentri¢nosti izlazne vrednosti §.

1.0 ! 1.0
.Uﬁ(x) | i .Uq(Z) L
B ; 5 B
05 F ! 05
0.0 o | 0.0
0 1 x 2 3 4 -4 2
X VA
(@) (b)

Slika 5.4. (a) Fazi-vrednosni parametar p, (b) 1zlazni fazi broj § = g(p)

81



Zakljucak

U radu su izlozeni osnovni koncepti teorije fazi skupova. Fazi skupovi su uvedeni kao
uopstenja klasi¢nih skupova a fazi brojevi kao numericke reprezentacije neodredenosti razlic¢itog
porekla. Tacnije, fazi brojevi omogucéavaju da se konstruiSe matematicki model jezickih izraza
kao $to su ,,mnogo*, ,,najmanje* ili ,,priblizno”“. Rad u fazi okruzenju predstavlja jedan od
pogodnih nacina da se predstavi i modelira neodredenost i  nepreciznost, prisutna u
svakodnevnom Zivotu.

Pored osnovnih pojmova vezanih za fazi skupove i fazi brojeve, predstavljeni su razliciti
koncepti u kojima su definisani postupci za izvodenje operacija nad fazi skupovima i fazi
brojevima. Princip proSirenja pruza opsti metod za prenosenje operacija sa klasiénim brojevima
na fazi brojeve. Predstavljena su tri tipa fazi brojeva koji se najéesce koriste: L-R, diskretizovani
i dekompozabilni fazi brojevi i prikazano je kako se princip pro$irenja primenjuje na njih. Da bi
se prosirila primena fazi aritmetike, pre svega na procenu fazi racionalnih izraza, predstavljena je
standardna fazi aritmetika, koja je bazirana na intervalnoj aritmetici. Medutim, standardna fazi
aritmetika ima ozbiljan nedostatak a to je precenjivanje pravog rezultata problema, gde stepen
precenjenosti zavisi od oblika fazi racionalnog izraza. Kao slede¢i stupanj razvoja fazi
aritmetike, pojavljuje se napredna fazi aritmetika koja se isti¢e po tome $to ne postoje znacajna
ograni¢enja u njenoj oblasti primene i moze se koristiti za simulaciju statickih ili dinamickih
sistema proizvoljne kompleksnosti sa fazi-vrednosnim parametrima. Osnova napredne fazi
aritemtike jeste metod transformacije. Metod transformacije je dat u tri verzije, opstoj,
redukovanoj i prosirenoj. Ukoliko se o¢ekuje da fazi-parametrizovani model pokaze nemonotono
ponasanje, koristi se opsti oblik, za monoton fazi-parametrizovani model je neophodna primena
redukovanog oblika, dok prosireni kombinuje prethodna dva.

Najveci znacaj fazi aritmetike je upravo u Sirokom spektru primena u mnogim oblastima
poput mehanickog, geotehni¢kog, biomedicinskog i kontrolnog inzenjeringa.

IzloZzena materija je iscrpan pregled rezultata pogodna da bi se savladali osnovni pojmovi iz
teorije fazi skupova i moze pruziti dobru podlogu za dalja istrazivanja, narocito u oblasti primene
fazi aritmetike u inzenjerskim nakauma.
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