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Predgovor

Teoriju zasnovanu na prostorima Soboljeva uveo je ruski matemati-
Car Sergej Soboljev (1908-1989), koji, takode, uvodi pojmove di-
stribucije, pojam slabog reSenja, kao 1 Soboljevu nejednakost. Pro-
stori Soboljeva, kao Banahovi prostoru, su dosta interesantni u teoriji
funkcionalne analize. Medutim, pravi znac¢aj ovih prostora kao i o-
stalih pojmovi koje je uveo Soboljev ogleda se u njihovoj primeni u
teoriji parcijalnih difrencijalnih jednacina, matematicke fizike, dife-
rencijalne geometrije, kao 1 u mnogim drugim oblastima matemati-
cke analize.

Prostori Soboljeva definisani su pomocu Lebegovih prostora (7).
Lebegovi prostori istovremeno imaju Siroku primenu u fizici, stati-
stici, finansijama i mnogim drugim disciplinama.

Zakljuci o konvergenciji 1 kompaktnosti u prostorima Lebega 1
Soboljeva su Cesto od vitalnog znacaja u odredivanju postojanja reSe-
nja nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina. Stoga ¢e 1 uslovi
kompaktnosti 1 konvergencije biti obradeni u okviru ovog rada.

Master rad se sastoji od tri poglavlja.

U prvom poglavlju je data definicija i osnovne osobine Lebegovih
prostora, definisani su, izmedu ostalih, i slab izvod, slabo reSenje
diferencijalne jednacine, prostor distribucija, kao 1 operacija kon-
volucije. Pre same definicije prostora osvrnuli smo se na neke od



osnovnih pojmova realne i funkcionalne analize koji su neophodni
za razumevanje pojma i strukture L” prostora.

U drugom poglavlju je dat kratak pregled prostora Sobojeva, nje-
govog duala i njihovih osobina.

Trece poglavlje je posveceno teoremama konvergencije, pre svega
Kolmogorov-Riesz-Tamarkin teoremi kao 1 njihovoj primeni.

Na kraju Zelim da izrazim posebnu zahvalnost svom mentoru,
dr Jeleni Aleksic, na celokupnom strpljenju koje je pokazala prema
meni tokom izrade ovog rada, na izvanrednim savetima 1 uputstvima
koje mi je nesebicno davala od poCetka mog studiranja do danasnjeg
dana. Zahvaljujem se 1 dr Stevanu Pilipovicu 1 dr Marku Nedeljkovu,
Clanovima komisije za odbranu ovog rada.

Novi Sad, 2016. Marina Marceta
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Poglavlje 1

Lebegovi (L") prostori

Prostori funkcija, a posebno L? prostori igraju centralnu ulogu u
mnogim pitanjima matematicke analize. Prostor L' se pojavljuje ve¢
kod uvodenja Lebegove mere, kao prostor funkcija koje su Lebeg-
integrabilne. Sa ovim prostorom je direktno povezan njegov dual
L™, prostor ograni¢enih funkcija sa supremum normom koja je nasle-
dena iz nekih drugih, viSe poznatih prostora funkcija. Od posebnog
znacaja su prostori L? ¢ije je poreklo blisko povezano sa osnovnim
problemima Furijeove analize. Ovaj prostor, L?, se najviSe i koristi
jer je jedini Lebegov prostor koji je 1 Hilbertov, tj. na kome se moze
definisati skalarni proizvod.

U ovom poglavlju ¢emo se koncentrisati na osnovne osobine
L? prostora. Pre toga, podsetimo se nekih pojmova koji su nam
neophodni za definisanje L? prostora.

1.1 Uvodni pojmovi

U ovom odeljku ¢emo dati kratak osvrt na osnovne pojmove
funkcionalne analize.

Definicija 1.1.1 (Vektorski prostor) Neka je X neprazan skup i
(K, +, ") polje. Skup X je vektorski ili linearni prostor nad poljem
skalara K ako ima sledecu strukturu:



1) Definisana je operacija + u skupu X (sabiranje vektora), takva
da je (X, +) Abelova grupa,

2) Definisana je operacija (mnoZenje vektora skalarom) koja svakom
vektoru x € X i svakom skalaru N € K pridruZuje vektor
A € X, pricemuzasve x,y € X i a, N\ € K vaZi sledece:
(1) Max) = (Aa)z,

(2) (A + )z = Az + ax,
(3) Mz +y) =+ Ay,
(4) 1x = x.

Definicija 1.1.2 (Topoloski prostor) Neka je X proizvoljan skup,
topologija na X je kolekcija O podskupova iz X za koje vaZi

1) Xec0iheo,
2) Unija svake kolekcije podskupova iz X pripada skupu X,

3) Presek svake konacne kolekcije podskupova iz X pripada skupu
X.

Uredeni par (X, O) se naziva topoloski prostor, dok elementi kolek-
cije O predstavljaju otvorene skupove u tom prostoru.

Otvoren skup koji sadrzi x € X naziva se okolina tacke x. Kom-
plement X \ O proizvoljnog otvorenog skupa O naziva se zatvoren
skup. Zatvaranje skupa A, u oznaci A, je najmanji zatvoren skup
koji sadrzi skup A.

Definicija 1.1.3 Topoloski prostor (X, O) je Hausdorfov, ako za sva-
ko x,y € X, x© # y, postoje disjunktne okoline.

Definicija 1.1.4 Neka su (X, Ox)i (Y, Oy) topoloski prostori. Fun-
kcija f : X — 'Y je neprekidna ako njena inverzna slika f~1(0) =
{z € X : f(z) € O} pripada Ox za svako O € Oy.



JaCina topologije na X je direktno proporcionalna broju neprekidnih
funkcija na datom prostoru, dok je jaCina topologije na Y obrnuto
proporcionalna broju neprekidnih funkcija.

Definicija 1.1.5 Topoloski vektorski prostor (TVP) je Hausdorfov
topoloski prostor koji je istovremeno vektorski prostor kod koga su
operacije sabiranja vektora i mnoZenja vektora skalarom neprekidne.

Definicija 1.1.6 (Funkcionela) Funkciju iz nekog vektorskog pro-
stora nad odredenim vektorskim poljem u to isto polje (najcesée R
ili C) nazivamo funkcionela.

Funkcionela f je neprekidna u TVP ukoliko predstavlja neprekidno
preslikavanje iz X u C, gde C ima uobicajenu topologiju induko-
vanu euklidskom metrikom.

Skup svih neprekidnih funkcionela na TVP X nazivamo dualom
prostora X i obelezavamo sa X'.

Definicija 1.1.7 (Metrika) Preslikavanje d : X x X — R{ je
metrika na vektorskom prostoru X ukoliko su za svako x,y,z € X
zadovoljeni sledeci uslovi:

(1) d(x,y) =0 &z =y,
(2) d(z,y) = d(y, z),
(3) d(l’,y) < d(IL‘, Z) + d(z7y)°

Uredeni par (X, d) naziva se metri¢ki prostor. Svaki metricki
prostor indukuje topoloski prostor, gde je otvoren skup definisan
preko otvorenih lopti L(z,r) = {y € X : d(z,y) < r}, z € X,
r > 0. Svaki podskup A C X se naziva otvorenim ako za svako
x € A postoji r > 0 takvo da je L(x,r) C A.

Za dve razliCite metrike na X kazemo da su ekvivalentne ukoliko
indukuju istu topologiju na X.



Definicija 1.1.8 (Norma) Preslikavanje f : X — R je norma na
vektorskom prostoru X ukoliko vaZe sledeci uslovi:

(1) f(z)=0& z =0,
(2) f(cx) =|c|f(x), za svako x € X i svako ¢ € C,
(3) flxz+y) < f(z)+ [(y) za svako z,y € X.

Normu obi¢no obelezavamo sa || - ||. Vektorski prostor X na
kome je definisana norma nazivamo normiranim prostorom.

Svaka norma f na skupu X indukuje metriku d na X na sledeéi
nacin: d(z,y) = f(xr — y), za svako =,y € X.

Definicija 1.1.9 Niz {x,} u normiranom prostoru (X, || - ||) ko-
nvergira ka x ako i samo ako je lim,,_, || x, — z ||= 0.

Za skup A C X kazemo da je gust ako je svako x € X granica
niza elemenata iz A (odnosno, ukoliko je njegovo zatvaranje skup
X). Norimrani prostor je separabilan ukoliko ima gust, prebrojiv
podskup.

Definicija 1.1.10 Normiran prostor X je Banahov ukoliko svaki Kosi-
jev nizu X konvergira u X.

Svaki normirani prostor je ili Banahov ili gust podskup nekog Bana-
hovog prostora.

Banahov prostor X za koji vazi da je dual duala prostora X jed-
nak upravo prostoru X, naziva se refleksivan metricki prostor.

Definicija 1.1.11 Ako je X vektorski prostor, funkcionela (-, ) x defi-
nisana na X X X se naziva unutra$nji proizvod na X, ako za svako
x,y,z € Xia,be Cvai:

(1) (.T,y)X - (ywr)X
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(2) (ax + by, z)x = a(z,z)x + by, 2)x
(3) (x,x)x = 0 akko x = 0.

Ukoliko imamo definisan skalarni proizvod, mozemo definisati
normu na sledeéi nacin

N|—

I [|= (z,2)%-

Banahov prostor na kome se moZe definisati unutraSnji (skalarni)
proizvod naziva se Hilbertov prostor.

Definicija 1.1.12 Homeomorfizam je neprekidna bijekcija takva da
je njena inverzna funkcija takode neprekidna.

Homeomorfizmi oCuvavaju topoloSke osobine prostora.

Definicija 1.1.13 Injekcija f : X — Y koja je homemorfizam izmedu
X i f(X) naziva se potapanje, u oznaci X — Y.

Definicija 1.1.14 Neka je dat normirani prostor (X, ||||). Skup A C
X je kompaktan ukoliko svaki niz u A ima podniz koji konvergira u
X ka granici iz A.

Kompaktni skupovi su ograni€eni i zatvorenti, ali nije svaki ograni-
¢en i zatvoren skup kompaktan. Za skup A kazemo da je prekompa-
ktan ako je A kompaktan skup.

Teorema 1.1.15 Skup A je prekompaktan u Banahovom prostoru X
ako i samo ako za svaki pozitivan broj € postoji konacan podskup
N, elemenata iz X sa osobinom

U L(z,e) = A.

€N,

Definicija 1.1.16 Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Otvo-
reni pokrivac¢ skupa A je kolekcija otvorenih skupova A cija unija
sadrZi skup A. Podpokrivac skupa A je podkolekcija A, kolekcije A
Cija unija sadrZi skup A.
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Definicija 1.1.17 Topoloski prostor (X, O) je kompaktan ako svaki
otvoren pokriva¢ od X ima konacan podpokrivac.

1.2 Prostori diferencijabilnih funkcija

Neka je € otvoren podskup od R”, a 2 njegovo zatvaranje. Parci-
jalne izvode funkcije u : {2 — R oznacavamo sa:
ou 0u

. = Ou(x) = Uy,

Za oznacavanje izvoda viSeg reda uvodimo pojam multiindeksa.

Multiindeks je svaka n—torka o = (o, ag, ...., ), a; € NU {0},
duzina multiindeksa je broj |a| = ay + ... + . KaZzemo jos da je «
multiindeks reda |«|. Koristi¢emo oznaku

laly(x
0%u(x) = 0ufz)

Ox1™, ..., 0w,

Ako je o; = 0 za neko 7, to zna¢i da nemamo izvoda po promenjivoj

z;. Akoje D; = %, tada D = D{" - D,," ozna¢ava diferencijalni
J

operator reda |c|.

C*(€2) je skup svih funkcija u :  — R(C) koja ima sve nepreki-
dne izvode na €2, zakljuéno sa redom 0 < k < oco. Ako je u(z) €
C'(§2) ogranicena i uniformno neprekidna na €2, onda postoji jedin-
stveno, ograniceno i neprekidno produZenje ove funkcije na . Sli-
¢no definisemo vektorski prostor C*(Q2) kao prostor koji se sastoji
od funkcija u(z) € C*(Q) za koje je D“u(z) ograni¢eno i uni-
formno neprekidno na Q2 za 0 < |a| < k.

C*(Q)) je Banahov prostor sa normom definisanom na slede¢i
nacin:
u o= max sup |D%(x)|.
I llox)= max, sup|D*u(a)
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Norma na C*((2) definisana je sli¢no:

| llon@)y= Z sup | D%u(z)].

|a|§k xre

1.3 Lebegova mera i integral

U ovom odeljku ¢emo navesti neke od osnovnih pojmova teorije
mere na R".

Definicija 1.3.1 Kolekcija Y. podskupova od R" naziva se sigma
algebra ako vaZi sledece:

(1) R" € %,
(2)Ak0A€E,0ndaAO:R”\A€Z,

(3) Za svako A; € %, i=1,2,... vazi | J A; € ¥.

1=1

Definicija 1.3.2 Funkcija pu: ¥ — R za koju vazi
p(UA) =D nA), Aes, Ana;=0i#]
i=1 i=1

naziva se pozitivna mera na ..

Teorema 1.3.3 Postoji o-algebra 3. podskupova od R"™ i mera p na
Y] takve da vaZi:

(1) Svaki otvoren skup u R" pripada .,

(2) Akoje AC B,BeXiu(B)=0,tada AecXiu(A) =0,

(3) Ako je A = {x € R" : a; < x; < b;,i = 1,2,...,n}, tada
AeX ivazi u(A) = ﬁ(bj — aj),

1=1
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(4) p je invarijantna na translaciju, odnosno za svako A € Y i
svako xy € R" vaZi da je (A + xy) = u(A), gde je A+ xy =
{z + xg,x € A}

Elementi kolekcije > se nazivaju Lebeg merljivi podskupovi od
R", dok funkcija p predstavlja Lebegovu meru na R". Lebegova
mera u u R" je takode rotaciono invarijantna.

Lebegova mera, takode mozZe da se definiSe preko Lebegove spolja-
Snje mere na sledeci nacin.
Duzinu intervala I = (a, b), obelezavamo sa [(/) i ratunamo [(]) =
b — al.

Definicija 1.3.4 Za svaki skup I/ C R definisemo Lebegovu spojasnju
meru p*(E) na sledeci nacin,

p(E) = inf{) 1) I = (ar,bx) NE C | J I}
k=1 k=1
Definicija 1.3.5 Skup E C R je Lebeg merljiv ako za svako A C R

vazi
WH(A) = (AN B) + (AN EC),

Definicija 1.3.6 Ako je E Lebeg merljiv skup, tada je njegova Lebe-
gova mera ji( F) jednaka Lebegovoj spoljasnjoj meri, odnosno,

W(E) = ' (E).

Napomena 1.3.7 KaZemo da je skup A C R"™ Lebegove mere nula,
u oznaci u(A) = 0, ako za svako € > 0 postoji prebrojiva unija C;
paralelopipeda u R™ takva da je mera skupa | J;-, C; manja od ¢.

Lebegova mera predstavlja prirodno prosirenje pojma zapremine u
R3 na R".
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Neka je B presek svih o-algebri koje sadrze otvoren skup. B je
tada, takode, o-algebra i naziva se Borelova o-algebra. B je naj-
manja o-algebra koja sadrZi sve otvorene skupove. Familija M svih
Lebeg merljivih skupova u R" je takode o-algebra. Svi skupovi u
Borelovoj algebri su merljivi, ali nisu svi merljivi skupovi Borelovi.
Takode, postoji veliki broj podskupova od R"” koji nisu merljivi. Ako
sa M obelezimo familiju svih Lebeg merljivih skupova u R", tada
vazi sledeéi odnos: B ¢ M ¢ 28" (gde 2®" predstavlja ukupan broj
podskupova od R").

Definicija 1.3.8 Funkcija f : A — RU {—o00,+00}, A € 3] je
merljiva ako je skup

{z: f(z) > a}

merljiv za svako a € R.

Funkcija koja slika prostor sa o-algebrom u topoloski prostor je
merljiva ako je inverzna slika otvorenog skupa merljiv skup.

Definicija 1.3.9 Funkcija

l,re A

ralz) = { 0,z ¢ A

naziva se karakteristi¢na funkcija skupa A.

Realnu funkciju s na R" zva¢emo jednostavnom ukoliko je njena
slika konacan skup u R. Ako je za svako x iz domena, s(z) €
{ai,as, ..., a;, }, onda, ocito, vazi

gdeje A; = {x € R": s(z) = a;}.

15



Neka je f : A C R — R™. DefiniS§emo

m

/As(x)dx = Z a;i(A;)

=1

/Af(ilf)dx = sup/As(:c)dx,

gde se supremum uzima po merljivim, jednostavnim funkcijama
s(z) koje su jednake nuli van A i zadovoljavaju: 0 < s(x) < f(z) na
A Akof: ACR" > R, f =max(f,0)if~ = —min(f,0), gde
su f*1i f~ merljive i nenegativne, tada, oCigledno vazi f = f+—f~.

Definicija 1.3.10 Lebegov integral realne funkcije f je:

/A fla)dz = /A FH(x)de — /A F(x)da.

Ako je ovaj integral konacan, kazemo da je funkcija f Lebeg inte-
grabilna na A. Klasa Lebeg integrabilnih funkcija se obelezava sa

L'(A).

Definicija 1.3.11 Neka je f = u + v, gde su u i v realne funkcije.
fe LY (A)ako |f] = (u2+v?)z € LY. Zatakvo f € L*(A) Lebegov

integral je
/Af(ilf)dl“:/Au(l‘)dx + iAU(x)dx.

Napomena 1.3.12 Funkcija f = u + iv je merljiva ako i samo ako
su funkcije u i v merljive.

Lako se pokazuje da f € L'(A) akko u,v € L1(A).
Teorema 1.3.13 Neka je A C R"™ merljiv skup i { f,,} konvergentan

niz kompleksnih merljivih funkcija na A. Ako postoji funkcija g €
LY(A) takva da je | f,(x)| < g() za svako n i za svako x € A, tada

lim fn(a:)dx:L lim f,(x)dx.

n—oo A n—oo
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Definicija 1.3.14 Funkcija u definisana skoro svuda na €2 je lokalno
integrabilna na Q) ako u € L'(A) za svaki merljiv skup A C 2 za
koji vazi A C Qi A je kompaktan. Prostor svih lokalno integrabilnih
funkcija obelezavamo sa L}, (Q).

Definicija 1.3.15 Nosac funkcije u : 2 — R, u oznaci supp u, je
komplement najveéeg otvorenog skupa na kojem je u identicki je-
dnako nula. Odnosno

suppu = {z € Q : u(x) # 0}.

Teorema 1.3.16 Ako je f : R" — R Riman integrabilna sa kom-
paktnim nosacem, tada je f i Lebeg integrabilna i Rimanov integral
funkcije f jednak je Lebegovom integralu funkcije f, odnosno

(x)dp = R(S).
Rn
Zarazliku od Riman integrabilnih funkcija, Lebeg integrabilne funkci-
je ne moraju biti ogranicene, kao ni skup na kome inegralimo. Takode,
svaki apsolutno konvergentan nesvojstveni integral postoji kao Lebe-
gov integral.

1.4 LP? prostori

Medu funkcijama koje su Lebeg merljive uvodimo relaciju ekviva-
lencije “jednake skoro svuda na 27, u oznaci f - g ako je skup
{z: f(x) # g(x)} Lebegove mere 0.

Definicija 1.4.1 Skup A C R" je povezan ako se ne moZe rastaviti
na uniju dva neprazna, disjunktna, otvorena podskupa.

Neka je 1 < p < oo. Od sada Ce €2 oznaCavati otvoren, povezan
podskup od R".
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Definicija 1.4.2 Lebegov prostor (L7) dat je sa

LP=A{f/ ~Q—=R:f jemerljiva, /Q|f(a:)\p<oo}.

Ovo je Banahov prostor sa normom:

15 =1 £ b= ([ 15@P)”

Vidimo da || f ||z»@)= 0 ne implicira da je f = 0, ve¢ daje f = 0
skoro svuda te je, stoga, prostor I” definisan na skupu klasa ekvi-
valencije funkcija koje su jednake skoro svuda. Ipak, zbog jedno-
stavnosti, poistovecujemo funkcije sa elementom klase 1 piSemo da

f e LP(Q) ako vazi [, |f ()P < oo.

Zal < p < oo prostor LP(£2) je separabilan. Specijalno, prostor
L*(€) je i Hilbertov sa skalarnim proizvodom definisanim na slede¢i
nacin

(1, v) = /Q w(z)o(@)dz.

Definicija 1.4.3 Neka je 1 < p < oo. Konjugovani indeks q defi-
nisan je relacijom

S4-=1
P q

Za p = oo imamo ¢ = 1 1 obratno. Indeks ¢ naziva se i dualni za
p. Prilikom pokazivanje nekih od osobina prostora L” koristi¢emo
sledece tri nejednakosti:

1) Jungova nejednakost: Nekasua,b > 011 < p < co. Tada je

1 1
ab < —a? + -bY.
p q
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Dokaz: Koristimo Cinjenicu da je funkcija E(x) = e” konve-
ksna. Imamo,

1 1
ab = ™Y — B(Z1na? 4 - Inb?)
p q
1 1 1 1
< —-E(lna?) +-E(Ind?) = —a? + -b%.
p q p q

O

2) Helderova nejednakost: Nekasu 1 < p < oo, u € LP(Q) i
v € L), tadauv € LY(Q) i vazi

/ u(@o(@)de < [ ulll vl

Dokaz: Kako suslucajevip = 11 p = oo trivijalni, pokazacemo
da gornja nejednakost vazi za 1 < p < oo. Tvrdnja je trivijalna
ako je jedna od funkcija jednaka nuli. Pretpostavimo, stoga,
da su obe razli¢ite od nule. Primenom Jungove nejednakosti
dobijamo da je

/|u x)|de < - /\u )Pdx + — /\v )|9dzx.

Ukoliko ovu nejednakost primenimo na funkcije — Tl || H do-
bijamo
1 1
/ lu(z)v(x)|de < — 4+ - =1,
[l llp 0o llg HpH v llg P g
odakle sledi tvrdenje.
O

Zap = q = 2 dobija se Svarcova nejednakost, odnosno,

/|u Dldr < ullsll vl
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3) Nejednakost Minkovskog: Za svako 1 < p < oo vazi
lfutvll, < [fulp+I[lvllp.

Dokaz: Primenom Helderove nejednakosti imamo da je

lutvlg= [ Jue)+vle)do
< [ o)+ o@P ute)] + fo(o)])ds

/]u(x)Jrv(x)]pdx Ple /\u(a:)\pda: %
/\u +v(x \pdx /|v \pda:

=l u+olp™ (ully+ 1ol
O

Napomena 1.4.4 Nejednakost Minkovskog je ujedno i nejednakost
trougla za normu || - ||

Upravo kori$¢enjem nejednakosti Minkovskog se pokazuje da LP(€2)
ima strukturu linearnog prostora i da je || v ||, norma na L”({2) za
1 <p< oo,

Definicija 1.4.5 Merljiva funkcija u na €} je esencijalno ogranicena
ako postoji konstanta K takva da je |u(z)| < K skoro svuda na ).
Najmanje takvo K je esencijalni supremum od |u| na 2 i oznacava
se sa esssup,cq |u(z)]. L>(Q) predstavija vektorski prostor svih
esencijalno ogranicenih funkcija na ). Norma na L™ data je sa
| u ||co= esssup |u(z)].
xef
Analogno definiciji lokalno integrabilnih funkcija, prostor L ()

definiSemo na sledeci nacin
LY (2){f je merljiva : f € LP(K')za svaki kompaktan skup K C }.
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Teorema 1.4.6 Neka je fQ dr = pu(2) <ooil <p<r < oo Ako
u € L"(Q), tadau € LP(Q) i

1

lull, < () [ull

odnosno vazi
L"(Q2) — LP(92).

Dokaz: Za p = r tvrdenje ocigledno sledi. Nekajel <p <r < oo
iue L"(Q). Tada u” € L»(Q) i Helderova nejednakost daje

/]u Wdr < /\u de /da:) N
/]u de /dm) o
Sto je ekvivalentno sa

lull, < (u(Q)r

Sli¢no se moZe pokazati i da je LV (Q) C L} () zal < p <
oo 1 svaki domen {2 (zbog konacnosti Lebegove mere kompaktnog
skupa).

u ;.

O

Helderova nejednakost, izmedu ostalog pokazuje da svaka funkcija
g € L) generiSe neprekidnu linearnu funkcionelu nad L”(€)

datu sa
:/ﬂ@mmm
0

Moze se pokazati i da je svaka neprekidna linearna funkcionela nad
LP(Q)) upravo takvog oblika.

Teorema 1.4.7 Nekajel <p < ooi ]l? + % = 1. Tada je

(r(@) = L)
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u smislu da za svaku neprekidnu linearnu funkcionelu | na LP((2)
postoji jedinstveno g € L1(€)) takvo da je

1) = [ f@los
za sve f € LP(R). Stavise, || I ||=|| g ||, gde ||| oznacava dualnu

normu.

Zap = oo, ne vazi (L®) = L1

1.5 Distribucije i slabi izvodi

1.5.1 Istorija i motivacija
Kasnih 20ih godina pros§log veka Dirak ! je u studiji kvantne
teorije procesa kolizije uveo sledecu jednacinu
d 1
—Inxr =— —md(x),
e (x)

gde je 0 funkcija koja je definisana na R i zadovoljava sledece uslove:
(1) 6(x) =0,zaz # 0,
(2) f_oooo d(z)dx =1,

(3) Za svaku neprekidnu funkciju f, definisanu na R vazi f(a) =
[75 f(@)d(a — z)dz, u svakoj tacki a € R,

(4) ¢ je beskonacno mnogo puta diferencijabilna u smislu da za
bilo koju k puta neprekidno diferencijabilnu funkciju f na R
vazi f®(a) = [7° f(2)6®)(a — z)dz, $vakoj tatki a € R,

(5) Vazi §(x) = H'(x), gde je H(x) Hevisajdova funkcija data sa

1, x>0
H(SC):{O r<0’

'Paul Dirac (1902-1984), britanski fizi¢ar i Nobelovac, smatra se koosnivadem kvantne fizike.
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0 je postala poznata kao Dirakova delta funkcija i privukla je paznju
brojnih matematicara tog vremena, jer se nije uklapala u klasi¢ne
definicije funkcije. Kasnije se njome bavio Lebeg 2 i posmatrao je
kao pozitivhu meru definisanu na skupu F/, podskupu o-algebre na
R, a potom i Svarc® koji je inspirisan ¢ funkcijom uveo teoriju di-
stribucija.

Teorija distribucija je koncept koji generalizuje pojam funkcije.
Lepota ove teorije leZi u Cinjenici da ovakva nova notacija poznaje
operator diferenciranja, pri ¢emu je svaka distribucija beskona¢no
diferencijabilna. Potreba za ovakvom generalizacijom se javljala
mnogo puta u istoriji matematike.

Posmatrajmo talasnu jednacinu
2
u(x,t) = uge(x,t)

kao primer na R x (0, c0) koja opisuje vibriranje beskonacne Zice.
Njeno opste resenje dato je sa u(x,t) = F(x + ct) + G(x — ct).
U realnosti se deSava da su F'i G “reSenja” talasne jednaCine, Cak
1 ako nisu dva puta diferencijabilne, na primer, ako je F' Hevisaj-
dova funkcija, a G = 0. Pitanje koje se postavljalo je kako da se
matematicki opiSu ovakva reSenja.

1.5.2 Distribucije

Skup C}(Q) definiemo kao C5(Q) = {u(z) € C(Q) :  u(x)
ima kompaktan nosac}. Skup C§°(€2) (klasa svih beskonac¢no dife-
rencijabilnih funkcija na €2 sa kompaktnim nosa¢em) nazivamo pro-
stor test funkcija. Ovaj prostor je prvi koristio kao test prostor Svarc.

Uvedimo sada pojam konvergencije u smislu prostora D(€2).

2Henri Leon Lebesgue (1875-1941), francuski matematicar.
3Laurent Schwartz (1915-2002) francuski matemati¢ar, tvorac teorije distribucija.
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Definicija 1.5.1 KaZemo da niz {¢,} € C3° konvergira u smislu
prostora D(Q2) ka funkciji ¢ € C§° ako vaze sledeca dva uslova:

(1) Postoji prekompaktan skup K, K C Q, takav da je suppd, C
K za svako n,

(2) lim,, oo D¢ (x) = D*¢(x) uniformno na K za svaki multi-
indeks .

Prostor C§° sa gore definisanom konvergencijom oznafavamo sa
D(Q2) i njegove elemente éemo nazivati test funkcijama.

Definicija 1.5.2 Neprekidna linearna funkcionela nad D(2) naziva
se distribucija.

Prostor distribucija, dual prostora D({2), obelezava se sa D'(£2).
Distribucije preslikavaju D(Q2) u C, dok neprekidnost vazi u ni-
zovnom smislu, tj.

T(¢;) = T($), za j — oo kada kod ¢; = ¢.

Delovanje distribucije 7" na test funkciju ¢ oznacavamo sa (T, ¢),
ili jednostavno 7'(¢). D'(£2) je vektorski prostor nad C u odnosu na
uobicajene operacije sabiranja 1 mnoZzenja.

Kazemo da T;,, — T u prostoru D'(Q2) akko (T},, ¢) — (T, ¢) u
C za svako ¢ iz D(1Q).

Jedna od najznacajnijih distribucija je Dirakova, ¢,, distribucija,
data sa (., 0(x)) = ¢(a), a € R,

Svakoj funkciji u € L}, () odgovara distribucija T,, € D'(Q)
definisana sa

T, = /Qu(x)gb(x)dx, »eD.

24



Ocito, ovako definisano 7, je linearna funkcionela na D(2). Poka-
Zimo da je T, neprekidno preslikavanje. Neka ¢, — ¢ u D(1).
Tada postoji prekompaktan skup K takav da supp(¢, — ¢) C K za
svako n. Stoga je

1 Tu(dn) — Tu(@)| < sup |pn(z) — ¢(2)] /K u(z)|dz.

zeK

Kako ¢, — ¢, desna strana tezi nuli, pa je 7T}, neprekidno preslika-
vanje, a samim tim 1 distribucija. Ovakve distribucije nazivaju se
regularne distribucije.

Nisu sve distribucije regularne. Lako se moZe pokazati da Di-
rakova ¢ distribucija za a = 0 data sa (6, ¢) = ¢(0), za 0 € 2, nije
regularna, tj. ne postoji lokalno integrabilna funkcija d takva da za
svako ¢ € D(Q2) vazi

/Q 5(x)o(x)dx = H(0).

Napomena 1.5.3 Funkciju u poistovecujemo sa regularnom distribu-
cijom T,. Kako je LP(QY) C L} .(Q) za svaki domen ), prostor
LP(Q) je, takode prostor (regularnih) distribucija.

Definicija 1.5.4 Prostor distribucija A C D'(2) naziva se normalan
prostor distribucija nad ) ako je C§°(2) gust u A i ako je identicko
preslikavanje D(Q2) — A neprekidno (odnosno iz u, — u u D()
sledi u, — uw u A). Dual prostora A smatramo potprostorom od
D'(Q) (restrikcije sa A na D()) su distribucije).

1.5.3 Pojam slabog izvoda

Motivacija za izbor test funkcija iz skupa C° je sledeca: Ako f €
C*(a,b)i ¢ € C3°(a,b), onda, po klasi¢noj parcijalnoj integraciji,
imamo:

b b
[ s@rtwin=- [ s @
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Prvi sabirak koji se javlja kod parcijalne integracije u ovom slucaju
nemamo, jer ¢ ima kompaktan nosac, Sto znaci da je jednaka nuli u
krajnjim tackama a i b, te ovo opravdava izbor kompaktnog nosaca.

Ukoliko f € C*(a,b), tada se gore pomenuta parcijalna inte-
gracija moze ponoviti k£ puta, odnosno imamo da je

b b
[ ola)s@ids = (1) [ )6 w)da,
Ovo je posluzilo 1 kao motivacija za uvodenje pojma slabog izvoda.

DefiniSimo prvo izvod D*T' distribucije 1" na slede¢i nacin,

(D°T)(¢) = (—1)IT(D*¢).

Pokazimo da je ovako definisan izvod distribucije takode distribu-
cija. Kako D“¢ € D(2) zasvako ¢ € D(2), DT jeste funkcionela
na D(Q2). Jasno DT je linearno. Pokazimo jo$ da je neprekidno.

Neka ¢, LN ¢. Tada je

supp(D*¢;) C supp(d;) C K

za neki kompaktan podskup K od 2. Takode
;i —o| — 0= || D%;—D%]| — 0.

Dakle, T'(D“¢;) — T(D%¢) pasledida DT (¢;) — D*T(¢).

ZakljuCujemo da svaka distribucija ima izvode proizvoljnog reda
uD'(Q). Stavie, preslikavanje D® iz D'(Q) u D'(2) je neprekidno.
Ako T, — TuD'(2)1iako ¢ € D(Q2), onda je

(D°T,)(¢) = (~1)T,(D"¢) i (=1)*T(D¢) = (D°T)(9).

Definicija 1.5.5 Neka u € L} (Q). Tada moZe, a i ne mora, posto-

loc

jati funkcija v, € L} (Q) takva da je T, = D*(T,) u D'(Q). Ako

loc
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takva funkcija, v,, postoji, ona je jedinstvena do na skup mere nula
i zove se slabi ili distribucioni parcijalni izvod od u i oznacava se
sa D*u.

Odnosno, D“u = v, u slabom (distributivnom) smislu, ako v, €
L} () zadovoljava jednakost

/Qva(x)¢(x)dx: (—l)o‘/Qu(x)DO‘¢(x)da:.

Ako v ima 1zvod u klasicnom smislu, onda je to izvod 1 u distribu-
tivnom smislu. S druge strane, ako lokalno integrabilna funkcija «
ima slabi izvod, onda je ona skoro svuda diferencijabilna 1 u tim
taCkama je slabi izvod jednak jakom.

Primer 1.5.6 Uzmimo daje ) = Ri f(x) = |z|. Ova funkcija nema
izvod u nuli u klasicnom smislu. Medutim lako se pokazuje, pri-
menom parcijalne integracije, da funkcija f(z) ima slabi prvi izvod
jednak sgn(z) u L}, ().

Ova funkcija nema slabi izvod drugog reda u L (Q). Ukoliko

loc
pros§irimo posmatranje izvoda u prostor distribucija D' (X)), imamo

da je |x|" = 26o.

1.5.4 Konvolucija distribucija

Definicija 1.5.7 Neka su f,g € LY(R). Tada definisemo konvolu-
ciju ove dve funkcije sa

frglx) = /_OO flx—1y)g(y)dy, x € R.

Definicija 1.5.8 Za T" € D'(R") i S, distribuciju nad R" sa kom-
paktnim nosacem, definisemo konvoluciju distribucija

(T'+ 5) = (T'(x), (S(y), o(x +y))), ¢ € D(Y).
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1.5.5 Furijeova transformacija i temperirane distribucije

Definicija 1.5.9 Vektorski prostor brzoopadajucih funkcija je defi-
nisan skupom

S ={pec C®R"): lim |z°0°¢(x)| =0, za svako o, B € NI}

|x]—o00

i konvergencijom koja je opisana na sledec¢i nacin. KaZemo da niz
{¢;}; C S(R"™) konvergira ka nuli u S, ¢; 50, kada j — oo, ako
vazi

lim sup |2°0°¢(z)| = 0, za svako o, B € N

J—0 reR™
Iz definicije sledi daje D(R") C S(R")i¢; 2> ¢ implicira ¢; > ¢.
S druge strane, postoje funkcije koje su u S, a nisu u D, jedan takav
primer je funkcija ¢(x) = e~ 1", 2 € R™.

Definicija 1.5.10 Vektorski prostor neprekidnih linearnih funkcionela
nad S(R™) nazivamo prostor temperiranih distribucija, u oznaci

S'(R™).

Elementi prostora S’(R") se nazivaju temperirane distribucije ili dis-
tribucije sporog rasta. Neprekidnost, konvergenciju i ostale osobine
definiSemo isto kao i kod D'(R"). Vazi da je

S'(R") c D'(R"), jerjeD CS.

DefiniSimo sada klasi¢nu Furijeovu transformaciju F na prostorima
LP(R™), 1 < p < 2 na sledeci nacin. Neka je f € LP(R"),1 <p <
2

A

fumw:ﬂ@:wﬁréfﬂmaW@emex

gde je ¢ konjugovani indeks za p.

Inverzna Furijeova transformacija ! data je sa:

FAN@) =7 = en)# [ f)eay,
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Moze se pokazati da ako ¢ € S, onda F(¢), F 1(¢) € S;
2m) "¢ =FF ‘¢ =F 'Fo.
Stavise, F i F~! su injektivna preslikavanja prostora S(R")
FS=F'5=5.

Takode vazi da je

a moze se pokazati i da je za svako 1 < p < oo,
LP(R™) C S'(R™),
usmisludaza f € LP vazi

f(x)o(x)dx < 0o,za ¢ € S.
Rn

Kakoje S(R™) C LP((R)") sledi da moZemo smatrati da je S(R") C
S’(R™). Zato sada moZemo i prosSiriti Furijeovu transformaciju sa S
na S’

Definicija 1.5.11 Neka T € S'(R"). FT i F'T se definise sa
(FT)(¢) =T(9) i (F'T)(¢) = T(d), ¢ € S(R").
Ponovo vazi da je
FS =F19=9.

Ako je T' € S'(R™) i @ multiindeks, onda 2T € S'(R") i D*T €
S’(R™), i vazi

(1) F(DT) = il*lz®(FT),

(2) F(z°T) = il D(FT).
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Na kraju, ako f € LP(R") za 1] < p < oo, onda znamo daf €
S'(R™). MoZe se pokazati i da restrikcije od F i F 1 na L*(R")
generiSu unitarne operatore na L2(R") (odnosno || Ff [=| f ||,
FL?> = L% 1ivaz

FF'=F'F=idp.
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Poglavlje 2

Prostori Soboljeva

2.1 Definicija i osobine

Definisimo funkcionelu || - ||, gde m € Nyil < p < oo na
sledeci nacin

[ llg= (D2 11Dl ) akojel <p<oo, 5y

la|<m

| |lm,00= max || D ||,
la|<m

za sve funkcije u za koje desna strana ima smisla. Jasno je da je
na ovaj nacin definisana norma na vektorskom prostoru funkcija gde
je desna strana konacna, skoro svuda. Posmatraymo sada neke od
takvih prostora.

Definicija 2.1.1 Nekam € Nyi 1 < p < oo. Prostor:
H™P(Q) ={ue LP(Q): D € LP(2) za 0 < |o| < m},

gde je D izvod u distribucionom smislu, naziva se prostor Sobo-
[jeva.

Lako se moze videti da su prostori Soboljeva potprostori prostora
temperiranih distribucija. Ako je {2 = R", tada ¢emo pisati samo
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H™P_ Takode, ako je p = 2, prostor H"” obelezavamo samo sa
H™,

Definicija 2.1.2 Sa H""(Q) obelezavamo zatvaranje prostora C§° ()
u H™P(Q) u odnosu na normu (2.1).

Za H)""(Q)) ekvivalentna je sledeca definicija
feH™ o (ng c D)¢f c H™P

Napomena 2.1.3 Neki autori sa H"?()) obeleZavaju zatvaranje
prostora C"™(§2) u odnosu na normu || - ||, dok se gore definisan
prostor Soboljeva oznacava sa WP, m € Ny. Kako moZe da se
pokaze da je H™P = WP (ovo je zapravo i dokazano teoremom
2.2.4), mi éemo sve prostore Soboljeva oznacavati sa H™P((2).

Jasno, za m = 0 prostor H"?(Q2) = LP(Q).

Teorema 2.1.4 Prostor H™?(2) je Banahov, za1 < p < oo, m €
No. Prostor H™ () je Hilbertov.

Dokaz: Neka je {u, } Kosijev nizu H"?(£2). To znaci da je { D“u,, }
Kosijev u LP(2) za 0 < |a| < m. Kako je LP(Q2) kompletan, vazi
da {D%u,} konvergira u LP(2). Neka u, — u i D%u, — u, u
LP(Q), kada n — oo. Pokazaéemo da ovo implicira da D%u,, — u,
u D'(€) i onda kako je diferenciranje neprekidna operacija u D'(2),
slediée da je u, = D“u. Dakle, na osnovu Helderove nejednakosti,
za proizvoljno ¢ € D(() vazi da je

T, — Tl < /Q fun(2) — (@) @)z <] 6 Ily]l n — 1w [l

za0 < |a|<miq= p%l. Ovoznac¢idaT,, — T,uD'(Q), asli¢no
se pokazuje da Tpa,, — T,,.. Za svako ¢ € D() vazi

T.,(¢) = lim Tpey, (¢) = lim (=1)*T,, (D"¢) = (=1)*"T.(D"9),

n—oo n—oo
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odnosno
T, @ = Tpeyd, ili uq, = D%u.

Odatle zaklju¢ujemo da je uw € LP 1 D“u € L? (odnosno u € H"™?P)
i
lim, o0 || Un — © ||mp= 0. Dakle, H™?(Q2) je kompletan.

Lako se proverava da sledeci izraz definiSe skalarni proizvod u
prostoru H™(2):

(U, V) = Z / DuDudz, u,v e H™(Q)
|a|§m R
pa je prostor H™(£2) Hilbertov.

O

Teorema 2.1.5 Prostor H"™?(QQ) je separabilan za 1 < p < o0, a
refleksivan za 1 < p < oo.

Dokaz: Neka je N broj indeksa « za koje vazi |« < m. Posma-
traéemo proizvod prostora LP(Q) : L% = [T\, L(€2) sa normom

Kt

N ) <
|p7N:{ (Shilw ), 1<p<o 02

maxi<j<n || U llo, P =00

Topologija u Hfil(Li”(Q), | - ||p) je ekvivalentna topologiji koju
norma (2.2) indukuje u proizvodu L%, = Hf\il LP(Q)). Kako je L
separabilan za 1 < p < oo irefleksivan za 1 < p < oo, tako isto
vazi za proizvod LY. Svakom u € H™P moZemo dodeliti dobro
definisan vektor Pu € L4;:

Pu = (u(al), ...,u(O‘N))
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gde su «aj,..., ay poredani u proizvoljnom, ali, fiksiranom poretku.
Kakoje || Pu ||, n=|| @ ||mp, P je izometrijaiz H™P(2) na potpros-
tor H C LY. Kako je H™P(§2) kompletan, H je zatvoren potprostor
od L. Svaki potprostor separabilnog potprostora je separabilan, a
svaki zatvoren potprostor refleksivnog prostora je refleksivan. To
vazi za H, a zbog izometrije i za H™?((2).

O

Kako je svaki zatvoren potprostor Banahovog, respektivno Hilber-
tovog, prostora Banahov, respektivno Hilbertov, zakljuCujemo da
vazi sledeca teorema.

Teorema 2.1.6 Prostor H,""(Q)) je Banahov, a prostor H['(2) je
Hilbertov.

2.2 Aproksimacija glatkim funkcijama na ()

Oznacimo sa C sledeci skup,

C =19 C™(Q):| ¢ llmp< o0} (2.3)

Ocigledno vazi S C H™P(f)), odakle dobijamo daje C C H™P(().
Kako je H™"()) kompletan, imamo da je i C takode kompletan.
Identi¢ko preslikavanje je izometrija izmedu C'i C, tj. C je komple-
tiranje od C'. Pa imamo da je kompletiranje prostora C' podskup od
H™P ().

Teorema 2.2.1 Neka je A proizvoljan podskup skupa R" i O kolek-
cija otvorenih skupova uR" koji pokrivaju A, odnosno, A C | J e U.
Tada postoji kolekcija ® funkcija ¢ € C§°(R") koja ima sledece os-
obine:

(1) Vo € @iV e R, 0 < ¢(z) < 1,
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(2) sve sem konacno mnogo funkcija ¢ € ® su identicki jednake
nuli na svakom kompaktnom podskupu od A,

(3) (Vo € ®)(3U € O)suppp C U,

Kolekcija ® sa ovim osobinama se naziva C™ podela jedinice za A
podredena kolekciji O.

DefiniSimo sada, pomocu konvolucije, funkciju J ¢ija je svrha
aproksimiranje distribucija glatkim funkcijama.

Neka je J nenegativna, realna funkcija iz C5°(€2) koja ima sledeée
osobine:

() J(z)=0,zal < |x|,
(2) [z J(z)dz = 1.
Primer 2.2.2

0 : |z| > 1

Gde je k > 0 izabrano tako da vaZi uslov (2).

Ako je ¢ > 0, funkcija J.(z) = £7"J(%) je nenegativna i pripada
C°. Za ovu funkciju vazi

(1) J-(z) =0,za|x| > ¢,
(2) [fgo Je(z)dz = 1.

Konvolucija

Je xu(w) = / Je(x — y)u(y)dy, (2.4)
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definisana za funkciju u za koju desna strana gornje jednacine ima
smisla, naziva se (Soboljevo) uglaanje u. MoZe se pokazati da, ako
u e L} (R"), gde u=0van(, onda J. x u(x) € C*°(R"),

loc

Lema 2.2.3 Nekaje 1 < p < ooiu € H™P(Q). Ako je ) prekom-
paktan podskup od Q)i Q2 C H™P(Q)), onda vazi

lim J.xu=u, uH"™ Q).

e—0*t

Teorema 2.2.4 C = H™?(Q), odnosno H™P? () je kompletiranje
prostora C, 1 < p < o0.

Dokaz: PokaZzimo da, za u € H™P(2) ie > 0, postoji ¢ € C>(Q)
takoda || u — ¢ || p< €.

Ograni¢imo se na €2 C (2 koji zadovoljava uslove prethodne
leme. Koristimo 1 takvu podelu za koju postoji samo konacno mnogo
or € P koje ne nestaju na (2. Neka je

1
Qp ={2z € Q:|z| <k, dz,00) >%},k:1,2,...

gde je d udaljenost tacke od skupa: d(x,G) = infcq |z — y|, za
neko G C R"ix € R™ Nekaje Qy = Q_1 = (0. Vazi Q C Qp41,
k=1,2,3,..10Q = J;—; Q. Takode,

O =AUy : U =1 N (1) k=1,2,3,...}

je kolekcija otvorenih podskupova od € koji pokrivaju 2. Neka je ¢
podela jedinice za €2 podredena O. Neka ¢; ozna¢ava sumu konacno
mnogo funkcija ¢ € @ Ciji su nosaci sadrzani u Uy.

Za svako x € () moZemo napisati u kao
u(w) = 3 oy()u(a)
j=1
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gde se samo kona¢no mnogo sabiraka sume razlikuju od nule. Dalje,
moZemo izabrati ¢}, tako da

€

| ey (dru) — drtt [|m,p,0, < ok

Jasno, nejednakost vazi na osnovu prethodne leme, jer ¢pu € H™P((Q).
Neka je ¢ = > o Je, * (¢pu), gde se na Qj samo konacno

mnogo sabiraka razlikuje od nule, pa opet ¢ € C*(€2). Takode,
mozemo pisati

k k
= 2_di(@)ula), Z * (@5u)(2)

Onda imamo da je

lu—¢]

k
mp QS Z | Je; % (@5u) — dju [mpo,< e
=1

A kako je (), = U§:1 (1;, a niz parcijalnih suma u prethodnoj neje-
dnakosti je ograniCen 1 rastuci, na osnovu teoreme 0 monotonoj kon-
vergenciji sledi

Teorema 2.2.5 D(R") je gust u H™P?(R").
Posledica 2.2.6 Ako je 1 < p < oo, tada je Hy""(R") = H™P(R").

Posledica 2.2.7 S(R") je gust u H™P(R").

Dokaz: IzD Cc S C H™P, pa H™P = DcSc Hm = H™P,
sledi S = H™?,
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2.3 Dual Soboljevog prostora - Prostori Soboljeva
sa negativnim indeksom

Teorema 2.3.1 Distribucijau € D'() je neprekidna linearna funkcio-
nela nad Hy"" (), 1 < p < oo, m € Ny ako i samo ako se u moZe
zapisati u obliku

u = Z D%y, 2.5)

Gde su uo € L(Q), la| < m, ¢ = 35, a izvod je dat u distribu-

cionom smislu. .

Dokaz: Pokazimo da je uslov (2.5) dovoljan. Neka je u € D'(Q2)
oblika (2.5), pokazimo da u € (H™?(Q2))'. Neka je ¢ € C3°(Q).
Vazi

(,0) = > (Do, ¢) = Y (=1)"Nuq, D0)

la]<m la|<m
= 2 (0 ua(w)Dg(w)da
la|<m /

Na osnovu Helderove nejednakosti imamo

9| < Z /\uaDaqS\d:L‘

la|<m

< 3 Nta il D% < C 1| 6 llpancs

lal<m

(2.6)

gde je C' = (Za|<m | ua |4 ) Ovo znadi da je u neprekidna

funkcionela nad C§°(2) u odnosu na normu (2.1) i da se moZe
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pro§iriti na H,""(Q), pau € (H,""(Q))’.

Pokazimo sada da je uslov (2.5) potreban. Koristimo ponovo pro-
store L, sa normom (2.2). MoZe se pokazati da za svaku neprekidnu
linearnu funkcionelu £ nad L%, postoji jednistveno u € Y1 | LI(12),
q= ]%, tako da za svako f € L%, vazi

N
L) = (uf) =3 [ wifde.

Zapravo, (L) je izomorfan sa S~ L9(2). Neka, dalje, u €
(Hy""(S2))'. Preslikavanje H""(Q) u L% (), definisano sa

i:¢p— (DM¢,..., D),

je izomorfizam prostora H""(§2) i potprostora od L%, koje ¢emo
oznaciti sa L. [zrazom

(DY@, ..., DNo) — u(o)

definisana je neprekidna linearna funkcionela U nad L. Neprekidne
(ograniCene) linearne funkcionele nad potprostorom normiranog pro-
stora imaju proSirenje na dati normirani prostor (specijalan slucaj
Han-Banahove teoreme). Dakle, U se moZe proSiriti na L’Z’V kao
neprekidna linearna funkcionela U, za koju vazi U = U nad L.
Kako U € Zf\il L9(€2) sledi da postoje funkcije u,, € L%({2) tako
daje
N

U= (—1)%u,,.

i=1
Kako je za ¢ € H;""(Q)

(U, (DM@, ..., D)) = (u, 9),
tako i za ¢ € C{°(2) vazi
N

(U, (¢!, ¢l)) = " (=1)"(ua,, ¢'*7)

1=1
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= <§:D‘”uai,¢> = (u, §).

Dakle, dobili smo da je u = Zf\il D%iu,,, Sto je 1 trebalo pokazati.

d

Definicija 2.3.2 H ™?(Q), 1 < p < oo, m > 1 je potprostor od
D'(2) &iji su elementi oblika

u= > Du, Q2.7

gde su u, € LP(Q).

Na prostoru H~"""(€2) uvodimo normu || u ||, _, o, datu na slede¢i
nacin:

il mo=inf { (D | ua H?);}’ 2.8)

|af<m

gde se infimum uzima po svim reprezentacijama funkcije u oblika
(2.7).

Posmatrajmo v € (H;""(£2))’, dualna norma od u je

I [l 0= sup{l{w, &)] :|| ¢ llpma< 1}

Na osnovu (2.6) imamo da je

b {lw g} < (32 (wall)?)"

H¢||P,m~,9§1 |a|§m

Q=

Moze se pokazati da je zapravo

e o=l wllg-ma -

Sledi sledeca teorema.
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Teorema 2.3.3 Prostor (Hy""(Q)), 1 < p < oo sa dualnom nor-
mom je izometri¢an sa H="™1(Q)) i normom (2.8).

Posmatrajmo sada prostore H~""(£2) i H}"(€2). Pri dokazivanju nekih
od osobina ovih prostora, koristicemo slede¢u teoremu.

Teorema 2.3.4 (Risova teorema o reprezentaciji) Ako je H Hilbe-
rtov prostor i g neprekidna linearna funkcionela nad H, onda postoji
y € H takvo da g(x) = (x,y), za svako x € H. Takode, || g ||'=

[ .

Teorema 2.3.5 Prostori H () i H}"(2), m € N su izometricni.
Izometrija ova dva prostora je definisana sa

U Z (—1)l Dy, (2.9)

|a|<m
za svako uw € H["().
Dokaz: Sa (2.9) je definisano preslikavanje iz H"(2) u H"(Q)
jer je
> (=nlip*u="3" D,

|a|<m la|<m

gde je u, = (=)D € L*(Q).

Dokazimo sada da je preslikavanje (2.9) sirjekcija. Neka g €
H~™(Q), tada je g neprekidna linearna funkcionela na H{'(2). Na
osnovu Risove teoreme o reprezentaciji, znamo da postoji f € H{"(2)
tako da za svako ¢ € H|'(Q)) vazi

(9:9) = (&, [lmo = ) /Q D¢(x) D f(x)dz,

la|<m

1 g I'=11 f llme - (2.10)
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Ozna¢imo sa f = h € HJ*(Q2). Tada imamo da je

(9.¢) = > (=Dl*N(D*n, ¢),

la|<m

odnosno da je g distribucija oblika Y, ,,,(—1)/*/D**h, h € Hy'(9).
Znamo daje || g |'=[l g [[-ma i [l A [lme=[l f lme, paiz (2.10)
sledi da je (2.9) izometrija:

Fg ll-mo=Il A llneo -
O

Teorema 2.3.6 Prostor H™"()), m € N je Hilbertov i normalan
prostor distribucija.

Dokaz: Kako znamo da su prostori H{J'(€2) i H~"(£2) izometri¢ni i
H{'(Q2) je Hilbertov, sledi da je i H~""({2) takode Hilbertov prostor.
Pokazimo sada da je H"(f)) normalan prostor distribucija. Neka
je f izometrija data sa (2.9), f je bijekcija iz C3°(€2) na C5°(2),
tj. C5°(€2) je podskup od H~™(2). Proizvoljno u € H™(f2) se
moZze zapisati kao u = f(v), za neko v € H{"(£2). Tada postoji niz
v, € C*(Q) koji tezi ka v u HJ'(2). Sledi da f(u,) tezi ka f(v)
u H™(Q), akako f(v,) takode pripada C3°(2), sledi da je C3°(12)
gustu H~"(£2).
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Poglavlje 3

Konvergencijau L' i H""P
prostorima

Jedan od osnovnih razloga zbog kog posmatramo konvergenciju
1 definiSemo razliCite oblike konvergencije u LP 1 H™? je sledeci.

Pretpostavimo da Zelimo da reSimo neku nelinearnu parcijalnu
diferencijalnu jednacinu oblika

Alu] = f, 3.1

gde A[-| predstavlja dati nelinearni operator, f je zadata funkcija i u
je nepoznata. Da bismo ustanovili postojanje reSenja u datog pro-
blema, Zelimo da napravimo kolekciju finijih, pribliznih problema,
koje moZemo da reSimo. Njih moZemo zapisati na slede¢i nacin

Ak[uk] = fk, k= 1,2,3..., (3.2)

gde Aj[-] nelinearni operator koje tezi ka A[-] za dovoljno veliko k
u operatorskoj normi, dok se f; pribizava ka f, a uy, je reSenje ovog
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aproksimativnog problema. Cilj je formirati takav sistem (3.2) za
koji vazi

up — u, k — 0o. (3.3)

Gore predloZzena procedura je, naravno, veoma generalna. U
praksi, operator Ay[-] moZe predstavljati kona¢no dimenzionalne pro
jekcije, singularne regularizacije, diskretizacije, itd. Za dato (3.1)
nije teSko pronaci resive aproksimacije, medutim, poteskoca je poka-
zati da reSenje jednacine (3.2) konvergira ka reSenju jednacine (3.1)
te su nam, stoga, teoreme o konvergenciji od velikog znacaja.

Osnovni problem koji se javlja prilikom pokazivanja konvergen-
cije je, naravno, nelinearnost. Uglavnom moZemo pokazati da niz uy,
u odgovarajucem prostoru funkcija slabo konvergira, Sto vrlo Cesto
nije dovoljno. Cak i ako konstrui§emo operatore aproksimacije Ay|-]|
koji teze ka A[-], to ne mora u praksi da znaci da slaba konvergencija
(3.3) implicira

Aluy] = Alul, k — o (3.4)

Glavni razlog ovome je taj Sto se slaba konergencija jako loSe
ponaSa u odnosu na nelineranost. Uprkos ovom problemu, slaba
konvergencija je uglavnom ono najbolje Sto mozemo postici.

Jedan od nacina na koji mozemo da prevazidemo ovaj problem je
identifikacija nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina kod
kojih nelinearna struktura nosi u sebi dovoljno informacija na o-
snovu kojih mozemo opravdati slabu konvergenciju.
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Kako znamo da je skup A C X kompaktan ukoliko svaki niz u
A ima podniz koji konvergira u X ka granici iz A, rezultati kompa-
ktnosti u prostorima L?(R™) su Cesto od vitalnog znacaja pri pokazi-
vanju postojanja reSenja nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jedna-
¢ina.

U ovom poglavlju ¢emo dati definicije raznih vrsta konvergencije
1 navesti neke od osnovnih teorema o konvergenciji. Kako su poj-
movi konvergencije i kompaktnosti blisko povezani, pokazacemo
1 neke od fundamentalnih teorema o kompaktnosti u Soboljevim 1
Lebegovim prostorima.

3.1 Razni tipovi konvergencije

U ovom odeljku ¢emo definisati razne pojmova vezane za konver-
genciju 1 razmotriti odnose medu njima. Radi jednostavnosti, pos-
matra¢emo samo realne funkcije iz L7(Q2), 1 < p < oo,

Definicija 3.1.1 Neka je f,,, n € N niz realnih funkcija na (2, M, p).
Za niz { fu}nen kazemo da:

(1) (KU) Konvergira uniformno ka f : {0 — R, ako

(Ve > 0)(3N(e) € N)(Vn = N(¢))(Vz € Q)| fu(z)— f(2)] <&,
(2) (KT) Konvergira tackasto ka f : Q0 — R, ako

(Ve > 0)(Vz € QBN (e, z) € N)(Yn > N(e, 2))|fulz)— f(2)] <&,
(3) (KSS) Konvergira skoro svuda ka f : Q — R, ako

(IM € M)(u(M) = 0)(Ve > 0)(Vz € Q\M)(IN(e,z) € (N))

(Vn = N(e, x))|fa(z) — f(2)] <e,

45



(4) (LP) Konvergira jakou LP, p > 1, ka f : Q@ — R, f € LP(Q),
ako

(Ve > 0)(3N(e) e N)(Vn = N(e)) || fu = [ lly<e.

Jasno, (KU) = (KT) = (KSS). Obrnute implikacije u opStem
slucaju ne vaze. Ipak, u slucaju kada je kardinalnost skupa €2 konacna,
imamo da tackasta konvergencija povlaci uniformnu konvergenciju.
Sli¢no, u slucaju kada je prazan skup jedini skup mere nula, onda
skoro svuda konvergencija implicira tackastu konvergenciju.

Kako je LP(£2) kompletan, ako je { f,, }nen niz iz LP(2) takav da
za neku merljivu funkciju f vazi

| fn— f |lp,— 0,kadan — oo, sledi f € LP(Q).

Teorema 3.1.2 Neka je () < oo i neka je { f,}nen niz u LP(Q2)
koji uniformno konvergira ka f na Q). Tada f € LP(Q)i f, — fu
LP(Q2) kada n — oc.

Dokaz: Neka je ¢ > 0inekaza N(¢) € N vazi

n > N(e) = supzeal|fa(z) — f(2)] < e.

Tada je

I =1 = / ) -f@ ) < ([ @) = epin e n

pa f, = fu LP(Q

O

Teorema 3.1.3 Neka su s = ) ;" |k, it =) 5 | Bjkp, nenega-
tivne merljive jednostavne funkcije na (2, M, ). Neka je

ws(F) = / sdu, £ e M.
E

Tada je:
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(1) ps mera na M
(2) [p(s+t)dp = [,sdu+ [, tdp.
Teorema 3.1.4 Neka je (2, M, u) prostor sa netrivijalnom merom.

(1) Neka je A; C A; 1, gde je A; € M, i € N. Tada je

M(GAZ) = lim p(4,).

= n—00
(2) Neka je A; O A;iq gde je A; € M, i € Nipu(Ar) < oo. Tada
je
n(N4) = fim ()

Teorema 3.1.5 (Lebegova teorema monotone konvergencije) Neka

je (2, M, ) prostor sa merom i neka je { f,, } nen niz merljivih funkcija
na §) sa osobinama:

0 < fi(z) < folz) < ... < o0, za svako x € €; (3.5)
fulz) = f(z), n — o0, za svako x € (). (3.6)
Tada vaZi:

(1) f je merljiva funkcija,

(2) fQ fodp — fQ fdu, n — oc.
Dokaz:

(1) Moze se pokazati da je supremum niza merljivih funkcija merljiva
funkcija, te 1z ovoga direktno sledi tvrdenje.
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(2) Kako je
/ fnd/i < / fnJrld,u’ n e N,
Q Q

/fnd,u—>a€ 0, 00], n — 0.
0

sledi da je

Iz f, < f,n € N, imamo da je
/fnd,u S/fd,u,nEN, odnosno « g/fd,u.
Q Q Q

Pokazimo sada da [, fdp < .

Neka je s jednostavna merljiva funkcija, 0 < s < fic € (0,1).
DefiniSimo

E,={x € Q|f.(x) > cs(z)},n € N.
Kako su f, i s merljive funkcije i E, = (f, — c¢s)71([0, o0]),

imamo da je E, merljiv skup, a znamo daje F/y C Ey C ... C.
Dokazimo daje Q = |J,—, E,.

Neka je z € ) proizvoljno. Ako je f(z) = 0,tadajeis(x) =0
ifu(x)=0tex € E.

Dalje, uzmimo da je f(z) > 0. U ovom slucaju vazi cs(z) <
f(z)jerje 0 < ¢ < 11 s(x) konacan broj. Kako je

lim f, () = f(2),
postoji ng tako da vazi
cs(x) < fog(2) < fl2),

pax € k.
Ukoliko u sledec¢i odnos

/ fndp > / Jndp > / csdy,
Q E, E,
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stavimo da je

ps(F) = / sdu, F € M,
F

na osnovu Teoreme 3.1.3 sledi da je ¢ mera i kako je E, C
E,1,neN Q= Uf;l FE,,, na osnovu Teoreme 3.1.4, sledi
0s(E,) — 0s(Q2), n — oo.

Dobijamo

/ fudp > cps(Ey) = a > c/ sdy.
Q Q

U grani¢nom procesu, kada ¢ — 1, dobija se:

« Z/sd,u.
Q

Sada, uzimajuéi supremum po s, 0 < s < f, sledi

az/ﬂfdu

¢ime je teorema dokazana.
O

Lema 3.1.6 (Lema Fatua) Neka su funkcije f, : Q0 — [0,00], n €
N, merljive, tada vazi

/(lim inf f,)dp < lim inf/ fndpe.
Q Q

n—oo n—oo

Dokaz: Podsetimo se, lim,, o, inf f,, = supyey (infnzk fn). Neka
je

o) =inf fi(r),  weq
Jasno, {gx }ren je rastuéi niz funkcija koji konvergira ka supy,cy gr.-
Vazi i sledece

gk < fasm >k, te je /gkdué inf/fndu,kGN,
Q nzk Jq
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/gkdu<sup mf/fnd,u = hm mf/fndu (3.7)
)

keN

Niz {gx }ren je rastuéi i vazi da je g = limy_,, g merljiva funkcija.
Na osnovu Lebegove teoreme monotone konvergencije sledi da je

/gmd,u —>/gd,u, m — 00.
0 )

Kako je klim gr, jednak supycy gx 1 na osnovu (3.5) imamo
—00

/gd,u < lim mf/fndu,
n—oo

odakle dobijamo sledece

/(hm inf f,,)dp < lim mf/ frdp.
0

n—0o0 n—0o0
0
Teorema 3.1.7 (Lebegova teorema o dominantnoj konvergenciji) Neka
je { fn}tnen niz kompleksnih merljivih funkcija na (2, M, i) i neka
je
f(z) = lim f,(z), z € Q.
n—oo
Ako postoji g € L'(11) tako da je
[fu(@)] < g(x), neNzel,
tada f € L'(u) i vazi

lim / | fr — fldp = 0; lim /fnd,u = lim fd,u
QO n—oo Q

n—oo n—oo

Dokaz: Funkcija f je merljiva kao granica niza l’neﬂJlVlh funkcija.
Kako je |f| < gsledidajef € L'(u). Vazi
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Primenimo lemu Fatua na r,, = 29 — |f, — f|, n € N. Vazi

/(lim inf r,)dp <lim inf /Tnd,u.
Q Q

n—oo n—oo

Dalje mozemo zakljuciti sledece

/QMMS/QMM+Man—/¢%—ﬂM)

0 Q

n—oo

pa dobijamo da je

lim sup/|fn—f|du§0.
QO

n—oo

Odatle imamo

i [ 17, = Sl =0

n—oo

’/and/ub—/ﬂfdﬂ‘ S/Q‘fn—f\du,

sledi 1 posledn;ji deo tvrdenja.

Kako je

Teorema 3.1.8 Neka je {f,}nen niz u LP(QY) koji konvergira skoro
svuda ka f. Ako postoji g € LP(Y) tako da vaZi

|fu(@)] < g(x), x € Q neN,
tada je f € LP(Q) i f, — fu LP(QQ) kada n — oc.

Dokaz: 1z pretpostavke sledi da je |f,(z)] < g(z) skoro svuda.
Kako g € LP(2), sledi da je f € LP(Q2). Takode vazi i sledeca
ocena

o) = f(2)[" < (29(2))", s.5.
Kako |f.(z) — f(x)|? — 0 skoro svuda i (2¢g(x))? € L'(2), na o-
snovu Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji imamo da je
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lim / o — fPdp = 0.
Q

n—oo

O

Definicija 3.1.9 Niz merljivih realnih funkcija { f,, }nen na (2, M, 1)
konvergira u meri (KM) ka f : Q0 — R, ako

(Vo > 0) lim p({a € 2 |fula) = f(a)| = a}) =0,

Ako f, — f,n — oo, uniformno na €2, tada za svako a > 0 postoji
no(«) tako da vazi

n>ngla) ={xeQ:|f(zx)— f(z)] > a} =0.
Dakle, (KU) = (KM).

Teorema 3.1.10 Ako je { f,, }nen niz merljivih funkcija iz LP(2) koji
konvergira u LP(2) ka f, tada f, — f u meri.

Teorema 3.1.11 Neka je { f,,}nen niz funkcija iz LP(Q)) koji konver-
gira u meri ka f i neka postoji g € LP(S2) tako da vaZi

|fu(z)] < g(x), x € Qs.s,n €N,
tada f € LP(Q)i f, — fu LP(Q), n — oc.

Teorema 3.1.12 (Vitalijeva teorema o konvergenciji) Dat je merljiv
prostor (0, M, ). Neka je { f,}nen niz funkcija iz LP(2), 1 < p <
oo. Tada, f, — fu LP(Q2), n — oo, ako i samo ako su zadovoljena
sledeca tri uslova:

(1) fn — fumeri,n — oo,

(2) (Ve > 0)(3E. € M)(u(E.) < oo)
(Fe M)A (FNE. =) = (vn € N) / fulPdp < &),
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(3) (Ve > 0)(Fd(e) > 0)
(E € M) A (u(E) < 6(2))) = (¥n € N)( /E fulPd < ),

Dokaz: Znamo da konvergencija u L? implicira konvergenciju u
meri. Takode se lako pokazuje da L” konvergencija implicira uslove

(2)1(3).
Obratno, pokazimo da navedena tri uslova impliciraju L?(€2) konver-
genciju datog niza. Neka je za dato € > 0, skup E. dat kao u uslovu
(2) i neka je F' = Q\ E.. Primenjujuéi nejednakost Minkovskog na
funkcije

Jn— Jm = (fn - fm)/fEE + fukp + fmkF

dobijamo

H Jn— Jfm HPS </E ‘fn_fm‘pdﬂ)p+25’ n,m € N. (3.8)

Stavimo « = 1

Sl

(u(E.))
Hym = {2 € E- : | fo(z) — fulz)| > a).

Prema uslovu (1) postoji K (¢) € N, takav da za n,m > K () vazi
p(Hpm) < 0(e).
Primenom nejednakosti Minkovskog i uslova (3) dobijamo

([ 15— fuldn)”

1 1

< ( [E o | fn— fmlpdu)p + ( / \fnlpdu)p+ (3.9)

nm
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(/Hnm ‘fm‘pd,u);

< a(u(E))r + e+ =3e,n,m > K(e).

Sada na osnovu (3.8) i (3.9) dobijamo da je || f, — fi ||,< De, .
niz { f, }nen je Kosijev u LP(2). Dakle, niz {f,},en konvergira u
LP(Q)). Kako prema uslovu (1) niz konvergira u meri ka f, prema
jedinstvenosti (do na skup mere nula) grani¢ne funkcije, sledi da
{fn}nen konvergiraka fu LP(Q). 0

Definicija 3.1.13 Niz merljivih realnih funkcija { f,, } nen na (2, M, 1)
konvergira (KSU) skoro uniformno ka f : w — R, ako

(V5 > 0)(E|E5 c M),LL(E(;) <9

(niz uniformno konvergira ka f na Q\ Ej),

pri Cemu uniformna konvergencija na )\ Es znaci da

(Ve > 0)(Ing(0,¢) € N)(n > ng(d,e) = sup |fu(z)—f(z)] <e).
xEQ\E(;

Jasno, (KU) = (KSU) =- (KSS). Navedimo sada neke od teorema

koje pokazuju odnos skoro uniformne konvergencije sa ostalim tipovi-

ma konvergencije.

Teorema 3.1.14 Ako niz { f,,}nen skoro uniformno konvergira ka f,
tada konvergira i u meri. Obratno, ako { f,}nen konvergira u meri
ka f, tada ima podniz koji konvergira skoro uniformno ka f.

Teorema 3.1.15 (Teorema Egorova) Neka je 11(€2) < oo i {f}nen
niz realnih funkcija koji konvergira skoro svuda ka merljivoj funkciji
f. Tada niz { f,,} nen konvergira skoro uniformno i u meri ka f.

Dokaz: Bez gubitka opStosti moZemo pretpostaviti da niz { f,, }ren
konvergira u svakoj tacki skupa €2 ka f.

54



Zam,n € N definiSemo skup
> 1
E,m) = Jfw € Q: [fula) — f()] = ).

k=n
Jasno, E,(m) € MiE,.1(m) C E,(m),n € N. Kako f,(z) —
f(x), n — oo, zasve x € Qsledi daje () —; En(m) = 0. Zbog
pretpostavke teoreme da je (€2) < oo, imamo da pu(E,(m)) — 0,
kada n — oo.
Neka je 0 > 01 k,,, € N takav da vazi

J

u(En(m)) < o By = L Eim(m).

Iz definicije skupa F; sledi da E5 € M i u(Es) < 6. Ako = ¢ FEj,
tada x ¢ Ej,,(m), m € N pa vazi

|fe(z) — f(2)| < %, zasve k > k,,.

To znadi daniz { f,, } ,en uniformno konvergira na komplementu skupa
Ej, tj. konvergira skoro uniformno na 2.

3.2 Slaba konvergencija

Definicija 3.2.1 Niz {fi}ren C LP(QQ) konvergira slabo ka [ €
LP(Q), u oznaci,

fk - f’ uLp(Q)v

ako

/kagda: — /Qfgdx, kada k — oo, (3.10)

za svako g € L1(?) (¢ = ;55).
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Teorema 3.2.2 (O ogranicenosti slabo konvergentnih nizova) Ako
fr = f, u LP(Q2), tada:

(1) niz { fr}ren je ogranicen u LP(S2),
(2) || £ llp< iminfy oo [} fi -
Iz (1) vidimo da ako f; — f,u LP(Q)) i ako g — g u L%((2), tada

/fkgkdxé/fgdﬂf

Iz (2) dobijamo da, ako 1 < p < oo, fr — fu LP(2) i
1 llp= Y ] fie {l,

tada
fr = f,u LP(Q).

Teorema 3.2.3 (Slaba kompaktnost) Neka je 1 < p < 00 i niz

{fx}ren ograni¢en u LP(Q). Tada postoji podniz { fy, } jen C { fi }ren
[ funkcija f € LP(2) takva da vaZi

fr, = fou LP(9).

Kada je p = oo, imamo malo drugaciju terminologiju. KaZzemo da
{fr}ren C L>(£2) konvergira slabo ka f € L>°(2), u oznaci

fk = fauLOO(Q)a

ako vazi (3.10) za sve g € L'(2). Takode, i za ovaj tip konvergen-
cije, analogno vaze teoreme 3.2.2 1 3.2.3.

Pretpostavimo, sada, da vazi

fr = fou LP(Q)
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gde 1 < p < oo. Ukoliko je E C ) ogranicen, merljiv skup, i ako u
(3.10) uzmemo g = kg, imamo

/fkd:c:/fd:c- (3.11)
E E

Ovo implicira da srednja vrednost funkcija { fx }ren nad skupom E
konvergira ka srednjoj vrednosti funkcije f nad E. MoZe se pokazati
da ako je niz {f;}ren ograniCen u LP(2) i vazi (3.11) za svaki
ogranien i merljiv skup £ C LP({2), tada f, — f,u LP(Q2). Pro-
blem koji se Cesto sreCe prilikom reSavanja parcijalnih diferencijal-
nih jednacina je taj Sto konvergencija srednjih vrednosti ne implicira
slabu konvergenciju (Cak ne implicira ni konvergenciju skoro svuda).
Primetimo da f;, — f, u LP(2) ne implicirada F'(f;) — F(f),u
LP(2) gde je F' proizvoljna nelinearna funkcionela. Ilustrujmo ovo
na sledeCem primeru.

Primer 3.2.4 Neka sua < bi0 < A <1 takvi da vazi
F(Aa+ (1 —=X\)b) # AF(a) + (1 — N)F(b).
Neka je 2 = (0,1) C R, izaberimo

Tada f, —* f = Xa+ (1 — N)bu L™, pri Cemu
F(fy) = F = AF(a) + (1= \)F(b) # F(f).

3.3 Kompaktnost u Soboljevim prostorima

U ovom podpoglavlju koeficijentom ¢ cemo oznacavati Soboljev
konjugovani indeks koji je definisan za 1 < p < n na sledeci naCin
pn
n—op

q:
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Teorema 3.3.1 (Galjardo-Nirenberg-Soboljeva nejednakost) Neka,
1 < p < n, tada vazi

| f lLa@n < Cp || Df [l omeny, (3.12)

za sve funkcije f € CY(R"), gde konstanta C,, zavisi samo od p i n.

Lako se moZe pokazati da gornja nejednakost takode vazi za f € L4
iDf e LP.

Neka je €2 kao i do sada otvoren, ograni¢en podskup od R", iz (3.12)
sledi

I

@< C |z (3.13)

zasvako 1 <r<gqgifeH 1J“(Q), gde konstanta C' zavisi samo od
p, n Sl

Teorema 3.3.2 (Relihova teorema o kompaktnosti) Neka je niz { fi. }ren
ogranicen u H'?(Q). Tada je niz { f1.} ren prekompaktan u L () za
svako 1 < r < q.

3.4 Oscilacije i koncentracije

U ovom odeljku ¢emo pokusati kratko da predstavimo konstru-
kciju odredenih alata koji nam pomazu da razumemo razne uzroke
zbog kojih slaba konvergencija ne implicira jaku konvergenciju.

Neka je 1 < p < oo ineka niz { f; }ren konvergira slabo ka f u
LP(§2), ali ne vaZi jaka konvergencija { fx}ren ka f na LP(2). Po-
stoji nekoliko razli¢itih uzroka koji mogu izazvati ovakvo ponaSanje.

Primetimo prvo da, ¢ak iako znamo da je niz funkcija {fi}ren
ograni¢en u supremum normi tako da f; konvergira slabo ka f u
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LP(Q) zasve 1 < p < oo, i dalje ne mozemo zakljuditi jaku ko-
nvergenciju ni za jedno 1 < p < oo. Ova poteskoca se javlja usled
moguénosti vrlo brzih fluktuacija funkcija f;. Ovaj problem nazi-
vamo problem oscilacija.

Zatim, cak iako dodatno znamo da f; — f skoro svuda na €2 i
na ovaj nacin isklju¢imo oscilacije, 1 dalje ne mozemo sa sigurnoséu
tvrditi jaku konvergenciju na L?({2). Uzrok ovome je §to masa
| fx — f|¥ moZe na neki nac¢in da se stopi u skup Lebegove mere nula.
Ovakva pojava se naziva koncentracija.

Na primer u,(z,y) = cos(2nm(x — y)) je jedan jednostavan niz
funkcija definisanih na R? koji ima osilacije, dok je delta niz, niz
koji se koncentriSe u jednoj tacki kad n — oo. Naravno, moZe se
desiti da se problem oscilacija i koncentracije javi zajedno.

Primer 3.4.1 Neka je
up(x) = sin(nx), z € (0,2m), n=12..
Lako se moZe proveriti da
up, — u = 0u LP(0,2m) Vp > 1,

ali imamo
| wn [l,=C(p) > 0.

Stoga, u,, ne konvergira jako u LP(0,2m) ni za jedno p > 1.

Nizovi sa oscilacijama su interesantni jer se oscilacije ne mogu
locirati u smislu da, ako posmatramo niz na nekoj maloj okolini neke
taCke, da ¢emo izbeéi opstrukcije jake konvergencije, tj. moZemo da
kazemo da ako oscilacije postoje u nizu, one postoje na celom R".
Nebitno je odakle one dolaze. Za niz

up(x,y) = cos(2nm(x — y))
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vidimo da oscilacije “propagiraju” u pravcu vektora (1, —1), odnosno
duz prave y = —x. Takode vidimo da jedino u pravcu vektora (1, 1)
koji je normalan na (1, —1) ovaj niz ne oscilira tj. jednak je jedinici.
Ovaj jedini pravac bez oscilacija se pojavljuje samo u slucaju kada
oscilacije dolaze isklju¢ivo iz jednog pravca. Cim se pojave i po
nekom drugom pravcu npr. u,(x,y) = cos(2nw(x—y))+cos(2nmrr)
nema vise ni jedne prave po kojoj nemamo oscilacije. Put ka dobi-
janju kompaktnosti sastoji se ustvari iz izdvajanja tacaka (¢, &y) €
R"™ x S"~! na ¢&ijoj okolini moZemo popraviti nedostatke kompa-
ktnosti. S"~! predstavlja jedini¢nu sferu u R”. Okolina o kojoj
pricamo je ustvari proizvod lopte sa centrom u x; 1 konusne oko-
line vektora &.

Prikazimo sada metodologiju za karakterizaciju efekata koncen-
tracije. Pretpostavimo da f; — f i posmatrajmo sledecu meru

0x(E) = [ |fr — f|Pdz kontroli$e koliko su blizu f i f u L” normi,
posmatrano na Borelovom skupu . Kao posledica ovako odabrane
mere 0y, grani¢na vrednost niza {0 }rcn bi trebala da predstavlja
moguce nedostatke slabe konvergencije.

Definicija 3.4.2 Za svaki Borelov skup E C §2 definisemo reduko-
vanu meru defekta na sledeci nacin

0(FE _hmsup/|fk— flPdzx.

k—o00

Vazi da f}, jako konvergira ka f u LP(E) ako i samo ako §(E) = 0.
Takode, 6 je po definiciji kona¢no aditivna spoljasnja mera.
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3.5 Teoreme kompaktnosti

Kao Sto smo ve¢ napomenuli, rezultati o kompaktnosti u pro-
storima [” su Cesto od kljuénog znacCaja u odredivanju postojanja
reSenja parcijalnih diferencijalnih jednacCina. Potreban 1 dovoljan
uslov za kompaktnost skupa A C R" je dat u Kolmogorov-Ris
teoremi o kompaktnosti. Dokaz ove teoreme je Cesto zasnovan na
Arzela-Askoli teoremi, koja zapravo predstavlja prvu i bazi¢nu teo-
remu o prekompaktnosti. U ovom odeljku ¢emo pokazati da se
obe ove teoreme mogu dokazati pomoc¢u leme o kompaktnosti u
metriCkim prostorima koja je, zapravo, zasnovana na Cinjenici da
je metricki prostor kompaktan ako i samo ako je kompletan 1 totalno
ogranicen.

Definicija 3.5.1 e-pokrivac metrickog prostora je pokrivac prostora
koji se sastoji od skupova precnika najvise .

Definicija 3.5.2 Metricki prostor je totalno ogranicen ako za svako
e > 0 postoji konacan e-pokrivac ovog prostora.

Primetimo da totalna ogranicenost implicira ograniCenost, dok
obratno ne mora da vazi. U prostoru R" pojmovi totalne ogranic¢enosti
1 ograniCenosti su ekvivalentni.

U teoriji funkcionalne analize poznato je da je metri¢ki prostor
kompaktan ako i samo ako je kompletan i totalno ogranic¢en. Kako
posmatramo L? prostore koji su Banahovi, moZemo se fokusirati
samo na uslove totalne ograniCenosti.

Lema 3.5.3 Neka je X metricki prostor i neka za svako € > 0 po-
stoji & > 0, metricki prostor W i preslikavanje ® : X — W takvo
da je [ X] totalno ograniden. Pretpostavimo, dalje, da vaZi

(Vr,y € X)d(®(x),P(y)) < d = d(z,y) < ¢.
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Tada je X totalno ogranicen metricki prostor.

Dokaz: Za proizvoljno € > 0 izaberemo 9, ¢ i W tako da su zado-
voljeni uslovi leme. Kako je ®[X] totalno ograni¢en, znamo da po-
stoji konacan d-pokrivac, {Vi, Vs, ..., V,, }, skupa [ X]. Odavde sledi
da je {®~1(V1),®1(V%),..., & 1(V,)} e-pokrivat od X, odnosno
sledi da je X totalno ogranicen.

O

Definicija 3.5.4 Skup F C C(R2) je tackasto ogranicen ako za svako
xr € Qvazi

sup{|f(z)|: f € F} < 0.

Definicija 3.5.5 Skup F C C(Q) je ekvineprekidan ako za svako
x € Qi za svako € > 0, postoji okolina V' od x tako da vazi

[f(y) = fz)] <&,

za svakoy € V i svako f € F.

Teorema 3.5.6 (Arzela-Askoli) Neka je €2 kompaktan topoloski pro-
stor. Tada je podskup od C () totalno ogranicen u supremum normi
ako i samo ako:

(1) je tackasto ogranicen i
(2) ekvineprekidan.

Dokaz: Neka je F C C(2) tackasto ograniCen i ekvinepreki-
dan. Uzmimo proizvoljno € > (0. Kombinujuci ekvineprekidnost
skupa F i kompaktnost prostora () moZzemo pronaci skup tacaka
X1, To, ..., T, € ) Cije okoline Vi, Vs, ..., V,, pokrivaju €2 tako da vazi
|f(z) — f(zj)| <e kada f € Fix e V.

DefiniSimo sada ¢ : / — R" na slede¢i naCin:
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Kako je F taCkasto ogranien, sledi da je ®[F] ograni¢en podskup
od R", a samim tim i totalno ograni¢en u R".

Neka su, sada, f,g € F takve da vazi | (f) — ®(g) ||< 00,
tada vaZi (poSto svako x € (2 pripada nekom V):

[f(@)=g(@)| < [f (@)= f(z)|+]f(25)—g(x;) | +]g(x;)—g(x)] < 3e,

odakle dobijamo da || f — ¢ ||~ < 3e. Ukoliko za 6 uzmemo 6 = 3¢,
sledi da F zadovoljava uslove leme 3.5.3, pa je F totalno ogranicen.

PokaZimo da vaZi i suprotan smer tvrdenja. Neka je F totalno
ograni¢en podskup od C(£2), pokazimo da vazi tackasta ograni¢enost
1 ekvineprekidnost.

Postojanje konacnog e-pokrivaca za F, € > 0 proizvoljno, impli-
cira ograni¢enost, odakle sledi i taCkasta ograncenost skupa F.

Pokazimo da vazi ekvineprekidnost. Uzmimo proizvoljno x € {2
i € > 0. Posmatrajmo e-pokriva¢ {Uy, Us, ..., U, } skupa F. Neka
g; € Uj. Izaberimo okolinu V; tatke x za koju vazi |g;(y) — g;(x)| <
g,zasvakoy € V;, 7 =1,2,...,n. Nekaje V =V, NVoN..NV,.
Ako feUjtada| f—g; [|c< e ,zay €V,

|f(W)—f(@)] < [f(y)—g;(v)|+1g;(y)—g;(x)|+]g;(x)— f(2)] < 3e,

Sto dokazuje ekvineprekidnost. O

Pokazimo sada sledecu teoremu koju je po prvi put pokazao Frechet
za p = 2. Dokaz ove teoreme je dosta kratak 1 u njemu su sadrZzane
neke od kljucnih ideja za dokazivanje Ris-Kolmogorov teoreme.

Teorema 3.5.7 Podskup od [F()), 1 < p < o0, je totalno ogranicen
ako i samo ako:

(1) je tackasto ogranicen i
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(2) za svako € > 0 postoji n tako da za svako x koje pripada po-
smatranom podskupu vazi

> P < e

k>n

Dokaz: Neka F C LP zadovoljava uslove (1) i (2). Za dato € > 0
biramo n tako da je zadovoljen drugi uslov, 1 definiSemo funkciju
®: F — R"kao

O(x) = (21, ..., Tp).

Na osnovu tackaste ograni¢enosti F zaklju¢ujemo da je slika ®(F)
totalno ogranicena.

Nekaz,y € Ftakoda || ®(x)—P(y) ||,= (ZZ:1 |xk_y’f|p)p <&
Tada imamo da je

1

n 1
| z—y[p< (Z|$k—yk\p>p+(Z\xk—yk|p>p < e42e = 3e.
k=1

k>n

Na osnovu 3.5.3 sledi da je F totalno ograni¢en. Da obratno vazi
lako se dokazuje koristeci sli¢ne tehnike kao u teoremi 3.5.6.

O

Teorema 3.5.8 (Jensenova nejednakost) Neka je (X, M, 1) prostor
mere, (X)) =1, g : X — [a, b] funkcija klase L'(X) i F : [a,b] —
R konveksna funkcija. Tada vazi

F(/ng,u)g/XFogd,u.

Ova nejednakost govori da je konveksna transformacija srednje vre-
dnosti funkcije, manja ili jednaka srednjoj vrednosti konveksne trans-
formacije te funkcije.

Teorema 3.5.9 (Kolmogorov-Ris teorema) Neka je 1 < p < oc.
Skup F C LP(R™) je totalno ogranicen ako i samo ako:
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(1) F je ogranicen,
(2) (Ve > 0)3BR)(Vf € F) [ og | (2)[Pdz < £,

(3) (Ve > 0)(3p > 0)(Vf € F)(Vy e R")|y| < p
= [ |fle+y) = flz)Pde <e.

Rn

Uslov (2) predstavlja osobinu uniformnog opadanja, dok po termi-
nologiji koja je koriS¢ena u Arzela-Askoli teoremi, kazemo da su
funkcije u F LP-ekvineprekidne, ako vazi (3).

Dokaz: Neka F C LP(R"™) zadovoljava uslove teoreme. Uzmimo
proizvoljno € > 01 R, p tako da za njih vaze drugi 1 treéi uslov.

Neka je () otvorena kocka sa centrom u koordinatnom pocetku,
tako da je |y| < 3p, za svako y € Q.

Neka su )1, ()9, ..., @y translacije kocke () koje se medusobno
ne preklapaju takve da zatvaranje od | J; ¢; sadrzi loptu pre¢nika R
sa centrom u koordinatnom pocetku. Neka je P projekcija prostora
LP(R™) na lineal skupa karakteristi¢nih funkcija kocki (); data sa

Pf(z) = { 1o f(2)dz,  w€Qi=1,2,.,N

0, inace

Iz (2) i definicije P f imamo da za svako f € F vazi

| f— PF i< eP+Z / (@) — Pf(e)lda

—Ep-I—Z/Z“Q‘ ))dz dx.
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Iskoristimo sada Jensenovu nejednakost 1 promenimo promenjivu po
kojoj integralimo, tako Sto uvedemo smenu z = x + y. Primetimo
dazx — z € 2Q), kada x, y € ();. Dobijamo sledece

I - Pfup<sp+2/

(x) — f(2)Pdzdx

Qil Qz

5 ‘/ (@) — f(x+ y)Pdyda

5P+Z/Z

€p+@ o @) = fla+y)Pdedy
1
< el + @ eldy = (2" 4+ 1)eP

prema (3). <@+ reill f < 2"+

1)»e+ || Pf ||,- Na osnovu linearnosti P, sledi da ako f,g € F i
1

I Pf—Pgly<etadall f—gll,<((2"+1)7 + 1)

Kako je P je ogranicen (zapravo | P || = 1) i F je ograniCen
prema (1), slika P[F] je ograniena. Kako je slika od F kona¢no
dimenzionalna, P[F] je totalno ograni¢en. Dakle, prema lemi 3.5.3,
sledi da je F totalno ogranicen.

Pokazimo sada da vazi 1 suprotan smer tvrdenja.
Neka je F totalno ogranicen skup. Postojanje konacnog e-pokriva-
caod F, za svako €, implicira ograni¢enost skupa F, time pokazujuci

javazi (1).

Da bismo pokazali da vazi (2), uzmimo proizvoljno € > 0. Neka
je {Ui,...,U,} e-pokriva¢ od F ineka g; € Uj;, j = 1,2,....n
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[zaberimo R tako da
/ 1g,(2)Pde < &, j = 1,2, ...
>R

Ako f e Uj, tadaje || f — g; ||,< €, pa vazi

(/. f(x)lpdx); < ([ ior-gpa) f ([ lstopas)

U -gill+( [ lasaras) <=
>R

Ovim smo pokazali uslov (2).

Uslov (3) se moze sli¢no pokazati, ako primetimo da se neje-
dnakost data u uslovu (3) moze lako ustanoviti za sve funkcije f €
LP(R™). Mozemo iskoristiti ¢injenicu da je C§° gust u LP(R").
Dalje, izaberimo e-pokriva¢ {U, ..., U, } i g; € Uj, za svako j kaou
prethodnom paragrafu. Za proizvoljno € > 0, postoji p > 0 tako da
vazi

» lgj(x +y) — gj(x)|Pde < P, lyl < p,j=1,2,..n.

Dalje, ako f € U; imamo:

([ s siaras) <

. |f(z+y) —gj(x+y)lpd$> '

+< o l9;(x +y) — gj(x”pdx) v

H( [l - i) <

Cime je dokaz kompletiran. O
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Napomena 3.5.10 U praksi se Cesto konstruise niz f, u L koji zado-
voljava prva dva uslova Kolmogorov-Ris teoreme i sledeci uslov

( fula+y) - fn(w)\pdw> " < aly) + Bn).
5

lim a(y) = 0, lim B(n) = 0.

y—0 n—00

Tada je za neko N i 0 > 0 desna strana gornje nejednacine manja
od ¢ za sve n > N i sve dovoljno male |y|. Kako je skup C3 gust
u LP, moZemo izabrati dovoljno malu granicu za |y| tako da vazi da
je integral manji od € zan = 1,2, ..., N. Dakle, niz f,, zadovoljava
uslov (3) te stoga ima konvergentan podniz.

Posledica 3.5.11 Neka je F C L*(R") takav da

sup || f |lo< M < 0.
feFr

Ako vaZi
lim sup/ If(z)Pdr =0 i lim sup/ 1£(€)2de =0,
"= feF Ja>r P00 feF Jig|>p

tada je F totalno ogranicen u L*(R").

Posledica 3.5.12 Neka je 2 C R" otvoren skup. Neka je fr(x) =
f(z) kada v € K i fx(x) = 0 za ostale x € Q. Skup F C L (£2)
je totalno ogranicen ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(1) za svaki kompaktan skup K C () postoji M tako da je
[lsc@pas <t e,

(2) za svako € > 0 i za svaki kompaktan skup K C ) postoji p > 0
tako da vaZi

/ frlety) - fx@Pde <<, feF, lyl<p.
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Posledica 3.5.13 Skup F C H"P(R") je totalno ogranicen ako i
samo ako vaZe sledeci uslovi:

(1) F je ogranicen, odnosno postoji M tako da je
[1t@pds <ar. fer lal<h
(2) za svako € > 0 postoji R tako da vaZi

/|| R|Do‘f(sc)\pd:c<sp, ferF, |af <k,
T|>

(3) za svako € > 0 postoji p > 0 tako da vaZi

// | D f(x+y)—D(x)|Pde < e, feF, |la| <k |yl <p.

Primer 3.5.14 Neka je dat niz { f,,} ,cr» na sledeci nacin:

nx, z € 0,4]

fn(ilf):{ 1, xe[%,l]

Pokazimo da niz f, nije jako konvergentan koriste¢i Kolmogorov-Ris
teoremu.
Za ovaj niz ne vaZi uslov (2) jer

Yy n 1
/ |folz +y) — folx)|Pde :/ \ny[Pdx +/ 11 — nz|Pdxr.
R 0 1

Yy
Kako je prvi integral jednak n?|y|P (% —y), celokupan izraz sa leve

strane se ponasa kao n'v ly| kada n — oo, odakle sledi da [ | fn(z+
y) — fn(x)|Pdz ne moZe biti manje od €P ni za jedno ogranicenje za
[yl.

Teorema 3.5.15 Nekajep <nip < q < p’, (pl = 119 — %) dalje,

neka je F ogranicen podskup od H''(R"). Ako za svako ¢ > 0
postoji R tako da za svako f € F vazi

[ (P + 19 sy ds < 2
|z|>R
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tada je F totalno ogranic¢en podskup od L1(R™).

Dokaz: PokaZzimo da skup F zadovoljava uslove Kolmogorov-Ris
teoreme, za p = ¢. Korosticemo Soboljevu nejednakost, || f Hq§
C || f |l1p> gde konstanta C' zavisi samo od p, ¢ i n. Uslov (1) iz
Kolmogorov-Ris teoreme sledi direktno iz Soboljeve nejednakosti.

Pokazimo da vazi i (2) uslov. Formirajmo funkciju F' = f(x)k(|z|—
R),gdejex € C*(R),0<k <1,k(z)=0zax <0ik(z)=1za
x > 1. Ukoliko primenimo Soboljevu nejednakost na ovu funkciju,
dobijamo da vaZi uslov (2). Preostaje nam jo§ da pokazemo uslov

(3)-

Ako primenimo Soboljevu nejednakost na funkciju x — f(5), za
A > 01 zatim uvedemo smenu u integraciji, dobijamo

1

Nl e(x [ Is@rdes X [ 9s@p)” s

n

Primenimo sada gornju nejednakost na funkciju z — f(x + y) —
f(x), gde f € F.

Neka je £ > 0 proizvoljno. Za dovoljno veliko \ vazi

1

C(3vr [ Vf@y) - V@) <X, Gag

Rn

za sve [ € F, jer je dati integral uniformno ogranicen za f € F.
Dalje, koristeci Jensenovu i Helderovu nejednakost, kao 1 Fubinijevu
teoremu, imamo da vazi

@t y) — f@)Pde = / / UV F o + ty)di[Pda

n

Rn
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1
<l [ [ IVitortnldadt

<y

[ 195

gde je p’ konjugovani indeks za p, za svaku test funkciju f, a samim
tim i za svako f € H'?. Integrali sa desne strane su uniformno
ograniCeni za f € F, pa postoji 6 > 0 tako da za |y| < 0 vazi

1

C(A” flz+y) — f(a:)lpdw) " <N (3.17)
Rn

Ukoliko, sada, za ovakvo y primenimo nejednakost (3.15) na funkciju
x— f(r+y)— f(x), gde f € F iiskoristimo ogranicenja (3.16) i
(3.17), dobijamo

Mo | F(+y) = FO) [lo< 2785,

¢ime je pokazan i uslov (3), pa na osnovu Kolmogorov-Ris teoreme
sledi da je skup F totalno ograni¢en u LY. O

Pokazimo sada da i sa slabijim uslovom od uslova datog u pretho-
dnoj teoremi, tvrdenje vazi.

Teorema 3.5.16 Nekajel < p <nip < q < p*, (pi = le — 1),

dalje, neka je F ogranicen podskup od H'P(R™). Ako za svako
e > 0 postoji R tako da za svako [ € F vaZi

[ lapds <
|z|>R

tada je F totalno ogranicen podskup od L1(R™).

Dokaz: Koristicemo, opet, Soboljevu nejednakost || f ||, <
C || f |l1p, gde konstanta C' zavisi samo od p, ¢ i n. Direktno iz
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Soboljeve nejednakosti sledi da je F ograni¢en podskup od L?(R™).

Primenimo sada nejednakost (3.12) (Galjardo-Nirenberg-Soboljeva
nejednakost). Imamo da postoji C koje zavisi samo od p i od n takvo
da vazi

| f e @y < Cp | VI | zo@ey,s
za sve funkcije f € C1(R"). Ova nejednakost se moZe proSiriti na
sve f € H'P(R"): Neka niz f,, € C'(R") konvergira ka f u H'*.
Tada gore navedena nejednakost implicira da je niz { f,, } ,en KoSijev
u L” (R"), pa ima i grani¢nu vrednost koja mora biti jednaka f,
jer neki podniz konvergira tackasto. Uzev$i u obzir neprekidnost
norme, pokazali smo Zeljeno.

Gornja nejednakost, zajedno sa nejednakosti

£ NI I F 17
gde je

=—+ , (0<f<1)
daje
Al C Nl IVEI

Neka je € > 0 dato, izaberimo R tako da su zadovoljeni uslovi
teoreme. Neka je ¢ € Cj°(R") funkcija za koju vazi 0 < ¢ < 1
i|Veol, < livazi ¢(x) = 1, za |[x| < R. Tada je skup ¢pF =
{¢f, f € F} ograni¢en u H'*(R") pa na osnovu teoreme 3.5.15
imamo da je ¢.F totalno ogranicen u L4(R").

Dalje, mozemo svako f € F uniformno aproksimirati sa ¢ f u
normi L%:

If =68 SN A=) Iy V(=) 1
<CE | (L= o)V = [V |,
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<O A=V N+ || £V (1)
<(C257 0 || f [lip)t %
< Me?

gde konstanta M zavisi samo od n, p, ¢ 1 F. U pretposlednjoj li-
niji prethodnih nejeldnakosti smo koristili Jensenovu nejednakost na

: ~ 1 : .
formi u + v < 2! »(uP + oP)» kada su u,v > 0, zajedno sa defini-
cijom norme na prostoru H 7.

Na ovaj nacin smo pokazali da se svaki ¢lan f € F nalazi na
rastojanju manjem ili jednakom od Me? od ¢F u L4 normi. Kako je
¢F totalno ogranicen i Me” moZe biti proizvoljno malo, sledi da je
F totalno ogranicen.

3.6 Kompaktnost u L? i Furijeove transformacije

U ovom odeljku ¢emo pokazati neke od uslova za kompaktnost
u prostoru L?, kao i povezanost glatkoée i opadanja funkcije preko
Furijeove transformacije.

Teorema 3.6.1 Neka je F ogranicen podskup od L*(R"™) i neka je
FF urijeova transformacija skupa F, F = { f , [ € F}. Funkcije
u F su L*-ekvineprekidne ako i samo ako funkcije u F uniformno
opadaju u L? i obratno.

Kombinuju¢i ovu teoremu sa teoremama iz prethodnog odeljka, do-
bijamo dve alternativne teoreme koje opisuju kompaktne skupove u
L*(R™).

Teorema 3.6.2 Neka je F ograniden podskup od L*(R™). Skup F
je uslovno kompaktan (totalno ogranicen) ako i samo ako

/|f($—l-y) — f(x)|?dx — 0, kaday — 0 i
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176+ w) = F(OPds — 0. kadaw — 0
oba uniformno za f € F.

Teorema 3.6.3 Neka je F ogranicen podskup od L*(R™). Skup F
je uslovno kompaktan (totalno ogranicen) ako i samo ako

[ @i o i [ fopa o
|z[>R [€[>R

oba uniformno za f € F kada R — oc.

Teorema 3.6.4 Neka je F ogranicen podskup od [P(R"), 1 < p <
2. Funkcije u F su LP-ekvineprekidne (uniformno opadaju u L?) ako
i samo ako funkcije u F uniformno opadaju (su Li-ekvineprekidne)
u L1i obratno, gde su p i q konjugovani indeksi.

Dokaz: Da bismo pokazali ovo tvrdenje trebace nam sledeci poj-
movi i osobine.

Za f € L'(R"), definisemo

~

f&)= | flx)e ™ da.
R’ﬂ
Vazi sledece:

(1) Furijeova transformacija moze da se proSiri na ograniceno li-
nearno preslikavanje f — fiz LPul? 1 < p < 2ipigq
su konjugovani indeksi, tako da vazi | f ||,< C, || f ||, za
f e L,

(2) Za f € LP, w € R", vazi [e=“ f(x)](§) = f(£ +w) u LA.

(3) Zasvako f € LP, iz Svarcove klase S, (f * ¥)(&) = f(£)1(€)
u L9,
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Pokazimo sada dato tvrdenje. Pretpostavimo da za JF vaZi uniformno
opadanje u LP. Za sve f € F imamo sledece

—

fE+w) = f(&) = [(e™ = 1) f()](€),
pri cemu je

| (& +w) = F€) o< Cp Il (7" = 1) f(2) Il

<G [ Uelelr@iras+2 [ (sapds)”

Uzmimo proizvoljno € > 0 i neka je M granica za F u L”. Kako

za JF vazi uniformno opadanje u L”, moZemo odabrati dovoljno ve-
liko R tako daje [\, |f(z)Pdx < 5(&)P, nezavisno od f € F.
Kako je:

| (als@)yds < (Rary
2l<R
za svako f € F, imamo da je

| F(€+w) = F(&) o<,

< 3(&RM)P, za svako f € F, iz Cega
sledi da je F ekvineprekidan u LY.

za dovoljno malo w,

Neka je sada F ekvineprekidan u L?. Zelimo da pokaZemo da
—la|

funkcije u F uniformno opadaju u LY. Neka je ¢ (x) = (27r) 2eT2
Yp(z) = w(Rx)R” tako da funkcije g 1 Yg(£) = w( ) pripadaju

12

Si@/A}(S) =e 2, 1/;3 = [¢r(y)dy = 1. Sada, za |£| > 2R,
% <1 —wR(f)lsvef € .7:, vazi

1 2o\ T o f ;
o /g ol a€)" <Il F()(1 = (&) I,

<Gy || f(@) = fxdr(z) [l
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—C[// fl@—y)erly dy’dx]l.

Koristeci Jensenovu nejednakost 1 Fubinijevu teoremu, dalje dobi-

<o | [[[|r0-re-Hf daz}wy)dyr.

Neka je sada H funkcija definisana na F na sledeci nacin:
—sup [ |f(@) = o~ g)Pde
feF

Kako je F ekvineprekidan u LP, H(y) — 0,zay — 01 H(y) <
(2M)?, za svako y, dobijamo

[/|£>2R|f(£)\qd£]; < 2Cp[/H(%)w(y)dyr L0, Ro oo

uniformno za svako f € F, odakle sledi da je F skup uniformno
opadajucih funkcija.

Neka su ¢1(x) i ¢po(x) ograniCene funkcije na R" za koje vazi

lim ¢;(z) =0,i=1,2.

|x|—o00
Posmatrajmo preslikavanje dato sa u(z) — ¢;(z)u(z), i = 1,2,
u(x) € L?. Neka je F operator Furijeove transformacije u +— Fu =
@. DefiniSimo operator 7' = ¢ F¢o i pretpostavimo da je ¢1(x)
neprekidno.

Propozicija 3.6.5 T je kompaktan operator na L?.

Dokaz: Neka je F ograni¢en skup u L?. Skup ¢»F ima osobinu
uniformnog opadanja u L?. Prema teoremi 3.6.1 skup ¢»F je L>*-
ekvineprekidan. Skup T'F = ¢ F ¢s je, takode, L2-ekvineprekidan
i ima osobinu uniformnog opadanja, pa sledi da je skup 7' F totalno
ogranicen. O
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Zakljucak

Ovaj master rad je posvecen izuCavanju osobina odredenih Ba-
nahovih prostora slabo diferencijabilnih funkcija koji su izuzetno
vazni u izuCavanju parcijalnih diferencijalnih jednacina 1 u nekim
drugim oblastima matematicke analize. Vremenom ovakvi prostori
su postali osnovni alat u ovim disciplinama. Prostori posebno ra-
zmatrani u ovom radu su Lebegovi i Soboljevi prostori.

U radu su date definicije 1 osobine Lebegovih 1 Soboljevih pro-
stora 1 prikazan je, u malom delu, njihov znacaj. Zbog prirode
Soboljevih prostora, videli smo pojmove iz raznih oblasti: teorije
mere, distribucija, slabih izvoda, Furijeove transformacije, teorije
operatora 1 diferencijalne geometrije. Sami prostori imaju niz za-
nimljivih osobina, koji se ve¢inom odnose na dualne prostore i1 na
aproksimaciju glatkim funkcijama.

Kako je pitanje slabe konvergencije i slabog reSenja parcijalnih
diferencijalih jednacina od velikog znacaja, predstavili smo neke
od razloga zbog kojih slaba konveregencija ne implicira jaku, kao
1 moguce pristupe u identifikovanju ovih ”problema”.

Za kompaktnost se Cesto kaze da predstavlja topolosku general-
izaciju konacnosti, Sto je u nekom dubljem smislu i tacno, jer se
topologija bavi otvorenim skupovima, Sto znaci da nas Cesto zanima
kako se neSto ponaSa na otvorenom skupu, a za kompaktne prostore
to znaci da postoji konacno mnogo ovakvih poasanja. Kompaktni
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prostori se, kao pseudo-konacni, ’lepo” ponasaju (jer se ponaSaju
kao konacni skupovi za vazne topoloske osobine) Sto nam omogucava
da radimo sa njima. Neki od potrebnih 1 dovoljnih uslova za ko-
mpaktnost u L? 1 H™P prostorima predstavljeni su u ovom radu.

Literatura koja je dostupna o Soboljevim prostorima je jako obi-
mna 1 bilo bi nemoguce sve staviti u okvir jedne knjige, a joS manje
u okvir ovog master rada. Osnovni cilj je bio predstaviti sustinu ovih
prostora dovoljno generalno da pokrije i neke od primena. Nadam se
da smo u tome i uspeli i da je predstavljena materija Citacu razumljiva
1 korisna.
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