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Predgovor

Teorija grafova je jedna od matematickih disciplina koja se dosta razvi-
jala poslednjih godina. Jednostavna struktura grafova i njihovog moguénost
grafickog, odnosno geometrijskog prikaza dovodi do njihove primene i u ne-
matematickim disciplinama. Rad Leonarda Ojlera pod nazivom ” Sedam
mostova Kenigsberga ” koji je objavljen 1736. godine smatra se za pretecu
teorije grafova. U potrazi za odgovorom da li je mogucée obojiti zemlje na
geografskoj karti sa samo Cetiri boje a da se ne pojave dve susedne zemlje sa
istom bojom, nastao je tzv. Problem cetiri boje, koji je 1852. uocio londo-
nski student Frensis Gatri, ali tek 1976. to su uspeli da dokazu Kenet Apel
i Bonfrang Hejken. Ovaj problem se smatra jednim od glavnih uzroka za
nastanak i podsticaja za razvoj teorije grafova. Grafovi spadaju u bazicne
kombinatorne strukture, dok su proizvodi struktura fundamentalna konstru-
kcija u matematici, narocito u teoriji skupova, teoriji kategorija i univerzalnoj
algebri. Izucavanje grafovskih proizvoda dovelo je do iznenadujucih rezultata
i novih ideja, kako u kombinatorici tako i u algebri.

Kolic¢ina rezultata koja se odnosi na proizvode grafova je velika, zbog toga
ne¢emo se baviti kompletnim pregledom date oblasti sa njenim primenama,
ve¢ ¢emo izloziti osnovne pojmove i rezultate o standardnim grafovskim
proizvodima i predstaviti nekoliko vaznih teorijskih rezultata o Dekartovom
proizvodu grafova.

Rene Dekart( Rene Descartes) bio je poznati francuski filozof, matematicar
i fizicar i ziveo je 1596-1650 godine. Poznat je i po pronalasku dekartovog
koordinatnog sistema, koji je koriS¢en kao osnova za analiticku geometriju.
Poznat je njegov veliki doprinos u matematici kao sto je upotreba pravouglog
koordinatnog sistema, prvi uvodi promenljive veli¢ine. Ve¢ 1620. znao je za
Ojlerovu formulu, (koju je dokazao Ojler 1748.) i smatra se da je na osnovu
te teoreme zapoceta teorija grafova.

Sledi prikaz organizacije rada, koji je podeljen u cetiri dela.

U uvodnom delu rada, navedene su osnovne defnicije i pojmovi koji
su neophodni za razumevanje rada. Uvodimo osnovne pojmove iz Teorije



grafova.

Drugi deo rada posvecen je osnovnim grafovskim proizvodima, Deka-
rtovom, jakom, direktnom i leksikografskom proizvodu. Govori¢emo o asoci-
jativnosti i komutativnosti istih, vide¢emo da su svi asocijativni, a da samo
leksikografski proizvod grafova nije komutativan. Takode, videtemo da su
svi ovi proizvodi distributivni u odnosu na disjunktnu uniju, osim leksikogra-
fskog, za koga vazi samo desna distributivnost.

Treci deo rada je posvecen Dekartovom proizvodu i njegovim osobinama.
Pricamo o dekompoziciji na proste faktore i rastojanju u Dekartovom proizvo-
du. Dokazujemo teoremu Sabidussi-Vizing o jedinstvenoj faktorizaciji grafa.
Uvodimo pojam podproizvoda Dekartovog proizvoda. Govorimo o struktu-
ri izomorfizama izmedu povezanih Dekartovih proizvoda, kao i izomorfizmu
grafa G na sebe. Opisujemo automorfizme Dekartovog proizvoda povezanih
prostih faktora. Takode govorimo o kara-kteristicnom broju Dekartovog
proizvoda i kancelaciji.

U ¢etvrtom delu govorimo o hiperkocki i njenoj povezanosti sa Dekarto-
vim proizvodom. Prikazuje se nekoliko primera hiperkocki. Takode pricamo
o medijalnim grafovima i njihovoj povezanosti sa hiperkockom.

*kk

Iskrenu zahvalnost za izradu master rada dugujem svom mentoru dr Ivici
Bosnjaku. Hwvala mu na izdvojenom vremenu, razumevanju, kao i na kori-
snim primedbama 1 sugestijama bez kojih rad ne bi imao sadasnji oblik.

Takode, Zelela bih da se zahvalim profesorima dr Rozaliji Madarasz i dr
Petru Dapicu, ¢lanovima komisije za odbranu ovog master rada, svim ostalim
profesorima sa kojima sam saradivala tokom osnovnih 1 master akademskih
studija, kao v svim kolegama 1 koleginicama sa kojima je studiranje bilo lepo
iskusvo.

Zahvalnost dugujem i svojoj porodici na ukazanom poverenju, razumevanju
1 podrsci koju su mi pruzali tokom mog skolovanja.

Marijana Petricevié Jovic



1
Uvod

Teorija grafova je jedna od matematickih disciplina koja se dosta razvijala
poslednjih godina. Pojam grafa dobija svoju punu vrednost kada se skupovi
i relacije na njima predstavljaju geometrijskim figurama. Graf se definise
kao apstraktni matematicki objekat, a figura sastavljena od tacaka i linija je
geometrijska predstava ili crtez grafa. Uobicajeno je da se ta reprezentacija
takode naziva grafom. Grafove mozemo uociti u raznim granama nauke:
u hemiji ih mozemo uociti kao strukturne formule molekula, kao dijagrame
kompljuterskih programa u informatici, takode pomocu njih predstavljaju se
mreze puteva.

1.1 Osnovni pojmovi teorije grafova

Definicija 1.1.1. Graf G je ureden par ( V(G),E(G)), gde sa V(G) oznacava-
mo neprazan skup elemenata koji se zovu cvorovi, a sa E(G) skup parova
elemenata iz V(G) koje zovemo granama.

Broj ¢vorova ¢emo oznacavati sa n(G), a broj grana sa m(G).
Ako je e = (u,v) grana grafa, onda kazemo da su u i v susedni ¢vorovi, a da je
Y Y )
grana e incidentna sa ¢vorovima u i v. Granu(u, v) ¢emo ubuduce oznacavati
sa uv.

Definicija 1.1.2. Dva ¢vora povezana granom zovemo susednim CvOTOVIMA.
Skup svih suseda cvora v € V(G) oznacavamo sa N (v),

Ne(w) ={u e V(G)|uwv € E(G)}.
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Stepen ¢évora v u oznaci §(v), je broj grana koje su incidentne sa njim,
to ¢emo zapisivati sa dg(v) = |Ng(v)|. Minimalni stepen svih ¢vorova grafa
oznacavacemo sa 6(G), a maksimalan sa A(G).

Definicija 1.1.3. Izolovani ¢vor je ¢vor koji nema suseda i njegov stepen je
0, a ¢vor sa tacno jednim susedom je viseéi cvor.

Niz stepena ¢vorova grafa G je niz brojeva (di, ..., d,) koji se dobijaju
tako Sto se stepeni svih ¢vorova u grafu poredaju u nerastudi ili neopadajudci
poredak. Ako su évorovi grafa G oznaceni sa vy, ..., v, takoda d(vy) < -+ <
d(vy,) ili 6(vy) > -++ > d(vy,), onda je (6(vy),...,d(v,)) niz stepena évorova
tog grafa.

Definicija 1.1.4. Graf H = (V'(H), E'(H)) je podgraf grafa
G = (V(G),E(Q)), u oznaci H < G, ako je V! CV i E' C E. Ako su svi

parovi ¢vorova podgrafa H grafa G koji su susedni u G, takode susedni i u
H, tada za H kaZemo da je indukovani podgraf.

Neka je H podgraf grafa G i neka se ¢vor v javlja i u jednom i u drugom
grafu. Onda ¢emo sa ¢ (v) oznacavati stepen ¢vorova v u grafu G, a sa dg(v)
njegov stepen u grafu H. Jasno je da je g (v) < d¢(v). Sliéno, sa Ng(v) ¢emo
oznacavati skup suseda ¢vora v i jasno je da je Ny(v) C Ng(v).

Definicija 1.1.5. Unija grafova Gy i@ Go, tj. Gy U Gy je graf ¢iji je skup
cvorova V(G1) UV (Gs), a skup grana E(G1)U E(G3). Ukoliko su Gy i Gy po

cvorovima disjunktni grafovi njihova unija se obeleZava sa G1 + Gbs.

Teorema 1.1.1. Suma svih stepena cvorova grafa je jednaka dvostrukom
broju grana, to jeste,

Zé(v) =2m

veV
Formula sume govori da u grafu G = (V(G), E(G)) vazi Y 06(v) = 2|E|,
jer je svaka grana susedna sa dva ¢vora.
Posledica 1.1.1. U svakom grafu broj ¢vorova neparnog stepana je paran.

Definicija 1.1.6. Srednji stepen cvora u grafu G = (V(G), E(G)) sa n
cvorova i m grana, u oznaci 6(G), je aritmeticka sredina stepena ¢vorova
grafa:

5(G) = S o) =

veV
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Definicija 1.1.7. Graf koji ima konacan broj é¢vorova zove se konacan graf.
Sa T oznacavacemo klasu konacnih grafova bez petlji, a sa Iy klasu konacnih
grafova sa moguéim petljama. Graf sa beskonacnim brojem cvorova zove se
beskonacni graf.

Definicija 1.1.8. Komplement grafa G je graf G ¢iji je skup cvorova V(G) =
V(Q) i ¢iji je skup grana E(G) = {uv|u,v € V(G),uv € E(G)}.

Definicija 1.1.9. Graf u kom izmedu svaka dva c¢vora postoji grana naziva
se kompletan graf. Kompletan graf sa n ¢vorova oznacavamo sa K,.

Definicija 1.1.10. Graf u kojem nikoja dva ¢vora nisu povezana naziva se
prazan graf. Prazan graf sa n ¢vorova oznacavamo sa D,.

Uvek ¢emo smatrati da graf pripada I', osim ako nije drugacije naglaseno.
Na slici 1.1 dati su primeri grafa, levo i u sredini bez petlji, a desno je
graf sa petljama.

Slika 1.1

Definicija 1.1.11. Graf G je reqularan ako je stepen svakog cvora isti, to
jest ako i samo ako 0(G) = A(G). Kompletan graf K,, je (n — 1)— regularan
i ima tacno (Z) grana. Ako kompletan graf ima beskonacno mnogo cvorova
oznacavamo ga sa Ko. Sa K oznacavamo trivijalni graf, sa Ko granu i sa
K3 trougao.



Slika 1.2, Primer: kompletnih grafova Ks, K, 1 K5

Definicija 1.1.12. Graf G je bipartitan ako se skup njegovih cvorova moZe
podeliti na dva dela X i Y, tako da svaka grana tog grafa spaja jedan cvor
skupa X sa jednim cvorom skupa Y.

Par (X)Y) se zove biparticija skupa évorova grafa G. Indukovani podgraf
bipartitnog grafa je bipartitan graf.

Teorema 1.1.2. Graf je bipartitan ako i samo ako ne sadrzi neparnu kon-
turu.

S'etnja u grafu G je niz vpeiviexvs . .. Vg 1€,V Cvorova i grana grafa G
takav da je e; = v;_1,v; zasver € 1,... k. Cvorovi Vo 1 Vg se zovu krajevi
Setnje. Takode kazemo da ova Setnja povezuje évorove vy i vg. Setnja
Vpe1V1€203 . . . V16,0 Kod koje su svi ¢vorovi razliciti zove se put u grafu.

Teorema 1.1.3. Ako postoji Setnja koja povezuje ¢vorove u i v grafa G, onda
postoji © put koji th povezuje.

Graf je povezan ako za svaka dva ¢vora tog grafa postoji put koji ih
povezuje. Maksimalan povezan podgraf grafa G zove se komponenta povezano-
sti tog grafa. Broj komponenti povezanosti grafa G oznacavamo sa w(G).
Graf G je povezan ako i samo ako je w(G) = 1.

Kontura ili ciklus duzine n je put koji zavrSava u istom ¢voru u kojem i
pocinje i oznacava se sa C,,.

Definicija 1.1.13. Rastojanje izmedu cvorova u i v grafa G je duZina na-
gkraceg (u—v) puta u grafu G. Rastojanje izmedu ¢vorova u iv oznacavaéemo
sa dg(u,v) .

Ukoliko ne postoji put izmedu w i v pisaéemo d(u,v) = co.

Definicija 1.1.14. Dijametar ili preénik povezanog grafa G, u oznaci
diam/(G), definise se kao maksimalno rastojanje izmedu dva ¢vora grafa G.
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Definicija 1.1.15. Cvor v € V(G) grafa G je artikulacioni cvor ako se
njegovim uklanjanjem povecava broj komponenti povezanog grafa G.

Definicija 1.1.16. Grana e € V(G) grafa G je most ako se njenim ukla-
njanjem povecava broj komponenti povezanosti grafa G.

Uklanjanje ¢vora v € V(G) iz grafa G se vrsi tako §to se iz G ukloni ¢vor
v i sve grane koje su incidentne sa v. Dobijeni graf se oznacava sa G — v.
Uklanjanje grane iz grafa G se vrsi tako sto se iz G ukloni grana e dok njeni
krajevi ostaju. Dobijeni graf se oznacava sa G — e.

Slika 1.3 je primer grafa sa uklonjenim ¢vorom i sa uklonjenom granom.

(s 'z :n'l.":‘—i' G—e

Slika 1.3

Teorema 1.1.4. Grana e grafa G = (V(G), E(G)) je most u G ako i samo
ako postoji particija (A,B) skupa ¢vorova grafa G takva da je E(A, B) = {e}
(drugim recima e je jedina grana ¢iji jedan kraj je u A, a drugi u B).

Teorema 1.1.5. Cvor v grafa G = (V(G), E(Q)) je artikulacioni cvor u G
ako i samo ako postoji particija (A,B) skupa V \{v} takva da je E(A, B) =0,
E({v}, A) # 0 i E({v}, B) # 0 (drugim rec¢ima nijedan évor iz A nije susedan
ni sa jednim cvorom iz B, dok je v susedan sa nekim c¢vorom iz A i sa nekim
¢vorom iz B ).

Teorema 1.1.6. Grana e je most u grafu G ako i samo ako ne pripada
nijednoj konturi grafa G.

Definicija 1.1.17. Graf je stablo ako i samo ako svaka dva ¢vora su povezana
tacno jednim putem.

Definicija 1.1.18. zomorfizam grafova G; = (V1, E1) i Go = (Va, Es) je
bijekcija @ : Vi — Vo takva da za svaka dva ¢vora u # v grafa Gi vazi u je
susedan sa v u Gy ako i samo ako je ¢(u) susedan sa p(v) u Gs.

Definicija 1.1.19. Grafovi G1 i G su izomorfni, u oznaci Gy = G, ako
postoji izomorfizam ¢ : Vi — V.



Grafovi su izomorfni ako se zapravo radi "o jednom istom grafu” ¢iji ¢vorovi
su oznaceni na dva razlic¢ita nac¢ina. Izomorfni grafovi imaju isti broj ¢vorova,
isti broj grana, iste nizove stepena ¢vorova, sto znaci izomorfni grafovi imaju
iste grafovske osobine. Da bi se pokazalo da dva grafa nisu izomorfna dovoljno
je naéi jednu razliku.

Definicija 1.1.20. ¢ je homomorfizam iz grafa G w graf H ako ocuvava
susednost preslikavanga iz V(G) uw V(H), to jest preslikavange za koje
(p(u), p(v)) € E(H) wvek kada (u,v) € E(G).

Definicija 1.1.21. Slabi homomorfizam grafa G u graf H je preslikavanje
0 :V(G) = V(H) za koje uv € E(G) implicira (p(u)p(v)) € E(H) ili
p(u) = ¢(v).
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2

Osnovni grafovski proizvodi

Proizvod grafova je binarna operacija na I' ili I'y. lako se mnogi proizvodi
mogu definisati na ['y, zbog jednostavnosti, ukoliko nije drugacije naglaseno,
svi grafovi su u I', sto znaci da nemaju petlju. Grafovske proizvode prvi
definisu 1912. godine Whitehead i Russell, a 1960. grafovskim proizvodima
ponovo se bavi i istrazuje Sabidussi. Izucavanje grafovskih proizvoda dovelo
je do vaznih rezultata i novih ideja, kako u kombinatorici tako i u algebri.
Oni imaju raznovrsne primene u matematici, hemiji, informatici, genetici,
elektritehnici, kao i u mnogim drugim naukama. Predstaviéemo osnovne
grafovske proizvode, ali ¢emo veéu paznju posvetiti Dekartovom proizvodu
grafova.

2.1 Grafovski proizvodi

Razlikujemo cetiri osnovna proizvoda:
1. Dekartov proizvod
2. Direktan proizvod

3. Jaki proizvod

W

. Leksikografski proizvod

Definicija 2.1.1. Dekartov proizvod od G i H je graf u oznaci GOH, gde je
skup évorova V(G) x V(H). Dva ¢évora (g,h) i (¢', k') su susedna ako g = ¢’
i hh' € E(H) ili g¢ € E(G) i h = h'. Dakle,

V(GOH)={(g9,h)|lg e V(G)ihe V(H)}

B(GOH) = {(g,h), (¢'.})lg = ¢'. hk € E(H) ili g¢' € E(G),h = K'}.

11



Grafovi G i H zovu se faktori proizvoda GOH.

Py POP,

o——o——o0——o0 P4

Slika 2.1: Primer Dekartovog proizvoda

Definicija 2.1.2. Direktan proizvod G i H je graf u oznaci G x H, gde je
skup ¢vorova V(G) x V(H), za koji su ¢vorovi (g,h) i (¢',h') susedni ako je
99’ € E(G) i hk' € E(H). Dakle,

V(G x H)={(g,h)lg e V(G)iheV(H);

E(G x H)={(g,h), (¢, )|hh € E(H) i gg € E(G)}.

Pg P4 bt Pg

o——o——o0—o0PF;

Slika 2.2: Primer Direktnog proizvoda
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Definicija 2.1.3. Jaki proizvod G i H je graf oznacen sa H X G,

VI(GRH) ={(9,h)|g e V(G)iheV(H)}
E(GRH) = E(GOH)UE(G x H).

P, PR P

o—-o0——0—0 P4

Slika 2.3: Primer jakog proizvoda

Mozemo primetiti da su GOH i G x H podgrafovi od G X H.

Definicija 2.1.4. Leksikografski proizvod grafova G i H je graf G o H sa

V(Go H)={(g,h)lg € V(G),h € V(H)}

E(GoH)={(g,h),(d';I)lgg’ € E(G) ili g=g'ihlh' € E(H)}.

DA

(
C) e . \J

Slika 2.4: Primer Leksikografskog grafa proizvoda za Py o P
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Napomenuli smo da su Dekartov i direktan proizvod grafa podgrafovi jakog
proizvoda grafa. Sada ¢emo videti kakav je njihov odnos sa leksikografskim
proizvodom grafa.

U direktnom proizvodu grafa, ako su évorovi (g, h), (¢, h’) susedni, po
definiciji vazi hh' € E(H) i g9’ € E(G). Sa druge strane primecujemo takode
po definiciji leksikografskog proizvoda grafova da ako je g¢’ € E(G) i ta
grana pripada leksikografskom proizvodu grafova. Na osnovu toga imamo
(9. 0)(, ') € E(G o H).

Svaka grana Dekartovog proizvoda grafa je i u leksikografskom bez obzira
da li je zbog g = ¢’ ili g¢’ € E(G).

Kako je jaki proizvod grafa unija direktnog i Dekartovog proizvoda grafa,
onda je i on podskup leksikografskog proizvoda grafova.

Slika 2.5: Primeri Leksikografskog grafa proizvoda za K3 o P3 i P3o K3
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2.2 Asocijativnost i komutativnost grafovskih
proizvoda

Na osnovu definicija za Dekartov, direktan i jaki proizvod, primetimo da
preslikavanje (g,h) — (h,g) je izomorfizam od G x H do H * G, gde sa x*
oznacavamo jedan od ova tri fundamentalna proizvoda. Ova tri proizvoda su
komutativna u smislu da G « H = H x G za sve grafove G i H.

Teorema 2.2.1. Dekartov, direktan i jaki proizvod su asocijativni. Za date
grafove G1,Gy i Gs, preslikavanje ((x1,x2),x3) — (x1, (v2,23)) je izomorfi-
zam (G1%Gy)*G3 — G (Ga*xGs), gde * stoji umesto Dekartovog, direktnog
ili jakog proizvoda.

Dokaz:
Dokazimo prvo asocijativnost Dekartovog proizvoda.
Na osnovu definicije Dekartovog proizvoda imamo da je

(1, 2), 23)((y1,92), y3) € E((G10G2)0G3)

ako i samo ako vazi z;y; € F(G;) za tatno jedan indeks i € 1,2,3 i x; = y;
za druga dva indeksa. Isto pravilo vazi i za

(21, (22, 23)) (Y1, (Y2, 93)) € E(G10(G20Gy)).

Preslikavanje ((x1, z2), x3) — (21, (22, x3)) je izomorfizam, tako da Dekartov
proizvod je asocijativan.
Prema definiciji direktog proizvoda imamo da je

(w1, m2), 23)((y1,42), y3) € E((G1 X G2) x G3)

ako i samo ako vazi da je x;y; € F(G;) za svaki indeks i € 1,2, 3. Isto pravilo
vazi i za
(@1, (22, 23)) (Y1, (Y2, 93)) € E(G1 x (G2 X G)).

Iz ovoga sledi da je preslikavanje ((z1,x2),23) — (21, (z2, x3)) izomorfizam iz
(G1 X Gy) x G3 u Gy x (G x G3) , tako da je direktan proizvod asocijativan.
Na osnovu definicija jakog proizvoda imamo da je

(1, 72), 23) (Y1, 92), y3) € E((G1 K Ga) K G3)
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ako i samo ako vazi da je x;y; € E(G;) ili x; = y; za svaki indeks ¢ € 1,2,3 1
x; # y; za bar jedan indeks 7. Isto pravilo vazi za

(w1, (22, 23)) (1, (Y2, ¥3)) € E(G1 X (G2 W Gs)).

Tako da je jaki proizvod asocijativan.

Asocijativnost nam dozvoljava da izostavimo zagrade kada se radi o proizvo-
dima koji imaju vise od dva faktora. Teorema 2.2.1 i njen dokaz omogucéavaju
nam da se jasno definise G;0G>0G3 kao graf sa skupom ¢vorova

V(Gl) X V(GQ) X V(Gg),
gde su dva ¢vora (x1,x2,23) 1 (y1,y2,y3) susedna ako i samo ako je z;y; €
E(G;) za neki indeks i, i x; = y; za j # i . Sledeca slika predstavlja primer

Dekartovog proizvoda od tri grafa, gde se zbog prakti¢nosti (1, x9, 3) pise
kao z1xo013.

i

=
[

Slika 2.4: Primer Dekartovog proizvoda tri grafa CsOKOK,

Leksikografski proizvod grafova nije komutativan, ali jeste asocijativan i to
¢emo sada pokazati.

Teorema 2.2.2. Leksikografski proizvod je asocijativan. Preslikavanje
((x1,22),x3) — (21, (22, x3)) je izomorfizam od (G10G5)oG3 na G1o(G20Gs).
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Dokaz:

Na osnovu definicije, ((x1, z2), 3)((y1,¥2), y3) je grana od (G0 Gs) o G5, ako
vazi jedan od tri uslova: z1y; € E(Gh), ili 1 = y1 1 x9ys € E(Gy), ili 1 =y
izy=ys1x3ys € E(G3). Sa druge strane lako mozemo potvrditi da su ovo
isti uslovi koji karakterisu (z1, (z2, x3))(y1, (y2,93)) € E(G; o (G 0 G3)).

O

Asocijativnost proizvoda nam omogucava da uvedemo definiciju k-tog ste-
pena proizvoda grafova.

Definicija 2.2.1. Ako je k > 1, k-ti stepen grafa G u odnosu na Dekartov
proizvod oznacavaéemo sa G2, gde je

GD,k — Df:lG'

Definicija 2.2.2. Ako je k > 1, k-ti stepen grafa G u odnosu na direktan
proizvod oznacavacéemo sa G*F | gde je

X,k __ k
G = x;,G.

Definicija 2.2.3. Ako je k > 1, k-ti stepen grafa G u odnosu na jaki proizvod
oznacavacemo sa G¥F, gde je

GPF =Y G,

Definicija 2.2.4. Neka su dati grafovi G1,Gs, ..., Gy , tada GiOG,0 ... OGy
je graf sa skupom cvorova V(G1) x V(G3) x -+ x V(Gy), gde su dva évora
(21, T2, ... k) @ (Y1, Y2, - - -, Yk) susedi ako i samo ako je x;y; € E(G;) za neki
indeks i, 1 x; = y; za i # j. Cesto koristimo zapis

G,\0G,0...0G, = 08 G,
Definicija 2.2.5. Direktan proizvod visestrukih faktora
G1 XG2 Xoee XGk: Xf:lGi

je graf ¢iji je skup cvorova V(G1) x V(Gs) X - -+ x V(GYy,) i za koji su ¢vorovi
(x1, 29, ... xk) @ (Y1,Y2, ..., Yx) susedni ako x;y; € E(G;) za svaki indeks 1i.

Definicija 2.2.6. G; X Gy X - KRG = XF_ |G, ima skup cvorova V(G1) x
V(Go)x---xV(Gy) i za koji su dva razli¢ita cvora (z1, 2, ..., k) @ (Y1, Yo, - - -
,Yk) susedni ako i samo ako vazi x;y; € E(G;) ili x; = y; za svako 1 < i < k.
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Kao sto je ve¢ spomenuto, Dekartov proizvod je komutativan i asoci-
jativan u smislu da su preslikavanja (x1,22) — (z2,21) 1 ((z1,22),23) —
(1, (xe, z3)) izomorfizmi:

G,0G, = G,0G,

(G10G5)0Gs = G10(G50Gs)

Dekartov proizvod je distributivan u odnosu na disjunktnu uniju:
G10(G2 + G3) = (G10G,) + (G10Gs)
Trivijalni graf K je jedinica u odnosu na Dekartov proizvod, to jest,
KOG =d

za bilo koji graf G. Posto je I" komutativan monoid u odnosu na disjunktnu
uniju, sa praznim grafom O kao neutralnim elementom, i kako je OOG =
GOO = O mozemo zakljuciti da je I' komutativan poluprsten sa jedinicom
K kada se koriste operacije O i +.

Kao sto je ve¢ spomenuto, jaki proizvod je komutativan i asocijativan u
smislu da su preslikavanja (z1,x2) — (z2,21) i ((z1,22),x3) = (21, (72, x3))
izomorfizmi:

Gl&GggGQIXGl
(G1RGy) K Gy Gy K (Gy K Gs)

Jaki proizvod je distributivan u odnosu na disjunktnu uniju:

G1 & (GQ + Gg) - (Gl & Gg) + (G1 & Gg)

Trivijalni graf K je jedinica u odnosu na jaki proizvod, to jest,
KiIXG=dG.

Kao u slucaju Dekartovog proizvoda i za jaki proizvod , I' je komutativan
poluprsten sa jedinicom K; kada se koriste operacije X i +.

Vet smo spomenili da je direktan proizvod komutativan i asocijativan.
Istrazivanja su bila ograni¢ena sa grafovima u I', ponovni pregled dokaza
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otkriva da to vazi i u klasi I'g. Stoga, preslikavanja (xq1,x2) — (22,271) i
(21, 22), 23) = (21, (22, x3)) su izomorfizmi:

G1XG2§G2XG1
(G1XG2)XG32G1X(G2XG3)

Direktan proizvod je distributivan u odnosu na disjunktnu uniju:

Gl X (GQ -+ Gg) = (Gl X GQ) + (Gl X Gg)

Trivijalni graf K; je jedinica u odnosu na Dekartov i jaki proizvod, ali to
nije slucaj i sa direktnim proizvodom. K; x G je totalno nepovezan graf sa
|V(G)| ¢vorova, tako da generalno K; x G % G. Neka je Kj € I'y graf sa
samo jednim ¢vorom u kojem postoji petlja. Imamo da je

KixG=aG

za bilo koji G € T'y. Tako da, I'y je komutativan poluprsten sa jedinicom K7
kada se koriste operacije x i +.

Leksikografski proizvod nije komutativan, ali jeste asocijativan. Mozemo lako
videti da je K jedinica i sa leve i sa desne strane:

(G1 OGQ) OG3 = G1 e} (GQ OG3)

KloGgG
GOKlgG.

Takode vazi desno distributivno pravilo, koje vazi za sve grafove G, K i H:

(G+H)oK=GoK+HoK.

Ne vazi odgovarajuce distributivno pravilo sa leve strane. Dobar primer za
to je:
Kyo (Ky+ Ky) = Cy,
dok
KQOKl—f—KQOKl :K2—|—K2.
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2.3 Slojevi i projekcija grafa

Nastavicemo da sa * obelezavamo Dekartov, direktan ili jaki proizvod, u
obliku G = G % Gy x - - - x . Za bilo koji indeks 1 < i < k i-ta projekcija je
preslikavanje p; : G — G; definisana kao p;(x1, xo, ..., xx) = z;. (Dakle, z; je
i-ta koordinata ¢évora (z1,xs,...,2x)). Za proizvod G * H mozemo napisati
projekcije kao pg i py.

Teorema 2.3.1. Bez obzira koji proizvod x predstavija, svaka projekcija p;
je slabi homomorfizam.

Dokaz:

Po definiciji slabog homomorfizma, ako je (21, xo, ..., Zx) (Y1, Y2, - - -, Yx) grana
od grafovskog proizvoda Gy x G * - - - x Gy, tada ili je z; = y; ili x;y; € E(G))
za svako 1 < i < k, tako da svako p; je slabi homomorfizam.

O

Uves¢éemo sada definiciju za sloj grafa. Za Dekartov i jaki proizvod, slojevi
su podgrafovi proizvoda koji imaju osobinu, da je restrikcija projekcija na te
podgrafove izomorfizam.

Definicija 2.3.1. Za dati ¢vor a = (a1, as, .. .,ax) proizvoda G = G x G *
-+ x Gy, Gi-sloj preko a, je podgraf

G} =<A{z e V(GQ)|pj(x) =aj za j #i} >
=< {(al,ag, ey Ly ,ak)|xi S V(Gz)} > .
G = GY ako i samo ako je p;(a) = p;(b) za svaki indeks j # i. Ako

sada * predstavlja Dekartov ili jaki proizvod, tada restrikcija p; : G — G;
je izomorfizam za svako a i i.
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F0OK,0/K;

Slika 2.5: Primer Dekartovog proizvoda PsOK,OK3 i njegovi Py, Ko i K3
slojevi

Slika predstavlja Dekartov proizvod PsOK>0K3 i njegove Ps, Ky i K3-slojeve.
Ovi slojevi su izomorfni sa njihovim odgovarajué¢im faktorima.

G; — slojevt Dekartovog i jakog proizvoda su izomorfni sa GG;, a slojevi dire-
ktnog proizvoda grafova iz I' su potpuno nepovezani.
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3

Dekartov proizvod

3.1 Dekartov proizvod i njegove osobine

Kao sto smo veé¢ naveli, definicija Dekartov proizvod grafova je prirodna i
jednostavna. U velikoj je meri istrazen, ima dosta zanimljivih algebarskih
osobina. Naziv dobija po francuskom filozofu, matematicaru i nau¢niku Rene
Descartes (Renatus Cartesius) koji je ziveo od 1596 do 1650 i koji je u mate-
matici poznat po koordinatnom sistemu i po tome §to je "postavio” temelje
analitickoj geometriji.

Ako su Gy, Go, .. .,Gy grafovi u I', tada njihov Dekartov proizvod
G,0G,0...0G, =0k, G;

je graf sa skupom ¢vorova {(z1,za, ..., x%)|x; € V(G;)} gde su dva évora
(x1, 22, ..., xk) 1 (Y1, Y2, - - ., yg) susedni kada god x;y; € E(G;) za tacéno jedan
indeks 1 <1¢ < kix; = y; za svaki indeks j # ¢.

Teorema 3.1.1. Ako su (g,h) i (¢',h') ¢vorovi Dekartovog proizvoda GOH
tada je
dGDH((Q; h)7 (gla h/)) = dG(Q? g/) + dH(ha h/)

Dokaz:
Prvo pretpostavimo da dg(g, ¢') = co. Tada postoje grafovi Gy i G5 tako da
G = G+ Go, pri cemu je g € V(G1) 1 ¢’ € V(G2). Zbog toga

GOH = (G1 + G2)0H = (G10H) + (G0 H)
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pri ¢emu je (g,h) € V(G1OH) i (¢', 1) € V(G2OH). Zbog toga je
dGDH((gv h)7 (g/a h,)) =0

odatle tvrdenje sledi. Identicnim obrazlozenjem, sledi tvrdenje ako je
dy(h,h') = co. Zbog toga pretpostavljamo da su dg(g,¢’) i dy(h,h') kona-
¢ni. Ako je

P = g, A1,0a2, . .. ’adG(g,g/)
put u G od g = ag do ¢’ = a4,(g,¢) i

Q = bOa b17 b27 ce ’de(h,h’)
put u H od h = by do &' = bgy,(n,n), onda mozemo zapaziti dva puta

P x{h} = (g,h)(a1,h)(az,h)...(d,h)

{g'} x Q@ =(d"n)(g,b1)(g',b2) ... (¢, )
u GOH ¢ijim spajanjem se dobija put duzine dg(g,¢') + du(h, ') od (g, h)
do (¢',1). Zbog toga je

daon((9,h), (9", 1)) < da(g, 9') + du(h, h').

Obrnuto, neka je R najkraéi put izmedu (g,h) i (¢', 1).
Svaka grana od R preslikava se u jedan ¢vor projekcije pg ili py i u granu
druge. Ovo implicira

da(g,9") +du(h, 1) < |E(pa(R))| + |E(pu(R))|
= |E(R)| = daou((g,h), (g', "))

i (g'.h')
e o O 0 o
1 GOH
1:| { 1 |. e o . r
o
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Slika 3.1: Ilustracija formule dgom((g,h), (¢, 1)) = da(g,9") + du(h, 1)
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Posledica 3.1.1. Ako G = G;0G,0...0Gy i z,y € V(G) tada

dg($, y) = Z dGi (pz(m)’pi(y))'

Posledica 3.1.2. Dekartov proizvod je povezan ako i samo ako svaki faktor
je povezan.

Dokaz:

Posledicu dokazujemo u dva smera:

(«) Ako su svi faktori povezani, onda su svaka dva ¢vora proizvoda na
konacnom rastojanju, na osnovu Posledice 3.1.1..

(—) Objasnjeno na pocetku Teoreme 3.1.1..
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3.2 Dekompozicija na proste faktore

Jedinstvenost dekompozicije na proste faktore povezanih grafova u odnosu
na Dekartov proizvod prvi je pokazao Sabidussi (1960), a posle njega Vizing
( 1963) nezavisno od njega.

Definicija 3.2.1. Graf je prost u odnosu na dati grafovski proizvod ako je
netrivijalan © ne moze biti predstavljen kao proizvod dva netrivijalna grafa.

Za Dekartov proizvod to znaci da netrivijalan graf GG je prost ako iz
G = G10Gy, sledi da Gy ili G5 su K. Prvo ¢emo pokazati da svaki graf ima
dekompoziciju na proste faktore u odnosu na Dekartov proizvod.

Teorema 3.2.1. Svaki netrivijalan graf G ima dekompoziciju na proste fa-
ktore u odnosu na Dekartov proizvod. Broj prostih faktora je najvise

log, [V(G)].

Dokaz:

Kako proizvod k netrivijalnih grafova ima najmanje 2% é¢vorova, graf G moze
imati najvise log, |V (G)| faktora. Stoga postoji prezentacija G kao proizvoda
G10G,0. .. OG), sa maksimalnim brojem faktora. Jasno svaki faktor je
prost.

O

Sto se tice Dekartovog proizvoda, faktorizacija povezanog grafa na proste
faktore je jedinstvena. To nije slucaj za nepovezane grafove.

Teorema 3.2.2. Prosta faktorizacija nije jedinstvena za Dekartov proizvod
u klasi moguce nepovezanih prostih grafova.

Dokaz:
Mozemo primetiti da

(K1 + Ky + Ky )O(KG + Ky °) = (K + Ky 2 + Ky )O(K + K)

jer:
(K + Ko + K3 )O(K + K3 7°) =

K\ OK,+ K\ OKDP 4+ K,0K, + Ko OK PP+ K9P0 K, + KS 20K P =

K+ Ky 4+ Ko+ Ky + K2+ Ky =
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Ky + Ko+ K2 + Ky + Kyt 4+ K0 =
Ky + K» + Ky *0(Ky + Ko) + Ky 'O(K + K>) =

(K1 + Ko)O(K; + K% + Ky

Treba da pokazemo da su faktori sa leve i sa desne strane prosti. Da bismo to
pokazali posmatramo broj komponenti Dekartovog proizvoda. Broj kompo-
nenti Dekartovog proizvoda jednak je proizvodu brojeva komponenti faktora.
Stoga ako se graf koji se sastoji od dve ili tri komponente prikaze kao proizvod
dva grafa, tada jedan od navedenih grafova mora da sadrzi jednu komponentu
a drugi dve ili tri. Grafove koje treba ispitati su oblika K; + A; + As, gde
Aj sadrzi bar dva ¢vora, kao i Ay ako postoji. To se moze predstaviti kao
proizvod dva faktora koji treba da bude oblika BO(CY + Cy + C3). Kako je

K, + A, + Ay, = BOC, + BOC, + BOCs,

tada je Ky = BOC; za neko ¢ . B je trivijalan tako da je K; + A; + A, prost.

O
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3.3 Podproizvod Dekartovog proizvoda

Definicija 3.3.1. Podproizvod u proizvodu G = G10G.0 ... OGy, je podgraf
oblika U10U,0O . ..U gde je U; C G; za svaki indeks 1.

Lema 3.3.1 (Lema o jedinstvenom kvadratu). Neka su e i f dve incidentne
grane Dekartovog proizvoda G10Gy koje su u razlicitim slojevima, jedna je u
G1 sloju a druga je u Gy sloju. Tada postoji taéno jedan kvadrat( kontura sa
cetiri évora) u G10Gy koji sadrzi e i f. Ovaj kvadrat nema dijagonalu.

Dokaz:

Mozemo pretpostaviti da e = uw = (uy, ug)(vy, ug) i f = wv = (vq, u2)(v1, v2).
Ovo znadi da je uy # vy 1 ug # ve. Pretpostavimo da je z = (21, 29) susedan
sa ¢vorovima u i v. Ako je z susedan u = (u1, ug) imamo z; = uy ili 2z = us.
Ako je z susedan v = (vy, v3) imamo 2; = vy ili 2z = vy. Ova ogranic¢enja daju
ili z = (v1,uz) = w ili z = (ug,v9). Sada imamo jedinstven i bez dijagonale
kvadrat (uq,ug)(vy, us)(vy, va)(ui, v9) koji sadrzi e i f.

O
Prethodna Lema vazi za proizvoljan broj faktora.

Definicija 3.3.2. Podgraf W Dekartovog proizvoda G ima kvadratnu osobinu
ako za bilo koje dve susedne grane e i f koje su u razlicitim slojevima, jedi-
nstven kvadrat od G koji sadrzi e i f je takode u W.

Lema 3.3.2. Povezan podgraf W Dekartovog proizvoda je podproizvod ako i
samo ako 1ma kvadratnu osobinu.

Podgraf W C G je konveksan u GG ako se svaki najkraé¢i G-put izmedu
¢vorova podgrafa W nalazi u potpunosti u W. Konveksan podgraf Dekartovih
proizvoda ima kvadratnu osobinu.

Lema 3.3.3. Podgraf W od G = G10G,0...0G}, je konveksan ako i samo
ako je W = U,00,0...0Uy, gde je svako U; konveksno u G;.

Teorema 3.3.1 (Sabidussi-Vizing). Svaki povezan graf se moze prikazati na
jedinstven nacin kao proizvod prostih faktora, do na izomorfizam i redosled
faktora.

Dokaz:

Ve¢ znamo da konacan graf ima prostu faktorizaciju. Treba jos da pokaze-
mo jedinstvenost. Da bismo ovo dokazali iskoristi¢emo sledeé¢u lemu i zavrsiti
dokaz.
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Lema 3.3.4. Neka je ¢ izomorfizam izmedu povezanih grafova G i H koji
su predstavljeni kao proizvod G = G10G,0...0G, i« H = H{OH,O...0OH,
prostih faktora. Tada je k =1 i bilo koje a € V(G) postoji permutacija m od

{1,2,...,k} takva da p(GY) = Hf((s) za 1 <i<k.

Dokaz:

Fiksirajmo a = (ay,as,...,a;) i neka je p(a) = b = (by,ba,...,b). Kao
sto je spomenuto, svaki G¢ je konveksan u G tako da njegova slika p(G?) je
konveksna u H. Lema 3.3.3 implicira

(bl,bQ, e ,bl) S QO(G?) = U0,00,0...0U,.

Kako je, G; = G¢ = ¢(GY) prost, U; = {b;} za sve, osim za jedan indeks,

zvademo ga 7(i), drugim rec¢ima p(G¢) C Hf((;;). Tada G¢ C o} f((s)).

Posto je gpfl(Hf((S)) konveksan on je podproizvod, i posto je prost mora biti

sadrzan u G¢. Zbog toga o(G%) = H:f((;;). Tvrdimo da je preslikavanje
m:4{1,2,...,k} —{1,2,...,1}
injektivno. Ako je (i) = 7 (j), tada
p(GF) = HEG) = (G).

Posto je Hf((g) netrivijalan, on je prost, iz toga sledi da G i G¢ imaju netri-
vijalne preseke. To znaci da ¢ = 7, pa 7 je injektivno. Ovde je & < [.
Ponavljanjem za argument ¢! daje [ < k, tako da k = [ i 7 je permutacija.

Na osnovu Leme 3.3.4 i ¢injenice da svaki konacan graf ima prostu fakto-
rizaciju, dokazali smo teoremu.
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Slika 3.2: Graf © njegovi prosti faktori
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3.4 Struktura izomorfizama izmedu
povezanih Dekartovih proizvoda

Teorema 3.4.1. Neka su G 1 H izomorfni i povezani grafovi sa prostom
faktorizacijom G = G10G,0...0G, + H = HIOH,O...0OHy. Tada za bilo
kogi izomorfizam ¢ : G — H postoji permutacijam od {1, ... k} i izomorfizmi

@i : Griy — H;
tako da za sve x = (xy,...,xx) € G vazi:

o1, 22, ..., 1) = (L1(2r1)), P2(Tr2))s - - PR(Tri)) (1.1)

Dokaz:
Za graf G fiksiramo ¢vor a = (ay, ag, ..., a). Na osnovu Leme 3.3.4 postoji
permutacija m od {1,...,k} za koju je restrikcija preslikavanja ¢ izomorfi-

zam G¢ — Hf((g) za svaki indeks i. Zamenom 7 sa 7! za svako i, restrikcija

¢ je izomorfizam G2y — Hf(a).

Hocemo da pokazemo da p;p(x1, za, ..., xy) zavisi samo od x,(7).

Mozemo staviti ¢;(zxu)) = pip(21,2,...,21) koje dobijamo iz jednacine
(1.1) i to je odmah znaéi da ; izomorfizam.

Za bilo koji ;) € V(Gr()), posmatrajmo podproizvod

Blarp] = Gi0GL0 ... D{aa; 0. .. OG,

gde je 7(i)-ti faktor ¢vor z, (7). Ovaj podproizvod je konveksan, tako da na
osnovu Leme 3.3.3 njegova slika p(B[zx)]) je podproizvod u H. Sada je:

B[%(i)} NGy = {(ar, a9, ..., 204, ..., ar}.

Zbog toga podproizvod ¢(B|z.(;]) sa podproizvodom e(Gry) = Hf(a) ima
jedan zajednicki ¢vor ¢(ai,as,..., %), .,ar). Ovo znaci da svi évorovi
@(B|zx(;]) imaju istu i-tu koordinatu

pip(ay, ag, ..., Trgiy, - - -, k)

tako da
pl(¢<B [xﬂ'(z)} )) = pi‘,@(al, a2, .-« Tr(i)y - - - 7ak)'
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Sada, bilo koje (21,22, ..., %xq),...,2x) € V(G) pripada B [%(i)}- Odavde
(X1, To, .oy Tr(i)s - - -5 Tk) = Dip(ar, A, . ., Trgi), - - -, Q)
koji zavisi samo od ;).
(I

Posto mozemo zameniti svaki faktor sa izomorfnom kopijom bez menjanja
strukture proizvoda, ¢esto preimenujemo ¢vorove H; tako da su ¢p; identi¢na
preslikavanja.

Posledica 3.4.1. Pretpostavijamo da postoji izomorfizam
©: G,OG,0O . .. DGk — H,OH,O. .. DHk,

gde su svi G; © H; prosti. Tada ¢vorovi od H; mogu biti preimenovani tako

da
gO(:IZ‘l, To, ... ,ZL‘k) = (xﬂ(l), Tr(2)y--- ,xw(k))

za permutaciju m od {1,... k}.
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3.5 Grupa automorfizama Dekartovog
proizvoda

Definicija 3.5.1. Automorfizmi grafa G su izomorfizmi grafa G u sebe sa-
mog.

Drugim rec¢ima automorfizam grafa G je permutacija ¢ na V(G) sa os-
obinom da je (u,v) grana ako i samo ako je (¢(u),¢(v)) grana. Na primer,
zamena cvorova grafa Ky je automorfizam u Ks. Svaka permutacija skupa
¢vorova kompletnog grafa ili praznog grafa je automorfizam.

Graf koji za automorfizam ima jedino identicko preslikavanje id : V(G) —
V(G) definisano sa id : u — u za sve u € V(G), naziva se asimetri¢ni graf.
Na slici 3.3 je primer takvog grafa.

Slika 3.3: Primer asimetricnog stabla

Ovo je tipicna situacija, jer ve¢ina konacnih grafova su asimetricni. Mnogi
grafovi su visoko simetric¢ni kao kompletan graf i ciklus, ali takode i kompletni
bipartitni grafovi, hiperkocka, Hamming graf, i mnogi drugi. Spomenué¢emo
neke osnovne osobine automorfizama grafova.

Teorema 3.5.1. Automorfizmi grafa formiraju grupu.

Navedena grupa je grupa automorfizama grafa G i zapisivacemo je sa
Aut(G). Nekada se to jednostavno zove grupa od G. Grupa automorfizma
Aut(G) grafa G je podgrupa grupe svih permutacije V(G), koja se naziva
simetri¢na grupa Sym(V(G)). Kao sto smo naveli, Aut(K,,) = Sym(V (K,)).
Navedeno takode vazi i za Aut(Dn), koje predstavlja specijalan slucaj kada
graf i njegov komplement imaju istu grupu automorfizama. Komplement G
grafa G je definisan sa V(G) kao

E(G) = {aylz,y € V(G),z # y,zy € E(G)}.
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Drugim re¢ima, G dobijamo od G, tako §to pravimo susedne parove ¢vorova
koji nisu susedni u G. Odatle sledi da je Aut(G) = Aut(G) i Aut(D,) =
Aut(K,). Vidimo da ne moze svaka permutaciona grupa iz skupa V' u isto
vreme da bude grupa automorfizama grafa GG sa ¢vorovima iz skupa V. Na
primer, jednostavno se moze proveriti da grupe automorfizama od 4 prosta
grafa sa tri ¢vora, recimo ¢vorovi vy, vg, v3 su ili identiéna sa Sym({vy, va,v3})
ili sadrze samo jedan netrivijalan element koji fiksira jedan ¢vor i menja mesta
preostala dva. Stoga nijedna grupa automorfizama ovih grafova nije grupa
reda 3 koja se dobija kruznom putanjom sa korakom 3, na primer (v, vy, v3)
ili (v1,vs,v2). Ovo je specijalan slucaj sledeée teoreme vezane za grafove ¢ije
su grupe automorfizama dvostruko tranzitivne grupe.

Definicija 3.5.2. Permutaciona grupa A na'V je dvostruko tranzitivna, ako
postoji permutacija ¢ € A za svaka dva para razlicitih elemenata (u,v) i
(x,y) iz V tako da je x = p(u) iy = ¢(v).

Ako grupa automorfizama sadrzi dvostruko tranzitivnu podgrupu tada je
G kompletan graf, to jest, ako je grupa automorfizama grupa svih permu-
tacija onda ona svakako sadrzi dvostruko tranzitivhu podgrupu posto ona
obuhvata sve permutacije, pa onda taj graf mora biti kompletan, zbog toga
vazi sledeca teorema.

Teorema 3.5.2. Ako grupa automorfizama grafa G sa najmange jednom gra-
nom sadrzi dvostruko tranzitivnu podgrupu, tada je G kompletan graf.

Dokaz:

Neka je G graf sa dvostruko tranzitivnom podgrupom A iz Aut(G) i (uv)
grana od G. Po pretpostavci postoji automorfizam ¢ € A za svaki par (x,y)
razli¢itih elemenata koji preslikava (u,v) na (z,y). Tada je xzy takode grana.
Kako je par (z,y) izabran na slu¢ajan nacin, tada je G kompletan.

O

Jasno, grupa automorfizama kompletnog ili totalno nepovezanog grafa G
je Sym(V(G)). Kombinovanjem toga i prethodne teoreme dobijamo sledeéu
posledicu.

Posledica 3.5.1. Aut(G) = Sym(V(G)) ako i samo ako je G kompletan ili
totalno nepovezan.

Sledeéa teorema koju je dokazao Frucht (1938) za apstraktne grupe na-
izgled je u suprotnosti sa ¢injenicom da ne moze svaka permutaciona grupa
na skupu V' da bude grupa automorfizama grafa G sa skupom ¢vorova V.
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Teorema 3.5.3. Za svaku konacnu grupu A postoji graf G za koji vazi

Aut(G) = A

Teoremu navodimo bez dokaza.

Na osnovu prethodne teoreme, svaka konacéna grupa je grupa automorfizama
nekog grafa. To je tacno jer, ako graf ima n elemenata ne moze svaka grupa
permutacija na skupu od n elemenata da bude grupa automorfizama tog
grafa sa n elemenata, ali moze da bude nekog grafa sa vise elemenata, nekog
"veceg” grafa.

Cikli¢cna grupa od tri elementa, ne moze biti grupa automorfizama nekog
grafa koji ima tri ¢vora, ali moze biti grupa automorfizama nekog grafa koji
ima visSe od tri ¢vora i to nam vazi na osnovu Frucht-ove teoreme. Na sledec¢oj
slici je primer takvog grafa.

Slika 3.4: Graf sa ciklicnom grupom automorfizama

Primer grafa sa ciklicnom grupom automorfizama pokazuje da graf moze da
sadrzi ¢vorove koji su fiksirani svakim automorfizmom. Ako skup automo-
rfizama preslikava skup ¢vorova ili grana na sebe, kazemo da je taj skup
stabilan od strane ovih automorfizama ili invarijantan u odnosu na te auto-
morfizme. Jasno, svaki maksimalan skup ¢vorova istog stepena u grafu je
invarijantan u odnosu na sve automorfizme. Ovo vazi i za ¢vorove stepena
1, koje se nazivaju viseéi ¢vorovi.
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Teorema 3.5.4. Svako stablo T sadrzi granu ili ¢vor koji je invarijantan u
odnosu na sve automorfizme iz T.

Dokaz:

Dokazimo teoremu indukcijom. Tvrdnja je tacna za stabla sa jednim ili
dva évora. Pretpostavimo da tvrdnja vazi za svako stablo sa najvise (n —
1) ¢vorova. Neka je T stablo sa n ¢vorova. Svaki automorfizam stabla T'
stabilizuje skup vise¢ih ¢vorova. Obrisimo ih i nazovimo novo stablo S. Kako
svako netrivijalno stablo ima bar dva ¢vora stepena 1, skup vise¢ih ¢vorova
je neprazan, te stoga S sadrzi manje od n ¢vorova, a zbog toga sadrzi granu
e ili ¢vor v koji su invarijantni u odnosu na svaki automorfizam od S. Zbog
toga Sto je restrikcija svakog automorfizma od T na S takode automorfizam
u S, tvrdenje vaziiu T.

O

Teorema 3.5.5. Ako pretpostavimo da je @ automorfizam povezanog grafa
G sa dekompozicijom na proste faktore G = G10G,0...0Gy, tada postoji

permutacija ™ od 1,2, ...,k i izomorfizmi
i+ Griy = Gy
tako da za sve x = (xy,...,x1) € G vazi:

o(r1, 22, ..., 1) = (P1(2r(1)), P2(Tr2))s - - PR(Ta(i)))-

Dokaz:
Posledica Teoreme 3.4.1..

Mozemo posmatrati dva specijalna slucaja:

1. Permutacija 7 je identicko preslikavanje. Tada svaki ¢; je automorfizam
od (G;. Kazemo da je ¢ generisano sa automorfizmima faktora G;. Ako
su po parovima faktori neizomorfni, ovi automorfizmi generisu grupu
automorfizama grafa G.

2. Bar dva prosta faktora G, i G, su izomorfni. Neka je 7 transpozi-
cija (rs), ¢, izomorfizam od G, u Gy, i s izomorfizam od G5 u G,.
Za indekse ¢ razlicite od r i s, neka je ¢; identicko preslikavanje na
V(G). Tada preslikavanje ¢ koje odgovara tim izomorfizmima je auto-
morfizam. To zovemo transpozicija dva izomorfna prosta faktora grafa

G.
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Definicija 3.5.3. Dva grafa zovemo relativno prosta, ako ne postoji netri-
vigalan graf koji je faktor od oba grafa.

Posledica 3.5.2. Grupa automorfizama povezanog grafa sa dekompozici-
jom na proste faktore G{0OG,0...0OG) je generisana automorfizmima i tra-
nspozicijama prostih faktora.

Kako samo izomorfni prosti faktori mogu menjati mesta, dobijamo sledeéu
posledicu za relativno proste faktore.

Posledica 3.5.3. Neka je G Dekartov proizvod G10G0 . .. OG), povezanih,
relativno prostih grafova. Tada svaki automorfizam ¢ od G ¢uva strukturu
slojeva od G u odnosu na datu dekompoziciju proizvoda i ona moze biti za-
pisana u obliku

(w1, T2, .. 2) = (p1(71), p2(T2), - - ., palzr)),

gde su @; automorfizmi od G;. U ovom slucaju Aut(G) je direktan proizvod
grupe automorfizama ovih faktora.

Teorema 3.5.6. Grupa automorfizama Dekartovog proizvoda povezanih

prostih grafova je izomorfna sa grupom automorfizama disjunktne unije fa-
ktora.

Teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 3.5.7. Dekartov proizvod povezanih grafova ima tranzitivnu grupu
automorfizama ako i samo ako svaki faktor ima tranzitivnu grupu automo-
rfizama.

Teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 3.5.8. Dekartov proizvod konacnih grafova ima tranzitivnu grupu
automorfizama ako i samo ako svaki faktor ima tranzitivnu grupu automo-
rfizama.

Teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 3.5.9. Svaki graf koji ima tranzitivnu grupu automorfizama ima
jedinstvenu dekompoziciju na proste faktore, u odnosu na Dekartov proizvod.
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Dokaz:

Dovoljno je dokazati teoremu za nepovezan graf G. Pretpostavimo da su
Xq,..., X, komponente grafa G i neka P,OP,0...0OPF; je dekompozicija na
proste faktore od X;. Prvo dokazimo da svaki nepovezani prost faktor mora
biti totalno nepovezan. Ako je Y., Y; faktor, tada, na osnovu Teoreme
3.5.7, svaki par Y;, Y; moraju biti izomorfni. Odatle sledi Y7 | Y; = rY; =
D,.0OY;. Kako je r # 1, ono moze jedino biti prost faktor ako ¥Y; = Kj.
Stoga je proizvod nepovezanih prostih faktora totalno nepovezan graf D, za
neko s, i zbog jedinstvene dekompozicije prostih faktora s, prosti faktori su
jedinstveno odredeni. Kako iz D,0Y = G dobijamo da je Y = X7, na taj
nacin dokazujemo teoremu za povezane proste faktore.

37



3.6 Karakteristican broj Dekartovog
proizvoda

Albertson i Collins (1996) uveli su karakteristican broj D(G) za graf G kao
najmanji broj oznaka koji moze uniStiti sve netrivijalne automorfizme od
G. Preciznije D(G) je najmanji ceo broj d, takav da G ima oznacCavanje
sa d oznaka koje ¢uva samo trivijalni automorfizam. Pod oznacavanjem
podrazumevamo preslikavanje koje preslikava V(G) u {1,2,..., k}. Unistiti
znaci da ako imamo neki graf i njegove automorfizme, ti automorfizmi pre-
slikavaju neke ¢vorove u neke druge, a da im se pri tome ocuva susednost
¢vorova. Ako uvedemo oznake dobijamo dodatni uslov da taj automorfizam
mora da ¢uva i oznake. Samo ako su dva ¢vora oznacena istim brojem oni
mogu da se preslikaju jedan u drugi. Desic¢e se da postoji neki netrivijalan
automorfizam koji zadovoljava taj uslov i onda treba da uvedemo jos jedan
broj kao oznaku kako bi to preslikavanje prestalo da bude automorfizam.

Teorema 3.6.1. Ako k > 2 tada D(G"*) = 2 za sve netrivijalne, povezane
grafove G # Ky, K, . Sta vise, D(K2*) =2 akon =2,3 in+k > 6.

Teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 3.6.2. Neka sun,k,d celi brojevi tako da 2 < d,k <n 1
(d—1)* <n<dt. Tada:

d,ako n < d* — [log k] — 1,

D(EOKy) = { d+1,ako n>d*— [log k] +1

Akon = d* —[log, k], tada je D(K,OK,,) ili d ili d+ 1. MozZe da se izracuna
rekuzivno O(log* n) puta, gde log* oznacava ponavijanje logaritma.

Teoremu navodimo bez dokaza.

Na slede¢em primeru vide¢emo kako funkcionise prethodna teorema. Primer
za D(K;OKg): tj. n =61k = 21 ako uzmemo da je d = 3 i ubacimo u
slede¢u formulu, (d — 1)¥ < n < d* dobidemo da je 4 < 6 < 9. Tada je:

[ 3,ako 6 <3*—[logz2] — 1,

D(K,B k) = { 4,ako 6> 3% — [log; 2] + 1
3,ako 6 < 7,64,

D(Ky0Kq) = { 4, ako 6> 8,64
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Vidimo da za vrednost d = 3 formula je tac¢na.
Naves¢emo dva primera da vidimo koliko nam je potrebno oznaka za KyOKy
i K,.

1. Primer za Ky;OK5:
Posmatra¢emo dva rasporeda za primer sa dve oznake. Na Slici 1,
mozemo primetiti da nismo unistili sve netrivijalne automorfizme, naime

fla) =b,f(b) = a, f(c) =di f(d) = c.

1 1
a b
C d
2 2

Slika 1: Primer KsOK, sa dve oznake

Kada posmatramo slede¢i raspored kao na Slici 2, vidimo da ni ovde
nismo unistili sve netrivijalne automorfizme. Ovde nam je a susedno
sa bic,iakoimamo f(b) =ci f(c) = b, ai dalje ostaje susedno sa b i

¢ (podrazumeva se da f(a) =a i f(d) = d).
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a 4]
c d
2 2

Slika 2: Primer KsOK,y sa dve oznake

Sada probamo sa 3 oznake. Ako su dva ¢vora oznacena istom oznakom
jedina bijekcija koja nije trivijalna jeste da njih zamenimo a da svi ostali
budu isti. Medutim to nam ne o¢uvava susednost ¢vorova. Ovde nam
je a susedno sa ¢, f(a) =ai f(c) =d, a aid nisu susedni, §to znaci
da ovo ne oc¢uvava susednost. Prema tome to viSe nije automorfizam,
jer susednost nije ocuvana. Na osnovu definicije dovoljno je da nademo
jedno takvo oznacavanje koje ima samo trivijalni automorfizam i to
je ovaj primer sa 3 oznake. Sa dva nema jer ¢e uvek postojati neki
automorfizam koji nije trivijalan.

1 2
a b
C d
3 3

Slika 3: Primer KoOK, sa tri oznake

2. Primer za K,,:
Za kompletan graf K, treba da uvedemo oznake tako da na osnovu
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toga budu samo trivijalni automorfizmi. Ve¢ smo rekli da su automo-
rfizmi preslikavanja koja pre svega ocuvavaju susednost ¢vora. Da bi
bio automorfizam mora da postoji bijekcija. Kada uvedemo oznake
pored bijekcije dobijamo i dodatni uslov a to je da mora da se oc¢uva i
oznaka Cvora, tako da ¢vor moze da se preslika samo u ¢vor sa istom
oznakom. Ako su nam svaka dva ¢vora susedna onda su i njihove
slike susedne, $to znaci da svaka bijekcija je automorfizam, a susednost
ostaje ocuvana jer su svaka dva ¢vora susedna. Ako imamo manje od
n oznaka, onda postoje dva ¢vora koja su oznacena istom oznakom.
Tada uzmemo preslikavanje koje preslikava ta dva ¢vora jedan u drugi,
a sve ostale ¢vorove fiksiramo na mestu kojem su. To preslikavanje je
automorfizam, jer ocuvava susednost ¢vorova, jer su svaka dva Cvora
medusobno susedna, a Sta god da su njihove slike i one su medusobno
susedne. Znaci ¢im imam dva ¢vora oznacena istom oznakom ili brojem
mogu da nadem automorfizam koji njima menja mesta, a sve ostale
¢vorove fiksira i to ¢e biti netrivijalan automorfizam. Na osnovu svega
toga kompletan graf K, ima n oznaka.
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3.7 Kancelacija

Ako su G, H i K povezani grafovi i GOK = HOK tada na osnovu teoreme
Sabidussi-Vizing, zajednicki faktor moze biti poniSten iz proizvoda. Pokazu-
jemo da ovo vazi i za nepovezane grafove. Sa O ¢emo obelezavati prazan
graf.

Teorema 3.7.1. Pretpostavimo da G, H, K € I', K # O. Ako vazi
GOK =~ HOK,
tada G = H.

Dokaz:

Neka su Gi,Gq,Gs, ... povezani grafovi u I Sa R = Z[zy,x9,23,...]
ozna¢imo prsten polinoma sa prebrojivo mnogo promenljivih. Definisemo
preslikavanje ¢ : I' = R.

Bilo koji povezan netrivijalan graf G' ima jedinstvenu faktorizaciju kao

G = G?I’MDGZ-DQ’”D . DGZ’]’“, gde G;, su prosti, po parovima neizomorfni, i
mozemo staviti da p(G) = :L’fll, x{j, . ,xf:

Konkretno ¢(G;) = x; za ¢ > 1, i mozemo definisati da je ¢(K;) = 11
©(0) = 0. Ovakvo ¢ je dobro definisano u skupu povezanih grafova. Svaki
graf G moze biti prikazan kao disjunktna unija G = Hy + Hy + --- + Hy,
povezanih komponenti, odakle mozemo da stavim o(G) = 325 o(H,).
Preslikavanje ¢ je dobro definisano i to je bijekcija na Z[xi, x5, 23...] sa
nenegativnim koeficijentima. Osobine distribucije i komutativnosti Deka-
rtovog proizvoda daju nam o(GOH) = ¢(G)p(H) za sve G, H € T.

Sada ako GOK = HOK, imamo p(GOK) = p(HOK), tako da p(G)p(K) =
P(H)p(K).

Akoje K # O tada ¢(K) # 01 ¢(G) = ¢(H) na osnovu kancelacije u domenu
integriteta R. Odatle je G izomorfno sa H zbog injektivnosti preslikavanja

@.
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4

Hiperkocka

4.1 Hiperkocka i Dekartov proizvod

Hiperkocke se u poslednje vreme koriste kao sredstvo za opisivanje finansi-
jskih trzista. Kada se trziste ne moze opisati sa samo tri promenljive, ve¢ nam
je potrebno vise od tri promenljive, to postizemo sa hiperkockama pomocu ko-
jih priblizno objasnjavamo dinamiku finansijskog sistema. Takode, uobic¢ajeni
postupak u hemiji je da se molekuli predstavljaju kao grafovi, a neki od tih
grafova mogu se potopiti u hiperkocku. Naves¢emo definiciju hiperkocki i
neke njene osnovne osobine.

Definicija 4.1.1. Hiperkocka @, dimenzije v je graf sa skupom c¢vorova
(v1,v2,...,v,) gde v; € {0,1}. Dva ¢vora su susedna ako se odgovarajuci
cvorovi razlikuju u tacno jednoj koordinati.

Drugim rec¢ima dva vektora u = (uy,ug,...,u,) i v = (v1,vs,...,0,) su
susedna ako postoji indeks j takav da je u; # vjiu; = v;zasvei # j, 1 <i <
r. Sledeca slika pokazuje nekoliko hiperkocki, gde smo zbog jednostavnosti
skratili r-zapise (u1,us, ..., u,) kao uy, us, ..., u,.

Teorema 4.1.1. @), je Dekartov proizvod od r kopija Ks.

Kao sto smo ve¢ rekli K, je graf sa dva ¢vora i jednom granom. Dekartov
proizvod, KsOKs, je kvadrat, dok je KoOK,OK, kocka. Posmatrajmo graf
Ky Oznacimo évorove grafa Ky sa 01 1. Cvorovi grafa K, su 1-torke
nula i jedinica. Po definiciji Dekartovog proizvoda, dva ¢vora su susedna ako
i samo ako su im sve koordinate osim jedne medusobno jednake, a na toj
koordinati stoji nula u jednom, a jedinica u drugom ¢voru. Prema tome,
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lako je primetiti da je susednost definisana isto kao u @,.. Dekartov proizvod
od dve hiperkocke je takode hiperkocka.

1 01 11
Lr:?l (JE E
0 00 10 o011

1110

1100

Slika 4.1: Primeri hiperkocki

Cvorovi od Q,, takode mogu biti shvaceni kao karakteristiéni vektori pod-
skupa ili r-skup. Svaki dati ¢vorovi vy, v, ..., v, je odgovarajuéi podskupu
{i|v; =1} od {1,2,...,r}. Cvorovi Q, mogu biti obelezeni sa podskupom
{1,2,...,r} gde su dva podskupa susedna ako je jedan dobijen od drugog
brisanjem ili dodavanjem jednog elementa.

Teorema 4.1.2. Neka je ), hiperkocka. Tada:
1. Q, je povezan, bipartitan, r - reqularan i ima preénik ili dijametar r.
2. V(Q.)|=2", a |E(Q,) =r2r1

3. Za svaki par cvorova u,v € V(Q,), podgraf indukovan intervalom I(u,v)
je hiperkocka dimenzije d(u,v).

Sledeca slika je primer jedne Q3 hiperkocke, gde sa leve strane, ¢vorovi su
prikazani kao trojke, a sa desne strane, kao podskupovi od {1,2,3}. Karak-
teristicni vektori ovih podskupova su trojke, predstavljene odgovarajuc¢im
¢vorovima. Na primer, podskupu {2,3} odgovara 011, zato $to se u pod-
skupu ne nalazi jedinica pa je na njenom mestu 0. Takode praznom skupu
odgovara 000.
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Slika 4.2: Primer QQ3

Lema 4.1.1. Neka je G podgraf hiperkocke. Tada
1
1B(G)] = 5|V(G)[log2|V(G)]

jednakost vazi ako i samo ako je G hiperkocka.

Dokaz:
Dokaz radimo indukcijom po broju n ¢vorova grafa G. Tvrdenje je jasno za
n < 2.

Neka je |[V(G)| > 3. Posto je G podgraf hiperkocke Q,, svaki ¢vor od G je
r-torka {0, 1}. Mozemo pretpostaviti bez gubitka opstosti da prve koordinate
¢vorova od G nisu sve jednake.

Neka je (G; podgraf od G indukovan ¢vorovima za koja su prva mesta
r-torki jednaka 0, i G5 indukovan ostalim ¢vorovima iz G.

Definisemo cele brojeve z i y tako da je z = |[V(G)| iy = |V(G2)| gde
su indeksi izabrani tako da bude x >y > 1.

Na osnovu hipoteze imamo da je |E(G1)| < Flogyz i [E(G2)| < 4 log, y.
Kako svaki ¢vor iz G; ima suseda iz G5, to je dovoljno da se pokaze da je

x r +
510g2$+y+%10g29§ y10g2($+y)-
Dokazujemo da ova jednakost vazi za sve realne brojeve x > y > 1.
Za x =y, obe strane su jednake.
Za x >y, pokazujemo samo nejednakost.
Dovoljno je pokazati da izvod po x sa leve strane strogo manji od izvoda

po x sa desne strane, to jest:
1 1 1 1
§log2x+ §log26 < §log2 (x+y)+ §log26.
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Posto je y > 1 ovo je ta¢no. Kada je y = x tada svaki ¢vor iz G je sused sa
¢vorom iz G i,

x
[B(G)l = |E(G1)] = 5 log, a.
Tada su G, G5 hiperkocke na osnovu hipoteze, a i G je hiperkocka takode.

O

Neka je v < j, gde su ¢ i j dva cela broja izmedu 1 i r. Tada je preslikavanje
©ij (V1,02 Uiy Uy Uy) = (U1, V2, Uy, Uy, Uy)
automorfizam od @,.. Osim toga, za bilo koje i, 1 <i <r
Vi (v, 09, v 0n) = (V1,09 ),

gde je sabiranje po modulu 2, je takode automorfizam. Jasno id = ¥? za
svako i, a1 ¢;1h; = ;; zasve 1 <4, j <r. Podgrupa od Aut((),) generisana
sa 1; je Abelova, i svaki netrivijalni elemenat je reda 2. Takve grupe su
poznate kao elemenatarne Abelove 2-grupe i takode se zovu Bulove. Moze se
pokazati da ¢; ; 1 1; generisu Aut(Q),). Osim toga za svaka dva ¢vora u,v €
Q) koji se razlikuju na koordinati iy, 4s, ... 4; vazi i ¥, i ... ¢i;(u) = v. To
nas dovodi do ¢vorne tranzitivnosti grafa.

Definicija 4.1.2. Grupa automorfizama grafa G je tranzitivna ako postoji
automorfizam ¢ za bilo koji par évorova u,v € G, takvih da p(u) = v. U tom
slucaju, G se zove ¢vorno tranzitivni graf.

Na osnovu svega navedenog sledi da su hiperkocke ¢vorno tranzitivni
grafovi.
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4.2 Medijalni grafovi

Sada ¢emo poceti pricu o medijalnim grafovima i njihovoj povezanosti sa
hiperkockom. Stabla su nam interesantna, jer predstavljaju primere medija-
Inih grafova. Za svaka tri ¢vora u, v, w u proizvoljnom stablu postoji jedin-
stveno odreden ¢vor z koji lezi na najkrac¢em putu izmedu bilo koja dva od
tri data ¢vora. Ova ¢injenica vodi do koncepta medijane i medijalnih grafova.

u
o $ O O '}
e O € e
z w
¢ < ¢ < ¢
ve O O O ‘el

Slika 4.3 Medijana z trojke u, v i w

Definicija 4.2.1. Medijana za trojku c¢vorova u, v, w grafa G je cvor z, koji
za svaka dva para évorova iz {u,v,w} lezi na nekom najkraéem putu izmedu
ngih.

Na slici 4.3 ¢vor z je medijana ¢vorova u, v i w. Alternativno, medijane
¢vorova u, v 1 w mogu biti definisani kao ¢vorovi u I(u,v) NI (u, w)N I (v, w).

Definicija 4.2.2. Graf je medijalni graf ako svaka trojka cvorova ima jedin-
stvenu medijanu, to jeste,

[I(u,v) N I(u,w) N I(v,w)] =1
za svaku trojku u, v, w iz V(QG).

Ovi grafove su prvi predstavili Avann (1961), Nebesky (1971) i nezavisno
od njih, Mulder (1978, 1980, 1980). Ni K,3 i 5 nisu medijalni grafovi.
Graf K3 nije medijalni graf, jer njegova dva ¢vora stepena 3, su medijane
za druga tri ¢vora. Isto tako, ()5 nije medijalni graf, jer trojke 110, 101, 011
ne sadrze medijanu. Stoga, K53 ne moze da bude medijalni graf jer sadrzi
previse medijana, a ()5 ne moze da bude medijalni graf jer ne sadrzi dovoljan
broj medijana.
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Teorema 4.2.1. Stablo je medijalan graf.

Dokaz:

Neka su u, v, w ¢vorovi stabla T'1 P,(), R jedinstvene putanje u 7" od u do
v, od u do w i od v do w, kao $to je predstavljeno na slici 4.4. Kako su ove
putanje jedinstvene, one su i najkrace putanje. Putanje P i () sadrze ¢vor u.
Neka je z (jedinstveno definisano) évor u P i @ koje je najudaljenije od u.
Tada podputanje P., od z do v i ()., od z do w sadrze zajednicki samo ¢vor
z. Stoga njihova unija je putanja izmedu v i w, $to je zapravo putanja R.
Primetimo da su svi ¢vorovi od R koja su razlic¢ita od z ili nisu u P ili nisu
u . Dalje zakljuc¢ujemo da je z jedinstveni ¢vor koje se nalazi u preseku
sve tri putanje i stoga je medijana trojke u, v i w. Kako su P, Q) i R jedine
putanje od u, v i w, sledi da je ¢vor z jedinstveno.

Slika 4.4: Medijana od u, v i w u stablu

Lema 4.2.1. Neka su uy,us,us c¢vorovi grafa G. Ako postoji medijana z,
tada je

1
d(ui, z) = §(d(ui,uj) + d(u;, w) — d(ug, ug)),
gde je {i,j,k} = {1,2,3}.

Dokaz:
Kako d(u;,u;) = d(u;, 2) +d(z,uj),za 1 < i,5 < 317 # jlema se moze
dokazati zamenom odgovarajuc¢ih identiteta na desnoj strani jednacine.

(|
Za svaki podgraf H grafa G, vazi nejednakost dg(u,v) < dg(u,v).

Definicija 4.2.3. Neka je H podgraf grafa G. Ako je dy(u,v) = dg(u,v) za
sve ¢vorove u,v € V(H), tada podgraf H nazivamo izometricni podgraf.

Teorema 4.2.2. Neka je C' nagkraca kontura ili najkracéa neparna kontura
grafa G. Tada je C izometrican u G.
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Teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 4.2.3. Grafouvr kod kojih svaka trojka cvorova ima medijanu su
bipartitns.

Dokaz:

Neka je C' najkrac¢a neparna kontura vy, vs, ..., vops1 grafa koji zadovoljava
pretpostavke teoreme. Na osnovu Teorema 4.2.2. ona je izometri¢na. Po-
smatrajmo ¢vorove vy, Ugy1, Upro. Kako je C izometricna,

dG(Ula Uk+1) = dG(Uh Uk+2) = k.

Stoga, na osnovu prethodne Leme 4.2.1, distanca izmedu medijana vy, vg41,

Ugr2 0od vy iznosi dg(vy, z) = %(dg(?}h Vgt1) +da(v1, Vgro) — da(Vgrt, Vkio)) =
%(k +k-1)= %(21{: — 1), Sto je nemoguce jer ovo nije ceo broj.

Teorema 4.2.4. Svaka hiperkocka je medijalni graf.
Dokaz:

Posmatrajmo trojku v = ujus . .. Uy, v = V103 ...V, 1 W = WiWy . . . W, CVOTOVA
od @,. Formirajmo z = 2125 ... 2, tako da svaki z; je definisan tako da z; = 1
ako su bar dva ¢vora u;, v;, w; jednaka 1, dok je z; inace 0. Tada za svaki
par ¢vorova iz trojke koji su udaljeni k pozicija, imamo da je d(u,v) = k =
d(u,z) + d(z,v), odakle vidimo da se z nalazi na najkra¢em putu izmedu
u i v. Dakle, z je medijana za ¢vorove u, v i w. S druge strane, ako je x
na najkra¢em putu izmedu u i v, i ako je u; = v;, onda je x; = v;. Sli¢ni
komentar vazi i ako je x na najkra¢em uw-puta ili vw-puta. To vazi za svaku
medijanu ¢vorova u, v i w, pa vidimo da je medijana i jedinstvena.

O

Medijalni grafovi mogu biti definisani kao retrakti hiperkocke. Retrakcija ¢
grafa G je homomorfizam grafa G u samog sebe sa osobinom ©?(u) = ¢(u),
za sve u € V(QG).

Definicija 4.2.4. Homomorfna slika grafa G, u odnosu na retrakciju @ zove
se retrakt grafa G.

Teorema 4.2.5. Graf G je medijalni graf ako i samo ako G je retrakt
hiperkocke.

Teoremu navodimo bez dokaza.
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4.3 Medijalne mreze u ljudskoj genetici

Medijalni grafovi se primenjuju pri reSavaju problema u ljudskoj genetici.
Medijalne mreze u ljudskoj genetici prvi put se javljaju 1995., i predstavljaju
ih Bandelt, Forster, Sykes i Ricard. Glavna tema njihovog istrazivanja bile su
mitohondrije DNK-a ili skra¢eno mtDNK-a. Shvatili su da pri analizi ljudskih
mtDNK-a, tradiciona metoda ”gradenja” stabla je nezadovoljavajuca, zbog
toga razvili su metod koji pravi razliku izmedu reSivih i nereSivih razlicitih
karaktera. U tu svrhu razvili su slede¢i model. Odredeni broj mtDNK-a
nekog pojedinca iz populacije se ispituje i pretvara u binarne podatke. U
ovom procesu prenosi se skup binarnih vektora fiksne duzine, recimo d, koji
se smatraju ¢vorovima od ();. Odgovarajuca medijalna mreza je najmanji
medijalni podgraf Q)4 koji sadrzi vektore podataka. Ova mreza dobijena je
dodavanjem medijana za trojke originalnih vektora i ovaj proces se nastavlja
sve dok se dodaju novi ¢vorovi. Bandelt i drugi su 1995. pokazali da sva
takozvana ”parsimonious” stabla za dati vektor se realizuju u odgovarajuéu
medijalnu mrezu. Dali su takode efikasnu proceduru za konstrukciju medi-
jalne mreze, kao i postupak redukcije koji bi se koristio kada medijalne mreze
postanu prevelike. Ovakav pristup medijalnih mreza se kasnije primenjuje na
konkretne skupove podataka. Sledeca slika je medijalna mreza za skup od
28 Frizijaca]

Medijalna mreza

'Frizijci su germanska etnicka grupa
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Napomenué¢emo da prikazana mreza kodira vise informacija od same stru-
kture grafa. Veli¢ine krugova koji predstavljaju haplotipovef] su propor-
cionalne broju osoba sa tim haplotipom, dok su mali krugovi potencijalni
haplotipovi. Slovo N oznacava pojedince iz Severnih Frizijskih ostrva, a pode-
bljane linije najvise jedinstvena ”parsimonious ” stabla.

Upotreba medijalnih mreza inicirala je razne pravce razvoja od kojih ¢emo
navesti najvaznija:

1.

Ricard i ostali (1996.) prave prve aplikacije medijalnih mreza za lju-

dsku genetiku na osnovu filogenskih analiza. U ovaj rad ukljucene su
mtDNK-a od 821-nog pojedinca iz Evrope i Bliskog istoka. Zaklju¢eno
je da su preci od velike ve¢ine dosli u Evropu u toku Gornjeg Paleolita.

Znacajan problem sa podacima mtDNK-a u javnosti i u bankama po-
dataka je u tome $to one mogu da sadrze ozbiljne greske. Banadelt,
Quintana-Murci, Salas i Macaulay su 2002. uzeli u obzir jednu vrstu tih
greSaka, poznate kao fantomske mutacije. Njihova analiza je upotreba
sekvenci (fyg)a>0, gde sa f; oznacavamo broj d-kocki medijalnih mreza.

Bandelt, Salas i Lutz-Bonengel su 2004. opisali 4 glavne greske koje
se javljaju sekvencama mtDNK-a za forenzicke svrhe i daju specificne
podatke koji nisu odgovarajuéi za tu upotrebu. Oni za reSavanje ovog
problema daju male i odabrane baze podataka koji mogu biti pred-
stavljeni sa kompletnom medijalnom mrezom.

Kong i drugi su 2008. predlozili tehniku rekombinacije dijagrama kako
bi se bavili greskama u podacima gotovo svakih mtDNK-a.

Upotebom medijalnih mreza Bandelta i ostalih 2009. suprostavljaju
novije rezultate starijim rezultatima koji se ticu kompletnih mtDNK-a.
Njihovi dijagrami ukazuju na nepotpuno citanje sekvenci.

2Haplotipovi su geni koji se ne rekombinuju i nemaju svoj par na drugom hromozomu
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Zakljucak

U ovom master radu dat je pregled osnovnih pojmova i osobina grafovskih
proizvoda, pri ¢emu je posebna paznja posvetena Dekartovom proizvodu
grafova.

Definicija Dekartov proizvod grafova je prirodna i jednostavna. U ve-
likoj je meri istrazen, ima dosta zanimljivih algebarskih osobina. U radu
smo predstavili nekoliko vaznih teorijskih rezultata o Dekartovom proizvodu
grafova, kao Sto su rezultati Sabidussi-a i Vizinga o jedinstvenosti dekompozi-
cije na proste faktore. Izlozeni su rezultati o grupi automorfizama Dekartovog
proizvoda.

Sto se tice primene, Dekartov proizvod grafova ima znacajnu ulogu u
reSavanju problema dinamickog lociranja. Medijalni grafovi, koji su retrakti
hiperkocki, koriste se i u ljudskoj genetici. Hiperkocke se u poslednje vreme
koriste kao sredstvo za opisivanje finansijskih trzista.

Posto je tema savremena, za mene je bila dosta inspirativna i intere-
santna. Kako nema puno literature na srpskom jeziku o njoj, prezentovani
materijal predstavlja osnovu ¢itaocu za upoznavanje sa osnovnim pojmovima
Dekartovog proizvoda grafova.
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