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PREDGOVOR

Tema ovog rada pripada savremenoj matematickoj oblasti baziranoj na
fazi skupovima, tj. teoriji fazi skupova. Rec€ fazi je engleskog porekla i oznacava
neodreden, neprecizan pojam. U matematicCkom okruZenju prvi put se javila
1965. godine u radu Fuzzy sets: Information and control profesora Zadeha (Lotfi
A. Zadeh). Osnovni cilj definisanja ovog pojma je da se na matematicki, formalan
nacin predstavi i modelira neodredenost i nepreciznost prisutna u svakodnevnom
Zivotu. Zahvaljuju¢i uvodenju pojma fazi, omoguceno je da se nekom iskazu
dodeli vrednost koja varira izmedu potpuno neta¢no do potpuno ta¢no.

Kod klasicnih skupova postoji jasna granica pripadnosti skupu, tacnije
element ili pripada ili ne pripada datom skupu, dok kod fazi skupova ta granica
nije jasno odredena. Fazi skup predstavlja uopstenje klasi€énog skupa, jer se za
svaki element odreduje stepen pripadnosti skupu. Pripadnost elementa se moze
okarakterisati brojem iz intervala [0,1] i funkcija kojom se opisuje ta pripadnost se
naziva funkcija pripadnosti (eng. membership function). Upravo fleksibilnost pri
izboru oblika funkcije pripadnosti omogucéava lakSe prilagodavanje fazi sistema
realnim situacijama i to je jedan od osnovnih razloga zbog kojih fazi sistemi u sve
vecoj meri postaju zamena klasi¢nim inZenjerskim sistemima. Kao nadogradnja
teorije fazi skupova razvijena je teorija fazi brojeva, te i fazi aritmetika.

U ovom radu dat je pregled savremenih rezultata iz teorije fazi skupova sa
posebnim osvrtom na primenu fazi brojeva u projektnom upravljanju. Rad se
sastoji iz tri poglavlja. Prva dva poglavlja imaju za cilj da uvedu u osnove fazi
razmiSljanja, te i u samu fazi aritmetiku. Kasnije, ilustrovana je primena fazi
aritmetike u reSevanju realnih problema.

U prvom poglavlju je dat detaljan pregled osnovnih pojmova i definicja
vezanih za fazi skupove. llustrovane su razlike izmedu klasi¢nih i fazi skupova.
Literatura koriS¢ena pri izradi ovog poglavlja je [1,11,14,21].

U drugom poglavlju je data definicija fazi broja i opisani su osnovni tipovi
fazi brojeva: linearni fazi brojevi, Gausovi fazi brojevi, kvazi-Gausovi fazi brojevi,

kvadratni fazi brojevi, eksponencijalni, kvazieksponencijalni. U ovom poglavlju je



definisana aritmetiCka operacija sabiranja fazi brojeva. Pored toga, definisan je i
vrlo bitan alat u teoriji fazi skupova, tzv. Zadehov princip proSirenja.
Predstavljena su i tri razliita nacina pristupa fazi aritmetici u okviru koje su
obradeni koncepti L-R fazi broja, diskretnih fazi brojeva i dekompozovanih fazi
brojeva. Rezultati prezentovani u ovom delu su iz [1,3,7,8,9,11,12,13,19,20,21].
U tre¢em poglavlju ilustrovana je primena fazi aritmetike u upravljanju
projektima i to pri koriS¢enju CPM i PERT metoda ([15,17]). Prilikom izrade
nekog projekta potrebno je raSclaniti projekat na aktivnosti i dogadaje, zatim
odrediti vremena nastupanja i trajanja svih aktivnosti od kojih se sastoji projekat.
Nakon utvrdivanja potrebnih vremena izvrSenja odredenih aktivnosti potrebno je
odrediti kriti¢an put, tj. put na kom se nalaze aktivnosti koje ne smeju da kasne.
Cilj CPM i PERT metoda je upravo otkrivanje kriticnih puteva, s tim da je u ovom
radu prikazan nacin otkrivanja kriticnog puta pomocéu fazi aritmetike. Rezultati

prezentovani u ovom poglavlju su iz [1,2,3,4,5,6,7,10,13,15,17,19,23].

* % %

Izuzetnu zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Ivani Stajner-Papuga, na
ukazanom poverenju, pruzenom znanju i pomoci bez koje ne bih uspela da
zavrS§im ovaj rad. Takode, zahvaljujem se prof. dr Zagorki Lozanov-Crvenkovi¢
na podrici koju mi je pruZala tokom studija, kao i preostalim ¢lanovima komisije
dr Tatjani Grbic i dr Tatjani DoSenovic.
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Fazi skup

U sluCajevima kada je nemoguée napraviti jasnu razliku izmedu
pripadnosti ili nepripadnosti nekog elementa datom skupu, ne mogu se Koristiti
principi klasi¢ne teorije skupova. Takve situacije su vrlo ¢este u svakodnevnom
Zivotu. Primera radi, zaposlenima u preduzecu je postavljeno pitanje da li se
slaZzu sa tvrdnjom da je visina njihovih mesecnih primanja odgovaraju¢a. Dobijeni
su sledeci odgovori: ne slazem se, delimi¢no se slaZzem, u potpunosti se slazem.
U ovom slu€aju univerzalni skup je skup svih zaposlenih, a posmatra se njegov
podskup sacinjen od zaposlenih koji se slazu sa gore navedenom tvrdnjom. Veé
na ovom jednostavnom primeru se vidi da nije u pitanju klasiCan skup, jer postoje
zaposleni koji se samo u odredenoj meri slaZzu sa datom tvrdnjom. Zbog
neodredenosti koja se javlja u ovakvim i slicnim situacijama nastala je potreba da
se one matematiCki opiSu, te se, kao uopstenje klasi¢nih skupova, javljaju fazi

skupovi.
1.1 Osnovne definicije i pojmovi

U ovom poglavlju su dati osnovni pojmovi vezani za fazi skupove pocCevsi
od same definicije. Pored toga, dat je pregled uopsStenja pojmova iz klasi¢ne
teorije skupova kao i definicije osobina koje su karakteristicne samo za fazi
skupove (videti [1,11,20]).

Fazi skup dozvoljava da neki element samo u odredenoj meri pripada
skupu, kao Sto su u gore datom primeru zaposleni koji se delimicno slazu.
Funkcija kojom se opisuje stepen prpadnosti nekog elementa se naziva funkcija

pripadnosti i data je narednom definicijom ([1,11,20]).



Definicija 1.1.1 Funkcija pripadnosti, u oznaci u, je preslikavanje u: X — [0,1],

gde je X univerzalni skup.

U prethodno navedenom primeru odgovorima: ne slazem se, delimi¢no se
slazem, u potpunosti se slaZzem; se mogu dodeliti vrednosti 0, 0.5 i 1, redom. Na

taj nacin je brojevima opisan subjektivan osecaj svakog ispitanika.

Fazi skup se definiS8e upravo preko svoje funkcije pripadnosti ([1,11,20]).

Definicija 1.1.2 Fazi skup ;1 je skup uredenih parova (x,u-(x)) gde je «x
A

element univerzalnog skupa X, a u_(x) vrednost funkcije pripadnosti za
A

element x tj.

A={ (u_ () [xeX,p_(x)e[0]1]}.
A A

|z date definicije se jasno vidi da je klasi€an skup specijalan slucaj fazi skupa
kada se uzme da je vrednost funkcije pripadnosti za svaki element jednaka
jedinici.

Ukoliko fazi skup ima konacno mnogo elemenata, oni se mogu nabrojati i
obi¢no se elementi koji imaju nulti stepen pripadnosti (za koje je vrednost funkcije
pripadnosti jednaka nuli) ne navode. U slu¢aju konacnog broja elemenata fazi
skupa, oni se mogu prikazati i tabelarno, navodeéi u jednom redu elemente, a u
drugom odgovarajuce vrednosti funkcije pripadnosti.

Da bi se izbegla dvosmislenost u oznakama, u ovom radu klasi¢ni skupovi

se oznaCavaju velikim Stampanim latiniénim slovima 4,B,C..., a fazi skupovi

~ o~ o~

sad,B,C..
Jos jedan klasi¢an pojam koji ima svoje uopStenje u fazi teoriji je i pojam

relacije.



Defnicija 1.1.3 n-arna fazi relacija, u oznaci R, je ureden par n- torke

(xX1,X2,.,X,) € X1 x X5 ...x X, i funkcije pripadnosti u_ (xq,x3,...,x,) 1.
R

R={((x1,X0 00y X )y U (X5 X9 500, X)) |
R

(X1,X0,5000s X)) € Xy X Xp X X, }, b (X],X9,..,X,) €[0,1]
R

gde su X, X, ..., X, univerzalni skupovi.

Osnovna razlika izmedu klasi¢ne i fazi relacije je u tome Sto klasi¢na relacija
ukazuje na to da li su elementi u relaciji ili ne, dok fazi relacija dozvoljava da
elementi u odredenoj meri budu u datoj relaciji. Odnosno, stepen pripadnosti

- (x1,x2,...,x,) ukazuje na to u kojoj su meri elementi x,,...,x, povezani.
R

Primer 1.1.1

Neka su dati skupovi A4 ={skolaa,,Skolaa,,S8kolaaz} i B ={Skolaby,skolab,} i

neka je relacija R, koja opisuje veliku udaljenost izmedu Skola iz skupa 4 i B,

data sa:
R ={((Skola ay, skola b7),0.9),((Skola a,, Skola b,),0.6),((Skola a,, skola by),1),

((kola a,, Skola by),0.4),((Skola a3, Skola by),0.5),((skola a3, Skola by),0.1)}

Vrednosti funkcije pripadnosti ukazuju da su Skole a, i b; veoma udaljene, dok

Skole a3 i by nisu.

Sledi pregled nekih bitnih pojmova vezanih za fazi skup.

Definicija 1.1.4 [1] Fazi partitivni skup, u oznaci P(NA), gde je 4 klasi¢an skup, je

skup svih mogucih fazi podskupova od klasi¢nog skupa 4 tj.

P(A)=1{T | T 4.

-8 -



Definicija 1.1.5 [1] Visina hgt(;l) fazi skupa ;lgP(NX) je supremum funkcije

pripadnosti, {j.
hgt(A4) = sup pr(x).
xeX A
U slucaju da fazi skup 4 broji konaéno mnogo elemenata visina se definiSe kao

maksimum funkcije pripadnosti ;.

hgt(A) =max . (x).
xeX 4

Ho(x)
A

0, E— va \

Slika 1. Visina fazi skupa

Na slici 1. ([1]) je prikazana funkcija pripadnosti fazi skupa na kojoj je oznaCena

visina hgt(Zl).

Definicija 1.1.6 [1] Fazi skup ;1 je normalizovan ako je hgt(4) =1, odnosno ako
postoji bar jedan element, iz univerzalnog skupa, takav da je vrednost funkcije

pripadnosti jednaka jedinici. U suprotnom fazi skup se naziva subnormalizovan.



normalizovan
Ja \ subnormalizovan
ln' J— 1
|ln". / ! !
.'lf ';I
.f'la / X
I Voo
yﬁ \" \
0 X

Slika 2. Normalizovan i subnormalizovan fazi skup

Na slici 2. ([1]) su dati primeri normalizovanog i subnormalizovanog fazi skupa.

Definicija 1.1.7 [1] Jezgro core(Zl) fazi skupa ;lgP(X) je klasic¢an skup svih

elemenata xe X takvih da je vrednost funkcije pripadnosti jednaka jedinici tj.

core(;l)z{xeX|,u~(x):1}
A

Odnosno, to je skup svih onih elemenata koji u potpunosti pripadaju datom

Definicija 1.1.8 [1] Nosac supp(;;) fazi skupa ;lgP(NX) je klasi¢an skup svih

elemenata x € X Cija je vrednost funkcije pripadnosti veca od nule,

supp(A)={ x € X | H 9> 03

-10 -



Ao (x)
A
"r/ g II\\'\
0 ], |
supp(:‘i)

Slika 3. Jezgro i nosac fazi skupa A

Na slici 3. ([11]) su prikazani jezgro i nosa¢ skupa ;1 U ovom slu€aju jezgro ima

samo jedan element.

Definicija 1.1.9 [1] «a- presek (eng. «a-cut) fazi skupa ;lgP(NX), u oznaci

cuta(ZI), je klasi¢an skup elemenata xe X koji pripadaju fazi skupu 4 sa

stepenom pripadnosti bar o, tj. cut, (;1) ={xeX |u_-(x)>a }.Ukoliko je stepen
A

pripadnosti strogo vec¢i od a onda se skup cuta+(;l)={xeX |- (x)>a}
A

naziva strogi « - presek.

Ha ()4
A

=779 (:ﬂ)

Slika 4. « - presek fazi skupa A

-11 -



Na slici 4. ([11]) je ilustrovan jedan « - presek fazi skupa ;1

Primer 1.1.2 Neka je dat sledeci diskretan fazi skup

P=1{(1,0.0),(2,0.5),(3,1.0),(4,0.5),(5,0.0)}.

L

Slika 5. Fazi skup P

Za o =0.5 jedan «- presek fazi skupa P je klasiCan skup elemenata 2,3 i 4,

odnosno, cut o 5(P)={23,4}.

Definicija 1.1.10 [11] Kardinalnost diskretnog fazi skupa ;lgP(NX), u oznaci

card(A), sa konacnim nosaCem se definiSe kao .

ard( A=Y p= ¥ u.(
xex 4 ~ 4
x € supp(4) B B

Definicjija 1.1.11 [1] Fazi skup Ac P(R) je konveksan
ako za svaka dva elementa u,vecur, (;1) i svako «a €[0,1] vazi
Au+(1-A)vecut,(4), Ae[0,]].

odnosno, ako i samo ako je svaki « -presek konveksan skup.

Konveksnost fazi skupa se moze definisati i preko funkcije pripadnosti na sledeci

nacin:

-12-



Definicjija 1.1.12 Fazi skup 4 c P(R) je konveksan ako i samo ako vaZi

/JZI(/DQ +(1=2)xp) 2 min{u (x1), o~ (x2)}

Za A A

X1,X2 EX,AE[O,I].

Prethodna definicija se moze tumaciti na sledeci nacin: Ako se uzmu dva

elementa x, i x, iz fazi skupa 4 i povuCe duz koja ih spaja, vrednost funkcije
pripadnosti za svaku tacku sa te duzi mora biti veéa ili jednaka od minimuma
vrednosti funkcije pripadnosti za elemente x; i x,. Fazi skupovi ilustrovani

slikom 2. su primeri konveksnih fazi skupova,

1

Slika 6. Nekonveksni fazi skupovi

dok su na slici 6. ([1]) dati nekonveksni fazi skupovi, (crvene taCke pripadaju « -
preseku, dok njihova konveksna kombinacija ne pripada «o- preseku).
Poredenjem slika 2. i 6. moZe se zakljuciti da je fazi skup konveksan ako i samo

ako se « - presek ne sastoji iz vise segmenata.

-13 -



1.2 Operacije sa fazi skupovima i relacijama

U ovom poglavlju fokus je na fazi skupovima i fazi relacijama koje imaju
kompatibilne domene, tj. definisani su nad istim univerzalnim skupom, odnosno
nad proizvodom univerzalnih skupova. Operacije sa fazi skupovima i relacijama
date su preko operacija nad funkcijama pripadnosti. Ako drugacCije nije
naglaseno, u dallem radu se posmatraju fazi skupovi sa kompatibilnim

domenima.

Definicija 1.2.1 [1] Fazi skup ;1 je podskup fazi skupa E?, u oznaci A c 1§’, ako i

samo ako u._(x)< u._(x) zasvako xe X .
A B

Definicija 1.2.2 [1] Fazi skupovi ;1 i B su jednaki, u oznaci 4= B, ako i samo
ako u_(x)=pu-(x) zasvako xe X.

A B

Definicija 1.2.3 [1] Za dati fazi skup ;1 sa funkcijom pripadnosti u_ (x), funkcija
A

pripadnosti  u . (x) za komplement A4¢ skupa A4 se definiSe kao
AC

U~ (x)=1—pu_(x) zasvako xe X .
A€ A

/ \ \/

(@) (b)

Slika 7. Funkcija pripadnosti fazi skupa (a) i njegovog komplementa (b)

-14 -



Na slici 7. (b) je prikazano kako izgleda komplement fazi skupa datog na slici 7.

(a) (videti [1]).

Definicija 1.2.4 [1] Za date fazi skupove ;1 i E?, Cije su funkcije pripadnosti

u-(x) i u_(x), funkcija pripadnosti u . (x) za presek ;1 m;; se definiSe kao
A B ANB

- (x)=min{u_(x),u-(x)} zasvako xe X .
ANB A B

f N ,.
" poe [

Slika 8. Funkcije pripadnosti fazi skupova A i E?

Na slici 8. ([1]) su date funkcije pripadnosti dva fazi skupa ;1 i INB, a presek ta dva

fazi skupa je prikazan na sledecoj slici ([1]).

AN

Slika 9. Funkcija pripadnosti preseka A " B fazi skupova AiB
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Definicija 1.2.5 [1] Za date fazi skupove ;1 i E?, Cije su funkcije pripadnosti

u-(x) i u_(x), funkcija pripadnosti 4 . (x) za uniju 4 UB se definige kao
A B AUB

U - (x)=max{u_(x),u-(x)} zasvako xe X.
AUB A B

Slika 10. Funkcija pripadnosti unije A \U B fazi skupova A4iB

Na slici 10. ([1]) je data unija fazi skupova Cije su funkcije pripadnosti prikazane

na slici 8.

Lako se moZe pokazati da za gore navedene operacie nad fazi
skupovima vaze osobine involucije, komutativnosti,  asocijativnosti,
distributivnosti, idenpotentnosti, identiteta, specijalne apsorpcije, De Morganovi
zakoni ([1,11]).

Napomena 1.2.1 Prethodno predstavljene operacie preseka i unije

predstavljauju specijalan slu€aj preseka i unije baziranih na trougaonim normama

i trougaonim konormama, o kojima ¢e biti viSe re€i nesto kasnije ([14, 20]).

-16 -



Napomena 1.2.2 Sve prethodno navedene pojmove je moguce analogno

definisati i za fazi relacije:

¢ Inkluzija dve n-arne fazi relacije R i 3, R,Sc Xy x.xX,:
RcS ako i samo ako pu.(xy,..x,)<u-(xy,..x,) za svako
R N

(X[ Xy ) € Xy X x X, .

e Dve n-arne fazi relacije R i S, f?,&g X, x..xX, su jednake ako i samo

ako p(xy,...,x,) =4 (x1,...,X,;) Za sSVako (xq,...,x,) € X| x..x X,,.
R S

e Komplement R n - ame fazi relacie R se definie kao

Moo (X)psxy) =1=p_(x1,...,x,) Zasvako (x,..,x,) e X, x..x X, .
R

R
e Presek R NS dve n-arne fazi relacije i@ i S se definiSe kao
u -~ (x)=min{u.(x), - (x) } zasvako (x,,..,x,)e X, x.xX,.
RNS R S
e Unija R uUS dve n-arne fazi relacije R i S se definise kao

g~ (x)=max{u.(x),u-(x)} zasvako (x,...,x,) € X, x..x X, .
RUS R S

Operacija kompozicije ne spada u kategoriju domen - kompatibilnih i ovde

Ce, radi jednostavnosti, biti definisana samo za binarne relacije.
Definicija 1.2.6 [1] Za date dve binarne relacije R < X;x X, i Sc X,xX, Cijesu

funkcije pripadnosti up(x1,x7) i ug(xy,x3), funkcija pripadnosti wp g (x1,x3)

kompozicije Ro S se definiSe na slededi nacin:

MR o5 (x1,x3)= sup min( pup(x;,x), ug(x,x3)) V (x1,x3) € X1 xX3.
X€X2

-17 -



U slu€aju da su R i S relacije sa konacnim nosatem, umesto supremuma c¢e

stajati maksimum.

Primer 1.2.1 Posmatrajmo dve binarne relacije R < X| x X, i Sc X,xX, Cijesu

funkcije pripadnosti up(x;,x,) i uy(x,,x,) date u tabelama 1.i 2.

rn x| #a by &y P s @3 =
a, 0.1 0.3
0.1 0s | 09
b, 0.1 06
02 | 06| 1 . = | 5s
Ha (7, %) M2y, 23]
Tabela 1. Tabela 2.

Funkcija pripadnosti za kompoziciju relacija INQ i g‘ je dobijena primenom formule

date u definiciji 1.2.6 {].

Hpos(ay,ay)=max[min{py(a;,a,) , ps(a,y,a;) },

min{ug(ay,b,) , pg(by,as) },
min{ug(ay,c,) , pg(cy,az) } ]

=0.8

= max[0.1,0.1,0.8]

Na taj nacin se formira tabela 3.

x A3 23 bJ

) og | 09

) 0a | 0o

HpoaglXy, %3]

Tabela 3.

- 18 -



Za razliku od klasi¢nih skupova, gde elementi ili poseduju ili neposeduju

odredenu osobinu, kod fazi skupova elementi mogu delimi¢no posedovati neku

osobinu. Zbog toga treba naglasiti da kod fazi skupova ne mora da vazi zakon

c c

iskljuCenja treceg, tj. za fazi skup 4 ne mora da vazi An A4 =9, Aud =X,

gde je X univerzalni skup, $to je i prikazano na sledeco;j slici.

4

:ﬂlﬁ:ﬂ. =@

P
P
\

I|
! !

fy
AN

;.
\

\__/

Aod =X

Slika 11. Zakon isklju¢enja tre¢eg ne vaZzi kod fazi skupova ([1])
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1.3 Trougaone norme

Trougaone norme i trougaone konorme (eng. triangular norms and
triangular conorms) predstavljaju uopStenje operacija preseka i unije kod
skupova, odnosno konjukcije i disjunkcije u logici. U matematiCkoj literaturi prvi
put su se javile 1942. u radu Mengera (Karl Menger). Kasnije su se mnogi
naucnici bavili temom trougaonih normi i danas je u upotrebi definicija koju su
uveli Svajcer i Skalar (Berthold Schweizer, Abe Skalar) ([22]).

Rezultati prezentovani u ovom poglaviju su iz [14,20], pri ¢emu su

tvrdenja, radi jasnijeg uvida u tematiku trougaonih normi, navedena sa dokazom.

Definicija 1.3.1 [20] Funkcija T:[0,1]x[0,1] —>[0,1] je ¢- norma ako zadovoljava
sledece uslove:

T1: komutativnost T (x, y) =T(y,x)

T2 : asocijativnost T'[x,T (y,z)]=T[T (x,y),z]

T3 : monotonost y <z= T (x,y) <T (x,z)

T4 : granic¢ni uslovi T'(x,))=x i T (x,0)=0

Cetiri elementarne ¢- norme su minimum Ty, , algebarski proizvod Tp ,
LukaSijeviCeva (Lukasiewicz) T; i norma drasticnog preseka (eng. drastic

intersection) Tpy:

1. TM (x,y)=min(X,J’)

2. Tp (x,y)=x'y

3. Ty (x,y)=max(0,x+y-1)

> V=
X

X 1
4. TD: y, =1
0

,inace
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Treba naglasiti da pored prethodno navedene Cetiri osnovne trougaone norme
postoje jo§ mnoge druge (videti [14,20]).

Definicija 1.3.2 [20] Trougaona norma T7; je slabija od trougaone norme 7>, u
oznaci T < T,, ako je Ti(x,y) < T»(x,y) za svako (x,y)e[0,]>. MozZe se reéi i

obrnutno, tj. t-norma 7 je jaca od t- norme T;.

Trougaone norme T), i Tp su, redom, najjaca i najslabija ¢ - norma, Sto je

pokazano narednim tvrdenjem.

Tvrdenje 1.3.1 [20] Za svaku t-normu T vaZzi

Vx,yel01]  Tp (x, )< T (x, ) <Tyy (x,¥)-

Dokaz. Neka x,y €[0,1] i neka je T (x,y) proizvoljna ¢-norma. Koristeci Cinjenicu
da je y<1 i osobine T2 i T1 dobijamo T(x,y)<T(x,])=x<x. Ako se sada
iskoristi Cinjenica da je i x<1 kao i osobine T3, T2 i T1, redom, dobija se
Tx,y)=T(y,x)<T(y)=y<y.

Dakle, T(x,y)<x i T(x,y) <y, aodatle sledi T(x,y) <min(x, y).

Za x=1 se dobija T(x,y)=T(Ly)=y=Tp(x,y), a za y=1
T(x,y)=T(x))=x=Tp(x,y). Odatle sledi da je T(x,y) ba$ jednako sa Tp(x,y),
te tada vazi T(x,y)>Tp(x,y) .

S druge strane, ako je x,y (0,1) dobija se T'(x,y)> 0=Tp(x,y).

Takode, za elementarne trougaone norme vazi:

Tp<T; <Tp<Ty.
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Koristec¢i osobinu asocijativnosti, proizvoljna trougaona norma 7' se moze

prosiriti na n-arnu operaciju 7., :[0,1]" —[0,1] na sledeci nacin
-1
T2 i =TT x5 x0) = T(X e X))

ProSirivanjem trougaonih normi 7,,,7p,T; i Tp dobijaju se slede¢e n- arne

operacije:

1. Ty (X1 X)) =min(xy,..., X,,)

2. Tp(X|prXp) =X] cees Xy

n
3. Tp (x]sXy)=max (0, x; = (n—1)
i=1

xj , akox;=lzaj=#i

4. TD(xl,...,xn)Z{

0 , inace

Trougaone konorme ili - konorme predstavljaju uopStenje operacije unije.
Kao i - norme poseduju osobine komutativnosti, asocijativnosti i monotonosti, s

tim da su granicni uslovi nesto drugaciji.

Definicija 1.3.3 [20] (- konorma je preslikavanje S:[0,1]x[0,1] —[0,1] koje za

Vv x,y,z €[0,1] zadovoljava sledece:

S1: komutativnost S (x,y)=S(y,x)
S2 : asocijativnost S[x,S(y,2)]=S[S(x,y),z]
S3 : monotonost y <z= S(x,y) <S(x,2)

S4 : grani€ni uslovi. S(x,0)=x i S(x,)=1

Elementarne ¢- konorme su
1. Sy (x,y) =max(x,y)

2. Sp(x,y)=x+y—-x-y
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3. S; (x,y)=min(l,x+y)

x,y=0
4. Sp=4y,x=0

1 ,inace

Postoji veoma jaka veza izmedu trougaonih normi i trougaonih konormi

koja je opisana narednim tvrdenjem.

Tvrdenje 1.3.2 [14] Funkcija S:[0,1]x[0,1] ->[0.1] je ¢- konorma ako i samo ako

postoji - norma T takva da za svako x,y €[0,1] vazi S(x,y)=1-T(1-x,1-y).

Dokaz. (—») Neka je S t¢- konorma i neka je preslikavanje T7:10,11% —>[0,1]
definisano sa T(x,y)=1-S(1-x,1-y). Treba pokazati da je ovako definisano
preslikavanje - norma, odnosno da zadovoljava uslove (71)-(7T4). Krenimo

redom:
| zbog(S1)
(T) T(x,y)=1-SA-x,1-y)=1-SA-y,1-x)=T(y,x)
(T2) T(x,T(y,2)=1-SA-x,1-T(y,2))=1-SA-x,1-1+S(0-yp,1-2))=
=1-S0-x,S1-y,1-2))
1zbog (S2)
=1-SSA-x,1-y),1-2)
=1-SA0-1+S8S0-x,1-y),1-2)
=1-S0-T(x,y),l-2)

=T(T(x,y),2)
(T3) Nekajey<z.
| zbog (S3)
®M1l-y21-z=50-x,1-y)2S0-x,1-2)=1-S0-x,1-»)<1-SA—-x,1-2)
1 zbog (*)

T(x,y)=1-SA-x,1-p)<1-S0-x,1-2)=T(x,2)
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(T4) | zbog(54)
Tx,D)=1-SA-x,I-1)=1-S(0-x,0)=1-(1-x)=x
| zbog (S4)
Tx,0)=1-S0-x,)=1-1=0

(«) Polazeci od Cinjenice da postoji r- norma 7 takva da za svako x,y e[0.1]
vazi S(x,y)=1-T(1-x,1-y), na sli€an nacin se pokazuje da je ovako definisano

preslikavanje S ¢- konorma. [

Trougaona konorma S definisana u prethodnom tvrdenju se naziva dualna ¢-
konorma za ¢- normu T i obrnuto. OCigledno, elementarne - konorme su
dualne odgovaraju¢im elementarnim ¢- normama. S obzirom da dualnost menja
poredak, za elementarne trougaone konorme vazi

Sy <Sp<Sp<Sp.

Takode, dualnost uti€e i na jacinu ¢- konormi o Cemu govori sledece tvrdenje.

Tvrdenje 1.3.3 [14] Za svaku ¢- konormu S vaZi

Vx,yel[0,1] Sy )< Sx,»)<Sp (x,p).

Dokaz. Analogno slu€aju ¢-norme, ali zbog kompletnosti se ipak navodi.

Neka je x,ye[0,1]i S(x,y) proizvoljna ¢- konorma. Koristeci €injenicu da je y >0
i osobine S2 i S1 dobija se S(x,y)> S(x,0)=x>x.

Ako se sada iskoristi €injenica da je i x>0 kao i osobine S3, S2 i S1, redom,
dobija se S(x,y)=S(y,x)>2S(»,0)=y>y.

Dakle, S(x,y)>x i S(x,y)>2y, a odatle sledi S(x,y)>max(x,y).
Za x=0,y=0 vazi S(x,y)=S(0,y)=y=Sp(x,).

Za x+0,y=0 vazi S(x,y)=S(x,00=x=Sp(x,y).

Za x,ye(0,)) vazi S(x,»)<S(x1)=S1x)<SL)=1=Sp(x,y)

Odnosno, Sp(x,y)=S(x,y). [
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1.3.1 Operacije sa fazi skupovima bazirane na - normama i

t- konormama

Kao $to je ve¢ napomenutno (- norma predstavlja uopstenje operacije
preseka, dok r- konorma predstavlja uopStenje operacije unije. Sada ce biti
formalno definisane operacie preseka i unije fazi skupova bazirane na

trougaonim normama i trougaonim konormama.

Definicija 1.3.1.1 [14] Neka je T proizvoljna ¢- norma. T - presek AnB fazi
skupova ;1 i E sedefiniSekao u_. _ (x)=T(u_(x),u_(x)),VxeX.

AnNB A B

Primer 1.3.1.1 Neka su dati fazi skupovi 4 i B &ije su funkcije pripadnost

,uN(x)zl—x2|[_1’1] i ,uN(x)zl—(l—x)2|[0’2] redom i neka je data trougaona
A B

norma 7Tp(x,y)=x-y . U tom, slu€aju funkcija pripadnosti fazi preseka ANB je

fe  ~M=po () p (@) =(-x2)-(1-(1-x)?).
ANB A B

Na sledecoj slici crvenom bojom je prikazan fazi presek skupova AiB.

L 4

1
15

—

0.5 0=

Slika 12. T-presek fazi skupova
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Definicija 1.3.1.2 [14] Neka je S proizvoljna ¢- konorma. S- unija 4 L B fazi

skupova ;1 i E sedefiniSekao u_. _ (x)=S(u_(x),u_(x)),VxeX.
AUB A B

Primer 1.3.1.2 Neka su dati fazi skupovi :1 i E kao u prethodnom primeru i neka
je data trougaona konorma Sp(x,y)=x+y-x-y. Tada je funkcija pripadnosti fazi

unije data sa

fe =g D)+ po () =g () (@) =1-x 1= (-0 —(1=x?)-(1-(1-x)?)=
AUB A B A B

=t 1203 - X% 4

Na sledecoj slici crvenom bojom je prikazana fazi unija skupova 4 i B.

L J

,_._
.

=

in

Slika 13. S-unija fazi skupova
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2

Fazi brojevi

2.1 Osnovni pojmovi

S taCke glediSta primene najvazniji su oni fazi skupovi koji su definisani
nad skupom realnih brojeva. U specijalnom slu€aju takvi skupovi se nazivaju fazi
brojevi. Postoji viSe nacCina za definisanje fazi broja, a u ovom radu se
posmatraju fazi brojevi u skladu definicijom iz [11] . ViSe o ovoj temi se mozZe naci
u[1,3,7,8,9,11,12,13,19,20,21].

Definicija 2.1.1 [11] Fazi skup ;?eP(NR) se naziva fazi broj ;ako zadovoljava

sledece uslove:
1. ;3 je normalizovan, tj. hgt(;’) =1
2. ;3 je konveksan
3. postoji taéno jedno xe R takvo da u_(x) =1t core(;’):l
P

4. funkcija pripadnosti u_(x),x € R je, bar po delovima, neprekidna
P

Vrednosti )_c=core(P), koja pokazuje maksimalni stepen pripadnosti, se naziva

modalna vrednost fazi broja ;9 .

Definicija 2.1.2 [11] Skup svih mogucih fazi brojeva ;se zove partitivni skup fazi

brojeva, u oznaci P'(R), ako P'(R) c ;J(R).
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Definicija 2.1.3 [11] Fazi broj ;eP'(R) je simetriCan ako njegova funkcija

pripadnosti x _ (x) zadovoljava u_ (x+x)=p_(x—x), VxeR.
P P P

L 4

=&  x—a Y x4a  x+b

Slika 14. Funkcija pripadnosti simetri¢nog fazi broja

Na slici 14. je dat primer funkcije pripadnosti simetri¢anog fazi broj.

Definicija 2.1.4 [11] Fazi broj ;e P'(R) je strogo pozitivan, u oznaci p >0, ako

i samo ako supp(p) < (0,) ili strogo negativan , u oznacip <0, ako i samo ako

supp(p) < (-0,0).

Slika 15. Funkcija pripadnosti strogo negativnog fazi broja
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Fazi broj prikazan na slici 14. je ujedno i primer jednog strogo pozitivhog fazi

broja, dok je na slici 15. prikazan jedan strogo negativan fazi broj.

Definicija 2.1.5 [11] Fazi broj ;eP'(R) se zove fazi-nula broj, u oznaci

sgn(p) =0, ako nije ni pozitivan ni negativan, tj. ako 0 e supp(p).

Na sledecoj slici je prikazan jedan fazi-nula bro;j.

-“l'{_{

L 4

0

Y

supp (5]'

F 3

Slika 16. Funkcija pripadnosti fazi-nula broja
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2.2 L - R fazi brojevi

U ovom delu rada je data definicia L — R fazi brojeva, koji predstavljaju
jedan od osnovnih nacina za reprezentaciju fazi brojeva. Pored toga dat je i

pregled nekih specijalnih slu¢ajeva L — R fazi brojeva ([11,20]).

Funkcija pripadnosti fazi broja se moze posmatrati iz dva dela, jednog koji
se nalazi levo od modalne vrednosti i drugog koji se nalazi desno od modaine

vrednosti.

T

L

Slika 17. Funkcija pripadnosti L — R fazi broja

Na slici 17. je prikazan fazi broj ;9 Cija je funkcija pripadnosti x (x). Podelom
p

funkcije pripadnosti x (x) na deo levo i desno od modalne vrednosti x dobijamo
p
funkcije 1y (x) i p,(x), redom. Vrednosti o i g predstavljaju odstupanja u levu

odnosno, desnu stranu od modalne vrednosti x. Sada, funkcija pripadnosti

u (x) fazi broja p se moze zapisati na sledec¢i nacin
p
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w() =L, x<x
p~(x) =

X—X -

() =REZS) vz x

gde su L i R takozvane referentne funkcije (eng. reference functions) odnosno
funkcije oblika. Ove funkcije odreduju oblik samog fazi broja i u zavisnosti od
izbora tih funkcija razlikujemo trougaone, eksponencijalne ,kvadratne... Ovakvi

fazi brojevi se nazivaju L - R fazi brojevi.

Treba naglasiti da funkcije oblika L i R ne mogu biti u potpunosti

proizvoljne ve¢ moraju zadovoljavati odredene osobine:

1. S obzirom da su pomoc¢u njih definisane funkcije pripadnosti, Cije se

vrednosti nalaze u intervalu [0,1] i vrednost funkcija L i R moraju

pripadati tom intervalu. Kako je x modalna vrednost fazi broja ;9, onda x

mora biti modalna vrednost levog i desnog fazi broja, tj. vrednosti funkcija

pripadnosti 4 i u, utacki x moraju, takode, biti jednake jedinici

1= (%) = LE=) = L(0)
(04

1= 11, (x) = RC=2) = R(0
Hy(X) (ﬁ) (0)

2. Funkcija ; je rastuCa u intervalu [0,0), Sto znaCi da je funkcija L

opadaju¢a na tom intervalu.

_—x )_c—x
x> = ) > () & L > LE—2) (2.2.1)
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pridemu je x; <x i x, < x.

Neka je
=y, =TT (2.2.2)
a o
iz izraza (2.1) sledi L(uy)> L(uy).
Iz (2.2) sledi
X|=x—qup i Xy =x—au, (2.2.3)
Kako je x, > x, dobija se
X—ou, > x—ou, = u, <u,. (2.2.4)

Dakle, za u, <u, vazi L(u,) > L(u,), Sto znaCi da je L opadajuca funkcija.
Slicno se mozZe pokazati i da je funkcija R opadajuca na [0,»), polazeci

od Cinjenice da je funkcija u, opadajuc¢a na tom intervalu.

Ukoliko je min L(u) =0, tada je L(1)=0, jer:
u

min L(u) =0 < min () =0, a funkcija g ima minimum u tacki " = x-«a,
u u

x—(x—a)

i 0=p(u") =y (x— ) = I( )=L(1).

o
Ako je pak Lu)>0 za Vu, onda je lim Lu)=0, jer je L je opadajuca
Uu—>0
funkcija na [0,).

Analogno se pokazuje i za funkciju R.
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Dakle, imajuci u vidu prethodnu diskusiju, da bi funkcije L i R bile funkcije

oblika L-R fazi broja, one moraju zadovoljavati sledece uslove:

e L(u),Ru)el0]1] , Yu
e L(0)=R(0)=1
e L(u) i R(u) suopadajuce na [0,)

e [(1)=0 ako minZL(u)=0, lim L(u)=0 ako L(u)>0 za Vu
u

U—>0

e R(1)=0 ako min Ru)=0, lim R(u)=0 ako R(u)>0 za Vu
u

U—>0
Za zapis L-R fazi broja ;9 se koristi oznaka p=<)_c,(x,ﬁ> , gde je x modalna

L,R

vrednost, a i B odstupanja od modalne vrednosti.

Definicija 2.2.1 [11] L—- R fazi broj je semi-simetrican ako su funkcije L i R
jednake, tj. L(u)=R(u) za vueRg. Ukoliko su i vrednosti « i B jednake, L—-R

fazi broj se naziva simetriCan.

Sledi prikaz nekih osnovnih tipova L — R fazi brojeva.

e Trougaoni (linearni) fazi brojevi

Sa stanoviSta primene trougaoni fazi brojevi su i najéeSée koriSceni fazi
brojevi. Koriste se u druStvenim naukama, menadzZmentu, finansijama...
(videti [3,6,11,19]). Trougaoni fazi brojevi imaju linearnu funkciju pripadnosti,
te se zato nazivaju i linearni. Njihova funkcija pripadnosti je definisana na

sledeci nadin:

-33-



1+ , X—oy <x<X
aj
x— _ _
ux)=451- , X<x<x+a,
a}"
0 ,inace

Trougaoni fazi broj se oznadava p=tfn(x,a;,a,) ili p=(-a;,x,x+a,),

gde je x modalna vrednost fazi broja, a «; i a, predstavljaju odstupanje

sa leve, odnosno desne strane od modalne vrednosti. Na slici 18. je

prikazana funkcija pripadnosti trougaonog fazi broja.

Slika 18. Trougaoni fazi broj

Interval [x—oa;,x+a,] se naziva nosa¢ fazi broja. Cesto se, u praksi, tacka

x nalazi na sredini tog intervala i tada se takav fazi broj naziva simetri¢an.

Funkcija pripadnosti trougaonih fazi brojeva se sastoji iz dva linearna dela.

Deo p; se naziva levi, a p, desni trougaoni fazi broj. Ovi brojevi se mogu

zapisati na slede¢i na&n p; =(x—a;,x,x) i p,=(xxx+a,). Levi
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trougaoni fazi broj je pogodan za reprezentovanje pojma sa znaCenjem

veoma pozitivno, odnosno u praksi da oznaci pojmove poput veliki rizik,

veliki profit i sliéno gde god je vrednost x velika.

Gausov fazi broj

Funkcija pripadnosti ovog fazi broja je okarakterisana Gausovom

funkcijom. Sa p = gfi(x,a;,a,) se oznatava Gausov fazi broj, a njegova

funkcija pripadnosti je definisana na sledeci nacin:

()

20512 —
e , X<X

u(x) =1 , VXeR
(x-x)?

2 _
2a
reo,x2x

e

gde je x modalna vrednost fazi broja, a «;,a, odstupanja od te modalne

vrednosti. Na slici 19. je prikazan Gausov fazi broj.

3

Slika 19. Gausov fazi broj
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Iz prakti¢nih razloga se definiSe i kvazi Gausov fazi broj, koji se dobija

odsecanjem Gaus fazijevog broja za sve x<x-3a; i x > )_c+3ar. Izvan tog

intervala vrednost funkcije pripadnosti je manja od 0.01, pa se s toga i
zanemaruje. Za prikaz kvazi Gausovog fazi broja se koristi oznaka

;;:gfn*(},az,ar), a funkcija pripadnosti se definiSe kao:

-

~

0 , X< x—30
_(-x)?

e 2a12 x—30; <x<x
w(x) =+ ’ ! , VxeR

(x-x)?
2ocr2

e , X <x < x+3a,

~

0 , X 2 x+3a,

e Kvadratni fazi broj

Kvadratni fazi broj, u oznaci ;=qfn(},ﬁ,,ﬁr), se definiSe preko funkcije
pripadnosti date sa

0 , x<x-f
1—(x_§)2 , x— Py <x<x
u(x) = ’
1—(x_§)2 , x<x<x+pf,
By
0 , X2 x+f3,
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gde je x modalna vrednost fazi broja, a 8,8, odstupanja od modalne

vrednosti. Na slici 20. je prikazan kvadratni fazi bro;j.

'L{.IL

Slika 20. Kvadratni fazi broj

e Eksponencijalni fazi broj

Ovaj tip fazi broja, u oznaci ;9=efn()_c,r;,rr), se definiSe preko funkcije

pripadnosti date sa

u(x) = , VxeR

Kao i kod prethodno navedenih fazi brojeva sa x je oznaéena modalna
vrednost, a sa 7; i 7, odstupanja od modalne vrednosti u levu, odnosno

desnu stranu, kao $to je i dato na slici 21.
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L 4

-7 x x-T,
Slika 21. Eksponencijalni fazi broj

Sliéno, kao i kod Gausovog fazi broja ovde se definiSe i eksponencijalni

fazi broj sa kona¢nim nosacem, tzv. kvazi eksponencijalni fazi broj, koji se

dobija odsecanjem eksponencijalnog fazi broja za x>x+4.57, i

x < x—-4.57,. Odsecanje se radi zbog ¢injenice da je izvan ovog intervala

vrednost funkcije pripadnosti manja od 0.01. Kvazi eksponencijalni fazi

broj, u oznaci p = efn*()_c,rl,rr), je definisan funkcijom pripadnosti datom

sa

0 , x<x—4.51
_xmx
e I, x—457,<x<x
u(x) =+ , VxXER
_xex
e 7 , x<x<x—4.57,

0 , x>x—457,
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2.2.1 Fazi interval

Ako neki fazi skup PeP(R) ne zadovoljava neki od Cetiri uslova iz

definicije fazi broja, on se ne mozZe smatrati fazi brojem. Ukoliko je pak naruSen

tre¢i uslov, odnosno ako postoji viSe od jedne modalne vrednosti, tj.

core(;’) =[l,r], [ <r, onda se takvi fazi skupovi nazivaju fazi intervali ([11], [20]).

Definicija 2.2.1.1 [20] Neka su L i R referentne funkcije. Fazi L-R interval, u

oznaci :1=< Lr,a,B>y r,se definise preko funkcije pripadnosti date sa

0 , x<l-«a
=Sy ia<x<i
U~ (x)=151 ,I<x<r
A x—r
R( ) ,r<x<r+p

S obzirom da su fazi skupovi uops$tenje klasi¢nih skupova na isti nacin

se i klasi¢ni brojevi mogu predstaviti kao fazi brojevi. Neka je x ,obi¢an“ broj,

tada se on mozZe zapisati kao fazi broj peP'(R) preko funkcije pripadnosti
definisane na sledeci nacin
0, x<x,

ux)=41, x=x,

0, x>x,

za svako realno x. Kada se broj u klasicnom smislu posmatra kao fazi broj, tada

u stvari fazi broj predstavlja jednoclan fazi skup kao na slici 22.
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X

Slika 22. Fazi singlton

Takode i klasi€an interval se moZe smatrati specijalnim slu¢ajem fazi intervala sa

funkcijom pripadnosti oblika

0, x<l,
ux)=+1, xe[l,r],
0, x>r,

pri Eemu x prolazi kroz ceo skup realnih brojeva.
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2.2.2 Zadehov princip prosirenja

Zadehov princip proSirenja predstavlja osnovni koncept u teoriji fazi
skupova, jer omogucava da se klasitna matematicka relacija proSiri tako da
postane primenljiva na fazi skupove ([11,20]). Formulacija principa proSirenja je
data na sledeci nacin:

Neka su X, X,,.,X, ,Y skupovi u klasicnom smislu i neka je

2rees
preslikavanje  f: X, x..xX, —Y takvo da za svaku n-—torku

(X)5e0sx,) € X, x..x X, vazi f(x,,....,x,)=yeY.Neka su dalje 41,42,..,4n

fazi podskupoviod X, X,,..., X, redom.

P EXERY)

Tada je Ezf(:n,...,An) fazi podskup od Y injegova funkcija pripadnosti je
definisana na sledeci nacin

- sup min {f~ (X)) tie (x,)}, ako Iy = f(x],ees Xp)
H B(y): y:f(xl 5"':xn) Al An
0 , inace

U sustini, princip proSirenja tvrdi da je slika nekog fazi skupa opet fazi skup Cija je

funkcija pripadnosti definisana gore datom jednakoS$cu.

Na slede¢em primeru je prikazano kako izgleda princip proSirenja u

dvodimenzionalnom slucaju.

Primer 2.2.2.1

Neka su data dva fazi skupa :11 ={(-1,0.5),(0,0.1),(1,0.9)}, ;12 ={(-2,0.4),(2,1.0)} i

preslikavanje f(x,,x,)=x +x,. Koriste¢i princip prosirenja potrebno je pronaci

skup E:f(21,22).
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Radi preglednijeg zapisa koristi se tabelarni prikaz. U prvoj koloni tabele se

navode elementi prvog fazi skupa xfi"‘f“(xl)>, a u prvom redu elementi drugog fazi
skupa xjj’““‘”? U preseku i-te vrste i j—te kolone se nalazi elemenat y, ;

koji se dobija primenom funkcije f na elemente x40V | x§j‘/‘2<x2)>, tj.

vi,j = f(x;,x,;). Stepen pripadnosti za elemenat y;; se dobija kao

min {441 (x), 442 (x2)5 -
Nakon formiranja takve tabele, pravi se nova tabela gde se navode svi elementi

yi,j, sa svojim stepenima pripadnosti. S obzirom da za neke vrednosti y; ;

postoji viSe razliitih stepena pripadnosti, za konaCan stepen pripadnosti se

uzima supremum svih stepena pripadnosti. Na taj nacin se dobija trazeni skup

B=f(A41,42).
_<04> <10~
<My (xy)>
<pg1(x)>
Xy
~ 1<0.5> _ 1<0.4> 3<0.5>
0<0.1> _<0.1> 2<0.1>
1<0.9> _ 1<0.4> 3<0.9>
<ming g (), 142 (%2) 3>
iJ ’
Viyj = (%35%5 )

Tabela 4.
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2
Y= (x,x)=x{ +x,

min{u 4 (%)), 1 45 (x5)}

sup min{ﬂAl (x] ), ;UAz(xz )}

-2 0.1 0.1
-1 0.4,04 0.4
2 0.1 0.1

0.5,0.9 0.9

Tabela 5.

Dakle, skup B =1{(-2,0.1),(1,0.4),(2,0.1,(3,0.9)} .

Koriste¢i princip proSirenja mogu se definisati osnovne aritmetiCke
operacije nad fazi skupovima. Primera radi, ako se Zeli dobiti zbir dva fazi broja
potrebno je definisati preslikavanje f(x;,x,)=x; +x,, a zatim primeniti princip

proSirenja. Na taj nacin se dobija fazi broj koji predstavlja zbir dva data fazi broja.

Primer 2.2.2.2 Neka su dati fazi brojevi :11={(—1,0.0),(0,1.0),(1,0.0)} i

:12 ={(-2,0.0),(-1,1.0),(1,0.0)} i preslikavanje f(x;,x,)=x; +x,.

Primenom principa proSirenja dobija se

_ 2<0.0> _ 1<1 0> 1<0.0>

_ 1<0.0> _ 3<0.0> _ 2<0.0> 0<0.0>

0<1 0> _ 2<0.0> _ 1<1 0> 0<0.0>

1<0.0> _ 1<0.0> 0<0.0> 1<0.0>
Tabela 6.
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y=f(x1,x) = x +x; min{u g, (x)), f45 ()} SUP min {4y (x)), 41,45 ()}
-3 0.0 0.0
-2 0.0,0.0 0.0
-1 0.0,1.0 1.0
0 0.0,0.0,0.0 0.0
1 0.0 0.0
Tabela 7.

Zbir brojeva A1 i A2 it je B=1{(=3,0.0),(=2,0.0),(=1,1.0),(0,0.0),(1,0.0)}

k

051

Slika 23. Zbir fazi brojeva

Na sliCan nacin se mogu definisati i ostale osnovne aritmeticke operacije .
Ono S$to predstavlja problem priikom ovakve, direktne, primene principa
prosirenja je to Sto postoji beskonaéno mnogo razli€itin vrednosti x, i x,, za koje
se dobija ista vrednost y = f(x;,x,). Svaka od tih kombinacija x—eva daje istu
vrednost za y, ali sa razli€itim stepenima pripadnosti. Da bi se pronasao konacni
stepen pripadnosti za elemenat y, potrebno je pronaéi supremum svih

prethodno dobijenih stepeni pripadnosti za y. S obzirom da takvih vrednosti ima
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beskonacno mnogo, razvijeno je nekoliko razli€itih pristupa ovom problemu
(videti [11,20]).

Zadehov princip proSirenja se moze uopstiti koriS¢enjem ¢- normi na

sledeci nacin ([8,9]):

Neka su X, X,,.,X, ,Y skupovi u klasicnom smislu i neka je

preslikavanje  f: X x..xX, —Y takvo da za svaku n-—torku

(X5 x,) € X, x..x X, vaAZi f(x,..,x,)=yeY.Neka sudalie 41,42,...,4n

fazi podskupoviod X,,X,,...,X, redomi T proizvoljna - norma.

Tada je Ezf(:n,...,An) fazi podskup od Y injegova funkcija pripadnosti je
definisana na sledeci nacin

sup (T(t~ (X))o ie (x))}, ako Ty = f(X]5ees X))
M~ (y): yzf(xl,...,xn) Al An
B 0 , inade

Ovaj prinicip se naziva sup—7 princip proSirenja.

Primetimo da, ukoliko za ¢- normu uzmemo normu T7,, dobicemo ba$

Zadehov princip prosirenja. Umesto ove trougaone norme moze se uzeti bilo koja

druga ¢- norma.

Uz pomo¢ ¢- normi ¢e biti definisane operacije sabiranja L-R fazi

brojeva. Zbir fazi brojeva A41,43..,4, se oznaCava sa @®" 4;, gde je
Oi=1

0e{ly,Tp,T1,Tp,...} . U sluCaju da se koristi norma T7j, nije potrebno posebno

naglasavati o kojoj normi je re€. U ovom radu se ne¢emo upustati u dublju

analizu datih formula, ali viSe o tome se moZe pronaci u [9,12,16].
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Ukoliko se posmatra najjaca trougaona norma, tj. 7j,, onda se fazi brojevi

sabiraju prema pravilu koje daje sledece tvrdenje.

Tvrdenje 2.2.2.1[8] Neka su dati L - R fazi brojevi :1,- —<xj,a;, [ >LR-i=Lo,n.

Suma tih brojeva, u oznaci ®7_, :1,-, je novi fazi broj dat sa

~ n_n n
@?:1 Ai =<in,2ai,z,8i >L,R'
i=1

=1 =1 =l
Primer 2.2.2.3 Neka su dati fazi brojevi 4; =<0,1,1>7 p i A2 =<-1,1,2>7 p.

Njihov zbir, 41® 42, je fazi broj B=<-1,2,3>; » i prikazan je crvenom bojom na

sledecoj slici.

L J

Slika 24. Zbir fazi brojeva preko T); norme

Ako se sada uzme norma Tp, sabiranje se vrSi u skladu sa sledecCim

tvrdenjem.

Tvrdenje 2.2.2.2 [8] Neka su dati L - R fazi brojevi d; =< x;.a; . > g - i=1o.n.

Tp - suma tih brojeva, u oznaci @ 7, 4;, je novi fazi broj dat sa
Tp '~

no_ n n
@ ;7:1 Aj =< Zx,',n_laxal-, n_lax,Bl- >L.R-
TD i=1 i=1 i=1
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Primer 2.2.2.4 Neka su dati fazi brojevi kao u prethodnom primeru. Koristeci

formulu iz prethodne definicije dobija se fazi broj 1;=<—1,1,2 >r.r 1 U ovom

slu¢aju se poklapa sa brojem 45.

MnozZenje L - R fazi broja skalarom je dato slede¢om definicijom.

Definicija 2.2.2.1 [1] Neka je dat L - R fazi broj A=< xa,p >r g 1 broj reR. Fazi

broj 4 pomnozZen skalarom r je novi fazi broj oblika

A-r:r-A:<r-;,r-a,r-,3>L’R.

Treba primetiti da rezultuju¢i fazi brojevi dobijeni primenom prethodna
dva tvrdenja i definicije zadrzavaju oblik polaznih fazi brojeva, tj. funkcije oblika L

i R ostaju nepromenjene.
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2.3 Diskretan fazi broj

Diskretizacija fazi broja predstavlja joS jedan nalin da se prevazide
problem trazenja supremuma beskonacno mnogo vrednosti. Osnovna ideja
ovog koncepta je upravo primena principa proS$irenja, ali na konanom,
odnosno, diskretizovanom fazi skupu. Takav skup ima konac¢an broj vrednosti,
te je samim tim potrebno pronaci supremum konac¢nog broja elemenata. Sledi
opis postupka diskretizacije (videti [11]).

Diskretizacija se vrsi tako Sto se izvrSi ekvidistantna podela u —ose ne

. L . .. 1
tacke u;. Neka je izvrSena podela na mintervala duzine Au=—, gde se m
m

J

naziva diskretizacioni broj. Diskretizacione tacke pi==, j=0L.,m-1 imaju
m

sledecée osobine:

:uj+1 :‘Llj +A,u ’ jZOala----am_l

Tada se fazi broj ;7 moze predstaviti kao diskretizovan fazi skup dat sa

P*={(a®, g)e(@™ 11, 6" 11 ) (B, 1)}

gde Y, | j=0,,..,m zadovoljavaju sledeée jednakosti:

du. (x)

/,t;)(a(j)):yji - | (>0, j=12m1
du. (x)

u;)(b(j)):/,tj i 5)( | () <0, j=12,m—1

a® =0, ,b? =0, gde (@,,® ) =supp(p)

a™ =p™ =k = core(p).

Na slici 25. je prikazan jedan diskretizovan fazi broj.

- 48 -



Lz

&

Hin
J 06

Y
Hy 4

0.4+

024

e - e

i x i

Slika 25. Diskretan fazi broj

lako je moguce izvrsiti i diskretizaciju x —ose, diskretizacija u —ose se
preporucuje, jer se njome postize da modalna vrednost, kao i grani¢ne vrednosti
uvek budu uklju¢ene u diskretizovanu podelu. Takode, uvek je moguce izvrsiti

ekvidistantnu podelu , jer je opseg vrednosti funkcije u(x) uvek jednak intervalu
[0,1]. Dodatan razlog je i to $to je diskretizacioni interval Ay invarijantan u

odnosu na aritmetiCke operacije.

2.3.1 Operacije nad diskretizovanim fazi brojevima

Neka su data dva fazi broja ;;1 i ;;2 . Potrebno je odrediti fazi broj (; koiji

se dobija primenom neke od osnovnih aritmetickih operacija na brojeve p,i p, .

Prvo je potrebno diskretizovati brojeve ;;1 i ;;2 - na taj nacin se dobijaju dva

. . * . * v . , v . .
diskretna fazi skupa A i P, . Kao §to je ve¢ reCeno, osnovna ideja ovog

koncepta je koriSéenje principa proSirenja. Nakon njegove primene dobija se

diskretan fazi skup O . Dobijeni skup O ¢&esto ne odgovara strukturi

diskretizovanog fazi skupa, jer moze sadrzati vise od 2m +1 elemenata, gde je

m diskretizacioni broj. Takode, &esto skup O ne poseduje sve potrebne
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osobine kojima bi se mogao okarakterisati i kao fazi broj. Upravo zbog toga je

potrebno izbaciti pojedine elemente iz skupa O . Nakon uklanjanja tih

elemenata dobija se fazi skup Q* koji ima taéno 2m+1 elemenata, koji je

ujedno i fazi broj. Uklanjanje elemenata nije proizvoljno, taj proces je definisan

sledecim algoritmom iz [11].

Algoritam 2.3.1.1 [11] Neka su dati fazi brojevi p, i p, . Trazi se broj ¢ = pi* p,
gde *e{+,—,-,/}.

Korak 1 IzraCunati diskretizovane fazi brojeve

* 0 -1 0 .
P =1, 1g)sn(a@,"™ 11,0 1 0 0,0 p10)) , i=1,2

Korak 2 Primenom principa proSirenja konstruisati skup

O = (k- | ¥=p*ps)
0

gde je

po ()= sup min{u (x),u- (x2)}, x €supp(R), x; €supp(P;)
0 o P P2
Y=p1*DP2

Korak 3 Odredivanje skupa Q* koji reprezentuje fazi broj (; tako Sto se iz

skupa Q' bira 2m +1 stabilnih elemenata (y, u(y)).

Definicija 2.3.1.1 [11] Vrednost y = p* py , x, € supp(P) , x, € supp(P}) je

stabilna ako je dobijena kombinacijom elemenata (x;,u - (x)), (x5, 1t - (x3))
Py P,

koji zadovoljavaju sledece uslove:

1. Elementi (x;,p¢ - (x7)) i (x3,u-(xy)) imaju isti stepen pripadnosti tj.
Py P
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Ovaj uslov je ispunjen ako

x=x ela? by, xy = a6y, j=01,.m

2. Elementi (x{”,u;),(x5, ;) se nalaze na kompatibilnim krivama, tj. oba se

nalaze ili na krivi koja se nalazi levo ili na krivi koja se nalazi desno od

modalne vrednosti.

U tabeli 8. je dat pregled uslova kompatibilnosti za osnovne aritmeticke

operacije nad pozitivnim diskretizovanim fazi brojevima.

Operacija Znak x{7), x{/) Uslov kompatibilnosti

+ bilo koji zadovoljava

- bilo koji ne zadovoljava
isti zadovoljava

* razliciti ne zadovoljava
isti ne zadovoljava

/ razliciti zadovoljava

Tabela 8.

Ukoliko je neki od brojeva fazi-nula broj, a vrsi se operacija mnozenja ill deljenja,

uslovi kompatibilnosti se menjaju.

Slededi primer ilustruje primenu operacije mnozenja na diskretizovanim

fazi brojevima.

Primer 2.3.1.1 Dati su fazi brojevi ;;1 =tfn(2,1,1)i ;;2 =1tm(4,2,4). Sa korakom

diskretizacije Au =0.5 dobijaju se diskretizovani fazi brojevi
Pl* ={(1,0.0),(1.5,0.5),(2,1.0),(2.5,0.5),(3,0.0)}

1-:2* =£(2,0.0),(3,0.5),(4,1.0),(6,0.5),(8,0.0)}
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i prikazani su na slici 26.

Slika 26. Diskretni fazi brojevi B’ i P,

Primenom principa proSirenja se dobijaju sledece tabele:

<p . (x)>
<0> <0.5> <1.0> <0.5> <0>
< (u)> 2 3 4 6 8
P
X
1<0> 2<0> 3<0> 4<0> 6<0> 8<0>
1.5<0.5> 3<0> 4.5<O.5> 6<0.5> 9<0.5> 12<0>
2<1 .0> 4<0> 6<0.5> 8<1 .0> 12<O.5> 16<0>
2.5<0.5> 5<0> 75<05> 10<05> 15<05> 20<0>
3<0> 6<0> 9<0> 12<0> 18<0> 24<0>
<min{x ~ (x1),pt ~ (x>
y A f s V= X1X
Tabela 9.
Y =X1Xx, <min{g ~ (x;), 1~ (x))} > max
A A
0 0
0 0 0
4.5 0.5 0.5
5 0 0
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6 0 0 05 05 0.5
7.5 0.5 0.5
8 10 O 1.0
9 0 0.5 0.5
10 0.5 0.5
12 0 0 05 0.5
15 0.5 0.5
16 0 0
18 0 0
20 0 0
24 0 0
Tabela 10.

0 ={(2,0.0),(3,0.0),(4,0.0),(4.5,0.5),(5,0.0),(6,0.5),(7.5,0.5),(8,1.0),(9,0.5),(10,0.5),
(12,0.5),(15,0.5),(16,0.0),(18,0.0),(20,0.0),(24,0.0)}

Sada je potrebno iz skupa Q' izbaciti elemente koji nisu stabilni:

Elementi (1,0.0)6131* [ (2,0.0)eP2* zadovoljavaju oba uslova iz algoritma

2.3.1.1, pa &ine validnu kombinaciju. Element (2,0.0)e O je dobijen preko ova
dva i on pripada skupu Q* .

Sledi provera da li element (3,0.0)eQ pripada skupu Q*. On je nastao

kombinacijom elemenata (1,0.0)€P1* i (3,0.5)eP2*. Ova dva elementa ne

zadovoljavaju prvi uslov stabilnosti, pa ne ¢ine validnu kombinaciju i element

(3,0.0)e O ne pripada skupu Q" .

Daljom proverom svakog elementa iz skupa O se dobija skup

Q* ={(2,0.0),(4.5,0.5),(8,1.0),(15,0.5),(24,0.0)} koji je prikazan na slici 27.
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Slika 27. Diskretan fazi broj Q*

2.4 Dekompozicija fazi brojeva

Osnovna ideja ovog koncepta je primena teoreme o razlaganju fazi
skupova koja dozvoljava da se prede na rad sa klasi¢nim skupovima. U osnovi
ovog postupka je razlaganje fazi skupa na o — preseke koiji jesu klasi¢ni skupovi,
te rekonstrukcija rezultujuceg fazi skupa. Sledi teorema o razlaganju iz [20] koja

je, radi boljeg uvida u ceo postupak dekompozicije, data sa dokazom.

Teorema 2.4.1 [20] Neka je :4 fazi skup definisan na univerzalnom skupu X .
Tada se funkcija pripadnosti ovog fazi skupa mozZe predstaviti pomocu

o — preseka u sledecem obliku
p~(x)= sup a-u - (x),
A ae(0,1] cut g (A)

gde je u ~ (x) karakteristcna funkcija skupa cut, (:4) ={x|u-(x)>a}.
cuty (A) 4

Dokaz Neka je cut, (:4) ={x| u-(x)>a} a-presek fazi skupa :4 tada
4

0, x¢cut,(A)
sup o-u - (x)= sup a-

wcO]  cuty(A) wOl | e (A)
D) [04

Ako xecuta(;l), ondaje u-(x)>a >0, aako xgcuta(;l) ondaje u-(x)<a<l.
4 4

Uzimajuci ovo u obzir dobija se
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sup oa-0v supa-l = supa =u-(x). ]
ae(p(x).1] acOu. (0]  acOu (x)] 4
A A A

S obzirom da je fazi broj specijalan slu€aj fazi skupa, teorema o

razlaganju se moze primeniti i na fazi brojeve, tj. y. (x)= sup - . (x).
pi ae(0,1] cutg (p;)

Da bi primena ove formule bila moguca, potrebno je svesti je na konacan broj

o —preseka koji su u ovom slu€aju klasi¢ni intervali. To se postize podelom

: : .. 1 : : L
intervala [0,1] na m intervala duzine Au=—. Broj m se naziva dekompozicioni
m

broj. Tacke u; =i,j=0,1,...,m koje se dobijaju ovom podelom imaju sledece
m
osobine:
po =0, py =1, pig=p;+Au, j=0L...m-1.

Primenom teoreme o razlaganju, na sada konacnom broju o — preseka, broj p;

se moze prikazati kao P, = {Xl.(o),...,Xl.(’”)}, gde je
X =16 = cut,, (p;), a? <pP | j=12,..m i

0 0) 1.(0 -
X =160 1=[e,0,]. (@,0,)<supp(p;).

F 3

ity X,l: g

Slika 28. Dekompozovan fazi broj
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Prvom intervalu Xl.(o)odgovara najmanji stepen pripadnosti u, =0, a

poslednjem intervalu Xl.(’”) odgovara najveci stepen pripadnosti u,, =1.
2.4.1 Operacije sa dekompozovanim fazi brojevima

Osnovne aritmetiCke operacije {+,—,e,/} nad dekompozovanim fazi

brojevima se vrSe tako $to se primenjuju na parovima intervala za svaki nivo
pripadnosti. S obzirom da se operacije vrSe nad intervalima, ¢esto se ovakav vid

racunanja naziva intervalna aritmetika ([11]).

Neka su dati fazi brojevi ;;li p, 1 neka su redom P; i P, njihove

dekompozicije. Potrebno je izraCunati broj (;:;;1*;;2 gde *xe{+,—,-,/}.

Odnosno trazi se dekompozicija Q:Pl*Pzz{Z(O),...,Z(’”)} gde je

7 _ [a(j),b(j)] — [al(j)abl(j)]*[agj)’béj)] _ Xl(j) *Xéj) , j=0,...,m broja (; )

Za *:=+ vaZi

[al(j),bl(j)]+[a§j),b§j)] _ [al(j) + agj)’bl(j) +b§j)] )
Za *:=— vazi

[al(j)’bl(j)] _[ag./)’bé./)] _ [al(j) _agj),bl(j) —bé‘j)] )
Za *:=e vazi

[al(j)’bl(j)] '[ag'j),bé'j)] _ [mjnM(j), maxM(j)] ,

pri Gemi je MU — {al(j)agj),al(j)béj),bl(j)agj),bl(j)bgj)} )
Za *:=/ vazi

[al(j),bl(j)]/[agj)abéj)] = [min D(j), maxD(j)],

ori gemuje DY = (a1 /05,0 15 5D 10 6D /680 | 0 ¢ [l BT,

Slededi primer ilustruje primenu mnoZenja dva fazi broja primenom

teoreme o razlaganju.
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Primer 2.4.1.1 Data su dva fazi broja p; =¢fn(2,1,]) i p; =tfn(4,2,4) prikazana na
slici 29.

s JI
ral Pa

Slika 29. Fazi brojevi ;:1 1 p~2

Ukoliko se uzme da je korak dekompozicije Au = 0.5 dobijaju se dekompozovani
brojevi B = {[1,3],[1.5,2.5],[2,21}i P, ={[2,8],3,6],[4,4]}.
0=pPP, =70 70 7y

7O = xOx" =11,3]-[2,8] = [min{l-2,1-8,3-2,3-8}, max{l-2,1-8,3-2,3-8}] =[2,24]

70 = xOxM =115,25][3,6]=[4.5,15]

z® = xPxP =[2,2]-[4,4]=[8,8]

Dakle, dekompozicija trazenog broja ;=;:1 ;:2 e 0={[2,24],[4.5,15],[8,8]}i

prikazana je na slici 30.

7 (D

LN

Slika 30. Dekompozovan broj g = p; py

L 2

Prednost diskretnih i dekompozovanih fazi brojeva u odnosu na L-R

fazi brojeve pre svega se ogleda u mogucnosti njihove primene. Oba koncepta
-57-



su podjednako dobra, ali se u praksi ipak ¢eS¢e koristi intervalna aritmetika,

zbog lak$e implementacije.
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3

Fazi PERT

3.1 Osnove planiranja

U dana$nje vreme postalo je nezamislivo pokretati proces proizvodnje
novog proizvoda, uvodenje nove tehnologije, izgradnju stambenih i drugih
objekata, bez posedovanja unapred napravljenog plana. Planiranje je sastavni
deo projektnog menadzmenta. To je disciplina bazirana na izradi projekta, radi
postizanja odredenih ciljeva. Ti ciljevi najéeS¢e podrazumevaju vremensku i/ili
novC€anu ustedu ili uStedu resursa.

Projekat je jedinstveni proces koji se sastoji od skupa koordinisanih i
kontrolisanih aktivnosti, sa odredenim datumom pocetka i zavrSetka, koje se
preduzimaju da bi se ispunili postavljeni zahtevi, pri Eemu postoje ograni¢enja na
vreme, troSkove i resurse ([15]). Razlaganjem projekta na pojedine parcijalne
zadatke, operacije i zahvate dobijamo aktivnosti. Nakon razlaganja projekta na
aktivnosti potrebno je odrediti logic¢ki redosled izvrSavanja aktivnosti. Za
realizaciju svake aktivnosti potrebno je utvrditi koliko je potrebno vremena i
sredstava da bi se ona izvrSila. No, ima aktivnosti koje ne traze ni sredstva ni
vreme.i takve aktivnosti se nazivaju fiktivne.

Dogadaj predstavlja trenutak pocCetka ili zavrSetka jedne ili viSe aktivnosti.
Dogadaj je stanje u kome nema aktivnosti, ali je istovremeno i cilj pojedinih
aktivnosti i uslov da druge aktivnosti mogu da po€nu. Dogadaj ne trazi troSenje
sredstava i vremena. Pocetni dogadaj projekta nema prethodnu aktivnost, a
zavrsni nema narednu aktivnost ([15]).

Kao $to je reCeno, cilj planiranja je uSteda. Da bi se ta uSteda i postigla
potrebno je odrediti vreme trajanja projekta, koje zavisi od vremena trajanja
aktivnosti od kojih je sacinjen. Stoga, mozZe se reci da je cilj planiranja procena

vremena trajanja projekta. U tu svrhu razvijeno je nekoliko razlicitih metoda, a u
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ovom radu ¢e biti obradene fazi verzije metoda kriti€nog puta (eng. Critical Path
Method - CPM) i metoda ocene i revizije programa (eng. Project Evaluation and
Review Technique - PERT).

Klasi¢ni CPM metod je stariji i poti¢e iz 1957. godine, kada je primenjen u
podru¢ju hemijske industrije. Ova metoda se primenjuje u slu€ajevima kada se
vreme trajanja aktivnosti mozZe precizno odrediti. Ovde se, za razliku od PERT
metoda, operiSe samo jednim vremenom.

PERT metod ima poseban znaaj za planiranje istrazivackih radova ili
radova gde se vreme ftrajanja aktivhosti ne moze precizno odrediti, ve¢ ima
karakter slu¢ajnog - stohastiCkog. Za svaku aktivnost stru¢njacima se daje da
izvrSe procenu tri vremena za izvodenje iste — najverovatnijeg (vreme za
izvodenje aktivnosti pod normalnim uslovima), pesimisticnog (maksimalno
potrebno vreme za izvrSenje aktivnosti u krajnje nepovoljnim uslovima) i
optimisticnog (najkrac¢i vremenski period za koji se aktivhost moZe ostvariti).
Strucnjaci vrSe procenu na osnovu svog znanja, iskustva i dostupnih informacija i
ona je vrlo subjektivha. Klasicni PERT metod se pre svega zasniva na

pretpostavci da svaka aktivnost ima g - raspodelu i to je ujedno jedna od velikih

mana ovog metoda. Takode, jeziCke termine poput “otprilke 15 dana” je
nemoguce opisati koristeci klasiCan metod.

Sa razvitkom fazi teorije, razvio se i fazi PERT metod, koji omogucava
bolju procenu vremena trajanja projekta. U ovom poglaviju dat je pregled
rezultata vezanih za fazi PERT metod iz [15,23].

3.2 Planiranje projekta

Planiranje projekta se izvodi u nekoliko faza. Prva je analiza strukture u
kojoj je potrebno dati projekat razloziti na aktivnosti, koje zatim treba logicki
poredati po redosledu izvrSavanja. Slede¢a faza obuhvata analizu vremena.
Tacnije, za svaku aktivnost se utvrduje vreme potrebno za njeno izvrSenje. Na taj
nacin se dobija uvid u vreme trajanja celokupnog projekta. Vreme trajanja

projekta zavisi od vremena trajanja takozvanih kriticnih aktivnosti i jednako je
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njihovom zbiru. Kriticna aktivnost se definiSe kao aktivnost koja mora otpoceti i
zavrsiti se u tacno predvidenom roku, jer bi u suprotnom njeno kasnjenje izazvalo

kasnjenje celog projekta (videti [15]).

3.2.1 Analiza strukture

Kao $to je re€eno, analiza strukture obuhvata sastavljanje liste neophodnih
aktivnosti za realizaciju postavljenog cilja i istovremeno utvrdivanje njihovog logi¢nog
redosleda. Da bi se sacinila lista aktivnosti mora se dobro poznavati problematika
projekta, a Cesto na tom poslu rade i konsultuju se grupe struénjaka kako bi
redosled aktivnosti bio Sto blizi optimalnom. Nakon sastavljanja liste aktivnosti sledi
utvrdivanje medusobne zavisnosti pojedinih aktivnosti. Za utvrdivanje medusob-
ne zavisnosti pojedinih aktivnosti koristi se tabela medusobnih odnosa. Na

sledecem primeru je objasnjeno kako izgleda i kako se tumaci tabela aktivnosti.

Primer 3.2.1.1

POSMATRANA AKTIVNOST

AB|ICDEFGH|I
+

+|+
+

+

PRETHODNA AKTIVNOST
~TQmET O[S
_|_

Tabela 11. Tabela medusobnih odnosa aktivnosti

|z date tabele se vidi da su aktivnosti A i B nezavisne i da im ne prethodi nikakva

aktivnost. Aktivnost C moze otpocCeti tek nakon zavrSetka aktivnosti A, odnosno
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da aktivnost A prethodi aktivnosti C. Aktivhost D zavisi od zavrStka aktivnosti B.

Aktivnhost E zavisi od zavrSetka aktivnosti B i C itd.

Nakon utvrdivanja medusobnih zavisnosti aktivnosti sledi crtanje mreznog
dijagrama, radi bolje preglednosti dogadaja i aktivnosti od kojih je sacinjen
projekat.

Skup dogadaja i aktivnosti projekta €ini mrezu. Graf ili mreza se definiSe
pomocu skupa ¢vorova V ={1,2,..n} i skupa grana A={(i,j)|i,j€V}.

Sledi pregled neophodnih definicija iz [24].

Definicija 3.2.1.1 Graf G se predstavlja uredenim parom (V,I'),gde je V' skup
¢vorova, a I preslikavanje skupa V' na P(V), gde je P(V) partitivni skup skupa

V.

Definicija 3.2.1.2 Grana povezuje Cvorove grafa i predstavlja mogu¢ smer

kretanja izmedu Cvorova. Ako mreza sadrzi granu (j,k) kretanje je moguce od
¢vora j ka ¢voru k. Za granu (j,k) ¢vor j se naziva pocCetni, a ¢vor k se naziva

krajnji.

Definicija 3.2.1.3 Skup grana takvih da svaka grana ima tacno jedan zajednicki

¢vor sa prethodnom granom se naziva lanac.

Definicija 3.2.1.4 Put je lanac u kojem se krajnji cvor svake grane poklapa sa

pocetnim ¢vorom naredne grane.

Primer 3.2.1.2 Na slici 33. (1,2)-(2,3)-(4,3) predstavlja lanac, ali to nije put.
(1,2)-(2,3)-(3,4) je i lanac i put.

Put (1,2)-(2,3)-(3,4) predstavlja nacin da se stigne od ¢vora 1 do ¢vora 4.
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Slika 31. Primer mreze

Definicija 3.2.1.5 Skup ¢vorova koji prethode ¢voru i, u oznaci I'"' i, je definisan

na slededéi nacin

I li=1{k |3(ki)e A}

Definicija 3.2.1.6 Skup &vorova koji su sledbenici ¢vora i, u oznaci I'i, je

definisan na slededéi nacin
Ti={k |3G,k)e 4}.

Postoje dva osnovna nacina prikazivanja plana projekta pomocu grafa.
Kod prvog se aktivnosti predstavljaju ¢vorovima, a dogadaji usmerenim granama.
Kod drugog nacina aktivnosti se predstavljaju usmerenim granama, a dogadaji
¢vorovima ([15]). U ovom radu se koristi drugi nacin predstavljanja mreznog
dijagrama projekta. UobiCajeno je da se dogadaji numeriSu celim arapskim
brojevima, a aktivnosti brojevima dogadaja izmedu kojih se protezu. Ovde ¢e se
aktivnosti obelezavati velikim slovima latinice, jer se uglavnom koriste mrezni
dijagrami sa malim brojem aktivnosti.

Prilikom konstruisanja mreznog dijagrama moraju se postovati odredena
pravila i uputstva. Nepridrzavanje ovih pravila moze da izazove greSke koje

dovode do netadnih rezultata. Pravila su sledec¢a:
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1. Aktivnosti se prikazuju strelicama Ciji je smer sleva na desno. Dogadaji se

prikazuju krugovima. Svaka aktivnost otpocCinje i zavrS8ava se dogadajem.

Slika 32. Pravilo 1.

2. U jedan dogadaj moze se steci viSe aktivnosti .

Slika 33. Pravilo 2.

Ako zavrSetak viSe aktivnosti uslovljava pocetak naredne aktivnosti, onda

se sve te aktivnosti moraju zavrsiti u pocetnom dogadaju naredne aktiv-
nosti.

3. Vise aktivnosti moze otpoceti po zavrSetku prethodne aktivnosti.

B

O— O

Slika 34. Pravilo 3.
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4. 1zmedu dva dogadaja moze se nalaziti samo jedna aktivnost.

Ot

Slika 35. Primer nepravinog prikaza

Da bi primer dat slikom 35 prikazali u skladu sa napred navedenim
pravilom, uvodimo fiktivnu aktivnost. Fiktivna aktivnost, u oznaci 0,
pokazuje samo zavisnost naredne aktivnosti od prethodne, a ne troSi ni
sredstva ni vreme. Fiktivna aktivhost se uvodi ako pocCetak jedne ili viSe
aktivnosti zavisi od zavrSetka viSe prethodnih aktivnosti, pri Eemu se njihov
zavrSetak nikakvim postupkom ne moze svesti u jedan dogadaj bez fiktivhe

aktivnosti.

B “‘()
A —0——0

Slika 36. Uvodenje fiktivne aktivnosti

ST

Slika 37. Uvodenje fiktivne aktivnosti

5. Bilo koja aktivnost mozZze se samo jedanput odigrati i u mrezi se ne mogu

pojavljivati petlje. Kroz jedan dogadaj aktivhost ne moze proci dva puta.
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-
O >O

Slika 38. Nepravilan prikaz pravila 5

6. Ne sme da se pojavi zatvorena kontura jer dolazi do nelogi¢nosti.

OAJCDK’D

Slika 39. zatvorena kontura

7. Svaki dogadaj sem pocetnog i zavrSnog u mreznom dijagramu mora imati

bar jednu pocetnu i jednu zavrSnu aktivnost.

E
B
A

Slika 40. Nepotrebna aktivnost
Konacno, kada je mrezni dijagram nacrtan vrsi se kontrola, da bi se uverili

da li je zadovoljena zavisnost iz tabele, da li su ispoStovana pravila konstruisanja

i da li je estetska strana zadovoljavaju¢a. Dogadaji se u mreznom dijagramu
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numeriSu arapskim brojevima i to s leva na desno i odozgo prema dole, s tim Sto

prvi (pocetni) dogadaj numeriSemo sa 0 ili 1.

Na slede¢em primeru je prikazano kako se na osnovu date tabele

konstruiSe mrezni dijagram.

Primer 3.2.1.3 [15] U tabeli 12. je prikazana medusobna veza aktivnosti od kojih

je sacinjen projekat.

ABICIDE
A +
B +
C +
D
)

Tabela 12. Tabela medusobnih zavisnosti

Na slici 34. je prikazan mrezni dijagram za projekat koji se sastoji od aktivnosti A,

B, C, Di E, Cija je zavisnost opisana u tabeli 12.

Slika 41. Mrezni dijagram
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3.2.2. Analiza vremena

Analiza vremena obuhvata odredivanje vremena trajanja aktivnosti koje su
predstavljene u mreznom dijagramu. Odredivanjem vremenskih parametara
moze se kontrolisati vremensko odvijanje projekta, utiCe se na odrzavanje
rokova, upravlja se i rukovodi projektom. Analiza vremena se izvodi nezavisno od

analize strukture.

Kod analize vremena primenjuju se uglavhom dva postupka (metode) i to:

e metoda kriticnog puta (CPM) kod koje je vreme trajanja aktivnosti

normirano i moze se sa velikom tacnoscéu utvrditi

e metoda ocene i revizije programa (PERT) gde vreme trajanja aktivnosti

ima stohasticki karakter i ne moze se normirati.

Sledi prikaz odgovarajuc¢ih metoda iz [17,19].

3.2.2.1. Odredivanje vremena kod metode kriticCnog puta

Metoda kriticnog puta (CPM) je tehnika kojom se odreduje trajanje
projekta, nalaze aktivnosti Cija bi kasnjenja neposredno uticala na kasSnjenje
projekta i analiziraju mogucnosti pomeranja pocCetka i zavrSetka aktivnosti tako
da se ne promeni vreme trajanja projekta (videti [15]).

Trajanje projekta je odredeno najranijim trenutkom de8avanja dogadaja
koji oznaCava kraj projekta. Da bi se taj trenutak odredio treba znati najranije
trenutke deSavanja dogadaja koje prethode poslednjem.Ovi trenuci se odreduju
iterativno iduci od pocCetnog ka zavrSnom ¢voru. Za aktivnost izmedu dogadaja

i—j se utvrduje se njeno vreme trajanja ;. Vreme ¢; izrazava se u terminskim

jedinicama i upisuje se ispod svake aktivhosti u mreznom dijagramu.
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Oznaka
[ aktivnosti i-j

(Tg); | (T.); Vreme trajanja
aktivnosti i-j

Najranije Najkasnije Najranije Najkasnije
vreme vreme vreme vreme

Slika 42. Vremena dogadaja

Aktivnosti (i, j)) mozZe poceti samo posle odigravanja dogadaja i. Ako dogadaju
i prethodi viSe aktivnosti, on se moZe odigrati samo posle isteka vremena
najduze aktivnosti. Prema tome, najraniji poCetak aktivnosti (i, j) bi¢e odreden
vremenom trajanja najduzeg puta koji ulazi u dogadaj i. Najraniji pocetak

dogadaja i se oznaCava sa E,. Najraniji zavrSetak aktivnosti koje ulaze u j se
dobija sabiranjem vremena trajanja aktivnosti 7, sa vremenom E,. Ovo vreme se

oznacava sa £, iizracunava se po formuli:

Ej = _ma_)lc .(El- +tl-j) , j=23,..,n
iel 7 j

Ako do dogadaja j vodi viSe puteva, tada se za E; usvaja maksimalni rezultat,

jer naredni dogadaj moze nastupiti tek posto se sve aktivnosti, koje mu prethode,
zavrSe. Ovo je prva faza u primeni CPM i tu su odredena vremena kada se
najranije mogu desiti dogadaiji koji oznaCavaju zavrSetak svih aktivnosti koji se

stiCu u jedan ¢vor.

Druga faza daje odgovore na pitanja da li sme da zakasni zavrSetak svake
pojedinacne aktivnosti i za koliko, a da to ne prouzrokuje kasnjenje projekta.
Aktivnosti Cije kasnjenje nije dozvolieno nazivaju se kriticne aktivnosti. Kako do
kasnjenja aktivnosti moze do¢i samo ako ona poc¢ne kasnije nego Sto bi trebalo,
znaCi da za svaku aktivnost treba odrediti trenutak kada najkasnije moze

zapoceti.

Najkasniji poCetak dogadaja i se obelezava sa L ;, a najkasniji zavrSetak L, :
L, =min(L, —t;)

jeli
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Ovde se ide po postupku koji je suprotan odredivanju vrednosti£; i E,. Naime,

polazi se od zavrSnog dogadaja projekta i ide se ka poCetnom dogadaju, pa se

putem datog izraza moze odrediti najkasniji zavrSetak bilo kog dogadaja.

Nakon odredivanja najranijih i najkasnijih vremena za svaki €vor, prelazi se na
raCunanje vremenskih rezervi za dogadaje po formuli

S, =L -E,
Vremenska rezerva za dogadaj je razlika izmedu najkasnijeg i najranijeg trenutka

nastupanja dogadaja ([15]).

aktivaost (ij)}

Slika 43. Vremenska rezerva

Primer koji sledi ilustruje racunanje najranijih i najkasnijih trenutaka
nastupanja dogadaja, kao i raCunanje vremenskih rezervi kod klasicne metode

kritiénog puta.

Primer 3.2.2.1.1 [15] Date su aktivnosti A, B, C, D, E, F, G i H €ija su vremena

trajanja 2, 4, 2, 4,5, 9, 7 i 1 respektivho. Medusobne zavisnosti aktivhosti su:

B,C—>A G—->D,E
D,E—>B H->F
F—>C

Za izraCunavanje najranijih i najkasnijih trenutaka nastupanja dogadaja koriste se
sledece relacije

E, =max(E, +t;) L, =min(L; —1¢;),

nakon Cije primene se dobija sledeci dijagram:
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Slika 44. Mreza projekta

Slicno, za svaku aktivnost treba odrediti trenutke najranijeg i najkasnijeg
poCetka i najranijeg i najkasnijeg zavrSetka tako da trajanje projekta ostane

nepromenjeno. Koristimo sledece oznake:
1. Eg¢(i, j)= E; - najraniji poCetak aktivnosti
2. E,(i,j) - najraniji zavrSetak aktivnosti
3. Ly(i,) - najkasniji poCetak aktivnosti

4. L, (i, j)= L,- najkasniji zavrSetak aktivnosti

Najranije pocetke i zavrSetke aktivnosti dobijamo analizom unapred, tj.

razmatranjem od pocCetka ka zavrSetku projetka.
1. Najraniji pocCetak aktivnosti (i,j) je naraniji trenutak dogadaja koji
oznacava njen pocetak. To je:
a) Za pocCetnu aktivnost
Eg(1,/)=0, jell
b) Za aktivnost (i, j) je

ES(Z’]) :Ei
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Odnosno E(i,j) je maksimum najranijih zavrSetaka aktivnosti koje

prethode aktivnosti (i, ;)

ES(ZDJ) :maXEf(lai)
ler™;

2. Najraniji zavrSetak aktivnosti (i, j) je najraniji poCetak aktivnosti (i, )
vecan za duzinu njenog trajanja. To je
a) Za pocetnu aktivnost (1, ;)
Er(Lj)=11;, €Tl
b) Za ostale aktivnosti
Ef (l7j) = ES (l7j) + t;’j
3. Najkasniji zavrSetak aktivnosti (i, j) je:

a) Za zavrsnu aktivnost (i,n) ,ie rn
Lf(i,n) = Ef(i,n)
b) Za ostale aktivnosti

Ly(i,j)=min{L,(,j)—t;}
jeli

4. Najkasniji poCetak aktivnosti (i, j) je:
a) Za zavrsnu aktivnost
Lg(i,n)=Ly(i,n)—t,
b) Za ostale aktivnosti
L@@, )) =L, )) =1t
Ukupna vremenska rezerva F, aktivnosti (i,j) je razlika izmedu ukupnog

vremena koje moze biti dodeljeno aktivnosti i vr.emena sa kojim je aktivnost usla
u plan. ([15]) Ona daje odgovor na pitanje za koliko se moze najviSe promeniti
trajanje aktivnosti, a da se trajanje projekta ne promeni pod uslovom da se

trajanja drugih aktivnosti ne menjaju. IzraCunava se po formuli:
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Ft(laj):Lf(laj)_Ef(l7J):Ll _El _tlj

ukupna rezerva

Slika 45. Ukupna vremenska rezerva

3.2.2.2. Odredivanje vremena kod fazi PERT metode

Za odredivanje trajanja projekta u sluCajevima kada vremena trajanja
aktivnosti imaju stohasticki karakter koristi se PERT metoda. Ova metoda

dopusta da se daju vremenske procene trajanja aktivnosti ([15]).

Fazi PERT metoda se, takode, koristi u slu€ajevima kada vremena trajanja
aktivnosti nisu unapred data, s tim da su kod fazi verzije ovog metoda vremena

trajanja predstavljena fazi brojevima.

Analiza vremena po fazi PERT metodi se odvija u slede¢im etapama:

e Procena vremena (a, m, b).
¢ Odredivanje najranijeg i najkasnijeg vremena nastupanja dogadaja.

e Odredivanje kriticnih puteva.

Posto su aktivnosti kod projekata stohastiCkog karaktera, te se njihova
vremena trajanja ne mogu normirati, procenjuju se (za svaku aktivnost) tri

razliCite vrednosti vremena za izvodenje svake aktivnosti.
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Optimisticko vreme - a,

e predstavlja najkracCi (minimalni) vremenski period za koji se aktivhost
moze ostvariti. Ustvari, to je ono vreme, za koje Ce biti realizovana neka

aktivnost, ako se u toku izvodenja te aktivnosti steknu najpovoljniji uslovi.

Najverovatnije vreme - m,

e predstavlja potrebno vreme za izvodenje aktivnosti pod normalnim

uslovima.
Pesimisticko vreme - b,

e je maksimalno potrebno vreme za izvrSenje aktivnosti u krajnje
nepovoljnim uslovima, koji mogu nastati u izvodenju aktivnosti (izuzev,

razume se, pojave katastrofa).

|z datih definicija sledi da za svaku aktivhost mora biti zadovoljen uslov:

Procenu vremena (optimistickog, pesimistickog i najverovatnijeg), vrse stru¢njaci
i to na osnovu svog dosadaSnjeg iskustva, znanja i trenutno dostupnih
informacija. Cesto su dostupne informacije, kao i same procene vrlo neprecizne.
Recimo, procena da Ce se neka aktivnhost zavrsiti izmedu deset i dvanaest sati ili
da je vreme potrebno za izvrSenje neke druge aktivhosti oko tri dana. Takve
procene je potrebno na neki nacin formalizovati, odnosno opisati ih nekim od

dostupnih matematiCkih objekata. U tu svrhu se koriste fazi brojevi.

Procena vremena koje daju stru¢njaci je niSta drugo do trougaoni fazi broj, gde

predstavlja modalnu vrednost, «;. najmanju, a bl-j najvec¢u vrednost fazi

ij ij

br0ja, tJ < mlj ,ml~j —aij,blj —mij >.

Za procenu vremena trajanja aktivnosti se koriste i fazi intervali (primera radi, ako

se proceni da je za odvijanje neke aktivhosti potrebno izmedu pet i Sest sati).

-74 -



Stoga, dalje u radu se i trougaoni brojevi zapisuju kao fazi intervali. Odnosno,

trougaoni fazi broj < x,a, 8 > se zapisuje kao <I,r,a,f > gdeje [=r=x.

Nakon izvrSene procene trajanja aktivnosti, prelazi se na traZzenje fazi
kriticnog puta - put u mrezi koji ima minimalnu ukupnu vremensku rezervu. U toj
analizi od sustinskog znacaja je i rangiranje (poredenje) fazi brojeva, s obzirom
da se u formulama za raCunanje vremena odvijanja aktivnosti javljaju operacije
mini max . Dakle, postavlja se pitanje na koji na€in odrediti maksimum, odnosno
minimum dva ili viSe fazi brojeva. Da bi se doSlo do tog odgovora, razvijeno je
mnogo metoda koje opisuju poredenje fazi brojeva [2,4,5,7,10,13]. U ovom radu
Ce biti obraden metod koji su dali Liang i Han u radu Fuzzy Critical Path for

Project Network ([17]), koji je nastao kao kombinacija metoda [6] i [16].

Da bi se fazi brojevi mogli porediti uveden je pojam poredbene vrednosti
fazi broja (eng. ranking value). lzraCunavanje ove vrednosti omogucava

odredivanje odnosa fazi brojeva koji se porede.

Definicija 3.2.2.2.1 [17] Neka su dati fazi brojevi ANI- =<I;,r;,a;,p; >. Poredbena

vrednost fazi broja AN ; (eng. Ranking value) se definiSe kao

1+ Bi — X F =) (=22 —lit+a;

R(A;)=7-
( l) 4 Xy — X1+ p; Xy —X1tQ

gde je X = min{ll —(Zl,...,ln —Oln}, Xy =max{r1 +ﬁ1,...,7'n +ﬁn}, A= {(l,])|l,] (S V}

a; + B
(i,j)ed

y=| 3> 5 |/card(4).
i
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Definicija 3.2.2.2.2 [17] Neka su data dva fazi broja AN i AN_/ Cije su funkcija

; OznaCen je zbir minimalne i

pripadnosti x4 - (x) i u_ (x). Sa m; i m
Al AI

maksimalne vrednosti za koju funkcija pripadnosti dostize maksimalnu vrednost,

tJ m; :Zi +I’l'. Sada

TrecCa, ujedno i poslednja etapa fazi PERT metoda je odredivanje fazi
kritiénog puta.

Definicija 3.2.2.2.3 [17] Duzina puta P, u oznaci Ty (F;), jednaka je

TP = Y Fi,)).
1<i<j<n
i,jePi

Fazi kritiCan put se definiSe na sledeci nacin.

Definicija 3.2.2.2.4 [17] Ako u mreZi postoji put Py takav da je
Try (P) = min{Tpp (B) | P, € P},

onda se takav put naziva fazi kritican.

Algoritam za pronalazenje fazi kriticnog puta, odnosno za izraCunavanje

duZine trajanja projekta se sastoji iz sledecih koraka ([17] ) .

Odrediti sve aktivnosti u projektu
Utvrditi medusobnu zavisnost svih aktivnosti

|zvrSiti procenu vremena trajanja svake od aktivnosti

o=

Konstruisati mreZu projekta
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IzraCunati najranije poCetke aktivnosti
IzraCunati najkasnije zavrSetke aktivnosti
IzraCunati ukupne vremenske rezerve za sve aktivnosti

Pronaéi sve moguce puteve koji vode od pocetnog do

krajnjeg Cvora i izraCunati njihovu duzinu

9. Pronaci fazi kritiCan put

Primer koji sledi ilustruje primenu fazi PERT metoda.

Primer 3.2.2.2.1 [15] Neka je dat mrezni dijagram projekta na slici 41. i neka su

u tabeli 13. date procene vremena trajanja svih aktivnosti.

Slika 46. Mrezni dijagram projekta

Aktivnost Oznaka Vreme trajanja
fiktivna (P,0) <0,0,0,0 >
A (0,2) <55272>
B (0,1 <10,10,5,5 >
C (0,3) <3421>
D (2,4) <4521>
E (3,4) <8,10,2,1 >
fiktivna 4,K) <0,0,0,0 >

Tabela 13. Vireme trajanja aktivnosti

-77 -




U prvom koraku se raCunaju najraniji trenuci realizacije aktivnosti. Aktivnosti (P,0)
i (4,K) su fiktivne i uvode se samo da bi se mogao izracunati najkasniji poCetak
prvog dogadaja , odnosno najranji zavrSetak poslednjeg.
Sada imamo
E¢(A)= E¢(B)= E¢(C)=<0,0,0,0>
Eg(D)=max{E (A),E,(B)} = max{Es(A)+1,,Eg(B)+15}

=max{< 5,5,2,2 >,<10,10,5,5 >}

[ 2 5 2 2 2

+ + + +
__2+2 5+5 25+1 241 2+1 _3/5_06

/4
pri Cemu je

x; =min{5-2,10-5} =3
x, =max{5+2,10+5} =15

Iz predhodnog sledi

R(<55225)=06-273 L04.a-1223%2y_ (7336
15-3+2 15-3+2

R(<10,10,5,5>) =0.588

R(<55,2,2>)< R(<10,10,5,5>) =<5,5,2,2> < <10,10,5,5 >
E((D)=<10,10,5,5>

Eg(E)=max{E (B),E;(C)}=max{Eg(B)+1tp,Es(C)+1-} =<10,10,55 >

Eg(F)=max{E ;(D),E ;(E)} = max{Es (D) +1p, Es(E) +1;} =<18,20,7,6 >

U drugom koraku se raCunaju najkasniji trenuci zavrSetaka aktivnosti. Oni se

racunaju iduéi od poslednje ka prvoj aktivnosti.

L, (F)=Es(F)=<1820,7,6 >
L(D)=L,(F)~t, =<14,555 >

Lo(E)=L,(F)~t; =<10,10,55 >

-78 -



L (A)=L,(D)—t,=<9,1033>

Lf(pao) :mln{Lf(A)_tAaLf(B)_tBaLf(C)_tC} =< 4727173 >

U treCem koraku se raCunaju ukupne vremenske rezerve.

F(A) =L (A)-Es(4)—t, =<4511>
F,(B)=<0,0,0,0 >
F(C)=<4213>
F,(D)=<0,0,-2,—1>
F(E)=<-8-10,-2,-1>
U Cetvrtom koraku se traZze svi moguci putevi od po€etnog do krajnjeg Cvora i
racunaju se njihove duZzine. Putevi su
P=p-0-2-4-k
P=p-0-1-2-4—k

P=p-0-1-3-4-k
P=p-0-3-4-k

a njihove duzine
T (R) = F,(A)+ F,(D) =< 4,5-1,0 >
Ty (P) =F,(B)+ F,(D)=<0,0,-2,-1>
Ty (P)=F,(B)+ F,(E)=<-8,-10,-2,-1>
Th(P)=F,(C)+ F,(E) =<-4,-8,-1,2>

Na osnovu definicije 3.2.2.2.4 fazi kritiCan put je put P, =p-0-1-3-4—Fk jerje

T (P ) = min{Ty (7)), Ty (£), T (5), T (By)5 = T (B3) -

Vreme zavrSetka projekta je <18,20,7,6 >, odnosno izmedu 18 i 20 vremenskih

jedinica.
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Zakljucak

U ovom radu su izloZzeni osnovni pojmovi vezani za fazi skupove i jednu
njihovu specijalnu klasu — fazi brojeve. Takode, u osnovnim crtama je objasnjen
pojam Zadehovog principa proSirenja kao i njegovo uops$tenje bazirano na
trugaonim normama. Pokazano je i na koji nacin se operacije preseka i unije fazi
skupova definiSu pomoc¢u trougaonih normi i trougaonih konormi.

Fazi brojeve je moguce predstaviti na viSe nacina, a ovde su obradeni
koncepti L-R, diskretnih i dekompozovanih fazi brojeva. L-R nacin
reprezentacije se zasniva na Cinjenici da je funkciju pripadnosti fazi broja moguce
posmatrati iz dva dela, jednog koji se nalazi levo i drugog koji se nalazi desno od
modalne vrednosti fazi broja. Funkcije kojima se opisuju L—R fazi brojevi se
nazivaju funkcije oblika i u radu su navedene osobine koje one moraju
posedovati. Za specijalno izabrane funkcije oblika, dobijaju se Gausov,
trougaoni, eksponencijalni i kvadratni fazi brojevi. Koncepti diskretnog i
dekompozovanog fazi broja se viSe koriste u praksi, s obzirom na lakSu
implementaciju datih algoritama.

Primena fazi aritmetike je opisana kroz fazi PERT metod, koji se koristi u
procesu upravljanja projektima. Prednosti fazi PERT metoda u odnosu na
klasiCan PERT metod su mnogobrojne. Pre svega, jer omogucava donoSenje
odluka ¢ak iako su na samom pocetku dati neprecizni i nejasni podaci nastali kao
posledica subjektivnosti stru¢njaka koji vrSe procenu vremena trajanja aktivnosti.
|zloZzen je algoritam za trazenje fazi kriticnog puta uz pomo¢ rangiranja fazi
brojeva. Radi boljeg razumevanja datih pojmova, svaki od njih je ilustrovan
kra¢im primerom.

Navedena teorija je dovoljna za razumevanje nekih osnovnih pojmova

vezanih za oblast fazi skupova i fazi brojeva.
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