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PREDGOVOR

Tema ovog rada su unit-linked modeli u Zivotnongoganju. Zivotno osiguranje je
osiguranje lica od osiguranog &#ja, koji moze biti dozivljenje, smrt usled bolesinrt usled
nezgode, invaliditet, itd. ili kombinacija navedemizika.

Ugovor o Zivotnom osiguranju je sklopljen izdwe osiguranika i osiguravaja
kompanije. Ugovorom o osiguranju se osiguravajgompanija obavezuje d& snositi rizik
finansijskog gubitka koji nastaje kao posledicagosinog sldaja, dok se osiguranik
obavezuje dée pl&ati unapred dogovorene premije osiguranja. Daldeyarom o osiguranju
osiguravajda kompanija prihvata izvestan rizik od nastankauwsinog sltiaja. Mefutim,
kako ona svoja sredstva i rezerve dalje ulazensm$ijsko trziSte, onda ona na taginasnosi i
odreieni rizik od investiranja pomenutih sredstava.

Unit-linked ugovori Zivotnog osiguranja su spetifiugovori Zivotnog osiguranja u
kojima osiguravajéa kompanija snosi samo rizik od nastanka osigurahggja, dok se rizik
od investiranja sredstava prebacuje na samog esidua. Koliki ¢e taj rizik biti zavisi od
samog osiguranika i od njegove spremnosti da fjejkanije od njegove funkcije korisnosti.

U uvodnom delu je ukratko opisan princip unit-lidkegovora zivotnog osiguranja,
a zatim je predstavljena nihova razlika od Kasi ugovora, kao i motivacija za njihov
nastanak. Dalje je naveden stoh#staparat kojice se koristiti u pretpostavkama modela kao
i u samom modelu. Model se zasniva&uaenoj Black-Scholes formuli za odieanje cene
opcije, a pristupa mu se na dvaina, aktuarski i finansijski. Potenje navedena dva pristupa
se vrSi uz pomdMonte Carlo simulacija i izvodi se koten zakljgak o tome koji je pristup
bolji teorijski, a koji prakitno.

Ovom prilikom bih Zelela da se zahvalim svim prof@®a i asistentima na saradnji
i ukazanom znanju tokom studiranja. Posebno seatiajem svom mentoru, Dr Dori Selesi,
za streno i profesionalno usmeravanje i izvanrednu saragnijizradi ovog rada i za znanje
koje sam stekla radivsi sa njom.

Novi Sad, 12.10.20009. Madpvanoui
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Unit-linked modeli u zivotnom osiguranju

1. UvOD

Unit-linked Zivotno osiguranje je veoma popularan videstiranja u Evropi. To su
speciféni ugovori Zivotnog osiguranja u kojima rizik int@anja premija snosi sam
osiguranik, a ne Osiguravag kompanija kao Sto je slaj u klasénim ugovorima na Zivot
osiguranika. To zr@a da se prikupljena sredstva od premija osiguramgZu u rizénije
investicije u tzv. fondove, u zavisnosti od zeljgiguranika, tj. od njegove spremnosti da
rizikuje.

U ovom radu su razmatrani unit-linked ugovori ziag osiguranja sa minimalnom
zagarantovanom osiguranom sumom. Tocem u sldaju smrti osiguranka korisnicima
osiguranja sleduje minimalna zagarantovana osigusamak , ako uloZzena sredstva nisu
premasila tu minimalnu zagarantovanu sumu, a uosou@m im sleduju uloZzena sredstva.
Matemattki zapisano, osigurana suma zacajusmrti osiguranika koja je nastala u trenutku

je max{K,S}, gde K predstavlja minimalnu zagarantovanu sumu,Sa sredstva u
fondovima.

Kako se osigurana suma unit-linked ugovora u tlantitponaSa kao n@ani tok
evropske prodajne opcije sa strajk cenom K,

max{K S} = S+ maf 0,K- § = S+( Kk §, za odrdivanje premije ovakvih ugovorée
se koristiticuvena Black-Scholes formula za odikanje cene opcije.

Za odra@ivanje premije unit-linked ugovora se moze koristktuarski ili finansijski
pristup. U oba pristupa se koristi Black-Scholasnfiola. Razlika je u tome 3to se u aktuarskom
pristupu koristi mera verovatteP, a u finansijskom pristupu rizik-neutralna mé€a

U finansijskom pristupu unit-linked ugovor preddfavmogui gubitak i zato taj
pristup predlaze hedzing strategiju na finansijskamstu. U ovom sléaju je obaveza
osiguravéa slina nowanom toku evropske prodajne opcije pa se formularemiju svodi na
Black-Scholes formulu sa rizik-neutralnom mer@m

Aktuarski pristup unit-linked ugovor posmatra kagouor o osiguranju i Kkoristi
princip ekvivalencije, tj. jednokratna neto premisiguranja je jednakatekivanoj sadasnjoj
vrednosti budéih obaveza osigurava. Ovaj pristupée nas dovesti do iste formule iako je
analiza problema drugga.

U cilju dobijanja odgovora na pitanje: Koji je grg bolji? u radu se vrSe Monte
Carlo simulacije. Simulacijama se dobija raspodheidicih troSkova.

U radu je najpre opisan princip kl&sih i unit-linked ugovora u osiguranju. Zatim je
opisan matemaiki aparat kojice se koristiti u upovanju navedena dva modela. Nakon toga
sledi opis modela i kokao njihovo uporedjivanje i simulacije.

Ali pre svega, podsetimo se Sta je to prodajnaj@pckako izgleda profit njenog
vlasnika.
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1.1. OPCIJE

Opcija je ugovor izméu dve strane, koji jednoj strani (svom vlasnikujedaravo,
ali ne i obavezu, da kupi odnosno proda neku padfmgunapred oddenoj ceni — strajk ceni
u unapred oddenoj kolgini i unapred dogovorenom datumu — datumu désp&Emitent
(writer) opcije ima obavezu da proda, odnosna kugodlogu, ako viasnik opcije zeli da je
kupi, tj. proda. Vlasnik opcije pta cenu opcije, tj. pravo ali ne i obavezu. Cepeije se
naziva premijaOpcija moze biti:

» call - kupovna i
» put - prodajna,

odnosno, u zavisnosti od magsti izvrSenja:

» evropska — mozemo je izvrSiti na datum déspe
» amertka — mozemo je izvrSiti do datuma do&pena sam datum dosjze

U daljem raduéemo se baviti evropskim prodajnim opcijama, podte odgovaraju nasem
unit-linked modelu.

Na vrednost opcije util cena izvrSenja opcije, tzv. strajk cena, ki@mo obeleZiti
sa K, cena podloge u trenutku=T , tzv. spot cena, kao i datum do&pd , dok se kamatna
stopa smatra konstantnom. U trenutkuse mogu realizovati dve mognosti, u zavisnosti od

toga da li je cena akcije u trenutker T , koju ¢emo obelezavati s, veta ili manja od strajk
cenekK.

Ako je § < K, vlasnik prodajne opcij€e izvrSiti opciju. Onc¢e najpre kupiti
podlogu po trziSnoj cen§, a zatim izvrSiti opciju i prodati podlogu po ceKi. Na taj ndin
ostvarte profit K-S - P, gde jeP premija, tj. cena opcije. Emitent opcije u ovoracaju
ostvaruje gubitakP - K + §.

Ako je § = K, vlasnik opcije née izvrSiti opciju i njegov prihocte biti 0,
odnosno on je platio samo premiRy, a née nista zaraditi. M@utim, ni emitent opcije rie
nista zaraditi osim premije.

Profit vlasnika prodajne opcije mozemo predstanatisledé nacin

(K, S) :max{ 0,K-$}- F

Analiziracemo profit vlasnika prodajne opcije Gaafiku 1.1
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E-FP

profit (gubital)
| pizca prodajne opcije
: profit viasnia

prodajne opoije

-K+rP
Grafik 1.1

Primetimo da su kod prodajne opcije ogtami i profit i gubitak kako vlasnika tako i emitant
opcije.

1.2. KLASICNO ZIVOTNO OSIGURANJE

Da bi se shvatio pojam unit-linked Zivotnog osigyaa najpre se treba upoznati sa
oshovnim pojmovima kla&nog Zivotnog osiguranja. Premija u kkasm osiguranju na Zivot
osiguranika se ob&anava na osnovu tablica mortaliteta tj. verovaenemrtnosti i unapred
odreiene diskontne kamatne stope Tabela 1.1predstavija Izravnatu tablicu mortaliteta
Republike Srbije za 2000/2002 godinu koju je izoaBepubléki zavod za statistiku, a mi
¢emo je koristiti u daljem radlabela 1.lje prilozena u dodatku na kraju rada.

Prva kolonaTabele 1.1predstavlja starost osiguranika kd@@emo obelezavati sa.
Druga kolona predstavlja verovatuoda osoba staros# bilo kog pola umre wx- toj godini
Zivota. Te verovatnge smrtnosticemo Koristiti u daljem radu, tj. u dalje radu naetenbiti
bitno da li je osiguranik muskog ili Zenskog polaeca kolonaTabele 1.lje verovatnéa da
musSkarac starostk umre u toj godini, &etvrta da Zena starostiumre u toj godini Zivota.
Navedene verovatige cemo obeleZzavati sq,. Jasno je da jg@, =1- g, verovatnéa da osoba

starostix prezivi narednu godinu, tj. doZiw+1- u godinu Zivota.
k-1

Dalje ¢cemo sa, p, =[] p,.; obelezavati verovatia da osoba starostk dozivi

narednih k godina. Konvencionalna oznaka z@, je p,. Jasno je da je ondap, [, ,
verovatnéa da osoba starosti doceka x + k-tu godinu zivota i zatim umre u toj godini.

JosS¢emo Koristiti krajnju starost tablice mortalitetayju obelezavamo sav. To je
starost u kojoj je verovatda smrti jednaka 1¢,,=1. Iz Tabele 1.1zakljutujemo da je krajnja

starostw =100.

Posmatrajmo sada jedan kimsi ugovor o zivotnom osiguranju za osiguranika
starostix koji traje T godina. Prema tom ugovoru osiguraniku se sp&unapred oddena
osigurana suma u iznos, ako dae do smrti osiguranika u toku trajanja ugovora o
osiguranju. Da bismo pojednostavilicuaicu pretpostagemo da se osigurana suma za smrt

4
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nastalu izméu k- te i k+1- e godine ispléuje na kraju godinek, tj. na péetku k+1- e
godine.

Odredtemo raspodelu diskontovanih buéthutroSkova i jednokratnu neto premiju za
ovaj ugovor, jerée nam te iste valine trebati kasnije za unit-linked ugovore Zzivotnog
osiguranja. Diskontna kamatna stapge konstanta zaitavo vreme trajanja ugovora.

Prema principu ekvivalencijekoji se primenjuje u aktuarstvu, jednokratna neto
premija koju je osiguranik duzan da platédijednaka sadasnjoj vrednosti tj. diskontovanoj
vrednosti @ekivanih buddih gubitaka.

Diskontovana vrednost buékeg gubitka kompanije za smrtni & nastao u

vremenskom periodut=k do t=k+1 je K(1+i)_(k+l). Verovatn@éu ovog gubitka smo

ozn&ili sa , p,Lg,,,, jer je to verovatnaa da osiguranik starostk umre u vremenskom

periodu t =k dot=k+1. Dakle, diskontovani budugubitak kompanije (Discounted Future
Cost) je jedna diskretna sljna promenljiva sa sleé@m raspodelom

(1.1)
a, 1 Py [qx+l o By l:k:lr—l

Jednokratna neto premija (Single Pure Premium) dekivanje diskontovanih
budutih gubitaka

DFC:(K(l’“i) K(1+i)® - K(1+i)_TJ

.
SPP= E DFQ =3 K1+ )"{, ROG. (1.2)

k=1
Verovatn@a ,p, =1-,q, koja se javlja u gornjoj sumi predstavlja verowgtn da

osiguranik starostix ne umre istog trenutka, a ta verova@mge naravno jednaka 1, za sve
X<w.

1.3. UNIT - LINKED ZIVOTNO OSIGURANJE

U ovom poglavljué¢emo opisati osnovnu razliku izmhe klastnih i unit-linked
ugovora Zivotnog osiguranja.

Iz Tabele 1.JmoZemo primetiti da verovaté® smrtnosti rastu sa godinama starosti.
Tako bi i prirodna premija osiguranjavota trebala da raste sa godinama starost

Prirodna premija nije niSta drugo nego osigurang jednu godinu, kada bi
osiguranik svake godine kupovao osiguranje zivest razléitom premijom. Kada u formulu
(1.2) ubacimo trajanje osiguranja od=1, dobijemo da je prirodna premija za osiguranika

! Princip ekvivalencije u aktuarstvu kaze da sadasnja vrednost éhdibaveza (gubitaka) osigurassamora biti
jednaka sadasnjoj vrednosti bdthuobaveza (premija) osiguranika.

5
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starostix jednakaK (1+i)_qu. Sledée godine bi ta premija za osiguranika koji bi tadao

x+1-u godinu iznosilaK (1+i)_qu+1, itd. Odavde se jasno vidi da prirodna premijaderaa
godinama starosti osiguranika, jer i verovamemrti rastu.
Ovakav vid naplate premije ipak nije utdjen u praksi. U praksi se ugovor sklapa

unapred za duzi niz godina, sa istom godiSnjom poemkoja predstavlja neku vrstu prése
premije i takde se dobija primenom principa ekvivalencije.

Razlika izméu prirodne premije i naptene godiSnje premije osiguranika starosti
npr. 30 godina za osiguranje na period od npr.d2ima data je n&rafiku 1.2

Prikaz prirodne i napi&ne premie prema
starosti osiguranika

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49

—— Prirodna premija ——Naplatena premija

Grafik 1.2

Sa Grafika 1.2 moZemo videti da osiguranik na getku osiguravajteg perioda
plata vetu premiju od njegove prirodne, ali zato pred krsigaravajéeg perioda pka manje.
Upravo zbog ove razlike iznda realne i napkgene premije u zivotnom osiguranju veoma je
bitno uspostaviti tzv. matemakiu rezervu.

Matematéka rezerva je razlika sadasSnje vrednosti kBildwbaveza osigurava i
sadasdnje vrednosti budb obaveza osiguranika. Ona predstavlja denel svotu novca koju
osiguravajda kompanija mora imati kako bi odgovorila baoa obavezama iz ugovora o
osiguranju. Kamatna stopa koja se koristi u @mana premije osiguranja i matent
rezerve je, kao Sto smo videli, fiksirana kamattapa i i jednaka je kamati za koju
osiguravajda kompanija veruje dée ostvariti investiranjem svojih rezervi. To Znaa je
budwa matematika rezerva poznata u svakom trenutku trajanja ugovo

U ovom sl@aju ugovora o osiguranju rizik investiranja nosgosavajia kompanija
jer je unapred pripisala kamatu plasiranim sredstvi na neki nén ,obecala“ osiguraniku da
¢e njegova sredstva ostvariti takav prinos.dvten, deponovanja sredstava matecdiai
rezerve (i svih drugih rezervi) su zakonski ogéana na mali broj nisko rianih investicija
kao Sto su obveznice ili depoziti kod banaka. Zlioga se javila potreba za novom vrstom

6
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zivotnog osiguranja u kojoj bi kamata na ulozeredstva bila véa. Veta kamata po pravilu
zn&i i vedi rizik, pa u tim ugovorima za osiguranje rizik mavestiranja nosi sam osiguranik.

Kod ovakvih ugovora o osiguranju, osiguranik najprea fond u koji zeli da
osiguravajda kompanija ulaZe njegova sredstva. U zavisondstudela akcija (obveznica) u
fondovima, oni se mogu okarakterisati kao manjeidie rizeni. Npr. fond koji se sastoji 100%
ili 80% od akcija predstavlja visoko rézin fond, dok je fond koji se sastoji 100% ili 80% o
obveznica manje rizan fond.

Matemattka rezerva unit-linked osiguranja nije poznata wedp zavisi od uspeha
odgovarajdih fondova.

Kako bi ovakav ugovor bio i ugovor o osiguranju @ samo investicioni, raziti
oblici beneficija se mogu garantovati: doZivljenfeneficije za sléaj smrti, povrat premije,
itd. Ovi dodaci nose rizik sian opcijama i takav rizik mora bititao ocenjen i naptan.

Kao Sto je vé receno, u ovom radiemo se baviti ugovorima sa najmanje
zagarantovanom beneficijom u &ju smrti, K, i jednokratnom neto premijom osiguranja.
Osigurana suma za sk} smrti  koja je nastala u trenutkut je

max{K S} = S+ maf K- $,9, gde jemax{K -5 ,¢ riziko suma osiguranja.

U daljem raduéemo zanemariti prvi sabiraky, jer je to vrednost osiguranikovih
sredstava uloZenih u neki fond i ne predstavljakel rizik za osigurava. Pravi rizik za
osiguravajdu kompaniju je riziko sumamax{K -S C} jer je to ono Sto kompanija mora
izdvojiti iz svojih sredstava kako bi isplatila teditiju za sl@aj smrti. Ako bi osiguravaja
kompanija Zelela da reosigura svoj rizik on bi igimoupravo max{K—S (} Dakle, mi

ustvari ocenjujemo premiju za rizik osigurawgglkompanije koji bi ona htela da reosigura, tj.
ocenjujemo premiju reosiguranja.

Mozemo primetiti da riziko suma ima oblik&n krajnjem no¥anom toku evropske
prodajne opcije sa strajk cenoki, pacemo i cenu za takav ugovor traziti pofnoBlack-
Scholes formule za cenu opcije.

Razlika kojace se javiti u formulamél.1)i (1.2) kod unit-linked Zivotnog osiguranja
je ta Stoce budéa osigurana suma (riziko suma) u bilo kom trenutiajanja ugovora

tD[O,T] biti nepoznata kako za osigur&ea tako i za osiguranika. Ta riziko suréa biti

vrednost evropske prodajne opcije sa strajk cendom dospéem t, gde jet vreme smrti
naseg osiguranika.

! Riziko sumaje razlika osigurane sume koja treba biti i$ptaa za sléaj smrti | matematke rezerve koju
kompanija ima na tanu; naziv sledi iz toga Sto ona predstavlja iznos koji kanj@aizikuje.
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2. BINOMNI MODEL

Razlika izmeéu diskretnih i neprekidnih finansijskih modela nijgvek tako
ocigledna. Neprekidni modeli se mogu smatrati gmaimn sluwtajevima diskretnih modela, dok
se sa druge strane diskretni modeli mogu izvestiegrekidnih. PoSto se n&ane transakcije
deSavaju u diskretnim vremenskim trenucima, diskretodeli se¢ine veoma relevantnim.
Cak Stavie, finansijski problemi su lakSe objashjermvim modelima. Ovo je razlog zasto
pricu patinjemo sa diskretnim modelom za odireanje cene opcije.

Ipak, treba imati na umu da je upotreba kompjuttaaas omogtila kori&enje
neprekidnih modela, koji se sve viSe primenjujupraksi. Neprekidni modeli iziskuju dobro
poznavanje stohastike, kao $&mo videti u daljem radu.

Dakle, najpre&éemo uvesti diskretni model za odieanje cene opcije koji se naziva
binomni model.

U binomnom modelu za odtizanje cene opcije, pretpostégmo da se cena akcije
krece po binomnom stablu, tj. da za svaki naredni jpepostoje dva scenarija kretanja cena
akcija. Posmatk@mo vremenski periodt .

Kako na$ model podrazumeva i hedzing strategijpranéemo replikantni portfel;
za nasu prodajnu opciju. Replikantni porti@dj se sastojati od dve aktive, jedna je akcija koja
predstavlja rizinu aktivu S, a druga je obveznica koja predstavlja nénaiaktivu. Ako sa;

0zn&imo iznos investiran u obveznicu, a &aiznos investiran u akciju, onda péry,f) éini
jedan portfelj. Brojevin i & su realni brojevi, Sto z&ada mogu biti i pozitivni i negativni.
Negativan broj zna da je kratka prodaja dozvoljena. Neka(mf) nas replikantni portfel;.

Pretpostaviemo da ne postoji ogramnje za kupovinu ili prodaju ovih aktiva i da nema
troSkova transakcije.

Kako od cene akcije zavisi i vrednost opcije najkrperioda i vrednost
replikantnog portfelja, razmotiemo ponasanje oba u &hju pada i u skaju rasta cene akcije
na trzistu.

Krenuwtemo najpre od modela za jedan period.

2.1. BINOMNI MODEL ZA 1 PERIOD

Kako je ovo model za jedan period ifeano dva vremenska trenutkacptmit =0
i krajnji t=1.

Neka je na p&etku perioda cena akcij§,. Tada ona na kraju prvog perioda moze
bitiili S, ili S; u zavisnost od toga da li je doSlo do rasta itlgpaa trziStus, < §,.
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Su
SD
Sq
£=0 t=1
Slika 2.1

Sa p ¢emo oznéiti verovatn@u da cena akcije porastela p ¢e biti verovatnéa
da cena akcije padn®€ p<1).

Sto se #ie ulaganja u obveznicu, ako investiramo 1 RSD wepbicu u péetnom
trenutku t =0, onda¢emo na kraju, u trenutki=1, sigurno dobiti (1+r)RSD, gde jer
nerizina konstantna kamatna stopa.

Neka je(n,{) nas replikantni portfelj u trenutkii= 0 za prodajnu opciju. Njegova
vrednost u péetnom i krajnjem trenutku je datarabeli 2.1

t=0 t=1
n(1l+r)+£S, rast na trzistu
n+<S (L+1)

n(L+r)+£&S, pad na trzistu

Tabela 2.1
Sadac¢emo odrediti vrednost prodajne opcije na akaija se cena ki po
binomnom modelu. SaP, =max{K-S,,¢ =( K- S)" ¢emo oznaiti vrednost prodajne
opcije na kraju perioda ako je doslo do rasta Bisttr, a saP, =max{K-S,,¢ =( K- §)’

¢emo oznaiti vrednost prodajne opcije na kraju perioda akdgSlo do pada na trzistu.

Kako zZelimo da portfelj(ﬂ,f) replikuje prodajnu opciju, to ztiada njegova
vrednost mora biti jednaka vrednosti prodajne @peg kraju perioda.

t=0 t=1
n(1+r)+£&S, = P, rast na trzistu
n+¢S

n(1+r)+£&S, = P, pad na trzisty

Tabela 2.2

ReSavanjem sistema jeditaa iz Tabele 2.2dobicemo koeficijenten i &, tj.
dobicemo replikantni portfelj za
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__1 SR-RS ,_R-R
1 S-§ §-9

Premija prodajne opcije na akcijuya se cena ki@ po binomnom stablu je jednaka
vrednosti portfelja u pgetnom trenutku, tj.

U

R=n+<S

Kada u gornju jednakost ubacimo@raate vrednosti zg i & dobijamo

1 SR-RS, P B
+r S-S  §-9

__ 1 SR-FES, 1 P& P& RS RS
1+r S-S 1+ S-S

_ 1 sJ—(1+r)s,+P(1+r)§—§:
1+r S-S ©§- 9

:_L{%@_@+O%—%J+aﬁ+0%—§j:

0

2U

1+r ST SRl
_ 1 _
= (R@-a+Rg
1+r)S, -
zaq =(Sr,)—0§§j . Lako se moZe pokazati da su skaldve jednakosti ekvivalentne

0<g<l = §<(+r)S< S (2.1)

i da u tom sluaju vazi da je(1+r)S,=qS +(1- 9 $. Ako je zadovoliena nejednakost
S, <(1+r1)§ < S, tada se dobijena verovat@og naziva rizik-neutralna verovatéa. Pojam

rizik-neutralne verovatri@ ¢e biti objasnjen u Glavi 4. Prethodna jednakoste dejednakosti
imaju objasnjenje u teoriji verovatée.

Investitor ima dve mogunosti:
1. iznos S, investira u potpunosti u nerériu investiciju ili

2. iznos §, investira u potpunosti u akciju.
Ako sav iznos investira u obveznicu, jasno je¢dana kraju prvog perioda ima(t1+r)SO, a
ako pak sav novac investira u akciju, sa verowano q ¢e dobiti iznos §,, a sa
verovatngéom (1—q) ¢e dobiti iznosS,, pa mu je dekivani iznos na kraju perioda jednak
qs, +(1— a) S. Jednakos(2.1) kaze da su ove dve mdgosti (strategije investiranja)

10
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jednake. To dalje zgada ako rizik merimo verovatiom q, investitoru je sasvim svejedno

koju ¢e strategiju odabrati. Ovo je razlog zaSto se \a@rm¢a q naziva rizik-neutralna
verovatnga.

Ako sada cene akcij&, i S, ozn&imo kao proizvod péetne cene§,) i konstantiu i
d respektivnod < u,dobijamo malu promenu u formulama

S=u§, §=d§,d=su

1
y =1, (R(1-9+R9. (22)
_(1+r)-d
4= u-d

Uslov dag bude verovatnia sada izgled@<q<1 = d<(1+r)<u.

TEOREMA 2.1:

Neka je ds(1+r)5u, tada je cena prodajne opcije, jednaka rizik-neutralnom
ocekivanju njene diskontovane vrednosti

_ 1
R=E [W sz
Dokaz ove teoreme sledi direktno(22).

Primetimo da uopSte nismo razmatrali “prave” vetowée, tj. verovatnée

p=P{§= g} i 1-p=P{§= §}. Ovoce se pokazati vaznokiinjenicom u neprekidnom
modelu.

2.2. ARBITRAZA

Neka je (/7,5) portfelj, VO(”"() vrednost tog portfelja u getnom trenutkut =0, a
V.79 () i V{79 (d) njegove mogee vrednosti u trenutkti=1.

Definicija 2.1:

Moguénost arbitraZze postoji ako postoji portfé{j,f) takav da vaze slede tri osobine:

1. V7 =o;

11
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2. V9 (u)=20i Vv (d)=0
3. V7 (u)>0ili V79 (d)>0
Drugim re&ima, ako trziSte dozvoljava arbitraZzu, to &nda se moZe ostvariti profit bez

pocetnog bogatstva. Ako trziSte ne dozvoljava arbitrashda dva portfelja koja imaju istu
krajnju vrednost moraju imati i istu petnu vrednost.

Odsustvo arbitraze je veoma bitna pretpostavkamjitedredivanja cena. Naravno,
sama pretpostavka nije realna¢ y@edstavlja pojednostavljenje modela.ddem, ako se na
trziStu i pojavi moguanost arbitraze, trziSte toliko brzo reaguje da oestaje u veoma kratkom
vremenskom periodu.

TEOREMA 2.2:

Ako na trziStu ne postoji mognost arbitraze, onda je zadovoljena nejednakost

d<(1+r)<u,

: Lo (1+r)-d
4. postoji rizik-neutralna verovatda g = ——-—.
u —_—

Dokaz:

Pretpostavimo suprotno, da je+r <d. Posmatréemo portfelj (77,¢)=(-S,,1). U
pocetnom trenutku investitor pozajmljui@, po nerizénoj kamatnoj stopr i kupuje jednu

akciju po ceni odS,. To zn&i da je VO(”’” =0. Na kraju prvog perioda on \da svoju
pozajmicu i prodaje akciju, tako da je vrednostfega:

« V" (u)=ug- $(1+ }= §( u(1+ )) ako je doslo do rasta na trzitu
o V") (u)=dg- g1+ = §( &(1+ )) akoje doslo do pada trzista

Iz pretpostavijene nejednakodtir <d <u slediV,”? (u)>0 i V"9 (d)>0, . sledi da
postoji mogénost arbitraZze, Sto je kontradikcija. [

Iz prethodne teoreme sledi da je cena prodajngeopgednakost(2.2) dobijena pod
pretpostavkom da nema arbitraze.

12



Unit-linked modeli u zivotnom osiguranju

2.3. KOMPLETNOST TRZISTA

Nekada je mogte da trZiSte koje ne dozvoljava arbitrazu ima ekevalentnih mera
verovatn@ée. Kako bismo uklonili ovu mogmnost uved&emo dodatne uslove.

TrziSte je kompletno ako za svaki derivat na tzg@stoji replikantni portfel(n,f)
jedne nerizine i jedne rizine aktive.

TEOREMA 2.3:

Neka trziSte ne dozvoljava arbitrazu. Ako za swvaddivat na trZiStu postoji replikantni
portfelj (O,f), tj. ako je trziSte kompletno, onda postoji jedvesa rizik-neutralna mera

verovatn@ée Q. | obrnuto, ako postoji jedinstvena rizik-neut@lmera verovatrie Q,
onda je trziSte kompletno.

Kako bi u binomnom modelu za jedan period postggdinstvena mera verovaite
Q, neophodno je da sistem jedima iz kog smo dobili koeficijenty i ¢ ima jedinstveno
reSenje

n(1+r)+éus, =R
n(i+r)+&ds, = R

Ako pretpostavimo da su vrednostii d jednake, onda se gornji sistem svodi samo na jednu
jedn&inu koja ima dve nepoznate.

/7(1+r)+5u§) =P
To zn&i da za koeficijentey i & postoji beskonio mnogo resSenja u skupu realnih brojeva.
Dakle, ako Zzelimo da uslov kompletnosti trziSta tnomnom modelu bude
zadovoljen, moramo pretpostaviti da ge<u. Ovo mozemo joS zakliti i iz cinjenice da

kada jed =u, ondaqg - o.

Ako Zelimo da budu zadovoljeni i uslov kompletnastemoguénost arbitraze, zia
da u nejednakostl < (1+ r) <u bar jedan znak mora biti znak stroge nejednakosti.

13
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2.4. BINOMNI MODEL ZA VISE PERIODA

Model za jedan period se moZze proSiriti na modeli$a perioda. Ponoé&mo ovaj
postupak za svaki naredni interval iste duzixte To zn&i da¢e iz svakogivora polaziti dve
cene akcije u budem trenutku. Pretposta¥mo da kad god cena akcije raste ona raste za

fiksnu stopuu, a da kad god cena pada, ona pada za fiksnu stopako da jed < (1+ r) <u.

Na kraju n-tog perioda cena moze imakti skokova in—k padova pate imati vrednosti
oblika § U d™*, gdek=0,1,..,n. Cena prima ove vrednosti sa verms@ma

n n- . . L . N
[kj p* (1— p) “ k=0,1,...n. NaSlici 2.2prikazano je binomno drvo kretanja cene akcije za

4 perioda.

1.
St

Sy’

t=0¢t=]t=2 =3 (=4
Slika 2.2

Analogno prethodnom staju, dobijamo da je premija prodajne opcije na jakcija se cena
krece po binomnom stablu, jednaka diskontovandgkivanoj vrednosti opcije nakon
nperioda, tj.

Fo= (1+1r)" ZHZ(EJ q@-am (K-gudy (2.3)

k=0

gde jeq= rizik-neutralna verovatri@.

(1+r)-d
u-d

| u slaju binomnog modela sa viSe perioda vaze isti usdavkoeficijentu i d
kako bi trziSte bilo kompletno i bez mamwosti arbitraze, tj. kako bi postojala jedinstvena
rizik-neutralna merd) sa svojim verovatiamaq i 1-q.

14
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2.5. GEOMETRIJSKO - BROWNOVO' KRETANJE

Za cenu akcije (podloge) kazemo da pgebmetrijsko Brownovo kretanje, sa

drift parametromy i volatilno%u o, ako je za sve nenegativne vrednogsti t koli¢nik %

y
slui¢ajna promenljiva koja je nezavisna od cena do maanen i ako je joS slsajna
promenljiva

Sy
S

y

: N (ut,o’t)

In

Parametary je acekivani prinos akcije i zavisi od rizika koji ak&ijnosi i visine
kamatne stope, a parametar je mera investitorove nesigurnosti u prinosimaekakcija
donosi i ob¢no je izmeu 20% i 50%.

Do modela geometrijskog Brownovog kretanja dolazikada se u binomnom
modelu za viSe perioda pusti da duzina perigdda O ili da broj korakan u intervalu[O,t]

teZi beskonénosti, n — . Cena opcije je data jedfiaom (2.3). Neka je [0,t] period

podeljen nan jednakih intervala, tako da je duzina perioﬂlal, (4 - 0, kadan - «). Za
n

parametreu i d uze&emo specijalnou=e‘7*/Z [ d=e_‘7*/z. Tada je rizik-neutralna

1+r-d 1+rA-d
=> qQ=—

u-d u-d

verovatnéa q = , jer posmatramo male vremenske intervale. Kako

je
u:ea\/zzl+a\/Z+%JZA i d:e_a*/zzl—a\/Z+%azA,
sledi da je
1 1 2 1
q=5 @+ (- N8) = 1+ £V2)
2 o 2 2 o
0.2
za p=r-—.
H 2

PokaZimo sada da shjna promenljivaln%:J\/(M,Uzt). Ako sa X, ozn&imo

diskretnu sldajnu promenljivu sa raspodelom

'Robert Brown (1773-1858) je bio poznati Skotski botari, koji je radio u Australiji tokom prve polovine 19.
veka; godine 1827. je otkrio posebno kretatgstica polena i prasSine, koje je kasnije objasnio Jan logesazh
danski botargar i fiziatar, i nazvao ga Brownovim kretanjem.

15
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4
X, : ,
q 1-q

nxi -y %
tada je po binomnom modely = §u* d = . Dalje je:

In%=nlnd+(§ )gjln(%}:—%:ﬁZ{g xjaJZ

E(In %J = —% +20\/an: Ut

Sj_ 2 _ 2
D| I =40°Ing(l- gQ)=o°t, N> ©
(n o°Anq(l-g)=o°t, n

S+y

Dakle, vaiiln? : N (ut,0t), tj. cena akcije prati geometrijsko Brownovo krgéa
y

16
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3. POJMOVI STOHASTICKE ANALIZE

Pre nego Sto predstavimo neprekidan model zadodrgie cene opcije i model za
unit-linked ugovore, podségmo se odrdenih definicija i teorema iz stohadte analize koje
¢emo Kkoristiti u daljem radu.

Definicija 3.1:

Realan stohastki proces u oznaci{S}m, je familija realnih slgajnih promenljivih

definisanih na istom prostoru verovatao(Q,F,P), gde je ©=[0,T] ii ©=R’
parametarski skup.

S (D] je za svako fiksirandJ© jedna realna stiajna promenljiva.

S (a)) je za svako fiksiranaw1Q jedna realna funkcija definisana @, koja se naziva i

trajektorija ili realizacija stohastikog procesa{ S}me. Ako je trajektorija stohastkog
procesa neprekidna funkcija, onda je to jedeprekidan stohastki proces

Razne vrste pojava u finansijskoj matematici stnastiki procesi, npr. proces cena
akcija ili razne vrste rizika, pa i rizik od naskarsmrtnog sléaja.

Mi ¢emo na dalje za parametarski sk@puzeti interval[O,T] jer je to vreme koje

¢emo posmatrati, vreme od kupovine jedne opcije j@may dospéa ili vieme od poetka
ugovora o osiguranju do njegovog isteka.

Definicija 3.2:

Stohastiki proces{s}tqm] je proces sa nezavisnim priraStajimako su slgajne
promenljive SO, $1 - $0 52— tlS tHS— t§ koje zovemo pr iraStajima, nezavisne za
svaki izbor tédaka0=t, <t <---<t, <--- iz intervala[0,T].

Definicija 3.3:

Neka jeQ skup svih elementarnih datga i 7 [ P(Q) jednao - algebra nad .
Filtracija stohastikog procesa je familij@ - algebri nadQ , {J{}
t<svaziFOF .

o] takva da za sve

Kazemo da o- algebraZ, iz filtracije {]—j} | predstavlja istoriju stohagkog

to,T

procesa do trenutkia, ukljucujuci i taj trenutak. Za proce{sﬁ} kazemo da jeadaptiran

to.T]

17
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filtraciji {]{} ako je za svakcbD[O,T] slutajna promenljivaX, F - merljiva, odnosno

o(X,)0F.

tfo7]

Definicija 3.4:
Neka su dati:
« prostor verovatnga (Q,F,P);

- filtracija { 7} nafr;

tfo,T]
 stohastiki proces{Mt}thT] :

Proces{M,} | je martingal ako vazi:

tgo,T

I.  Slueajna promenljivaM, je F - merljiva ili adaptirana filtraciji%, ili drugim
recima, ako imamo informaciju ¢, onda nam je i vrednost 24, poznata;

i. Za svakos>t, E(M,|%)=M,, tj. prognoza za budu vrednost procesa, ako
nam je data istorija do trenutkajednaka je vrednosti u tom trenutku

Ako je E(M|F)= M, za svakos>t, onda se proce{th}tE[O’T] zove submartingal a

ako je E(MS|.7-}) < M, za svakos> t, proces se zoveupermartingal

Kao i u diskretnom modelu, ove definicije se mogkiazati finansijskim r&ikom.
Na primer, ako je{Mt}thT] proces bogatstva jednog investitora, onda drugabioa

martingala E(MS|]-'t)=Mt zn&i da je @ekivanje njegovog budeg bogatstva jednako
trenutnom bogatstvu.

Definicija 3.5:
Stohastiki proces{V\/t}tE[OT] je Brownovo kretanje(Wienerov procesgko vazi:

1) W, je skoro sigurno neprekidan proces;
2) W, =0 skoro sigurno;

3) Zas<t, W-W ima normalnu raspodelu sa&ekivanjem 0 i varijansom
(t=s):

4 Za sve n=2 i O<t,<t,;<---<t,, slwajne promenljive
W -W ,...,W-W, Wsu nezavisne, tj. proces ima nezavisne prigstaj

18
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TEOREMA 3.1:
Neka je stohastki proces{V\/t}tD[oyT] F.- Brownovo kretanje. Tada su slédstohastki
procesiF - martingali:
1) (W} pon
2) (W=t
a2

3) OAOR, {M } ,gdejeM/ =e " 2

tfor]’

Dokaz:

1) Os>t E(W|7)= fW- W WF)= E W W)+ [E W)

budutnost Braunovog
procesa ne zavisi
od istorije dat

SE(W-W)+ W= BEW- W+ e )

2) Os>t E(W - $7)= WIF)- s H W ow JilF)-
=E((wW- W) |7)+ H2w( w- WIF)+ € WE)-

=E((wW-W)') 2w e w- W+ W
=D(W,-W)+(E(W- W) +0+ W~ s s ¢ W

:Wz—t

2

AW—ES —Lzs _LS
0 c>te(uiis)= f s |- o #)= @ )
. f d")z) = & s )
2 2 AZ

A
_eTam g ¢ |7) = Mgl L .

|
ocekivanje lognormalne
raspodele
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TEOREMA 3.2:

Neka je W, neprekidan stohasgki proces na prostoru verovatm)(Q,}",P). Tada su
slede€a dva tvidenja ekvivalentna:

a) W, je Brownovo kretanje u meri verovatieoP .

b) W, i W? -t su martingali u meri verovatte P .

Primetimo da smo jedan smer ove teoreme=(h)) ve& dokazali u okviru teoreme
3.1.

Definicija 3.6:

Stohastiki proces{VVt} je Brownovo kretanjesa driftom g i volatiino&u o ako

tfo,7]
vazi

1) W, je skoro sigurno neprekidan proces;
2) W, =0 skoro sigurno;

3) Za s<t, W-W ima normalnu raspodelu satekivanjem ,u(t—s) i

varijansomo? (t -s);

\}

2 i Ot st <---<t slitajne  promenljive

=1,

, W Su nezavisne, tj. proces ima nezavisne prigastaj

4) Za sve n

Vv‘n _Wn—l1...1v\{_

O,éz

Lako se moze pokazati (iz osobina normalne raspddil vazi

W, = pt+ oW

U prethodnoj glavi smo na diskretnom modelu vidddiju za definisanje cene akcije
kao geometrijskog Brownovog kretanja. Sada slegtjoya matemaika definicija.

Definicija 3.8:

Za stohastiki proces{ S} se kaze da prageometrijsko Brownovo kretanjsa drift

to,7]
parametromy i volatilnofu o ako zadovoljava stohagitu diferencijalnu jedn&nu
dS=uSdito Sdy, (3.1)
gde je{V\/t}th’T] Wienerov proces.
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TEOREMA: (Itbva)

Neka jeu = u(t, Xy Xpens >g) neprekidna funkcija definisana @ﬁ,T]XR“ i neka su svi

. L . _du _du _ d%u
njeni parcijalni izvodiu, =—, u, =—, U, =———
ot oox % 0x0x

[0,T]xR". Neka jen stohastikih procesa{S (t)}

,zal, ) =1,2,..n, neprekidni na

zadato svojim diferencijalima
tfo,7]

dS(f9= Fdt+ GdW FL12,..,1

u odnosu na isto Brownovo kretanjeW,. Tada stohastki proces
Yo=u(t S(). S().... S()) ima sledéi stohasitki diferencijal

n 1 n n n

o=(uduriiTy o6 e vea G2

i=1 i=1j-1 i1

Specijalno, zan=1

du(t,s):( U+ y H% U é‘-) dt u Gdy (3.3)

Definisimo sada stohaskii proces{ S}IE[O,T] na sledé natin

12 )

=g (3.4)

gde je § neka poznata @etna vrednost. Pokazimo s{iéi} prati geometrijsko Brownovo

tfo,T]
kretanje sa driftomy i volatiinofu o, tj. da zadovoljava stoha&tiu diferencijalnu jedn@nu
(3.2).

Neka je proce¥, :(y—%azjﬁaw, t0[0,T]. Posto sy i o konstantni, tada je
1,
dy, =[,u-§0' j dt+ o dw
Iskoristi¢cemo Itovu formuly3.3) za funkcijuu(t, x) = § &.

u=0,u=u,=S§€, F:,u—%az, G=0
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du(tY)= d(gé):(m §Ye{y—%azj+—; OsYeZJ dt S
=S udt+ §éo dy
Jasno je da j&§ = S &, pa iz gornje jednakosti sledi
ds=d( $8)= s dt S'e dwy, Sr, §

Dakle, prema definiciji 3.8, proce€.4) zaista prati geometrijsko Brownovo kretanje sa
driftom 4 1 volatino¥u o. To zn&i da proces cena akcija mozemo pisati u obliku

stohastike diferencijalne jedréane (3.1)ili procesa(3.4).

U finansijskoj matematici s&esto javlja potreba za promenom mere verousndo
se moze pokazati veoma korisnim, kaoc&mo videti u daljem radu.
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4. GIRSANOVA TEOREMA | RIZIK - NEUTRALNA MERA

U finansijskoj matematici, rizik-neutralna mera,vefalentna martingalna mera ili
Q- mera, kako je joS zovu, je mera verov&maoja proizilazi iz pretpostavke da je trenutna
vrednost svih aktiva jednak&ekivanoj buddoj vrednosti tih aktiva diskontovanoj netimbm
kamatnom stopom. Ovaj koncept se koristi u danju cena derivata.

Ideja nastanka rizik-neutralne mere je stede Cene aktiva z®ajno zavise od
njihovog rizika. Danasnja cena neke aktive se kagi od njene &kivane vrednostiCak
StaviSe, posto investitori imaju odenu averziju prema riziku danasnja cengégsto niza od
ocekivanja. Zbog toga, da bi se odredila cena akthegphodno je izeanatu @ekivanu
vrednost tih aktiva prilagoditi ukljienom riziku.

Ispostavilo se, miutim, da pod odienim slabim uslovima (odsustvo arbitraze)
postoji alternativno jednostavnije reSenje ddranja cene aktive. Umesto da se prvo darea
ocekivanje a zatim prilagodi riziku, mogu se prvolgyoditi verovatnée buddih ishoda tako
da one ukljguju efekat rizika, a zatim se primeni¢akivanje pod tim prilagdenim
verovatnéama. Ove prilagtene verovatnge se nazivajuizik-neutralne verovatnde i one
¢ine rizik-neutralnu meru.

Mozemo joS primetiti da pod rizik-neutralnom meroswe aktive imaju istu
ocekivanu stopu prinosa, a to je rizik-neutralngodi nerizéna kamatna stopa.

Matematéki, prilagatavanje verovatn@ je ustvari transformacija mere u
ekvivalentnu martingalnu meru. Ovo je moéguuz pretpostavku da nema arbitraze. Ako je
trziSte kompletno, onda je rizik-neutralna merarjetvena, kao Sto smo videli u diskretnom
modelu.

Definicija 4.1:

Dve mere verovatrie P i Q nad istim prostorom verovatém)(Q,}") suekvivalentng u
oznaci P~ Q, ako vaziP(A)=0 = Q( A =0, za sveADF .

TEOREMA: (Radon-Nikodym)

Ako je suP i Q dve ekvivalentne mere verovateona prostorL(Q,f), onda postoji
nenegativna sltajna promenljivaZ takva da vaZi

Q(A)=[zdrD A~ (4.1)

gde seZ zove Radon-Nikodymov izvod o@ u odnosu naP.
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Definicija 4.2:

Ako je suP i Q dva ekvivalentne mere verovateona prostorL(Q,}"), onda mozemo
definisatiRadon-Nikodymov izvodd P u odnosu n&)

9P p), ADF
dQ

Jednakos{4.1)implicira jedan j&i uslov koji kaze da je

&, (x)=6.(29= 8[43 X]

Pretpostavimo da u trenutku doépeTl finansijski derivat ispléuje V, nowanih
jedinica, gde jeV; slutajna promenljiva na nekom prostoru verovémea meromP . Dalje

pretpostavimo da je neréni diskontni faktor od sadasnjeg trenutka 0 do datuma dospa
T jednake™™ . Sada3nja vrednost buguisplate derivata je jednaka

Vo=e" B (),

gde je saQ ozna&ena rizik-neutralna mera. Prethodni izraz se mazaziti i u meri
verovatnéa P uz pom@ Radon-Nikodymovog izvoda 0@ u odnosu naP

e

4.1. GIRSANOVA TEOREMA

Nave&emo najpre teoremu kofe nam koristiti u dokazu Girsanove teoreme.

TEOREMA 4.1:

Neka suP i Q dve ekvivalentne mere verovataona prostorL(Q,]-“) i neka je saZ
ozna&en Radon-Nikodymov izvodQ u odnosu naP. Neka je dalje X slwajna
promenljiva iz prostordQ, F) takva da je

£ (X)) = [| X zaP<eo

Q

Neka je dalje{ o - algebra takva da j&{ O F . Tada vazi
B (X|M) & (27) = &( 24H)
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TEOREMA: (Girsanova)

Neka jeW,, 0<t<T, Brownovo kretanje na prostoru verovaiao(Q,]-“,P). Neka je
dalie F, 0<t<T, odgovarajda filtracija, a H(t), 0<t<T, proces adaptiran ovoj
filtraciji, takav da je

1T
Ejgz(u)du
E.le° <o

Za0<t<T, definiSemo

W = [&(u)du+ W,

Sy ——

t 11
Z, :exp{—f&(u) dW_EJQZ( g dl},
0 0
i definiSemo novu meru na sled@&acin

Q(A)=[zdpP, DADF.

Tada je proce¥\, 0<t<T, Brownovo kretanje u me®.

Pre nego Sto dokazemo teoremu, pogledajmo Staislaginih uslova.

* Iz same definicije procesd,, zakljwkujemo da Z, predstavlja Radon-Nikodymov
izvod Q u odnosu n&P

* Z je martingal
4z, =-6() Z,dW+—6°( ) 7 dw-26°( } Z e
=-6(t) Z,dw
* Q je mera verovatri®

Kako je Z, =€ =11 Z, martingal, vazi da jé€(Z) =1 za svakat 2 0. Dalje sledi
Q(Q)=[zdP= E 7)=1,
Q

pa jeQ zaista mera verovatte na prostorQ, F )

« Eo(X)=E.(Z X), za sl¢ajnu promenljivuX
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Pokazimo ovo za stiaj kada jeX = 1,, indikator sl¢ajna promenljiva
Eo(X)=Q(A=[ZzdP=[ Z LdP= & Z X
A Q
* Mere verovatnéa P i Q su ekvivalentne

P(A)=05 Q(A=[Z dP=0
Q(A):o:jodP:oZT:;O H A=0

Dokaz:

Zbog jednostavnosttemo pretpostaviti da jeH(t) ogranteno na 0<t<T. Prema
Teoremi 3.2 treba da pokazemo da vazi slede

i) W je martingal u meri verovatda Q
i) W? -t je martingal u meri verovatda Q

Da bismo dokazali i) definigamo M, = Z,W i iskoristéemo Itévu formuly(3.2) da bismo
dobili

dM, = Z dW+ W dz+ d d;
=Z,(6(t)dt+dw)+ WZ(-6( } dwW+ dyf- B( )t d
=Z,(dw-We( ) dw)= Z( } dv,

gde je y(t) =1-WH(t). Sledi da jeM, =ZW martingal u meri verovatga P. Prema
Teoremi 4.1, zd <s dobijamo

B (2WA) B (MLA) M,
e T

t

sto dokazuje da jé/ martingal u meri verovatide Q.

Da bismo dokazali ii) definigemo N, = Z (W’ - 1) i iskoristicemo Itove formulg(3.3) i
(3.2)da bismo dobili

(e - = -2+ 206§+ 2] o 20 o= 2W0( )t ok 2w

26



Unit-linked modeli u zivotnom osiguranju

dN, = Zd(W - §+ dz{ W- }+ dz W~ )
=7, (206 (1) dt+ 2W dw)+ (- 2( )} avj( W- )
+(-z6(t)dw)(2We( § de-2 W aw
=26(t)ZWdt+ 2Z W dw-6( ) Z dWf W- )& 28( )t Zw

=7 (24 -0(9) (W - §) aw

gde je 5(t)=M—H(t)(W2—t). Sledi da je N, =Z(W2— ) martingal u meri
verovatn@a P. Prema Teoremi 4.1, 2a< s dobijamo

EQ((WSZ _ §|f:) _ EP(ZESP((WZS;;:?V:) _ EP(SSVT) :%:Wj _s

t
Sto dokazuje da jé/” - sW, martingal u meri verovatiée Q.

Dakle, na osnovu Teoreme 3.2 sledi dHYdeBrownovo kretanje u meR. ]

4.2. RIZIK - NEUTRALNA MERA

Rizik-neutralna mera se za potrebe naSeg modela aefinisati na sledenacin.

Definicija 4.3:

Rizik-neutralna mera je bilo koja meraQ ekvivalentna meriP u kojoj su sve
diskontovane cene aktive martingali.

Dalje posmatramo cenu akcije koja prati geometijBkownovo kretanje sa driftom
M 1volatiino¥u o

95 _ i+ od
5 pdt+odW

i neka je sa§ oznaen proces diskontovane cene ak§e= €" S.
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Cilj nam je da dobijemo verovatéw Q, takvu da je
i. Q ekvivalentoP i
i. § je Q- martingal.
Q ¢e u tom sldaju biti jedna rizik-neutralna mera za nas modetdmja cena akcija.

Kada raspiSemo diferencijalnu jedirau za cenu akcije, dobijamo

%:Iudt+a'dW: rdt+ (- 1) dt+ o dwy

=rdt+ J(ﬂ dt+ de
o

Da bismo prvo presli sa mere verovate® na ekvivalentnu mer@, primenéemo Girsanovu
. = S .
teoremu za proceé(t) jednakﬂ—, koji se jo$ naziva i trziSna cena rizika. Progs)
o

jeste A - merljiv, jer suiu, r i oA - merljivi (konstantni su u odnosu na vremensku
promenljivu). Tada Brownovo kretanje u prost@uma sledéi oblik

~_ﬂ—r
W= rew

Diferenciranjem dobijamo da j@W = dw+ ,u;r d-.

Diskontovani proces cene akcije za konstantnu idetizkamatnu stopue™ S, ima
diferencijalnu jedné&inu koja izgleda

d(e"s)=-re" Sot € ds g(- sS4t g
=" (-r§gdt+y Sdtro Sdjy

=" ((u-r)§dtro S dyy

= e‘”US(T_r dt+ d\/t\/j

=e"oS(0( ) dt dw)

Definisali smo Brownovo kretanje Q- meri VV/t=ﬂ_rt+V\(, koje ima diferencijal
o

dW = dw+ ,u;r d, pa sledi da je
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d(e"s)=ce" sdy
tj. proces diskontovane cene akcﬁ}ez e" Sje martingal u merQ.

Dakle, Girsanova teorema nam daje postojanje rielktralne mere) .

Iz svega gore navedenog zakljjemo da za datu meru verovatedP i proces cene
akcije koji prati geometrijsko Brownovo kretanjepbemo definisati rizik-neutralnu me@ u
kojoj ¢e cena akcije zadovoljavati slédediferencijalnu jednanu

d§ = rSdtro Sdy,
gde jeW, Brownovo kretanje u me.

Prisetimo se na kraju da je u diskretnom modeékkivanje diskontovane vrednosti
portfelja jednako njegovoj sadasnjoj vrednosti, @ma neki n&n definicija martingala u
diskretnom slaaju.
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5. BLACK - SCHOLES MODEL

Posmatramo problem odiiganja vrednosti opcije u proizvoljnom trenutku pre
dospéa T, specijalno problem odt#éesanja cene opcije koju treba platiti za pravo kvipe ili
prodaje za unapred odienu cenuK koju garantuje data opcija.

Pogledajmo najpre neprekidan model trziSta u Biackeles modelu.

5.1. MODEL TRZISTA

U Black-Scholes modelu, finansijsko trziSte segast sledéeg

» prostora verovatn@ (Q, F, P)
» konanog vremenskog trenutkg, koji se naziva dosge

> Brownovog kretanjdW} na prostor Q, 7, P)

t{o,T]

> filtracije { %} ., na prostorQ,F,P)

tfor]
> rizicne aktive, tj. akcije S
> neriziéne aktive, tj. obvezniceB,

Pretpostavke Black-Scholes modela su slede
1. nema troSkova transakcije,
2. aktiva na koju se odnosi opcija ne g@alividende,
3. nema arbitraze,
4. trziSte je kompletno,
5. mogue je neprekidno vrsiti trgovanje aktivama,
6. aktiva je deljiva,
7. dozvoljena je kratka prodaja,
8. nerizikna kamatna stopa je konstantna,

9. cena akcije§ prati geometrijsko Brownovo kretanje.

Kao Sto smo verekli, pretpostaviemo da se trziSte sastoji od dve aktive, jeéma
biti akcija §, a druga obveznic8,.
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Proces obveznic®, zadovoljava slede diferencijalnu jednanu

dB = rBdt
{ B, =1

gde je r konstantna nerizha kamatna stopa. ReSenje prethodne jedea je
B =¢", t0[0,T].

Proces akcijeS koja prati geometrijsko Brownovo kretanje zadoaedj jednakost
(3.4)

y—%azjwow

S=9

Neka je, kao i u diskrethom modedq,f) portfelj koji se sastoji od, obveznicaB,
i & akcija§ u trenutkut0[0,T].

Definicija 5.1:
TrziSna strategijge par(t],f) adaptiranih procesa takvih da vazi

.
. .[|/7t|dt<oo skoro sigurno
0

.
[ ] E(J‘f‘Zdtj < 00
0
.
. Igﬁzsz dt< o skoro sigurno
0

Dakle, ako je(/7,<‘ ) jedna strategija, tj. portfelj, vrednost tog pelji u trenutkut je
stohastiki proces

VI =nB+&S

Definicija 5.2:

Za trzi$nu strategijz,¢) se kaze da jsamofinansirajua (self-financing) ako vazi
V" = dB+¢& d$

Prethodna jednakost nije dobijena nekim Itévim khlkom, vé jednostavno zria
da do promene vrednosti portfelja moze€idedino promenom cena aktiva koje on sadrzi.
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Definicija 5.3:

Na trziStu postoji mogunost arbitrazeako postoji samofinansiraja strategija(n,f)
takva da je:

1) v =0

2) V%) 20 skoro sigurno iE(VT(”"()) >0

Neka je saS§ oznaen proces diskontovane ®pie aktive § =%= e"S. U

prethodnoj glavi smo pokazali uz poén@Girsanove teoreme da postoji rizik-neutralna ni@ra
definisana na prostor{Q, F).

Iz tehnitkih razlogacemo se ograditi na odrelenu klasu strategija, koja se nazivaju
dopustive strategije. Zelimo da pokazemo da je acBlScholes modelu uvek magu
hedzirati budge rizike.

Definicija 5.4:

Za trzisnu strategijl(ﬂ,f) se kaze da jedopustivaako je samofinansiraje i ako njena
diskontovana vrednost

dffvt(’l'f)

B

AR =7+ E%

zadovoljava slede uslove
1. V)20, za svet0[0,T]

2. E((\Z(”"())zj <w, za svet0[0,T]

Definicija 5.4:

Finansijski derivatH je moguwie hedziratj ako postoji dopustiva strategi(a],{), takva
daje

H =V

Dakle, prema prethodnoj definiciji hedzing nekogivkga predstavlja investiranje u
portfelj koji replicira krajnji no¢ani tok tog derivata.
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TEOREMA 5.5:

U Black-Scholes modelu, svaki derivét koji je oblika H = h(S) je mogue hedzirati i
njegova vrednost u trenutkuje data sa

V=W = B (€K 9)%)
Primetimo da je za evropsku prodajnu opciju nidgubitak opisan funkcijom

h(s)=(K-8)

pa je vrednost opcije u trenutkuefinisana kad® = EQ(e'r(T't)( K-$s) $) (5.1)

5.2. BLACK — SCHOLES FORMULA ZA CENU OPCIJE

Pogledajmo sada kako mozemctiddo cene evropske prodajne opcije wgtoom
trenutkut = 0.

Oznaimo saV (S, t) vrednost opcije u trenutkti. Specijalno, saC(S, 1) ¢emo

ozn&iti vrednost kupovne opcije u trenutky a saP(S, t) ¢emo oznaiti vrednost prodajne

opcije u trenutkut. Pretpostavimo da cena akcije (ili neke drugevektia koju se odnosi
opcija) prati model geometrijskog Brownovog kretarf\ko se realizuje trajektorij& takva

da je u momentu dosfe cenaS; > K ondace se kupovna opcija izvrsiti, a prodajna opcija
nece.

Za kupovnu opciju funkcija prihoda u momentu d@spe je
Cc(S,9=maq{ S- KQ,
a za prodajnu opciju funkcija prihoda u momenemspégEa T je
P(S,)=max{ K- $.9.

Neka je o volatilnost cene akcije, & nerizina kamatna stopa koja je poznata i
konstantna funkcija vremena u periodu dok vaZzi egoma opciju.

Kako je V(S, t) funkcija od cene akcijeS§, a § prati model geometrijskog
Brownovog kretanja

d§=uSdeo sdy
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mozemo primeniti Itdvu formulu na osnovu koje dahijo

_ov(s9 o, 08} 107 S)
R AT dz 0S’ asd

dv(s Y

V(S
0§

(,uSdt+0$d\4\)+ v(e) % ;'( )a S _di

Odatle dobijamo stohaskiu diferencijalnu jedninu za proce¥ (S, 1)

v+ s+ S (5.2)

av=os? g 0V, 0V 10%V , o
05 s ot 208"

Sadacemo konstruisati portfelj koji se sastoji od jedpeije | —A akcija. Ovaj broj
akcija je trenutno nepoznat, ali pretpostamio da se odrZzava konstantnim u vremenskim
periodimadt. Vrednost ovakvog portfelja u trenutkye

n,=v(S,)-A$ (5.3)
Skok u vrednosti ovog portfelja u jednom vremenskmmutkudt je
dr, =dv($, )-Adg

jer smo pretpostavili da seA odrzava konstantnim dgitavom vremenskom korakult .
Koristeti ¢injenice da§ prati model geometrijskog Brownovog kretanja iwladnost opcije

V, prati stohastku diferencijalnu jedn&éinu (5.2), dobijamo da vrednost portfeljel, prati
sled€u stohastiku diferencijalnu jednanu

ov Vv av 19%V
dn, =oS|—-A | dw+ +— o’ & 1
S[5g ) owe{m ST G B e
o , AV N .
Dalje biramo da je broj akcu:?3§ i dobijamo da je
2
dn, = 6V+16V o’S | dt (5.4)
ot 20S°

Svota novca jednaka vrednodii,, ako bi bila investirana u banku po nefimj kamatnoj
stopi r, dovela bi do prinosa

dr, =rdt

u vremenskom rokudt. PoSto smo pretpostavili da nema arbitraze, onedsnal strana
jednaine (5.4) mora biti jednaka desnoj strani prethodne jedrea
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2
rndt= 6_V+£6_\£02$2 dt
ot 205

Kombinujwi prethodnu jedn@nu sa jedn&nom (5.3) i zamenom§ sa x dobijamo Black-
Scholes parcijalnu diferencijalnu jedimau

ot 2 ox? ox

a\/(x,t)_'_laz)(zaZV(xt)+r6V( xt)x—rV(X,t)=0

Black-Scholes jedri#na je jedna linearna parcijalna diferencijalnan@eha parabolinog tipa.

Da bi njeno reSenje bilo jedinstveno otkro potrebni su gragmi uslovi i upravo su oni ti koji
karakteriSu tip evropskih opcija. Potr&&mno uslove za prodajne opcije, posto njihov model
odgovara modelu unit-linked ugovora. Cenu prodajopcije smo ozndli sa

P(S.0= A% ).

U momentu dos@@ t =T , vrednost opcije mora biti jednak prihodu koji af@nosi,
tj. granni uslov po vremenskoj promenljivoj je

P(xT)=maq K- x,Q.

Prvi granéni uslov po prostornoj promenljivox dobijamo zax=0. Ako je cena
akcije nula u bilo kom vremenskom trenutk§ =0), tada je§ =0u svakom vremenskom
trenutku t (cena akcije ne moze da se menja). Ovo je jedeterdhinistéki slucaj
diferencijalne jednéne dS =4 $ dt-o S dY. U momentu dosga t =T prihod Koji donosi

prodajna opcija na bezvrednu akciju je jedriak Da bismo dobili vrednost opcije u bilo kom
trenutkut, potrebno je izréunati trenutnu vrednost novda, koji ¢emo dobiti u trenutkd
tj. izvrSicemo diskontovanje po nerizioj kamatnoj stopr .

P(0,t) = Ke"™

Drugi granéni uslov po prostornoj promenljivoj dobijamo kada- «. Ako cena
akcije neograrteno raste, prodajna opcija se sigurnéenigvrsiti, pa je njena vrednost jednaka
nuli, tj.

lim P(x t)=0

X - 00

Dakle, granini uslovi za evropsku prodajnu opciju su

P(xT)=max{ K- x,q
P(0,t) = Ke" ™
limP(xt)=0

X — 00

Black-Scholes jedri@na se poméu dve smene moZze transformisati u Kiasi
jedn&inu provaienja toplote za koju je poznato fundamentalno feSéteSenje za evropsku
prodajnu opciju je dato sleéien izrazom

35



Unit-linked modeli u zivotnom osiguranju

P(S. 9= Ke o (-d)- 8p(- 9, (5.5)

gde su

i + +12 -
] :In( j (r j(T t) 55
' o~NT -t ’ '

S),f,.2
d =In(Kj (r j(T ! (5.7)
2 o~NT -t ’ '

a @ funkcija raspodele normalr(®,1) raspodele.

Posmatrajmo sada jedna drugi pristup kojim mozeogd db cene prodajne opcije u
Black-Scholes modelu. Taj pristup se naziva maalsig pristup i u njemuwemo Koristiti
jednakos{(5.1).

o149 A
=e" KEQ( I{K>sr}|3)_ et I‘:?( ko) é

Dalje, iz(3.4)sledi

_rt (e_ 70 on L2 (r-t)eo]
" s -dise o*(T-t)+o (Vi -W)
—rT a7 S (e_ *UZT"UWr

P{K>S}= {K> g g W)}

= p{m§> r(T—t)—%JZ(T—t)m(w —w)}

gde jed, dato izrazon{5.7). Dalje vaZi

TIKE (hos, 1S) = KETI( g)

36



Unit-linked modeli u zivotnom osiguranju

Q Q dQ — —rT $
Neka je sada~ ekvivalentna mera verovatfm za ~ definisana kaon i neka je

=W-ot Tadaje Brownovo kretanje u meﬁ) i vazi
ergm 5N L gl
- - T-t)
(P& = M se

“Loors oW Zo’T+aW

e'S=§¢ = %

Zo?(T-0)+o (Vi W)

P{K>S]} = {K> gro gt W)}

= p{m§> r(T—t)+%02(T—t)+a(\f\lr —\7\/)}

K 1
<~ InT—lr+Zo”|(T-t)
=P \Nr_W< St ( 2 j :q)(_dl)

T-t oNT -t '

gde jed; dato izrazon{5.6).Dalje je

' t)EQ($DIK>3}| $)= %( {IK>$}| g: S)(_ 1&’

Dakle, i u martingalskom pristupu se dobija istarfola za cenu prodajne opcije definisana
izrazima(5.5), (5.6)i (5.7).
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6. UNIT — LINKED MODEL U ZIVOTNOM OSIGURANJU

6.1. PRETPOSTAVKE MODELA

Sadatemo na jednom mestu skupiti sve pretpostavke jusd koje smo postepeno
uvodili, kako bismo na kraju definisali i objasmtiodel unit-linked Zivotnog osiguranja.

Najpre, posmatramo ugovore sa najmanje zagarargavameneficijom u skaju
smrti, K, trajanjem odT godina i jednokratnom neto premijom osiguranjaig@sna suma

za sl&aj smrti koja je nastala u trenutkut D[O,T], je max{K 5} = $+ maf K- S,), gde
je max{K—S (} riziko suma osiguranja. Zanemamo prvi sabirak,S§, i posmatréemo
samo riziko sumu osiguranjmax{K -5 ,¢ =(K-S)". Riziko suma osiguranja ima oblik
krajnjeg no¢anog toka evropske prodajne opcije sa strajk ceomdospéem t. Dospée
0ovOog ugovora je nepoznato, jer je nepoznato i vremei osiguranika.

Cenu ovog ugovordemo potraZziti uz pomoBlack-Scholes formule za odiiganje
cene opcije. Pretpostavke Black-Scholes modeléesigs:
nema troSkova transakcije,
aktiva na koju se odnosi opcija nedaalividende,
nema arbitraze,
trziSte je kompletno,
mogLee je neprekidno vrsiti trgovanje aktivama,
aktiva je deljiva,

dozvoljena je kratka prodaja,

© N o g s~ wDd PR

cena akcije § prati geometrijsko Brownovo kretanje sa drift paedrom g |
volatilno%u o,

9. nerizina kamatna stope je konstantna i poznata,

10.drift parametary i volatilnost cene akcijer su konstantni tokom vremena.

Pod pretpostavkama modela da je trziSte kompletteo mema arbitraZze i primenom
Girsanove teoreme, zakdjli smo da postoji jedinstvena rizik-neutralna mé&paza prvobitnu

meru P, tako da se prvobitan model kretanja cene akcije
d§ =S do Sdy

moze predstaviti modelom u rizik-neutralnoj méyi

ds = rSdto Sdy,
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gde jeW, Brownovo kretanje u meri verovaitm P, a W, je Brownovo kretanje u rizik-
neutralnoj meriQ.

6.2. AKTUARSKI | FINANSIJSKI PRISTUP MODELA

Definisatemo vé& pomenuta dva pristupa reSavanju modela, aktuarBkansijski
pristup.

U aktuarskom pristuptiemo pretpostaviti da cena akcije osiguranikovogléoprati
geometrijsko Brownovo kretanje, opisano steme stohastikom diferencijalnom jedriéanom
u meri verovatnée P

d§=uSdto Sdy

2
Jedinstveno reSenje ove diferencijalne jeétmaje S = %exp([u—%) t+0'VtVJ.

Cena akcije¢e u finansijskom pristupu pratiti geometrijsko Brmvo kretanje
opisano stohastkom diferencijalnom jedri@@nom u rizik-neutralnoj mei@

ds = rSdt+o Sdy

2
Jedinstveno reSenje ove diferencijalne jétmaje S = %exp([ r—%) t+a\7yJ.

6.3. OCEKIVANI GUBITAK U TRENUTKU t ZA SMRTNISLUCAJ U

TRENUTKU T

Za reSenja stohagkih diferencijalnih jednéna finansijskog i aktuarskog pristupa
znamo da vazi slede

In%P:A/((,LJ—%ZJ(T—t),JZ(T—t)J
m%Q :/l/[[r —%ZJ(T ~1),0%(T —t)J
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Ovo zn&i da u aktuarskom pristupu prinos po akciji prasiginormalnu raspodelu sa
2
parametrima(y—%}(T—t) i 0?(T-t), a da u finansijskom pristupu prinos prati

2

lognormalnu raspodelu sa parametriEna—%J(T —t) i o° (T —t) .

Sada mozemo oceniticekivani gubitak u trenutku za smrtni slgaj nastao u
trenutkuT , kako za aktuarski tako i za finansijski pristig(5.1) sledi

()= [ mad 5.9

P (1,T) = Eo[e-r(T—t) max{ K- S ’C}“;ﬂ .

gde je A filtracija koja predstavlja skup svih informacgaceni akcije i smrtnosti do trenutka

t. Razlika ove dve formule je ucekivanoj stopi prinosa aktive pod svakom merom
verovatnge:

* u podP-merom za aktuarski pristup,
e 1 podQ-merom za finansijski pristup.

Vazno je napomenuti da se finansijski pristup assma pretpostavci da se na
finansijskom trziStu primenjuje strategija hedzinghsuprotnom ovako dobijena cena nema
smisla. Ova napomena je bitna, jer predstavlja nfisramsijskog pristupa. Mtutim, ovo vodi
i do nekih prednosti nad aktuarskim pristupom:

* premija je nezavisna odekivane stope prinosa akcije, dok se u aktuarskastupu
mogu javiti neke greSke u kalkulaciji,

» vecina finansijskog rizika je eliminisana hedziranj@ortfelja, a ostali finansijski rizik
proizilazi iz¢injenice da rizik od smrti nije potpuno diversifikan.

Ocekivani gubitak u pgetnom trenutkut =0 za smrtni sléiaj nastao u trenutku
t =k za aktuarski pristup mozemo napisati i kao cendgjre opcije sa dosfem u trenutku
t =k u meri verovatnée P

P*(0,k) = Ke™®(- ¢(0,K)- $o(- (0. ¥, (6.1)

Iog(ij{y—a;j(T—t)

Ocekivani gubitak u pgetnom trenutkut =0 za smrtni slgiaj nastao u trenutku
t =k za finansijski pristup mozZzemo napisati i kao cemodpjne opcije sa dosfEm u
trenutkut =k u meri verovatnée Q

gde su

d;<(t,T)= i d(tT)=d(t T)+oVT-t
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(0. = Ke™o(- 4 (0.8) - 50~ (0, ) ©2

gde su

d;"(t,T)= Iog(ij [r—J;J(T R i d" (6 T)=d" (L T)+oVT-t

oJT -t

6.4. NETO JEDNOKRATNA PREMIJA

Pretpostasdiemo da nas osiguranik, koji kupuje polisu unit-8dkzivotnog osiguranja
na T godina, imax godina. Kako je krajnje Zivotno doba u tablici smosti w, preostalo
vreme do smrti naSeg osiguranika, prema tablicitatiteta, iznosi najviSev— x godina. Jasno
je da mora bitiT <w-x, jer ne mozemo osigurati osiguranika na duzi gemego Sto
oc¢ekujemo dae on Ziveti.

Odredtemo jednokratnu neto premiju (Single Pure Premiu®®P za svaki pristup
modela. Jednokratna neto premija je ustvari matékmatocekivanje diskretne séajne

promenljive koja prima vrednos®"“(0,k) ili P (0,k) sa verovatnéama, p,q,,, , gdek

uzima vrednosti od O dol i predstavlja preostalo vreme Zivota naSeg osigkiaa
(verovatn@a da osiguranik umre ¥+ k— toj godini Zivota)

SPP* :Z Pm(oi @k—l R Qi
k=1

w—X

SPP™ :Z B (O! @k—l R Qi

k=1

Kada u prethodne formule za aktuarski i finansijgkistup ubacimo rezultate iz jednakosti
(6.1)i (6.2) respektivno, dobijamo kotae formule za jednokratnu neto premiju.

5P =3 Ke'o (- 40, B, p @i B0(- H(0 P 2

SPP™ :g Kérkq)(_ d" (o, i)) k1 R Qier™ %q)(_ @ (o, )l)k"l Pl

gde su funkcijed,” (t,T),d,;“(t, T),d ™ (t,T) i d;" (¢, T) date relacijam#5.6)i (5.7).

Navedene formule izgledaju ptifio slicno. Finansijska premija je niSta drugo nego
suma Black-Scholes cena za prodajnu opciju, a uaskka premija ima isti oblik. Jedina
razlika je u tome Sto je u aktuarskomstppu nerizina kamatna stopa zamenjena
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oc¢ekivanom stopom prinosa akcijg,. Ovo ¢e dovesti do w& premije za finansijski pristup,
bar sve dok je zadovoljena nejednakest r . Pretpostavka da je/>r je realna, jer se i

ocekuje da riztna investicija ima W& stopu prinosa od neri&ie investicije. U suprotnom,
niko ne bi investirao u riznu investiciju.

Kako ha&emo da uporedimo opisana dva pristupa, nas negigr samo jednokratna
neto premija, koja ustvari predstavljaeivane diskontovane bué troSkove DFC
(Discounted Future Costs). Nas joS zanima i radpotlle diskontovanih budih troSkova.
Kako bismo odredili raspodele i za aktuarski i wemsijski pristup, koristemo Monte Carlo
simulacije.
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7. STOHASTICKE SIMULACIJE

Sa ciljem da dobijemo raspodelu diskontovanih Bitdtroskova (Discounted Future
Costs —DFC), moramo da simuliramo cenu akcije i proces smrfposmatranom periodu

[0,T].

Simulacija je proces u kome se generiSdajhi brojevi prema funkciji raspodele za
koju se pretpostavlja da odgovaracslmoj promenljivoj ili procesu, kao Sto je na prime
prodaja novog proizvoda ili cena akcije u naSemmpru. Simulirani brojevi se zatim
analiziraju kako bi se dobili najverovatniji reatiti pratéi rizik. Cesto se ovakva tehnika
naziva Monte Carlo simulacija, nazvana po gradu téd&@uarlu - prestonici kazina.

7.1. SIMULACIJA CENE AKCIJE

Monte Carlo simulacija je ispravna i Siroko raspaogena tehnika. Za nasSu svrhu,
pokazana je kao ¢an metod odidivanja cene opcije. Videmo kako se Monte Carlo
simulacija primenjuje na odtezanje cene evropske opcije.

Pretpostavka Black-Scholes modela implicira dagelatu cenu akcije u trenutky
S, simulirana promena cene te akcije u vremAtuata formulom

AS = Suh t+ SreVA

gde je AS = S,,, — $ promena cene akcije, a slwanjan broj koji ima standardizovanu
normalnu raspodelue:N(O,l). Data formula je aproksimacija stoh&ké diferencijalne
jedn&ine.

Fiksiracemo vremenski periodit =1 i aproksimirégemo stohastku diferencijalu
jedn&inu u trenutkun na sledéi natin

%=

Xo=§
T R

Primetimo da je sada dovoljno znati cenu akcijeotepnom trenutku,S,, a zatim
generisatiT slutajnih brojeva iz standardizovane normalne raspo#aleo bismo dobili jednu
diskretnu realizaciju procesa cena ak@as,..., $.
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7.2. SIMULACIJA PROCESA SMRTI

Sa L, ¢emo oznaiti broj osiguranika koji imajux+t godina u trenutkd. To zn&i
da je L, broj osiguranika starost koji kupuju istu polisu unit-linked osiguranja sajanjem
od T godina. Daljecemo saD, ozn&iti broj smrtnih sl¢ajeva izmédu trenutkat i t+1, ili
drugim re&ima broj osiguranika iz naSe grupe koji imay#t godina u trenutkd i koji ¢e
umreti u narednoj godini trajanja ugovora. Verowat da osoba starosti+t umre u toj
godini zivota je data tablicom mortalitetBapela 1.).

Ako je L, broj osoba starosti+t, a q,,, verovatnéa smrti, onda mozemaekivati
dac¢e Lq,,, osoba umreti u toku godine, dd Zivih na péetku. Dakle,E(D,) = L,q,,,, pa
mozemo réi da broj smrtnih sléajeva u godinit ima binomnu raspodelu sa parametrimai
O, D, :E(L‘,qxﬁ). Broj osiguranika koji imajux+t+1 godinu u trenutkut+1l ¢e se
smanjiti naL,,, = L, — D, . Broj Zivih osiguranik&emo aproksimirati sledem formulom

, (7.2)
B=B,-D,t=1..T-1

{Bo =L
gde D, :E(L‘,qxﬁ), kao Sto je vé pokazano. Razlog zaSto brojale to trenutkal -1 je taj

Sto nas ni ne interesuje broj Zivih osiguranikaantitku T, jer mi riziko sumu ispkujemo
samo u sléiaju smrti osiguranika.

Iz svega gore navedenog mozemo zakijuda je za simulaciju smrtnog procesa
D,,D,,...,D;_, dovoljno znati broj osiguranika na ¢etku ugovora, L,, i verovatnée
smrtnosti.

Da bismo pojednostavili izraze pretpostano da je riziko suma ista za sve
osiguranike. Ovo u stvari sledi i iz same pretpdsgada svihL, osiguranika kupuje istu polisu

osiguranja sa istom minimalno zagarantovanom bejegfi i istim fondom za ulaganje
sredstava.

IzvrSicemo N simulacija.
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7.3. PRILAGODAVANJE AKTUARSKOG PRISTUPA SIMULACIJI

Za simulacijui, i =1,...,N, i osiguranikaj, j=1,...,L,, iznos koji treba platiti u
trenutkut je

M) :(K ‘S(") '{{sm«}m{a:}} (1),

gde jeTX(i) vreme koje protekne od petka ugovora do smrtj - tog osiguranika (koji imax
godina u péetnom trenutku) irtoj simulaciji, al{§i)<KmT:} (t) indikator sl¢ajna promenljiva

1, () « K '[)'::
'{sw«w:}(t):{ {<rfn{T=1
* 0, u suprotnom

Da bismo realizovali stiajnu promenljivuDFC*, treba da sumiramo diskontovane
reallzacueM po vremenu i L, osiguranika.

DFCAct zze—rk M
k=1 j=1

Ocena neto jednokratne premifgPP se dobija kao srednja vrednast simulacija i L,
osiguranika

R NITE

SPP*' = izN; prcet =1
NL, & ==t

Medutim, prethodna dva izraza mozemo malo pojedndstakio posmatramo

L .
Ze"k ME"') u odreienom trenutkuk. U vremenskom intervalu o## do k+1 ¢e prema
j=1

simulaciji smrtnog procesa bitDS) smrtnih sldajeva. Kako smo pretpostavili da svi

osiguranici imaju istu riziko sum(lK —SS)), sledi dace osiguravajéa kompanija za smrtne

+1

sluajeve  nastale u  godini Kk isplatiti  ukupno DS)(K—SS)), tj.
L . _
de™ M) = g [f_)l(K— i)) | ovde smo kao i u klagsiom Zivotnom osiguranju

pretpostavili da se riziko suma isflge na kraju period& . Ovo dalje implicira

DFC*(0) Z e of (K- ) (7.3)
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7.4. PRILAGODAVANJE FINANSIJSKOG PRISTUPA SIMULACIJI

Finansijki pristup je nesSto teze prilagoditi sinuijanego aktuarski pristup. Razlog
ovome je §to moramo da prikazemo uticaj hedZiragesgiije na cenu ugovora.

Hedzing smo definisali u Glavi 5 kao investiranjpartfelj (17,&) koji se sastoji od

dve aktive, jedne neriane a druge rizine, takav da replicira krajnji tok derivata, tikéeda mu
je vrednost jednaka vrednosti derivata koji repdici

Najpre¢emo definisati sadasnju vrednost béiduroskova hedzinga koji se sastoji od
rizicne i nerizéne investicije u trenutkti (ovaj iznos moze biti pozitivan ili negativan):

G (rt.5.4)=e"$(-&.)
G,(r.t.7)=e" (7, 7€)

gde je & (T) kvantitet rizéne aktive, a7, (T) nowani iznos nerizine aktive u trenutk .
Tada jeft —.;i_l koli¢ina rizicnih akcija koju trebamo kupiti (ili prodati ako jeegativan) kako
bismo hedzirali rizik. Moze se pokazati da vazi

T

nz(T)=§ 3 7,(K) s P G

- L T
$; (T) = Z Z & (k)k—l B it i1
j=lk=t+1
Proces(/7t (T).é (T))O<I<T odgovara broju aktiva neophodnih u trenutkliako bi se

replikovao novani tok generisan nasim ugovorom koji se zavrSaweenutku T. Ovo je
ustvari suma koeficijenata za replikovanje toka opgke prodajne opcije ponderisana
verovatnéama smrtnosti ux+t godina.

Koeficijenti & (k) i 77,(k) predstavijaju kvantitet rizne i nowani iznos nerizine

aktive koji je neophodan u trenutkukako bi se replicirao krajnji tok evropske prodappcije
sa strajk cenonK i dospé€em u trenutkuk . Jasno je onda da vrednost tog portfelja u trenutk
t mora biti jednaka vrednosti opcije u istom tormtréxu, tj.

n(K)+S& (K= P
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7,(K)+S& (K= ke (- g (1 §)- (- F( .t}

Iz gornjih formula dobijamo da je
= S =1 (k-t) Fi
”t(T):K Ze q)(_dzm(t k))k—l R Qi
j=lk=t+1
L T

‘?t (T) = _z Z q)(_lein (tv k)) k-1 B G i1

j=1k=t+1

Kako niSta u gornjim sumama ne zavisi od indelfsaprethodne formule se mogu malo
pojednostaviti na sledenacin

A(T) =KL Y €0 (- (1K), B Gy

k=t+1

'3 (T) =-L i q)(_lein (t’ k)) k-1 B G (7.4)

k=t+1

Hedzing strategija, isto kao i odgovatauformula za cenu, se zasniva na
pretpostavci da je osiguravaizik-neutralan Sto secg smrtnosti, tj. da ima dovoljno veliki
portfelj osiguranika.

Realizacija sltiajne promenljive DCF™ se dobija sumiranjem diskontovanih
troskova od smrtnosti i hedzinga.

DFCF0) =i[ie‘rk M+ ) (rk $,80)+ & kﬁ(k))}/?f)”?é) =}

=iie'” MS,]')J,ZT:[GS)(E (§.80)+ d)( s kﬁ(k))}/?é“fé) g

_ DECAct) +i_~k(i)(e—rk g) - g Ql) (7.5)

Konaino, dobijamo ocenu zaSPP" kao srednju vrednosN simulacija i,
osiguranika

1 N
SPP" =— DFC" =
N 2
L N 20 (o ) & k) &) ;
ALy (e - et g sep
i=1 k=1
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7.5. REZULTATI SIMULACIJE

Simulacija je rdena u programskom paketu Mathematica.

» Za simulaciju procesa cena akcija je kéeiga formulg7.1);
e Za simulaciju procesa smrti je kar@&a formulg7.2);

» Za simulaciju diskontovanih budil troSkova aktuarskog pristupa je kégga formula
(7.3)

e Za simulaciju diskontovanih budih troSkova finansijskog pristupa su kde$e
formule(7.4)i (7.5),

Pretpostavljaju se sleéke vrednosti:
* Cena akcije u pgetnom trenutk, =1;
» Drift parametary =8.5%, a volatilnosto = 25%;

* Minimalna zagarantovana beneficiga=1;
* Nerizicna kamatna stopa=5%;

* 1000 osiguranika starosti 45, =1000, x =45;

N =1000C simulacija.
Kod programa je priloZzen u dodatku na kraju rada.

Sledei grafici prikazuju raspodele za diskontovane higduroSkove , DFC,
dobijene korigenjem aktuarskog i finansijskog pristupa, respektiv

DFC Alduarsk pristup

1 e i b 1 by

0.8
0.6
0.4

0.z

10 20 30 40 50

Grafik 7.1
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DFC Fmansyski pristup

20 30
Grafik 7.2

Odmah mozemo uwdi da je raspodela dobijena aktuarskim pristuposonaa
disperzivna u porenju sa raspodelom dobijenom finansijskim pristup@wo proizilazi iz
¢injenice da jeDFC”" veoma osetljiv na male promene aktive, dok jenarfsijskom pristupu
skoro ceo finansijski rizik uklonjen hedziranjentifpetimo da nije uklonjen sav finansijski
rizik zato Sto je smrtnost slgjna i mi nismo potpuno rizik-neutralni na smrt, lpedzing ne
moZe biti savrsen).

7.6. ANALIZA SENZITIVNOSTI

Kada smo vrSili simulacije kako bismo odredili radplu diskontovanih budih
troSkova DFC fiksirali smo odrdene parametre kao Sto su nefia kamatna stopa,
ocekivana stopa prinosgz, volatiinost o. Raspodela zaDFC je funkcija svih ovih

parametara. M&utim, nama nisu poznatectee vrednosti ovih parametara,cvgjihove ocene,
pa su samim tim te date ocenjene vrednosti podlgeegkama. Cilj ovog poglavlja je testirati
osetljivost (sensitivity) raspodele diskontovanudixih troSkova na pomenute parametye

o) i to u oba pristupa, aktuarski i finansijski.

Sledi graftki prikaz promene raspodele ZaFC u zavisnosti od promene stope
prinosa M, gde ce Y7 uzimati vrednosti iz skupa

{-20%, -15%,-10%, -5%, 0%, 5%, 8.5%,10%, 1598/}
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Osetljivost na promene paramejra

Aktuarski pristup | Finansijski pristup
Srednja Standardn{ Srednja Standardn
vrednost odstupanje vrednost odstupanje
-10% 43.22 14.66 11.74 6.30
-5% 30.57 17.27 9.73 5.84
0% 17.21 16.11 7.97 5.15
5% 6.98 10.9¢ 6.76 4.2(
8.5% 3.12 6.82 6.69 3.47
10% 2.07 5.23 6.70 3.15
15% 0.62 2.26 7.20 2.61
20% 0.20 0.83 7.79 2.22
Tabela 7.1
DFC Aktuarski pristap
1 - R - — —_
0.
0. H
—  20%
o.
—  15%
0. 10%
* y y — 8.5%
20 40 50 B0
Grafik 7.3 5%
— 0%
DFC Finansgski pretup 5%
—  -10%
—  -15%
— -20%

-3 3 10 15 20 25

Grafik 7.4
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Kao $to smo i &ekivali, finansijska premija (srednja vrednost BFC™) je skoro
nezavisna od promena stope pringsadok je aktuarska premija veoma osetljiva na proene
stope prinosa i raste sa njenim opadanjem. Kadgpostane negativno, oblik raspodele

aktuarskog pristupa tezi obliku raspodele Klasg Zivotnog osiguranja (bez finansijske
komponente).

Funkcija raspodele klasiog zivotnog osiguranja kojU dobijamo ako izbacimo
finansijski rizik i ako za osiguranu sumu uzmemeadtantnoK =1 data je ndsrafiku 7.5

DFC Aktuarskipristup
1t
0.8
0.8
0.4
0.2
wa s0 S0 100
Grafik 7.5

Sa ovog grafika mozemo videti da oblik raspodelaaiskog pristupa zaista tezi
obliku raspodele klagnog zivotnog osiguranja kada postane negativno.

Cak je i oblik raspodele finansijskog pristupa pddlo promenama drift parametra.
Primeujemo da je viSe centriran oko srednje vrednodtokaarametay raste.

Sledi graftki prikaz i tabela promene raspodele B&C u zavisnosti od promene
volatilnosti og, gde ce o uzimati vrednosti iz skupa

{5%,10%,15%, 20%, 25%, 30%, 35%, 4p.

Osetljivost na promene parametra

Aktuarski pristup | Finansijski pristup
Srednja Standardn{ Srednja Standardn
vrednost odstupanje vrednost odstupanje

5% 0.004 0.03 0.06 0.06
10% 0.16 0.68 0.94 0.71
15% 1.07 3.14 3.31 2.0d
20% 3.05 6.72 6.58 3.40
25% 3.12 6.82 6.69 3.47
30% 10.58 15.24 10.44 4.69
35% 15.27 19.23 15.62 5.25
40% 20.96 24.04  20.75 5.94

Tabela 7.2

51



Unit-linked modeli u zivotnom osiguranju

DFC Aluarsla pristup
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U ovom sléaju mozemo primetiti da je raspodela diskontovamillwih troSkova
osetljiva na promene volatilnosti u oba pristuparddnja vrednost i standardno odstupanje
rastu sa porastom volatilnosti. Meim, standardno odstupanje je mnogo manje oseth)a
promene u finansijskom pristupu nego u aktuarskom.

Svi ovi rezultati govore u korist finansijkog pugia, tj. kazu da je on bolji. Metim,
finansijski pristup zahteva hedziranje, a to nijeekimogue niti pozZeljno u praksi. Pasivno
hedZiranje nije mogie posto je vrlo teSko Baodgovarajédu prodajnu opciju (najverovatnije
zbog toga Sto je datum dosgpeunit-linked ugovora daleko u bughosti). Aktivno hedziranje
traZi konstantno rebalansiranje portfelja i mozeizwesti velike troskove za kompanijGak
StaviSe, aktive nisu uvek precizno definisanedstoar hedzingini gotovo nemogéim.

Kao posledica svega denog je da osiguravajim kompanijama na kraju ostaje
aktuarski pristup. lako loSiji od finansijkog, amigvodljiv u praksi.
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8. ZAKLJU CAK

Cilj ovog rada je bio da se odredi model za premijtaspodelu diskontovanih
budwih troSkova unit-linked ugovora u zivotnom osigytanranije, cilj je bio da se odrede
dva pristupa jednom modelu i da se zatim ta d\&ypa uporede.

Ustanovili smo da se model ponaS&rsdi kao i krajnji tok evropske prodajne opcije,
pa smo iz tog razloga objasnili modele za dianje cene opcije.

Najpre smo krenuli od binomnog modela koji je dethi model za odvanje cene
opcije. Na ovom diskretnom modelu je bilo jednostp objasniti pojmove i kretanja na
finansijskom trziStu.

Pre izlaganja neprekidnog Black-Scholes model#oiriseene formule za ocenjivanje
opcije, podsetili smo se nekih pojmova iz stoli&stianalize kojtine njegovu pozadinu.

Najbitniji pojam u radu je rizik-neutralna mera,najbitnija teorema je Girsanova
teorema koja pod odtenim uslovima garantuje postojanje te rizik-neuieaiere. Girsanova
teorema ustvari omoguje prelaz sa jedne mere verovamaa drugu, njoj ekvivalentnu,
meru Q. Upravo je ovo i razlika iznil navedena dva pristupa. Aktuarski pristup se defin

prvobitnoj meri verovatnie, dok se finansijski pristup definiSe u rizik-rlhoj meriQ.

Uporedjivanje ova dva pristupa smo izvrSili uz pémaspodele diskontovanih
budwih troSkova, a nju smo odredili uz potnMonte-Carlo simulacija. Posmatrajuwblik
navedenih raspodela ustanovili smo da je finangijgktup manje disperzivan i zbog toga bolji
od aktuarskog.

Nakon izvrSene analize osetljivosti navedenih pgatna promenu drift parametra
i volatilnosti o, opet zakljdujemo da je finansijski pristup bolji jer je margeetljiv na ove
promene. Méutim, na kraju se ipak odiujemo za aktuarski pristup, zato Sto finansijski
pristup ima jednu manu koja je prevagnula nad swijmgovim prednostima. Ta mana
finansijskog pristupa je pretpostavka o hedzZingtstyiji, koja, na Zalost, nije uvek magu
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9. DODATAK

Izravnata tablica mortaliteta Republike Srbije 2&@2002 godinu

Izvor: Republéki zavod za statistiku

Ox
svega | muskol Zenskp
0,00992 0,01162| 0,00811
0,00096 0,00097| 0,00095
0,00043 0,00045| 0,00040
0,00030 0,00036| 0,00024
0,00025 0,00030( 0,00019
0,00021| 0,00025| 0,00016
0,00020 0,00024| 0,00016
0,00018| 0,00015| 0,00016
0,00018 0,00021| 0,00015
0,00020 0,00023| 0,00016
0,00019 0,00024| 0,00015
0,00021 0,00022| 0,00016
0,00022 0,00030( 0,00015
0,00025 0,00036| 0,00014
0,00029 0,00037| 0,00020
0,00028 0,00033| 0,00023
0,00037 0,00041| 0,00029
0,00045 0,00061| 0,00030
0,00058 0,00083| 0,00033
0,00057 0,00087| 0,00031
0,00062 0,00090|( 0,00033
0,00062 0,00090( 0,00032
0,00068 0,00101| 0,00036
0,00072 0,00104| 0,00037
0,00073 0,00112| 0,00036
0,00078 0,00116( 0,00040
0,00079 0,00115| 0,00042
0,00081 0,00114| 0,00044
0,00080 0,00117| 0,00042
0,00088 0,00128| 0,00052
0,00095 0,00127| 0,00063
0,00095 0,00126| 0,00061
0,00099 0,00130( 0,00067
0,00105 0,00141| 0,00070
0,00115 0,00150( 0,00081

el
PBowom~No s wN R O|X

WWWWNNDNDNNNMNNNNNRPRPEPRPRPERPRERERR
WNPFPOOO~NOOULPR,WNPOOO~NOOPRA,WDN

w
~
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svega

musko

zensk

35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79

0,00127
0,0014Q
0,00150Q
0,00167
0,00183
0,00209
0,00232
0,00264
0,00288
0,00342
0,00398
0,00436
0,00483
0,00536
0,00600Q
0,00660Q
0,00719
0,00797
0,00874
0,0096Q
0,01039
0,01135
0,01239
0,01330
0,01453
0,01566
0,01681
0,01829
0,0197Q
0,02162
0,02395
0,02617
0,02903
0,03186
0,03491
0,03874
0,04278
0,04748
0,05296
0,05872
0,06478
0,0712Q
0,07802
0,08620Q

0,09454

0,00163
0,00181
0,00199
0,00217
0,00237
0,00274
0,00303
0,00333
0,00373
0,00447
0,00522
0,00580
0,00629
0,00696
0,00790
0,00883
0,00968
0,01085
0,01189
0,01318
0,01432
0,01581
0,01732
0,01867
0,01969
0,02076
0,02228
0,02438
0,02602
0,02859
0,03142
0,03381
0,03705
0,04025
0,04405
0,04786
0,05211
0,05726
0,06336
0,06954
0,07660
0,08296
0,08951
0,09771

0,10608

0,00090
0,00100
0,00105
0,00118
0,00132
0,00146
0,00165
0,00189
0,00205
0,00239
0,00276
0,00301
0,00338
0,00377
0,00407
0,00442
0,00474
0,00518
0,00571
0,00621
0,00669
0,00721
0,00802
0,00865
0,00984
0,01105
0,01186
0,01286
0,01429
0,01563
0,01759
0,01964
0,02226
0,02478
0,02765
0,03142
0,03544
0,03992
0,04523
0,05077
0,05672
0,06358
0,07140
0,07909
0,08805
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X svega | muskol Zenskp

80 | 0,1047Q 0,11485| 0,09872
81 | 0,11512 0,12558| 0,10896
82 | 0,12658 0,13731| 0,12026
83 | 0,13919 0,15015| 0,13273
84 | 0,15304 0,16418| 0,14649
85 | 0,16827 0,17952| 0,16169
86 | 0,18503 0,19630| 0,17846
87 | 0,20344 0,21464| 0,19696
88 | 0,2237Q 0,23470| 0,21739
89 | 0,24594 0,25663| 0,23994
90 | 0,27045 0,28061| 0,26482
91 | 0,29737 0,30683| 0,29228
92 | 0,32697 0,33551] 0,32260
93 | 0,35952 0,36686| 0,35605
94 | 0,39531 0,40114| 0,39298
95 | 0,43466 0,43863| 0,43373
96 | 0,47793 0,47962| 0,47872
97 | 0,52551 0,52444| 0,52836
98 | 0,57782 0,57345| 0,58316
99 | 0,63534 0,62704| 0,64364
100/ 1,00000| 1,00000| 1,00000

Tabela 1.1
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Kod programa u programskom paketu MathematicaSé@miza simulacije opisane u Glavi 7

<< Statistics ContinuousDistributions™

<< Statistice DiscreteDistributions”

DFC[drift , volatilnost ] :=
Module[
{DFC={}, 80=1,K=1, r=0.05, T=15, LO = 1000, n=10000,

q45 = {0.00398, 0.00436, 0.00483, 0.00536, 0.006, 0.0066, 0.00718, 0.00797,
0.00874, 0.00960, 0.01035, 0.01135, 0.01239, 0.0133, 0.01453, 0.01566}},

For[{DFCAct = {}, DFCFin= {}}; i=1, i =n,
i++, {epsilon = RandomArray[NormalDistribution[0, 1], T],

For[X={S0}; =2, =T+1, j++,
X = Append[X, X[[j-1]] (1+drift +volatilnostepsilon[[j-1]1])1].,

X = Delete[X, 1],

T

o0 = -LO E CDF [NormalDistribution[0, 1],

k=1
ch[ %] + (r " _‘\ﬂt’.:l.zln‘:mt2 ) (k) k-2
- — ] 1_[(1":.[45[[1+1]]) a45pg | -
velatilnost \Xk 1=0

For[C={}; =1, JsT-1, j++, £ =Append[L, -LO E CDF [NormalDistribution[0, 1],

k=q+1

: [T@-at50.0p

1=0

X1 volatilnest? .
Log|—==| + ([t + ————— ] (k-1) k-2
9[ K ] { ) ] ] [ 45, ] ] )

volatilnost ’\/k -7

For[{L = L0, BrojUmrlih={}}; j=1,
j =T, j++, {Dd = Random[BinomialDistribution[L, q45[[j]11].
BrojUmrlih = Append[BrojUmrlih, Dd], L=L-Dd}],

T
Pom = Ze-fj Max [K - Xpy;, 0] BrojUmrlihy;, DFCAct = Append [DFCAct, Pom],
i=1

T-1
DFCFin = Append[DFCFin, -Z0 (e™* Xy - S0) - Z;m (e 31 Xpy0y - e T3 Xpyp) + Pom] }] s
9=1
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{DFCAct, DFCFin} ]

DFCList = DFC[0.085, 0.2];

DFCAct = QuantileForm[DFCpyg];

FCFin = QuantileForm[DFCpaq];

For[i =1, i = Length[DFCAct], i++,

{a =DFCAct[[i, 1]], DFCAct[[i, 1]] = DFCAct[[i, 2]], DFCAct[[i, 2]] = a}];
For[i =1, i = Length[DFCFin], i++,
{a = DFCFin[[i, 1]], DFCFin[[i, 1]] = DFCFin[[i, 2]], DFCFin[[i, 2]] = a}];

ragpodelafct = ListPlot[DFCAct, PlotRange - Al11];

raspodelaFin = ListPlot[DFCFin, PlotRange - All];
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