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Predgovor

Tekst koji je pred Vama pisan je u svrhu odbrane master rada, kao sas-
tavni deo diplomskih akademskih-master studija. Iako je pre svega namenjen
pomenutoj svrsi nadam se da ¢e ovaj rad naci svoje Citaoce i medu studen-
tima koji se budu bavili problematikom koja je ovde razmatrana.

Pisani tekst obuhvata dva veéa poglavlja: ”"Kardinalni brojevi” i ”Vek-
torski prostori”, koja sadrze vise podpoglavlja. Pomenute celine detaljno su
obradene, uvodenjem odgovarajucih definicija, teorema, tvrdenja i posledica.
Takode, medu podpoglavljima ima i onih koji se odnose samo na primere
iz pomenutih oblasti. Primeri su izlozeni u formi zadataka, a reSavani pri-
menom prethodno obradene teorije. Svi slozeniji matematicki pojmovi koji
su koristeni u radu prethodno su formalno uvedeni.

Zahvaljujem se svim profesorima i asistentima sa kojima sam saradivala
tokom studija na znanjima koja su mi nesebi¢no pruzena. Takode, veliko
hvala mojoj porodici na bezuslovnoj podrsci kako tokom studiranja, tako i
tokom citavog zivota. Naravno, izuzetnu zahvalnost dugujem svom mentoru,
profesoru Stevanu Pilipovi¢u, na sugestijama, savetima, strpljenju i pomoci
pruzenoj prilikom izrade ovog rada. Zahvalila bih se i ¢lanovima komisije,
profesoru Milosu Kurili¢u i docentu Aleksandru Pavlovi¢u, na saradnji. Jos
jedno hvala osobi koju ovde neé¢u imenovati ali ¢e se, sigurna sam, sama
prepoznati na korisnim savetima i velikoj pomoc¢i u toku izrade i kucanja
teksta koji je pred Vama.

U Novom Sadu, septembar 2011.

Marija Deli¢



1 Uvod

Brojanje elemenata konacnog skupa je prilicno jednostavno. Jasno je da
ukoliko imamo dva skupa, gde jedan ima 5, a drugi 7 elemenata, tada drugi
skup ima vise elemenata. Naravno, ovo izgleda jako lako kada se radi o
kona¢nim skupovima i to takvim da u kona¢nom vremenu mozemo prebrojati
sve clanove posmatranog skupa. Medutim do komplikacija dolazi kada treba
prebrojati beskonacne skupove.

Brojanje ili preciznije uporedivanje elemenata skupova formalno se is-
trazuje koris¢enjem preslikavanja koja poseduju odredene osobine. Neka su
A i B proizvoljni skupovi. Preslikavanje f : A — B je injekcija (”jedan-
jedan”) ako za svako x1,79 € A, iz f(x1) = f(x2) sledi da je 1 = xs.
Ekvivalentno ovome, preslikavanje f je injekcija ako za svaka dva elementa
x1, Ty € A, iz 11 # xo sledi f(x1) # f(x2). Preslikavanje f je sirjekcija ("na”)
ako za svako y € B postoji # € A tako da vazi f(x) = y. Preslikavanje f je
bijekcija ako je i injekcija i sirjekcija. Poznato je da ukoliko je f: A — B
bijekcija, tada postoji inverzno preslikavanje f~' : B — A, sa osobinom
f(z) =y = f"Yy) = z, koje je takode bijekcija.

Uporedivanje broja elemenata skupova je u bliskoj vezi sa postojanjem
injekcija, sirjekcija i bijekcija izmedu posmatranih skupova.

U vektorskim prostorima posebno su vazni skupovi vektora ¢ije linearne
kombinacije mogu generisati ceo prostor. Baza vektorskog prostora je ureden
skup linearno nezavisnih vektora. Ono §to je vazno pomenuti je da se svaki
vektor nekog vektorskog prostora moze prikazati kao linearna kombinacija
vektora baze tog prostora.

Ako u vektorskom prostoru postoji baza sa konacnim brojem vektora tada
je prostor konacno dimenzionalan. U protivnom prostor je beskonacno di-
menzionalan. Ako baza sadrzi n elemenata tada je prostor n-dimenzionalan.

Dimenzija vektorskog prostora je u stvari kardinalnost skupa vektora koji
¢ine bazu vektorskog prostora. Svaka baza jednog vektorskog prostora ima
istu kardinalnost. Proizvoljni posmatrani vektorski prostor moze imati vise
razli¢itih baza ali sve one moraju biti iste kardinalnosti. Dakle, dimenzija
vektorskog prostora odgovara kardinalnosti svakog maksimalnog skupa lin-
earno nezavisnih vektora tog prostora, kao i kardinalnosti svakog minimalnog
skupa linearno nezavisnih vektora tog prostora koji generise ceo pomenuti
vektorski prostor.



2 Kardinalni brojevi

Neka su A i B proizvoljni skupovi. Presek skupova A i B je skup koji sadrzi
sve one elemente koji se istovremeno nalaze u oba posmatrana skupa,

ANB={x |z € ANz € B}.

Unija skupova A i B je skup koji sadrzi sve one elemente koji se nalaze bar
u jednom od pomenutih skupova,

AUB={x |z € AV e B}

Sa A U B oznacavamo uniju skupova A i B pod pretpostavkom da su oni
disjunktni, tj. AN B = 0. '

Sa U?:lAi =AU --- UA,, n>2, oznatavamo uniju U?ZIAZ- skupova
Ay, ..., A, pod pretpostavkom da su svi oni po parovima disjunktni.

Sa UzlAi = A, U Ay U --- oznacavamo uniju niza skupova A;, As, ...
pri cemu opet pretpostavljamo da su svi oni po parovima disjunktni.

2.1 Definicija kardinalnog broja

Neka su A i B proizvoljni skupovi. Ako postoji bar jedno bijektivno pres-
likavanje f : A — B, kazemo da skupovi A i B imaju istu kardinalnost, to
oznacavamo A ~ B. Jos se kaze da skupovi A i B imaju istu mo¢, da su
ekvivalentni ili ekvipotentni.

Gore pomenuta relacija (~) je relacija ekvivalencije i pomo¢u nje se skup
svih mogucih skupova razlaze na klase ekvivalencije. Kako je ”~" relacija
ekvivalencije, to znaci da je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna. Ovo ¢emo
i pokazati.

Za proizvoljan skup A mozemo posmatrati identicko preslikavanje idy :
A — A, idy(xz) = z. Ovako definisano preslikavanje je ocigledno bijekcija,
pa odatle sledi A ~ A. Dakle, "~" jeste refleksivna. Dalje, neka su A i B
proizvoljni skupovi i neka postoji bijekcija f : A — B. Kako je f bijekcija
znamo da postoji inverzno preslikavanje f~! : B — A tako da je fo f~! = id.
Takode poznato je da je pomenuto preslikavanje (f~!) isto bijekcija, znaci
da vazi B ~ A. Dakle, 7~” je i simetri¢na relacija. Neka su sada A, B,C
proizvoljni skupovi i neka postoje bijekcije f: A — Big: B — C. Tada je
i preslikavanje h = go f : A — C bijekcija, sto znaci da je A ~ C, ¢ime je
pokazano da je posmatrana relacija tranzitivna.

Definicija 2.1. Klasa ekvivalencije kojoj pripada skup A naziva se kardinalni
broj skupa A i oznacava sa k(A).
Koristi se jos i oznaka |A|.



Dakle, pod kardinalnim brojem skupa A podrazumevamo kolekciju svih
skupova ekvivalentnih sa A. Iz navedenog je sasvim jasno da je k(A) = k(B)
ako i samo ako se radi o medusobno ekvivalentnim skupovima.

Ako A i B nisu ekvivalentni skupovi, tada se koristi oznaka A % B.

Ako su A i B konacni skupovi, onda su oni ekvivalentni ako i samo ako
imaju isti broj elemenata. Skup A je konacan ako postoji n € N tako da su
skupovi A1 {1,...,n} ekvivalentni.

Za proizvoljan prirodan broj n, pod kardinalnim brojem n podrazumeva
se skup brojeva {1, ..., n} ili neki njemu ekvivalentan skup. Dakle, kardinalni
broj kona¢nog skupa jednak je broju elemenata skupa {1,...,n} na koji se
moze bijektivno preslikati.

Prazan skup se smatra kona¢nim skupom i njegov kardinalni broj je nula.

Skup je beskonacan ako nije konac¢an. Kardinalni broj beskona¢nog skupa
naziva se transfinitni kardinalni broj. Transfinitni kardinalni brojevi imaju
specificne osobine i zahtevaju posebnu paznju.

Definicija 2.2. Skup A je prebrojiv ako je ekvivalentan skupu prirodnih
brojeva (N).

Pod kardinalnim brojem alef-nula (Xy) podrazumeva se skup prirodnih
brojeva, kao i svaki njemu ekvivalentan skup. Takvi skupovi nazivaju se
prebrojivim. Napomenimo jos da je alef-nula najmanji transfinitni kardinalni
broj.

Mozemo zakljuciti da je skup A prebrojiv ako i samo ako se svi njegovi el-
ementi mogu poredati u beskonacan niz, tj. ako vazi A = {x1,z9,..., 2y, ...}
gde su svi ¢lanovi niza razliciti.

Onaj skup za koji znamo da je konacan ili prebrojiv nazivamo najvise
prebrojivim.

Kardinalni broj ¢ (kontinuum) poseduje interval realne prave [0, 1], kao i
svaki njemu ekvivalentan skup.

Tvrdenje 2.3. Svaki beskonacan skup A sadrzi bar jedan prebrojiv podskup.

Dokaz. Uocimo proizvoljan element skupa A, neka je to z;. Sada skup A\
x1 mora biti beskonacan, jer bi u suprotnom A bio konacan (zbog A =
{z1} U (A\ {z1})). Zna&i da postoji bar jedan element zo, tako da zy €
A\ {x1}. Istim rezonovanjem kao malopre mozemo zakljuciti da je skup
A\ {z1, 73} takode beskonacan. U suprotnom bi skup A = {1, x5} U (4\
{x1,22}) bio konac¢an. Tako redom, nastavljajuéi prikazan postupak mozemo
zakljuciti da postoji bar jedan niz {xy,zs,...,x,,...} elemenata skupa A,
koji su pritom medusobno razli¢iti. Ako stavimo S = {xy,z2,...,2p,...}
dobi¢emo da je S prebrojiv podskup skupa A, sto je i trebalo pokazati. [



Tvrdenje 2.4. Skup je beskonacan ako i samo ako je ekvivalentan nekom
svom pravom podskupu.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je A konacan skup koji ima n elemenata i
neka je B njegov pravi podskup sa m elemenata. Tada je jasno da je m < n.
Odavde mozemo zakljuciti da skupovi A i B ne mogu biti ekvivalentni jer
imaju razli¢it broj elemenata.

Sada pretpostavimo da je A beskonacan skup. Na osnovu prethodnog
tvrdenja znamo da postoji bar jedan prebrojivi podskup skupa A, neka je to
skup S, S = {x1,z9,...}.

Oznacimo sa Ay sledeéi skup, Ag = A\ {x1}. Ocigledno je da je Ay pravi
podskup skupa A. Definiimo preslikavanje f : A — Ay na slede¢i nacin:

fz1) = 29, f(xg) =x3, f(x3) =24,....

i f(u) = uzabilo kojeu € A\S. Ovako definisano preslikavanje je bijektivno,
odakle sledi da su A 1 Ag medusobno ekvivalentni. O

Osobina beskona¢nog skupa da se moze bijektivno preslikati na svoj pravi
podskup je toliko bitna da se moze uzeti za definiciju beskonacnog skupa.

Primer 2.5. Skup 2N prirodnih parnih brojeva je pravi podskup skupa N,
pri tome oni su ekvivalentni, jer postoji bijekcija f(n) = 2n, n € N koja
preslikava N u 2N.

Tvrdenje 2.6. Proizvoljan podskup prebrojivog skupa je majvise prebrojiv
skup.

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljan prebrojivi skup A. Znamo da se njegovi
elementi mogu poredati u niz, dakle A mozemo prikazati u slede¢em obliku:

A= {l‘l,ZEQ, .. }

Sada uocimo bilo koji podskup B skupa A i neka su njegovi elementi
Tiyy Tigy -« (11,19, ... € N). Tada se moze pretpostaviti da vazi iy < iz < ....
Ako je niz iy, 19, ... konacan, onda je i skup B konacan. Dok ukoliko je
pomenuti niz beskonac¢an onda je B = {x;,,z;,,...}, pa je B prebrojiv skup.
Iz prethodnih razmatranja vidimo da je u svakom slucaju B najvise prebrojiv
skup. O

Tvrdenje 2.7. (a) Unija konacnog i prebrojivog skupa je prebrojiv skup.

(b) Unija dva prebrojiva skupa je prebrojiv skup.



Dokaz. (a) Uocimo proizvoljan konac¢an skup A i proizvoljan prebrojiv skup

B. Kako je
AUB=(A\B)UB

i znamo da je skup A\ B C A, mozemo zakljuciti da je A\ B takode
konacan skup. Neka je

A\ B ={z1,...,z.} i B={y1,¥2,- -, Ym,-- - }-

Jasno je da su svi ¢lanovi niza x1,...,%n, Y1,Y2, - - - Ym, - . . medusobno
razlic¢iti. Sada je

AUB = {5’717---755n7y173/27---7ym7~--}
oc¢igledno prebrojiv skup.

Uoc¢imo sada dva proizvoljna prebrojiva skupa A i B. Kao i malopre
znamo da vazi

AUB=(A\B)UB.
Kako je A\ B C A, na osnovu prethodnog tvrdenja znamo da je A\ B
najvise prebrojiv, dakle ili konacan ili prebrojiv.
Ako je A\ B konacan, onda na osnovu (a) imamo da je AU B prebrojiv
skup.

Ako je A\ B prebrojiv, onda A\ B = {z1,29,...} 1 B = {y1,99,...}
Tada su ¢lanovi niza x1, Y1, 2, Yo, . . . medusobno razliciti i pritom je

AUB = {xlaylwx%y% .- }

Kako se ¢lanovi skupa AU B mogu poredati u niz, jasno je da je pomenuti
skup prebrojiv. Ovo se moze pokazati i formiranjem preslikavanja f :
N — A U B na slede¢i nacin:

f@n)=vy,, fCn—1)=1z, (ne€N).
Posto je ovo preslikavanje bijektivno, mozemo zakljuciti da su skupovi

AU B i N ekvivalentni, pa je AU B prebrojiv skup.

Dakle, u oba posmatrana sluc¢aja smo dobili da je AU B prebrojiv skup,
Sto je i trebalo pokazati.

[]



2.2 Operacije nad kardinalnim brojevima

Ako su data dva kardinalna broja, tada se moze definisati njihov zbir, proizvod
1 stepen.

2.2.1 Zbir kardinalnih brojeva

Pod zbirom kardinalnih brojeva « i § podrazumevamo bilo koji skup oblika
AU B, gde je k(A) = «, k(B) = 8. Kod kona¢nih kardinala mozemo lako
definisati zbir. Ukoliko su skupovi A i B disjunktni onda je k(A U B) =
a + (. Ako skupovi nisu disjunktni, onda jedan od njih mozemo zameniti
njemu ekvivalentnim skupom koji ¢e biti disjunktan sa drugim posmatranim
skupom. Specijalno, ako je k(A) = « tada je

a+a=FkAx{1} UAx{2}).
Gornja definicija je korektna u smislu da ako je
K(A) = k(A) =, k(B) = k(B1) =
iANB=ANB, =0tadaje AU B~ A; U By.
Tvrdenje 2.8. Za proizvoljne kardinale o, 3, v vaZe sledece jednakosti:
(a) a+B=0+a
(b) (a+B)+v=a+(B+7)

Dokaz. (a) Posmatrajmo proizvoljne skupove A i B takve da je k(A) = a,
k(B)=p81iANB=1{. Tada je

a+fB=kAUB), B+a=kBUA).
Kako je AU B = B U A, sledi da je

k(AU B) = k(B U A).

(b) Posmatrajmo sada skupove A, B i C takve da je k(A) = a, k(B) = 3,
E(C)=v1ANB=ANC=BNC ={. Tada vazi da je

(a+p8)+v=Ek(AU B)UC),
a+(B+7)=kAU(BUCQC)).

9



Posto su pomenuti skupovi disjunktni o¢igledno je da vazi
(AUB)UC=AU(BUC)=AUBUC.

Sledi da su skupovi (AU B) UC'i AU (B U C) jednaki, pa i ekvivalentni.
Zbog toga je

K(AUB)UC)=kAU(BUC) =k(AUBUC).
]

Dakle, na osnovu pokazanog sledi da je sabiranje kardinalnih brojeva
komutativno i asicijativno.

Tvrdenje 2.9. Za svaki konacan kardinal n i svaki beskonacan kardinal k
vazi sledeca jednakost
n+k==k.

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljan skup A takav da je k(A) = k. Posto je
A beskonacan na osnovu tvrdenja 2.3 znamo da postoji bar jedan prebrojiv
podskup S (S = {xy, z,...}) skupa A. Jasno je da vazi

A=SU(A\S).
Iz prethodne jednakosti sledi
n+k(A) =n+k(S)+k(A\S)=n+Ro+k(A\S).

Kako je unija kona¢nog i prebrojivog skupa prebrojiv skup, na osnovu tvrdenja
2.7 (a) sledi da je n+ Ny = Ny, za svaki konacan kardinal n. Na osnovu ovoga
prethodna jednacina dobija sledec¢i oblik

n+k(A) =N+ k(A\S) =k(S)+k(A\S)=k(A).
Dakle n + k = k, sto je i trebalo pokazati. O
Tvrdenje 2.10. Za bilo koji beskonacan kardinal k vazi
No +k =k

Dokaz. Dokaz ovog tvrdenja je potpuno slican prethodnom dokazu, samo
treba primetiti da je na osnovu tvrdenja 2.7 (b) Ry + Ry = Ny. O

10



2.2.2 Proizvod kardinalnih brojeva

Neka su A i B proizvoljni skupovi tako da je k(A) = a i k(B) = 3. Pod
proizvodom «af3 kardinalnih brojeva a i # podrazumevamo kardinalni broj
skupa oblika A x B.
Ova definicija je korektna u smislu da ako je
k(A)=k(A))=a 1 k(B)=k(By) =0
tada je A x B ~ A; x Bj.

Tvrdenje 2.11. Za proizvoljne kardinalne brojeve o, ( i v wvaZe sledece
jednakosti:

(¢) aff = Pa
(b) (aB)y = a(Bv)

(¢) a(B+7) =af+ay.
Dokaz. (a) Uocimo proizvoljne skupove A i B takve da je k(A) = aik(B) =
(. Tada je
af =k(Ax B), fa=k(B x A).

Posmatrajmo sledeée preslikavanje, f : A x B — B x A definisano sa
f(a,b) = (b.a) (a € Ab € B).

Kako je ovo preslikavanje bijektivno, sledi da su skupovi ekvivalentni,
odnosno A x B ~ B x A. Sada mozemo zakljuciti da je

k(A x B) = k(B x A).
odakle je aff = Pa.
(b) Uocimo sada proizvoljne skupove A,B i C takve da je k(A) = a, k(B) =

Bik(C)=r. Tada je

(af)y = k(A x B) x C),

a(fy) = k(A x (B x C)).
Posmatrajmo preslikavanje f : (A x B) x C' — A x (B x C') definisano
sa

f((a,b),¢) = (a,(b,c)) (a€ A,be B,ce C).

Jasno je da je ovo preslikavanje bijektivno, pa odatle sledi (A x B) x C' ~
Ax(Bx(C). Sada znamo da su kardinali odgovarajué¢ih skupova jednaki,
odnosno

k(A x B) x C) = k(A x (B x C)),
tj. (af)y = a(By).

11



(¢) Uocimo opet proizvoljne skupove A, B i C takve da je k(A) = «, k(B) =
B k(C) = v sa dodatnim uslovom BN C = (). Tada je

(Ax B)N(AxC) =0,

a(B+7) =k(Ax (BUC)),
af +ay=k(AX B)+k(AxC).
Poznato je da vazi: A x (BUC)=Ax BU A x C. Odavde sledi

k(A x (B U C)) =k(Ax B) +k(AxC),

paje a(B+7) = af + ay.
O

Na osnovu pokazanog sledi da je mnozenje kardinalnih brojeva komuta-
tivno, asocijativno i distributivno u odnosu na sabiranje.

Uopstavanjem, za proizvoljno n > 2 pod proizvodom «; - as - - - av, kardi-
nalnih brojeva aq, as, ..., a, podrazumevamo proizvoljan skup oblika A; x
Ag X --- x A, pri ¢emu je

k(A)) = a1, k(Ay) = 0, ... k(Ay) = on,.

Ovako definisano mnozenje kona¢nog broja kardinala je matematicki ko-
rektno i ima osobine komutativnosti i asocijativnosti.

2.2.3 Stepen kardinalnog broja

Pod stepenom a” kardinalnih brojeva o i 3, podrazumevamo kardinalni broj
proizvoljnog skupa oblika A? = {f | f: B — A}, pri ¢emu je k(A) = a i
k(B) = f.

Ova definicija je korektna u smislu da ako su skupovi A, B, A, By takvi
da vazi

BA) = k(A = o § K(B) = K(B:) = §
tada je A% ~ A"

Tvrdenje 2.12. Za proizvoljne kardinalne brojeve a, 3,7 vazZe sledece jed-
nakosti:

(a) alaY = ot

(b) (aﬂ)v = o
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(¢) (aB)’ =aB

Dokaz. Bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da su skupovi A, Bi C
disjunktni, pri ¢emu je k(A) = a, k(B) = 81 k(C) =1.

(a)

Tvrdenje sledi iz A” UC = AB x A®. Dokazimo da je preslikavanje
F:ABYC 5 AB x A% dato sa

F(f) = (fls: fle)

bijekcija. Definisimo preslikavanje G : A% x A — AP Y € na slededi
nacin. Za (p,1) € A% x A% neka je G((p,)) : BU C — A dato sa:

o= { 107 RTS8

Skupovi A i B su disjunktni, pa je preslikavanje G((¢, 1)) dobro defin-
isano. Pokazujemo da je GG inverzna funkcija za funkciju F', odnosno da
je

FoG= idABXAC i GoF = idABUC-

Za (p,1) € AP x A imamo

F(G((w, 1)) = (G((¢, )|, G((, ¥)) ) = (¢, 9),

sto dokazuje prvu jednakost.
Neka je f € AP Y ¢ Tada, prema definiciji preslikavanja G, imamo da
je

(Go F)(f) = G((fls, fle)) = f,

pa vazi i druga jednakost.
Ova jednakost sledi iz (AB)¢ ~ ABXC Preslikavanje F : (AP)¢ — AB*C
definisemo na sledec¢i nacin.

Neka 1) € (AB)Y. Tada ¢ : C — AP pazace C,¢¥(c): B— A. F(¥)
definisemo kao funkciju iz B x C' u A datu sa

(E@)((b,¢)) = (1(e)) (D).

U nastavku pokazujemo da je F' bijekcija. Definisa¢emo preslikavanje
G : APXC — (AB)Y i pokazati da je ono inverzno za F. Neka je f :
B x C — A, tada G(f) : C — AB, gde je za ¢ € C preslikavanje
G(f)(c) : B — A dato sa

(G(N)()b) = [((b,c)), zasvebe B.
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Sada pokazimo da je F'o G = idysxc i G o F' = idyn)c

Za proizvoljno f € AP*C i (b,c) € B x C imamo (F(G(f)))((b,c)) =
(GUHE)D) = F(b,0)), paje PG = f.

Za v € (AB)C, proizvoljno ¢ € C' i b € B imamo ((G(F(x)))(c))(b)
c €

(
(F(@)((b,c)) = ((e)(b), pa je G(F())(c) = ¥(c), za sve
odnosno G(F(¢)) = .

C,

(c) Poslednja jednakost iz tvrdenja sledi iz AY x B¢ ~ (Ax B)“. Funkciju F :
AY x BY ~ (A x B)Y definisemo na slede¢i nacin. Za (f1, fo) € A x B,
gde fi : C — A1i fy : C — B preslikavanje F((f1,f2)) : C — Ax B

definisemo sa
E((f1, f2))(c) = (fi(c), f2(c)).

Pokazimo da je F' bijektivno preslikavanje. Posmatrajmo projekcije 74 :
AXx B — Ainmg: Ax B — B date sa ma((a,b)) = ainp((a,b)) =b.
Sada, definisimo G : (A x B)¢ — A® x B¢ sa

G(f) = (ma0 f,mpof), zasve f € (Ax B)°.

Kao u prethodnim sluc¢ajevima pokazujemo da je preslikavanje G in-
verzno za F'.
Neka f: C — A x B. Tada za proizvoljno ¢ € C' vazi da je

F(G()(e) = F((mao fimpo [))(c) = (ma(f(), m8(f(c)) = f(e),

pa je (FoG)(f) = f.
Neka (f1, fo) € A x B, Tada je

G(E((f1, f2)) = (mao F((f1, f2)), 78 © F((f1, f2))) = ((f1, f2))-

Dakle, za F' postoji inverzno preslikavanje, pa je tako pokazano da je F'
bijekcija.

]

Neka je A proizvoljan skup, sa P(A) ¢emo oznacavati partitivni skup
skupa A. Partitivni skup skupa A predstavlja skup svih podskupova B C A
skupa A, P(A) = {B|B C A}.

Ako je posmatrani skup A konacan, npr. sa n elemenata tada je poznato
da partitivni skup P(A) ima 2" elemenata.

Ovo mozemo pokazati formiranjem odgovarajuce bijekcije, koja bi slikala
skup P(A) u skup kardinalnosti 2".

Posmatrajmo preslikavanje f : P(A) — {0,1}". Svakom podskupu B
skupa A = {ay,...,a,} dodeljujemo odgovarajuéu n-torku sastavljenu od
nula i jedinica po sledeé¢em pravilu:
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-na mestu ¢ pisemo 0 ako a; ¢ B
-na mestu ¢ pisemo 1 ako a; € B.
Jasno je da je pomenuto preslikavanje bijekcija, pa je

K(P(A)) = k({0,1}") = 2".

Ovaj rezultat se primenom stepena kardinalnog broja moze uopstiti na
proizvoljan skup A.

Tvrdenje 2.13. Za proizvoljan skup A vazi
k(P(A)) = 28@),
Dokaz. Jednakost sledi iz P(A) ~ {0,1}4. Za podskup X C A sa yx

oznacimo karakteristicnu funkciju skupa X, odnosno

1, akojex e X
xx() :{ !

0, akojez e A\ X

Neka je funkcija F': P(A) — {0,1}* data sa F(X) = yx. Tada je funkcija
G :{0,1}* — P(A) data sa

G(f) = f1({1}), zasve f € {0,1}%,
inverzna funkcija za F. Naime, za X C A imamo G(F (X)) = G(xx) =

X
xx '({1}) = X, azaproizvoljno f : A — {0,1}je F(G(f)) = F(f~'({1})) =
Xs-1(q1y) = f. Dakle, funkcija I jeste bijekcija. O]
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2.3 Primeri

1) Dokazati da su kardinali Rq i ¢ razliciti.

Resenje: Posmatrajmo interval A = [0, 1] i pretpostavimo da su pomenuti
kardinalni brojevi jednaki, odnosno k(A) = ¢ = Ng. Ovo bi znacilo da se
elementi skupa A mogu poredati u niz. Tada je

A= {xlyx%x?n . '}7

pri cemu su svi ¢lanovi razliciti. Sada ¢emo sve elemente skupa A prikazati
u obliku decimalnih brojeva:

T, = 0, 1112413 - . . A1y - -+

T = 0, a921A9220923 . .. A2p - -«

T3 = 0, a310a320a33 ...043p - ..,

Tp =0,0,1002003 - - - Qpp - - -,

pri cemu su sve cifre a;; € {0,1,2,...,9} isvaki od razvoja sadrzi beskonacno
mnogo cifara razlicitih od nule. Tako umesto 1,000... pisSemo 0,999...,
umesto 0,5000. .. pisSemo 0,4999... itd.

Konstruisimo sada realan broj

y:O,ble...

na slede¢i nacin:

- izaberimo b; tako da je by # a1 1 by #0

- izaberimo zatim by tako da je by 7 ags i by #0 ...

Tako redom biramo b, tako da je b, # a,, 1 b, # 0. Ovim postupkom smo
dobili da je y # x1, zatim y # x5, itd. Dakle, broj y konstruisan na pomenut
nac¢in razlicit je od svih brojeva x,, (n € N), §to je ocigledna kontradikcija.
Zato skup A ne moze biti prebrojiv, odnosno pokazali smo da je ¢ # Ny.

2) Dokazati sledece jednakosti:

(CL) n—+ Ny =Ny (HENQ)
(b) Ro+ N = Ry
(C) NO'NO :No.
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Resenje: (a) Ako je n = 0, posmatrana jednakost je ocigledno tac¢na.
Pretpostavimo sada da je n > 1 i posmatrajmo slede¢e skupove prirodnih

brojeva:
A={1,2,...,n} i B={n+1,n+2,...}.

Tada je k(A) = n i k(B) = 8y, AN B = (. Na osnovu definicije zbira
kardinalnih brojeva dobijamo,

n+ Vo =k(A)+ k(B) = k(AU B) = k(N) = R,.
(b) Sada, uo¢imo sledece skupove prirodnih brojeva:
A={1,35. }={2n—1neN} , B={246,...} = {2n|n € N}.
Tada je AN B =0, k(A) = k(B) = k(N) = X, pa sledi
No + Ng = k(A) + k(B) = k(AU B) = k(N) = Rq.

(c) Posmatrajmo skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,...} i Dekartov
proizvod
N x N = {(m,n)|m,n € N}.

Primetimo da se elementi skupa N x N mogu poredati na slede¢i nacin:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4)

Pravimo bijekciju izmedu skupa N i N x N tako sto prirodnim brojevima
redom dodeljujemo gore prikazane uredene parove uzimajuéi ih slede¢im
redosledom: (1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1),.... Ovakav postupak se
naziva ”dijagonalnim postupkom”.
Sada je Rg - Ny = k(N) x k(N) = k(N x N) = k(N) = ,.
3) Dokazati da proizvoljan interval realne ose ima kardinalnost c.
Resenje: (a) Prvo posmatrajmo proizvoljan interval oblika [a, b], —oco <
a < b < oo i preslikavanje f : [0, 1] — [a,b] definisano na slededi nacin:

f)=a+tlb—a), 0<t <1,
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Ovo preslikavanje je bijektivno pa mozemo zakljuciti da vazi
kla,b] = k[0, 1] = ¢.

(b) Dalje uoc¢imo bilo koji interval oblika [a, b), —00 < a < b < 0o. Kako
je jasno
[a,b) U {b} = [a, 1],
na osnovu prethodnog razmatranja primetimo da je

kla,b] = k[a,b) +1 =c.

Odavde je ocigledno da je kla,b) = ¢. Potpuno slicnim rezonovanjem moze
se pokazati da je

k(a,b] = k(a,b) = c.
(c) Sada posmatrajmo interval oblika [a, +00) i bilo koji interval [a, b), a <
b. Definisimo preslikavanje f : [a,b) — [a, +00) na sledeéi nacin:
r—a
b—ux’

Ono je bijektivno pa mozemo zakljuciti da je

kla,+00) = kla,b) = c.

flx) =a+

(d) Dalje, posmatrajmo interval oblika (—o0,b] i odgovarajuéi interval
[b, +00). Definisimo preslikavanje f : (—oo,b] — [b, +00),
flz)=2b—x, <D
Kako je preslikavanje bijektivno, sledi da je
k(—o00,b] = k[b, +00) = c.

(e) Uocimo sada interval (a, +00). Ocigledno je da vazi sledeca jednakost

(a,+00) U {a} = [a, +00),
odakle je
k(a,+o0) + 1 = kla, +00) = ¢.
Iz ove jednakosti jasno se vidi da je k(a,+00) = ¢.
Potpuno analogno moze se pokazati da je k(—o0,b) = c.
(f) Pokazimo kanacno da je k(R) = c.
Kako je skup R ekvivalentan bilo kom svom intervalu, jasno je da

E(R) = c.
Ekvivalencija skupa R sa proizvoljnim intervalnom realne prave vidi se iz
postojanja bijektivnog preslikavanja, npr. arctg v : R — (=7, 7).
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4) Dokazati sledece jednakosti:
(a) n-c=c
(b) Rg-c=¢

Resenje: (a) Posmatrajmo skupove A = [0,1), B = {1,2,...,n} i C =
[0,n), kao i preslikavanje f: B x A — C' definisano sa:

fl,x)=x+i—-1, (i=1,...,n;x € A).
Moze se lako uociti da je preslikavanje f bijektivno, odakle je
k(B x A) = k(C),
odnosno k(B) - k(A) = k(C). Odavde je oc¢igledno
n-c=c,

jer je k([0,1)) = k([0,n)) = c.
(b) Sada posmatrajmo skupove A = [0,1), B=NiC = [0,+00). Tada
je preslikavanje f : B x A — C definisano sa

f(n,x)=x+n—-1, (neN;z e A),
bijektivno pa je opet, kao u prethodnom slucaju,
k(B x A) = k(C),

odnosno k(B) - k(A) = k(C). Kako je poznato da je k(B) = k(N) =
Rg, k(A) = k(C) = ¢, iz poslednje jedna¢ine dobijamo

Nyp-c=rc.
5) Dokazati da za bilo koji kardinalan broj k vaze jednakosti:
(a) 1-k=k
(b) 0-k=0
Resenje: (a) Posmatrajmo skup A, takav da je k(A) = k. Tada je
l-k=k-1=FkAx{1}).
Sada definisimo preslikavanje f : A x {1} — A na slededi nacin:

flz,1) =z, x € A
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Kako je preslikavanje bijektivno, mozemo zakljuciti da je
kE-1=k(Ax1)=FkA) =k.

(b) Neka je A proizvoljan skup, takav da je k(A) = k. Kako je ) x A = (),
oc¢igledno sledi

k(D x A) = k(D) - k(A) = k(0),

odnosno 0 - k = 0.
6) Dokazati da za proizvoljan kardinalni broj k vazi:

(a) k' =k
(b) 1F =1
Resenje: (a) Neka je dat skup A, takav da je k(A) = k. Kako je
K= k(AY),

i skup oblika A! je skup svih funkcija koje preskikavaju {1} u A jasno je
da postoji bijekcija izmedu A' i A. Zbog toga vazi A' ~ A, pa i sledeca
jednakost:

k' = k(AY) = k(A) = k.

(b) Opet posmatrajmo pomenuti skup A, k(A) = k. Tada je
17 = k(14),

i kako skup 14 sadrzi samo jednu funkciju, f : A — {1} takvu da je f(z) =1,
za svako o € A jasno je da 14 ~ {1}. Odavde je

1" = k(1Y = k({1}) = 1.
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2.4 Poredenje kardinalnih brojeva

U ovom delu definisa¢emo relaciju < medu kardinalnim brojevima.

Neka su dati proizvoljni skupovi A i B, takvi da je k(A) = a i k(B) = .
Tada je a < (8 ako je skup A ekvivalentan nekom podskupu skupa B.

Takode, ako postoji bar jedno injektivno preslikavanje f : A — B kazemo
da je a < . Ova definicija korektna je u smislu da ako je o < (1 ako
su Ay, B; takvi da A ~ Ay i B ~ By, tada postoji bar jedno injektivno
preslikavanje f : A1 — Bj.

Ako je A proizvoljan skup i skup S takav da S C A, tada je jasno k(S5) <
k(A).

Sada ¢emo pokazati da je pomenuta relacija < u skupu svih kardinalnih
brojeva relacija poretka - refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna. Uoc¢imo
proizvoljan skup A, takav da je k(A) = k. Jasno je da je A C A, pa vazi
k < k. Dalje, ako su A, B i C proizvoljni skupovi, takvi da je k(A) = «,
k(B) = (1 k(C) = ~. Pretpostavimo da vazi o < 1 <, treba pokazati
da je onda a < «. Ako su kardinalni brojevi u pomenutim odnosima, onda
mozemo zakljuciti da je A C B i B C C. Odavde je neposredno A C C,
Sto znaci da je a < «. Treba joS pokazati i antisimetricnost, odnosno da
ako a < 1 < «a onda mora da vazi « = 3. Ovaj rezultat nam daje
Kantor-Bernstajnova teorema, koju ¢emo u nastavku dokazati.

Dokaz pomenute teoreme oslanja se na pomoc¢no tvrdenje koje ¢emo prvo
pokazati.

Lema 2.14. Pretpostavimo da su skupovi Aq, As, A3 u sledecem odnosu,
Al 2 AQ 2 A3 ZAl ~ Ag. Ta,daje Al ~ AQ.

Dokaz. Kako je Ay ~ Az, postoji bar jedno bijektivno preslikavanje f : A; —
As. Neka je:
A4 - f(A2)7A5 = f<A3)7A6 = f(A4)7 R

Tada niz skupova
{A,, :n € N}

oc¢igledno ispunjava uslov
A2 A D A3 DA DA D462
Za proizvoljno n € N uvedimo slede¢u oznaku:

An \ An—i—l = An,n—i—la

tada zbog bijektivnosti preslikavanja f vazi:
f(Amn-i-l) = f(An\An—i—l) = f(An)\f(An-‘rl) = An+2\An+3 = An+2,n+3a n € N.
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Odavde je oc¢igledno za svako n € N:

An,nJrl ~ An+2,n+3 .

Ako oznacimo dalje:
D:AlﬂAgmA;gﬂ...,

E == D U (A2’3 U A4’5 U A6’7 U ),
tada je

Al == D U Un:1An7n+1 == D U (A273 U A4’5 U .. ) U <A1,2 U A374 U )
= F U (Al,g U A374 U ),

A2 == D U Un:2An7n+1 = D U (A273 U A475 U .. ) U <A3’4 U A5,6 U )
— E U <A3,4 U A576 U )

Kako na osnovu A, 11 ~ Apion43 vazi
Ayg~ Aszg, Aza~ Ase ...

uzimajuci u obzir prethodne jednakosti sledi da je A; ~ Ay. Ovim je tvrdenje
dokazano. N

Teorema 2.15 (Kantor-Bernstajnova teorema). Ako za proizvoljne kardinale
a 1 (3 istovremeno vazi o < i« > (3, tada je o = (3.

Dokaz. Uocimo proizvoljne skupove A i B, tako da je k(A) = a i k(B) = .
Na osnovu pretpostavki teoreme znamo da postoje injektivna preslikavanja
f:A— Big: B — A. Ako pretpostavimo sledece:

Al = A7 Bl = f(A)a
Ay = g(B), A3 = g(f(A)) = g(B1),
tada je ocigledno A; O Ay D Az i pritom vazi
Ay~ By = f(A1) ~ g(B1) = A3,

dakle A; ~ As. Sada je na osnovu prethodne leme A; ~ Ay = g(B) ~ B, pa
je A= Ay ~ B, odnosno a = f3. m

Na osnovu Kantor-Bernstajnove teoreme skup svih kardinalnih brojeva je
parcijalno ureden skup u odnosu na uvedenu relaciju poretka. Kasnije ¢emo
videti da je ovaj skup i totalno ureden u odnosu na navedenu relaciju.
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Teorema 2.16 (Hauzdorfov princip maksimalnosti). Svaki neprazan parci-
jalno ureden skup sadrzi bar jedan maksimalni lanac.

Za proizvoljne kardinalne brojeve a i  kazemo da je a < f ako jea < i
pritom « # 3. Ako je a < 3 postoje samo mogucénosti da je a = G ili a < 5.
Sledec¢a teorema predstavlja jedan od najvaznijih stavova teorije skupova.

Teorema 2.17 (Princip trihotomije). Za dva proizvoljna kardinalna broja o
i 3 vazi:

a< f,a=piia> .
Dokaz. Dokazac¢emo ekvivalentno tvrdenje, da za proizvoljne kardinale « i 3
vazi a < B ili a > .

Uocimo skupove A i B, takve da je k(A) = a i k(B) = 3. Mozemo
pretpostaviti da su pomenuti skupovi kardinalnosti bar jedan, jer je slucaj
a = =0 trivijalan.

Posmatrajmo skup S C A koji je ekvivalentan nekom skupu 7' C B. Sa
&S — T oznacimo bijektivno preslikavanje skupa S u skup 7. Jasno je
da onda pomenuto preslikavanje injektivno preslikava S u B.

Oznacimo sa M kolekciju svih moguéih parova oblika (S, fI). Kolekcija
M je neprazna, jer sadrzi sve mogucée parove koji sadrze jednoclane pod-
skupove {z} skupa A. Odgovarajuce preslikavanje f{{g moze biti bilo koje
preslikavanje skupa {z} C Au {y} C B.

U skup M moze se uvesti relacija poretka (<). Ako (Sy, f&1), (S2, f52) €
M, tada (S, fo1) < (Sa, f&2) ako je Sy C S, i funkeija f&2 produzava funkeiju
fs)-

Ovako skup (M, <) postaje neprazan parcijalno ureden skup. Sada, na
osnovu Hauzdorfovog principa maksimalnosti sledi da postoji bar jedan mak-
simalni lanac C skupa M. Neka je

C={(Si fs) i €I}

C:U&

el
Definisimo preslikavanje fo : C — B,

fo(x) = f5!(@),

ako je r € 5.

Pomenuto preslikavanje je dobro definisano i injektivno, sto sledi iz ¢injenice
da je familija C lanac skupova, pa je za proizvoljne skupove S;, S; € C ispun-
jeno:

(S, £o) < (S5, £5) 1 (S, £g7) < (i, £3).
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Odavde sledi da par (C, f¢) € M.
Sada ¢emo pokazati da je C' = A ili fo(C) = B. Pretpostavimo suprotno,

C#Ai folC) # B.
Uoc¢imo sada proizvoljne elemente, a € A\ C'ib € B\ fc(C). Neka je

D =C U {a},
fo(x) = { {;C(x) red

,T=a

Tada je (D, fp) € M i skup C=CU {(D, fp)} predstavlja lanac skupa M,
koji obuhvata lanac C, ali je strogo veci od njega. Ovo je u kontradikciji sa
pretpostavkom o maksimalnosti lanca C.

Na ovaj nacin smo pokazali da je ili C = A ili fo(C) = B. U prvom
sluéaju imamo A ~ fo(A) C B, pa je k(A) < k(B). Dok je u drugom
slucaju C C Ai C ~ fo(C) = B, pa je k(A) > k(B).

Dakle, pokazali smo da vazi:

a<pfilia>pg.
O

Sada se neke od osobina koje vaze za konacne kardinale mogu preneti na
beskonacne kardinalne brojeve.

Tvrdenje 2.18. Za proizvoljan beskonacni kardinal k vazi sledeca nejed-
nakost:
k> Ng.

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljan skup A, takav da je k(A) = k. Tada je
A beskonacan skup, pa znamo da postoji prebrojivi podskup S skupa A,
k(S) = Ny. Kako je S podskup skupa A, sledi da je

Ng = k(S) < k(A) =k.
O
Tvrdenje 2.19. Za proizvoljne kardinalne brojeve v i 3 vaze nejednakosti:
(a) a+ 3>«
(b) a- 3=« (ako je 3 #0)

Dokaz. (a) Uocimo proizvoljne skupove A i B takve da je k(A) = a, k(B) =
B1ANB=1(. Jasno, tada je A C A U B odakle sledi

a=k(A) <k(AUB)=k(A)+kB)=a+p
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(b) Neka je b proizvoljan, fiksiran elemenat skupa B. Tada su skupovi A i
A x {b} ekvivalentni, pa je

a=k(A) =k(Ax{b}) <k(AxB)=a-p.
O
Tvrdenje 2.20. Ako je a < 3, tada za proizvoljni kardinalni broj k vazi
a+k<p+k.

Dokaz. Uo¢imo proizvoljne skupove A, B, C, takve da je k(A) = a, k(B) =
i k(C) = k. Pritom pretpostavimo ANC = BNC = (). Tada je

KA U C) = k(A) +k(C) = a+k,
k(B UC)=k(B)+k(C) =8 +k

Kako je po uslovu tvrdenja o < (3, sledi da postoji bar jedno injektivno
preslikavanje iz skupa A u skup B, f : A — B. Sada definisimo preslikavanje
F:AUC — BUC tako da je:

F(z)=f(z) zaz € A,
Fly)=y zay € C.

Kako je funkcija F injektivna, sledi da je

k(AU C) <k(BUOCO),
odnosno a + k < G+ k. O
Tvrdenje 2.21. Ako je a < (3, tada za proizvolyni kardinalni broj k vazi

ka < kfS.
Dokaz. Neka su A, B i C proizvoljni skupovi, takvi da je
k(A) =«, k(B)=0, k(C)=k.

Kako je prema pretpostavci tvrdenja a < 3, sledi da postoji injektivno pres-
likavanje f : A — B. Definisimo preslikavanje F' : A x C' — B x C na sledeéi
nacin:
Fla,2) = (f(a),2), (a € Az € O).
Kako je ovo preslikavanje injektivno i pritom
k-a=k(AxC) , k-B=FkBxCC),

dobijamo trazenu nejednakost. ]
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Napomenimo da za kardinalne brojeve o i 3 u opstem sluc¢aju nije tacno
da iz nejednakosti ko < kS (k > 1) sledi a < S.
Primetimo da za proizvoljni kardinalni broj k vazi nejednakost

2k > k.

Znamo da ako je A proizvoljan skup, takav da je k(A) = k tada vazi
k(P(A)) = 2. Kako je jasno da A € P(A) sledi da je

k=k(A) < k(P(A)) =2~

Specijalno, ako je A konacan skup, takav da je k(A) = n tada za svaki
prirodan broj n € N vazi stroga nejednakost:

2" > n.

Prethodno pomenuti rezultat moze se preneti i na beskonacne kardinalne
brojeve.

Tvrdenje 2.22. Za proizvoljan kardinalni broj k vazi stroga nejednakost
2k > k.

Dokaz. Uocimo proizvoljan skup A, takav da je k(A) = k. Znamo da je
2% > k. Dakle, treba pokazati 2% # k, odnosno da skupovi P(4) i A ne
mogu biti ekvivalentni.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je A ~ P(A) i neka je odgovarajuce
preslikavanje f bijektivno, f: A — P(A).

Definisimo skup M na sledeéi nacin: M ={x € A:z ¢ f(x)}.

Kako je preslikavanje f sirjektivno postojace element b € A takav da je
f(b) =M.

Ako b € M, dobijamo da b ¢ f(b) = M, sto je kontradikeija.

Akob ¢ M = f(b), onda prema konstrukeiji skupa M on treba da pripada
pomenutom skupu (b € M), sto je opet kontradikcija.

Dobijene kontradikcije pokazuju da skupovi A i P(A) ne mogu biti ek-
vivalentni. Specijalno, ako je A = (), tada je P(A) = {0} pa je k(A) =01
E(P(A)) = 1. O
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2.5 Primeri

1) Dokazati da ako postoji bar jedno sirjektivno preslikavanje skupa A na skup
B tada vazi
k(A) > k(B).

Resenje: Neka je f: A — B preslikavanje skupa A na skup B. Uvodimo
relaciju "~ u skup A, z ~ y ako je f(x) = f(y).

Pomenuta relacija je relacija ekvivalencije. Sa A/ ~ oznacavamo koli¢nicki
skup u odnosu na odgovarajuéu relaciju. Ako usvakom X € A/ ~ izaberemo
po jedan z € X i skup svih takvih elemenata ozna¢imo sa Ag onda je Ay C A
i funkcija f koja slika Ag u B je bijektivna. Zbog toga je

k(A) > k(Ao) = k(B),

odakle je k(A) > k(B).

2) Dokazati da je g + ¢ = c.

Resenje: Napomenimo prvo da je ¢ 4+ ¢ = 2¢ = ¢ (2.3 zadatak 4).
Sada, kako je Ny < ¢ dobijamo

c<Ng+c<c+c=c.

Odavde sledi Ry + ¢ = ¢.
3) Dokazati da je k(P(N)) = 2% =¢
Resenje: Neka je A =1[0,1],7 = {0,1} i B="T", odnosno

B = {(z1,x9,...) : &, = 0,1 za svako n € N}.

Tada je k(B) = k(T") = 2%,
Konstruisa¢emo preslikavanje iz B u A. Ako je x proizvoljan broj iz skupa
A, tada ga mozemo prikazati u binarnom obliku

r=0,r12273 ...,

pri ¢emu sve cifre posmatranog broja uzimaju samo vrednosti 0 i 1.
Neka je preslikavanje g : B — A definisano sa

oo
g(xlwrZ; €3, .. ) - in2il.
i=1

Ovo preslikavanje je sirjektivno, jer

Vo € [0,1], Iz, 29, 23,...) € B tako daje z = Zxﬂ’i.

i=1
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Ali g nije injektivno, jer se dva razlicita binarna niza mogu preslikati u isti
broj, npr. 0,1000...10,0111... se slikaju u 2%

Kako je g sirjekcija, sledi da je 2% = k(B) > k(A) = ¢.

”Problematicne tacke” su one koje imaju konac¢an binarni zapis. Takvih
tacaka ima Ny, jer se izmedu njih i svih konacnih podskupova skupa N
moze formirati bijektivno preslikavanje. Preslikavanje formiramo tako $to
svakom binarnom prikazu broja dodeljujemo jedan podskup skupa N, in-
deksirajuc¢i svaku cifru iza zareza u binarnom prikazu i dodeljujuc¢i broju
skup onih indeksa koji su dodeljeni svakoj jedinici u binarnom prikazu, npr.
0,01101000... — {2,3,5} € N. Dakle, tacaka sa kona¢nim binarnim prika-
zom ima koliko i kona¢nih podskupova skupa N, k(Pg(N)) = k(N) = N
(dokazano u posledici 2.30).

Kako je g sirjekcija iz B u A, mozemo formirati By C B tako da se By bi-
jektivno preslikava u skup A. Odavde sledi da je k(By) = k(A) = ¢. Sada,
k(B) = k(Bo) —{—NQ =c+ NO = C.

4) Dokazati da vaZi jednakost ¢* = c.

Resenje: Na osnovu prethodnog zadatka, znamo da je ¢ = 2%, Odavde
) CQ — (QNO)Q — 22}20 — 2}{0 =c.

5) Dokazati da vaZe sledece jednakosti:

(a) " =c¢ (neN)
(b) Mo =c¢
(C) NONO =

Resenje: (a) Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po n.

Za n =1 je trivijalno, za n = 2 tvrdenje je ta¢no na osnovu prethodnog
zadatka.

Pretpostavimo da jednakost vazi za prirodan broj n, odnosno ¢" = c.

Sada pokazimo da je ta¢no i za broj n + 1,

Dakle, na osnovu principa indukcije, jednakost vazi za sve prirodne brojeve.
(b) Kako je ¢ = 2% i Ry = N (videti 2.3 zadatak 2), dobijamo

cRo = (2M0)Ro = o(Ro®) — R0 — ¢
(c) Kako je Ry > 2, imamo

NONO Z QNO = C.
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Sa druge strane, posto je Ny < ¢, imamo
R < (Moo=

Iz gornjih nejednakosti, na osnovu Kantor-Bernstajnove teoreme, dobijamo
trazenu jednakost, Ro™ = c.

29



2.6 Kvadrat kardinalnog broja

Teorema 2.23. Za proizvoljan beskonacni kardinalni broj k vazi sledeéa jed-
nakost:
K = k.

Od konaé¢nih kardinalnih brojeva pomenutu jednakost oc¢igledno zadovol-
javaju samo kardinalni brojevi 01 1.

Dokaz navedene teoreme se oslanja na nekoliko pomo¢nih tvrdenja, koja
¢emo prvo dokazati.

Uvedimo prethodno neke pojmove. Beskonacan skup A nazivamo uslovno
idempotentnim ako odgovarajuéi kardinalni broj skupa A, k = k(A), zado-
voljava uslov k? = k. Kolekciju svih skupova sa ovom osobinom ozna¢i¢emo
sa L.

Kako je za bilo koji skup A ispunjena nejednakost k(A)?> > k(A), dobija
se da beskonacan skup A pripada kolekciji idempotentnih skupova (Z) ako i
samo ako vazi k(A)? < k(A).

Lema 2.24. Za poizvoljan skup A € T vazi jednakost
k(A) + k(A) = k(A).
Dokaz. Imamo da je
F(A) < K(A) + k(A) = 2K(A) < k(A)? = k(A),
odavde sledi da je k(A) + k(A) = k(A). O

Lema 2.25. Ako neki skup C pripada kolekciji idempotentnih skupova (C €
7), skup ADC i k(A\C) < k(C) tada je i skup A € T.

Dokaz. Skup A se moze predstaviti u slede¢em obliku, A = (A\ C) U C.
Odavde je

AxA = [(A\C)UC]x[(A\C)UC]
CxCUA\C)xCUCx(A\C)U(A\C)x (A\ O)

Sada je k(A)? = k(A x A) = k(C)? + 2k(C)k(A\ C) + k(A \ €)% Znamo da
je k(A\ C) < k(C),pa sledi

k(A)? < k(C)? +2k(C)* + k(C)>.

Kako C' € Z, odnosno vazi k(C)* = k(C'), primenom prethodnog tvrdenja
dobijamo

k(A)? < k(C) + 2k(C) + k(C) = k(C) < k(A).

Ovim je pokazano da skup A pripada kolekciji idempotentnih skupova (7).
[
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Lema 2.26. Pretpostavimo da vazi:

- skup C el

- skup ADC i k(A\C) > k(C)

- preslikavange f : C x C'— C' je bijektivno.
Tada postoji bar jedan skup Q C A\C' i bijektivno preslikavanje g : (C' U Q)? —
C U Q koje produZava preslikavanje f.

Dokaz. Kako je k(A \ C) > k(C) sledi da postoji bar jedan skup Q@ C A\ C
koji je ekvivalentan sa C', odnosno takav da je k(C) = k(Q2). Pritom je jasno
da CNQ=0. Sada je,

(CUQP=CxCUCXxQUOAXCUQxQ=CxCUS,

pri cemuje S=CxQUQxCUQxN.

Posto je preslikavanje f prema uslovima bijektivno, sledi da je skup C' x C
ekvivalentan sa C'. Sada je dovoljno pokazati da je S ekvivalentan sa skupom
Q. Iz prethodne jednakosti imamo

k(S) = k(C)k(Q) + k(Ck(Q) + k(Q)? = k(Q)? + k()2 + k(Q)? = k(Q).
Ovim je lema dokazana. O

Sada se vratimo na dokaz teoreme sa pocetka ovog podpoglavlja.

Dokaz teoreme 2.23. Neka je k proizvoljni beskonac¢ni kardinal. Uo¢imo pro-
izvoljan skup A takav da je k(A) = k.

Dalje, posmatrajmo neki skup S C A koji pripada kolekciji Z i sa fg
ozna¢imo bijektivno preslikavanje, fg: S x S — S.

Sa M oznaé¢imo kolekciju svih parova (S, fs), pri cemu skup S'i fs imaju
navedene osobine. Znamo da je kolekcija M neprazna, jer je A beskonacan
skup pa kao svoj podskup sadrzi prebrojiv skup S, pritom S € Z, jer je
No? = Ny (2.3 zadatak 2).

U skup M mozemo uvesti relaciju < na slede¢i nacin:

- ako parovi (51, fs,), (S2, fs,) € M tada je (S1, fs,) < (S, fs,) ako je
S1 C S5 i preslikavanje fg, produzava fg,.

Kako je ova relacija jedna relacija poretka u skupu M, sledi da je skup
M pomenutom relacijom parcijalno ureden.

Oznacimo sa C = {(S;, fs,),7 € A} fiksirani maksimalni lanac skupa M.
Neka je

C = J{SiieA}
Tada je skup C' C A i beskonacan je, jer su svi skupovi S;,7 € A beskonaécni.
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Sada ¢emo dokazati da je C' € Z.

Definisimo preslikavanje fo : C' x C' — C na slede¢i nacin:

- ako je element x € C, tada x € S; za neko i € A; neka je tada fo(x) =
fs,(x). Pomenuta funkcija fo je dobro definisana i bijektivna, odakle sledi
(C, fe) € M. Pritom je moguée da je C'= A, kao i da je C' # A.

Kako je prema pretpostavci C maksimalni lanac, sledi da ne postoji
neprazan skup Q@ C A\ C takav da je C U Q € Z i odgovarajuée bijek-
tivno preslikavanje g : (C'U Q)? — (C' U Q) koje produzava fc. Zbog toga,
na osnovu prethodne leme zaklju¢ujemo da je k(A \ C) < k(C). Tada na
osnovu leme 2.25 dobijamo da A € Z. Ovim je teorema dokazana. O]

U daljem tekstu sledi nekoliko posledica upravo dokazane teoreme.

Posledica 2.27. Za svaki beskonacni kardinal k i bilo koji konacan kardi-
nalni broj n vazi sledeca jednakost

k" = k.

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti indukcijom.
Jasno je da tvrdenje vazi za n = 1, a na osnovu teoreme 2.23 i za n = 2.
Pretpostavimo da pomenuta jednakost vazi za kardinalni broj n.
Sada pokazimo da vazi za n 4+ 1. Na osnovu induktivne pretpostavke
imamo

= (k") k=k-k =k =k

Dakle, prema principu indukcije jednakost k™ = k vazi za sve konacne kardi-
nalne brojeve n. O

Posledica 2.28. Za proizvoljan beskonacni kardinalni broj k vazi:
(a) n-k=k neN
(b) o -k=k
Dokaz. (a) Kako je n > 1, sledi
n-k>1-k=k.
Sa druge strane, za proizvoljno n € N znamo da je n < k, pa je
n-k<k-k=k =k

Odavde na osnovu Kantor-Bernstajnove teoreme mozemo zakljuciti da
za proizvoljan konacan kardinalni broj n vazin - k = k.
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(b) Kako je 8y < k imamo
Ng-k<k-k=k =k
Posto je Ny beskonac¢an kardinal znamo da vazi Ry > 1, pa je
No-k>1-k=k.

Kao i u prethodnom slucaju, na osnovu Kantor-Bernstajnove teoreme
dobijamo
Nog-k=k.

[]

Neka su k i [ proizvoljni kardinalni brojevi. Znamo da oni mogu biti u
odnosu k < [ili k > 1. Ako je k <[, definisSemo

max{k,l} =I.

Posledica 2.29. Neka su k,l > 1 proizvolyni kardinalni brojevi i neka je bar
jedan od njih beskonacan, tada vaZi:

(a) k+1=mazx{k,l}
(b) k-1 =mazx{k,l}

Dokaz. (a) Ne umanjujuéi opstost mozemo pretpostaviti da & < [, odnosno
max{k,l} = [. Tada je na osnovu pretpostavke [ beskonacan kardinal.
Sada imamo

E+1>1+1=1

E+1<l+1=2l=1
Mozemo zakljuciti da je k +1 = 1.

(b) Sli¢no, zbog k > 1, opet imamo
k-1>1-1=1.
Sa druge strane, zbog k < [i[?> =1, vazi
E-l<l-l=1”=1.

Jasno je da sledi k-1 = 1.
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Neka su dalje aq, s, . .. proizvoljni kardinali i neka su Ay, As, ... skupovi
kojima ¢emo dodeliti pomenute kardinalne brojeve, odnosno k(A1) = a1, k(As)
= o, ... Tada pod redom

D an =) k(A

podrazumevamo kardinalni broj skupa

U Aux {n}.

Primetimo da za svaki prirodan broj n vazi A, ~ A, x {n} i da su skupovi
A, x {n}, n € N po parovima disjunktni. Sada je prema definiciji

STkA) = k(U Aux ().

Specijalno, ako su skupovi A,,, n € N po parovima disjunktni, tada vazi

o0

S kA) = k(A

n=1

jer vazi ekvivalencija

U Acxmy~J_ A

Ako je A proizvoljan skup, tada je
D k(A) =R - k(A).
n=1

Na osnovu gore definisanog reda imamo da )~ | k(A) podrazumeva kardi-
nalni broj skupa U:;A x {n}.
Sada je

U _Ax{n}=Ax{1}UAx{2} U ... =Ax{1,2,3,..} =AxN,
odakle je

f: k(A) = k(A x N) = k(N x A) = k(N) - k(A) = Ry - k(A).
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Posledica 2.30. Ako je A beskonacan skup i Pr(A) kolekcija svih konacnih
podskupova skupa A, tada vazi sledeca jednakost:

k(Pi(A)) = k(A).

Dokaz. Za proizvoljan prirodan broj n oznacimo da P, (A) skup svih pod-
skupova skupa A koji sadrzi n medusobno razlicitih elemenata. Tada je

K(Po(A)) < k(A x ... x A) = k(A") = k(A)".

Kako je na osnovu posledice 2.27, za proizvoljan konacan kardinal n € N
ispunjeno

dobijamo

Dalje je jasno da je

i) =J_ PulA).
odakle sledi da je
F(Pr(A) =) k(Pa(A)).

Sada iz gornjih jednacina dobijamo
k(P (A)) < Zk(A) =N - k(A).
n=0

Kako je na osnovu posledice 2.28, R - k(A) = k(A), sledi da je

k(Pr(A)) < k(A).
Sa druge strane, oc¢igledno je

k(P (A)) = k(P1(A)) = k(A).

Iz navedenih nejednakosti, na osnovu Kantor-Bernstajnove teoreme dobijamo
da je

k(Pi(A)) = k(A).

[
Napomena 2.31. Primetimo da ako je A neki konacan skup i k(A) = n, tada
k(Pr(A)) = k(P(A)) =2" > n = k(A),

pa je jasno da tvrdenje iz prethodne posledice nije tacno za konacne kardinale.
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2.7 Primeri

1) Neka je A proizvoljan beskonacan skup. Dokazati da postoje skupovi
Al,AQ g A takvi da je A= Al U AQ 1 ]{?(Al) = ]{?(AQ) = k(A)
Resenje: Kako je A beskonacan skup, znamo da je 2 - k(A) = k(A).
Zbog toga postoji bijektivno preslikavanje

[ Ax{1} UAx{2} - A

Ako oznacimo f(A x {1}) = A1 1 f(A x {2}) = A,, tada je ocigledno da
Al,AQ Q A1 vazi

ApU Ay = f(Ax{1}) U f(Ax{2}) = f(Ax {1} UA X {2}) = A.
Osim toga, A; ~ A, Ay ~ A, pasledi k(A;) = k(A2) = k(A).

2) Neka je A proizvoljan beskonacan skup. Dokazati da za bilo koji fiksir-
ani broj n postoje skupovi A, ..., A, C A takvi da je

A=A U ... UA,,

ik(A) =...=k(A,) =k(A).

Resenje: Kako je A beskonacan skup, sledi da je n - k(A) = k(A). Zbog
toga postoji bijektivno preslikavanje

f:Ax{1}U ... UAX{n} — A

Ako oznacimo f(A x {i}) = A;, i =1,...,n, tada su skupovi A; podskupovi
skupa Azai=1,...,nivazi A; ~ A. Pritom je

U 4= sax = Axtin=-a

pa je ovim dokazano tvrdenje.
3) Neka je A beskonacan skup. Dokazati da postoje skupovi Ay, As, ... C

A takvi da vazi e
A = Ui:lAi’
i k(A;) =k(A) 2zai=1,2,....
Resenje: Kao i u prethodnim sluc¢ajevima, kako je A beskonac¢an imamo

No - k(A) = k(A), odnosno k(A x N) = k(A). Zbog toga postoji bijektivno
preslikavanje f : A x N — A. Primetimo dalje da je

AXN:AXH%&“}:UHAXQL
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1 stavimo

A= f(Ax{i}), 1=1,2,3,....
Tada je ocigledno da su skupovi A; C A, i € N, vazi A; ~ A i

U A= fax @ =rJ_Ax{i}) = faxN) = 4

Dakle, dobili smo U;Ai = A. Pritom je jasno da vazi ekvivalencija A; ~ A,
za sve i € N, pa je k(A;) = k(A).
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3 Vektorski prostori

Pre nego sto uvedemo definiciju vektorskog prostora, potrebno je definisati
pojmove grupe i polja.

Skup G na kome je definisana jedna binarna operacija * i postoji elemenat
e, ¢ini grupu u odnosu na tu operaciju ako su ispunjeni sledeci uslovi:

1. Va,b € G axbe G (x je unutradnja operacija)
2. VYa,b,c € G (a*xb)xc=ax(bxc) (operacija x je asocijativna)
3. (Va € @) exa=axe=a (eje neutralni element)
4. (Va € G)(Fa™' € G) axa™ = a 'xa = e (svaki element ima inverzni).
Ako je ispunjen jos i sledeéi uslov
(Va,b € G) axb=>b=xa (operacija je komutativna),
onda se grupa naziva komutativna ili Abelova.

Primer 3.1. Skup realnih brojeva je komutativna grupa u odnosu na sabi-
ranje realnih brojeva. Zbir dva realna broja je opet realan broj, sabiranje
realnih brojeva je asocijativno, nula je neutralni element, za svaki broj a
postoji —a takav da je a + (—a) = (—a) + a = 0 i sabiranje realnih brojeva
je komutativno. Dakle, grupa (R, +) je Abelova.

Kada se operacija grupe oznacava sa + inverzni elemenat se ¢esto naziva
suprotni, a kada se operacija grupe oznacava sa - onda se neutralni elemenat
naziva jedinicni.

Skup P koji sadrzi bar dva elementa i na kome su definisane dve binarne
operacije, + i -, je polje u odnosu na te operacije ako su ispunjeni sledeci
uslovi:

1. Skup P je Abelova grupa u odnosu na operaciju +.

2. Skup P\ {0}, gde je sa 0 oznacen neutralni element operacije +, je
Abelova grupa u odnosu na operaciju -.

3. (Va,b,c € P) a-(b+c) = a-b+a-c. Odnosno, operacija - je distributivna
u odnosu na +.

Primer 3.2. Skup realnih brojeva u odnosu na sabiranje i mnozenje realnih
brojeva ¢ini polje. Nula je neutralni element, a broj 1 je jedini¢ni element.
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3.1 Definicija vektorskog prostora

Definicija 3.3. Skup V je vektorski prostor nad poljem P, ako je na V
definisana binarna operacija + tako da je u odnosu na pomenutu operaciju
V' Abelova grupa, a svakom paru («o,a),a € P,a € V pridruzen je jedan
element iz V (P x V — V) tako da vazi:

1. YVae P)(Va,beV) a-(a+b)=a-a+a-b

2. Va, e P)(NVaeV) (a+p)-a=a-a+f-a

- (
- (
3. Va,8€ P)Va€eV) a-(f-a)=(a-f)-a
N

4. (Va€V) 1-a=a, gde je sa 1 oznacen jedini¢ni element polja P.

Elemente skupa V' nazivamo vektori i oznacavamo malim latini¢nim slovi-
ma (a,b,c,...), a elemente polja P nazivamo skalari i ozna¢avamo ih malim
grékim slovima (o, 3,7,...). Funkcija koja paru («,a) vektora i skalara
pridruzuje vektor aa zove se mnozenje vektora skalarom.

Neutralni element u grupi (V, +) je nula-vektor.

Vektorski prostor nad poljem realnih brojeva naziva se realni vektorski
prostor, a vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva naziva se kom-
pleksni vektorski prostor.

Skup R"™ uredenih n-torki realnih brojeva nad poljem realnih brojeva je
vektorski prostor, ako se operacije sabiranja i mnozenja vektora definiSu na
sledeé¢i nacin:

(al,ag,...,an)—|—(b1,bg,...,bn) :(a1+bl,a2+b2,...,an+bn),

alay, ag, ..., a,) = (aay, aas, . .., qay).

Zaista, R™ u odnosu na sabiranje vektora jeste komutativna grupa, jer je
sabiranje unutrasnja operacija, asocijativna i komutativna, neutralni ele-
ment je n-torka (0,0,...,0), a za svaki (aj,as,...,a,) suprotni element je
(—ay, —ag, ..., —a,). Da vaze osobine iz definicije vektorskog prostora jed-
nostavno se vidi na osnovu odgovarajuc¢ih osobina realnih brojeva.
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3.2 Linearno nezavisni skupovi u vektorskom prostoru

Neka je V' proizvoljan vektorski prostor nad poljem P, pri ¢emu je P polje
realnih ili kompleksnih brojeva.

Definicija 3.4. Neka je V vektorski prostor na poljem P. Vektori zq, xo, ...,
rn, € V su linearno zavisni ako i samo ako postoje skalari Ay, Ao, ..., A\, € P
od kojih je bar jedan razli¢it od nule, takvi da je

AT+ Aoxs + ...+ Az, = 0.

Vektori koji nisu linearno zavisni nazivaju se linearno nezavisni, odnosno
vektori su linearno nezavisni ako i samo ako pomenuta jednakost vazi samo

kada je \y = ... =\, = 0.

Neka je S = {z1,x9,...,2,} konacan skup vekrora iz V. Kazemo da je
S linearno nezavisan skup, ako su vektori xq, xs, ..., z, linearno nezavisni.
Ukoliko je skup beskonacan, on je linearno nezavisan ako je svaki njegov
konacan podskup linearno nezavisan.

Lema 3.5. Ako je A proizvoljan linearno nezavisan skup vektora u vek-
torskom prostoru V', tada je svaki njegov podskup takode linearno nezavisan.

Dokaz. Neka je B neprazan podskup skupa A i neka su xq, xs, . . ., z, proizvo-
ljni medusobno razliciti vektori skupa B. Kako je B C A sledi da xq, xs, . . .,

xn, € A, akako je A skup linearno nezavisnih vektora sledi dasuixy, s, ..., x,
takode linearno nazavisni. Sada je jasno da je i ceo skup B linearno nezavisan
skup vektora. O

Za proizvoljan neprazan skup A u vektorskom prostoru V', skup svih
mogucih konac¢nih linearnih kombinacija vektora iz A, odnosno

{r =Mz + ...+ Napn e Ny Ay, ... 0\, € Pyay, ...z, € A}
naziva se lineal skupa A i oznacava sa L£(A).

Definicija 3.6. Neka je V' vektorski prostor. Podskup W vektorskog pros-
tora V' je potprostor, ako je W vektorski prostor nad poljem P u odnosu na
restrikcije operacija definisanih na V.

Teorema 3.7. U vektorskom prostoru V., W je potprostor ako i samo ako
Ya,8€ P, Ya,b € W wvazi aa+ (b e W.

Prethodni uslov iz teoreme moze se razdvojiti na dva uslova:
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1. Va,beW a+beW
2. Vae WNae P aa e W

Lineal L£(A) je uvek potprostor vektorskog prostora V' i poklapa se sa
presekom svih vektorskih potprostora prostora V' koji obuhvataju skup A.
Zaista, zbir dve linearne kombinacije je opet linearna kombinacija vektora iz
A, a ako se linearna kombinacija pomnozi skalarom dobija se opet linearna
kombinacija vektora iz A. Dakle, L(A) je potprostor.

Lema 3.8. Neka je A linearno nezavisan skup u vektorskom prostoru V i
neka x € V\ A. Tada je skup A U {z} linearno nezavisan ako i samo ako

v ¢ L(A).

Dokaz. Dokazacemo ekvivalentno: Skup A U {x} je zavisan ako i samo ako
r e L(A).

Pretpostavimo prvo da x € L(A). Tada postoje vektori x1, zs, ..., z, € A
i skalari Ay, A9, ..., \, € P takvi da je

T = )\11’1 +)\233'2+ +>\n$n

Odavde je ocigledno da su vektori xq, xs, ..., z,,x linearno zavisni, pa je i
skup vektora A U {z} linearno zavisan.

Obratno, pretpostavimo da je skup A U {z} linearno zavisan. Tada je
neka linearna kombinacija vektora iz ovog skupa jednaka nuli. Kako je skup
A linearno nezavisan, zakljucujemo da jedan od vektora iz pomenute linearne
kombinacije mora biti vektor . Dakle, postoje vektori x1,xs,..., 2, € A i
skalari A\j, Ag, ..., Ap, Apa1 € P takvi da je

)\15[51 —+ )\2.1'2 + ..+ )\nfEn -+ )\n+1.1' =0.

Kako je pritom jasno A, # 0 sledi da je

pax € L(A). O
Lema 3.9. Za proizvoljne neprazne skupove A i B, takve da je A C B vaZi
L(A) C L(B).

Dokaz. Dokaz ove leme je trivijalan. Ako je A C B tada je ocigledno da je
skup svih linearnih kombinacija iz A podskup skupa svih linearnih kombi-
nacija iz B. 0
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Lema 3.10. Za proizvoljne neprazne skupove A i@ B u vektorskom prostoru
V wazi

L(AUB) = L(A) + L(B).

Dokaz. Kako je A, B C AU B, sledi da je L(A),L(B) C L(AU B). Odavde
je
L(A)+ L(B) C L(AUB).

Sa druge strane moze se pokazati da je
L(AUB) C L(A)+ L(B).
Iz navedenih inkluzija sledi tvrdenje. O]

Lema 3.11. Ako su A i B disjunktni linearno nezavisni skupovi u vektorskom
prostoru V', tada je skup A U B linearno nezavisan ako i samo ako je

L(A)N L(B) ={0}.
U tom slucaju vazi L(A U B) = L(A) + L(B).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je skup A U B linearno nezavisan i neka vek-
tor x € L(A)NL(B). Tada postoje vektori ay, as, ..., am € A, by, by, ..., b, €
B iskalari aq, g, ..., apm, B, 0, ..., 0, € P takvi da je

.Z':(]{16L1+O[26L2+...—|—Oémam:ﬁlbl—f—ﬁgbg—f—...—i-ﬁnbn.
Onda je
O:x—x:alal—|—a2a2—|—...+amam—ﬁlb1—ﬁng—...—ﬁnbn,

odakle zbog linearne nezavisnosti sledi o; = 01 —f; = 0, odnosno = = 0.
Zbog toga je L(A) N L(B) = {0}, pa je

L(A U B) = L(A) + L(B).

Obratno, pretpostavimo da je L(A) N L(B) = {0} i dokazimo da je skup
A U B linearno nezavisan. Poznato nam je da su vektori ay, as, ..., a, € A,
kao i by, bs, ..., b, € B linearno nezavisni. Pretpostavimo da za neke skalare

a1, Q9o Qs Br, By Py €P
vazi
(nay + asas + ... + amam) + (B1by + Bo2ba + ... + Buby) = 0.
Tada je ocigledno vektor
T = aia1 + Qas + ... + pay, = —F1by — Boba + ... — Bub, € L(A) N L(B),

odakle sledi da je x = 0. Zbog toga je vy = ... =ap, =F1 = ... =3, =0,
pa je skup A U B linearno nezavisan. O
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3.3 Primeri

U vezi sa linearnom nezavisnosti vektora naves¢éemo samo jedan primer koji
¢e nam biti potreban u kasnijem izlaganju.
1) Dokazati da je kolekcija svih nizova oblika

To = (,a? a?..) (0<a<),

jedan linearno nezavisan skup u svakom od prostora [IP] (p > 1).
Napomenimo, prostor [I] je prostor nizova koji u p-normi konvergiraju.
Resenje: Kako je za svako a € (0, 1) ispunjeno

]l = (Da\"p)p _ (Zuam“)p < o0,

n=1 n=1

jer je ¢ = |aff < 1, sledi da svi nizovi z, (0 < a < 1) pripadaju prostorima

7] (p = 1).
Uocimo sada bilo kojih n nizova z,,, ..., x,, ovog tipa (0 < oy < ... <
a, < 1) i pretpostavimo da za izvesne skalare Ay,..., \, € P vazi

MZoy + o+ ApZa,, = 0.
Tada dobijamo sistem:
)\10[1+...+)\n04n20

Ma?+ .o+ a,2=0

)\1011” —|— e —f- )\nOénn = 0

Prethodni sistem moze se shvatiti kao sistem linearnih jednacina po nepoz-
natim Aq,...,\, € P. Determinanta ovog sistema je:

D(ay,...,a,) = a1-~~anH(ai — ),

i>j

i predstavlja Vandermondovu determinantu [6]. Kako je 0 < ag < ... <
a, < 1, sledi
D(ay,...,a,) #0.

Sada gornji sistem ima samo trivijalno resenje Ay = ... = A, = 0. Odavde
sledi da je familija nizova {z,]|0 < @ < 1} linearno nezavisna u svakom od
prostora [IP] (p > 1).
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3.4 Dimenzija vektorskog prostora

Pretpostavimo da je V' proizvoljan vektorski prostor nad poljem realnih ili
kompleksnih brojeva P.

Definicija 3.12. Linearno nezavisan skup vektora A naziva se Hamelovim
bazisom prostora V' ako se lineal £(A) skupa A poklapa sa celim prostorom
V', odnosno svaki vektor x € V moze se prikazati kao linearna kombinacija
vektora skupa A.

Hamelov bazis, gore definisan, naziva se jednostavnije baza vektorskog
prostora V. To je ureden linearno nezavisan skup vektora iz V' koji generise
V. Kako su pojmovi ekvivalentni jednako ¢emo ih koristiti u daljem tekstu.

Teorema 3.13. Ako je ai,as,...,a, baza vektorskog prostora V onda se
svaki vektor x € V' na jedinstven nacin moze prikazati kao linearna kombi-
nacija vektora baze,

T = Qa1 + asao + ...+ Q,a,.

Dokaz. Kako baza generise vektorski prostor, sledi da se svaki vektor iz V'
moze prikazati bar na jedan nacin kao linearna kombinacija vektora baze.

Hoé¢emo da pokazemo jedinstvenost prikazivanja. Pretpostavimo suprotno,
tj. da se x € V moze prikazati na dva nacina pomocu vektora baze:

T = o101 + Qoo + ... + QpQy,

T :616“ +52a2+...+ﬁnan.

Oduzimajuéi gornje jednakosti dobijamo:

0= (a1 — Br)ar + (a2 — B2)ag + ... + (o — Bn)ay.

Posto vektori aq, as, . .., a, Cine bazu, oni su linearno nezavisni, pa mora biti
ap = Br,a0 = B, ..., = B,. Ovo znaci da se vektor x prikazuje pomocu
ai,as, ..., a, na jedinstven nacin. O

Tvrdenje 3.14. Ako vektorski prostor V' nad poljem P poseduje bar jedan
Hamelov bazis sa n elemenata (n € N), tada i svaki drugi Hamelov bazis tog
prostora poseduje takode n elemenata.

Dokaz. Dokaz ovog tvrdenja izostavljamo. Zainteresovani ¢itaoci mogu ga
naci u [5] iz literature. O

Definicija 3.15. Broj vektora bilo koje baze kona¢no dimenzionalnog vek-
torskog prostora V' naziva se dimenzija tog vektorskog prostora i oznacava

se sa dim(V').
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Vektorski prostor koji ima kona¢nu bazu naziva se kona¢no dimenzionalni.
Ako je dim(V') = n prostor se naziva n-dimenzionalni. Dimenzija vektorskog
prostora koji se sastoji samo od nula-vektora je 0.

Koris¢enjem Hauzdorfovog principa maksimalnosti, dokaza¢emo tvrdenje
o egzistenciji bar jednog Hamelovog bazisa.

Tvrdenje 3.16. Svaki vektorski prostor V- # {0} nad poljem P poseduje bar
jedan Hamelov bazis.

Dokaz. Oznacimo sa e bilo koji vektor prostora V, razlicit od nula-vektora.
Sa M ozna¢imo skup svih linearno nezavisnih skupova A C V takvih da
e € A. Odavde se vidi da je M neprazan, jer {e} € M.

Skup M je parcijalno ureden u odnosu na inkluziju skupova. Zbog toga na
osnovu Hauzdorfovog principa maksimalnosti postoji bar jedan maksimalni
lanac C u skupu M. Neka je

s=Jr

PeC

Ocigledno je da e € S, jer za svako P € C vazi e € P.

Dokazimo sada da je skup S linearno nezavisan. Uocimo proizvoljne
medusobno razlicite vektore x1,z9,...,2, € S. Pretpostavimo da vektor
x; € P (i = 1,...,n), pri ¢emu skupovi P, P,,..., P, € C i ne moraju
biti medusobno razliciti. Kako je skup C lanac, medu skupovima Py, ..., P,
postoji bar jedan koji sadrzi sve ostale P; kao svoje podskupove, neka je to
P,. Odnosno vazi

P,....,P, CP,.
Tada svi vektori xy, ..., z, € P,. Kako je P, linearno nezavisan, sledi da su
i vektori xy,...,x, linearno nezavisni, pa je ceo skup S linearno nezavisan.

Odavde sledi da S € M.

Pokazimo sada da je £(S) = V. Pretpostavimo suprotno, da postoji bar
jedan vektor x € X koji nije linearna kombinacija vektora iz skupa S. Tada
jeskup S U {z} e M i

S,=SU{z}DP

za svaki skup P € C. Zbog toga je skup
C; =CU{S,}

novi lanac u skupu M koji obuhvata lanac C i strogo je veéi od njega. Ovo
je kontradikcija sa pretpostavkom da je skup C maksimalni lanac.

Na ovaj nacin smo pokazali da je £(S) =V, pa je skup S jedan Hamelov
bazis prostora V. O
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Tvrdenje 3.17. Za proizvoljna dva Hamelova bazisa, A = {x; :i € I}, B =
{y; : j € J}, vazi da imaju isti kardinalni broj. Odnosno:

Dokaz. Ako je baza vektorskog prostora kona¢na i ima n elemenata, tada
je i svaka druga baza tog prostora konacna i ima isti broj elemenata. Zato
pretpostavimo da su oba bazisa pomenuta u tvrdenju beskonacna, to znaci
da su i indeksni skupovi I i J beskonacni.
Sada primetimo da se svaki vektor y; € B moze prikazati u slede¢em
obliku
Y; = )\11‘,‘1 + ...+ /\nZEZ’n,

pri ¢emu su svi skalari A1, ..., A\, # 0. Primetimo da zbog linearne nezavis-
nosti vektora iz skupa B = {y; : j € J}, pri fiksiranom izboru z;,,...,;,,
gornja jednakost moze da vazi najvise za n vektora y; € B. Odavde sledi
da kardinalnost indeksnog skupa J, k(J), ne moze biti veca od kardinalnosti
skupa svih kona¢nih podskupova skupa I. Kako je skup I beskonacan, kar-
dinalnost skupa svih njegovih konacnih podskupova jednaka je kardinalnom
broju k(7). Tako dobijamo nejednakost
kE(J) < k(I).

Na potpuno isti nacin pokazuje se i obratna nejednakost
kE(I) < k(J).

Sada, na osnovu Kantor-Bernstajnove teoreme dobijamo da je k(I) = k(J).
[

Kardinalni broj proizvoljnog Hamelovog bazisa (baze) {x; : i € I} pros-
tora V' # {0} naziva se dimenzijom prostora X i oznacava se sa dim(V).
Dakle,

dim(V') = k(I).

Kao, §to smo ve¢ pomenuli, ako je V = {0} tada je dim(V) = 0. Ovim je
dimenzija vektorskog prostora definisana za proizvoljan vektorski prostor V'
nad poljem P.

Definicija 3.18. Neka su X i Y vektorski prostori nad istim poljem P.
Preslikavanje f : X — Y je linearno ako za sve o, 3 € P isve x,y € X vazi

flax + By) = af (x) + Bf(y).
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Definicija 3.19. Neka su X i Y vektorski prostori nad istim poljem P.
Preslikavanje f : X — Y je izomorfizam vektorskih prostora X i Y ako je
linearno i bijektivno.

Kazemo da su prostori izomorfni ako postoji bar jedan izomorfizam f : X —
Y i koristimo oznaku X =Y.

Tvrdenje 3.20. Neka su X 1Y wvektorski prostori nad istim poljem P. Oni
su 1zomorfni ako i samo ako imaju jednake dimenzije, odnosno dim(X) =

dim(Y).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da vazi dim(X) = dim(Y). Tada za indeksni
skup I, postoji Hamelov bazis {x; : i € I'} prostora X i {y; : i € I} prostora
Y.

Definisimo preslikavanje V' : X — Y na sledeéi nacin:

-akoje x = Nxy, + ...+ Ay, tada je V() = Myi, + ..o+ Ay,
Ovako definisano preslikavanje je linearno i bijektivno, pa predstavlja izomor-
fizam vektorskih prostora X i Y.

Obratno, pretpostavimo da su pomenuti vektorski prostori izomorfni i
neka je preslikavanje V' : X — Y odgovarajuci izomorfizam. Osim toga, neka
je {x; : i € I} proizvoljni fiksirani Hamelov bazis prostora X. Tada je skup
{V(z;) : i € I} jedan Hamelov bazis prostora Y. On je linearno nezavisan
jer iz
sledi

Odavde zbog izomorfizma preslikavanja V' sledi
Mz + .o+ Az, = 0.
Dalje, zbog linearne nezavisnosti vektora {z; : i € I} oc¢igledno vazi
AM=...= )\, =0.

Ako je sada y bilo koji vektor prostora Y, tada je y = V() za neki vektor
x € X. Kako je x = Mz, + ... + Ao, za skalare A\y,..., A\, € P, dobijamo

Odavde sledi da je skup {V(z;) : @ € I} jedan Hamelov bazis prostora Y.
Dakle, to znaci da je

dim(Y) = k(I) = dim(X),

pa dobijamo trazenu jednakost dim(X) = dim(Y). O
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Tvrdenje 3.21. Za bilo koja dva vektorska prostora X 1Y nad istim poljem
P vazi
dim(X) < dim(Y) ili dim(X) > dim(Y).

Dokaz. Neka je {z; : i € I} proizvoljan Hamelov bazis prostora X i {y; : j €
J} Hamelov bazis prostora Y. Kako je

dim(X) = k(I) , dim(Y) = k(J)

i za skupove I i J vazi k(I) < k(J) ili k(I) > k(J), dobijamo tvrdenje. [J
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3.5 Dimenzija potprostora vektorskog prostora

Lema 3.22. Svaki skup A linearno nezavisnih vektora vektorskog prostora
V', moZe se dopuniti do nekog Hamelovog bazisa prostora V.

Dokaz. Neka je A = {x; :i € I}. Ako je skup A Hamelov bazis prostora V,
tvrdenje je dokazano.

Pretpostavimo da A nije Hamelov bazis, odnosno da je L(A) # V.

Uoc¢imo familiju svih linearno nezavisnih skupova M C V| koji kao svoj
podskup obuhvataju skup A i oznacimo je sa M. Familija je parcijalno
uredena relacijom poretka C. Pritom je neprazna, jer je A € M.

Na osnovu Hauzdorfovog principa maksimalnosti, u M postoji bar jedan
maksimalni lanac C. Neka je

S=JP
PeC

Ovako definisan skup S' je linearno nezavisan i S € M. Za proizvoljan skup
PelCvazi SO P D A.

Osim toga skup S je jedan Hamelov bazis prostora V', odnosno £(S) = V.
Zaista, ako S nije Hamelov bazis, tada postoji bar jedan vektor z € V koji
ne pripada linealu £(S). Pa je na osnovu leme 3.8 skup

S, =S U {x}

linearno nezavisan, zatim ocigledno S, € M ivazi S, D P za bilo koji P € C.
Zbog toga bi skup
C; =CU{S,}

bio novi lanac skupa M, koji obuhvata C i veci je od njega. Ovo je kon-
tradikcija sa pretpostavkom o maksimalnosti lanca C.
Zbog toga je L(S) =V, odnosno S je Hamelov bazis prostora V. Sada je

S=AU(S\A)=AUB
pri cemu je B =S\ A. O

Tvrdenje 3.23. Ako je E proizvoljan potprostor vektorskog prostora V', tada
postoji bar jedan potprostor F' prostora V' takav da je

E+F=1V.

Dokaz. Trivijalno, ako je E = {0}, tada je F' = V i ako je E = V, onda
F ={0}.
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Sada pretpostavimo da je potprostor F # {0}. Tada je dim(E) > 1 pa
postoji bar jedan Hamelov bazis A potprostora E. Kako je £ # V skup
vektora A nije Hamelov bazis prostora V', pa na osnovu prethodne leme
postoji neprazan linearno nezavisan skup vektora B prostora V takav da je
skup A U B Hamelov bazis prostora V. Kako je £L(A) N L(B) = {0}, vazi

L(AU B) = L(A)+ L(B) = V.

Stavimo sada £(B) = F i primetimo da je £L(A) = E, dobijamo da je ENF =
{0} i E+ F =V. Dakle, dobili smo trazeno, V = E + F. O

Primetimo da potprostor F', pomenut u prethodnom tvrdenju, u slucaju
kada je £ # V,{0} nije jednoznacno odreden i moze se izabrati na mnogo
nacina.

Tvrdenje 3.24. Ako je E proizvoljan potprostor vektorskog prostora V', tada
vazi

dim(E) < dim(V').

Dokaz. Ako je E = {0}, tada je dim(E) = 0 < dim(V). Tvrdenje je
oc¢igledno i u slucaju da je £ = V.

Pretpostavimo da je potprostor E # {0}, V i uo¢imo proizvoljan bazis
potprostora E, A = {e; : i € I}. Kako je A linearno nezavisan skup vektora,
moze se dopuniti da Hamelovog bazisa prostora V. Dakle postoji indeksni
skup I’ # ) takav da je {e; : i € I U I'} jedan Hamelov bazis prostora V.
Odavde sledi

dim(E) = k(I) < k(I) + k(I') = k(I U I') = dim(V').
0

Napomenimo da, za razliku od konacno dimenzionalnog prostora V', kod
beskona¢no dimenzionalnog prostora V' nije uvek ispunjeno

dim(E) < dim(V),

za proizvoljan potprostor £. Odnosno, moze postojati i pravi potprostor E
takav da je
dim(E) = dim(V).

Razlog tome je sto je kardinalnost beskonacnog skupa slabo osetljiva na
udaljavanje iz tog skupa nekog jednoclanog ili n-toc¢lanog skupa, odnosno
proizvoljnog podskupa strogo manje kardinalnosti.
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Tvrdenje 3.25. Ako su E i F potprostori vektorskog prostora V', takvi da
jeV=E+F iENF ={0} tada vazi

dim(V) = dim(E) + dim(F).

Dokaz. Tvrdenje je tacno ako je neki od potprostora jednak {0}.

Pretpostavimo da je F # {0} i F' # {0}. Neka je {e; : ¢ € I} proizvoljan
Hamelov bazis potprostora E ineka je {e; : ¢ € J} bazis potprostora F. Kako
je E+ F =V, tada su indeksni skupovi I i J disjunktni i {e; : i € I U J}
Hamelov bazis prostora V. Odavde sledi

dim(V) = k(I U J) = k(I) + k(J) = dim(E) + dim(F).
O

Na osnovu prethodnog tvrdenja i koristec¢i rezultate iz poglavlja o kardi-
nalnim brojevima, dobijamo slede¢e tvrdenje.

Posledica 3.26. Neka su E i F' potprostori beskonacno dimenzionalnog pros-
tora V, takvi da je V. = E + F. Tada je

dim(V') = max{dim(E),dim(F)}.

Neka su X i Y proizvoljni vektorski prostori nad istim poljem P. Kazemo
da se prostor X moze "utopiti” u Y ako je X linearno izomorfan sa nekim
potprostorom prostora Y.

Tvrdenje 3.27. Ako su X 1Y proizvolyni vektorski prostori nad poljem P,
tada se prostor X moZe utopiti u'Y ili se Y moze utopiti u X.

Dokaz. Ako je neki od prostora X ili Y dimenzije nula, tvrdenje je o¢igledno.
Sada, pretpostavimo da je dimenzija oba prostora dim(X),dim(Y") > 1.
Neka je {x; : i € I} Hamelov bazis prostora X i neka je {y; : i € J} bazis
prostora Y. Tada vazi: k(1) < k(J) ili k(1) > k(J).
Pretpostavimo da je k(I) < k(J). Tada se skup I bijektivno moze pres-
likati na neki podskup skupa J, pa mozemo pretpostaviti I C .J. Zato se
skup J moze predstaviti na slede¢i nacin

J=1U0Q,

pri cemu €2 moze biti i prazan skup, tada k(1) = k(J).
Sada, definisimo preslikavanje

olx) =y, (iel).
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Odnosno, ako je x € X i
r = Alxil + ..+ )\nxin,
tada je
() = M¥i, + -+ A, -

Pomenuto preslikavanje je linearno i injektivno, pa je skup ¢(X) potprostor
prostora Y koji je izomorfan sa X. Eventualno, on moze i da se poklopi sa
prostorom Y. Dakle, pokazali smo da se X moze "utopiti” u Y.

Dokaz se izvodi analogno i u slu¢aju kada je k(1) > k(J). O
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3.6 Primeri

1) Dokazati da su vektorski prostori C([0,1]) i C([a, b]) izomorfni za proizvoljne
parametre a 1 b (—oo < a < b < 00).

Resenje: Prostor C([a, b]) je prostor svih neprekidnih funkcija f : [a, b] —
P. To je vektorski prostor nad poljem P, ako uvedemo slede¢e operacije:

(f+9)t) = f(t)+g(),

(@f)(t) = af(t), (a<t<b)
za proizvoljne funkcije f, g € C([a,b]) i skalare a € P.
Sada uocimo proizvoljnu funkciju f € C([a,b]). Tada je funkcija g :
[0,1] — P definisana sa

9(t) = fla+ (b= ajt),

(
neprekidna na intervalu [a,b], pa g € C([a,b]). Pored ovoga, preslikavanje
F : C([a,b]) — C(]0,1]) definisano sa F(f) = g je bijektivno. Zbog toga su
prostori C(a, b]) i C([0,1]) izomorfni.
2) Neka su X 1Y wvektorski prostori nad istim poljem P i neka je X XY
Dekartov proizvod ovih prostora, dokazati da vazi

0<t<1)

dim(X xY) = dim(X) + dim(Y).

Resenje: U vektorskom prostoru X x Y operacije su uvedene na sledeci
nacin:
(x,y) + (1, 01) = (@ + 21,9 + 41,
Az, y) = (Az, Ay).
Uoc¢imo dalje u prostoru X x Y sledece skupove:
Xo={(z,0):2€ X}, Yo={(0,y):yeY}.
Tada su Xy i Yy potprostori prostora X x Y, pritom je Xo = X, Yy =Y i
X xY =Xy+ Y,
Odavde je dim(X) = dim(Xy) , dim(Y) = dim(Yy),
dim(X xY) = dim(Xy) + dim(Yy) = dim(X) + dim(Y).

3) Neka je V' proizvoljan beskonacno dimenzionalan vektorski prostor nad
poljem P. Dokazati da postoje potprostori E i F' prostora V' takvi da je
V=E+TF1

dim(E) = dim(F) = dim(V).
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Resenje: Uocimo proizvoljan Hamelov bazis {e; : ¢ € I} prostora V. Tada
je
dim(V)=k(I) =k
beskonacan kardinalni broj. Kako na osnovu tvrdenja iz dela teksta o kardi-
nalnim brojevima (posledica 2.28) znamo da je 2k = k imamo

I~1x{1}UIx{2}.
Dakle, postoje podskupovi I1, I, C I takvi da je
I=0LUIL i k(L) =kI)=k().
Oznacimo sada,
E=L(e:ie€l) i F=L(>e:i€l),
pa neposredno dobijamo da je V = FE 4+ F'i
dim(E) = dim(F) = k(I) = dim(V).

4) Dokazati da svi vektorski prostori [IP] (p > 1), [co], [c], [m] i [s] imaju
dimenziju c.

Resenje: Podsetimo se,

- [IP] je prostor nizova kod kojih p-norma konvergira

- [eo] je prostor nula nizova

- [¢] je prostor konvergentnih nizova

- [m] je prostor ogranic¢enih nizova

- [s] je prostor svih moguéih nizova koji pripadaju polju P

U skupovnom smislu imamo slede¢i odnos pomenutih prostora:

(1] € leo] S [c] S [m] S [s], (p=1).
Kako je [s] = PN, sledi da je
k[s] = k(PY) = ¢t = (2R0)Ro = gRoRo — ¢

Posto dimenzija vektorskog prostora ne moze biti ve¢a od kardinalnosti celog
prostora, iz nevedenog je ocigledno da vazi

dim([s]) < c.

Dalje, uo¢imo prostor [I?] za proizvoljnu vrednost parametra p, (p > 1) i
3

kolekciju A nizova oblika z, = (o, a? a3,...) za 0 < a < 1. Kako je skup A
linearno nezavisan skup vektora u prostoru [I?], dobijamo da je
dim([l]) > c.

Sada iz dobijenih nejednakosti neposredno sledi da svi posmatrani prostori
imaju istu dimenciju c.
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3.7 Kardinalnost vektorskog prostora

U ovom delu bavi¢emo se vezom izmedu dimenzije vektorskog prostora V' nad
poljem P i kardinalnosti k(1) celog prostora V. Kako je proizvoljan Hamelov
bazis A prostora V' podskup vektora prostora V', zakljuéujemo da dim(V') =
k(A) < k(V). U nastavku ¢emo navesti tvrdenja koja se bave problematikom
pomenutog odnosa kardinalnosti i dimenzije posmatranog prostora V.

Tvrdenje 3.28. Za proizvoljan vektorski prostor V- (V # {0}) nad poljem
P vazi
k(V)=c-dim(V).

Dokaz. Neka je A bilo koji Hamelov bazis prostora V', to znaci da je dim(V') =
kE(A).

Pretpostavimo prvo da je prostor V' n-dimenzionalan i A = {ey,...,e,}.
Kako je tada prostor V' izomorfan sa P" i k(P") = ¢ dobijamo da je

kE(V)=c.
Sa druge strane imamo
c-dim(V)=c-n=rc

Pa je jednakost iz tvrdenja u ovom slucaju tacna.

Neka je sada prostor V' beskona¢no dimenzionalan, odnosno bazis je
beskonacan skup. Proizvoljan vektor x € V \ {0} moze se zapisati u ob-
liku

r=ANai+ ...+ \a,,

pri cemu su koeficijenti Ay,...,\, € P razliciti od nule, n € N i vektori
ai, ..., a, su medusobno razlic¢iti vektori skupa A. Sada ¢emo za proizvoljno
n € N i proizvoljan izbor aq, ..., a, oznaciti:

E(ay,...;an) ={z=XNa1+ ...+ an: A,...,\, € P\ {0}}.

Ocigledno je da vazi
k(E(ay,...,a,)) =" =c,
E(al,...,an)ﬂE(bl,...,bn) :@,
ako je {ay,...,a,} # {b1,...,b,}. Osim toga,

{0y = Elar,...,an).

neN{a,...,.an}CA
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Kako svih konac¢nih podskupova {ay, ..., a,} skupa A ima tacno k(A), jer je
k(A) beskonacan kardinal, iz gornjih jednakosti dobijamo

E(V)y=14c¢-k(A) =1+c-dim(V).
Posto je dim(V') beskonacan kardinal, sledi da je
E(V)=c-dim(V).
[

Tvrdenje 3.29. Za proizvoljan vektorski prostor V' nad poljem P, wvaZi
sledece:

1. Ako je 0 < dim(V') < ¢, onda je k(V) = ¢ > dim(V);
2. Ako je dim(V') > ¢, onda je k(V') = dim(V).

Primer 3.30. Neka je T' proizvoljan neprazan skup. Odrediti dimenziju vek-
torskog prostora V = PT.

Resenje: Pretpostavimo prvo da je skup 7T konacan, sa n elemenata T =
{1,...,n}. Tada je PT = P" pa je

dim(P") = n.

Sada, pretpostavimo da je T prebrojiv skup, neka je npr. T'= N. Tada
je, na osnovu zadatka 4) iz odeljka 3.6,

dim(P") = «.
Neka je sada skup T beskonacan. Tada je PT O PN, pa je
dim(P") > dim(P") = «.
Na osnovu prethodnog tvrdenja sledi
dim(PT) = k(PT) = k(P)*T) = +1),
Kako je ¢*(T) = 2K(T) (zbog 2.28 (b)), jer je kardinal k(T) beskonacan, dobi-

jamo
dim(PT) = 2k,
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3.8 Dimenzija dualnog prostora
3.8.1 Dualni prostor vektorskog prostora

Neka je V' proizvoljan vektorski prostor nad realnim ili kompleksnim poljem
skalara P.

Definicija 3.31. Neka je V proizvoljan vektorski prostor nad poljem P.
Linearno preslikavanje f : V' — P naziva se linearna funkcionela nad V.

Funkcionela f(0) = f(0-2) = 0- f(x) = 0 je o¢igledno linearna, ona se
naziva trivijalnom linearnom funkcionelom.

Oznaci¢emo sa V* skup svih linearnih funkcionela f : V. — P. Ovaj
skup je neprazan, jer funkcionela f = 0 € V*. Skup V* naziva se dualnim
prostorom prostora V.

U pomenuti skup, V*, uves¢emo vektorske operacije na slede¢i nacin. Za
proizvoljne funkcionele f, g € V* i skalar a € P definiSemo:

(f +9)(x) = fz) + g(x),
(af)(z) = af(z),
za proizvoljan vektor x € V.

Tvrdenje 3.32. Neka su f,g € V* proizvolyne funkcionele i A € P skalar
polja P. Tada funkcionele f + g i \f pripadaju prostoru V*.

Dokaz. Za proizvoljan izbor vektora x,y € V i skalara o, § € P vazi:

(f+9)(ar+By) = flax+ By)+glax+ Fy)
= laf(z)+ Bf(y)] + lag(x) + Bg(y)]
= a[f(z)+g(x)] + Bf(y) + 9(v)]
= af(f +g)@)]+Bl(f+9) W),

pa je f + g linearna funkcionela, odnosno f + g € V*.
Dalje,

(Af)laz + By) = Af(az+ Py)
= Aaf(z)+ Bf(y)]
= (A-a)f(x)+ (A B)f(y)
= a[(Af) ()] + BI(AN ()],

pa je Af linearna funkcionela, odnosno Af € V* za proizvoljnu funkcionelu
feV*igkalar A € P. ]
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Tvrdenje 3.33. Skup V* sa operacijama sabiranja i mnozZenja skalarima,
wvedenih u prethodnom tekstu, predstavija vektorski prostor nad poljem P.

Dokaz. Lako se proverava da su u V* zadovoljene sve osobine vektorskih
prostora. Specijalno, neutralni element prostora V* je trivijalna funkcionela,
a suprotan vektor funkcionele f € V* je funkcionela —f definisana sa

(=)(z) = =f(z) (z€X).
0

Tvrdenje 3.34. Ako je vektorski prostor V' konacno dimenzionalan, tada je
1 prostor V* konacno dimenzionalan i vazi jednakost

dim(V*) = dim(V).

Dokaz. Kako je V kona¢no dimenzionalan, pretpostavimo da je njegova di-

menzija jednaka n i neka je {ej,...,e,} proizvoljan fiksiran bazis prostora
V. Neka je x = ajeq + ... + a,e, proizvoljan vektor prostora V. Definisimo
funkcionelu f,, (p =1,...,n) na sledeéi nacin:

fo(x) = fploner + ... + anen) = ay.

Ovako definisane funkcionele f,, (p =1,...,n) su linearne, $to znaci da sve
pripadaju prostoru V*. Specijalno, za sve p,q = 1,...,n ispunjeno je

_ < _J 1 p=gq
fp(eq)—apq_{ 0, p#gq

Pokazac¢emo sada da funkcionele fi,..., f, obrazuju bazu prostora V*.
Prvo, pretpostavimo da za skalare A{,..., \, € P vazi

Mfi+...+ M fn=0.
Tada za svako p=1,...,n vazi
(Alfl + ... +)\nfn)(ep) = 07

Alfl(ep) + ...+ )\nfn(ep) = 0,
pa je zbog fim(e,) =0zam #pi f,(e,) =1 neposredno

Ap =0, p=1,...,n.

Sledi da su posmatrane funkcionele fi,..., f, linearno nezavisne u prostoru

V.
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Uoc¢imo dalje proizvoljnu funkcionelu f € V* i vektor x € V. Tada je
r = aie; + ...+ aye, za skalare aq, ..., o, € P, pa je

f(x) = flaner + ...+ ane,) = arfler) + ...+ anf(en).

Ako stavimo da je f(e1) = (1,..., f(en) = B, 1 primetimo da je prema
gornjoj konstrukciji oy = fi(z),...,a, = fu(x) tada je

f@)=0fi(x) + ..+ Bufulz).

Odnosno, ispunjeno je

pa je
f=01fi+.. .+ Bufa

Ovim je pokazano da je skup funkcionela {fi,..., f,} jedna baza prostora
V*, odakle sledi
dim(V*) = dim(V).

]

Tvrdenje 3.35. Neka je vektorski prostor V- # {0}. Tada za proizvoljan
vektor xg € V '\ {0} postoji funkcionela f € V* takva da je f(xq) # 0.

Dokaz. Kako je xq razlicit od nula vektora, sledi da je skup {zo} linearno
nezavisan. Zbog toga je na osnovu leme 3.22 postoji linearno nezavisan skup
vektora {a; : i € A} u prostoru V' tako da je

{zo} U{a; :i € A}

Hamelov bazis prostora V. Sada definisimo funkcionelu f : V' — P na slededi
nacin:

flwo) =1, fla;)) =0 (i € A).
Tada je funkcionela f € V* 1 f(xzq) # 0, ¢ime je dokazano tvrdenje. ]

Posledica 3.36. Ako je vektorski prostor V- # {0} onda je i odgovarajuéi
dualni prostor V* # {0}.

Tvrdenje 3.37. Neka je V proizvoljan beskonacno dimenzionalan vektorsk:
prostor nad poljem P. Ako je dim(V') = k, tada je

dim(V*) = 2.
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Dokaz. Uocimo bazu prostora V', neka je to skup vektora oznacen sa A. Tada
je
dim(V) = k(A) = k.

Dalje, uoc¢imo funkcionelu f € V*. Ona je odredena svojim vrednostima
{f(a),a € A} i ove vrednosti su proizvoljni skalari iz polja P. Zbog toga
postoji bijekcija izmedu funkcionela f € V* i funkcija ]?: A — P, odnosno
elemenata funkcionalnog prostora P4,

Osim toga, preslikavanje F' : V* — P4 definisano sa

F(f) ={f(a):ae A}

je izomorfizam vektorskih prostora V* i PA4.
Odavde sledi da je
E(V*) = k(PY) = ¢,

dim(V*) = dim(P%).
Kako je ¢* = 2% (vidi 2.28 (b)), jer je k beskonacan kardinal, dobijamo da je
E(V*) = 2k,
Sa druge strane, na osnovu tvrdenja 3.28 primenjenog na prostor V* imamo
E(V*) = c-dim(V*) = ¢ - dim(P?).
Na osnovu primera 3.30 znamo da vazi
dim(P4) = 2kA)
Kako je k beskona¢ni kardinal, poznato je da k = k(A) > X,. Stoga je
dim(P*) > 2% = ¢.

Na osnovu navedenih jednakosti i nejednakosti u gornjim razmatranjima,
mozemo zakljuciti

k(V*) = dim(V*) = 28,
O

Posto je poznato da je za beskonaéni kardinal k ispunjeno 2% > k, iz
prethodnog tvrdenja dobijamo sledec¢u posledicu.

Posledica 3.38. Za proizvoljan beskonacno dimenzionalan vektorski prostor
V' nad poljem P wvazi sledeca nejednakost

dim(V*) > dim(V).
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3.8.2 Drugi dualni prostor vektorskog prostora

Neka je V' vektorski prostor nad poljem realnih ili kompleksnih brojeva P.
Kako smo ranije pokazali tada je i V* takode vektorski prostor nad pomenu-
tim poljem P. Zbog toga mozemo posmatrati i odgovarajué¢i dual prostora
V*. Njega ¢emo oznaciti sa V** i on se naziva drugim dualom prostora V.

Prostor V' moze se utopiti u drugi dualni prostor V**. Naime, za proizvol-
jan vektor z € V| posmatrajmo funkcionelu F), definisanu sa

F.(g)=g(z) (ge V7).

Ovako definisana funkcionela pripada prostoru V**. Zaista, za proizvoljne
funkcionele gy, go € V* i skalare «, f € P imamo

Fi(agi +Bg92) = (agi + Bga2)(x)
= agi(z) + Bg2(x)
= ali(g1) + BF:(g2),

pa je F, linearna funkcionela na prostoru V*, odnosno F, € V**.
Definisimo sada preslikavanje f: V — V** sa

flz)=F, (zxe€V).

Ono je linearno, jer za proizvoljne vektore xi,xo, € V, skalare o, € P i
funkcionelu g € V* vazi:

Foriipe:(9) = glax + Bxg)
= ag(r1) + Bg(w2)
= akFy (9) + BF.(9)
= (aF,, + BF.)(9)-

Dakle,
f(Oél'l + ﬁQ:Q) = FalerﬂxQ
= ofF,, + (F,,
= af(x) + Bf(2).
Osim toga, preslikavanje f je injektivno jer iz
flz)=F,=0,
sledi da je



Zbog toga je primenom posledice 3.36, neposredno x = 0.

Iz prethodnog izlaganja sledi da je preslikavanje f jedno utapanje pros-
tora V' u drugi dualni prostor V**. Pomenuto preslikavanje, f, naziva se
kanonickim utapanjem prostora V u V**. Kako je kanonicko preslikavanje
f jedna bijekcija izmedu skupova V' i f(V') i skup f(V') potprostor prostora
V** dobijamo da za svaki vektorski prostor V' nad poljem P vazi

dim(V**) > dim(V).
Vektorski prostor V' naziva se algebarski refleksivnim ako vazi
fvV)y=v=
i jasno, algebarski nerefleksivnim ukoliko je

V) # Ve

Ako je prostor V' alegebarski refleksivan, tada je kanonicko utapanje pros-
tora V u prostor V** bijektivno preslikavanje. Odavde sledi da ukoliko je V
algebarski refleksivan, onda prostori V' i V** imaju iste dimenzije, odnosno

dim(V**) = dim(V).

Tvrdenje 3.39. Vektorski prostor V' je algebarski refleksivan ako i@ samo ako
je konacno dimenzionalan.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je prostor V' kona¢no dimenzionalan. Ako
je njegova dimenzija jednaka n, tada je na osnovu tvrdenja 3.34 i dimenzija
dualnog prostora dim(V*) = n. Ako isto tvrdenje sada primenimo na V*
dobijamo da je prostor V** takode kona¢no dimenzionalan i dim(V**) = n.
Dakle, dobili smo

dim(V**) = dim(V) = n.

Kako je pri kanonickom utapanju f : V' — V** prostor V potprostor prostora
V** ocigledno je da se prostori f(V) i V** poklapaju pa je V algebarski
refleksivan.

Sada pretpostavimo da je prostor V' beskonac¢no dimenzionalan. Tada je
na osnovu posledice 3.38

dim(V*) > dim(V),

pa je i V* beskonacno dimenzionalan. Primenimo opet istu posledicu, ali
sada na V*. Dobijamo:

dim(V**) > dim(V™),
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stoga se moze zakljuciti da vazi
dim(V*™) > dim(V).

Kako vazi pomenuta nejednakost, sledi da prostor V' ne moze biti algebarski
refleksivan. O]

Napomena 3.40. Ako je V proizvoljan beskonacno dimenzionalan vektorski
prostor, tada na osnovu tvrdenja 3.37 dobijamo da vazi:

dim (V) = 22"
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3.9 Metricki i normirani prostori-osnovne definicije
Definicija 3.41. Neka je V#0id:V xV — [0,00) tako da vaze uslovi:
L dz,y) =0 x=y
2. Zasve x,y € V je d(z,y) = d(y, z) (simetri¢nost)

3. Za sve x,y, z € V vazi nejednakost trougla: d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Tada je preslikavanje d metrika na skupu V', a d(z,y) je rastojanje tacaka x
iy. Par (V,d) naziva se metricki prostor.

Definicija 3.42. Metricki prostor (V,d) je separabilan ako postoji A C V/
takav da je k(A) < k(N) =Xy i A =V, odnosno ako postoji prebrojiv gust
skup u V.

Definicija 3.43. U metrickom prostoru (V, d) kazemo da niz {a,,n € N} u
V' konvergira ka a € V' ako je lim,_ d(a,,a) = 0. Odnosno,

lim a, =a <= lim d(a,,a) =0.

n—oo n—oo

Definicija 3.44. Niz {z,,n € N} iz V je Kosijev ako vazi sledeé¢i uslov:
(Ve > 0)(Ino(e) € N)(Vn,m € N)(m,n > ng(e) = d(x,, x,) < €).

Definicija 3.45. Ako je u metrickom prostoru (V, d) svaki Kosijev niz kon-
vergentan, onda je pomenuti prostor kompletan.

Neka je V' vektorski prostor nad poljem realnih ili kompleksnih brojeva
P.

Definicija 3.46. Preslikavanje v : V' — [0,00) je norma nad V ako vaze
slede¢i uslovi:

L vz)=0<2=0

2. v(Ax) = |Av(z) zasve N\ € Pisvex € V

3. vie+y) <v(z)+v(y) zasvex,yeV
Uredeni par (V,v) je normiran prostor.

Normu v ¢emo u daljem tekstu obelezavati sa ||-|| ili ||-|| .
Svaki normirani prostor (V,||-||) je i metricki prostor (V,d) sa metrikom
d koja je definisana na sledeci nacin:

d(z,y) = [lo —yl| zasve z,yeV.

Pokazad¢emo da d ima osobine metrike:
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1. Prva osobina sledi iz ekvivalencija:

dlz,y) =0 |z —y[|=0r-—y=02=1.

2. Kako je [z —yl| = |(=1)(y = 2)|| = | = 1] ly — 2| = [ly — ]|, sledi da
je d(z,y) = d(y,z) za sve z,y € V.

3. d(w,z) =z -z =llz—y+y—zl < llz—yll+ Iy -z =dzy) +
d(y,z), za sve x,y,z € V.

Neka je skup {z;]i € I} C V Hamelova baza u V. To znaci da se vektor
x € V moze prikazati kao
xr = Z ;05

gde su q; skalari polja P, pri ¢emu su svi sem konaéno mnogo njih («;) jednaki
nuli. Ovakva reprezentacija vektora je jedinstvena, to smo ranije pokazali.
Takode, poznato je da svaki vektorski prostor V' # {0} ima Hamelovu bazu.

Svaki vektorski prostor moze se normirati tako Sto je za elemenat xr =
> icr Qi norma, |lz|| data sa

||| = maz{|cy| : i € T}.

Ako je normirani prostor (V,|-]|) kompletan metricki prostor kazemo da
je Banahov prostor.
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3.10 Dimenzija separabilnog normiranog prostora

Neka je T proizvoljan beskonacan skup. M(T') je skup svih ogranic¢enih
funkcija F' : T'— P nad poljem P, sa normom proizvoljne funkcije F' € M (7))
definisanom na slede¢i nacin:

I1F| = sup{|F(t)| : t € T}.

Napomenimo, pre uvodenja sledeceg tvrdenja, da su prostori kongruentni
ukoliko je preslikavanje definisano izmedu njih linearno i izometri¢no.

Tvrdenje 3.47. Za svaki normirant prostor V- nad poljem realnih ili kom-
pleksnih brojeva P, postoji neprazan skup T takav da je prostor V' kongruen-
tan sa nekim potprostorom Vo Banahovog prostora M(T).

Skup T nije jednoznacno odreden prostorom V.

Dokaz. Neka je S = {z;, : t € T} proizvoljan svuda gust skup tacaka u
prostoru V. Skup S, a time i indeksni skup 7', jasno je nisu jednoznaéno
odredeni. Kao moguc¢nost moze se uzeti i da je S =V, odnosno T = P.
Za svako t € T, oznac¢imo sa f; linearnu funkcionelu iz prostora V* takvu
da je
Ifell =1, flw) = |||

Ovo vazi kao posledica Han-Banahove teoreme (vidi [2]).
Dalje, za proizvoljno x € V mozemo definisati funkciju £, : " — P sa

Fo(t) = fi(z) t€T).
Kako je |fi(x)] < || fill [|z|| = ||z|| za svako t € T, sledi da je
[F:(0)] < =l (teT),

pa je funkcija F, € M(T).
Definisimo sada preslikavanje g : V' — M(T) sa

glx)=F, (x €V).

Ovo preslikavanje je dobro definisano i linearno, jer za proizvoljne x,y € V i
skalare o, B € P vazi

Fozipy(t) = filax + By)
= afi(z)+Bfi(y)
= aFy(t) + 0F,(1)
= (alF, + BF,)(t).
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Dakle, Fopypy = oy + BF,.
Dokazac¢emo da je preslikavanje g izometricno, odnosno da je
[Fol] = sup{[fi(z)] : t € T} = [lz]| (z € V).
Kako je [f(x)| < o] (t € T), sledi da je | F,| < |||
Dalje je za proizvoljno t € T ispunjeno
| [fe(zol = Nzl | = [zl = =] | < [lze — ],

| Lfe()] = ezl | < [fix) = filwd)] = |filw — x| < llo— 2],
odakle je
[ fe(@)] =[]l | < 2 — ]
Kako sada za svako € > 0 postoji neko t € T tako da je ||z; — z|| < € sledi
da je
1|l = sup{[fi(x)] : t € T} = ] .

Odavde dobijamo da je || Fy|| = ||z]|.

Iz linearnosti i izometricnosti preslikavanja g, neposredno sledi da je
pomenuto preslikavanje i injektivno. Zbog toga je normirani prostor kon-
gruentan sa potprostorom Vy = g(V') = {F, : x € V'} prostora M (T). O

Kao posledicu prethodnog tvrdenja dobijamo sledece tvrdenje.

Tvrdenje 3.48. Svaki separabilan normiran prostor V. nad poljem realnih
il kompleksnih brojeva P, izomorfan je sa nekim potprostorom Banahovog
prostora [m] = [m]p.

Dokaz. 1z separabilnosti prostora V sledi da postoji svuda gust skup tacaka
{z,, : n € N} u tom prostoru. Ako stavimo 7" = N, tada je M(T) = M(N) =
[m]p sa normom

1061, &2 Il = sup{|&n| : n € N},
i tvrdenje sledi iz prethodnog. O]
Tvrdenje 3.49. Za proizvoljan separabilan normirani prostor V- # {0} nad
poljem P wvaZi:

1. dim(V) < ¢
2. k(V)=rc

Dokaz. 1) Na osnovu prethodnog tvrdenja znamo da postoji izvestan pot-
prostor E Banahovog prostora [m], takav da su V' i E kongruentni prostori.
Odavde je
dim(V) = dim(E) < dim([m]) = ¢.
2) Kako je dalje k(V) = ¢ - dim(V) i na osnovu 1) dim(V') < ¢, sledi da
je k(V) =rc. O



3.11 Dimenzija Banahovog prostora

Tvrdenje 3.50. Neka je V' beskonacno dimenzionalan Banahov prostor nad
poljem realnih ili kompleksnih brojeva P. Tada je

dim (V) > c.

Dokaz. Neka je f; # 0 proizvoljna ograni¢ena linearna funkcionela na pros-
toru V' i Ey = N(f1) njen nula-potprostor. Potprostor F; je zatvoren i kako
je on hiperpotprostor prostora V sledi da je i on beskona¢no dimenzionalan.
Sada oznac¢imo sa x; proizvoljan vektor iz skupa V'\ B} takav da je ||q] = 1.

Neka je sa fo # 0 oznacena proizvoljna ogranic¢ena linearna funkcionela
na zatvorenom potprostoru F; i neka je By = N (f2) njen nula-potprostor.
Uocimo sada proizvoljan vektor z, € E; \ E» takav da je |22 = 3.

Nastavljaju¢i ovakav postupak dobijamo niz vektora {zi,zs,...} u pros-
toru V takav da je ||z, || = 5=, n € N1iniz zatvorenih potprostora Ey, B, . ..
takvih da je

VOE,DE,D ...

pritom vektori x1,...,x, ¢ E,, a vektori T, 41, ZTpie,... € E, za sve n € N.
U nastavku ¢emo konstruisati jedan vektorski izomorfizam izmedu pros-
tora [m| = [m]p 1 potprostora V; prostora V.
Uocimo proizvoljan niz y = (£1,&, . ..) € [m] i odgovarajuéi vektorski red

o0
Z §kT,
=1

u prostoru V. Pod pomenutim redom se podrazumeva niz parcijalnih suma
n
5% :ijzjgkxk (neéfﬂ)
k=1

Kako je za proizvoljne indekse m > n ispunjeno

Yo G| < D Ll

HSm_SnH =
k=n+1 k=n+1
< >yl el
k=n+1
— 1 [l
Wl Y g < i
k=n-+1

sledi da je niz {S,} Kosijev, dakle konvergentan u prostoru V.
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Neka je sada x = Y o | &g
Uocimo dalje preslikavanje ¢ : [m] — V' definisano sa:

(&, &, ...) = Z{kxk.
st

Ovo preslikavanje je linearno i injektivno. Pokaza¢emo da je injektivno.
Pretpostavimo da je za neki vektor y = (&1, &2, . ..) € [m] ispunjeno

o0

k=1
Tada je

o0
Simy = — kaﬂﬂk-
k=2

Kako su svi vektori x5, x3,... € Fy i potprostor E; zatvoren, sledi da red

Z &rxy € B
k=2

Medutim, kako vektor 1 ¢ Ei, iz jednakosti & = — Y oo, &pay sledi da
je & =01 > ,7, &, = 0. Na slican nacin zakljucujemo da vazi & = & =
...=0. Zbog toga je y = (&1,&2,...) = 0, pa je preslikavanje injektivno.

Na ovaj na¢in smo pokazali da je prostor [m| linearno izomorfan sa nekim
potprostorom Vy = ¢([m]) prostora V. Zbog toga vazi

dim(V') > dim(Vy) = dim([m]) = c.
Dakle, dim(V') > ¢. O
Sledi nekoliko posledica prethodno navedenog tvrdenja.

Posledica 3.51. Ako je V' proizvoljan beskonacno dimenzionalan vektorski
prostor, ¢ija je dimenzija strogo manja od ¢. Tada je prostor V. nekompletan
u bilo kojoj mormi.

Posledica 3.52. Neka je V' proizvoljan beskonacno dimenzionalan Banahov
prostor. Tada vazi
E(V)=dim(V) > c.

Dokaz. Kako smo ranije pokazali da je k(V) = ¢ - dim(V), a na osnovu
poslednjeg tvrdenja imamo dim(V') > ¢, sledi

k(V) = ¢ dim(V) = dim(V)).
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Posledica 3.53. Svaki separabilan beskonacno dimenzionalan Banahov pros-
tor V' nad poljem P zadovoljava uslov

K(V) = dim(V) = «.
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4 Zakljucak

U ovom master radu razmatrana je, kako i sam naslov kaze, dimenzija vek-
torskog prostora.

U skladu sa tim veliku paznju smo posvetili i kardinalnim brojevima,
koji su detaljno obradeni u prvom delu rada. Definisana je odgovarajuca
klasa ekvivalencije, prebrojivi i beskonac¢ni skupovi, kao i mnostvo teorema
koje opisuju pomenute skupove i daju potrebne i dovoljne uslove za broj
elemenata skupa u skladu sa postojanjem odgovarajuceg preslikavanja ili
relacijama koje postoje izmedu posmatranih skupova. Takode, razmatrane
su operacije nad kardinalnim brojevima, kao i poredenje kardinalnih brojeva
uvodenjem odgovarajuce relacije poretka.

Zatim smo presli na vektorske prostore. Krenuli smo od uvodenja os-
novnih pojmova vezanih za ovu tematiku, same definicije i linearne neza-
visnosti vektora, a onda presli na dimenziju prostora i potprostora, kao i
na kardinalnost vektorskog prostora. Bavili smo se vezom izmedu dimenzije
vektorskog prostora i kardinalnosti istog. Takode, u ovom delu rada posvetili
smo paznju dualnim prostorima i njihovoj dimenziji. Na kraju je razmatrana
dimenzija separabilnog normiranog prostora, kao i Banahovog prostora.
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