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Glava 1

Uvod

Najcescée koriséen pristup u analizi biznis ciklusa je Furijeova spek-
tralna analiza. Furijeova analiza se zasniva na transformaciji inici-
jalnog signala na skup sinusoida razlicitih frekvencija i amplituda. Ova
transformacija omogucava analizu skupa dobijenih sinusoida i zatim
ponovnu rekonstrukciju inicijalnog signala. Ipak, na ovaj nacin infor-
macija o tome kada se odredeni dogadaj desio u vremenu se gubi, sto
je jedan od najveéih nedostataka Furijeove transformacije. Ovaj ne-
dostatak otklanja se uvodenjem vejvlet transformacije. Ovaj prelazak
bi¢e opisan na pocetku druge glave. Potom ¢e biti pojasnjen pojam
vejvlet transformacije, kako kontinualne, tako i diskretne.

U tre¢em delu rada bi¢e pojasnjeni linearni filteri u frekventnom,
a potom i u vremenskom domenu. Njihova primena u ekonomiji i fi-
nansijama je od velikog znacaja zato sto se koriste u svrhu izvlacenja
komponenti vremenskih serija u odredenom opsegu frekvencija i anal-
izom tih komponenata.

U cetvrtom delu rada bi¢e pojasnjena tri filtera, odnosno primena
filtera i malih talasa u praksi, kao i upotreba filtera u analizi finansi-
jskih trzista.

Na kraju, u petom delu delu rada preko programskog paketa MAT-
LAB prikaza¢emo implementaciju jednog od prethodno opisanih fil-
tera. Cilj ovog rada jeste prikazivanje primene teorije malih talasa i lin-
earnih filtera u ekonomiji i finasijama. U tehnickoj analizi trzista filteri
su znacajan alat, a njihov znacaj opisan je kroz primere primene. Ve-
jvlet analiza, kao poboljSanje Furijeove analize, iako ima veliki znacaj u
objasnjavanju ekonomskih pojava, predstavlja jos uvek relativno neis-
trazen alat u ovoj oblasti.
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Vejvlet (malotalasna)
transformacija

Teorija malih talasa razvila se kao nadogradnja Furijeove transforma-
cije. Svoju primenu nasla je u mnogim oblastima. U prvom delu
ove glave bic¢e opisano kada i kako se sa Furijeove transformacije po-
lako prelazilo na vejvlet transformaciju, sa pominjanjem najznacajni-
jih naucénika zasluznih za ovu promenu. U tre¢em delu ove glave bice
reC¢i o kontinualnoj vejvlet transformaciji i multirezoluciji, dok se u
cetvrtoj glavi upoznajemo sa diskretnom vejvlet transformacijom koja
predstavlja vrlo koristan alat za rad sa vremenskim serijama. U ovom
poglavlju koris¢ena je literatura [1], [2] i [3].

2.1 Kratak istorijat

Furijeova transformacija je verovatno najrasprostanjeniji alat za obradu
signala u nauci i inzenjerstvu. Za postavljanje njenih osnova zasluzan
je francuski matematicar Dzozef Furije. Furije je postavio problem
resavanja parcijalnih diferencijalnih jednacina za Sirenje toplote. Teoriju
o Sirenju toplote razvio je u periodu izmedu 1804. i 1807. godine.
Naime, on je tvrdio da je moguée svaku periodi¢nu funkciju aproksimi-
rati sumom odredenih trigonometrijskih funkcija. Furijeova analiza
bavi se problemom aproksimacije proizvoljne funkcije skupom elemen-
tarnih funkcija. Rezultate teorije o Sirenju toplote i Furijeovom redu
saopstio je 1807. i 1811. godine. Medutim, zbog beskompromisnih
prigovora nekih od njegovih savremenika medu kojima je i Lagranz,
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naucni rad o njegovom otkri¢u nikad nije objavljen sve dok Furije nije
napisao i objavio knjigu , Analiticka teorija toplote” 1922. godine. U
toj knjizi, prvi je izneo teoriju da matematicka funkcija proizvoljnog
oblika moze da se predstavi u obliku zbira sinusoidnih funkcija rastuce
frekvencije i opadajuce amplitude.

Teorija je nastavila da se razvija uvodenjem familije Haar vejvleta
(1909. godine), nazvanih po nauc¢niku Alfredu Haru. Haar vejvleti
¢ine po delovima neprekidne funkcije Sto ograni¢ava njihovu primenu.

Nekoliko naucnika kao sto su Littlewood, Stein i Norman H. Ricker
su izmedu 1930. i 1970. godine dali doprinos istrazivanju vejveta
kakvim ih poznajemo danas. Doprinos teoriji malih talasa dali su i
naucnici Paul Levy i Denis Gabor.

Fizicar Levy je tridesetih godina proslog veka istrazivao Braunovo
kretanje i tada je doneo malo poboljsanje Haarovog rada. Otkrio je
da funkcije promenljive skale, odnosno bazne Haarove funkcije postizu
bolje rezultate od Furijeovih baznih funkcija kada se istrazuju odredeni
detalji Braunovog kretanja. Haarove bazne funkcije mogu biti skalirane
u razli¢itim intervalima, kao sto su intervali [0,1], [0,1/2] ili [1/2,1].

Gabor je predlozio kratkotrajnu Furijeovu transformaciju. Ona,
za razliku od Furijeove transformacije koja omogucava globalnu spek-
tralnu analizu talasa, lokalizuje signal u vremensko-frekvencijskoj ravni.
Ova teorija ima jedan nedostatak. Naime, kratkotrajna Furijeova trans-
formacija omogucava da se frekvencija signala posmatra kroz delove
(tzv prozore, engl. windows). Sirina tih prozora je fiksna i tu nastaje
problem koji resava nauc¢nik Morlet.

Morlet je razvio i implementirao tehniku skaliranja i pomeranja
funkcije prozora analize u analizi signala dok je radio u jednoj naftnoj
kompaniji sredinom 70ih. On je analizirao seizmicke talase slanjem
akusti¢nih impulsa u zemlju. Analiziranjem eha koji se vra¢a moze se
utvrditi prisustvo nafte u Zemljinoj kori, kao i debljina sloja nafte koja
je pronadena. Kada je Morlet prvi put upotrebio kratkotrajnu Furi-
jeovu transformaciju da analizira ove ehoe, zakljucio je da od pomo¢i
nece biti ako Sirinu prozora odrzava konstantnom. Kako bi resio ovaj
problem, radio je sledece: eksperimentisao je tako sto je frekvenciju
funkcije prozora drzao konstantnom, dok je Sirinu prozora menjao tako
sto je sirio ili skupljao funkciju prozora. Morlet je dosao na ideju da
menja Sirinu prozora. Rezultat koji se dobija menjanjem Sirine prozora
je sam Morlet nazvao ,talasi” — tu pocinje era istrazivanja o vejvletima.
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Zapravo, pristup koji je Morlet imao bio je slican onom koji je pre njega
imao Haar. Medutim, teoretsko definisanje vejvlet transformacije prvi
put je predlozeno tek kada se Morlet udruzio sa nau¢nikom po imenu
Alex Grossmann. Njih dvojica su zajedno oblikovali teoriju malih ta-
lasa. Realizovali su ideju da se signal u izvesnom smislu transformise
primenom vejvleta, a da se zatim vrati ponovo u pocetni oblik. Pri
tome je cilj bio o¢uvanje informacija koje su potrebne za rekonstrukciju
signala.

Nakon velikog traga koji su ostavili Morlet i Grossman (objavljivan-
jem zajednickog rada 1984. godine), mnogi naucnici su ulozili dosta
truda u razvijanje teorije malih talasa. Jedan od najve¢ih koraka u
ovom periodu napravljen je kada su naucnici Stephane Mallat i Yves
Meyer izumeli multirezoluciju. Nakon toga, Ingrid Daubechies je 1988.
godine stvorila sopstvenu familiju vejvleta, baziranu na konceptima
multirezolucije. Ti vejvleti su danas poznati pod nazivom Daubechies
vejvleti. Ona je dosla do nove familije ortonormiranih vejvleta.
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2.2 Prelazak sa Furijeove na vejvlet trans-
formaciju

Dobro poznata Furijeova transformacija je uobicajena metoda za
proucavanje i analizu signala kroz frekvencijski domen. Ona obuh-
vata projekciju signala na ortonormalni set trigonometrijskih kompo-
nenti. Furijeova transformacija koristi bazu sinusa i kosinusa razli¢itih
frekvencija da utvrdi da li odredena frekvenicja postoji u signalu i u
kojoj meri.

Furijeova transformacija vremenske serije z(t) data je sa

oo
F,(w) = / z(t)e ™dt,w € R.
—0o0

[ako vrlo korisna, Furijeova transformacija ne govori o tome kako se
menja frekvencijska komponenta signala tokom vremena (omoguéava
analizu frekvencijskog sadrzaja signala). Ona zapravo govori koliko
svake frekvencije postoji u signalu, ali ne i kada u vremenu se frekven-
cija javlja. Frekvencija je u stvari mera brzine promene neke pojave.
Visoke frekvencije karakteristicne su za brze promene, dok se niske
frekvencije vezuju za spore promene. Kako bi se naslo resenje za ovako
ogranicen pristup, uvedena je takozvana kratkotrajna Furijeova trans-
formacija, poznata i kao Gabor ili windowed transformacija (od en-
gleske re¢i window koja oznacava prozor, deo). Posmatranjem polazne
funkcije kroz ,prozore” i racunanjem Furijeove transformacije poje-
dinih delova, lokalizujemo pojavu frekvencije u vremenu. Ideja je da
se Furijeova transformacija koristi za krac¢e vremenske periode.

Postavlja se pitanje-zasto bi se istrazivale i koristile vejvlet metode
umesto spektralnih alata kao sto je Furijeova analiza? Furijeove bazne
funkcije (sinusi i kosinusi) vrlo su korisne kada se radi sa stacionarnim
vremenskim serijama. Medutim, ogranicavanje na stacionarne vre-
menske serije nije dobar izbor kada se radi o ekonomskim /finansijskim
vremenskih serijama posto se one prilicno menjaju tokom vremena
(npr. trendovi, ima naglih i strmih promena). Gabor transformacija
osmisljena je kako bi se postigao balans izmedu vremena i frekvencije
pomerajuéi prozore duz vremenske serije. Gabor transformacija je jed-
nostavno primenjivanje Furijeove transformacije na delove vremenske
serije. Ideja je da se signal posmatra kroz prozore fiksne Sirine i da se
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odredi spektar dela signala koji se ,,vidi” kroz taj prozor. Uvodi se po-
jam lokalne frekvencije, odnosno posmatraju se spektralne komponente
u odredenom vremenskom intervalu.

Vremensko-frekvencijska analiza ogranic¢ena je Hajzenbergovim prin-
cipom neodredenosti. U kvantnoj fizici, Hajzenbergov princip neo-
dredenosti govori, u obliku preciznih nejednakosti, da odredeni parovi
fizickih svojstava, kao Sto su pozicija i momenat, ne mogu da budu
izmereni sa proizvoljnom preciznoséu. Drugim rec¢ima, Sto je pre-
ciznije jedno svojstvo izmereno, to se manje precizno drugo svojstvo
moze izmeriti. U nasem konkretnom slucaju, ovaj princip govori kako
ne mozemo znati koja frekvencija postoji u kom vremenskom inter-
valu. Najbolje sto moze da se uradi je istraziti koje spektralne kompo-
nente postoje u datom vremenskom intervalu. Posto rezolucija u vre-
menu i frekvenciji ne moze biti proizvoljno mala, jer je njihov proizvod
ogranicen sa donje strane, to rezultira kompromisom izmedu vremena i
frekvencijske rezolucije (engl. time-frequency resolution tradeoffs). Za
male Sirine prozora ostvaruje se dobra vremenska lokalizacija, ali gu-
bimo na frekvencijskoj rezoluciji. Za analiziranje malih detalja signala,
povecava se frekvencija analizirajuce funkcije. Nasuprot tome, pri ve-
likoj Sirini prozora, gubimo na lokaliziciji vremena, a dobijamo dobru
frekvencijsku rezoluciju. Problem sa windowed Furijeovom transforma-
cijom jeste sto koristi prozore konstantne duzine. Ovi prozori fiksirane
duzine daju uniformnu podelu vremensko-frekvencijske ravni. Kada se
u obzir uzima Sirok opseg frekvencija, prozor sa fiksiranim vremenom
sadrzi veliki broj ciklusa visoke frekvencije, a mali broj ciklusa niske
frekvencije. Rezultat toga jeste da postoji suvise veliki broj kompo-
nenti visoke frekvencije i suvise mali broj komponenti niske frekvencije.
Za analiziranje malih detalja signala, povecava se frekvencija analizira-
juce funkcije. Na ovaj nacin tesko se postize potpuna informacija i o
vremenu i o frekvenciji. Dakle, kada se signal ispituje u fiksiranom
vremensko-frekvencijskom prozoru sa konstantnim intervalima kako
u vremenskom, tako i u frekvencijskom domenu, Furijeova windowed
transformacija ne dozvoljava adekvatnu rezoluciju za sve frekvencije.

Dolazimo do klju¢nog problema, a to je izbor Sirine prozora. Trans-
formacija koja otklanja ovaj nedostatak je upravo vejvlet transforma-
cija. Ona omogucava uskladenost veli¢ine prozora, odnosno vremenske
rezolucije sa skalom svake od frekvencijskih komponenti funkcije. Ve-
jvlet transformacija, sa druge strane, koristi lokalne bazne funkcije koje
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mogu biti rasirene i translirane sa fleksibilnom rezolucijom i po frekven-
cijskoj i po vremenskoj osi. Koris¢enjem prozora postize se poboljsanje
frekvencijske rezolucije pri niskim frekvencijama i vremenske rezolucije
pri visokim frekvencijama. Odredena komponenta visoke frekvencije
moze biti bolje lokalizovana u vremenu u poredenju sa komponen-
tom niske frekvencije. Suprotno tome, komponenta niske frekvencije
moze bolje biti lokalizovana frekvencijski u odnosu na komponentu
visoke frekvencije. Dopustanjem da prozor bude razli¢itih velic¢ina,
postize se poboljsanje frekvencijske rezolucije pri niskim frekvencijama
i poboljsanje vremenske rezolucije pri visokim frekvencijama. Praveci
kombinaciju prosirivanja i pomeranja mother (od engleske reci mother
sto znaci majka) vejvleta, vejvlet transformacija uspeva da pokupi sve
informacije iz vremenske serije. Medutim, i ovde vazi Hajzenbergov
princip neodredenosti. Ne moze se ocekivati da se za odredenu tacku
u vremensko-frekvencijskoj ravni poboljsaju i vremenska i frekvenci-
jska rezolucija. Vejvlet analizu posmatramo kao poboljsanje Furijeove
analize posto omogucava fleksibilniji pristup analizi vremenskih serija.

Preko slike 2.1. ilustrova¢emo prethodnu diskusiju. U vremen-
skom domenu, svaka tacka vremenske serije sadrzi informacije o svim
frekvencijama. Sa druge strane, u slucaju Furijeove transformacije,
svaka tacka u frekvencijskom domenu sadrzi informacije o svim tackama
u vremenskom domenu. U sluc¢aju kratkotrajne Furijeove transforma-
cije, vremensko-frekvencijska ravan podeljena je pomocéu prozora kon-
stantne duzine. Vremensko-frekvencijska ravan je izdeljena prozorom
konstantne duzine kada se koristi kratkotrajna Furijeova transforma-
cija, dok je kod vejvlet transformacije Sirina prozora podesena u odnosu
na frekvenciju.

Na slici 2.1 prikazano je, redom, poredenje vremensko-frekvencijskih
svojstava za vremensku seriju, zatim njena Furijeova transformacija,
kratkotrajna Furijeova i na kraju vejvlet transformacija.
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Slika 2.1: Poredenje vremensko-frekvencijskih svojstava za vremensku
seriju, zatim njena Furijeova transformacija, kratkotrajna Furijeova i

na kraju vejvlet transformacija.
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2.3 Kontinualna vejvlet transformacija

Kontinualna vejvlet transformacija vremenske serije x(t) moze biti

zapisana kao
(o)

Wolrs) = [ a0,

— 0o

gde x oznacava kompleksnu konjugaciju. Vejvlet transformacija razlaze
vremensku seriju x(t) na bazi¢ne funkcije (vejvlete), 1, 4(t) , bas kao
sto se u Furijeovoj analizi koriste sinusi i kosinusi. Termin vejvlet
oznacava mali talas (talasi¢, od engleske reci wavelet), gde se re¢ ,mali”
odnosi na to $to je window funkcija konacne duzine (ima kompaktni
nosac), dok se re¢ ,talas” odnosi na stanje u kom funkcija osciluje.
Ove bazne funkcije, koje su odredene duzine i oscilacija, dobijene su
translacijom i dilatacijom mother vejvleta 1 (t) koji je definisan sa

Gralt) = ——p(- =T

|s[ - #

),

gde T oznacava parametar translacije (odreduje poziciju u vremenu),
s je skala (parametar dilatacije), dok ﬁ predstavlja normalizaciju
S

energije duz razli¢itih skala (ovaj izraz zapravo izjednacava varijansu
skaliranog mother vejvleta i varijansu originalnog mother vejvleta).
Transformisani signal je funkcija pomeranja (7) i skale s.

Termin ,translacija” se odnosi na to $to se prozor pomera duz signala
(menja lokaciju). (pogledati sliku 2.2)

Skala se odnosi na Sirinu vejvleta. Kada se menja parametar skale,
dobija se mother vejvlet koji je kompresovan ili rasiren. Ako je s < 1,
tada ¢e dobijeni vejvlet biti kompresovan. S druge strane, ukoliko je
s > 1, dobijeni vejvlet ¢e biti rasiren. Na kraju, ukoliko je za odredeni
vejvlet s = 1, tada je dati vejvlet bas mother vejvlet. (videti sliku 2.3)
Kada je u pitanju frekvencija, nize skale kompresovane vejvlet funkcije
hvataju detalje koji se brzo menjaju, odnosno visoke frekvencije. Vise
skale kod rasirene vejvlet funkcije hvataju detalje koji se sporije men-
jaju, odnosno, nize frekvencije.
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Slika 2.2: Vejvlet translacija: 7 = 0 (crna puna linija),7 < 0 (siva puna
linija), 7 > 0 (crna isprekidana linija).

Slika 2.3: wavelet dilatation
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Da bi 9(t) bio mother vejvlet, potrebno je da zadovolji naredne
uslove:

1. Integral od v(.) je 0, odnosno,

/+m¢(t)dt 0.

—0o0

Drugim recima, prose¢na vrednost vejvleta u vremenskom domenu
mora biti 0.

+oo
| wrwat =1,
—0oQ

sto znadi da je 1(t) ograniceno na intervalu vremena.

3. 1(t) treba da zadovoljava takozvani uslov prihvatljivosti,

+00 |4 2
0<Cy :/ [¥(w)l dw < 400,
0

W

gde je &(w) Furijeova transformacija od v (t), odnosno, ﬁ(w) =
[ 4p(t)e=™Tdt, kako bi se obezbedila rekonstrukcija signala bez
gubitka informacija.

Sa druge strane, definiSemo inverznu vejvlet transformaciju sa

1 oo foo drd
o) =g [ [ W)

koja omoguéava da se originalne serije, x(t), razviju ponovo iz svoje
kontinualne vejvlet transformacije. U vejvlet domenu mozemo defin-
isati nekoliko interesantnih veli¢ina, bas kao i u Furijeovoj transfor-
maciji. Na pocetku, mozemo definisati vejvlet stepeni spektrum kao
[W,(7,5)|>. Ova veli¢ina meri koliki je relativan doprinos varijansi
vremenske serije u svakom vremenskom trenutku i na svakoj skali. Za-
pravo, vejvlet stepeni spektrum moze da se integrali po 7 i s kako bi
se povratila ukupna varijansa serije na slede¢i nacin:

o2 _/+oo /+oo |2d7'd8
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Sledec¢a interesantna veli¢ina u vejvlet domenu je cross-wavelet spek-

trum. Ova veli¢ina meri kovarijansu izmedu dve serije u vremensko-

frekvencijskom prostoru. Neka su date dve vremenske serije z(t) i y(t)

sa vejvlet transformacijama W,(7,s) i Wy(7,s). Tada cross-vejvlet

spektrum mozemo definisati preko W, (7, s) = Wo(7, s)W; (7, s). Cross-
vejvlet spektrum moze da se razlozi na realne i imaginarne delove.

Vejvlet transformacija u odredenom momentu u vremenu koristi
informacije od susednih tacaka pa je samim tim manje tacna kako
vejvlet dopire do uglova vremenske serije (ovaj deo zove se konus uti-
caja). Regija pod uticajem se povecava sa poveanjem Sirine ili privre-
menog nosaca vejvleta, a kako bi se umanjio efekat takvih uticaja,
predloZeno je nekoliko metoda kao $to su dodavanje nula (engl.zero
padding), value padding (engl. povecanje vrednosti), periodizacija i
druge. Sve u svemu, rezultate koji su blizu pocetka i kraja vremenske
serije treba citati pazljivo.

Kako je pomenuto ranije, svi vejveti koji se koriste u vejvlet analizi
dobijeni su dilatacijom i translacijom mother vejvleta. Brojne funkcije
se koriste u ovu svrhu. Mother vejvlet koji se najcesée koristi za kon-
tinualnu vejvlet transformaciju naziva se Morlet vejvlet. (videti sliku)
Pored njega, Cesto su koriséeni i Paul i Meksicki Sesir vejvet (videti
sliku).

Ono sto Morlet vejvlet ¢ini pogodnim za ovakvu svrhu jeste njegova
kompleksna priroda koja omogucava vremenski zavisnu amplitudu, kao
i fazu za razli¢ite frekvencije. Morlet vejvlet definisan je sa

w2
U(t) = 71 (ewot — 6_20>€_2
2

w
Kako izraz e~ 2 postaje zanemarljiv za specijalno izabrano wy, Morlet
vejvet moze jednostavnije biti definisan sa

W(t) = W‘ieiwote_é

gde je © = v/—1 imaginarni broj, dok je wy centralna frekvencija ve-
jvleta.
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i ‘\ o~

Slika 2.4: Paul vejvlet: realni deo je prikazan crnom, a imaginarni
sivom linijom.

SR\l h -
V

Slika 2.5: MorletWave: realni deo je prikazan crnom, a imaginarni
sivom linijom.
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Slika 2.6: Realni i Imaginarni deo Morlet vejvleta za wqy = 6.

Vidimo da se Morlet vejvlet sastoji od kompleksnog sinusnog ta-
lasa unutrar Gausovog envelopa (videti sliku 2.6). Faktor normalizacije
W’i, omogucava da vejvlet funkcija ima jedini¢nu energiju. Parametar
wo je broj talasa koji kontroliSe broj oscilacija unutar Gausovog en-
velopa. Kada poveéavamo (smanjujemo) wy, dobijamo bolju (slabiju)
lokalizaciju frekvencije, ali istovremeno i loSiju (bolju) lokalizaciju vre-
mena. Ukoliko uzmemo da je wy = 6, dobi¢emo pogodnu ravnotezu

izmedu vremenske i frekvencijske lokalizacije. Kako je duzina Mor-

4ms _ : :
letovog talasa data sa Sy oo za wy = 6, vejvlet skale s je gotovo

jednak Furijeovom periodu sto nam olakSava interpretaciju vejvet anal-
ize.
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2.4 Diskretna vejvlet transformacija i mul-
tirezoluciona analiza

Racunanje vejvlet koeficijenata na svakoj mogucoj skali je obiman
posao. Stoga, lakse je izabrati set skala i pozicija na kojima ¢e se
praviti izracunavanja. Ukoliko se skale i pozicije bazirane na stepenu
dva, takozvane dyadic scales and positions, nasa analiza bi¢e mnogo
efikasnija, a nece se gubiti na tacnosti. Takvu analizu ¢emo dobiti na
osnovu diskretne vejvlet transformacije.

U prethodno opisanoj kontinualnoj vejvlet transformaciji, koris¢eni ve-
jvleti nisu bili ortogonalni i podaci dobijani ovakvom transformacijom
bili su visoko korelisani. U neortogonalnoj vejvlet analizi koristi se
proizvoljan broj skala kako bi se dobila kompletna slika. Sa druge
strane, diskretna vejvlet transformacija razlaze signal na uzajamno or-
togonalni set vejvleta. Stoga, diskretna vejvlet transformacija koristi
ogranicen broj transliranih i dilatiranih (skaliranih) vejvleta. Osnovna
ideja je da se izaberu 7 i s kako bi informacija sadrzana u signalu mogla
biti sumirana u minimumu vejvlet koeficijenata. Iako diskretna vejvlet
transformacija moze biti izvedena bez eksplicitnog povezivanja sa kon-
tinualnom vejvlet transformacijom, o diskretnoj vejvlet transformaciji
mozemo razmisljati kao o ,diskretizaciji” prethodne, kontinualne, ve-
jvlet transformacije. , Diskretizacija” vejvleta zapisanog preko

1 t—T
T8 )= —v(—— ;
ralt) = ()
moze biti predstavljena preko izraza:
1 t — k1os]
Yin(t) = —=1p(——2), (2.1)
s} 50

gde j i k predstavljaju cele brojeve koji kontrolisu dilataciju i translaciju
vejvleta, retrospektivno. Skala diskretizacije data je sa s = 36, a
diskretizacija translacije odgovara izrazu 7 = krosé, gde je sp > 11
To > 0. Primetimo da je veli¢ina koraka translacije, AT = T()Sé, propor-
cionalna skali vejvleta 36. Zarad jednostavnosti, uzmimo da je so = 2 i
7o = 1. Dobijamo dijadi¢nu mrezu (engl. dyadic grid), odnosno mrezu
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diskretnih vrednosti. Diskretna vejvlet transformacija se racuna samo
pri dijadi¢nim skalama, odnosno pri skalama 2’/. Unutar date dijadi¢ne
skale bira se t vremena koji su razdvojeni mnogostrukostima skale 27.
U ovom slucaju, maksimalan broj skala koji moze biti uzet u obzir je
ograni¢en ukupnim brojem opservacija T' (T je takvo da je J maksi-
malan ceo broj takav da vazi J < llggg) Broj translacija unutar date
dijadi¢ne skale ogranicen je sa gornje strane trajanjem signala.

Kada zamenimo sy = 2 i 79 = 1 u jednacinu (2.1) dobijamo sledeci

diskretni vejvet:

1 — 2k
wialt) = Z=v(5

Diskretni vejvleti se obi¢no biraju da budu ortonormalni preko odgo-
varajuceg izbora mother vejvleta, odnosno,

{1, j=m i k=n

).

/O:o V() (1) =

0, ‘nace

To znaci da su diskretni vejvleti ortogonalni na svoje dilatacije i translacije
i normalizovani tako da imaju jedini¢nu energiju. Oslanjajuéi se na os-
obine spektra, vejvlet funkcija moze da se posmatra kao pojasno pro-
pusni filter (band-pass filter). Posmatrajmo Sirenje vejvleta u vremen-
skom domenu sa faktorom 2. Pri svakom Sirenju vejvleta odgovarajudéi
bandwidth spektar (bandwidth-rang frekvencije, razlika izmedju kom-
ponente signala sa najve¢om frekvencijom i komponente signala sa na-
jmanjom frekvencijom) ¢e se prepoloviti. Ovim postupkom trebao bi
nam beskonacan broj vejvleta kako si se pokrio ¢itav spektar. Da bi
se prevazisao ovaj problem, uvode se takozvane skalirajuce funkcije,
poznate i pod nazivom father vejvleti. Skaliraju¢a funkcija se ponasa
kao niskopropusni filter (low-pass filter) i povezana je sa ugladavan-
jem signala. Glatki deo serije i komponente sa niskom frekvencijom
obuhvaceni su sa father vejvletom ¢(t), dok su komponente visoke
frekvencije i komponente sa detaljima opisane sa mother vejvletom.
Diskretna vejvlet transformacija omogucava razlaganje vremenske ser-
ije na sastavne komponente multirezolucije. Aproksimacija vremenske
serije y(t) ortogonalnom vejvlet serijom definisana je sa

y(t)=>_ SJvk¢J,k(t)+Z deka,k(t)—i_Z dJ—17k¢J—1,k(t)+“‘+Z d ity 5, (1),
K K k K



2.4. DISKRETNA VEJVLET TRANSFORMACIJA I MULTIREZOLUCIONA ANALIZA17

gde je J broj multirezolucionih nivoa (skala), dok se k kreée od 1 do
broja koeficijenata u odgovarajuc¢oj komponenti. Koeficijenti s, djk, dj—1, ..., d1k
su koeficijenti vejvlet transformacije i dati su sa

sk = [ yOoss(t)at

dyy = /y(t)¢j7k(t)dt, i=1,2,..J

Ovu koeficijenti su mera toga koliki je doprinos odgovarajuée vejvlet
funkcije posmatranom signalu. Funkcije ¢;x(t) 1 1;(f) dobijene su
preko preko skaliranja i translacije na sledec¢i nacin:

oJ
o) =20 )

t— 2k

Vik(t) = zj/%( 9j

), j=1,2,..J

Jednacina
y(t) = D sk, (4D dantd (D dyawth ;g (A A digthy (1)
k k k k

moze biti zapisana i kao

gde S;(t) = Sy sty (t) i Di(t) = Spdjutd, (1), j = 1,2,...J pred-
stavljaju komponentu sa detaljima i komponentu uglacavanja, retro-
spektivno.

Izraz y(t) = S;(t)+Dy(t)+ Dy_1(t)+...+ D;(t), predstavlja razla-
ganje serije y(t) na ortogonalne komponente Sy (t), D;(t), Dj_1(t),...D:(t),
pri razli¢itim rezolucijama i konstruise takozvanu multirezolucionu ve-
jvlet dekompoziciju. Za multirezolucionu analizu nivoa J, vejvlet dekom-
pozicija promenljive y sastoji se od J vejvlet detalja D, (t), Dj_1(t),...D(t)
i jednog glatkog vejvleta S;(t) (wavelet smooth-funkcija ugladjivanja).
Funkcija ugladjivanja obuhvata dinamiku niske frekvencije, dok vejvlet
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detalji obuhvataju karakteristike vise frekvencije u y.

Postoji nekoliko vejvlet familija kao sto su Haar, Daubechies, Symm-
lets, Coiflets (prikazane su na slici 2.7)
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Haar

Mother wavelet Father wavelet

Daubechies

Mother wavelet Father wavelet
Symmlet
Mother wavelet Father wavelet
Coiflet
Mother wavelet Father wavelet

Slika 2.7: Nekoliko vejvlet familija.
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Linearni filteri

U ovom delu rada bi¢e objasnjen pojam linearnih filtera. Filteri su
znacajni sa aspekta izdvajanja komponenti vremenskih serija koje su
interesantne za odredenu vrstu analize. NaveS¢emo nekoliko primera
filtera koji imaju Siroku primenu u svetu ekonomije i finansija i objas-
niti njihov znacaj. U ovom delu rada koriséena je literatura [1], [2] i
[3].

3.1 Metod filtracije

Metod filtracije se bavi identifikacijom i izdvajanjem odredenih oso-
bina (trendova, sezona) iz vremenskih serija koje su vazan pojam u
modeliranju i donosenju zakljucaka. Filtriranje je univerzalno istrazi-
vacko polje koje se moze susresti u naukama kao Sto su biologija, as-
tronomija, inzenjerstvo, fizika, kao i u ekonomiji i finansijama. Filteri
se u ekonomiji i finansijama koriste za izvlacenje odredenih komponenti
vremenskih serija poput trendova, sezona, poslovnih ciklusa, Sumova i
slicno. Nas cilj je da damo jedinstveni okvir o filterima koji ¢e prikazati
njihovu primenu u ekonomiji i finansijama. U ovom delu ¢emo poceti
sa linearnim filterima u vremenskom domenu, Sto ¢e biti predstavljeno
u delu 3.2. Tu ¢e biti pojasnjeni pojmovi kona¢nog i beskonacnog im-
pulsnog odziva filtera, a potom neuzrocni i uzro¢ni FIR filteri. Potom
¢e se u glavi 3.3. nastaviti sa filterima frekventnog domena. U toj
glavi bi¢e objasnjeni pojmovi funkcije frekventnog odziva, kao i nisko-
propusnih i visokopropusnih filtera.
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3.2 Filteri u vremenskom domenu

Diskretne vremenske serije predstavljaju niz posmatranja po in-
deksu vremena t, gde je raspon vremena od minus beskonacno do plus
beskonacno,

{2} oo = (s 0,1, 20, X1, T2, ...).

Vektor posmatranih vremenskih serija konacne duzine moze izgledati
kao realizacija nekog slucajnog procesa ili kao segment beskonac¢nog

niza,
X

(v @2, 1,00, L1, T2,y oy TN 15 TN, TN 15 -+,

posmatranja

gde je xy prvo posmatranje (ili realizacija), a xy_; poslednje posma-
tranje.

Linearni filter jednostavno kovertuje vremensku seriju x; u drugu
vremensku seriju y; pomocu linearne transformacije,

v — | Filter | — y,.

Izlaz y; linearnog filtera je rezultat dobijen operacijom nad ulazom z;,
pomocu vektora koeficijenata w;. Elementi vektora koeficijenata w; =
(s 9, w_1,wp,wr,ws, ...) se nazivaju filter koeficijenti. Operacija nad
ulaznim vektorom z; sa vektorom koeficijenata w; moze se prikazati kao

Y =Wk = Z WiT—j, (3.1)

1=—00

gde je buduca vrednost x; potrebna za dobijanje izlaza filtera u vre-
menu t. U realnoj primeni ovo je mozda neizvodljivo. Kao rezultat
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toga, namecu se odredena ogranicenja na filter tako da izlaz filtera ne
moze da postoji pre nego sto se realizuje sam ulaz, tj.

o
Y = Zwixtﬂ‘a
i=0

gde su iskoris¢ene samo prosle i sadasnje vrednosti ulaza. Filter sa
ovim osobinama se naziva uzrocni filter ili fizicki ostvarijiv filter. Ako
su filter koficijenti konstantni tokom vremena onda takav filter nazi-
vamo invarijantni filter.! Linearni filteri u vremenskom domenu se
klasifikuju prema njihovom odgovoru na posebne signale. Razmotrimo
ulaz

1 t=0
Ty = { . 5 (32)
0 inace

koji predstavlja poznati jedini¢ni impulsni signal. Za dati jedini¢ni
impulsni signal, izlaz filtera zovemo impulsni odziv tog filtera. Ako
je impulsni odziv filtera konacan, zovemo ga konacni impulsni odziv
filtera ili FIR (Finite Impulse Response) filter. S druge strane, impul-
sni odziv filtera koji nije konacan naziva se beskonac¢ni impulsni odziv
filtera ili IIR (Infinite Impulse Response) filter.

3.2.1 Beskonacan impulsni odziv filtera

Linearni filteri se takode mogu posmatrati kao specijalan slucaj lin-
earnih diferencijalnih jednacina sa konstantnim koeficijenatima,

L M
Y = Z Yt + Z Wi Li—g, (33)
=1 =0

gde je L lag vrednost izlaza vy, a M lag vrednost ulaza x;, gde se

LAko je y; izlaz filtera F primenjen na xy, filter je vremenski invarijantan ako
vazi
F(2i4n) = Yeen

za svaki ceo broj h.
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trenutna vrednost ulaza koristi za odredivanje trenutne vrednosti izlaza.
Drugim recima, postoji povratna veza izmedu izlaza iz proslih filtera i
izlaza iz sadasnjih filtera. Diferencijalna jednacina u ovoj formi moze
se resiti primenom standardnih tehnika. Predstavi¢emo jedan jednos-
tavan primer linearnih diferencnih jednacina kako bismo prikazali nji-
hovu vezu sa linearnim filterima.

Razmotrimo u nastavku slede¢u diferencnu jednacinu prvog reda,

Ye = QY1 + Ty, (3.4)

gde se izlaz y; ne moze odrediti cak i ako su x; i koeficijenti a dostupni,
osim ako ne postoje pomoc¢ne informacije o 3 u nekom datom vre-
menskom trenutku ¢y, za ty < t. Neka proces pocinje u vremenskom
trenutku ¢ = 0 tako da je z; = 0 za t < 0 i neka je yo poznato. ResSenje
jednacine (3.4) moze se pronaéi pomocu rekurzivne smene, tj.

Y1 = aoYo + 1
Y2 = ay1 + T2
= alayo + x1) + 2o
a2y0 + axry + 22
Yys = ayz +T3

3 2
= a'Yyot+ar+axrs+ x3
3—1
3 i
= ay0+§ A" T3—.

=0
Resenje mozemo uopstiti za svako t, tj.

t—1

Y = a'yo + Z a'zy_;.
i=0

Neka je pocetno stanje u jednacini (3.4) y_; = 0. Za dati impulsni
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ulaz u jednadini (3.2), impulsni odziv filtera je dat sa

Yo = xo=1
1. = ayo+0=a
Yo = ay1+O:a2

Ovakav filter ima impulsni odziv sa beskona¢nim trajanjem. Stoga je
ovo filter beskonacnog impulsnog odziva (IIR). Zapravo, bilo koji filteri
u formi diferencne jednac¢ine mogu imati impulsni odziv sa beskon-
acnim vremenom trajanja. Ako je sistem diferencnih jednacina sta-
bilan, impulsni odziv ¢e asimptotski teziti nuli. S druge strane, ako
sistem nije stabilan, impulsni odziv ¢e divergirati. Stabilnost sistema
diferencnih jednacina zavisi od skupa parametara a; u jednacini (3.3).
Na primer, filter u jednacini (3.4) je nestabilan ako je |a] > 1 jer u
tom slucaju impulsni odziv divergira bez granice. S druge strane, ako
je |a] < 1, impulsni odziv ¢e asimptotski teziti nuli.

3.2.2 Neuzroc¢ni konac¢ni impulsni odziv (FIR) fil-
teri

Uopsteni zapis FIR filtera je
M
Y = Z Wit —is
i=—N

gde se filtrira N budué¢ih i M proslih vrednosti, kao i trenutna vred-
nost ulaza. To je neuzroc¢ni filter. Uopsteno, neuzro¢ni FIR filter
u ekonomiji i finansijama predstavlja jednostavan centrirani pokretni
prosek,

1

= N1 @M T e T Tt T T T e T,

Yt
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gde su svi filter koeficijenti jednaki. Impulsni odziv ovog filtera je

konacan:
1 .
Wi — {]\/HN+1 i=-N,..,—1,0,1,... M
;=

0, inace.

Na slici 3.1 ilustrovana su tri razlicita centrirana pokretna proseka
petominutnog deviznog kursa DEM-USD, za razlic¢ite vrednosti M i
N. Od M proslih vrednosti i N buduéih vrednosti ulaza potrebnih
za dobijanje filter izlaza u vremenu t, M podataka na pocetku i N
podataka na kraju izlaza nedostaje. Ova karakteristika ¢ini centrirani
pokretni prosek manje zanimljivim u praksi, posebno kada je cilj prog-
noza buduce vrednosti signala.

Centralni pokretni prosek je simetrican za M = N, samo ako je
w; = w_;. Medutim, filter koeficijenti ne moraju biti medusobno jed-
naki. Razmotrimo centrirani pokretni prosek gde se w; odreduju iz
izraza (0.5 + 0.5)*Y. Na primer, za N = 1, filter ¢e biti

Y = 0.251',5_1 + 0517,5 + 0.251}_},.1.

Ovaj filter je poznat kao Hanning filter koji je ime dobio po austrijskom
meteorologu iz XIX veka, Julias von Hann-u (Blackman and Tukey,

1958, str. 171). Ako je M = N = 2 onda je filter
Y = 0.062521_5 + 02521 + 0.3752; + 0.252,11 + 0.06252¢ 1.

Kada se N povecava, oblik impulsnog odziva ovog filtera priblizava
se normalnoj krivoj. Sliéna tehnika koja ponekad dovodi do konfuzije
u literaturi, naziva se Hamming filter, koji je dobio ime po nauc¢niku
R.W.Hamming-u (Blackman and Tukey, 1958, str. 171). U ovom
slucaju, Hamming filter je

Yy = 0.23$t71 + 0541} -+ 0.23xt+1.

Spencer-ov 15-tackasti pokretni prosek koji se koristi u statistici smrt-
nosti je jos jedan primer nejednakih filter koeficijenata u neuzro¢nom
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Slika 3.1: Petominutni devizni kurs DEM-USD i centrirani pokretni
prosek filter izlazi. (a) Originalni podaci. (b) Jednodnevni centrirani
pokretni prosek sa M = N = 144 (postoji 288 5-minutnih perioda
u jednom danu). (c) Jednonedeljni centrirani pokretni prosek, M =
N = 720 (postoji 1440 5-minutnih perioda u jednoj radnoj nedelji).
(d) Dvonedeljni centrirani pokretni prosek, M = N = 1440. Treba
primetiti da M podataka na pocetku i N podataka na kraju svakog
izlaza nedostaje, sto je posledica centriranja. Uzorak pripada periodu
od 2. januara 1996. do 31. decembra 1996.(vikendi su iskljuceni).
Izvor podataka: Olsen & Associates.
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FIR filteru (Chatfield, 1984, str. 17). Koeficijenti Spencer-ovog filtera
su

1

= 355(~3, =6, —5,3,21,46,67, 74, 67,46, 21,3, =5, —6, =3).

w

Ako je operacija filtriranja obavljena u vise faza, naziva se visefazno
filtrirange ili filter kaskada. U visefaznom filtriranju, izlaz filtera se
refiltrira pomocu istog ili drugacijeg filtera:

v, = [ FilterI| — z — [ FilterII| — y.

Specijalno, za dati originalni ulaz x;, prvi korak sastoji se od filtriranja
ulaza pomoc¢u skupa filter koeficijenata ws:

M
2t = Z W1,iLt—;-
i=—N

U drugom koraku, prvi filter izlaz z; filtrira se ponovo pomocu skupa
filter koeficijenata we. Konacni izlaz je

M/
Ye = Z W2,j2t—j-
j=—N'

Na primer, neka je N = N' = 0i M = M’ = 1 i neka su filter
koeficijenti wy g = 0.5,w11 = 0.5,wap = 0.7, 1 we; = 0.3.Tada je prvi
filter

zy = 0.52; 4+ 0.524_1.

Izlaz prethodnog filtera ¢e biti ulaz sledeceg

Y = 0.7215 + O.3Zt,1
ili

Y = 07(05.Tt —+ 0.5‘%},1 —+ 0.3(0.5;615,1 -+ 0.5%15,2)
= 0.352; + 0.574—1 + 0.15¢;_».
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Koeficijenti konacnog filtera mogu biti odredeni pomocéu operacije nad
individualnim vektorima filter koeficijenata, wy; = [0.5,0.5] i wa =
[0.7,0.3], Sto je prikazano:

W = Wi *Wsy
— (0.5,0.5) % (0.7,0.3)
— (0.35,0.5,0.15).

Moze se pokazati da je Spencer-ov 15-tackasti pokretni prosek upravo
operacija nad cetiri filtera (Chatfield, 1984, str. 43):

w = (0.25,0.25,0.25, 0.25) * (0.25,0.25, 0.25, 0.25)
%(0.2,0.2,0.2,0.2,0.2)  (—0.75,0.75, 1, 0.75, —0.75).

3.2.3 Uzrocni FIR filteri

Generalno, FIR filter se moze svesti na uzroc¢ni filter nametanjem
ograni¢enja N = 0. Kao rezultat toga, buduce vrednosti ulaza ¢e biti
ignorisane u procesu filtriranja:

M
Yt = szﬂ?t—z‘-
i=0

Ovaj oblik FIR filtera je mnogo zastupljeniji u praksi, a posebno u
analizi cena na finansijskom trzistu. Na primer, neka imamo M + 1
period jednostavnog pokretnog proseka

1
M +1

Yt (l‘t7 Ti—1y xt—M)-

Jedna prednost uzro¢nog FIR filtera je da na kraju uzorackih podataka
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ne dolazi do nestajanja izlaznih podataka. Nedostaje samo prvi M izlaz
od M proslih vrednosti ulaza, a pored sadasnje vrednosti, moguce je
odrediti filter izlaza u vremenu t. Slika 3.2 prikazuje ilustraciju 5-
minutnog DEM-USD deviznog kursa za razlicite vrednosti M.

U jednostavnom pokretnom proseku, pozeljno je dati vise znacaja
novijim ulazima, a manje onima iz dalje proslosti. Na primer, Fischer
(1937) je predlozio sledece linearno opadanje tezinskih koeficijenata u
jednostavnom pokretnom proseku:

wy = M+1
wp = M
wy = M—1
wy = 1,

koji ima odgovarajuci prikaz pokretnog proseka
2 M

% = (M+1)(M+2)§

/ /
W;T—i, W; = WM+1—i

ili

/
2w,

(M + 1)(M +2)°

M
Y=Y Wiy, W=
=0
Na primer, neka je M = 5 tako da

=—7(6 DTy 4o, 31— 2T+ _
Yt (6)(7)( 2y + 521 +4xio + 3xi3 + 204y + 245),

sto je
v = 0.29z, + 0.24x;_1 + 0.192;_5 + 0.1424_3 + 0.092;_4 + 0.052,_5)

Ako tezinski koeficijenti u jednostavnom pokretnom proseku opadaju
eksponencijalno, dobijamo filter poznat pod imenom eksponencijalni
tezinski pokretni prosek ( Exponentially Weight Moving Average-EWMA).
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Slika 3.2: Petominutni DEM-USD devizni kurs i jednostavan pokretni
prosek filter izlaz. (a) Originalni podaci. (b) Jednostavni dnevni
pokretni prosek (postoji 288 5-minutnih perioda u toku jednog dana,

tako da je M = 288).

(c¢) Jednostavni nedeljni pokretni prosek,

M = 1440. (d) Jednostavan dvonedeljni pokretni prosek, M = 2880.
Treba napomenuti da izlazi ovog puta nedostaju samo na pocetku
uzorka. Uzorak pripada periodu od 2. januara 1996. do 31. decembra
1996. (vikendi iskljuceni). Izvor podataka: Olsen & Associates.
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Na primer, ako je w; = ¢*, gde je ¢ proizvoljna konstanta izmedu 01 1
izai=0,1,...M tezinski koeficijenti zadovoljavaju

0
wy = ¢
1
wy = ¢
2
wy = ¢
M
Wy = o7,
pa je
1 M M
/
Y = 7 Z%xt—i = sz‘l’t—z‘,
2 Wi oo i=0

gde je w; = wi/ Y wi. Za ¢ =0.41 M =5, pokretni prosek je

1
Y = 1766(1} + 0.41',5_1 + 0.421,',5_2 + 0.43It_3
+ 0.441Et_4 + 0‘45$t—5)
= 06.flft + 0.24.1'{/,1 + 0.1.’1}1‘/,2 + 0.0451315,3

+ 0.0lz4—4 + 0.01z;_5.

Koeficijenti jednostavnog pokretnog proseka mogu rasti i opadati sa
rastu¢im razmacima (lag). Specijalan sluc¢aj u ekonomiji je poznat kao
Almon lag (Almon, 1965). U Almon lag specifikaciji, filter koeficijenti
mogu biti odredeni na osnovu sledeceg polinoma drugog reda:

Wi = ¢o+ dri+ doi®,  i=0,1,..M,

gde su ¢g, @1 1 @9 pozitivne konstante izmedu 01 1. U tom slucaju filter
koeficijenti su



32 GLAVA 3. LINEARNI FILTERI

wy = o
Wi = ¢o+ (1)1 — (17)¢s
wy = ¢o+ (2)¢1 — (2°)¢2

wy = o+ (M)py — (M?)gs.

Uzmimo da je M = 5,¢9 = 0.1,¢1 = 0.03 i ¢o = 0.005, a filter
koeficijenti su

wy = 0.1

w) = 0.1+ (1)0.03 — (1%)0.005 = 0.11
wh = 0.1+ (2)0.03 — (2%)0.005 = 0.14
wy = 0.14(2)0.03 — (22)0.005 = 0.14
Wi = 0.1+ (2)0.03 — (22)0.005 = 0.14
wh = 0.1+ (2)0.03 — (2%)0.005 = 0.12.

Stoga, odgovarajuci pokretni prosek je

076 (0.1xy + 0.1124 1 + 0.14x; o + 0.1424 3

0'14It—4 + 0.12$t_5)
013%} + 0.151’15_1 + 0.18]315_2 + 0.19xt_3 + 0.181}_4 + 0.16It_5.

Yt

+

Razlic¢iti tipovi tezinskih koeficijenata u jednostavnom pokretnom pros-
eku su prikazani na slici 3.3.
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Slika 3.3: Filter koeficijenti u jednostavnom pokretnom proseku kao
funkcija lag-a. (a) Konstantni koeficijenti: koeficijenti su jednaki za
sve lag-ove. (b) Linearno opadanje: vrednosti koeficijenata opadaju
linearno sa porastom lag-a. (c¢) Geometrijsko opadanje: vrednosti ko-
eficijenata opadaju eksponencijalno sa porastom lag-a. (d) Vrednost
koeficijenata prvo raste, a zatim opada sa porastom lag-a.
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3.3 Filteri frekvetnog domena

Posmatramo kruznicu sa radijusom duzine R i centrom u tacki O, kao

sto je prikazano na slici 3.4. Neka radijus rotira u smeru suprotnom
od kazaljke na satu, sa pocetkom u OA i pomera se ka OB. Kada se
vrati u OA, krug je zatvoren. U specijalnoj poziciji kao sto je OP, sa
OA se obrazuje ugao 6. Sinus, kosinus i tangens funkcije su pomoc¢u
ugla 0 definisane sa

. V h Vv
sinf = I cost = o tgt = W

Razmotrimo veli¢inu ugla € tokom opisivanja celog kruga. Na pocetku
je njegova vrednost jednaka nuli u OA (V = 0), zatim jedinici u OB
(V = R), panuli u OC (V = 0) i minus jedinici u OD (V = —R).
Dakle, sinusna funkcija ima konstantan opseg fluktuacije u svakom
krugu: +1. Drugim re¢ima, amplituda fluktuacije iznosi 1. Kosinusna
funkcija je takode ogranicena sa +1. Njena vrednost u OA je jedan,
nula u OB, minus jedan u OC'i nula u OD. Medutim, ove dve funkcije
imaju razli¢ite pocetne vrednosti u OA, gde kosinusna funkcija uzima
vrednost jedan, dok s druge strane sinusna funkcija uzima vrednost 0.

Ugao € moze biti izrazen u stepenima i radijanima. Posmatrajmo
rastojanje izmedu tacaka A i P po luku na slici 3.4 i neka je ta duzina
jednaka radijusu R. Radijan je veli¢ina ugla #. Obim kruga iznosi
27 R, a kompletan krug iznosi 360°, a u nastavku je prikazana veza
izmedu stepena i radijana.

Sinusna i kosinusna funkcija su obe periodi¢ne, sa osnovnim peri-
odom od 27. To implicira da dodavanje celobrojnog umnoska od 27
uglu 6 nec¢e promeniti vrednosti sinf i cosf). Dakle, vazi:

sinf = sin(6 + 2mn), cost = cos(0 + 2mn), n e N.

Slika 3.5 prikazuje vrednosti dve funkcije u periodu od dva cela
ciklusa: jedan u smeru suprotnom od smera kretanja kazaljke na satu
(od 0 do 27), a drugi u smeru kretanja kazaljke (od 0 do —27). Na slici
3.5 mozemo primetiti da obe funkcije, sinusna i kosinusna, imaju iste
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Slika 3.4: Kruznica sa radijusom R. Sinus, kosinus i tangens funkcije
ugla # su definisane sa sinf = %, cost) = %, tgd = % Ugao 6
je odnos i mera izrazena u stepenima ili radijanima. Neka je rastojanje

izmedu A i P po luku jednako radijusu R. Radijan je veli¢ina ugla 6.
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Slika 3.5: Cikli¢ne funkcije. (a) sinf. (b) cosf funkcije tokom dva dva
cela ciklusa: jedan u smeru suprotnom od smera kretanja kazaljke na
satu (od 0 do 27), a drugi u smeru kretanja kazaljke (od 0 do —2).
Napomenimo da sinusna i kosinusna funkcija imaju razli¢ite pocetne
vrednosti za # = 0. Ako kosinusnu krivu pomerimo blago udesno,
dobi¢emo krivu koja je identicna krivoj koja se dobija sa sinusnom
funkcijom, uz pomeraj 7/2. Kaze se da se ove dve krive razlikuju u
fazi (tj. lokacija maksimalne i minimalne vrednosti za ove funkcije su
razliCite za svaki period).



3.3. FILTERI FREKVETNOG DOMENA 37

amplitude i iste duzine ciklusa. Medutim, one imaju razlicite pocetne
vrednosti u OA gde je § = 0. Na slici mozemo primetiti da ako kosi-
nusnu krivu pomerimo blago udesno, dobijamo krivu koja je identi¢na
krivoj koja se dobija sinusnom funkcijom, uz pomeraj za m/2. Kazemo
da se ove dve krive razlikuju u fazi. Veza izmedu ove dve funkcije je
data sa -

cosl = sin(0 + 5)

Prelaskom sa frekvetnog domena na vremenski domen mogu se ilus-
trovati neke druge osobine sinusoidnog signala. Razmotrimo sledece
vremenske serije:

27t

x; = sin(a + —), t=0,1,2,..N — 1, (3.5)
p

gde se svaka oscilacija zavrsava u p vremenskih perioda, te postoji N/p
oscilacija. Kada je p = N, postoji samo jedna kompletna oscilacija za
vreme perioda posmatranja, jedan lokalni maksimum i minimum i broj
ciklusa po jedinici vremena iznosi 1/N. Medutim, ako je p razli¢ito od
N, broj ciklusa po jedinici vremena iznosi 1/p.2

Kako bismo ovo ilustrovali, pretpostavimo da je N = 12,a = 1.57
i p=2ujednacini 3.5. Uzastopne vrednosti za x su

(-1,1,-1,1,...,—1,1),

tako da postoji Sest oscilacija (N/p = 12/2) i svaka oscilacija (£1)
se zavrSava u dva vremenska perioda. Broj ciklusa po jedinici vre-
mena iznosi 1/2. Pretpostavimo sada da je p = 4. Tada su uzastopne
vrednosti z date sa

(1,0,-1,0,1,0,-1,0,1,0,—1,0).

U ovom slucaju postoje tri oscilacije i svaka oscilacija se zavrsava u
Cetiri vremenska perioda. Broj ciklusa po jedinici vremena iznosi 1/4.
U tom smislu, frekvencija se moze definisati kao recipro¢na vrednost

2Primetimo da, ako je duzina perioda ciklusa veéa od veli¢ine uzorka, p > N,
posmatra se samo deo ciklusa.
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duzine ciklusa (perioda) f = 1/p, gde je f broj ciklusa po jedinici
vremena. Prema tome, jednacina (3.5) se moze zapisati u obliku

xy = sin(a + 2w ft), t=0,1,2,..N — 1.

Na primer, mesecne makroekonomske vremenske serije mogu biti se-
zonske - recimo, ciklus se zavrsava za 12 meseci, pa je p = 12, sto
ukazuje da svaki mesec ima f = 1/12 cikli¢nih oscilacija. Definicija
frekvencije u smislu broja ciklusa po vremenskom periodu je laka za
razumevanje i tumacenje. Medutim, ugaona frekvencija, w = 27 f,
moze se takode koristiti u odredenim okolnostima. U smislu ugaone
frekvencije, jednac¢ina 3.5 se moze zapisati u obliku

x; = sin(a + wt), t=0,1,2,..N — 1.

U slucaju diskretnog vremena, frekvencija f = 1/2 ili ugaona frekven-
cija w = m, je poznata kao Nyquist frekvencija, sto je najve¢a moguca
frekvencija, posto bi najkra¢a duzina ciklusa mogla biti dva vremen-
ska perioda.> Kako bismo ilustrovali Nyquist frekvenciju, razmot-
rimo uzorak neprekidnih signala sa ciklicnom komponentom frekvencije
f = 1/p, pri ¢emu se ciklus zavrsava u p vremenskih perioda. Ako je in-
terval uzorkovanja p, ne¢emo imati informacije o ciklicnoj komponenti.
Da bismo posmatrali ciklicnu komponentu ovog neprekidnog signala,
uzorak mora biti bar dvaput veéi od p. Pretpostavimo da se za vred-
nost indeksa berze uzima uzorak jednom dnevno na zatvaranju, pa je
period uzorkovanja jedan dan. U tom sluc¢aju nemamo informacije o
dnevnom ciklusu indeksa. Da bismo posmatrali dnevni ciklus na berzi,
potrebno je uzeti najmanje dva merenja (jedno na sredini, a drugo na
zatvaranju) u toku dana. Signal moze imati nekoliko sinusoidnih kom-
ponenti, verovatno sa razli¢itim amplitudama (veli¢inom), razli¢itim
fazama i razli¢itim frekvencijama. Slika 3.6 prikazuje mesoviti sig-
nal. Svaka beskonacna sekvenca x; moze se takode posmatrati kao

30vo se moze videti u jednacini (3.5). U toj jednacini, ako je p = 1,
xy = sin(a + 2mt)

i vazi da je x; konstanta, jer dodavanjem celobrojnog umnoska od 27 na a neée se
menjati vrednost od sin(a).
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kombinacija beskonac¢nog broja sinusoida sa razli¢itim amplitudama i
fazama, ¢ak i ako originalna sekvenca nije periodi¢na:*

1

Ty = —
2

/_ 7; X(f)e2 gy, (3.6)

gde je i = v/—1 imaginarni broj i f frekvencija definisana ranije.’
U jednacini 3.6 X (f) dato je sa

X(f) = i ze Pt (3.7)

t=—00

Jednacina (3.6) odnosi se na inverznu Furijeovu transformaciju, a
jednacina (3.7) je Furijeova transformacija od x;. Ove dve jednadine
¢ine Furijeov prikaz sekvence x;, te se nazivaju Furijeov transforma-
cioni par. Jednacina (3.6) poznata je kao sinteticka jednacina jer
prikazuje originalnu sekvencu x; kao linearnu kombinaciju komplek-
snih sinusoida blizu (engl. infinitesimally close) po frekvenciji sa X (f),
odredivanjem relativne tezine svakog kompleksnog sinusoida (relativna
tezina se koristi za opisivanje sinusoida). Jednacina (3.7) predstavlja
analiticku jednacinu. Za dato x; i X(f) kao Furijeov transformacioni

par, izraz
oo

o _ L7 2
> el = o [ X (P (33)

t=—o00

40vde se pretpostavlja da je sekvenca stacionarna. Ako sekvenca nije sta-
cionarna, stacionarnost se moze posti¢i pomocéu razli¢itih metoda o kojima govori
Hamilton(1994b, poglavlje 3).
5Kompleksan broj z se moze prikazati u razlicitim oblicima. Kartezijski ili
pravougaoni oblik broja z je
z=x+ 1y

, gde je 1 = v/—1 imaginarni broj, a x i y realni brojevi koji se odnose na realni i
imaginarni deo, respektivno. Eksponencijalni oblik kompleksnog broja z je

z = Ae'?,
gde je A moduo broja z i 6 ugao ili faza od z. Veza izmedu ova dva prikaza moze
se odrediti pomoc¢u Euler-ove relacije,

0

e = cosl + isinf.

Za detalje o kompleksnim brojevima videti Chiang (1984, deo 15.2).
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Slika 3.6:  Prikaz vremenske serije (a) Kosinusne funkcije,

2cos(2mt/10 + 1). (b) Sinusne funkcije, 4sin(27t/12 + 1). (c) Sume
sinusne i kosinusne funkcije iz (a) i (b).
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je poznat kao Parseval-ova teorema. Leva strana jednacine (3.8) je
ukupna energija u signalu, koja se moze dobiti integracijom energije po
jedinici frekvencije | X (f)[?/2r tokom 27 intervala diskretnih vremen-
skih frekvencija. Kvadratna vrednost Furijeove transformacije | X (f)|?
je poznata kao spektar gustine energije ili spektar snage signala x; (Op-
penheim i Schafer, 1989, poglavlje 2).

Furijeov prikaz konacne sekvence je dat sa

1 N—-1 )
T=— Y Xpe?m t=0,1,.N—1 (3.9)
N k=0
i
N-1 )
Xy, =Y ae P k=0,1,.N —1, (3.10)
t=0

gde je fr = k/N. Parseval-ova relacija u ovom slucaju je (Oppenheim
i Schafer,1989, str. 574)

N-1 1 N-1

Sl = ~ > X2 (3.11)
k=0

t=

Kako bismo ilustrovali Furijeovu transformaciju u sluc¢aju diskretnog
vremena, razmotrimo sledece vremenske serije:

2mt 2mt
T = COS(E) + 003(2—()) + & (3.12)
= cos(2m fit) + cos(2m fat) + 4, (3.13)

gde je g; slucajna promenljiva koja ima normalnu raspodelu sa sredi-
nom nula i varijansom jedan. Ove vremenske serije imaju dve fazne
komponente sa periodima duzine 12 i 20, pa je f; = 1/121 f; = 1/20.
Na slici 3.7(a) prikazan je uzorak vremenskih serija za N = 200. lako
postoje dva perioda u signalu, slu¢ajna promenljiva ; otezava njihovu
identifikaciju u sluc¢aju prikaza signala u vremenskom domenu. Slika
3.7(b) prikazuje Furijeovu transformaciju kao funkciju perioda p.5 To
pokazuje da postoje dve maksimalne vrednosti Furijeove transforma-
cije originalnog niza u 12. i 20. periodu, sto ukazuje da su relativne
tezine (relative weights) ovih periodi¢nih komponenti mnogo vise od
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Slika 3.7: Signal Furijeove transformacije. (a) Originalni signal
definisan u jednacini 3.13 sa dve periodi¢ne komponente i dodatom
slucajnom promenljivom. (b) Vrednost Furijeove transformacije kao
funkcije perioda p = 1/f. lako to otezava identifikaciju periodi¢nih
komponenti u (a), Furijeova transformacija u (b) jasno ukazuje da su
relativne tezine komponenti sa 12 i 20 perioda oscilacija veé¢e od bilo
kojih drugih komponenti signala.
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relativnih tezina bilo kojih drugih komponenti signala.

3.3.1 Frekvetni odziv

Funkcija impulsnog odziva u vremenskom domenu je znacajan alat za
opisivanje i klasifikaciju linearnih filtera. Drugi nacin za klasifikaciju
filtera je funkcija frekventnog odziva ili transfer funkcija. Funkcija
frekventnog odziva u slucaju diskretnog vremena definise se na slededi
nacin

H(f)= > wee ™5 (3.14)

gde je i = /=1, f je frekvencija i w;, funkcija impulsnog odziva fil-
tera. Napomenimo da je funkcija frekventnog odziva Furijeova trans-
formacija funkcije impulsnog odziva. Kako bismo analizirali filtere u
frekvetnom domenu, razmotrimo signal x; sa poznatom frekvencijom

f77

6Takode, mozemo prikazati kvadratnu vrednost Furijeove transformacije (spek-
tra) serija, kao funkciju frekvencije kako bi ispitali energetska svojstva signala u
frekvetnom domenu.

"Eksponencijalni signal z; = Ae® moze imati realne i kompleksne vrednosti u
zavisnosti od A i a. Posmatramo realan eksponencijalni signal,

xy = Ae™t
gde je A pocetna vrednost i r stopa rasta xy,

Ty — Tt—1

In( +1)

1 _
o n(zy/xi-1)

= (InA+rt)—[InA+r(t—1)
= r
Stoga, za datu pofetnu vrednost A, ako je r pozitivno (negativno), x; raste (opada)

eksponencijalno.
Kompleksni eksponent je definisan kao Cisto imaginaran:

T = Aei27rft

gde je i = v/—1 imaginaran broj. U tom slucaju je z; periodi¢no, sa periodom
p=1/f (Oppenheim i Schafer, 1989, poglavlje 2).
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x; = e, (3.15)

Primer ovakvog signala dat je na slici 3.6. Ako su filter koeficijenti
poznati, frekvetni odziv se jednostavno moze izracunati. Na primer,
ako je ulaz kompleksni eksponent u jednacini (3.15), 3-periodi¢ni jed-
nostavni pokretni prosek

Yi = WoTy + W1Ts—1 + Woky_9
ima kao izlaz

2 ft 2 f(t—1)

Yr = woe + wye + wye?rI(t=2) (3.16)

Jednacina (3.16) otkriva da je izlaz filtera jednostavan umnozak
ulaza frekventnog odziva,

y = (WO + wle—i27rf + w26—2i27rf> €i27rft

2 27 ft
— ( Z wke—ﬁﬂfk> ’
k=0

gde je izraz u zagradi frekvetni odziv H(f) definisan u jednacini (3.15).
Generalno, ako je izlaz kompleksni eksponent u jednacini (3.15), uopstena
forma linearnog filtera u jednacini (3.1)

oo
Y = Z WrTt—k;

k=—0o0
postaje
v =y wpe? R (3.17)
k=—00
6i27rft< Z wkeﬁﬂfk>7 (318)
k=—o00

gde je izraz u zagradi frekvetni odziv definisan u jednacini (3.14).
Stoga, mozemo zapisati

ye = H(f)e™™". (3.19)
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Funkcija frekventnog odziva moze se prikazati pomocu sledeéeg izraza

H(f) = G(f)e".

Frekventni odziv u prethodnom izrazu sastoji se od dva dela. Prvi deo,
G(f) , naziva se funkcija dobiti (gain) i predstavlja vrednost funkcije
frekventnog odziva, |H(f)|. Drugi deo predstavlja faznu funkciju. Ovo
razlaganje omogucava da odredimo funkciju dobiti i fazni ugao 6 filtera
(Oppenheim i Schafer, 1989, str.39).

3.3.2 Niskopropusni i visokopropusni filteri

Graficki prikaz vrednosti dobiti kao funkcije frekvencije je poznat kao
dijagram dobiti.® Ako imamo veliki dobitak na niskoj frekvenciji i
mali na visokoj frekvenciji, takav filter nazivamo niskopropusni filter.
U tom slucaju je nisko-frekventna dinamika izlaza o¢uvana za vreme
filtriranja, dok se komponente visoke frekvencije odbacuju. S druge
strane, ako je mala dobit na niskoj frekvenciji, a velika na visokoj
frekvenciji, filter se naziva visokopropusni filter. U tom slucaju jedino
visoko frekventne komponente izlaza ostaju ocuvane tokom filtriraja.
Idealan filter bi imao dobro definisanu prekidnu frekvenciju sa frekvent-
nim odzivom

0 inace,

H(f)z{

gde je f; donja prekidna frekvencija, a f, gornja prekidna frekvencija
filtera. Za idealan niskopropusni filter, imali bismo f; =01 f, < 1/2,
dok bismo za idealan visokopropusni filter imali f; > 01 f, = 1/2.
Slika 3.8 prikazuje vrednosti funkcije dobiti za idealan visokopropusni

8Mozemo takode posmatrati kvadratnu funkciju dobiti H = |H (f)|? kako bismo
vizualizovali osobine filtera frekventnog domena. Kvadrat funkcije dobiti filtera je
slican spektralnoj funkciji gustine stacionarnih vremenskih serija; samo je filter
deterministicka funkcija, dok su vremenske serije stohasticka.
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Slika 3.8: Vrednost funkcije dobiti idealnog filtera. (a) Visokopro-
pusni filter sa dinamikom frekvencije izmedu f = 1/41 f = 1/2. (b)
Niskopropusni filter sa dinamikom frekvencije izmedu 01 f = 1/4. (c)
Pojasni filter sa dinamikom frekvencije izmedu f =1/81 f = 1/4. (d)
Fazni filter bez propustanja ikakve dinamike frekvencije.

filter sa dinamikom frekvencije izmedu f = 1/4 i f = 1/2; idealan
niskopropusni filter sa dinamikom frekvencije izmedu 01 f = 1/4; ide-
alan pojasni filter sa dinamikom frekvencije izmedu f =1/81 f = 1/4
i fazni filter koji obuhvata sve dinamike frekvencije.

Idealan filter nije kompjuterski izvodljiv jer zahteva beskonacno
mnogo koeficijenata (Oppenheim i Schafer, 1989, str.204). Stoga se u
prakticnoj primeni upotrebljavaju filteri priblizni idealnom filteru jer
su oni konac¢ni. Radi ilustracije, razmotrimo 2-periodi¢ni jednostavan
pokretni prosek:

Y = 0.5z, 4 0.52;_1. (3.20)

Zamenom kompleksnog eksponenta iz jednacine (3.15) u jednacinu
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(3.20) kao rezultat dobijamo

Yy, = 0.5e?mt 4 .52 D
= <0.5 + 0.5 f ) et

i frekventni odziv ovog pokretnog proseka je

H(f) = (0.5 + 0.56—"27”‘).

Napomenimo da je frekventni odziv jednak jedinici kada je f = 0.
Za male vrednosti f, frekventni odziv je u blizini nule, pa se radi o
niskopropusnom filteru. Slika 3.9 prikazuje funkciju dobiti za razlicite
pokretne proseke, gde filter (niskopropusni filter) postaje zaostreniji sa
porastom duzine perioda (tj. hvata specificni dinamicki opseg frekven-
cije).
Podsetimo se da je frekventni odziv u eksponencijalnom zapisu

i za primer 2-periodi¢nog jednostavnog pokretnog proseka jednak je

H(f) = 0.5<e—”f+e”f> (3.21)
= [cos(mf)]e” ™ (3.22)

sto pokazuje da je funkcija dobiti cos(7 f) i fazar f. Kako je faza filtera
razlicita od nule, dolazi¢e do promena u fazi originalnih vremenskih
serija. Ovo je poznato kao fazni pomeraj.

Fazni pomeraj ima veliki znacaj u ekonomiji i finansijama. Posto fil-
ter sa fazom razli¢itom od nule pomera fazu ulaza, analiza zasnovana na
ovakvim filterima bi za rezultat mogla imati nedostatak specifikacija o
originalnim vremenskim serijama. Originalne vremenske serije su U.S.
Industrial Production Index (IPI).? The Business Cycle Dating Com-
mittee of the National Bureau of Economic Research (NBER) odrzava

9Total production index, 1992 = 100, meseé¢no, 1990:01-1993:12. Izvor: Datas-
tream
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Slika 3.9: Funkcija dobiti. (a) Jednostavan pokretni prosek sa peri-

odom duzine 3. (b) Jednostavan pokretni prosek sa periodom duzine

7. (c) Jednostavan pokretni prosek sa periodom duzine 13. (d) Jed-
nostavan pokretni prosek sa periodom duzine 25.
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hronologiju poslovnog ciklusa SAD-a, koji se Siroko koristi u analizi
poslovnih uslova. Komitet je oktobra 1991. objavio da je privreda
SAD-a u recesiji i da je dostigla svoj minimum marta 1991., a da
u tom trenutku pocinje ekspanzija. Komitet je ranije objavio da je
ekonomija dostigla maksimum aktivnosti u julu 1990. Stoga, prema
NBER-u period od 8 meseci, od jula 1990. i marta 1991., predstavlja
period recesije.

IPI je jedan od nekoliko mesecnih indikatora koje koristi komitet
za analizu i odredivanje faza u poslovnom ciklusu. Podaci IPI indeksa
pokazuju da je indeks uzimao najmanje vrednosti u martu 1991. u peri-
odu izmedu januara 1990. i decembra 1993. (videti sliku 3.10(a)). Ovo
se poklapa sa informacijama objavljenim od strane NBER-a. Medu-
tim, 8-mesecni period jednostavnog pokretnog proseka IPI indeksa na
slici 3.10(c) ukazuje na minimum u julu 1991. Izgleda da postoji 4-
periodi¢ni fazni pomeraj.

Pozeljno je imati nula-fazni filter kako bi se sacuvale fazne osobine
ulaznih serija. Centrirani pokretni prosek je jedan primer nula-faznog
filtera. Razmotrimo sada sledeéi 3-periodi¢ni centrirani pokretni prosek

sa ulaznom sekvencom x; = 27/t
v = ;|:ez'27rf(t+1)+€i2wft+ei2wf(t—1)] (3.23)
— 3(1 _}_e—z27rf_+_ez27rf>6127rft' (324)

Prema tome, frekventni odziv je

1 . .
H(f) — 3<1+6—12Wf+6127rf)

= 201+ 2os(nf)],

koji ima nula fazni ugao.

Zapravo, fazni ugao bi bio nula za sve simetri¢ne centrirane pokretne
momente, zato Sto je frekventni odziv pokretnog proseka sa jednakim
tezinama dat sa

H(f) ! i fl(N— ) 2) SN 2T (M + N + 1) /2]

TN+ M+1© sin(27f/2)

(3.25)

gde je M broj lag vrednosti i N broj buducih vrednosti ulaza (Oppen-
heim i Schafer, 1989, poglavlje 6). 3.10(b)prikazuje centrirani pokretni
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Slika 3.10: Fazni pomeraj kao rezultat jednostavnog pokretnog pros-
eka. (a) Originalni podaci: IPI SAD-a (Industrial Production Index),
1992=100. (b) Centrirani pokretni prosek IPI-a, M = N = 4. (c)
Jednostavni pokretni prosek IPl-a, M = 7. Podaci u (a) pokazuju
da je indeks uzimao najmanje vrednosti u martu 1991., dok je u 8-
mesecnom periodu jednostavnog pokretnog proseka pod (¢) imao na-
jmanju vrednost u julu 1991. Postoji fazni pomeraj od cetiri perioda
nakon filtriranja sa jednostavnim pokretnim prosekom od osam peri-
oda. Mozemo videti da u centriranom pokretnom proseku pod (b) ne
dolazi do faznog pomeraja. Izvor podataka: Datastrem.
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prosek IPI-a za M = N = 4, pri ¢emu poklapanje minimalne vrednosti
filtera izlaza sa originalnim vremenskim serijama ukazuje na to da fil-
ter ima nula-fazu.

Uzroc¢ni FIR filter moze, takode biti visokopropusni filter. Na
primer, 2-periodi¢na pokretna razlika

Y = 052325 — O.5Ct,1

ima slede¢u frekventnu odziv funkciju:

() = H(1-e)

_ imf inf \ —inf
= —|€ — € [
2( )

= sin(rf)ie ",

gde je dobit nula za frekvenciju jednaku nuli (f = 0) i raste sa poras-
tom f, a dostize maksimum za frekvenciju f = 1/2. Stoga se radi o
visokopropusnom filteru. Kona¢no IIR filter (iz diferencne jednacine)
moze biti i visokopropusan i niskopropusan filter.

Razmotrimo sada IIR filter,

L M
Z ApYi—k = Z WrTt—k,
k=0 k=0

Ciji je frekventni odziv

Y(f) _ Sitowre ™

= X(0) ™ Sy me e

gde su y(f) i X(f) Furijeove transformacije izlaza izlaza y, i ulaza
xy, respektivno (Oppenheim i Schafer,19189, str. 213). Kao primer,
posmatrajmo diferencnu jednacinu prvog reda

Yt T ays—1 = Ty, (3.26)
koja ima sledeéi frekventni odziv:

H(f)= ——

1 — ge-iznf’
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Slika 3.11: Funkcija dobiti za diferencnu jednacinu prvog reda iz jed-
nacine 3.26 sa razli¢itim parametrima. Predznak parametra a odreduje
da li je linearna diferencna jednacina niskopropusni filter, kao sa leve
strane, ili visokopropusni filter, kao na desnoj strani. (a) a = 0.8. (b)
a=0.6.(c)a=0.3(d) a=—-0.8. (¢) a=—0.6. (f) a = —0.3. Uocimo
da apsolutne vrednosti parametra opadaju i da funkcija dobiti postaje
ravnija oko jednog, priblizno faznog filtera.
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Na slici 3.11 je prikazan frekventni odziv za razli¢ite vrednosti
parametra a. Znak parametra a odreduje da li je linearna diferencna
jednacina iz jednacine (3.26) niskopropusni filter, kao sa leve strane,
ili visokopropusni filter, kao na desnoj strani slike 3.11.



Glava 4

Primena filtera i malih talasa
u praksi

4.1 Uvod

Idealni pojasni filter uklanja odredene komponente frekvencije vremen-
skih serija, koje leze u odredenom opsegu frekvencije. U praksi je
veoma tesko konstruisati idealan pojasni filter jer to zahteva beskon-
acan broj podataka. Stoga se koristi priblizan idealan filter za izvlacenje
komponeti vremenskih serija u odredenom opsegu frekvencija, kao sto
su poslovni ciklusi sa poznatim vremenom trajanja. U ovom delu
opisaémo jedan primer filtera koji se koriste u ekonomiji i finansijama.
Deo 4.1.1 prikazuje primer eksponencijalnog tezinskog pokretnog pros-
eka (EWMA - Ezponentially Weighted Moving Average) koji se koristi
za ocenu volatilnosti na deviznom trzistu. Deo 4.1.2 predstavlja uvod u
upotrebu poznatog Hodrick i Prescott (1997) filtera u makroekonomiji.
Deo 4.1.3 bavi se slicnim filterom koji su predlozili Baxter i King
(1999). Poglavlje se zavrsava sa nekoliko primera koji se koriste u
analizi cena na finansijskom trzistu. Primeri su preuzeti iz literature

13].

4.1.1 EWMA i ocenjivanje volatilnosti

Eksponencijalni tezinski pokretni prosek (EWMA) filter je uveden u
delu 3.2.3. Ovaj filter igra veoma vaznu ulogu upravljanju u rizicima
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na finansijskom trzistu. RiskMetrics model, koji je razvio J.P.Morgan
1994. godine, posebno se oslanja na EWMA metod ocenjivanja volatil-
nosti (volativnost je mera nepredvidive promene neke promenljive u
nekom vremenskom periodu) i korelacije izmedu finansijskih instru-
menata za izraCunavanje trzisnog rizika u okviru VaR-a (Value at
Risk). VaR je mera maksimalne mogucée promene vrednosti portfolija
finansijskih instrumenata sa datom verovatnocom. Sledeci jednosta-
van primer iz RiscMetrics dokumenta objasnjava ovu ideju (Morgan,
1996). Napomenimo da je u ovom primeru koriséen odnos nemacke
marke (DEM) i americkog dolara (USD) sto ne ¢udi zbog godine u
kojoj je istrazivanje vrseno.

Pretpostavimo da kompanija sa sedistem u SAD-u ima 140 miliona

DEM deviznih (FX - foreign exchange) pozicija. Ako je devizni kurs
1.40 DEM za 1 USD, trzisna vrednost pozicije iznosi 100 miliona USD,
sto je ukupno izlaganje firme. Ako devizni kurs opada, firma e beleziti
gubitke, dok je, s druge strane, porast deviznog kursa pozeljan. Stan-
dardna devijacija stope prinosa kursa DEM-USD se moze uzeti kao
indikator moguc¢ih promena deviznog kursa. Standardna RiskMet-
rics metoda, pretpostavlja normalnu raspodelu prinosa.! Stoga, za
datu vrednost dnevne standardne devijacije, potencijalni pad (drop) u
dnevnom deviznom kursu sa datom verovatno¢om moze se izracunati
iz normalne raspodele. Na primer, ako je izracunata dnevna stan-
dardna devijacija od 0.5%, VaR sa 5% verovatnoce dat je sa 1.65 puta
0.5% (1.650)(npr. 0.5%1.65 = 0.825 jer je 0.5% vrednost na krajevima
standardne normalne distribucije 1.65). Ovo znaci da se nije oceki-
vao gubitak u deviznom kursu vige od 0.825%, u 95% vremena jednog
dana. Dakle, VaR od 140 miliona pozicija DEM u USD je ukupno
izlaganje (100 miliona) pomnozeno sa ocenjenom volatilnosti, Sto je
825,000 USD.
Cak i ako prihvatimo pretpostavku o normalnoj raspodeli prinosa,
potrebna nam je ocena dnevne standardne devijacije. Jednostavan
pokretni prosek i EWMA ocenjiva¢ dnevne standardne devijacije su
dati sa

1 N-1

b = J ~ 3 (=), (4.1)

1=0

!Standardizovani prinos se definiSe kao ¢/, gde r; predstavlja log-promenu
cena, a oy standardnu devijaciju.
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N-—1
Gt = | S Ny — )2 (4.2)
t ZZ]\L_Ol /\z ~ t—1 ’ .

gde je d; ocena dnevne standardne devijacije, N duzina filtera (pros-
ecnog perioda), r; dnevna razlika log cena (prinos), 7 prosek u periodu
i A opadajuci vektor (0 < A < 1). Opadajuéi vektor odreduje relativni
znacaj trenutnih posmatranja. Za velike prosecne periode, moze se
koristiti slede¢a aproksimacija jednacine (4.2):

e = J (1= NS N(r, — 72, (4.3)

1=0

jer SN PN =1/(1—)), N = o<.

RiskMetrics dokument preporucuje EWMA metod za ocenu stan-
dardne devijacije iz sledeih razloga. Prvo, EWMA ocena volatilnosti
brze reaguje na poremecaje trzista nego jednostavni pokretni prosek,
zbog ¢injenice da EWMA daje vise znacaja trenutnim posmatranjima.
Drugo, posle soka, EWMA ocena volatilnosti opada eksponencijalno
sa vremenom.

Slika 4.1 ilustruje volatilnost dnevnog DEM-USD deviznog kursa i
VaR (Value at Risk) ocenu za period od 6. juna 1997. do 31. decembra
1997. Gornja slika ilustruje apsolutnu vrednost dnevne DEM-USD log-
promene cene izrazenu u procentima. Na donjoj slici prikazan je VaR
sa nivoom verovatno¢e od 5%, zasnovan na 50-periodicnom EWMA
i 50-periodicnom jednostavnom pokretnom proseku. Opadajuci fak-
tor u EWMA oceni je 0.94 (A = 0.94), Sto je predlozeno od strane
RiskMetrics. Po pretpostavci, standardizovan prinos ima normalnu
raspodelu, VaR ocena je 1.65 puta standardna devijacija. Napomenimo
da EWMA ocena VaR-a hvata iznenadni skok i kasniji pad u volatil-
nosti oko 110-og dana uspesnije od jednostavnog pokretnog proseka.
Jednostavni pokretni prosek je delimi¢no uspesan u hvatanju rasta
volatilnosti oko 110-og dana, ali ne uzima u obzir brzi pad, iako pos-
toji zapazen pad volatilnosti.

Slika 4.2 prikazuje krivu funkcije dobiti dobijenu EWMA metodom
naspram funkcije dobiti dobijene pomocu jednostavnog pokretnog pros-
eka. Duzina filtera (averaging period) je 50. Opadajuéi faktor u
EWMA filteru je 0.94 (A = 0.94). Primetimo da vrednost funkcije do-
biti jednostavnog pokretnog proseka jednaka nuli za vrednosti frekven-
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Slika 4.1: Volatilnost dnevnog DEM-USD deviznog kursa i VaR (Value
at Risk) ocena (1.650) za period od 6. juna 1997. do 31. decembra
1997. (vikendi iskljuceni). Gornja slika ilustruje apsolutnu vrednost
dnevne DEM-USD log-promene cene. Na donjoj slici prikazan je VaR
sa nivoom verovatnoée od 5%, zasnovan na 50-periodicnom EWMA i
50-periodicnom jednostavnom pokretnom proseku dnevne standardne
devijacije. Opadajuci faktor u EWMA oceni je 0.94 (A = 0.94), sto je
predlozeno od strane RiskMetrics. Uoc¢imo da EWMA ocena volatil-
nosti hvata iznenadne skokove u volatilnosti oko 110-og dana relativno
bolje od jednostavnog pokretnog proseka.
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Slika 4.2: Kriva funkcije dobiti dobijena EWMA metodom naspram
funkcije dobiti dobijene pomoéu jednostavnog pokretnog proseka.
Duzina filtera je 50. Opadajué¢i faktor u EWMA filteru je 0.94
(A = 0.94). Uoc¢imo da funkcija dobiti EWMA filtera ostaje iznad
nule za sve frekvencije. Dakle, EWMA filter izlaz sadrzi mnogo visu
frekvencijsku dinamiku od jednostavnog pokretnog prosek filter izlaza

i stoga pruza bolju lokalnu ocenu volatilnosti.
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cije f = 1/N za 0 < f < 0.5, gde je N duzina filtera (vidi jed-
nacinu (3.25)). Medutim, iz jednacine (3.14) vidimo da to nije slucaj
sa EWMA filterom. Funkcija dobiti EWMA filtera je iznad nule za
sve vrednosti frekvencija. Dakle, EWMA filter izlaz sadrzi mnogo visu
frekvencijsku dinamiku od jednostavnog pokretnog prosek filter izlaza
i stoga pruza bolju lokalnu ocenu volatilnosti.

Ocena dnevne standardne devijacije moze se takode dobiti pomocu
Exponential Smoothing metoda:

o0

62 = A;)u — N rps — 1), (4.4)

Sto se moze zapisati i
62 =MNri =7+ A1 =N (ree1 — 72+ M1 = A2 (r_g — 7)* + ... (4.5)

Ako jednacinu (4.5) vratimo jedan period unazad i pomnozimo je sa
(1 — \), dobijamo:

(1=N67 =M1 =N (r—1 =7 + AL = A (r—2 —7)* + ... (4.6)
Oduzimanjem jednacine (4.6) od jednacine (4.5) dobijamo sledece

67 =Ny —7)° + (1 = \)é7,. (4.7)

Jasno je da se za A blize jedinici daje vise znacaja sadasnjem posma-
tranju. Jednacina (4.7) se moze modifikovati kao

62 =Ny — )2+ (1 = N (62, + si-1), (4.8)

gde se s;_1 dobija iz sledece jednakosti:
se = (67 — 67_1) + (1 = 7)s-1, (4.9)

gde je 0 < 7 < 1. Jednacine (4.9) i (4.8) poznate su kao Holt-ov
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exponential smoothing ili Holt Winters smoothing metod (Holt, 1957;
Winters, 1960). U jednacini (4.9), s; obuhvata proseénu stopu rasta
(trend) ocene standardne devijacije. Za primenu Holt Winters smooth-
ing metoda u ekonomiji, pogledati Chatfield i Yar (1991) i Grubb i
Mason (2001).

4.1.2 Hodrick-Prescott filter

Hodrick-Prescott (HP) filter koristi se za identifikaciju komponenti
poslovnog ciklusa u makroekonomskim vremenskim serijama (Hodrick
i Prescott, 1997). Cilj HP filtera je rastavljanje vremenskih serija na
ciklicnu komponentu yf i glatku (smooth) komponentu y;. Ovaj filter
se dobija resavanjem sledec¢eg problema minimizacije:

mmi {(yt — ) + M (Wi — ) — (5 — yf_l)r},

i}

gde je A arbitrazna konstanta koja kaznjava (penalize) varijabilnost u
glatkoj komponenti. Za vece vrednosti A, prisutne su vece fluktuacije
u glatkoj komponenti. Kada je A = 0, glatka komponenta sadrzi samo
podatke, te nije doslo ni do kakvog poravnanja. U grani¢nom smislu
kada A — oo, glatka komponenta predstavlja linearni vremenski trend.

U mnogim primenama, vrednost A se obi¢no postavi na A = 1600
za kvartalne podatke, sto su prvobitno predlozili Hodrick i Prescott
(1997).

Kada su jednom dobijene glatke komponente, razmatraju se reziduali
y; = Yy — y;, kao komponente poslovnog ciklusa vremenskih serija.
King i Rabelo (1993) su proucavali osobine HP filtera i pokazali da
ciklicne komponente ovog filtera imaju sledeé¢u funkciju frekventnog
odziva:

4N[1 — cos(27 f)]?

H(f,\) = ) 4.10

(f;2) 14+ 4\[1 — cos(2mf)]? (4.10)

King i Rabelo (1993) su takode pokazali da je glatka komponenta
filtera HP data sa:
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Slika 4.3: Funkcija dobiti ciklicne komponente filtera HP kada je
A = 1600 naspram funkcije dobiti idealnog propusnog filtera koji hvata
dinamicke frekvencije veé¢e od f = 0.025, sto implicira period duzine 10
godina (40 kvartala) za kvartalni skup podataka. Primetimo da HP fil-
ter jedino aproksimira idealan visokopropusni filter u okolini f = 0.025.

o0

Z (Aﬁ{ + AQ‘%) Yi—j + Z <A19{ + Az%)?ﬁﬂ] , (4.11)

j=0 7=0

. _ i,
=N

gde su 6, i 65 konjugovano kompleksni brojevi koji zavise od A, a A;
i Ay su funkcije koje zavise od 6; i 0. Dakle, glatki (smooth) HP je
centrirani pokretni prosek. Kao rezultat, nece postojati fazni pomeraj
nakon filtriranja u glatkoj komponenti. Medutim, ovaj filter u njegovoj
originalnoj formi je beskonac¢ni pokretni prosek. Stoga, ne moze biti
implementiran bez nekog ogranicenja, odnosno pretpostavke o duzini
lag-a.

Slika 4.3 prikazuje funkciju dobiti za ciklicnu komponentu HP fil-
tera (A = 1600). Ciklicna komponenta je bez niskih frekvencija jer je
magnituda frekventnog odziva jednaka nuli kada je f = 0. Cikli¢na
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komponenta pocinje sa skupljanjem frekventnih komponenti original-
nih vremenskih serija oko f = 0.025. Primetimo da f = 0.025 odgovara
periodu duzine od 10 godina (40 kvartala) za kvartalni skup podataka.?
Stoga, HP filter sa A = 1600, unutar konteksta kvartalnih podataka,
proizvodi glatku krivu koja sadrzi nisko-frekventne komponente koje
se protezu otprilike 10 godina. Cikli¢na komponenta sadrzi dinamiku
poslovnog ciklusa (tj. varijacije sa periodom duzine priblizno 10 god-
ina ili manje).

Nekoliko studija kritikuju HP filter da izoblicuje dinamiku origi-
nalnih vremenski serija. Harvey and Jeager (1993) i Kaiser i Maraval
(2000) su pokazali da HP filter indukuje lazne cikluse ako je originalna
vremenska serija stacionarna (difference stationary). Pollock (2000)
predlaze racionalni kvadratni-talas filter pristup kako bi istakao da
HP filter gresi u zadacima generisanja odvojenih serija, dozvoljavajuci
niskofrekventnim komponentama da produ kroz odvojene serije. Kao
sto je spomenuto, HP filter moze takode imati i neke prakti¢ne prob-
leme, kao sto je neobi¢no ponasanje ciklicnih komponenti u blizini kraja
uzorka. McCallum (2000) takode kritikuje HP filter. Radi ilustracije,
McCallum primenjuje HP filter na realni bruto domaéi proizvod SAD-
a tokom 1920-ih i 1930-ih. Ocena ciklicnih komponenti filtera HP za
vreme ovog perioda sugerise da se zapravo velika depresija nije ni de-
sila.

4.1.3 Baxter-King (BK) filter

Baxter i King (1999) filter (BK) je specifi¢ni pojasni filter koji se koristi
za hvatanje oscilacija sa periodom duzine 6 do 32 kvartala u datom
kvartalu vremenskih serija. Kod najduzih americkih poslovnih ciklusa
definisano je trajanje poslovnog ciklusa od vise od jedne godine do
10 (ili 12) godina. BK filter je takode centrirani pokretni prosek sa
simetricnim tezinskim koeficijentima, a to je

2Napomenimo da je f = 1/p, gde je p duZina perioda. U ovom primeru je
f =0.025 = 1/40 Sto implicira period duzine 40 kvartala.
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Lead-Lag BK{6,32) BK(2,32) BK(2.8)
i] 02777 09425 0.7741
| 0.2204 -0.0571 -0.2010
2 0.0838 00559 01351
3 -0.0521 -0.0539 00510
4 01184 00513
5 01012 0.0479
3 -0.0422 0.0440
7 D.0016 0.0396
B 0.0015 -0.0348
9 0.0279 0.0297
10 -0.0501 0.0244
1 00423 -0.0190
12 00119 0.0137

Tabela 4.1: Baxter i King (1999) filter koeficijenti. BK(6,32), BK(2,32)
i BK(2,8) propustaju frekventne komponente izmedu 6 i 32 kvartala,
2 i 32 kvartala i dve i osam godina, respektivno.

K
vl =Y wa. (4.12)

i=—K

Koeficijenti BK filtera su izvedeni sa ograni¢enjem da dobit filtera (fil-
ter gain) treba biti nula za frekvenciju nula. Ovo zahteva da suma filter
koeficijenata mora biti nula (vidi tabelu 4.1).3 U cilju prikupljanja
glavnih karakteristika poslovnog ciklusa kvartalnog skupa podataka,
Baxter i King preporucuju lead-lag kompenzator duzine K = 12.
BK(6,32) filter propusta ve¢inu frekvencija izmedu 6 i 32 kvartala,
uklanjajuéi varijacije niskih frekvencija i ravnajuéi neravnomerne var-
ijjacije visokih frekvencija. BK(2,32) filter propusta veéinu frekvencija
izmedu 2 i 32 kvartala, uklanjanjem varijacija trenda, ali ne ispravlja
varijacije visoke frekvencije. Za godisnje podatke, Baxter i King (1999)
preporucuju jedan filter sa K = 3, koji propusta periodiéne kompo-

3Generalno, ako se filter integriSe (sumira) u jedinicu, onda se radi o niskopro-
pusnom filteru (tj. ima dobit jedan na nula frekvenciji). S druge strane, ako se
filter integriSe u nulu, radi se o visokopropusnom filteru (tj. dobit je jedan na na-
jvecoj frekvenciji). Zahtev da suma filter koeficijenata mora biti nula za BK filter
implicira da je filter diferencijalni filter (differencing filter) i stoga je visokopropus-
ni/pojasni filter. Ista ideja vazi i za wavelet (malotalasni) filter.
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nente izmedu 2 i 8 godina.

BK filter je kritikovan po osnovi da moze da narusi dinamicke os-
obine i da njegova ciklicna komponenta ne uspeva da uhvati znaca-
jan deo varijabilnosti frekvencija poslovnog ciklusa (Guay i St-Amant,
1997; Murray, 2001). Ipak, oba, HP i BK filteri mogu biti standarni
alat u trenutnim studijama poslovnog ciklusa. Slika 4.4 prikazuje pri-
menu HP i BK(6,32) filtera na log kvartile realnog bruto nacionalnog
proizvoda SAD-a (GNP - Gross National Product).

Prvi segment slike prikazuje FD realnog GNP-a (kvartalna stopa
rasta). Na slici 4.4(b), prikazan je HP filter izlaz (A = 1600). Na slici
4.4(c), prikazan je BK(6,32) filter izlaz (A = 1600). Napomenimo da
je BK izlaz vise glatak od HP izlaza. Medutim, nedostaje 12 tacaka
(podaci iz 3 godine) na svakom kraju BK(6,32) filter izlaza jer je to
neuzroc¢ni filter.

4.1.4 Filteri u tehnickoj analizi finansijskih trzista

Tehnicka analiza na finansijskim trzistima predstavlja proucavanje trzisnih
aktivnosti uz pomo¢ grafikona kako bi se prognozirao buduéi pravac
kretanja cena. NajCesCe koris¢eni alati tehnicke analize su filteri, na
primer pokretni prosek. Glavna pretpostavka tehnicke analize koja
koristi pokretni prosek je da cena prati odredeni trend u odredeno
vreme. Stoga, uloga tehnickog analiticara (takode poznatog kao agent
(chartist)) je da identifikuje razli¢ite trendove (niskofrekventne kom-
ponente) u njihovom ranom stadijumu i da uoci njihove prednosti pre
nego sto drugi ucesnici na trzistu to otkriju. Nedavna istrazivanja
pokazuju da koris¢enje jednostavnih pravila trgovanja moze unapred-
iti prognoziranje performansi postoje¢eg modela.

Najcescée koriséeni alat u tehnickoj analizi je jednostavni pokretni
prosek. Sa jednostavnim pokretnim prosekom daje se signal za kupov-
inu (buy signal), kada se poslednja cena pomeri iznad jednostavnog
pokretnog proseka. Ako je cena pala ispod jednostavnog pokretnog
proseka, izdaje signal za prodaju (sell signal). Konzervativni anali-
ticar bi ¢ekao da se pokretni prosek vrati u pravcu cene prelaza (price
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Slika 4.4: Filtrirani log kvartali realnog bruto nacionalnog proizvoda
SAD-a (sezonski uskladena godisnja stopa, 1992 dolara). (a) First-
difference(FD) ocena originalnih vremenskih serija. (b) HP ciklus (A =
1600). (c) BK(6,32) ciklus. Napomenimo da 12 podataka nedostaju
na kraju BK(6,32) filter izlaza. Izvor: U.S. Department of Commerce,
Bureau of Economic Analysis.
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crossing), kako bi zakljucio da li treba aktivirati odluku o kupovini ili
prodaji. Slika ??(a) prikazuje primer jednostavnog pokretnog proseka
koji aktivira signal kupovine i prodaje na deviznom trzistu.

Analiticar moze postaviti interval poverenja (granicu) oko jednos-
tavnog pokretnog proseka. Granica se moze zasnivati na arbitraznom
pravilu kao sto je 5% ili nekom drugom statistickom kriterijumu.
Postavljanje ovakvih granica je u literaturi tehnicke analize poznato
kao percentage envelope. Ako se cena pomeri iznad gornje granice,
dolazi do preteranog reagovanja na trzistu (tj. preterane kupovine).
Ako cena padne ispod donje granice dolazi do preterane prodaje i ne-
realnog pada cena.

Umesto ovog pravila za formiranja granica oko jednostavnog pokretnog
proseka mogu se koristiti i neke statisticke mere. Kao jedna od takvih
mera uzima se granica (band) od dve standardne devijacije iznad i dve
standardne devijacije ispod pokretnog proseka. Ova mera poznata je
pod nazivom Bollinger granica. Napomenimo da se Bollinger granica
moze prosiriti ili suziti u zavisnosti od volatilnosti cene na trzistu, dok
bi percentage envelope ostao konstantan oko pokretnog proseka.

Jasno je da kratak period pokretnog proseka ima tendenciju da daje
ranije signal nego sto je to slucaj kod duzeg perioda. Kao strategija
mogu se koristiti i dva pokretna proseka zajedno da bi se utvrdilo u kom
pravcu se krece trziste. Ova tehnika se naziva double crossing metod.
U ovom pristupu, ako je kratki pokretni prosek iznad dugog pokretnog
proseka prihvata se signal za kupovinu. Ako je kratki pokretni prosek
ispod dugog pokretnog proseka prihvata se signal za prodaju. Slika
??(b) ilustruje double crossing metod.

U tehnickoj analizi moze se kombinovati nekoliko pokretnih pros-
eka. Na primer, triple crossing metod (prikazan na slici ??(c)) bi mo-
gao koristiti tri razli¢ita pokretna proseka za recimo 5, 10, 15 perioda.
U tom slucaju, ako je 5-periodi¢ni pokretni prosek iznad 10-periodi¢nog
i 15-periodicnog pokretnog proseka, generise se signal da postoji trend
rasta Sto ukazuje na kupovinu. Ako se u meduvremenu 10-periodi¢ni
pokretni prosek takode pomeri iznad 15-periodi¢nog proseka, potvrduje
se trend rasta i aktivira se signal za kupovinu. U trendu opadanja,
pokretni prosek za kratak period bi pao ispod pokretnog proseka za
srednji i dugi period. To se prihvata kao prvi znak za prodaju. Kada
srednji prosek padne ispod proseka za dugi period, prihvata se trend
opadanja i aktivira se signal za prodaju.
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[ako postoje neki sporazumi na trzistu oko duzine pokretnih pros-
eka, analiticar je taj koji odlucuje koji ¢e pokretni prosek raditi na-
jbolje za dato trzisSte odredenih instrumenata, sa unapred odredenim
periodom trgovanja i funkcijom trogkova.* Obimnije o tehnickoj analizi
se moze prona¢i u Murphy (1999) ili Edwards i Magee (1997).

4Murphy (1999) je objavio neke popularne kombinacije dnevnih pokretnih pros-
eka na trzistu fjucersa kao 4-9, 9-18, 5-20 i 10-20 dana. Na trzistu akcija je pop-
ularan 50-dnevni pokretni prosek. Na duze staze, 200-dnevni pokretni proseci su
obi¢no u upotrebi. Bollinger granice su obi¢no 10-dnevni i 20-dnevni pokretni pros-
eci. Tako ovi pokretni proseci nisu resenje za neke dobro definisane optimizacione
probleme, mogu ukazivati na neke empirijske zakonitosti. Drugim re¢ima, mogu
igrati veoma vaznu ulogu u formiranju cena.
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Slika 4.5: Tehnicka analiza 5-minutnog DEM-USD deviznog kursa od
26.11.1996. do 31.12.1996. (vikendi iskljuceni). (a) Jednonedeljni
pokretni prosek (tanka linija) naspram stvarnih podataka. (b) Dou-
ble crossing: jednonedeljni jednostavni pokretni prosek (tanka lin-
ijja) naspram dvonedeljnog pokretnog proseka. (c) Triple crossover:
jednonedeljni jednostavni pokretni prosek (tanka linija), dvoonedeljni
pokretni prosek (oznacena linija) i tronedeljni jednostavni pokretni
prosek (tamna linija). Originalni skup podataka nije nacrtan na de-
lovima (b) i (c¢) kako bi slika bila jasnija.
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Implementacija
Hodrick-Prescott filtera

Jedan primer na kojem c¢e biti prikazan primer ilustracije teorijske
¢injenice pojasnjene u prethodnoj glavi je Bruto drustveni proizvod
Sjedinjenih Americkih Drzava, na kome ce biti primenjen Hodrick-
Prescott (HP) filter. Podaci su preuzeti sa sajta Federalnih Rezervi St.
Luisa (https://fred.stlouisfed.org/series/ GDP) i odnose se na kvartalne
vrednosti BDP-a u poslednjih 10 godina (40 perioda, od 1.7.2007. do
1.4.2017.). Podaci ce biti obradeni u programskom jeziku MATLAB.
Serija je zadata u formi matrice dimenzija 40x1, sadrzi vrednosti pocev
od najstarije i nosi naziv “A”.

Seriju ,gdp” mozemo da filtriramo pozivajuc¢i prethodnu funkciju
u obliku ,[g]=hpfilter(A,lambda)”, pri ¢emu je ,g” trazena kompo-
nenta rasta filtrirane serije, a ,Jambda” je parametar ugladivanja. Ovaj
parametar je proizvoljan, a najées¢e uzima vrednost 100 za podatke na
godisnjem, 1600 na kvartalnom i 14400 na mesecnom nivou. S obzirom
da su podaci za BDP dati na kvartalnom nivou, koristicemo parametar
1600.

Primenom filtera, dobijamo vrednosti za ,,g”, Sto se moze videti na
grafiku (plot (A,g)) na slici 5.1.

Na slici 5.1 mogu se videti paralelno originalni i filtrirani podaci.
Vertikalna osa predstavlja desetine hiljada milijardi dolara, dok su na
horizontalnoj osi obelezeni kvartali (pocev od 1.7.2007.). Originalni
podaci (A) su obelezeni crvenom bojom, dok su filtrirani (g) prikazani
zelenom. Razliku izmedu originalnih i filtriranih podataka mozemo
videti na grafiku (plot(A-g)) koji je predstavljen na slici 5.2.
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Listing 5.1: Kod koji se unosi u MATLAB-u za primenu HP filtera je
slededi:

function [g] = hpfilter(A,lambda)
% A: vremenska serija
% lambda=parametar ugladjivanja (m: 14400, q: 1600, y: 100)

if nargin < 2
error('Zahtevana su bar dva parametra.');
end

[m,n] = size (x);
ifm<n
X = Xx";
m=n;
end

a(l)=lambda+1;
a(2)=5xlambda+1;
a(3:m—2)=6xlambda+1;
a(m—1)=5xlambda+1;
a(m)=lambda+1;
b(1)=—2xlambda;
b(2:m—2)=—4x1lambda;
b(m—1)=—2x1lambda;
c(1l:m—2)=1lambda;

g=penta2(x,a,b,c);
if nargin ==
plot(g,'qg'); grid on; hold on; plot(A,'r');
end
end
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Slika 5.1: Ovde se mogu se videti paralelno originalni podaci i filtrirani
podaci. Vertikalna osa predstavlja desetine hiljada milijardi dolara,
dok su na horizontalnoj osi obelezeni kvartali (pocev sa 1.7.2007.).
Originalni podaci (A) su obelezeni crvenom bojom, dok su filtrirani
(g) prikazani zelenom.
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Slika 5.2: Razlika izmedu originalnih i filtriranih podataka (razlika
izmedu svakog para podataka koje smo oznacili sa ,A 71 g”)
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Zakljucak

Tema ovog rada jeste primena malih talasa u oblasti ekonomije i finan-

sija. Analizirana je teorija malih talasa, uz osvrt na Furijeovu analizu.
Objasnjeno je kako malotalasna analiza, odnosno analiza filtera, po-
maze u pojasnjavanju vremenskih serija. Filteri su znacajni kao alat
sa stanovista ekonomije i finansija jer analiziraju razne komponente
vremenskih serija. Neki od pojasnjenjih filtera imaju ulogu u upravl-
janju rizicima na finansijskom trzistu ili u identifikaciji komponenti
poslovnog ciklusa. U ilustrativnom primeru jednog od ovih filtera ko-
ris¢en je programski paket MATLAB.
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