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‘Mathematics is the most beautiful
and most powerful creation of the human spirit.’
Stefan Benach



Predgovor

‘I neprihvatanje rizika veliki je rizik.’
E. Jong

Teorija rizika je drugi izraz za matematiku neZivotnog osiguranja $to je i jednim delom tema
ovog master rada. Ona se bavi modeliranjem i ra¢unanjem Steta i rizika, njihove raspodele,
vremenske dinamike, ukupne $tete, kao 1 verovatnoce propasti, odnosno gubitka u portfoliju.
Klasi¢an Kramer-Lundbergov model, koji koristimo kao osnovu, glasi:

Ult) =u+c-t—S). (1.1)

U radu ¢emo prosiriti ovaj model uvodenjem a- stabilnih Levijevih procesa na (1.1). Konkrentno,
radi jednostavnosti, uzimamo Levijev proces za a« = 2 takozvano Braunovo kretanje sa driftom.
Perturbovan model rizika je sada dat

Ult) =u+c-t—S(t)+ oW(t). (1.2)

Glavna motivacija za obradu ove teme u master tezi esencijalno lezi u vaznosti obradene teorije.
Naime, teorija propasti predstavlja jedan od temelja aktuarske nauke, bez koje moderno osiguranje
ne bi postojalo u obliku u kom ga danas poznajemo. I kao §to kaze veliki Sekspir: “Svet je
zanimljiv, onoliko koliko smo mi radoznali.” Nasa radoznalost i Zelja da istrazimo i bolje
razumemo teoriju tako Siroke primene, aktuelnost teme, neraspolaganje opseznom literaturom na
srpskom jeziku koja na sveobuhvatan nac¢in obraduje temu — doveli su nas do ovog skromnog rada
(koji nam je pruzio nemerljivo zadovoljstvo istrazivanja).

Rad ¢e zbog sloZenosti teme, biti podeljen u tri tematske celine.

U uvodnom delu bi¢e navedeni osnovni pojmovi teorije rizika, kao i teorije propasti. Takode, bic¢e
navedene definicije odredenih stohastickih procesa. Summa summarum, krenu¢emo od znanja i
saznanja koja su nam poznata, a zatim se fokusiramo na istrazivanje i razumevanje centralnog dela.

Centralni deo rada bi¢e podeljen u dva dela. Prvi deo ¢e biti posveéen nasem proSirenom modelu
procesa viska (1.2) kao i detaljnoj obradi istog, definisacemo i dokazati neke od teorema i lema. U
pricu ¢emo uvesti verovatnoce propasti i prezivljavanja, kao i metode procene ovih verovatnoca.
Dok ¢e se drugi, centralni deo, bazirati na konkretnim numeri¢kim primerima u kojima ilustraciono
prezentujemo sve ono teorijski naznac¢eno u radu. Za pojedinacne iznose Steta biramo konkretne
raspodele, procenjujemo Krajnu propast kao i gresku. Numeri¢ke aproksimacije raunamo putem
programa MS Excel, Matlab i Mathematica i na osnovu toga testiramo validnost datih metoda
aproksimacija.

Zavr$ni deo rada odnosice se na teorijsku pricu o reosiguranju, kao i o0 njegovoj ulozi i delovanju
na verovatnocu propasti.



Veliku zahvalnost dugujem svojoj mentorki, prof dr. Dori Selesi, na savetima i smernicama
tokom pisanja ovog rada.
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Poglavlje 1.

‘Postoji rizik, a postoji i sigurnost.
Camac u luci je siguran, ali mu s vremenom istrune dno. ’
J. Brown

1.0. Uvod

Teorija rizika (kolektivna teorija rizika) je polje matematike koji je vazan deo aktuarstva jer koristi
matematicke modele da objasni nacin i nivo zastite od propasti. S druge strane teorija rizika ima
svoje poreklo s pocetka 20.veka, kada je Filip Lundberg, 1903. godine, objavio svoje prve ideje na
temu klasiCan proces viska. On se bavio definisanjem verovatno¢e propasti, odnosno
prezivljavanja, raspodelom viska pre same propasti i deficitom u tom vremenskom trenutku kada
je propast nastala.

Kramer-Lundbergov model je izmenjen dodavanjem Levijevih procesa u sloZzen Poasonov proces
i na taj na¢in dobijamo moguc¢nost da razmotrimo i analiziramo neizvesnost prihoda od premija,
kretanja kamatnih stopa, broja osiguranika...Cilj ovog rada je da definiSemo obrazac za
verovatnocu propasti (verovatno¢u kada model postaje negativan) u beskona¢nom vremenskom
trenutku.

Dobro poznatu aproksimaciju za verovatno¢u propasti u savremenoj teoriji rizika, De Valderovu
metodu, ¢emo primeniti na na§ modifikovan model. Kako su svi ulazni parametri povezani sa
nesigurno$c¢u, te zbog toga verovatno¢u propasti nije moguce eksplicitno izracunati preko
navedenih formula, iz tog razloga u radu ¢emo posmatrati aproksimaciju verovatnoce propasti.

Na samom kraju, kada raspolazemo bitnim ¢injenicama koje se odnose na nas§ model, osvréemo se
na teoriju o reosiguranju, posebno - proporcionalnom reosiguranju. Navodimo oblik jednacine za
pronalaZenje koeficijenta prilagodavanja, za koji znamo da Sto je veci, verovatnoca propasti je
manja. Dokazujemo kako je pomenuti koeficijent pri reosiguranju veci od koeficijenta dobijenog
bez reosiguranja, na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo da je rizik manji.

Citaoci moraju poznavati osnovne pojmove teorije propasti i teorije rizika. Potrebno je znati
stohasticki racun, teoriju verovatnoce i statistiku. Zato u slede¢im redovima i izlazem osnovne
¢injenice koje nalaze klasi¢an Kramer — Lundbergov model, smatram da je to potrebno da bismo
razumeli ovaj na$ perturbovan model.



Poglavlje 2.

‘If I were again beginning my studies,
I would follow the advice of Plato and start with mathematics.’
Galileo Galilei

2.0. Uvod

U ovom odeljku posmatracemo perturbovani model rizika, izmenjen klasican model, dobijen kad
se u Kramer-Lundbergov model ubaci stabilan Levijev proces. Ovaj proces nazvan je po
francuskom matematic¢aru Paul Leviju, u pitanju je stohastic¢ki proces. On je relevantniji i precizniji
za opisivanje realnosti finansijskog trziSta od modela sa Braunovim kretanjem. Medutim, literature
ne sadrzi u sebi puno toga kad su u pitanju Levijevi procesi u modelu rizika, te zbog toga se
ograni¢avamo na Braunovo kretanje, kao specijalan slucaj Levijevih procesa za a = 2.

2.1. Kramer-Lundbergov model rizika

Teorija rizika je, kao §to je ve¢ receno, drugi izraz za matematiku nezivotnog osiguranja . Godine
1903., Filip Lundberg je postavio temelje moderne teorije rizika. Teorija rizika kao sinonim za
matematiku nezivotnog osiguranja, bavi se modeliranjem zahteva koji pristizu u osiguravajuc¢u
kompaniju 1 daje savet kolika premija treba da bude napla¢ena kako bi se izbegao bankrot, odnosno
propast osiguravaju¢eg druStva. Jedan od Lundbergovih klju¢nih doprinosa je uvodenje
jednostavnog modela koji je sposoban da opiSe osnovnu dinamiku homogenog portfolija
osiguranja. No, nismo spomenuli notaciju o¢ekivanog iznosa pojedninacnih $teta u oznaci:

u=EX;) i=12,..,n
Dok k-ti momenat definiSemo:
U = E(Xk)

za koji pretpostavljamo da postoji ako je X, = 0.
Postoje tri osnovne pretpostavke koji Kramer-Lundbergov, klasi¢an, model nosi sa sobom:

e Proces prebrajanja zahteva, N, u posmatranom vremenskom intervalu je slucajna
promenljiva. Zahtevi pristizu u vremenima T; za koje vazi 0 < T; < T, <-- < Ty. Ta



vremena nazivamo vremena dospevanja zahteva, ili vremena pristizanja zahteva, ili
jednostavno dospeca (claim arrival times).

e Pristizanje i-tog zahteva u vremenu T; prouzrokuje isplatu Stete u iznosu X;. Niz {X;} je
niz nezavisnih, nenegativnih slucajnih promenljivih sa istom raspodelom. Ove slucajne
promenljive nazivamo veli¢inama (iznosima) zahteva (claim sizes).

e Proces veli¢ine zahteva X; i proces pristizanja zahteva T; su medusobno nezavisni.

U ovom radu ¢emo zanemariti inflaciju i druge eventualne dinamic¢ke promene u portfoliju, pa
ukupna vrednost Steta u intervalu [0, t] iznosi

S(6) = IrY x,.

Slu¢ajna promenljiva S(t) ima slozenu Poasonovu raspodelu sa parametrom L. Gde je N(t)
proces broja zahteva definisan:

N(t)=card{i=0:T; <t}, t=0.

Tacnije N = (N(t)) 0 je proces prebrajanja na intervalu (0,00], matematicki nazvan, brojac¢, a
N (t) broj zahteva koji su dospeli do trenutka t.

Primetimo da trajektorije procesa N i trajektorija procesa S imaju ‘skokove’ u istim vremenskim
trenucima T;, veli¢ine 1 za N i veli¢ine X; za S.

E(S®)=E(N®))-EX) =21t .

Pretpostavimo da je u > 0 pocetni kapital osiguranika, te da se premije naplac¢uju po konstantnoj
stopi ¢ > 0, tako da je u intervalu [0, t] na ime premija naplaceno ukupno c - t. Prirodno je pitati
da li postoji neki vremenski trenutak u kojem do tada naplacene premije zajedno s inicijalnim
kapitalom ne pokrivaju sve do tada ostvarene Stete. U tom bismo sluc¢aju govorili o propasti
osiguranika, odnosno bankrotu istog. Definis§imo klasi¢an model rizika (eng. risk process ili surplus
process) kao

Ult)=u+c-t—S(). (2.1)

Propast dakle, odgovara dogadaju {U(t) < 0 : za neko t = 0}. Primecujemo da ovako definisana
propast u praksi ne zna¢i nuzno i stvarnu propast osiguranika. Naime, osiguranik je u mogucénosti
povisiti premije ako se proces rizika previse priblizi 0. Dalje, ovako definisan proces {U(t)}
opisuje tek jedan od mnogo homogenih portfolija osiguraonika u rukama velike osiguravajuce
kompanije, pa se gubici u jednom portfoliju mogu pokriti zaradom iz preostalih.

Posmatrac¢emo kratkoro¢ne polise osiguranja koje su svojstvene neZivotnom osiguranju. Dakle,
polisa traje relativno kratko, najéeS¢e godinu dana, i to vreme je unapred fiksirano. Osiguranik
plac¢a premiju osiguravacu, tj. osiguravaju¢em drustvu, a za uzvrat osiguravac isplacuje Stete
nastale po polisi za vreme trajanja polise. Rizik uklju¢uje kako individualnu polisu, tako i odredenu
grupu polisa. Pretpostavicemo da je trajanje polise jedna godina.



2.2. Teorija propasti sa peturbacijama

Klasi¢an Poasonov model rizika u teoriji propasti pretpostavlja da su vremenski intervali izmedu
dva uzastopna zahteva medusobno nezavisni, takode su zahtevi i intervali zahteva medusobno
nezavisni. No ovde ¢e biti re¢i o modifikovanom Poasonovom modelu rizika, o verovatnoci
propasti, odnosno prezivljavanja unutar ovog modela. Posmatra¢emo kako dodavanje Braunovog
kretanja utice na neizvesnost u prihodu od premija, fluktuacije kamatnih stopa, promene u broju
osiguranika, bez zanemarivanja svih drugih pretpostavki.

Na ovom putu posmatramo eksponencijalno rasporedene iznose Steta, predstavljamo nove tehnike
aproksimacije napravljene za perturbovane modele u beskonaCnom vremenu. Zatim testiramo
ta¢nost ovih aproksimacija koriste¢i kombinaciju eksponencijalne raspodele za pojedinacne iznose
Steta i dajemo konkretan numeri¢ki primer na kome ¢emo ilustrovati sve u radu teorijski navedeno.

2.2.1. Teorija propasti sa Braunovim kretanjem

Kao §to je ve¢ receno, u klasicnom modelu teorije rizika proces viska u trenutku t dat je sa
Ult)=u+c-t—S(), t=0. (2.2)

Ovde u > 0 predstavlja pocetni kapital, ¢ premijska stopa, a ukupni zahtevi dati su slu¢ajnom
promenljivom S(t) koja ima slozenu Poasonovu raspodelu sa parametrom A. Funkcija raspodele
pojedina¢nih zahteva iznosi Fy (x). Ocekivana vrednost pojedina¢nih iznosa Steta oznacena je sa
u. Pretpostavimo da postoji pozitivna konstanta 8, u nazivu koeficijent opterecenja, i da za njega
vazi:

O0=c-(A-u)—1>0.

Ovaj koeficijent je pozitivan, jer u suprotnom bi vazilo ¢ < A-u S§to bi u beskonacnom
vremenskom intervalu rezultovalo propast.

Mi ¢emo prosiriti ovaj model dodavanjem a-stabilnih Levijevih procesa na (2.2), pri ¢emu model
u vremenu dobija svoj novi oblik:

Ult)=u+c-t—Skt)+o-Z,(t). (2.3)

Gde parametar o > 0 oznacava drift, a Z,(t) Levijev process a € (0,2]. Radi jednostavnosti u
ovom radu ¢emo razmotriti slu¢ajeve kada je @ = 2, tada Z,(t) = W (t), W (t) Braunovo kretanje.
Za svako t > 0 slucajne promenljive {W;} i {S;} su nezavisne.

Definicija 1. Neka je (Q, F, P) - prostor verovatno¢a. Standardno jednodimenzionalno Braunovo
kretanje ili Vinerov proces je realan slu¢ajan proces W (t),t = 0,t € R koji ima sledece osobine:

(1) w(0) = 0 skoro sigurno
(2) Proces W (t),t = 0 ima nezavisne prirastaje
(3) Za 0 < s < t prirastaj W (t) — W(s) ima NV (0,t — s) raspodelu.



Uvodenje o - Z,(t) u klasi¢an model postavlja dodatno pitanje. Sta se promenilo u definisanju
funkcije verovatnoce prezivljavanja, verovatnoée propasti, u odnosu na klasi¢an model?

Naime, pre definisanja i dalje analize, ukratko zelimo da napomenemo da su svi stohasticki procesi
definisani na prostoru verovatnoéa (Q,F,P). U ovom delu uvodimo zajedni¢ke elemente i
definicije za predstavljeni model u jednaéini (2.3), tacnije , verovatno¢u propastii prezivljavanja,
Lundbergovu nejednakost, koeficijent prilagodavanja, jednostavna gornju granicu, maksimalni
agregatni gubitak i neke asimptotske rezultate.

Definicija 2. Neka je T,, slucajna promenljiva koja predstavlja vreme dolaska pojedinacnih Steta u
funkciji od pocetnih rezervi, u, tada

_ (inf{t: U, < 0} }
Tu—{oo U, >0 ,t=>0f u=0. (2.4)
Definicija 3. Pretpostavimo da je G(u,y) = P(U(t) € (—y,0) A T, < |U(0) =u) to je
verovatnoca da se propast deSava sa pocetnim rezervama u i bankrotom u konaénom vremenskom
trenutku sa deficitom koji je najvise y, tada zay — oo

J%l_{glo G(u,y) =y(u) = P(T, < o|V(0) =u), u=0. (2.5)

Gde je ¥ (u) - verovatnoéa propasti.

Na osnovu jednakosti (2.4) i (2.5) defini§imo verovatnocu prezivljavanja ¢p(u) = 1 — (u), kao
verovatno¢u da do bankrota ne dode nikada u zavisnosti od pocetnih rezervi u. Da bismo na neki
nac¢in osigurali da ¢(u) # 0 za svako u > 0 potrebno je da je stanje profita osiguranika

c—u-1>0. (2.6)

Drugim re¢ima, potrebno je da je u svakom vremenskom trenutku premija veca od o¢ekivanog
iznosa Steta. Ukoliko ovaj uslov nije ispunjen tada je ¢(u) = 0, ay(u) = 1 za svako u = 0.
Jednacina (2.6) ustvari rasvetljava ekonomski znacaj klasicnom modelu, te zato za koeficijent
opterecenja 1 vazi

0=c-(A-w—1.

Kako Braunovo kretanje predstavlja pojavu haoti¢nog kretanja, uvodenjem njega u model
dobijamo razlaganje verovatnoe propasti.Verovatno¢a propasti se sastoji iz svoje dve
komponente q i Y., gde je q (d — diffusion) - verovatnoca propasti izazvana oscilacijama, koje
poticu od Braunovog kretanja, odnosno visak rezervi je u trenutku propasti jednak nuli, a 1. (c —
claim) - je verovatnoca propasti s kojom smo se upoznali kod standardnog Kramer-Lundbergovog
modela, verovatnoca propasti koja poti¢e od iznosa zahteva, kada je visak rezervi u trenutku
propasti negativan. Ovo smo pokazali i ilustrovano na slici 1.
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Slika 1. Razlaganje verovatnoce propasti na g 1 .

Definicija 4. Neka je verovatnoéa propasti jednaka zbiru verovatnoca propasti nastalih usled
zahteva i oscilacija, i to na slede¢i na¢in

Y) = P(T, < o|U0) =u) =y + ()
gde je:
Ye(u) = P(T, < o0 iU(t) <0[U0) =u)
Ya(w) =P(T, <0 iU(t) =0|UC0) = u).

Kako je za u = 0 tada:

EU®)=E0+c-t—SO+a-WQ)) =
=ct—At-yy+0-0=(c—21-uy)-t=0.

Gornja nejednakost sledi iz ¢injenice dajec —A-uy; > 0it = 0.
Na osnovu E(U(t)) = 0, t = 0 prirodno, name¢u se sledece jednakosti

d)(o) = l/)c(o) =0
P(0) = 9,4(0) = 1.

Treba istaci da bez obzira na pojedina¢no ponasanje ove dve verovatnoce za u = 0, one se u zbiru
ponasaju isto kao verovatnoca propasti u klasicnom modelu, odnosno, sa porastom pocetnih
rezervi, verovatnoca propasti opada.

Osiguravaju¢e kompanije nastoje da ove dve verovatnoce u svakom trenutku kontroliSu kako bi
obezbedile svoju egzistenciju i bolje poslovanje. Ukoliko su poznate pocetne rezerve u i faktor
opterec¢enja 6 ove dve verovatnoce bivaju kontrolisane od strane osiguravajuc¢ih kompanija.
Medutim, postavlja se pitanje Sta ako Zelimo da ograni¢imo verovatnocu propasti, ako zelimo da
postignemo da je (u) < a,a € (0,1) ? Koliko onda da uzmemo da je u, 8? Kako da sklonimo
rezerve koje ne smemo da tro$imo?

Ova i jo§ mnoga druga pitanja se namecu u teoriji propasti, a metode za raCunanje ovih verovatnoca
su teske.

Pomocu ovog naseg izmenjenog oblika pokusSa¢emo da dobijemo oblik za raCunanje verovatnoce
propasti i prezivljavanja.

11



Prvi koji se bavio izmenama osnovnog modela je Gerber (1970), dok studije pokazuju da su i

mnogi drugi autori poslednjih godina intezivno radili na ovakvim modelima, koriste¢i se onim $to
je Gerber pokazao.

Da bismo razumeli dokaze nekih teorema, potrebno je objasniti sledeCu strategiju. Posmatramo
slucaj kada je visak, u < b, odnosno postoji barijera b, koja podrazumeva da svaki viSak koji
dostigne zadato b bude ispla¢en kao dividenda. Gerber-Sui dali su formalnu definiciju:

M(t) = max U(s), t>0.

0ss<t

Ukupne dividende isplac¢ene do trenutka t su:

D(t)=(M(t)—b)+={ 0 akojeM(t)<bh }

M(t)—b akojeM(t)>b

Neka je U, (t) funkcija viska koja odgovara modifikovanom modelu rizika sa poc¢etnim viskom
U, (0) = u, pri ¢emu je u ispod zadate barijere b. Tada je:

Uy,(t) =U(t) — D(t), t=>0.
Zatim defini§imo vreme propasti za ovu funkciju viska U, (t) kao i verovatnocu propasti:
T, = inf{t:U,(t) < 0}
Yp(W) = P(T, <oo|Up(0) =w), 0<u<b

Verovatno¢u propasti nastalu oscilacijama u U, (t) prouzrokovanim Braunovim kretanjem W (t)
definisemo kao:

Ypaw) = P(Ty, <00,Up(Ty) =0|U,(0)=u) 0=<u<h.
I na kraju verovatnoc¢u propasti izazvanu iznosima Steta
Yy (W) = P(T, < o0,U,(Ty) <0|U,(~0) =u) 0<u<hbh.
Vazi:
Yp (W) =Yy a(w) + Py (W)
Yp,c(0) =0
Ypa(0) = 1.
,2.2.2. Maksimalni ukupni gubitak
Kako bismo u nasu pricu uveli verovatnocu prezivljavanja, definiSimo sledecu slucajnu

promenljivu. U ovom delu rada, zarad dalje analize, a u cilju jednostavnosti, posmatracemo
perturbovan model sa Braunovim kretanjem kod koga je ¢ = 1.
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Definicija 5. Neka je L slu¢ajna promenljiva koja predstavlja maksimalni ukupni gubitak, takva
da proces {L(t):t = 0}, L(t) = u — U(t) ima funkciju raspodele:

F,(u) =P(L<u)=P(L({E)<u,vVt=0)=PWU() =0,Vt =0) =p(w).

Gde je ¢p(u) verovatnoca prezivljavanja za koju vazi (u) = F,(u) = q = % :

Kako sluc¢ajna promenlja L predstavlja maksimalni gubitak definiSemo je kao:

L = max{u — U(t)} = max{S(t) — ct — W(t)} = L,"® + Z(Li(l) +L;®).

l

Slika 2. Dekompozicija maksimalnog gubitka

Ovde N predstavlja maksimalan broj procesa {L(t)} koji su uzrokovani pojavom $teta. T'1, T2,
..., 'y predstavljaju vremena pojave ovih zahteva, uzimaju¢ida je To=0,a Ty+1= oo.

Definisimo L,V i L,® kao:
L™ = max{L(t);t < Tyy1} — L(Ty+1)
Le® = L(T) = L(Tey) = Lyery V.

Gde je max{L(t);t < Tj,,} maksimalni gubitak koji se javlja zbog Braunovog kretanja pre

vremena Ti+1. Dok L, i L,® predstavljaju iznose koji se rezultiraju u periodu (k, k + 1) i
figuriSu u maksimalnom gubitku, jedan potie od Braunovih oscilacija, a drugi od Steta,
respektivno.

Teorema 1. Slucajna promenljiva N ima geometrijsku raspodelu.

Dokaz.

1

Kako je ¢(0) = ——i (0) = 1 — ¢(0) = —

146 °

N - broj padova ispod datog nivoa
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0
P{N=0}=¢(O)=1+—9.

Ova jednacina znaci da nije bilo pada ispod zadatog nivoa, odnosno da smo preziveli.
P{N =1} = ¢(0) - (1 - ¢(0)) .

Na ovaj nacin definiSemo verovatnoc¢a da dode do jednog pada, ukoliko je verovatnoca pada data

sa Y (0).
P{N =2} = (0)*- (1 - ¢(0))
P{N =k} = ¢(0)* - (1 — ¢(0)).
Na osnovu ¢ega slu¢ajna promenljiva N ima geometrijsku raspodelu. m

. y . . 1
Dalje zarad lakSe notacije uzmimo p = v

Sludajne promenljive L, , L,V imaju isti raspodelu sa funkcijom raspodele gi(x), dok
L,® , L,'® imaju isti raspodelu sa funkcijom raspodele g,(x) . Vazi da su
N, Lo(l), Ll(l), Ll(z), Lz(z), ... nezavisne slu¢ajne promenljive.

DefiniSimo sa G(x) = P(S < x) funkciju raspodele slu¢ajne promenljive koja predstavlja ukupan

iznos Steta.
Dalje, neka je Fy(x) = P(X < x) funkcija raspodele individulanog zahteva i p,, = P(N = n) gde

je {pn}n O=o 0 funkcija raspodele slucajne promenljive koja predstavlja broj zahteva.

Mozemo izvesti formulu za funkciju raspodele slu¢ajne promenljive S, odnosno P(S < x) koji
postoji ako je broj zahtevan,n = 0,1,2, ... i ako je suma tih n zahteva ne vec¢a od x.

DefiniSimo:
(S<x}= U(SSxiN=n)-
n=0

Uvodenjem verovatnoce u gornju jednakost dobijamo
G(x)=P(S<x)=)7 0P <xiN =n).
1z definicije uslovne verovatnoce sledi
P(S<xiN=n)=P(S<xIN=n)-P(N=n)

P(S<xIN=n)=PQX; <x)=F"(x)
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Prema tome,
G(x) = Xy—oPn - F"" (%)

Za funkciju Fr*(x) bitno je reci da je FO*(x) = {Lx = 0},

0, inace

Za dalju analizu moramo se podsetiti i nekih definicija iz teorije verovatnoce.

Definicija 6. Ako jeZ =X + Y, tada je gustina f,(z) promenljive Z, data pomocu:
f2(@) = fey@ = [2, f (.2 = x)dx,

pri cemu je fyy gustina raspodele slucajnih promenljivih X i Y. Dalje, ako su X, Y nezavisne
slué¢ajne promenljive, tada je:

fry = fx () (),

gde je fy(x) gustina raspodele slucajne promenljive X, afy(y) gustina raspodele slucajne
promenljive y.

Definicija 7. Ukoliko imamo nezavisnost slu¢ajnih promenljivih, prethodna jednakost dobija
oblik:

f:2) = fiy@ = [ flx,z—x)dx= [ f(x):g(z—x)dx = f = g(2).

Na osnovu prethodne analize i &injenice da je ¢p(u) = P(L(t) <u; Vt =0) =P(L <u)
funkcija raspodele sluc¢ajne promenljive L, pritom je sluajna promenljiva L jednaka zbiru
nezavisnih slu¢ajnih promenljivih Lk(l) k=012 ...1i Lk(z), k=1,2,3 ... vazi slede¢a formula:

B =D p-(1=p) -6 1 6,7
n=0

gde su Gi(x) i G2(x) funkcije raspodele slucajne promenljive redom L, ™, k =0,1,2 ... i L,?,
k=123 ...

Vidimo da je ova jednakost sli¢na jednakosti koja sledi iz formule verovatnoce prezivljavanja:
B =D q- (1= - H D iy @)
n=0

i na 0snovu toga zapazamo da vazi sledece:
p = g,G,(x) = Hi(x), G2 (x) = Hp(x).

Dokaz ove teoreme navodimo nesto kasnije, nakon $to uvedemo i pokazemo oblike integro —
diferenecijalnih jednacina za verovatnoée propasti i prezivljavanja.
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Sledi jedna teorema koju navodimo bez dokaza.

Teorema 2. Funkcija generatrise momenata slu¢ajne promenljive L data je na sledec¢i nacin

_ t-¢-(c—Aw)
MO = om0 70

Podsetimo se funkcije viska sa barijerom b, Uy (t), defini§imo verovatnoéu prezivljavanja za ovu
funkciju.

Definicija 8. Za neko § > 0 definiSimo:
by (w) = E[e T I(T, < o0,U,,(T,) = 0|U,(0) =u], 0<u<bh
¢b,c(0) = 1

Vidimo da je verovatnoéa prezivljavanja definisana kao Laplasova transformacija vremena
propadanja T, u odnosu na &, ako je propast izazvana oscilacijama, pri ¢emu je I(-) indikator
funkcija.

Definicija 9. Defini§imo ‘penalty function” w(x,y) za x, y = 0 nenegativne promenljive, zatim
definisimo:

by, = E[e~8Tow (U, (T =), U, (Ty) DI(Ty < 0,U,(T,) = 0|U,(0) =u], 0<u<bh
$54(0) =0

takozvanu ‘expected discounted penalty’ (Gerber-Shiu) funkciju definisanu ukoliko do propasti
dode zbog Steta.

Bitno je napomenuti da ovo nije originalna definicija Gerber-Shui funkcije jer Gerber-Shui funkcija
ne podrazumeva nikakavo ograni¢enje na viSak rezervi, nego vazi u = 0. Medutim oznake su iste
kao u ovoj, pomenutoj, funkciji, te U, (T, —) predstavlja visak rezervi pre propasti, dok |U, (T})|
predstavlja deficit uo¢i propasti.

Uoc¢imo za w = 1 ‘penalty function’ svodimo na verovatnocu propasti. U ovom radu, § = 0, ne
uzimamo u obzir diskontni faktor, jer u nasoj analizi zanemarujemo kamatnu stopu, koja se sama
po sebi razlikuje od nule i kao takva postoji, ali dodatno komplikuje stvrari. Uzimajuci i nju u obzir
pisa¢emo u nekom dugom radu.

2.2.3. Integro - diferencijalne jednacine i njihovo reSenje

Kako smo definisali verovatnoc¢e prezivljavanja i propasti, sad ¢emo matematicki da pristupimo
integro - diferencijalnim jednadinama i resavanju istih.

Prvo, pre analize integro-diferencijalnih jedna¢ina za na$ model, podsetimo se integro-
diferencijalne jednacine u Kramer -Lundbergovom modelu.

Definicija 10. Integro-diferencijalna jedna¢ina u Kramer-Lundbergovom modelu ima slede¢u
formu:

cp'(w) =21-¢p(b) — A~ [} p(u—x)p(x)dx.
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Ovaj oblik sluzi za dalje izvodenje i uopstavanje. No, njega uzmimo kao kamen temeljac svih
ostalih slozenijih integro-diferencijalnih jednacina.

Teorema 3. [8] Ako je poCetni visak jednak u, i vazi da postoji barijera b za koju piSemo u < b,
onda imamo sledecu integro-diferencijalnu jednacinu:

202" (b =)~ cd'(b =) = A+ 8)§ (b) = A [, (b —0)p()dx.  (27)
Dokaz.
Definis§imozau=b it = 0,
Ut)=b+c-t+a-W(t),
M(t) = max U(s) = 523§{b +c-s+a-W(s)},

D) = IM(®) = bly = max{c-s+a-W(s)},

Ub(t)=U(t)—D(t)=b+c-t+0-W(t)—gr<1§<xt{c-s+0-W(s)},

po rezultatima Borodina and Salminen® imamo

grslgsxt{g-s+a-W(s)}—§-t—W(t)=|M7f?)—§-t|,

gde je W (t) Braunovo kretanje sa driftom% , W (t) standardno Braunovo kretanje nezavisno od

W (t) i od ukupnog iznosa Steta Z?;(? X;.
Odatle sledi,
Uy=b—|o- W(t) —c-t|. (2.8)

Dajemo dokaz za (2.7) koji je najsli¢niji dokazu koju su dali Gerber i Landry?. Posmatrajmo
interval od 0 do dt. Diskontni faktor za ovaj interval je 1 — 6dt. Verovatnoca da se u ovom
intervalu ne realizuje ni jedan zahtev je 1—A - t, dok je verovatnoca realizacije zahteva u ovom
vremenskom intervalu A - t. Uzimajuci u obzir ove uslove, ako se prva Steta realizuje, za u =
b imamo sledece:

p(b) =1 —A-dt)-(1—68-dt)-E[¢p(U,(dD))]
+A-dt-(1=6-dt)-E[¢p(U,(dt) — X;)]. (2.9)

1 Andrei N. Borodin, Paavo Salminen — Handbook of Brownian Motion - Facts and Formulae str.73, 2002.
2 H.U.Gerber and B. Landy On the discounted penalty at ruin in a jump diffusion and the perpetual put option, 1998.
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Zamenom (2.8) u (2.9) dobijamo, kao i koris¢enjem prethodnih osobina dobijamo:

() =1 —-2-dt)-(1—-5-dt) E[p(b—|o- W(dt) —c-dt|])]+21-dt-(1-6-dt)-

£ [fob—|a- w(dt) —c-dt| ¢(b—|o- w(dt) —c-dt| - x)p(x)dx]. (3.0)

Dalje,
E[¢p(b—|o- W(dt) —c-dt|)] = ¢p(b) + Gy dt + o(dt).
9 = 0, Gyp) generator procesa {|o - W(t) —c-t| =t > 0}.

Gde je lim odt)
dt—0 dt

Definicija 11. Generator procesa o - W(t) — ¢ - t, t = 0 koji zadovoljava stohasti¢ku
diferencijalnu jednadinu dX; = o - W(t) - dt — c - dt dat je na sledeé¢i nacin

Gowy = =€+ BB + - $(b)".
Tada,
E[p(b—|o- W@ —c-dt|)] = pb) —c-dp(b ) + % (b -)" +o(de). (3.1)

Zamenom (3.1) u (3.0), oduzimanjem ¢ (u) sa obe strane, deljenom leve i desne strane sa dt i
pustanjem dt — 0, i uzimanjem u obzir definiciju Braunovog kretanja W (0) = 0, imamo sledece:

Z.pb ) —c pb-) = A+8)$B) —1 [ $(b - Dp()dx.

Teorema 4. [5] Pretpostavimo da je p(x) diferencijalna na intervalu (0, ), tada ¢, 4 (u)
zadovoljava sledecu integro — diferencijalnu jednac¢inuza 0 < u < b

1 u
20 900+ € @) = A0 = 2+ [ Bualu—Ip(dx
0

$pa(0) =1
¢'palb =) =0.
Dokaz.

Ideja dokaza je da posmatramo funkciju ¢, (1), odnosno da pocetne rezerve zadovoljavaju
0<u<oo.
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Posmatramo interval sa beskonacno malom duzinom i razlikujemo postoji li Steta u tom interval,
ili ne postoji.

1z zakona verovatnoda sledi

p(w) = (1 —A-dt) - E[¢p(U (db))]
+1 - dt - E[¢p(U (dt) — X,)]

dpw) =1 —21-dt)-E[p(u+c-dt+a-W(dt))]

+2-dt-E [T gt e de + o wdt) - ) plodx|. (3:2)
Kako je

2

E[p(u+c-dt +0-W(AD)] = Q) + ¢ - deg' () + o de" (),

zamenimo ovo u jednakost (3.2), nakon ¢eka dobijemo

dw) = (1—21-dt) - [d)(u) +o-dtd'(w) + ”7 : dt¢”(u)l

+A-dt-E [fouﬂ'dtw'w(dt) pu+c-dt+o-W(dt) —x) p(x)dx].
No, kako je E(c) = ¢, u drugom sabirku imamo o¢ekivanu vrednost konstante, pa sledi da je

poslednja jednakost:

2
d(w) = (1—2-dt) - [d)(u) +o-ded'(w) + % : dtcp"(u)l

+A-dt- [f;”c'dtw'w(dt) p(u+c-dt+o-W(dt) —x) p(x)dx].

Oduzmemo ¢ (u) sa obe strane i podelimo celu jednakost sa dt i dobijemo:
2 2
0=-2-¢+c-¢'wW "‘07 " (W) — A pw) —A-c-dtp’(u) — - %'dtqﬁ”(u)
nyy [f(;,t+c-dt+a-W(dt) d(u+c-dt +o-W(dt) —x) p(x)dx].

Sadadt - 0iW(0) =0
2 u
0=—-2 ) +c ¢ +"7- ¢ (1) + A - U b (u— x)p(x)dxl
0

W +Z "W =2 ) — A+ [fy dlu—x) p()dx] .

Na osnovu prethodnih teorema izves¢emo oblik za verovatnou preZivljavanja i verovatnocu
propasti koji zavisi samo od u. Podrazumevamo da su vremenski intervali duzine dt beskona¢no
mali odnosno dt — 0. Shodno tome diskontni faktor 1 4+ § - dt = 1. Treba jo$ napomenuti da se
vremenski intervali razlikuju po tome da li se u njima realizovao zahtev za Stetu, ili se nije

realizovao.
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Izvedimo sada integro-diferencijalne jednaline za naSe verovatnoée uz pretpostavku o
perturbovanom modelu rizika.

Iskoristimo jednacinu iz poslednje teoreme:
~0%¢" (W) +cp'(w) = 1+ W) — A+ [} p(u— x)p()dx. (33)

Integralimo sada (3.3) sa [~ .. Uzimajuéi u obzir da je ¢(0) = 0 dobijamo
u=0

N| =

v
0 (P - @) == pW +A- [ w-P[1-F O]y, v20. G4
0
Kako je lim ¢(u) = 1, kada pocetne rezerve teze beskonaénosti, verovatnoca prezivljavanja je
u—>0o
skoro siguran dogadaj. Odnosno, kao $to smo ve¢ rekli, $to su pocetne rezerve vece, verovatnoca

propasti je manja. Za v = oo , uz prethodnu Cinjenicu kao i uz ¢injenicu da zahtevi imaju
Poasonovu raspodelu sa parametrom p, vazi:

J, 11 = E(0)]dx = E(x) = .
Kako je podintegralna funkcija f (x) definisana na beskona¢nom intervalu podintegracije vazi:

B 0o
ﬁll_l’)glo.]; f(x)dx=j; f(x)dx

izraz (3.4) postaje:

0%+ (¢'(00) — $'(0)) = —c - B(o0) + A- f (o)1 - F, ()] dy,
0

N| =

1

5-02-(0—¢’(0))=c+1-u

%-02-(—¢’(0))=c+ﬁ-u

—c—Apu 2-(—c—A-p)

¢'(0) = % 2 o2

odakle sledi:

poy=2C T

gde je { = g, a q parametar geometrijske raspodele slucajne promenljive N.
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Na kraju jednacina (3.4) dobija slede¢i oblik:

¢>’(v)—q-€=€-¢>(u)+2-%-fov¢(v—y)[1—Fy(y)]dx, v20. (35)

Po Gerberu (1970) je ovo finalni oblik "extended defective renewal equation”. Studije posle
njegove objave su otisle jos jedan korak dalje i pokazale sledece.

Prvo, integralimo jednacinu (3.5) sa fvv:gc eV . Nakon ¢ega dobijamo:

v=x

fvzxef" ' (v)dv—q-{ j e$vdv =

=0 v=0

¢ e pwiav - f f ¢ — 1 - E,)] dydv. (=

=0

Resimo prvi integral parcijalnom integracijom u = e$¥  du = (- e’
dv=¢'(v) v=9¢W)
fv . ¥l ' (v)dy = % - p(v) | ¥ 0= ¢ f: Oxef" ¢ (v)dv.
Zamenimo ovo u (*)

=X v=Xx
g5 [ e praw—q ¢ [ ean-
v=0 v=0
/1 V=X v
[ e pwwr2 L[ [ 9w -yt~ K] dva,
v=0 0% Jy=0 Jo
skratimo Sta se skratiti moZe nakon ¢ega dobijamo izraz

e $(x) — q- cf edy =2 f f¢<v—y>[1 F,(y)] dydv.

Resenje drugog integrala se trivijalno dobije

v=x 1
f eVq-ldv=q-{ = (e = 1),
v=0 ¢

kao finalnu jedna¢inu dobijamo

e () =q- (e —1)+2-5- [ [T ¢ —y)[1 - EO)]dydv. (3.6)

Uvodimo funkcije gustine hy(.) i h,(.) defmlsane na slede¢i nacin:

hi(x) =¢-e™%*
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hy(x) = u; 1 = E.(x)], x>0.
Dok su H1(x) i H2(x) odgovarajuce funkcije raspodele za date funkcije gustine.

Prema tome,
Hi(x) = th1 (x)dx
0
= f()x( e % dx
= -%-foxe‘f"dx Smena:t = —(x

=1—e %%, dt =—(-dx

Takode na isti nacin dobijamo i H2(x). Podsetimo se matematickog pojma konvolucija.
Definicijal2. Konvoluciju medu dvema funkcijama f, g definiSemo na slede¢i nacin:
ho) = [ £@- g~
odnosno krace,
h(t) = f (&) * g(t).
Zapisimo konvoluciju nasih funkcija hy(t) i h,(t)
h(t) = hy (t) * hy(t)

- f{-e‘f'f-i- [1-F(r—t)]dr.

Primetimo, ovaj izraz jako podseca na unutrasnji integral jednakosti (3.5).

Posmatrajmo sada:

A
eS* - p(x) = q- (ef —1)+2-§-J‘

v=0

v=Xx

| "0 — 01 - (0] dxdv,

podelimo ovaj izraz sa e$*
q /1 v=Xx v
PC0) = —- (ef*—1)+2 ok f f e’ - ¢p(v —y)[1 - F,(y)] dydv.
e ge-é€ v=0 J0
Analizirajmo prvi sabirak
q _
(€ -1)=q-(1-e%)
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= q ' Hy(x).
Zatim drugi,

A v=X v
2 =3 f fo e 0 p(v — y)[1 - F,(y)] dydv,

=0

pomnozimo i podelimo ovaj integral sa konstantama (,1.

02 ; f f(e“" Dpv-y)— [1—F(y)]dydv—

Ap (T 1
21,[ j.@{“”L¢@—yT;{1—@@H@dU=
g% =g Jv=0 70

o

/1_“ T =¢(v=x) . - 1 1-F dvdv =
2 Lk fjce b =) [1- KO dyav

M = x) - ¢ =) Ry (D dydv.  (xx)

Stoga definiSimo sledece: t=x—v+y,
T=vV-—Xx,
Z=v-—Yy.

Pogledajmo jo$ ¢emu je jednak izraz

Au-o?
1—q—1—<1—f>

uz ove oznake poslednja jednakost (**) postaje

(1=q) [ ¢(2) hy * hy(x — 2)dz.

Pomocu ove analize dobijamo izraz za verovatnoc¢u prezivljavanja koja zavisi samo od x i evo ga
njen oblik:
¢() =q-H(x)+ (A —q) [, $@) - hy * hy(x — 2)dz, x> 0.

23



No, kako nase verovatnoce zavise od pocetnih rezervi u u nasoj prici uze¢emo da je x = u.
dw) =q-HW+1A—q) [, ¢(@) hyxhy(u—2)dz, u>0 (3.7)

Dacemo izraze za Y(x), Y4 (x), Y, (x).

Isto kao §to smo u teoremi 1. pokazali kako dobijamo integro - diferencijalnu jednacinu za
verovatnocu prezivljavanja na isti nac¢in dobijamo i integro - diferencijalnu jednacinu za
verovatnocu propasti.

1 u
2007 U = @) = 2 ) = 2 [ Pulu— D
0

Integralimo sada prethodnu jednakost sa fu”:OV.Uzimajuc’i u obzir da je ¢(0) = 0 dobijamo

N =

0% () = @) = ¢ @)+ 2+ [ Ya W=D =K O]y, 20, (1)
0

Kako je lim,,_,., ¥4 (u) = 0, pustimo li v - oo dobijamo

N| =

-a? - (l/)d'(oo) - 1/’:1’(0)) =—c g () +1 J- Ya (00)[1 -k (}’)]dY-
0

Na osnovu prethodnog sve ide u nulu osim ;' (0), pa sledi

1
2 a% 14’ (0) =0,

pa je jednakost (***) sledeceg oblika

2700 (/@) = e 9 0 +2- [ Yo W1~ E 0]ay.
0

Integralimo gornju jednakost sa f;:ox eV, analizirajmo na isti nacin kao kod verovatnoce
prezivljavanja, uvodenjem odgovarjucih funkcija gustine h,(x), h,(x) kao i funkcije raspodele
Hl(X), Hz(X).

1 v=Xx V=X v
5'02 f e’ (Yqa' ) = —c f e’ g (w) +/1'f0 Ya W)[1 - E, (»)]dy.

v=0 v=0
Prvi integral reSavamo parcijalnom integracijom nakon ¢ega dobijamo

v=

1 v=Xx
5'02 j; e’ (1/%1’(17)) =

=0

1 X
0ty 50t [ ety wav

v=0

N| =
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v=

1 1 *
E'oz-e“’-wd (u)|g_§"’2'f e"Py (V)dv =

v=0

e[ e +a- [ v @1 - Gy
v 0

=0
v=x

1 1 1
—-az-efx-lpd(x)——-oz+(c——-02)f eVhy (Wdv
2 2 2 o

=1 f Ya (v —y)[1-F, ()]dy.
0

. .. v 1
Podelimo poslednju jednacinu sa 5 g2 efx

1 c 1 v=x o
¢d(x)—§+ 7 -1 mj 09 Ya W)dv

?.02
A

Ly

[ [ eba = nl- B o))avan
0 0

Drugi integral takode reSavamo parcijalnom integracijom u = g(w) du =9y’ (Wdu

1
dv =e%%dv v=—--e.

Kako je y,;(0) = 1 dobijamo
1

x 1
fo 0 - pu(v)dv = 7 e ihy ) =

J-xef" Wy (V)dv.
0

=X

Nakon sto u poslednju jednakost zamenimo vrednost integrala fvvzo e*,’ (v)dv koji smo

detaljno izracunali na prethodnim stranicama sledi da je

fxec"’ Py (v)dv = 0.
0

Prema tome,
1 /‘{ X v
Pg (x) — pro Al f f e "y (v — J’)[l —E (y)]dydv.
e 7 . 0-2 0 0
Desna strana je jednaka

= Iy Iy e "ba 0= Y[ = F, 0]dydv = (1= q) - [y Yalx = Dhy  hy(2)dz.
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Poslednju jednakost dobijamo pomoc¢u definicije konvolucije dve funkcije. Gde je [h; * h,](2) =
foz hy(x) - hy(z — x)dx konvolucija definisana na intervalu (0, z).

1

Ya() === @) [y Yalx = 2) - hy * hy(2)dz.

Kako je 1 — Hy (x) = —

elx

Pa() = 1= H ) + (1= q) [y palx = 2) - hy * hp(2)dz.

Naime, mozemo pokazati i vezi izmedu verovatnoée prezivljavanja i verovatnoce propasti.
Odnosno, podsetimo se oblika za verovatnocu prezivljavanja

$(x) = q-Hi () + (1 —q) - [, p(x —2) - hy * hy(2)dz.
Odredimo ¢' (x)
¢'(X)=q )+ A —q) [; ' (x—2) hy* hy(2)dz.
Kako vazi,
hi(x) = { - [1— Hy]
¢ () =q-{Pax).

Ovim dobijamo vezu izmedu ove dve verovatnoée, odnosno ukoliko je poznato ¢(u) mozemo
lako odrediti y(u).

Svakako vazi i
) =1 - )
Y =q-(1-H W)+ 1 -q) (H ) - [H *H]w)
+(1— @) [; Y —x)[hy * hy] (x)dx.
Ukoliko odredimo i ovu veli¢inu lako dolazimo i do
he(x) = P(x) — Pa(x)
Y@ = (1— q)(Hy(w) — [Hy * Hy] @) + (1 — q) [ s — ) [y * hy](x)dx.

No, kada znamo oblike integro — diferencijalnih jednacina, gore navedeno, mozemo dokazati
slede¢u teoremu.
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Teorema 5. [8] Pokazimo da vaze sledec¢e jednakosti

p = q,G,(x) = Hy(x),G,(x) = Hy(x).

Dokaz.

¢(x)=p-al(x)+(1—p)-L¢<z)-gl*gz(x—z)dz

Pa(x) =1-G1(x) + (1 —p) - [; Ya(x — 2) g1 * g2 (2)dz.
Odredimo prvi izvod ¢’ (x)
X
P =p @+ A=) [ $#C)- g1+ 02— D
0
Kako smo pokazali da je
¢'(x) =q- ¢ Pa(x).
Izjednacavanjem prethodne jednakosti sa ovom formulom dobijamo

q-¢Ya(x)=p-g:(x)+ (1 —p) fo ¢'(2) - g1 * g,(x — z)dz.

Ubacivanjem 1, (x) u prethodnju jednakost dobijamo
X
‘T('((l - G1(x))+ (1—P)'f Yalx—2) g *gz(Z)dZ> =
0

q-g:)+A—p) [, q- ¢ Ya-g1* go(x — 2)dz.
Kako su ovi integrali isti dobijamo

q-¢- (1 - G1(x)) =p-q,(x),
odavde sledi da je g, (x) = @ - ("% q = %.

Odredimo drugi izvod verovatnoce preZivljavanja ¢ (x)
X
'@ =p G@+A-p) [ $"@) gy x gax — Dz
0

¢"(0) = p - g:1(0).
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Teorija propasti za perturbovane modele rizika| Maja Janus

Kako je g1(x) = —{*-a-e™** paje g;(0) = —{* - a.
¢n(0) =-p- (2 - a.
S druge strane imamo da je
@)= R+ A-0): [ 60— 2 hyx hy()ds
0
¢"(0) = q - hy(0)
qb”(x) =—q- (2
¥ =g m+A-9)- [ ¢
0
¢ (0) = q-h'1(0)
¢ (0)=—q¢?
Sledi —p * {?+ a? = —q * {? odatle zaklju¢ujemo p = q.
1z g,(x) = a-Je %% sledi g,(x) = hy(x).

Naime kako vazi

¢>’(x)=p-glcx)+(1—p)-fo $'(2) - g1 * g2(x — 2) dz

' (x)=q-hy(x)+ (1 —-¢q) -J; ¢'(x —z) - hy x hy(2)dz.

Zakljucujemo da je hy(x) = go(x). ™

2.2.4.Proces numerickog racunanja verovatnoce preZivljavanja ¢(x)

DefiniSimo Laplasovu transformaciju:
F(s) = L{f(O} = [ et f()dt. {s=0+iw,6>0,t=0}.
Funkcija F(s) je slika ili Laplasova transformacija originala f(t).

Primenimo Laplasovu transformaciju na (3.7)
F(s)=q -F(s)+ (1 —q) F(s) Fi(s) F2(s). (3.8
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Teorija propasti za perturbovane modele rizika| Maja Janus

Gde su
F(s) =f e % - py(x)dx
0
F,(s) = fome‘sx @y (x)dx = foooe‘sx (e S¥dx = {-fome‘sx e ¥,
Integral reS8avamo smenomito: t = —(s + {) - x
dt = —(s + {)dx
— 0 — — —
e S L ST I SR S
(+s J_o (+s —© (+s (+s
Fy(s) = [ e~ - hy(x)dx = [,” ™% - i [1— Fy(x)]dx.
Ovaj integral ¢emo reSiti parcijalnom integracijom, uzimajuéiza u = 1 — Fx(x) du = —@x(x)
dv = e S*dx v = _es_sx
R | 11 o ex|o0 11 o
,[0 esx-ﬁ-[l—FX(x)]dx—E ‘l_,l [1_FX(x)] esxlo_;;j{; (pX(x)'e dx.
Kako je
¢ Fy() =limyo, F(x) = 1
e F(0)=0

11 o 1 1(% 11 “

.. _ . p—SX _ SX - _._ _ sx

5 T [1—Fx(x)]-e | 0 f @, (x) -e™dx y (1 fo @, (x)-e dx)

1z (3.8) sledi:

_ q - Fi(s)
FS) = 10— Ao BE)
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Teorema 6. Verovatnoca prezivljavanja zadovoljava slede¢u jednakost
P =Xr-oq - 1 —q)"- H1*(n+1) * Hy'™ ().

Dokaz. Podsetimo se ove formule koju smo dobili u delu maksimalnog gubitka

Pw) =32 oq (1 =™ G, ™Y + G, (w).

U tom delu ona je imala ovaj oblik, medutim u ovom delu smo pokazali i neke od jednakosti kao
Sto su

Hy(u) = Gy (w)
Hy(uw) = Gy (w)
na osnovu ¢ega sledi dokaz teoreme. =
2.2.5. Lundbergova jednacina
Kod osnovnog Kramer-Lundbergovog modela, ako postoji reSenje jednacine
c't—A-(M,(t)—1) =0,
tada to reSenje nazivamo koeficijent prilagodavanja, ¥, ili Lundbergov eksponent.

Isti pojam u nasem perturbovanom modelu definiSemo na sledeci nacin.

Definicija 13. Koeficijent prilagodavanja premije X je prvi vremenski trenutak koji je striktno
pozitivan t > 0 i za koji vazi

2
c-t—%-tz—l-(Mx(t)—l) = 0.
Ova jednacina moze da ima viSe od jednog resenja, medutim M, (t) = E[e'*] predstavlja funkciju
generatrisu momenata za Stete, koja ne postoji za sve slucajne promenljive. Ukoliko postoji
funkcija generatrise momenata postoji i XK.
DefinisSimo

2

y(t)=c-t—07-t2—/1-(Mx(t)—1).

Ukoliko postoji M,.(t), tada je M,.(0) = E[e°] = 1 tako da je y(0) = 0. Tada vazi i
yt)=c—0c?t—A2M,(t)>y'(0)=c—A-u>0
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y"(t) =—02—21-MJ/(t) <O.

Na osnovu prethodnog sledi da je ova funkcija konveksna i ima maksimum. Shodno tome
funkcija y(t) ima dva reSenja jedno trivijalno i drugo vece od nule.

U nastavku dajemo dve teoreme bez dokaza.
Teorema 7. (Lundbergova nejednakost) Verovatnoéa propasti ograni¢ena je sa gornje strane.
PYw) <e ™%, u>0.

Ova nejednakost je u skladu sa o¢ekivanjem, §to imam viSe pocetnih rezervi manja je
verovatnoc¢a propasti.

Teorema 8. (Kramerova asimptotska formula za verovatnocu propasti) Za verovatnoc¢e propasti
Ya(u) 1. (u) vaze sledece asimptotske formule

Y. (u) ~ C, - e~ %
Pau) ~ Cq - e

gde su C, i C, konstante za koje vazi C = C; + C, < 1. Za dovoljno velike pocetne rezerve imamo

(o] (00] -1
Cy = lf e¥* (1 — Hl(x)dxl - [(1 - q)J- x-eX*h, « hzdxl
0 0

C = Uwe“’“(l —p)[Hy(x) — Hy * H, (x)]dxl : [(1 - q) foox -e¥hy * hzdxl :
0 0

2.3.Pojedinacni iznosi Steta, X;, i = 1,2, 3, ..., n sa eksponencijalnom
raspodelom

2.3.1. Oblik verovatnoce propasti kad su zahtevi eksponencijalno rasporedeni

Neka je gustina raspodele pojedina¢nog iznosa Stete oblika
fe(x) =X A%, x> 0.

Pri ¢emu neki od A; mogu biti negativni, sve dok je fx(x) = 0.
f fx(®)dt =1
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| fo(t)dt ¥ f fede =1

F(x)+f F(O) = 1.

Kako je f;” e = =L e=x| O i kako vazi e~ = 0 sledi

1 j—

n n n
1-F(x)=1- [1 - ZAie‘ﬁi'“’ - ZAie-ﬁi'XI = ZAie‘Bi'x ,  x=>0. (3.9)
i=1 i=1 i=1

Zatim imamo da

My(p) = [, e = [1-F(x)ldx, (4.0)

1
u
gde je kao §to je na samom pocetku re¢eno, pu oc¢ekivana vrednost slu¢ajne promenljive X Cija je
funkcija gustine fy (x). Prema tome,

p=f"x fyCdx=["x-Ay e F¥dx = A,y - [ x-ePr¥du =%.

1
Poslednji integral se resava parcijalnom integracijom pri ¢emu je &t = x, adv = fooo e Pix

Vratimo se na raunanje integrala (4.0). Naime prvo ¢emo se prisetiti ¢injenice da je integral
zbira zbir integrala, pa shodno tome mi ¢emo rac¢unati integral za i = 1.

@ 1 * 1
f e P*-—-[1—-F(x)]dx = f e7PX .= Aje Pr¥dx
0 K 0 K

= .l- e_px .l -Ale_ﬁl'xdx = 1- Al -J. e_(p'l'ﬁl)'xdx —
0 H H 0

o 1 1

0) o ; Ax p+B1

Ako pojedinacni iznosi Steta imaju eksponencijalnu raspodelu tada su funkcije Hy (w) i H,(u)
eksponecijalne funkcije i to

. e_(p+ﬁ1)'x

1
; Al (—(p+ﬁ1)

H@ =1—e

u

Hz(u)=f %'[1—F(x)]dxzj;u%.

0

n
Z Aje Pix ] dx.
i=1

Uzimajuéi u obzir prethodno izracunat integral sledi da imamo
“1 [ 1\ 1 1\ 1 1
. A.e Bix dx:_-ZA.-<_-e—ﬁ’i'xu):_-ZA.- e Biu _ () =
fﬂz ] (G e l) = A )
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1 v 1 L
E-ZAi-—-(e v 1),

i=1 L

Kako verovatnoca propasti zadovoljava sledeéu jednakost, a vazi i da je ¥(u) = 1 — ¢p(u)
B = Y q- (1= H D« ™ w)
n=0

Izves¢emo oblik za verovatnocu propasti u slu¢aju eksponecijalne raspodele Steta. Hajde da
vidimo kog obilka je konvolucija funkcija H, (u) i H,(u)

Hy (W) * Hy(w) = f (=) E DA (B0 — 1)t | =
0 i=1 :

1 w4, (v
. Z _I— . j [_1 + e—ﬁi'(‘f—t) + e_{t — e(_{+ﬁi)t_ﬁi'r]dt =
u = Bi 0

i-Z’f:l%[—u +e7Fit. [Fefitde + [feStdt —eFiT- [Fe(-StPItqe|.

Vidimo da je konvolucija eksponencijalnog oblika, jer kako vazi skala divergencije u < e, znaci
eksponencijalna funkcija ,,brze“ ide u beskona¢nost od linearne funkcije. Ukoliko je eksponent
negativan, tada za velike vrednosti pocetnih rezervi ta funkcija tezi nuli, pa imamo da je
verovatnoca propasti oblika —u $to nije moguce jer verovatnoca pripada intervalu [0,1], pa ovaj
sluéaj ne posmatramo. Zbog ove analize, razume se zanemarujemo linearnost u ovom slucaju i reéi
¢emo sledece.

Teorema 9. Ako pojedina¢ni zahtevi imaju eksponencijalnu raspodelu funkcija propasti mora biti
oblika

YW =Y Cere™ ¥, u=0. (4.1)

Dokaz. Na osnovu prethodne analize. Potrebno je jo§ samo prokomentarisati da suma u ovom
slu¢aju ide od 1, ...,n + 1, a u konvoluciji od 1, ..., n, odnosno verovatnoc¢a propasti ima jedan
sabirak viSe, kako prilikom definisanja verovatnoce prezivljavanja kao geometrijske sume imamo
konvoluciju funkcija gustine H,™** i H,™ $to znagi da uéestvuje jos jedna slu¢ajna promenjiva vise
od naznacene brojaem. =

Odredimo koeficijente 1y, 75, ..., 741, €1, Coy oo, Cryq.

Kako je ¢(u) = 1 —y(u), zamenimo ¢(u) u jednakost

1 “ ¢
2107 W@ +e P =+ [ pu-n1-FOVay+A- [ [1-FOlay.
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Sada ¢emo u prethodnu jednakost umesto funkcije propasti zamenuti oblik gore naveden takode

1 n+1 n+1
—5-02-ZCR-rk-e‘rkx+c-ZCk-rk-e‘rk"=

n+l n n

Azzﬁ(e‘rk" —e Px)+ 2 ﬁ-e‘ﬁi".
k=1i=1ﬁi_rk 1'Bi

i=

Ukoliko poredimo koeficijente uz e "+* dobijemo jednacine po nepoznatim 1y, k = 1,2, ...,n +
1.

Ai 4l 4.2
,1,81-—1” S oT=cC (4.2)
1=

Radi jednostavnosti pretpostavimo da ove jednacine imaju n + 1 razliito reSenje, to vazi samo
ako su A4; > 0 jer kako je

i A; 2c—o?-r

- :Bl' —-T N 21 '

i=1

Sa desne strane dobijamo linearnu funkciju po nepoznatoj r, a sa leve strane imamo linearnu
kombinaciju eksponencijalnih funkcija koje su dobrim delom iznad x — ose ako je A; > 0, pa na

2
osnovu ¢ > 0, imamo pravu kosu nadole (koeficijent pravca —;—/1 < 0). Treba napomenuti da je
upravo najmanje r koeficijent prilagodavanja X iz Lundebergove jednakosti.

Sa druge strane ako posmatramo koeficijente uz e ~#* dobijemo jednacine po nepoznatim Cj,

k=12,.,n+1.

BB o1 =1z (49
Tk

Kako vazi da je 1(0) = 1 sledi jednakost
C1 + CZ + -+ Cn+1 = 1. (4.4)

Na ovaj na¢in smo definisali n + 1 jednac¢inu po Cj koju reSavamo pomocu racionalne funkcije

_ yn+1CkTk
Q(x) = Xii; o

Kako vaze jednakosti (4.3) i (4.4) za ovako definisanu racionalnu funkciju vazi Q(0) = —1i
QB)=0zai=12,..,n

PokaZimo raspisivanjem za slusaj kada jen = 1,k = 2,i = 1 da je Q(B,) = 0.
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Ci'mn + Corry Cory(By—1)+ Gy (By—1y)
Bi—1) (Bi—1) Br—1) - (Br—12) B

Corr-(Br—1)+Cory  (By—11)

By —1) - (B —12) B
Corry Pr—Crry i+ Gy fr— (e my
By —11) - (B —12) .

Kako je C; + C, = 1 izvlacenjem proizvoda r; - 1, ispred zagrade dobijamo

Co 1 Br—ri 1+ Coryt Py
(Br—11) (B —12)

Posmatrajmo i raspiSimo jednakost (4.3)

o B
£~ P1 Tk

-C -C
p1 1+,31 2=1.
pr—1 P1—1

Ukoliko ovo svedemo na isti imenioc, zatim sredimo izraz dobijemo sledecu jednakost
P Crp+f1-Corry=—Pr =P 1r+r1
Prebacimo sve $to mnozi 8; na levu stranu
—P1Cr =P G+t =0
B (I=C)+r B (1—=C) =11

Q(ﬁ1) = (

(4.5)

kako je
C,+C=1
rp P Cotr-py-C=r-1n.
Kada ubacimo ovaj rezultat u (4.5) dobijamo traZzenu jednakost.
Podsetimo se posledice Bezuovog stava

Definicija 14. Ako je B,(x) = a, " x™ + ap_1 - x™ 1 + -4+ a; - x + ag i neka su xq, x5, ..., X,
nule polinoma tada vazi

Bu(x) = apn - (x = x1) - (x = x2) » s (o — ).

Rastavimo naSu racionalnu funkciju kao proizvod njenih nula. Radi jednostavnosti posmatrajmo
slucajn =1,k =2,i = 1.
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2
Ck'Tk Cl'Tl Cz'rz C1'rl'(x_rz)'i'CZ'rz'(x_rl)
Qx) = = + = =
X =T, X=T X1 (x—1r) (x—1,)
C1'Tl'x—Cl"r‘l'T2+C2'Tz'x—Cl'Tl'Tz_

x—r) (x—1)

(Cp r+Cyr) x—Cioryrp—Cyomyomy
(X_T1)'(x_r2) .

Uocimo da je koeficijent uz najvisi stepen jednak

n+1 .
i=1 Ck " Tk

Neka je 8, nula date racionalne funkcije, odnosno nula broioca i neka vazi §; # ry,r,. Tada nasa
racionalna funkcija na osnovu posledice Bezuovog stava glasi

(Ci i+ Cyrmy) (x— By)
(x—1) -(x—1)

Qx) =

RaspiSimo ¢emu je jednak koeficijent C, - r; + C, - r,, odnosno reSimo Sistem jednacina (5) i (6)
po C,, C, u ovom specijalnom slucaju, za ove specijalne vrednosti i, k, n. Sistem koji reSavamo
metodom zamene glasi

B B

p1—1

Nakon par koraka dolazimo do resenja ovog sistema i to

:TZ'(.Bl_rl) C:r1'(7'2—,81)
By (ry—11) 2 Bi-(rz—11)°

Zatim ubacimo ove dobijene konstante u naSu racionalnu funkciju Q (x).

(G +Grry) - (x—=Py)
W=y ey
2'(,31_1) 1'(2_,31)
(21 ’ (7”2_71:1).T1 21 : (1;2 —11) 'T2>'(x—[)’1)
(x—r) (x—17)
(T'z Tt (ﬁl Elr_l)(:z_ 117;17;2 . (7”2 — ﬁl)) . (X _ ﬁl) )
(x—r) (x—1) B
(rl ‘T, ’5(>1'81 (;21”1_-;732 — ,31)> (=B

(x—r) (x—1)

¢y
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(%52) &= 8D

(x—1) - (x—1)

Ovako izgleda racionalna funkcija Q(x) zan = 1,k = 2,i = 1. Uopstimo je za proizvoljno i, k, n.

Neka su B; nule polinoma Q(x) zai = 1,2,3, ..., n tada vazi

=TT 162
k=1 =1 k=1

) . . Cr ) .. ..
posmatrajmo h — ti ¢lan u sumi Y r] x"—:" za njega vazi sledeéa jednakost
Tk

n n+1
=T
X = Th i=1 'Bi k=1 X—Th’

k+h

™ dobijamo

ukoliko celu jednakost pomnoZimo sa

Th
n ,B n+1
X — P; T
chzr[( l)ﬂ( k ) h=123,..,n+1,
k+h
uzmimo zax =1y,
n 'B n+1
Ty, — D; T
chzl_[(h l)ﬂ( k ) h=123, ..,n+1  (46)
LIN B T AN =Tk
k+h

Ukoliko pojedinacni iznosi Steta imaju kombinovanu eksponencijalnu raspodelu verovatnoca
propasti data je sa (4.1), gde su ry, reSenja jednacina (4.2) , a C, reSenja jednacina (4.6).

U naSoj pri¢i verovatnoc¢a propasti sastoji se od dva sabirka. Analizirajmo ih u ovoj sekciji.

Posmatrajmo jednacinu (4.2), pomnoZzimo je sa [[7=,(8; — 1)

A'it‘li'ﬁ(ﬁi—7”)+%'02'7”'ﬁ(ﬁi—7”) :C'ﬁ(ﬁi—r)
i=1 i=1 i=1 i=1
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A-Zn:Ai- |n|(,8j—r)+<%-az-r—c)- |n|(ﬁj—r) =0. (47)
i=1 j=1 j=1
j#i

Podsetimo se Vietovih pravila.

Definicija 15. Neka je dat polinom P(x) = a, " x"+ a1 - x" 1 +-+a;-x +ay,a, #0,
koji po osnovnoj teoremi algebre ima n (ne nuzno razli¢itih) kompleksnih nula x, x5, ..., X, .
Vietova pravila se odnose na

a,_
( X1+X2+"'+Xn=— n-l
a'n
a,_
<(X1'X2 +X1'X3+"'+X1'xn)+(XZ'X3+xZ'X4+"'+x2'xn)+"‘+xn_1'xn= Z 2
n

n aO
X1 "Xy " oi" Xpp = (—1) r—

\ n

Kada raspisemo koeficijent uz r™*1 je (—1)" -

NIH

a? , potrebno je odrediti oblik slobodnog ¢lana.

RaspiSimo jednakost (4.7) zan = 2

A- 2 A; - ﬁ(ﬁ]—r)+(— o? r—c) 1_[(,8]—7”) =0
=1 ]:
JED

i

A1'(,32—7”)+/1'A2'(,31—7”)+(%'02'7”—0)'(.31—7")'(52—7”) =0.

Nakon malo sredivanja dobijamo

1 1 1
2-02-73—(5-02-,81 +§-02-,82+c>-r2

+<%'02'/31',32‘|‘C'Bz+C'.31—A'(A1+A2)>'7”

+A- (A= By +Ay-B1) —c- By = 0.

Uoc¢imo kako je ovo jednacina treceg stepena koja ima tri reSenje i ry, 15, 73 su upravo resenja ove
jednacine.

Slobodan ¢lan je oblika A+ (A; - B, + A, - B1) — ¢ - By - B, izvucimo ispred zagrade umanjenika
proizvod B, - B,

A-(A1- By +A2':81)_C':81'182:A'ﬁl'ﬁZ'(Z_i-l';_z)_c'ﬁl'ﬁZ'
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Kako je u = % + % poslednja jednakost je
(APt Ay-B)—c B Bo=2"B1 Bruu—c- Py Bo=(Au—c) By P>
Uopstimo za proizvoljno n slobodan ¢lan je oblika (1 - u — ¢) - [1-, B;.

Po Vijetovim pravilima

n+1 n n
c—Au

[ [+=5="][s=0¢]]5

k=1 7" 0% =1 j=1

1 n n
co=ra ] Jew—por] om0
i=1 k=1

k#h

n+1

ll)d(x) = Z de . e—Tk-x, x 2 0’
k=1

gde je

C = ;_-PE “Cp = Il21 (= Bi)/ Mi=1(rn — 7).
k#h

[lustrujmo prethodno dobijene rezultate na slede¢em numeric¢kom primeru.
Primer 1. Uticaj parametra o, drifta, na verovatno¢u propasti.

Pretpostavimo da su iznosi Steta eksponencijalno rasporedeni i neka su dati parametri ¢ =
103,42 = 100, = 1. IzraGunajmo verovatnoce propasti P (u), P4 (w), Y. (u) pomocu gore
izvedenih formula za slede¢e vrednosti parametra ¢ = 1.2,1.0, 0.8, 0.6, 0.4.

YY) =Cre M+ Cyre
(W) =C et 4 % g T2u
l/)d 1 2
(W) =C, e ™ 4+ C,C e T2y,
l/)C 1 2

gde je
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C1C =C; — C1d' CZC =C; — Czd )

A a?
B_T+7-r—c—0.

dok su ry, r, reSenja jednacine

U programu mathematica raunamo ove parametre, a zatim za odredene vrednosti pocetnih
rezervi u i volatilnosti o dobijamo sledece tri tabele.

Y(u) Ye(u)

oc=12 o=10 =08 o=06 o=04 o=12 =10 =08 0c=0.6 =04

u u
0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 | 1.000000 O 0.000000 | 0.000000 | 0.000000 0.000000 | 0.000000
0 001 0.995211 0.993313 0.990116 0.984354 | 0.974003 O 001 0.128448 | 0.179399 | 0.265207 0.419898 | 0.697769
0 005 0.981630 0.976884 0.971236 0.966081 | 0.964039 O 005 0.491507 | 0.618604 | 0.769801 0.907567 | 0.961699
0 01 0.972601 0.968560 0.965372 0.963986 | 0.963808 O 01 0.730629 | 0.838269 | 0.922886 0.959069 | 0.963057
0 055 0.962845 0.962682 0.962568 0.962479 | 0.962416 O 055 0.955419 | 0.957999 | 0.959586 0.960800 | 0.961669
1 0.930389 0.930200 0.930045 0.929924 | 0.929837 1 0.923929 | 0.925706 | 0.927164 0.928302 | 0.929115
5 0.803475 0.803104 0.802800 0.802563 | 0.802393 5 0.797896 | 0.799224 | 0.800313 0.801162 | 0.801770
10 0.665251 0.664723 0.664289 0.663951 | 0.663708 10 0.660632 | 0.661511 | 0.662231 0.662793 | 0.663193
20 0.117848 0.117389 0.117012 0.116720 | 0.116511 20 0.117030 | 0.116821 | 0.116650 0.116516 | 0.116421
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Y,

u oc=12 c=10 c=08 oc=06 oc=04

O 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000

O . OO 1 0.866763 0.813914 0.724909 0.564456 0.276234
0005 0.490123 0.358280 0.201435 0.058514 0.002340
O . O 1 0.241972 0.130291 0.042486 0.004917 0.000751
0055 0.007426 0.004683 0.002982 0.001679 0.000747
1 0.006460 0.004494 0.002881 0.001622 0.000722

5 0.005579 0.003880 0.002487 0.001401 0.000623
10 0.004619 0.003212 0.002058 0.001158 0.000515
50 0.000818 0.000568 0.000362 0.000204 0.000090

Kao $to rezultati pokazuju verovatnoée propasti (u) i ¥, (u) se poveéavaju kako se vrednosti
drifta povecavaju, $to je i bilo za ocekivati, jer $to je rasipanje, drift, vece to je | naSa nesigurnost
veéa. Odnosno, sa porastom oscilacija, raste nemo¢ pracenja (kontrolisanja) procesa. Sto se tice
verovatnoce propasti Y. (u) vidimo da za male vrednosti pocetnih rezervi i ima nekog uticaja drifta
na njenu vrednost, dok kod velikih vrednosti drift neznatno uti¢e na nju. Ovi rezultati su za
ocekivati jer $to je drift veci to je veéa verovatnoca da ¢e do propasti do¢i zbog velikog rasipanja i
ne mogucnosti kontrolisanja procesa, te zbog toga je za ocekivati da pocetne rezerve budu vece
kako bismo se na neki nacin osigurali od propasti. A kako je drift manji manja je verovatnoca koja
potice od drifta Sto prouzrokuje da mi nemamo potrebu za velikim pocCetnim rezervama, pa je
verovatnoca propasti koja potice od visine iznosa Steta ve¢a. Medutim 1. (u) nije rastuca funkcija
u zavisnosti od o, nego kako o raste verovatnoca propasti je sve manja. Funkcija y.(u) se
razlikuje od ponasanja funkcija ¥ (u) i 4 (w).

2.3.2. De Valderova metoda aproksimacije verovatnocée propasti

Pretpostavimo da su zahtevi eksponecijalno rasporedeni, tada verovatno¢u propasti mozemo
odrediti eksplicitno, koriste¢i neki od aproksimacija, mi ¢emo konkretno De Valderovu
aproksimaciju. Glavna ideja De Valderove aproksimacije u klasi¢nom modelu rizika leZi u zameni
klasi¢nog procesa U(t) sa novim procesom (i novim parametrima) kori§¢enjem tre¢eg momenta

eksponencijalne raspodele, recimo Usg(t) , sa srednjom vredno$cu %. Za De Valderovu
aproksimaciju potrebno je da postoje prva tri momenta raspodele, jer parametre u klasi¢nom
modelu rizika biramo tako da momenti procesa U(t) i Usg(t) budu jednaki. Razmislimo sada,

kako bismo pricu o ovoj aproksimaciji verovatnoce propasti uveli u nas perturbovani model. Kako
Braunovo kretanje ima normalnu NV (0,t) raspodelu, a procesima sa ovom raspodelom lako
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racunamo prvi, drugi, tre¢i i Cetvrti centralni momenat. Te zbog toga se u naSem modifikovanom
modelu opredeljujemo za izjednac¢avanja ova Cetiri momenta.

Centralni moment k-tog reda za promenljivu X meri stepen udaljenosti elemenata od sredine.
Centralni momenat prvog reda je takozvano matematicko ocekivanje date sluajne promenljive,
drugog reda je disperzija, tre¢eg reda iskoSenost (skewness), a Cetvrtog SpljoStenost (kurtosis).
Intuitivno, treba napomenuti samo da iskoSenost je mera simetricnosti, a spljoStenost je mera
postojanja ispupcenja.

Mi ¢emo na$ proces U(t) zameniti ¢etvrtominutnom aproksimacijom U,z (t). Proces ukupnog
gubitka, aproksimiran je slede¢im procesom {S,z(t):t = 0}, gde je S,z (t) nov Poasonov proces
sa parametrom A,, a pojedinacni iznosi $teta dati sa X (t) aproksimirani su procesom X, (t), imaju

eksponencijalnu raspodelu sa sredinom vrednoscéu % Centralni momenat U(t) dat je, u,. Momenti
procesa X, (t) definiSu se
kao u teoriji verovatnoce

T(1+k)

ﬁ_k k= 1,2,...,71.

E[X4Ek(t)] =

Gde je I'(-) gama funkcija.

Definicija 16. Gama funkcija u oznaci, I'(-), je nesvojstveni integral dat sa:

o)

r'k) = f xk"1-e*dx, k>0.
0
Ovaj integral ima sledece osobine:
e TM=n-n-1)-..-1=n! 0=1
1
.« 1(3)=vm

e T+ =p T

Izjednac¢imo k — ti momenat procesa U(t) i k — ti momenat procesa kojim je aproksimiran proces
U(t), odnosno Uug(t) , uy = U4 za k = 1,2,3,4. Na taj nacin dobijamo sisteme jednacina iz
kojih raCunamo parametre aproksimacije c,, o,, 4., .

Izjedna¢imo prvo prve momente
E(U(®)) = E(Uas (1))
EU®)=E(u+c-t=St)+a-W(t))=

u+c-t—E(Nt)'E(X)+U'E(W(t)):
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ut+ct—At-pyu+o-0=ut+c-t—2A-t-u.

Sa druge strane imamo
E(Uyg (D)) =E(u+c-t—Su(t) +a-W()) =
u+c*-t—A*-t-%+o-0=u+c*-t—/1*-t-

Izjednacavajuéi dobijene rezultate dobijamo

| =

ut+ct—At-uyy=u+t+c,rt—A,-t-

1
c-t—A-t-u1=C*-t—A*-t-E. (4.8)

Izjednacimo centralne momente drugog reda, tj. disperzije dobijamo sledece

E [(U(t) - E(U(t)))z] =k [(U‘*E(t) - E(U‘*E(t)))z]

N(t)

U(t)—E(U(t))=u+c-t—ZXi+a-W(t)—u—c-t+/1-t-u1=

=1
—Zﬁvz(i)Xi +o-WEt)+A-t .

Dobijeni izraz je potrebno kvadrirati, a zatim izracunati njegovo oc¢ekivanje.

(z’y:(;)xi)z —2: 30X 0w + (0 w®) +2- (0 WO - ZEPX) At + (- )

Vidimo da ¢e matematicko o¢ekivanje od nekih ¢lanova izraza napraviti nulu i to od svakog ¢lana

koji sadrzi W (t). Cak i E[Zﬁvz(? X o W(t)] = 0 jer su procesi S(t) i W(t) nezavisni, pa vazi da

je matemati¢ko ocekivanje proizvoda proizvod matemati¢kog ocekivanja. Prema tome,

E [(U(t) - E(U(t)))z] —E ((zf:(? X,-)Z) +E ((a. W(t))z) 2 E(EYOX, A tow) + E(A -t ).

i=1

Sada ra¢unajmo E ((Zivz(? Xi)2> kako je D(S(t)) =E(S(t)?) — (E(S(t)))2

E(S()?) = D(S(0)) + (E(S(t)))2 _
=D(N@®)) DX) + (A-t-p)? =

=1t +@A-tp)?
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Aty +@A-t-p)?+o?t=2-A-t )+ @At p)?
=A-t-u, +o0%-t.

Sa druge strane za proces U, (t) imamo sledece

Usg () —E(Usp () =u+c, t —=Sys(®) + o, - W) —u—c. t+ A, t-

| =

Uge(t) — E(U4E(t)) =t p —Sup(t) + o, W()

E[(Uie® ~ E(U4)) | = 02 + E (0. W©)") = 27 E (5000 L.t 5) + B (A, £ 3)).

Podsetimo se da smo na prethodnoj stranici napisali obrazac za racunanje k — tog centralnog
momenta procesa X, (t) preko gama funkcije i iskoristimo to.

r(2)
’BZ

re) = fooox ce *dx = 2.

E[X4E2(t)] =

Ovaj integral se reSava parcijalnom integracijom, ve¢ smo ovakve oblike reSavali, pa ¢emo u ovoj
analizi napisati samo rezultat datog integrala.

2

Prema tome vazi da je E[X,z°(t)] = o7

Kako je
2 2 1 2
E(Syp(0)?) = D(S4E(t)) + (E(54E(t))) =A.t- E + </1* Lt _) ’

na osnovu toga,

E[(U4E(t)_E(U4E(t)))Z]:/1*'t'%‘F(/1*'t'%>2+0'*'t—2'(ﬂ*'t'[l)))z-i-(ﬂ*'t'[lg)z
= A t-%+o‘* t
Avtpu,+0%-t=2, t-[%+a*-t

2
/1-t-,u2+02-t=1*-t-ﬁ+a*-t. (4.9)
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Potrazimo tre¢i momenat procesa X, (t).
Ovaj integral reS8avamo sa dve parcijalne integracije pri ¢emu se za u = x2, aza dv = e *dx.

Tre¢e momente procesa U(t) i Uug(t) raGunamo na slede¢i naéin
E|(veo - E(U(t)))g] =£|(veo - EU®)) - (v - EU))|
(v - EW®)) - (U® - EU®)) =

i=1

/ N(t) z N N(E) \ N(D)
\<Z Xl-> —Z-ZXi-a-W(t)+(U-W(t))2+2-<0-W(t)—zxi>-l-t-ul+(A-t-ul)2/.<_ZXi+a-W(t)+A-t.ul>=
=1 = = =

3 2

N(t) N(t) N(t)
—ZXi + ZXl- -A-t-,ul—ZXi-(U-W(t))2+(a-W(t))2-l-t-ul
i=1 i=1 i=1
N\ N(®) N(®)
+2- ZXL' 'A't'ﬂ1_Z'ZXL"(A't'lh)z—in'i't'lh‘l‘(/l't'lh)gi- ()
i=1 i=1 i=1
Kada potrazimo oc¢ekivanje ovog gore navedenog izraza, i uzmemo u obzir da je
N(t)
E Z Xl = /1 “t ‘Lll
i=1

E(N®)-E(X?) = E((S(t) — E(S())*) =

E(S(D?) +3-ES(®)2) -E(S®) -3 (15(5(1:)))2 E(S() + (E(S(t)))3
sledi

ES®)®) =E(N®)-EX®) +3-ES@®)?)-E(S®)-2- (E(S(t)))3 =

=Atops+3- (At + At p)?) Aty —2-(A-t-py)’ =
=Atpuz+3 Aty At + @A tp)d
U izrazu (*) zamenimo E(S(t)?) i E(S(t)3), zatim potiremo $ta se da potirati i dobijemo
E [(U(t) - E(U(t)))3] — At
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r'®3)
ﬁB

E[X453(t)] =

[ee]

r3) =f x%2-e¥dx =6
0

E [(U4E(t) — E(Usg (t)))3] = -

izjednac¢avanjem dobijamo

I za kraj izjedna¢imo etvrti momenat
E [(U(t) - E(U(t)))4] —E [(U4E(t) - E(U4E(t)))4].
Raspisimo
(v - E(U(t)))4 = ((_ SYOX + o W)+ At u1)4-
Ovaj racun podrazumeva osnovno znanje iz teorije polinoma, te kao takvo nije teSko samo $to je

potrebno kvadrirati polinome, pa su izrazi dugacki. No, kada dati izraz raspiSemo 1 sredimo
dobijemo sledece

4
E[(U(t)—E(U(t)))]=/1-y4+6-t-a4+6-t-/1-az-u2+3-t-/12-u22+/1-u4

12-t-A,-0,2 12-t-1%2 24-2A,
g gt g
12-t-2,-0,2 12-t-1%2 24-2,
g T T

E [(U4E(t) - E(U4E(t)))4] —6-t-ot+

Arpg+6t-0*+6-t-1-0% puy+3-t- 2% w2 +Apuy=6-t-0.*+ 5.1

Parametri ove aproksimacije su resenja ovog sistema jednacina koji se sastoji od jednacina (4.8),
(4.9), (5.0), (5.1) i dati su na slede¢i nacin:

32 4
.A.‘ui
3 e

8 uz’
=A== —==4+0-
‘ <3 w? Hl)
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Us
p=a-t
Uy

O, =\[A-(u2—%)+02.

Daéemo tri teoreme bez dokaza koje se odnose na oblik funkcije verovatnoce, Y(u) =
Zﬁ;’i Cy - e "™ odnosno kako i na koji nacin se raGunaju parametri C, 7, k = 1,2,...,n+ 1 kad
koristimo De Valderovu aproksimaciju verovatnoce propasti.

Teorema 10. Ako su iznosi (zahtevi) Steta eksponencijalno rasporedeni, sa funkcijom gustine
f(x) =Xt Ay - fx(x) i parametrom B, (k — ti centralni momenat slu¢ajne promenljive X) i ako
vazi Yp-, A = 1 tada je verovatnoca propasti slede¢eg oblika

n+1

Yur(w) = Z Cp - e kY, u=0, t > oo,
=1

gde je

Ck

Il
/N
~
=
=
N———
-
P
~
| 3
D
v

zak=123,..,n+1i Z’,}Ii C, =1,ar,1,,..,1, suresenja sledee jednadine

A, A, A, 2:c,—a’r
+ +oe =
pr—1 B—7 Bn—T 2 A
Napomena 1. Neka je n = 1 i neka su iznosi Steta eksponencijalno rasporedeni sa parametrom f3

i neka je A = 1 dakle za linecarnu kombinaciju eksponencijalnih raspodela nasa aproksimacija je
datasa y,p(u) = C; - e ™% + C, - e~ je u stvari ista funkcija ¢ (u), bez aproksimacije, gde je

rn—p 2 r,—p 1 A, 1
Cl = ' _ ) CZ = ' _ ) _ =C—5"0,
B n—n B rh—n p—r 2

a reSenja ove jednacine su 7y, 1, oblika:

2:c.+fr0lt 4 (c.2—B-c.-0.2+2 102 +p% 0t

T'LZ = 2 2 .
‘o,

2.3.3. Numericka ilustracija

U daljem tekstu bife analiziran konkretan primer koji pokazuje koliko je De Valderova
aproksimacija verovatnoce propasti dobra i kako promena vrednosti pocetnih rezervi uti¢e na njene
rezultate. Pojedinacni iznosi Steta imaju eksponencijalnu raspodelu sa parametrom . Dalje, y;, =
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k!
ﬁ.
posmatramo glasi:

Prilikom analiziranja konkretnog primera vazi ¢ = 1 i modifikovan perturbovan model koji

Usg(8) =u+A-p-t —Sup(t) + Wyp(t), t=0.
Za odredivanje preciznosti ovih aproksimacija koriste se relativne greske ¢ija je formula

l/)Approx (u) - 1nl)ExacI: (u) .

lpError =
l/)Exact (u)
Primer 2. Podrazumevamo da iznosi $teta imaju eksponencijalnu raspodelu sa parametrom f3, a
. . - 5 12 ..
proces S(t) ima Poasonovu raspodelu sa paramertom A = 11 da vazi 6 = Soac=—. Funkcija

gustine pojedina¢nih iznosa Steta data je sa fy(u) =12-(e 3%+ e *%) =4-(3e3%) -3
(4-e~*%), u > 0. Izraunajmo De Valderovu aproksimaciju za u = 0.5,1,2.5,4,7?

.. TRV y o p k! ..
Racunajmo momente pojedina¢nih iznosa Steta koris¢enjem formule py, = g% ba vazi

e k!
E(X4Ek(t))=j u-e‘uduzl—kzyk
0
7
E(X)_E
37
2y = = °
E(X?) =
175
3y =~
EWX®) = 288
781
49 —
Ex )_864'

Izra¢unajmo sada parametre aproksimacije 4,, c,, 5, 0. 1to pomocu slede¢ih jednakosti

32 u* 937890625
3 3 476379541

(B, ) 700765
“=AN\3 2 TV T T 609961

ps 2100

p= u, 781
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4 ps?
o, = |A- |y, — 3 + 0? =1,508606221.

Uy

Sada, odredimo r;, 1, 5 kao reSenje jednacine

A1 n AZ _Z'C*—O'*Z'T
,81—1‘ ,82—7"— 2')1* ’

odnosno,

2 2
1
+<§'0'*2',31',32+C*',31+C*',32—/1*'(A1+A2)>'T

1 1 1
5-0*2-1‘3—(—-02-[)’1 +—-0*2-,82+c*)-r2

+A, (A B +Ay B) —c. 1 f2=0
1.13795 13 —9.59411 -2 + 21.1951 - r + 743754 = 0
r, = 0.306762 r, = 4.3689 + 1.48956i r; = 4.3689 — 1.48956..

Ovim racunom vidimo da moramo da nametnemo dodatne uslove, onda kada nam ne vazi A; > 0
za svako i. No kako je
A, N A, 2:c,—0,%r
Bi—1 Bp—1 2+ A,

izraz sa desne strane je linearna funkcija po r, odnosno prava linija, dok izraz sa leve strane je
funkcija generatrisa momenata, odnosno linearna kombinacija dve eksponencijalne funkcije.

U naSem primeru jednakost ovih funkcija izgleda

1404530 24 5
4 3 476379541 <W—T —m'i' o >
3—r 4-—71 1875781250

Pogledajmo kako se ove dve funkcije ponasaju za razlicite vrednosti o.
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-40

Slika3.0 =0

-2

-4

Slika4.0 =1

-5}

Slika5.0 = 2



-40

Slika 6. o = 20

Na osnovu datih grafika zaklju¢ujemo sledece, kako raste volatilnost, tako raste 1 ocena volatilnosti
1 nasi grafici se seku, odnosno uspostavljamo datu jednakost na cetvrtoj slici, kada dobijamo tri
realna korena kao resenja.

Aproksimirana vrednost volatilnostitada iznosi o, = —% + 02 = 19,9999 = 20.

Potrazimo 1, 7,, 13 U programu mathematica
r, = 3.77698,r, = 3.33787, 3 = 0.0000388843.

Za dobijena resenja, izraCunajmo Cj, C,, Cs

(- (55 (252 () ()
o= (22 (252 () ()
- (25 (252 () ()

C; = —1.13006-10"°% (, =1.86807-10"°% (; = 0.99999,

wl

w

pa verovatnoc¢a propasti ima oblik:
ar (W) = —1.13006 - 1076 - e=3776%8% 4 1.86807 - 1076 - 3337874 + 0,99999 - ¢ ~0.000038843u

IzraCunajmo sada r;, 15, 73 za verovatnocu propasti ukoliko nema aproksimacije

12 2.
4 3 2- 7—20

3—r 4—r 2-1
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4 3

—12 200
3—r 4—1r 7 r

r, = 3.99622, r, =3.0067, 13 =0.00564749.
Zatim odredimo Cj, C,, C3 i na osnovu dobijenih vrednosti zapi§imo oblik verovatnoée propasti.
C, = —134943-107%, C, =4.21484-107% (C; = 0.999997,
P(u) = —1.34943 - 107° - ¢ 7399624 4 421484 - 107° - e 739967 4 0,99997 - ¢~0.00564749u

Prikazimo u tabeli vrednosti aproksimirane verovatnoce propasti i vrednosti verovatnoce propasti
bez aproksimacije za razlicite vrednosti pocetnih rezervi.

u Yap (u) Y(u) Yerror
0 0.99991 1 0.00009
10 0.999602 0.945087 0.05768
20 0.999213 0.893193 0.11869
30 0.998825 0.844148 0.18323
50 0.99805 0.753989 0.32369
10000 0.678114 2.97345-107%° 0.678114

Na osnovu dobijenih rezultata vidimo da De Valderova aproksimacija verovatnoc¢e propasti gubi
kvalitet, odnosno greSka raste kako pove¢avamo nase rezerve. UoCimo da aproksimirana
verovatnoca propasti dosta sporije opada sa povecanjem pocetnih rezervi, Sto znac¢i da bismo je na
neki nacin anulirali, odnosno obezbedili egzistenciju osiguranika, odnosno osiguravajuée kuce,
potrebne su nam ogromne koli¢ine pocetnih rezervi.
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Poglavlje 3

‘Actuaries are people who wanted to be

accountants but didn’t have the personality.’
Kaz Cooke

3.1. Reosiguranje

Osiguravajuce drustvo i samo moze uzeti polisu da bi se osiguralo (zastitilo) od “velikih” Steta.
Takva polisa zove se reosiguranje. Drustvo ¢e u celosti platiti Stetu do iznosa h(X) koji se zove
samopridrzaj (retencija, engl. retention) ili ti nivo zadrZavanja, a svaki iznos iznad nivoa
zadrzavanja pokri¢e reosiguranik. Nivo zadrzavanja drustva za osiguranje je iznos ugovorom
preuzetih rizika koji drustvo uvek zadrzava u sopstvenom pokricu i koji moze pokriti sopstvenim
sredstvima. Drustvo je duzno da uvek zadrzi deo rizika u samopridrzaju. Deo rizika iznad
samopridrzaja se reosigurava. Postoji odredena hijerarhija u nacinu funkcionisanja osiguranika,
osiguravajuce kuce 1 reosiguravajuce kuce.

Reosiguravaju¢a kompanija

$ 4

Osiguravaju¢a kompanija

v 4

Osiguranik

Plave strelice oznaCavaju placanje, bitno je naznaciti da nije moguée povuéi strelicu od
reosiguravajuce kompanije do osiguranika. Ovo poslednje nas navodi na to da ukoliko nasa
osiguravaju¢a kompanija propadne mi ne¢emo nikakvu vrstu isplate dobiti od reosiguravajuce
kompanije.

U poslovima reosiguranja, osiguravajuce drustvo koje trazi reosiguranje odnosno zeli da ustupi deo
rizika naziva se direktni osiguranik. On ocenjuje kolika $teta bi mogla da ugrozi njegovu
solventnost, pa zadrzava samo onoliki deo rizika koji bi mogao da isplati (samopridrzaj), a preostali
deo predaje reosiguraniku, koji ovako preuzeti rizik ili u potpunosti zadrzava kao sopstveni
samopridrzaj ili zadrzava samo onoliki deo koliko moze da pokrije ako dode do $tete, a ostalo daje
drugom reosiguraniku. Osiguranik koji ustupi deo obaveza reosiguraniku za njega postaje cedent
(cessio — ustupanije), reosiguranik koji preuzima deo obaveze se naziva cesionar. To prakti¢no znaci
da je cesija iznos osiguranja prenesen na reosiguranika. U slu¢ajevima kada reosiguranik prenosi
deo obaveze na druge reosiguranike, on vrsi retrocesiju i postaje retrocedent, a ti reosiguranici
retrocedenti. Dakle, odluka o prenoSenju rizika se donosi na osnovu procene vlastitog
samopridrzaja i o¢ekivane visine potencijalnih Steta. Samopridrzaj je ukupan iznos preuzetih rizika,
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koji se pokriva sopstvenim sredstvima, a utvrduju ga osiguravaju¢e kompanije na osnovu
prethodnog iskustva. Maksimalno moguca S$teta predstavlja iznos najvece Stete koja se prema
proceni osiguravac¢a moze ocekivati na jednom osiguranom riziku, pod pretpostavkom da je totalna
Steta moguca ali malo verovatna. Prenisko odredena maksimalno moguca Steta moze dovesti
osiguranika u situaciju da ne moze da odgovori svojim obavezama, a previsoko odredena
maksimalno moguca $teta dovodi do nepotrebnog odliva dela premije u reosiguranje. Svaki ugovor
o reosiguranju sadrzi limit, koji predstavlja maksimalan iznos za koji je reosiguranik preuzeo
obavezu da ¢e isplatiti u slucaju Stete. Ako se radi o proporcionalnom ugovoru, onda se limit odnosi
na svaki rizik obuhvacen tim ugovorom. U slu¢aju neproporcionalnih ugovora, limit ugovora se
odnosi na jedan ili grupu rizika obuhvacenih bilo jednim ili sa viSe Stetnih dogadaja. Kao olakSica
cedentu u slu¢aju Steta manjeg obima ovi ugovori sadrze viSe nivoa (layer-a), tako da se u sluc¢aju
Stetnog dogadaja koji ¢e pogoditi ugovor, ali ne i njegov gornji limit, ugovor samo delimi¢no
iscrpljuje (ili reaktivira delimi¢nom doplatom premije).

Postoje dva osnovna tipa ugovora o reosiguranju i to:

1. Ugovor o reosiguranju ukupne Stete:
e Proporcionalno reosiguranje
e Stop-loss reosiguranje
e Reosiguranje viska Stete
2. Ugovori o reosiguranju ekstemno velikih Steta

3.1.1. Proporcionalno osiguranje

U praksi najprimenljivije je proporcionalno osiguranje. Ono podrazumeva da osiguranik
nadoknadi iznos X;“ = a - X; za svaku §tetu, a reosiguranik ¢e nadoknaditi iznos X;% = (1 — a) -
X;. Potrebno je napomenuti da prilikom reosiguranja na$ drift Braunovog kretanja u oznaci o* =
Va - o, zavisi od a . Objasni¢emo kako ovo osiguranje i na koji na¢in smanjuje rizik. Kako je
verovatnoéa propasti  P(u) < e ¥* | odnosno mozemo zakljuditi da $to je koeficijent
prilagodavanja veci to je verovatnoca propasti manja. No, koeficijent prilagodavanja se ra¢una iz
sledece jednacine

crt—a Tt =2 (Mx(t) — 1) = 0.
Funkcija generatrise sluajne promenljive X;" je
My 1(8) = Myx(t) = E(et*i) = My(a - t).
Neka i osiguranik i reosiguranik primenjuju princip o¢ekivane vrednosti za odredivanje premije.

Vazi ¢k =a-c. Neka je {StL,t > 0} proces kojim oznaCavamo ukupne Stete u portfoliju
osiguranika, tada je premija koju ¢e osiguranik naplatiti

E(StL) :/1"u.L't.
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Gde je u, = E(X;*) = a- E(X;) = a - u, prema tome premija osiguranika je
E(S ) =2-a-u-t,
apremijska stopaje ct = a -1 pu.

Da se nije reosigurao, osiguranik bi u skladu sa principom oéekivane vrednosti odredio premijsku
stopu ¢ = u - A. Na osnovu toga sledi da se odgovarajuci koeficijent prilagodavanja dobija kao
reSenje jednacine

2
a-c-t—a-%-tz—l-(Ma.X(t)—1)=0.
Ova jednacina je istog oblika kao odgovarajuca jednacina koja odgovara sluc¢aju reosiguranja, pri

cemu je K = a - KLgde je KL koeficijent prilagodavanja pod reosiguranjem. Novi koeficijent
prilagodavanja je veci, ali rizik postaje manji.
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Zakljucak

U ovom radu smo na poseban, aprakstan nacin objasnili teoriju propasti, onda kada je u pricu
dodato Braunovo kretanje. No, svaki segment teorije propasti je neopipljiv, nepredvidljiv, ona je
sama po sebi teska za analizu, uvodenjem Braunovog kretanja u osnovni model, dobijamo
razlaganje verovatnoc¢e propasti na dva segmenta, jedan koji poti¢e od zahteva i drugi koji potice
upravo od Braunovih oscilacija. Ovim razlaganjem kontroliSemo verovatnoc¢u propasti, tako S§to
ograni¢avamo posebno deo koji poti¢e od zahteva, posebno deo koji potice od drifta.

Dali smo jasne integro — diferencijalne jednaCine kako za verovatnoée propasti, tako i za
verovatnoce prezivljavanja. 1zveli Smo gornje ocene za nase razlaganje verovatnoce propasti. Uveli
u pricu koeficijent prilagodavanja, objasnili jednacinu iz koje odredujemo isti. Dali numericki
primer u kome smo pokazali ponasSanje verovatnoce propasti u globalu, kao i1 ponaSanje
pojednina¢ih delova ove verovatnoée. Pokazali smo da verovatnoce propasti Y(u) i Pg(u) se
povecavaju kako se vrednosti drifta povecavaju, Sto je i bilo za ocekivati, jer Sto je rasipanje, drift,
veée to je 1 nasa nesigurnost veca. Medutim 1. (1) nije rastuca funkcija u zavisnosti od o, nego
kako o raste verovatnoca propasti je sve manja. Funkcija . (u) se razlikuje od ponasanja funkcija

P g (u).

Na jedan matematicki korektan nacin smo dali sliku o nacinu izrazavanja verovatnoce propasti
kada su pojedinacni iznosi Steta eksponencijalno rasporedeni. Oblik verovatnoce propasti dat je sa:

Y(u) = XrE1C, e THY,

Obradili smo pri¢u o koeficijentima Cy, 1, k = 1,2, ..., n, nametnuli uslove pod kojima oni postoje
kao realni brojevi. Videli iz oblika jednakosti po kojoj trazimo r;, da je upravo najmanje rj, resenje
Lundbergove jednakosti, odnosno koeficijent prilagodavanja K.

Medutim, kako se verovatnoca propasti u nekim slucajevima ne moze eksplicitno izracunati, bavili
smo se aproksimacijama verovatno¢e propasti. Konkretnim primerom, gde imamo meSovitu
eksponencijalnu raspodelu Steta. U datom primeru smo odredili i apsolutnu vrednost greske, na
osnovu koju zaklju¢ujemo da De Valderova aproksimacije ne daje sjajne rezultate.

Na samom Kraju smo u nasu pricu uvodimo i reosiguranje. Dajemo teorijski pristup reosiguranju i
posebno obradujemo proporcionalno reosiguranje. Pokazujemo kako ukoliko se osiguranik ili
osiguravajuc¢a kuca reosigura da se na taj nacin rizik od propasti smanjuje.
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