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Predgovor

Tema rada spada u oblast primene harmonijske analize na obradu signala.
Osnovna ideja nam je bila da se pokaZe kako jedna apstrakina matematicka
teorija o ortonormiranim bazama u Hilbertovim prostorima dovodi do brzih
i efikasnih algoritama za analizu, obardu i sintezu signala. Radi ogranicenog
prostora, paznju smo usmerili na obradu slike, dvodimenzionog signala, a
napomingjemo da se isti matematicki aparat mozZe primeniti u obradi audio
signala.

U odnosu na koriséenu literaturu, ovde smo kombinovali ¢isto inZenjerski
pristup koriséen w npr [1], sa teorijskim rezultatima izloZenim w [3],[4].
Konacno, u ilustrativnim primerima koriscéen je programski paket MATLAB.

Ovom prilikom Zelela bih da iskaZem veliku zahvalnost svom mentoru,
dr Nenadu Teofanovu na strpljivom i struc¢nom usmeravanju, kao i koris-
nim savetima prilikom izrade ovog rada. Takode, zahvaljujem se clanovima
komisije, dr Arpadu Takaciju i dr Milosu Kurilicu, kao i svim profesorima
i1 asistentima sa kojima sam saradivala u toku svojih studija na Prirodno-
matematickom fakultetu.

Posebnu zahvalnost dugujem svojim roditeljima na beskrajnoj podrsci i razu-
mevanju u toku skolovanja.

Maja Cosié






1
Uvod

Teorija malih talasa (vejvleta) veoma je znaCajna sa stanovista obrade
signala. Nastala je sa pokusajima lokalizacije Furijeove analize, te je prirodno
da se prilikom uvodenja pojma malog talasa moramo osvrnuti i na Furijeovu
transformaciju.

Druga glava u ovom radu polazi od Furijeove transformacije i njene nado-
gradnje, kratkotrajne Furijeove transformacije, koja je kljué¢na za formiranje
ideje o vejvlet transformaciji. Dat je istorijski razvoj pojma malog talasa,
a zatim su prikazane sli¢nosti i razlike izmedu Furijeovih i vejvlet transfor-
macija. Takode, izlozena su i pojedina svojstva kontinualnih transformacija
i princip neodredenosti kroz koji se ogleda glavni nedostatak kratkotrajne
Furijeove transformacije. Ovu glavu zavrsavamo primerima vejvleta.

Upotreba racunara i numerickih algoritama zahteva diskretizaciju po-
dataka. U trecoj glavi uvodimo pojam diskretnog signala i odgovarajuce
diskretne vejvlet transformacije. To je posebno znacajno jer se u kontinu-
alnom slucaju javlja redudantnost koeficijenata transformacije koja govori o
visku podataka, a samim tim i veéem memorijskom prostoru potrebnom za
cuvanje signala. Uvodimo pojam funkcije skaliranja i filtera pomocu kojih
formiramo diskretnu transformaciju i izlazemo njenu vezu sa kontinualnim
slucajem. Takode izlazemo teorijski koncept multirezolucije koja je kljuéna
za primenu vejvleta u kompresiji signala.

Cilj ovog rada je da se prikaze primena vejvleta u kompresiji signala.
Stoga je u cetvrtoj glavi izlozen piramidalni algoritam i proces kompresije
digitalne slike sa akcentom na korak transformacije signala u kojem se direk-
tno primenjuju vejvleti. Dato je nekoliko konkretnih primera te primene u
programskom paketu MATLAB, kao i primer primene vejvleta u otklanjanju
Suma sa slike.

Peta glava je dodatak u kojem je izlozena upotreba alatki u programu
MATLAB, neophodnih za izvodenje analiza u ovom radu.






2

Malotalasna (vejvlet)
transformacija

Razvoj teorije malih talasa pocinje jos od pokusSaja lokalizacije Furi-
jeove analize i svoju najveéu primenu pronasla je u oblastima obrade sig-
nala. U ovoj glavi prvo dajemo karatak istorijski pregled znacajnih teorijskih
dostignuca i ideja koje su dovele do pomenute teorije. Dalje, uvodimo po-
jam Furijeove, kratkotrajne Furijeove i malotalasne (vejvlet, engl. wavelet)
transformacije i poredimo ih. Zatim prelazimo prvo na kontinualni slucaj i
algoritam konstrukcije kratkotrajne i vejvlet transformacije kao i inverznog
postupka za dobijanje polaznog signala. Dati algoritam je opisan u litera-
turi [1]. Konacno ilustrujemo nekoliko primera vejvleta. U ovom poglavlju
koristena je literatura [1], [2], [3] i [4].

2.1 Kratak istorijski pregled

Teorija malih talasa nastala je kao odgovor na prakti¢ne zahteve inzenjera
i fizicara u potrazi za matematickim aparatom koji pruza detaljniju analizu
od postojece Furijeove analize. U tom pogledu, mozemo je posmatrati kao
sledbenika Furijeove teorije, ali u odredenom smislu unapredenu i prilagodenu
potrebama analize seizmickih signala. Sam naziv vejvlet(engl. wavelet) po-
javio se osamdesetih godina XX veka, a za to je zasluzan inzenjer Morlet.
Moze se rec¢i da je u tom periodu izgradena i uoblicena teorija o malim ta-
lasima.

Polaznu osnovu za postavljanje teorije vejvleta stvorio je Joseph Fourier
1807. godine kada je dosao do saznanja da je mogucée svaku periodi¢nu
funkciju aproksimirati sumom odredenih trigonometrijskih funkcija. Ukoliko
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posmatramo vejvlete kao specificne funkcije pomoc¢u kojih reprezentujemo
neke druge funkcije, mozemo uociti povezanost sa idejom koja je temelj Fu-
rijeove analize.

Slededi znacajan korak koji je doprineo izgradnji i primeni teorije vejvleta
bila je familija Haar vejvleta (1909. godine) koju ¢ine po delovima neprekidne
funkcije sto ogranicava njihovu primenu.

Jean Morlet i Alex Grossman zacetnici su teorije o vejvletima koja se
danas primenjuje u raznim oblastima poput fizike, obrade digitalnog signala
itd. Do tada, postojali su razni pokusaji i pojedini doprinosi u postavljenju
matematicke teorije malih talasa (Paul Levy, Denis Gabor). Na primer,
kratkotrajna Furijeova transformacija, koju je predlozio Gabor, lokalizuje
signal u vremensko-frekvencijskoj ravni, za razliku od uobic¢ajene Furijeove
transformacije koja omogucava globalnu spektralnu analizu signala. Medutim,
ona ima jedan nedostatak koji je Morlet primetio i u pokusaju da ga otkloni
napravio znacajan pomak ka stvaranju teorije o vejvletima. Kratkotrajna
Furijeova transformcija omogucava da se frekvencija signala posmatra po de-
lovima ili kroz tzv prozore. Nedostatak je u tome Sto je Sirina tih prozora
fiksna. Upravo Morlet, prilikom analize seizmickih signala, dolazi do ideje
da upotrebi transformaciju koja ¢e, u zavisnosti od veli¢ine detalja koji nas
interesuju, menjati Sirinu prozora. Potpunom razvoju i oblikovanju teorije
malih talasa doprineo je fizicar Alex Grossman kada je zajedno sa Morlet-
om realizovao ideju da se zadati signal u izvesnom smislu transformise pri-
menom vejvleta, a zatim ponovo vrati u pocetni oblik. Pri tome, cilj je bio
ocuvanje informacija potrebnih za rekonstrukciju signala. Ovakva ideja nasla
je zacajnu primenu u kompresiji signala.

Stephane Mallat i Yves Meyer su svojim radom u kasnim osamdesetim go-
dinama XX veka omogucili savremenu primenu vejvleta i algoritme u obradi
digitalnog signala. Njihov rad baziran je na pronalazenju veze izmedu po-
jma filtera i piramidalnog algoritma. Konaé¢no, Ingrid Daubechies dolazi do
nove familije ortonormiranih vejvleta sa veoma vaznim svojstvom kompak-
tnog nosaca. Na osnovu navedenih radova izgradila se u meduvremenu cela
oblast harmonijske analize, poznata kao teorija malih talasa.



2.2 0Od Furijeove do vejvlet transformacije

Za funkciju f : R — C definiSemo Furijeovu trasformaciju f :R — Cna

sledeéi nacin:
. 1 +oo

flw) = o f(t)e “tdt. (2.1)

Na ovaj nacin formirali smo funkciju koja zavisi od promenljive w koju
zovemo frekvencija. Posmatrajmo funkciju f(¢) kao signal koji nosi odredene
informacije. Furijeova transformacija datog signala, definisana pomocu (2.1)
omogucéava analizu signala kroz frekvencijski domen. Dakle, f (w) otkriva
da li se frekvencija w pojavljuje u signalu i u kojoj meri. Funkcija f treba
da ispuni odredene uslove da bi nesvojstveni integral (2.1) postojao. Stoga
uvodimo formalno definiciju Furijeove transformacije.

Definicija 2.2.1. Posmatramo po delovima neprekidnu i apsolutno integra-
bilnu funkciyu f : R — C. Tada je Furijeova transformacija funkcije f
definisana sa (2.1).

Kako je |e”™!| = 1, vazi:
+o0 ) +0o0
[ rweal< [ irola <o

pa je f dobro definisana kada f ispunjava uslove definicije 2.2.1.

U zavisnosti od analize pojave koju zelimo da izvrSimo, neophodne su
nam razli¢ite informacije. Koristeéi razne nacine predstavljanja polazne
funkcije, isticemo njene odredene osobine. Nemoguce je pronaci jednu uni-
verzalnu reprezentaciju koja otkriva sve podatke. Vrlo ¢esto jedna grupa
svojstava, izlozena kroz datu reprezentaciju, prikriva neka druga svojstva
funkcije. Stoga je pozeljno imati moguénost transformacije funkcije na vise
nacina da bismo dobili zeljeni rezultat.

Transformacija koju smo prethodno definisali, moze se napisati u drugom,
opstem obliku, koji ¢emo koristiti i za predstavljanje kratkotrajne Furijeove
i vejvlet transformacije. U tom smislu uvodi se funkcija g(t), pomocu koje
vrsimo transformaciju polaznog signala f(t) na sledeé¢i nacin:

+oo -

f(t) — f(t)g(t)dt. (2.2)

Funkcija ¢(t) je analizirajuéa funkcija koja je u opstem slucaju komplek-
sna. Vidmo da, ukoliko za funkciju g(t) biramo g, (t) = e~** dobijamo Fu-
rijeovu transformaciju. Dakle, opsti oblik transformacije koju ¢emo korsititi



podrazumeva integraciju proizvoda polazne funkcije (signala) f(¢) i komplek-
sno konjugovane vrednosti funkcije g(t) i to nad vremenskim domenom.

Signal predstavljamo funkcijom f(¢) kojom se modelira njegova promena
u vremenskom domenu. Furijeova transformacija je znacajna jer omogucava
analizu frekvencijskog sadrzaja signala. Frekvencija je u stvari mera brzine
promene neke pojave. Visoke frekvencije karakterisu brze promene, dok se
niske frekvencije vezuju za spore promene. Primenom transformacije (2.2)
poredimo polaznu funkciju (signal) sa izabranom funkcijom g. Kako kod Fu-
rijeove transformacije funkcija g zavisi od frekvencije w, pojavom te frekven-
cije u signalu, stvara se nenula uticaj na f . Stoga f daje informaciju da li se
data frekvencija w pojavljuje u signalu ili ne.

Na primer, na slici 2.1 prikazana je funkcija

sin(mu — 3)

flu) =127 —0.5

™ — 3

i realni deo funkcije g,(u) = e~"™*. Iz Ojlerove formule ¢ = cosa + isina

sledi da je Re(gr(u)) = cos mu.

25 f

Re (g(up

Slika 2.1: Grafici funkcija f(u) i realni deo funkcije g.(u).

Medutim, nedostatak Furijeove transformacije je to $to ne daje odgovor
na pitanje u kojem vremenskom trenutku se pojavljuje zeljena frekvencija.
Specijalnim izborom funkcije g mozemo da reprezentujemo signal i kroz
vreme i kroz frekvenciju. Posmatranjem polazne funkcije kroz delove (win-
dow) i racunanjem Furijeove transformacije pojedinih delova lokalizujemo
pojavu frekvencije u vremenu. U tu svrhu, funkciju g(u) u (2.2) modifiku-
jemo operacijama translacije, modulacije i dilatacije.
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Definicija 2.2.2. Za funkciju g definisemo operatore translacije T;g, mod-
ulacije Mg, 1 dilatacije Dyg:

Tig(u) = glu—1t), t € R,
ng(u) = eiwug(u)7 w e R,

Dagt) = ld~Ha(%), a e B\)

Uz pomo¢ translacije i modulacije dobijamo modifikaciju Furijeove trans-
formacije i zovemo je kratkotrajna Furijeova transformacija (Windowed
Fourier Transform):

Definicija 2.2.3. Za funkciju f, kratkotrajnu Furijeovu transformaciju fg u
odnosu na prozor g definiSemo na sledeci nacin:

A~ +OO S —
fg(wv t) = f(u)g(w,t) (U) du? wat € ]Ra (23)

kadgod je dati nesvojstvent integral konvergentan. Pri tome je funkcija g,
definisana sa g4 (u) = M,Tig(u).

Funkciju g(u) zovemo prozor funkcija (window function) ili prozor. Prime-
timo da smo na ovaj nacin dobili funkciju fg koja zavisi i od w i od t. Pos-
matrajmo sada slike 2.2 1 2.3. na kojima su dati grafici polaznog signala
f i analizirajuce funkcije M, Tig(u), za t = 41w = 7 odnosno w = 6m,
respektivno, gde je g(u) prozor Sirine 2, dat sa:

(u) = 1, —-1<u<l,
g\ = 0, inace.

Slika 2.2: Grafici funkcija f(u) i realni deo funkcije M, Tyg(u).
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Slika 2.3: Grafici funkcija f(u) i realni deo funkcije Mg, Tyg(u).

Kratkotrajna Furijeova transformacija podrazumeva podelu vremenske
ose na segmente i primenu Furijeove transformacije na svakom od njih, uz
pretpostavku da je na datim segmentima funkcija stacionarna. Analiza na
segmentima vrsi se pomocu prozor funkcije g i omogucena je lokalizacija u
datom momentu t. Na slikama 2.2 i 2.3 prikazano je ponaSanje realnog dela
analizirajuc¢e funkcije ¢ i vidimo da se ona lokalizuje u momentu t=4.

Nedostatak ovakve transformacije je konstantna Sirina prozor funkcije,
Sto nije uvek pogodno. Za male Sirine prozora ostvaruje se dobra vremenska
lokalizacija, ali gubimo na frekvencijskoj rezoluciji. Za analiziranje malih de-
talja signala, povec¢ava se frekvencija analizirajuce funkcije. Nasuprot tome,
pri velikoj Sirini prozora, gubimo na lokaliziciji vremena. Na ovaj nacin
tesko se postize potpuna informacija i o vremenu i o frekvenciji. Kljucéni
problem predstavlja izbor Sirine prozora. Transformacija koja otklanja ovaj
nedostatak je upravo vejvlet transformacija. Sa L*(R) ¢e se oznacavati pros-
tor kvadrat integrabilnih funkcija (signala konacne energije), videti sledece
poglavlje.

Definicija 2.2.4. Neka je data funkcija g € L*(R) za koju vaZi
fj;o g(u)du = 0. Funkciju g zovemo vejvlet(wavelet) a vejvlet transforma-
cija W, f(a,t) funkcije f € L*(R) dobijena pomocu g definise se na sledeci
nacin: oo

W,f(a,t) = f()TiDag(u) du, (2.4)

gde je a faktor skale.

Uslov fj;o g(u) du = 0 implicira oscilovanje funkcije g. U praksi se
namece i uslov opadanja u beskonacnosti, pa otud naziv talasi¢, mali talas.
Vejvlet transformacija ne uzima u obzir frekvenciju ve¢ faktore skale odnosno
detalje veli¢ine a. Menjajuci skale dobija se kompletna informacija i o vre-
menu i o frekvenciji. Velicina detalja i frekvencija su obrnuto proporcionalni,
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kao sto smo videli kod kratkotrajne Furijeove transformacije. Kratkotrajnom
Furijeovom transformacijom formira se funkcija koja zavisi od vremena ¢ i
frekvencije w i u tom smislu govorili smo o reprezentaciji u faznoj, t —w ravni,
dok kod vejvlet transformacije dobijena funkcija zavisi od faktora skale a i
vremena t, pa tada govorimo o t — a ravni.

Ukoliko uporedimo prethodno opisane transformacije signala f, dolaz-
imo do zakljucka o njihovim sliénostima i razlikama. Vidimo da su sve
tri transformacije dobijene pomoc¢u polaznog signala i odgovarajuce anal-
izirajuce funkcije, primenom integracije. Furijeova transformacija daje infor-
maciju samo o prisustvu odredene frekvencije u signalu, dok kratkotrajna Fu-
rijeova i vejvlet transformcija pruzaju informaciju i o vremenu i o frekvenciji.
Osnovna razlika izmedu poslednje dve pomenute transformacije jeste u pri-
lagodljivosti Sirine prozora. Stoga je vejvlet transformacija veoma znacajna
jer u slucaju visokih frekvencija dozvoljava uzan prozor, a kod niskih §iri. To

svojstvo ilustrovano je na slikama 2.4 1 2.5, gde je kao vejvlet izabran Haarov
vejvlet, definisan sa:

1, O§u<%,

gluy=3 -1, s <u<l,
0, inace
4
5
3 / \‘\
[
3 “f‘ '\
1 / !‘, 7
/ \ w
0 / \\ |
Y, wd e
Nt k// i i
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Vejvlet transformacija omogucava uskladenost veli¢ine prozora odnosno
vremenske rezolucije sa skalom svake od frekvencijskih komponenti funkcije.
Na slikama 2.4 i 2.5 vidimo da ukoliko nas zanimaju vise frekvencije koje
karakterisu detalje, analizirajuc¢a funkcija je sabijena i u tome se ogleda pred-
nost vejvlet transformacije.

2.3 Neka svojstva transformacija

Signal kao pojavu koja se kontinualno menja kroz vreme mozemo pred-
staviti funkcijom f(t), gde je t parametar vremena. Neka za signal f(t) vazi
da ima konac¢nu energiju odnosno neka vazi uslov:

+oo
/ |f(t)]?dt < .

[e.e]

Matematickim rec¢nikom, signali konacne energije su kvadrat integrabilne
funkcije, elementi Hilbertovog prostra L?(R). Videli smo na koji nacin za
signal f(t) formiramo njegovu Furijeovu transformaciju f (w) u izrazu (2.1).
Od velikog je znacaja invertibilnost ove transformacije koja podrazumeva
rekonstrukciju polaznog signala. Dati postupak zovemo inverznom Furi-
jeovom transformacijom. Ipak, pomenuta inverzna transformacija je moguca
u slucaju neprekidne funkcije i ona je definisana sa:

1 [t ,
flit)y=— flw)e™" dw. (2.5)

T o oo

Relacija (2.5) je kljuéna prilikom rekonstrukcije signala u sluc¢aju kratko-
trajne Furijeove i vejvlet transformacije. Invertibilnost je jos jedna njihova
zajednicka osobina. Pri tome, obicno se pretpostavlja da vazi

f € L'R), f € L'(R), (2.6)
gde je L'(R) oznaka prostora integrabilnih funkcija. Kako je |e/*| = 1 za

w,t € R, uzimajudi u obzir (2.6) dobijamo:

T 2m oo

+oo . +oo R
1010 [ e @ldo= 5 [ fwldv <o, @)

Dakle, signal f je kontinualan i ogranicen. Formulisa¢emo lemu koja ¢e nam
biti potrebna za dokaz tvrdenja 2.3.1.

14



Lema 2.3.1. Formula izvoda: Neka je f neprekidna i diferencijabilna funkcija
takva da su f i f po delovima neprekidne i apsolutno integrabilne funkcije
nad skupom R. Tada vaZi:

f'(w) = iwf(w).

Dokaz: Kako je f apsolutno integrabilna funkcija sledi liril flz) =0.1z
T—r 00

izraza:

o 1 oo / s . 1
fw)=— f(x)e™®der= lim —

21 J_ o L,M—o00 27

L
| f@e
M

parcijalnom integracijom dobijamo:

1 [E .
—/ f(x)e™™* dz
27T M

_ % [f(x)eiwx iM - /_ ; F@) (=i - w)emier dx}
= o[ - seane s [ e a

Iz lim f(x)=0sledi lim [f(L)e ™" — f(—=M)e“M] =0.

z—+00 L,M—o00

Dakle,
-, . w L » oA
f(w):L,]l\}gooﬁ/Mf(x)e dr =iwf(w). O

Takode, ukoliko su funkcije f, f', f ..., f™ Y neprekidno diferencijabilne i

™ po delovima neprekidna i apsolutno integrabilna nad skupom R, analogno
se pokazuje da vazi:

FO(w) = (iw)" f(w).

Teorema 2.3.1. Funkcija f je ogranicena i p puta neprekidno diferencija-
bilna, sa ogranicenim izvodima, ukoliko vazi:

oo
/ |f(w)|(1+ |w|P) dw < 0. (2.8)

o

Dokaz:
Pretpostavimo da vazi uslov (2.8). Treba pokazati da je:

|f®(#)] < oo, za svako k < p.
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U dokazu koristimo formulu izvoda (lema 2.3.1). Kako je Furijeova trans-
formacija k-tog izvoda funkcije f(t) data formulom f®)(t) = (iw)* f(w), pri-
menjujuéi (2.7) dobijamo:

+oo
B ()] s/ ()| |w]* de.

—00

Dalje, iz uslova (2.8), za svako k < p sledi da je:

+oo foo
/ |f(w>Hw\’“dw§/ |F ()] (1 + |w]?) dw < c0.00

—00 —00

Ponasanje |f(w)| kada w raste govori o globalnoj regularnosti (glatkosti)
signala f. Brze opadanje |f(w)| odgovara glatkom signalu. Teorema 2.3.1
daje zakljucak da ukoliko bi f imala kompaktan nosa¢, tada bi signal bio
beskona¢no mnogo puta diferencijabilan. U nastavku navodimo teoremu koja
govori kada ¢e vaziti (2.5). Dokaz se moze naci u [2].

Teorema 2.3.2. Ako je f po delovima neprekidna i apsolutno integrabilna
funkcija nad skupom R, onda za svaku tacku x € R u kojoj postoje jednostrani
izvodi funkcije f vazi:

2.3.1 Princip neodredenosti

Kratkotrajna Furijeova transformacija, za razliku od Furijeove trafor-
macije omogucava lokalizovanje signala u vremensko-frekencijskom domenu.
Ipak, ispostavlja se da takva lokalizacija ne pruza podjednako dobre informa-
cije i za frekvenciju i za vreme. Moguce je utvrditi samo frekvencijski opseg
koji se javlja u proizvoljnom intervalu vremena. Princip iz kojeg sledi dati za-
kljucak je Hajzenbergov princip neodredenosti ( Heisenberg Uncertainty prin-
ciple).

Neka je signal f takav da je f_Jr;ozf|f(t)|2 =01 fj;o |f(t)|? = 1. Uvodimo
brojeve o2(f) i o2(f), redom za vremenski i frekvencijski domen signala f,
definisane sa

2= [ esopa ()= [ iRt

—00 —00
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Prvi broj predstavlja meru odstupanja signala od svog sredisnjeg polozaja,
a drugi broj je odstupanje f od centralne frekvencije. Date veli¢ine su vre-
menska i frekvencijska varijansa signala.

Teorema 2.3.3. Neka je dat signal f € L2(C) takav da vaZi:
+o0 too
| dsopa=o o [ ulfpas-o

i neka su vremenska i frekvencijska varijansa signala f dobro definisane,
odnosno integrali koji ih definisu su konacni. Tada je:

*(f)o*(f) =

IS,

Dokaz:
Dokaz ove teoreme izvodimo prema [2]. Posmatrajmo sledeéi integral koji
zavisiod A € R :

1= [ e - Fwra o

o0

Kvadriranjem dobijamo:

400 +o0
1= [ o - foPa=x [Pl

[e.e] —

—+00

o [T+ e+ [ I5ora

Dalje, kako je o%(f) < oo, vazice da je tliin t|f(t)]* = 0. Primenom formule
—zo0
za izvod proizvoda dobijamo:

“+o00

5[mwmﬂwu%mmﬁ=/ HF (T () di

o0 —0o0

=dsor - [ iswpa=-1

—00 00

Iz osobina Furijeove transformacije (transformacija izvoda funkcije) dobi-
jamo:

+oo , 400 R A
| ara= [P do = =0

o0

Vidimo, I(\) je kvadratna funkcija i A202(f) — A + o2(f) > 0. To znaci da
njena diskriminanta mora biti nula ili negativna. Odatle, o2(f)o?(f) > 1. O
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2.3.2 Kompaktan nosac

Svojstvo kompaktnog nosaca transformacije signala je pozeljno za ost-
varenje lokalnih rezultata. Medutim, ispostavlja se da Furijeova transforma-
cija poseduje to svojstvo samo ukoliko je polazni signal beskonacnog trajanja,
Sto ne odgovara realnosti. Drugim rec¢ima, signal f i njegova Furijeova trans-
formacija ne mogu istovremeno da poseduju svojstvo kompaktnog nosaca
osim kada je f = 0. Stoga se i primenjuje analiza vejvletima koja otklanja
taj nedostatak. U nastavku je teorema na osnovu koje sledi prethodni za-
kljucak.

Teorema 2.3.4. Neka je f(t) signal za koji vazi f # 0 i koji ima kompaktan
nosac. Tada f ne moZe imati kompaktan nosac. Takode, ako f # 0 ima
kompaktan nosac, onda f(t) ne moze da ima kompaktan nosac.

Dokaz:

Dokaz izvodimo prema [3] za prvi deo tvrdenja. Drugi deo se izvodi pri-
menom Furijeove transformacije. Neka je f #Z 0 i ima kompaktan nosac.
Pretpostavimo suprotno, tj da f ima kompaktan nosac¢ na [—b,b]. Tada vazi
da postoji inverzna transformacija za f data sa:

ft) = % /b flw)et™ duw. (2.9)

Za f =0, t € [¢,d], primenom n-tog izvoda u tacki to = (¢ + d)/2 dobijamo

b
£ ) = 5 [ Fl)iwrer s =0

Jednacinu (2.9) mozemo drugacije zapisati kao

1 [ . .
f(t) _ 2_ / f(w)ezw(tfto)eJrzwto dw,
™ Jb

a zatim razviti izraz et (—%) y Maklorenov red za sve t € R. Tada dobijamo:

2
n=0

X (; n b
f(t) = L > W/ flwwe™™ 0 dw =0, t € R,
- b

sto je kontradikcija sa pretpostavkom f % 0. [J
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2.3.3 Kratkotrajna Furijeova transformacija

Neka je g simetrican prozor , odnosno parna funkcija: g(u) = g(—u).
Prilikom definisanja kratkotrajne Furijeove transformacije kao u (2.3) vrsimo
pomeranje za t i modulaciju frekvencijom w. Mnozenje prozor funkcijom
omogucava lokalizaciju signala u okolini v = t. Rezultat je reprezentacija
u (t,w) ravni. Definisa¢emo parametre lokalizacije za signal f sa kona¢nom
energijom, F = [7°° | f(t)]2dt < o0.

1 [t
y=g [ P 2.10)
wp = —— [ Gl dw (2.11)
I~ orE | ’ '

Aw:¢g[:%—WWﬂmwu (2.12)

Awy = Vﬁ /_:(w — w1 (@)]? dov. (2.13)

Izrazi (2.10) i (2.11) govore gde je signal lokalizovan u vremenu, odnosno
frekvenciji respektivno dok izrazi (2.12) i (2.13) govore o Sirini prostiranja
oko vrednosti t; i wy. Fazna ravan predstavljena je na slici 2.6.

wf

Y

Slika 2.6: Fazna ravan
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Ako za parametre lokalizacije prozora g izaberemo t, = 0,w, = 0 , onda
funkcija g1 = M,Tig koja definiSe Kratkotrajnu Furijeovu transformaciju
(2.3) ima parametre lokalizacije:

M, g =1, WM, Thg = W

A thTtg =A tg, A wang =A wg.

Na slici 2.7 predstavljeni su domeni funkcija g i M, T;g u faznoj ravni.Vidimo
da je pravougaona oblast povrsine A w, A t, samo promenila polozaj u faznoj
ravni, ali ne i dimenzije, odnosno rezolucija je svuda jednaka.

Y

Awg

Slika 2.7: Fazna ravan

Posledica principa neodredenosti je da povrSina pravougaonika,
A wy A tg, ne moze da ima proizvoljno malu vrednost. To znaci da, iako
kratkotrajna  Furijeova transformacija daje vremensko-frekvencijsku
reperezentaciju signala, ona ne moze da bude istovremeno precizna za obe
velicine. Ipak, postoji funkcija koja je optimalan izbor za prozor i zovemo
je Gausova funkcija. Biranjem ovakve funkcije za prozor g dostize se donja
granica za povrsinu pravougaonika. Gausova funkcija definisana je sa:

Za kontinualni signal f koji ima konacnu energiju, moguce je izvrsiti
inverzni postupak i dobiti polazni signal iz njegove kratkotrajne Furijeove
transformacije. U nastavku je teorema koja daje formulu rekonstrukcije.
Dokaz se moze naéi u [1].
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Teorema 2.3.5. Ako je f € L?(R) tada vaZi:

+oo +0o0 R ]
/ folw, T)g(t — 7)e™ dw dr

o0 — 00

+oo )
o / lg(w)P du

—00

ft) =

gde je jednakost u smislu normi prostora L*(R).
2.3.4 Vejvlet transformacija

Definicija 2.3.1. Vejvlet je svaka funkcija 1 € L*(R)\{0} za koju vaZi:

cy = 2m /+OO M dw < o0. (2.14)

o |l

Kontinualna vejvlet transformacija definisana je sa:

+o0 U —
Wy f(a,t) = 1|a| :/_ J( t)f(u)du,zaa#O,tE]R. (2.15)

1
\Cyp A/ a
Broj a zovemo faktorom skale © on je obrnuto proporcionalan frekvenciji.

Da bi uslov (2.14) bio zadovoljen, dovoljno je da ¢ ima srednju vrednost
nula, odnosno da vazi :

—+00

¥(0) = Y(t)dt =0 (2.16)

—00

Svojstvo (2.16) govori o oscilatornoj prirodni funkcije ¢. Pozeljno je da su
vejvleti funkcije sa kompaktnim nosacem. Medutim, na osnovu definicije
(2.3.1) funkcija ¢ moze biti vejvlet kada se uslov kompaktnog nosaca zameni
uslovom da funkcija v(t) opada brzo ka nuli kada, [t| — oco. To sledi iz
¢injenice da ¢ ima konac¢nu energiju. Pomenuta svojstva odgovaraju pojmu
"mali talas” jer ukazuju da je to funkcija koja osciluje oko vremenske ose
na malom intervalu, a izvan njega brzo opada ka nuli. Dakle, pocevsi od
funkcije ¢ sa navedenim osobinama, skaliranjem faktorom a i pomeranjem
za t dobijamo familiju vejvleta.

Kao i kod kratkotrajne Furijeove transformacije, polazni signal moze se
rekonstruisati iz svoje vejvlet transformacije. U nastavku je teorema o rekon-
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Teorema 2.3.6. Neka je ¢ funkcija sa konacnom energijom koja zadovoljava
uslov (2.14). Tada za svaki signal sa konaénom energijom f vazi:

2 [T 1 t —u\ duda
f(t):\/_c—¢ o W¢f(a7u>\/m¢< a ) Cl2 5

gde je jednakost u smislu normi prostora L*(R).

Svojstvo koje je pozeljno postiéi prilikom konstrukcije vejvleta je da on
ima Sto vise momenata jednakih nuli. Funkcija 1 ima M momenata jednakih

nuli ako vazi:
—+o0

YO dt =0, m=0,...,M—1. (2.17)

Signal se sastoji iz delova koji su glatki, i delova na kojima se deSavaju
odredene promene, prekidi. Ako signal moze da se predstavi po delovima
glatkim funkcijama, tada ¢e vejvlet transformacija na glatkim delovima imati
vrednost nula ukoliko 1 ima dovoljno nula momenata. To omogucéava da se
detektuju i lokalizuju promene. Pomoéu M puta diferencijabilne funkcije
o(t) kontruisemo vejvlet ¢(t) na sledeéi nacin:

dM o
t) = ——.
oo =
U nastavku dajemo primere vejvleta konstruisanih na taj nac¢in za M = 11
M = 2, za koje vazi (2.17).

PRIMER 1. (Haarov vejvlet za M = 1) Za funkciju ¢y definiSemo Haarov
vegulet Yy :

t, 0<t<i
pu(t) =4 1—-t, ;<t<1
0, mace
1, 0<t<j;
vu(t) -1, 1<t<1
0, nace

PRIMER 2. (Meksicki Sesir', M = 2) Za funkciju ¢y definisemo vejulet
Yum:

»

t

2
Prru(t) = .

2
Garn(t) = M (1) =

2
2

i1 = e

B ®
w

!Engl. The Mexican-hat-wavelet
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Kako je M = 2, za ¢y vazi da ima prvi i drugi momenat jednak nuli.
PRIMER 3. (Morletov vejulet)

oc2 t2 2

In2

Na slikama 2.8, 2.9, 2.10 prikazani su redom dati vejvleti i funkcije ¢.

1.5

1b

0.5- B

0 . ~

-0.5F

Slika 2.9: Funkcija ¢y g (isprekidana linija) i funkcija ¢y g (puna linija)
Realni deo
0.5 . . : :
0 W
0.5 S S S
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
Imaginarni deo

0.5 : T - : .
0 W\/\f
05 S T T —
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Slika 2.10: Realni i imaginarni deo Morletovog vejvleta 1y,
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3

Diskretna malotalasna (vejvlet)
transformacija

U prethodnom poglavlju objasnili smo pojam vejvlet transformacije i
na¢in na koji se ona ra¢una kada je zadat signal f(¢) koji je kompleksna
funkcija vremenske promenljive ¢. Ipak, transformacija zadata sa (2.15) nosi
sa sobom ogranicenja u smislu izracunavanja, s obzirom da numericki algo-
ritmi i rad na rac¢unarima zahtevaju diskretne podatke. Pored toga, kon-
tinualna vejvlet transformacija ima izrazenu redudantnost koja ukazuje na
izracunavanje vec¢eg broja koeficijenata od potrebnog. U ovom poglavlju
posmatracemo uzorkovani signal i prikazati algoritam za racunanje diskretne
vejvlet transformacije, kao i rekonstrukciju polazog signala. Upoznajemo se
sa pojmom funkcije skaliranja i digitalnog filtera. U ovom poglavlju koris¢ena
je literatura [1],[4],[5].

3.1 Diskretizacija signala

Neka je signal zadat preko svojih N uzorkovanih vrednosti sa korakom
uzorkovanja Ty:

f=A{fhse = {f(RTO NS

Neka su aq,as,...,ay faktori skaliranja. Primenom brzog algoritma za
racunanje kontinualne vejvlet transformcije!, dobijamo koeficijente transfor-
macije

Wy flai, kTs) za k=0,...,.N—1,i=1,..., M.

'Engl. Fast CWT-algorithm
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Detaljan opis algoritma moze se naé¢i u [1]. Vidimo da je polazni signal
predstavljen sa N vrednosti, a kao rezultat transformacije, dobijeno je M x N
koeficijenata, Sto je mnogo vise od polaznog broja podataka. Iako to znaci
da primenom brzog algoritma kontinualne transformacije ne gubimo nijednu
informaciju o signalu, datih M x N vrednosti nam viSe sluze za analizu signala
i u tom smislu su korisne. Ipak, kada je u pitanju prenos signala ili njegovo
¢uvanje na raCcunarima, od prakti¢nog je znacaja redukovati broj vrednosti
i signal predstaviti sa Sto manje podataka iz kojih se moze rekonstruisati.
Ovaj problem javlja se kod kompresije signala. Ideja je da se od polaznog
signala koji se sastoji od N vrednosti dobije transformisani signal sa istim
brojem vrednosti koje su dovoljne za rekonstrukeiju, a pritom zauzimaju sto
manje memorijskog prostora.

Kontinualnom vejvlet transformacijom smo vrsili translaciju i dilataciju
faktorom a neprekidno i tako pokrili ceo signal. To znaci da nam je potreban
beskonacan broj operacija translacije i dilatacije, Sto nije prakti¢cno. Kao
reSenje ovog problema koristi se diskretizacija ¢ — a ravni i takav izbor ve-
jvleta ¢ da se dobije N umesto M x N vrednosti Wy, f(a;, kTs) dovoljnih za
rekonstrukeciju polaznog signala zadatog vektorom sa N vrednosti.

Vrednosti dobijene brzim algoritmom mogu se predstaviti matricom for-
mata M x N. Broj vrsta te matrice odgovara broju izabranih faktora skale.
Ispostavlja se da je za rekonstrukciju polaznog signala potrebno samo N vred-
nosti koje odgovaraju dobro odabranom fakoru skale, odnosno samo jedan
red u matrici, Sto je ilustrovano na slici 3.1.

Slika 3.1: Matrica transformacije
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3.1.1 Diskretni vejvleti

Diskretni vejvleti su po delovima neprekidne funkcije koje skaliramo i
pomeramo u kona¢nom broju koraka, a za to je neophodna diskretizacija
t — a ravni. Dati su izrazom:

1 t— k‘t()agb
Yk (t) = mw< — ), m,k €7, ay>1, (3.1)
VvV Qg Qg
odnosno 7m
Ymi(t) = ay 2 Y(ag™t — ktp). (3.2)

Najcescée se uzima da je ag = 2, tg = 1. Dakle, translacijom i skaliranjem
(dilatacijom) osnovnog vejvleta ¢ na diskretizovanoj mrezi ¢t — a dobijamo
diskretne vejvlete:

Ym(t) =272 9(27" — k), (3.3)
Vg (£) = 0, £ & [27k, 27 (k + 1)].

Faktor skaliranja a u svakom koraku ima dvostruko veéu vrednost nego u
prethodnom, s obzirom da je a oblika 2™, Sto znaci da se vejvlet §iri sa
pove¢anjem m, a rezolucija smanjuje. Kako je m € Z faktor a moze da ide
i do beskonacnosti sa pove¢anjem m, pa se ispostavlja da je i dalje potre-
ban neograni¢en broj operacija za racunanje transformacije vejvletima. Taj
problem resava se uvodenjem funkcije skaliranja.

3.2 Haarova funkcija skaliranja

Funkcija koja ima veliku ulogu u formiranju vektorskih prostora na ¢ije
komponente mozemo razloziti signal, primenom malih talasa je Haarova
funkcija skaliranja. Njen grafik je dat na slici 3.2.

Slika 3.2: Grafik funkcije ¢ (t)
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¢ (t) je Haarova funkcija skaliranja definisana sa:

1, 0<t<1,
0, inace.

ontt) = { (3.9

Vidimo da ¢y ima nosa¢ na intervalu [0,1]. Translacijom tog intervala, na
kojem je razli¢ita od nule, formiramo novu familiju funkcija oblika ¢4 (t — k).
Pomocu njih gradimo vektorski prostor Vo C L?*(R) koji se sastoji od funkcija
oblika:

> arpu(t—k), ak €R, ACZ, AZ£L.

keA

Kako je funkcija ¢y ustvari karakteristicna funkcija jedini¢nog intervala sa
prekidima u 0 i 1, tada funkcije ¢y (t — k) imaju prekide u ki1 £+ 1. Oda-
tle sledi da je Vj prostor po delovima neprekidnih funkcija sa kompaktnim
nosacem, ¢ija velicina zavisi od izbora skupa A. Pretpostavljamo da je A
konac¢an skup, |A| < Ry. Sledeéi prostor dobijamo smanjivanjem Sirine inter-
vala na kojem je funkcija razlicita od nule, prvo na % i tako redom, vrsimo
"profinjenje”. Dakle, za m € Ny formiramo prostore V,, koje ¢ine funkcije
oblika:

keA

U nastavku je teorema koja govori o odnosu prethodno definisanih vektorskih
prostora.

Teorema 3.2.1. Za navedene vektorske prostore vazi:
VocVic---CVyp i CVy CoLl

Dokaz:

Vidimo da g, mozemo predstaviti preko g,,_1, s obzirom da se pomoc¢u dva
bloka duzine 2%,1 moze formirati blok Sirine 2,,1%1, dok obrnuto ne vazi. Dokaz
se formalno izvodi indukcijom.[]

Teorema 3.2.2. Skup {27 ¢ (2™t —k)} je ortonormirana baza prostora V,.

Dokaz:
Skup V;,, je konstruisan kao linearna kombinacija funkcija ¢ (2™t — k) , te se
iz same konstrukcije prostora vidi da je dati skup njegova baza. Pokazujemo
ortonormiranost, imajuéi u vidu da su date funkcije iz prostora L*(R). Tada
imamo:
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2

12% o (27t — k)|” = (27t — k)22 g (27t — k) dt

Takode za k # [ vazi:

+oo

(22 ¢u (2™t — k), 272 ¢ (27t — 1)) z/ 2% (2™t — k)2% (27t — 1) dt

o0

= [T o outere - y(ontne - )

- % (G (27— k)22 (G (27— D)) dt

b+ 5k 5t
:/ 1-Odt+/ 0-1dt=0. O
k !

Prethodna teorema je od velikog znacaja za razlaganje signala na kom-
ponente iz datih prostora. Kako vazi stroga inkluzija datih prostra, ideja
je da prostor V,,, prikazemo kao direktnu sumu potprostora V,,_; i njegovog
ortogonalnog komplementa W,,_;.

Teorema 3.2.3. Neka su dati prostori V,,, m € N. Tada vazi:
Vm = Vm—1 @ Wm717

gde je W,,_1 sacinjen od funkcija oblika:

d a2t —k), ACZ

keA
gde je Yu(t) = on(2t) — ou(2t — 1).
Funkciju vy zovemo Haarov mali talas.

Dokaz:
Neka je m = 1, odnosno polazimo od najjedostavnijeg slucaja. Tada:

%:%@WO7

29



pri ¢emu je Vj skup svih moguéih linearnih kombinacija funkcija iz skupa
{6u(t — k), k € Z}, a Wy njegov ortogonalni komplement u odnosu na V.
W, je potprostor prostora Vi, pa je vazno odrediti kako izgleda funkcija
koja ga generiSe. S obziorom da ¢ € V; i W, je ortogonalni komplement Vj,
odnosno 1 L Vy, tada za 1) moraju da vaze uslovi:

1. w(t) = ZA amH(Zt - k), a, € R, ACZ, ’A‘ < N,
2. [T29(t)pu(t — k) dt =0, Vk € Z.

Uslov (2) za k = 0 ekvivalentan je sa uslovom fj;o Y(t)pu(t) dt = 0,

odnosno fol ¥ (t) dt = 0. Jedna od funkcija koja zadovoljava takve uslove je

Vi = ¢ (2t) — ¢u(2t — 1). (3.5)

Indeks H u ovom slucaju dodat je jer funkcija formirana na ovaj nacin
predstavlja Haarov vejvlet (videti primer 1 u poglavlju 2.3). Jasno je da
je ¥y € Vi, a uslov (2) je takode zadovoljen:

—+00

Yu(t)pu(t) dt = /02 Y (2t)u(t) dt — [ Vu(2t = 1)ou(t) dt

1 1
_ / 1dt—/1dt
0 1

2
= 0

Dakle, funkcija vy generise prostor funkcija
G={g=> awu(t—k|ACZ, Al <X}
keA

Sve funkcije iz prostora G su u Wy zbog nacina na koji ih formiramo i osobina
funkcije Yy, tj vazi G C W,. Ostaje da pokazemo W, C G, odnosno da svaka
funkcija iz Wy pripada i prostoru G, pa ¢e tada vaziti G = W,.

Neka je g € Wy. Kako je Wy C V; vazi da je g oblika

g(t) = Z akqﬁH(Zt - k?)
k€A

Kako je Wy L Vj tada je g L ¢y (t — k), Vk € Z. Specijalno, za k = 0 vazi:

/+OO g(t)og(t) dt = 0, odnosno

OO /Olg(t)dt ~ 0
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Dakle,

/1<GO¢H(2t) + a1y (2t — 1)) dt = 0, odnosno
0

1 1
/ Qao dt+/ ap dt = 0.
0 1

2

Odatle sledi da je
ag +a; = 0.

Sli¢no, za svaki indeks i, vazi a; +a;.1 = 0, pa su nam dovoljni koeficijenti
sa parnim indeksima da bismo zapisali funkciju g:

g(t) = ZGQk((bH(Qt —2k) — on(2t — (2k +1)))

= S anlon(2(t — k) — u(2(t — k) — 1)).

Time smo dobili da je g(t) = ¥y (t — k) $to znaéi da g € G, odnosno

Wo={)_ apu(t — k)| ACZ, |A] < Ro}

keA

Razlaganje se analogno pokazuje i za V,,.[J

Ukoliko sukcesivno primenimo razlagnje iz prethodne teoreme prvo na
prostor V,,, zatim na V,,_; i tako redom sve do V;, dobijamo:

Vm = mel S Wmfl
= Vm—2 > Wm—Z % Wm—l

= VoeWyepW, - --- W od W, 1.

Ovaj rezultat nam omogucava da svaku funkciju g,, € V,, predstavimo
na slede¢i nacin:

gm:vo+wg+w1—|—---+wm_2+wm_1,

er%, wZGI/Vl, le,l,...,m—l.

To se moze uopstiti za m — oo pa vazi tvrdenje:
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Teorema 3.2.4. Neka je g € L*(R) kompaktnog nosaca. Tada se ona na
jedinstven nacin predstavlja kao:

00
vo—l—Zwm, U()EVE), meWm.

m=0

S obzirom da funkcije iz L*(R) koje imaju kompaktan nosa¢ ¢ine gust
podskup u L?(R), moZe se pokazati proSirenje teoreme 3.2.4 na proizvoljne
funkcije iz L*(R).

3.3 Diskretna i kontinualna transformacija

U ovom poglavlju se dovodi u vezu diskretan signal f = {fx ffv 01 sa
odgovaraju¢om kontinualnom vejvlet transformacijom.

Posmatrajmo uzorkovani signal f = { fk}]kvz_ol. Dalje, neka je data funkcija
¢ (t) kao u (3.4). Translacijom date funkcije ¢ (t) za k pomeramo intervale
na kojima je ona razli¢ita od nule i dobijamo funkcije ¢ (t — k) pomoc¢u kojih
gradimo signal f(¢):

2

-1

f&) =) fuou(t — k). (3.6)

0

B
Il

Kako su nenula delovi ovakvih funkcija Sirine jedan i konstantni, tada je i
dobijeni signal po delovima konstantan i to na intervalima duzine jedan. Nas-
tavljamo dalje sa konstruisanjem ”grublje” verzije signala f! koji ¢e ponovo
biti konstantan po delovima intervala, ali sada su ti delovi duzine 2 jer nam
je u cilju da dobijeni signal f! pokrije isti interval kao i polazni f.

S 1fk¢H(— —k) (3.7)

k=0

Vrednosti f} dobijamo od polaznog niza f; tako $to racunamo aritmeticke
sredine susednih ¢lanova i dobijeni niz je duzine % U nastavku sledi primer
kao ilustarcija prethodno opisanog postupka.

PRIMER 4. Neka je dat uzorkovani signal { fx}i_o = {8,4,6,8,9,7,2,4}. Niz
Y= {fx}3i_y racunamo kao:

f1_{f0+f1 fotfs fu+ [ s fo+ fr
N 2 72 7 2 2

} —{6,7,8,3}.
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Definisemo dalje razliku d'(t) polaznog signala f(t) i f1(t):

d'(t) = f(t) = f1(1). (3.8)

Signal d' moZemo shvatiti kao nosioca detalja koje pamtimo i koji su potrebni
da se iz grublje verzije rekonstruiSe polazni signal. Vratimo se na primer 4,
kako bismo pojasnili na koji na¢in racunamo d'(t). Prvo ra¢unamo niz d*,
tako Sto posmatramo svaki drugi ¢lan niza f i od njega oduzimamo odgo-
varajuée elemente niza f!.

dl = {dllc}izo = {fO _f&’f2 _f117f4_f217f6 _f31}7

d'={8-6,6-7,9-82-3}=1{2-1,1,-1}

Primetimo da smo niz d* mogli dobiti i samo preko vrednosi iz niza f, s
obzirom da je f! definisano preko f:

Ay, = {fo;fl’f2;f37f4;f5’f6;f7}'

Na osnovu niza d' definiSemo razliku d*(t):

d'(t) = gd}cw (% - k:) (3.9)

Na slici (3.3) u levoj koloni prikazani su nizovi f, f!, d', au desnoj funkcije
f(@), f1t), d*(t), redom.

S obzirom na formu Haarovog vejvleta i signala d'(¢), mozemo razliku
d'(t) predstaviti na slede¢i nac¢in

d'(t) =2wH(§) —wﬂ(g—l) +¢H(§—2) —wH@—g)

§to odgovara tome kako smo definisali d*(¢). Racunanje vejvlet transforma-
cije definisane sa (2.15) vrsili smo do sad izrac¢unavanjem integrala za razne
vrednosti parametara a it. Ipak sa pojavom ideje o razlaganju signala na nje-
govu aproksimaciju i detalje to je znatno olaksano. Veza prethodno prikazane
diskretizacije, odnosno razlaganja signala na grublju verziju i detalje, i kon-
tinualne vejvlet transformacije definisane u (2.15), data je slede¢om formu-

lom:
[ 2 N
Wy, £(2,2k) = | —di, k=0...— — 1. (3.10)
CwH 2
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Vidimo da je umesto racunanja integrala neophodno samo raspolagati po-
dacima o nizu d*.

Dakle, polazec¢i od uzorkovanog signala f, pomocéu Haarovog vejvleta i
njegove funkcije skaliranja racunamo grublju verziju, odnsno niz f! i niz de-
talja d*. Time smo dobili neophodne podatke za racunanje diskretne vejvlet
transformacije (3.10) za a = 2, t = 2k.

Slede¢i korak je konstruisanje kontinualnih verzija f(t), f(t) i d*(t), pri
¢emu je relacija (3.8) klju¢éna za rekonstrukciju signala jer vazi:

F&) = f1(t) +d'(1).

Ovaj algoritam je izveden za jedan korak. Svakako, data procedura moze
da se primeni i u slede¢em koraku, odnosno da se umesto sa f(t) pocne
sa f1(t). Primenom opisanog algoritma izvrsili smo racunanje kontinualne
vejvlet transformacije preko diskretne vejvlet transformacije, odnosno u po-
jedinim tackama ¢t — a ravni. Ipak, znatan nedostatak ovakve diskretizacije
je ogranicavanje na faktor skale oblika a = 2 i translacije ¢t = 2k.

10 10
@

5 5
{,T ‘?T 0

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
10 10
5 5
' f 0 |

<
(38
=
(=]
3]
s
[e3]
o

-2

Slika 3.3: Nizovi i funkcije
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3.4 Primena filtera

Filtri se mogu posmatrati kao operatori pomoc¢u kojih od polaznog sig-
nala, dobijamo novi signal. Sluze za izdvajanje ili zanemarivanje zeljenih
frekvencijskih komponenti signala. U ovom radu ogranicili smo se na po-
jam digitalnog filtera koji je odreden svojim koeficijenatima h;. Cilj ovog
poglavlja je da se pokaze da se veza nizova f f! i d' iz prethodnog poglavlja
moze opisati uz pomo¢ filtera.

Za diskretno zadat signal f = { fi} digitalni filter H konstruiSe novi signal
Hf:

(Hf)k = hikfi.
k

Na slici 3.4 data je Sema primene operatora H za koeficijente {h_1, ho, h1}.

fie  fin fi fin fie

(Hf)i

Slika 3.4: Primena operatora H sa tri koeficijenta

Elemente novog signala (H f) racunamo tako sto odgovarajuce elemente
polaznog signala mnozimo koeficijentima fitera i sabiramo. Konkretno, Sema
3.4 se zapisuje:

(Hf)i= ficihoa+ fiho + fizaha.

Ovako definisani filtri su filtri kona¢nog impulsnog odziva?. Najéesée se u
obradi signala koriste kauzalni filtri kod kojih je hy = 0, za k > 0. Ako za
neko k vazi hy, # 0, to bi znacilo da komponenta izlaznog signala (H f) zavisi
od buduceg ulaza. Na primer, za hy # 0 vrednost u trenutku i7; ne mozemo
da izrac¢unamo pre trenutka (i + 1)75.

2Engl. FIR-filter
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Vazno svojstvo filtera sa kona¢nim odzivom je funkcija prenosa, okarak-
terisana svojim frekvencijskim odzivom:

HOQ) =D me ™ 0<Q<r.
k

Frekvencijski odziv nam omoguc¢ava da dodemo do spektra signala H f, po-
lazec¢i od f. FIR filti mogu da ostvare odredene pozeljne osobine, kao Sto su
linearna faza i linearna amplitudska svojstva. Frekvencijski odziv mozemo
razloziti na fazni ¢(€2) 1 ampitudni A(£2) odziv:

H(Q) = A(Q)e,

Jedan od ciljeva filtriranja jeste smanjenje distorzije signala, a ono se
postize kada je fazni odziv linearan u odnosu na 2. Kao posledica javlja
se pomeranje svih frekvencijskih komponenti polaznog signala u vremenu
za konstantnu velicinu. Ovakvo svojstvo postize se kod simetri¢nih i an-
tisimetri¢nih filtera. Postoje cetiri vrste FIR filtera sa linearnim faznim
odzivom, u zavisnosti od broja koeficijenata koji moze biti paran ili neparan.
Na slici 3.5 u prvoj koloni su prikazani simetri¢ni filtri sa neparnim odnosno
parnim brojem koeficijenata, a u drugoj antismetricni.

3 4 ‘
2t o
2 o} ; \ ‘
O
1 @
-2 J ¢
] -4 e ‘
0 2 4 0 2 4 6
2 4
L 21
1P ] 0
J !
0.5 1 Sy (vl
0 " i
0 1 2 5 0 2 4 6

Slika 3.5: Simetri¢éni i asimetricni filtri

U ovom radu, od znacaja su nam simetricni filtri kod kojih su koefici-
jenti simetri¢ni u odnosu na centralni koeficijent (za neparnu duzinu filtera),
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dok su za parnu duzinu filtera koeficijenti simetri¢ni u odnosu na liniju koja
razdvaja prvu i drugu polovinu koeficijenata. U primeru 4 videli smo kako
od niza { f;} dolazimo do niza {f}}. To mozemo uraditi i upotrebom filtera,
pratedi semu 3.4 za koeficijente hg = %, hy = %, ali izostavljajuéi svaki drugi
¢lan dobijenog niza. Opsti oblik ove procedure ilustrovan je na slici 3.6, a
moze se zapisati kao H f i dat je sa:

(H ) = hionfi
fo i Iz fa

.'j 'r‘ll IrJ|

(Hf)o = hofo+ hafi (Hf)y = hofa+ fyfy

Slika 3.6: Filtriranje sa dva koeficijenta hg, hy

Dakle, za filter H sa koeficijentima hg = %, hy = %, i filter G sa koefi-

cijentima go = %, g1 = —% racunamo nizove { fi} i {d}} kao primenu filtera
H odnosno G na f:

fl=Hf d' =Gf. (3.11)

Pretpostavimo sada da imamo izracunate nizove f!, i d' i da zelimo
da rekonstruiSemo polazni signal {f;}. Koristeéi do sada navedene proce-
dure prvo bismo morali da dobijemo kontinualne verzije f(t) i d(t) pomocu
(3.7) i (3.9). Zatim bismo racunali signal f(¢) i tek nakon toga, pomocu
(3.6) mozemo da rekonstruiSemo polazni niz. Medutim, uvodenjem pojma
dualnog filtera, to mozemo da izvrSimo na jednostavniji nacin, direktno ko-
riste¢i f! i d'. Kao §to se primenom filtera H i G' dobja niz koji je duplo
kraci od polaznog, za ocekivati je da se u inverznom postupku broj elemenata
udvostru¢i u odnosu na polazni niz. Dualni filter je takode zadat svojim ko-
eficijentima, samo je nacin primene filtera drugaciji. Na slici 3.7 je Sematski
prikazana primena dualnog filtera sa tri koeficijenta.
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Slika 3.7: Filtriranje sa tri koeficijenta

Formula je data sa:

(H*f) = Z hy—2i fi-

Vratimo se na primer 4. Zelimo da izra¢unamo niz {f;} primenom dualnih
filtera H* i G* na nizove f!1id'. Koeficijenti filtera H* su ho = 3, hy = 3,
dok su koeficijenti filtera G* gy = 5, g1 = —3.

Prvo od nizova {fl}r, {d}}x pravimo nizove F! = H*f!, D! = G*d".

77 33
F'=1{33-.-44>°>%
{77272777272}

D' = {1,—1,

Konaéno, polazni niz dobijamo od F' i D!:

111 1 11
22727 20 272

(H*f' + G*d') = 2(F' + DY) = 2{4, 2,34, g ; 1,2} — /.

Vidimo da je zbog f! = Hf, d' = Gf identicko preslikavanje I; dato sa:
I, =2(H"H + G*G). (3.12)

Na ovaj nacin smo rekonsruisali polazni uzorkovani signal bez potrebe za
formiranjem njegove kontinualne verzije.

Dakle pomocu filtera H i G izvrsili smo dekompoziciju signala f, a pri-
menom dualnih filtera H* i G* rekonstruisali smo polazni niz iz f* i d'.
Opisana procedura je jednokora¢na diskretna malotalasna transformacija sa
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Haarovim vejvletom. Naravno, ona moze da se izvede i za signale razli¢itih
duzina od signala iz primera 4. Takode, pomenuta procedura moze da se
uopsti i za druge vejvlete, uz odredene modifikacije, sto ¢emo videti u nared-
nom odeljku.

3.5 Dobesi (Daubechies) vejvleti

Videli smo da je pozeljno da vejvlet ima Sto vise momenata jednakih
nuli. Kako Haarov vejvlet ima samo jedan nula momenat, javlja se potreba
za novom familijom filtera koja ¢e omogucéiti formiranje takvih vejvleta i
odgovarajuc¢ih funkcija skaliranja. Ingrid Daubechies dolazi do jedne takve
famlije ¢iji su clanovi indeksirani prirodnim brojevima, n =1,2,3,....

Polazimo od koeficijenata

ho = ~=, hy = ~= (3.13)

Vi -3
9 y g1 = 2 .
Primetimo da su koeficijenti (3.13) i (3.14) dobijeni od koeficijenata filtera
H i G iz primera 4 mnozenjem sa v/2. Obelezimo nove filtere sa H' i G', gde
je:

9o = (3.14)

H =V2H , G' = V2G.

Tada umesto (3.12) imamo:
HYH + Q"G = I, (3.15)

gde je sa I; oznacen identicki operator. Takode, primetimo da za ovako

zadate koeficijente vazi :
>~ V2
k

ng = 0.
%

Radi jednostavnosti u nastavku ¢emo umesto H' pisati H, a umesto G’ ¢emo
pisati G, pa relacija (3.15) postaje:

H*H + G*G = I,. (3.16)
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Dalje, na isti nacin kao u primeru 4 izvodimo jednokoracnu diskretnu trans-
formaciju, s tim da se sada veza izmedu kontinualne i diskrene transformacije

zapisuje kao:
1
Wy, £(2,2k) = | —d;. (3.17)
Cippr

Dakle, filtri H i G nam odreduju funkciju skaliranja i vejvlet, sto mozemo
oznaciti sa:

(H,G) < (on, V). (3.18)

Ingrid Daubechies je dosla do familije filtera za koje je dovoljno znati koefi-
cijente za H, a odgovarajudi koeficijenti za GG su odredeni sa:

gk = (=1)"h1_p. (3.19)

Dobesi filtri su dobijeni numerickim metodama. Dajemo oblik koeficijenata
zan =11in =2, a viSe o tome se moze naéi u [4].
Koeficijenti za n = 1 su dati sa (3.13), dok su za n = 2 dati sa:

() _{1—\/3 3-V3 3+V3 1+\/§}
REOT U2 T e T e e S

Dobesi vejvlete i funkcije skaliranja koje formiramo pomocu izlozene familije
filtera obelezavamo sa dbn, (n = 1,2,3,...). Najjednostavniji ¢lan familije
Dobesi vejvleta je dbl, a to je upravo Haarov vejvlet ¢, dok je odgovarajuca
funkcija skaliranja Haarova funkcija skaliranja ¢g (3.4).

Za svaki clan familije Dobesi filtera dovoljno je odrediti koeficijenje za H,
i funkciju skaliranja, a relacija pomocu koje iz funkcije sklairanja formiramo
vejvlet data je sa:

Y(t) = V2> gp(2t — k). (3.20)

Konkretno, za Haarov vejvlet se lako proverava relacija (3.20):

vua(t) = V2> guén(2t — k)
k=0

— ﬁ(?@(%) — ?¢H(2t - 1))

= ou(2t) — ou(2t —1).

Ovu vezu smo veé izveli u poglavlju 3.2, videti (3.5). Da bismo odredili ve-
jvlete iz Dobesi familije, potrebna nam je funkcija skaliranja, ali nju znamo
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samo za prvi clan familije, odnosno Haarov vejvlet. Iterativna pocedura ko-
jom se rac¢una funkcija skaliranja za bilo koji dbn,(n = 1,2,3,...) je poznata
kao kaskadni algoritam?®. Izvodi se pod pretpostavkom da su zadati koefici-
jenti Dobesi filtera H. Detaljnije objasnjenje se moze naci u [1], a u ovom
radu dajemo kratak opis algoritma za dbl.

Prvo delimo t-osu na intervale koji su duzine 1, pri cemu vodimo rac¢una da
je vrednost t = 0 centar jedan od tih intervala i njega oznac¢imo sa . Susedne
intervale sa leve strane indeksirajmo redom sa I;, (i = —1,—-2,-3...), a
intervale desno od Iy sa I;, (i=1,2,3...).

Formiramo niz e = {e;} i za njega odgovaajuéu funkciju e(t):

=0,
1 0, inace.

(1 tel,
e(t) = { 0, inace.

Dalje primenjujemo dualni filter H* sa koeficijentima 1 i tako dobijamo niz
e! = V2H*e, a zatim i funkciju e!(t) :

eé = 1, t e Io,
et(t) = { el =1, tel,
0, inace.

Nastavljajuéi dalje, primenom dualnog filtera H*, dobijamo nizove €2, €3, . ..

Na kraju, zeljenu funkciju skaliranja ¢y dobijamo kao granicu ka kojoj kon-
vergiraju funkcije e(t), e!(t), €3(t) . ... Naravno, sa poveéanjem broja iteracija
dobjamo i bolju aproksimaciju. Na slici (3.8) prikazana je funkcija skaliranja
za db2 i razlicit broj iteracija. Bolja glatkost funkcija skaliranja i vejvleta
Dobesi familije postize se za vece n i veéi broj iteracija.

3Engl. Cascade algorithm
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Funkecija skalivanja za dbZ2, 2 iteracije Funkeija skaliranja za db2, 3 iteracije

15 1.5 T
| Y 1 ~
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05 -l ° ¥ T |
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Slika 3.8: Funkcija skaliranja za db2

Vazno je napomenuti da je filter H nisko-frekventni filter, dok je filter
G visoko-frekventni filter. Primenom filtera H na signal prigusuju se visoke
frekvencije, a niske frekvencije se menjaju neznatno. Dakle, time se izdvajaju
harmonici niskih frekvencija. Sa druge strane, filter G sluzi za propustanje
visokih frekvencija, jer ih primenom na signal ne menja, a niske frekvencije
prigusuje. Visoko-frekventni filtri odreduju vejvlete, dok nisko-frekventni
filtri odreduju funkcije skaliranja. Filterom H se vrsi "usrednjavanje” signala,
s obzirom da su promene izrazene visokim frekvencijama koje H zanemaruje.
Filter G deluje obrnuto i isti¢e promene, a zanemaruje glatke delove signala.
Ove dve vrste filtera u paru omogucuju rekonstrukciju polaznog signala.

U tu svrhu govorimo o banci filtera koja predstavlja skup filtera. U za-
visnosti od toga da li razlazemo signal ili ga rekonstruiSemo, razlikujemo
banku filtera analize i banku filtera sinteze. Filtri analize razlazu signal na
frekvencijske komponente, dok filtri sinteze rekonstruisu signal. U prethodno
izlozenom govorili smo o banci filtera sa dva filtera, jedim nisko-frekventnim
(H) i jednim visoko-frekventnim (G).
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Na slici (3.9) prikazano je nekoliko Dobesi vejvleta za razli¢ito n. Vidimo
da je za n = 5 funkcija vejvleta najglatkija, dok je za n = 1 najmanje glatka.

db1,7 iteracija

0 02 04 06 08 1 12

db2,7 iteracija

0 0.5 1 15 2 2.5 3

dbd,7 iteracija

db5,7 iteracija

2

1

0

-1 L

% 2 4 5 8 10

Slika 3.9: Dobesi vejvleti

43



3.5.1 Biortogonalni filtri

Videli smo da je familija Dobesi vejvleta pogodna zbog dovoljnog broja
nula momenata. Ipak, Dobesi filtri nisu simetri¢ni za n > 1, a to znaci da ne-
maju lienarni fazni odziv, sto svakako predstavlja njihov nedostatak. Familija
filtera koji poseduju dobre osobine Dobesi filtera uz dodatak simetri¢nosti je
familija biortogonalnih filtera do koje je dosao Cohen.

Koncept biortogonalnih filtera dozvoljava da za dekompoziciju koristimo
filtre H i G, dok za rekonstrukeiju koristimo drugi par dualnih filtera, H*
i G*. Drugim rec¢ima, filtri analize i sinteze se razlikuju. Dakle parovi ve-
jvleta i funkcija skaliranja odredeni su parovima visoko-frekventnih i nisko-
frekventnih filtera. Umesto relacija (3.16) i (3.18) pisemo:

H*H +G*G = I,. (3.21)
(H,H,G,G) < (¢,6,0,7). (3.22)

Osim Haarovog vejvleta koji ima ogranic¢enu primenu, ne postoji vejvlet
koji je generisan simetri¢nim ili antismimetri¢nim filtrima, a da pri tome ima
kompaktan nosac i generise ortonormiranu bazu. Zato se javila potreba za
biortogonalnim vejvlet filtrima koji imaju svojstvo simetricnosti. Biortogo-
nalni vejvlet filtri imaju znacajnu primenu u kompresiji slike, s obzirom da
JPEG 2000 standard koristi par biortogonalnih filtera sa 9 i 7 koeficijenata.
Vise detalja o JPEG 2000 standardu moze se naéi u [3].

3.6 Multirezolucija

Videli smo kako se izvodi jednokorac¢na diskretna vejvlet transformacija,
koristedi filtere (H,G). Ova procedura se moze prosiriti na vise iteracija i
tako dolazimo do viSeskalne analize? ili multirezolucije signala.

Polazimo od signala f i koeficijenata Dobesi filtera (H, G). Vrsimo razla-
ganje signala na f!id', a zatim primenjujemo tu proceduru na f! dobijajuéi
f? i d?. Sukcesivhom primenom dekompozicije, nakon J koraka dolazimo
do aproksimacije signala f/. Maksimalan broj koraka je ograni¢en u zav-
isnosti od duzine signala. Kako se u ovom postupku podrazumeva da je
duzina polaznog signala oblika 2¥, tada J moze biti najvise L. Signale d/,
j =1...J zovemo detalji. Pomenuta procedura za jednodimenzionalni signal
ilustrovana je na slici 3.10.

4Engl. Multiscale analysis
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Slika 3.10: Dekompozicija

Kada smo uveli jednokora¢nu diskretnu transformaciju, videli smo da je
duzina polaznog signala podeljena sa 2. Nastavljaju¢i po istom principu u
svakom narednom koraku, primec¢ujemo da je ukupan broj izlaznih podataka
koji se dobija sabiranjem duzina dobijenih signala f7,d”,d’~!...d" jednak
duzini polaznog signala. Dakle, broj podataka ostaje nepromenjen i dati
algoritam omogucava da se izbegne redudantnost podataka na ¢ — a ravni.
Sliéno, primenom dualnih filtera (H*, G*) rekonstruisemo polazni signal kao
na slici 3.11, ali sada polaze¢i od f7 .

f

* *
Le o,
b e

0 e

b

Slika 3.11: Rekonstrukcija
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Konacno, kontinualna transformacija se pomocu J koraka diskretne trans-
formacije za a = 27, t = 27k zapisuje:

. 1 .
Wy f(27,27k) = | /@d;, i=1,2...,J. (3.20)

Ukoliko bismo za korak uzorkovanja uzeli prizvoljno Ts umesto T = 1, tada

bi izraz 3.20 postao:
1
Wy f (AT, AT,) = [ —d7. (3.21)
Cy

Rekli smo da se sa povecanjem n, povecava i glatkost Dobesi vejvleta.
Na slici 3.12 i 3.13 prikazane su dekompozicije za dbl i db2 filtere, redom.
Kao polazni signal f izabran je vektor od 64 random vrednosti, generisanih
u MATLABU-u. Kako db2 ima bolja svojstva od dbl, o¢ekujemo da ¢e detalj
signali za db2 biti bolje rasporedeni oko znacajnih promena signala, ukoliko
one postoje, nego kod dbl. Ako je signal pravilne forme, bez naglih prom-
ena, tada ¢e vrednosti detalj signala biti skoncentrisane oko 0, odnosno bice
male. To svosjtvo ukazuje da se prilikom izvodenja diskretne transforma-
cije, sve vazne informacije vezane za signal nalaze u svega nekoliko znacajnih
koeficijenata i ono ima vaznu ulogu prilikom kompresije signala.

polazni signal

2
oﬁf rﬁ’@ «a% @Q{ # TH‘PF?QFP
3| “‘%Jfl Uj»@ &lﬁbl
2 40 70
dl
2 ;
] *’r’fﬂwT " []
I |
& 10 zb 30 40 50 60 70
a2
5
g )
0%‘%15\16@)@
0 10 20 30 40 5 80 70
2
2 "
Je I B
i &
%0 10 20 30 40 5 80 70

Slika 3.12: Dekompozicija primenom dbl filtera
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Slika 3.13: Dekompozicija primenom db2 filtera

Prethodno opisana procedura sa J koraka moze se prosiriti i na dvodi-
menzionalni sluc¢aj, odnosno primeniti na signal koji predstavlja digitalnu
sliku. Kako je slika reprezentovana pomocu piksela, ulazni signal ¢e biti
reprezentovan matricom, a ne vektorom. Dakle, neka je dat signal f:

f={fmn}, m=0,..., M —1; n=0,...,N — 1.

Svaki elemenat f,,, oznacava piksel koji se nalazi u m-toj vrsti i n-toj koloni
i u zavisnosti od svoje veli¢ine predstavljen je sivim nijansama, tako da se
malim pikselima pridruzuje tamna, a velikim svetla vrednost. Primena filtera
na dvodimenzionalni signal podrazumeva njihovo dejstvo na vrste, odnosno
kolone matrice signala. Za zadati signal f i filtere H i G, razlikujemo 4 kom-
binacije filtriranja, u zavisnosti od izbora filtera i toga da li vrsimo filtriranje
po vrstama (oznaka indeksa ) 1i kolonama (oznaka indeksa c):

HrHcf> Hchfa GrHcfv Gchf'

Vrsenjem svih navedenih kombinacija, dobijamo jednokora¢nu diskretnu trans-
formaciju, izvrsenu na digitalnoj slici. Primenom filtera H po vrstama dobi-
jamo novi signal i on se zapisuje:

(Hrf)mn = Z hkanfmk-
k
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Pri tome se duzina svake vrste prepolovila, dok se kod primene filtera na
kolone, isto desava sa duzinom kolona. Svaka od navedenih kombinacija daje
novi signal koji je reprezentovan sa 4 puta manje podataka od polaznog,
pa samim tim ako primenimo sve ¢etiri vrste filtriranja, ukupan izlazni broj
podataka ostaje isti kao i polazni. Kao i u jednodimenzionalnom slucaju,
sa jednim korakom filtriranja dobijamo aproksimaciju signala f' = H,H.f i
horizontalne, vertikalne i dijagonalne detalje, redom:

d*" = H,G.f, d" = G, H.f, d* = G,G.f.

Na taj nacin dobijamo 4 nove slike, Sto mozemo predstaviti kao:

fl dlh
dlv dld

Slicno, za vise koraka, aproksimacije signala dobijamo sukcesivno:

f2:HrHcf17 f3:HrHcf27
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4

Primena vejvleta

Bez kompresije, ¢uvanje audio signala i digitalnih slika i njihova obrada
na racunarima zauzimali bi mnogo prostora, a njihov prenos bi zahtevao
mnogo vremena. Stoga, primena vejvleta u procesu kompresije signala za-
uzima veoma znacajno mesto i u ovoj glavi govorimo o toj primeni. Da-
jemo opis Seme kompresije, i konkretne primere manipulacije koeficijentima
dekomporzicije, a koriséena je literatura [1], [5] i [6].

4.1 Piramidalni algoritam

Neka je signal f zadat vrednostima: f = {37,35,28,28,58,18,21,15}.
Kompresija signala primenom Haarove diskretne transformacije za J = 3
prikazana je na slici 4.1. Radi jednostavnosti racuna za filter koeficijente
smo uzeli hy = %, hy = % 1go= %,gl = —%. Cilj ove dekompozicije je formi-
ranje znatno manjih koeficijenata, pomocu kojih rekonstruiSsemo polazni sig-
nal. Zbog prirode algoritma, vazno je da duzina ulaznog signala bude oblika
2L za neko L € N. U prvom koraku, vrieéi transformaciju, dobijamo dva
niza ¢ije su duzne jednake polovini duzine polaznog niza. Dakle, u svakom
koraku polovimo duzinu niza iz prethodnog koraka, pa je ukupan broj koefi-
cijenata na kraju jednak duzini originalnog signala. Uokvireni deo na slici 4.1
predstavlja koeficijente skaliranja, odnosno uprosecene vrednosti, a ostatak
su vejvlet koeficijenti.

Konkretno za nas primer sa sike 4.1, u prvom koraku dobijamo nizove
{36,28,38,18,} i {1,0,20,3} koji predstavljaju f' i d', redom. Zatim, u
drugom koraku dobjamo nizove {32,28} i {4,10} koju predstavljaju f? i
d?. Konaé¢no, u treéem koraku dobijamo aproksimaciju f* kojoj odgovara
vrednost {30} i d* kojem odgovara vrednost {2}.
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37 35 28 28 58 18 21 15

VA

i=1|36 28 38 18 1 0 2 3
i=2| 32 28 4 10
i=3{ 30 2

302 4 10 1 0 20 3

Slika 4.1: Kompresija signala

Dakle, u j-tom koraku za i = 1...2577 | koristeéi susedne vrednosti iz
prethodnog koraka f1 " i f2~!, racunamo koeficijente skaliranja f i koefici-
jente vejvleta dg:

. - fgzil = fgiill - 51
N S S
Primetimo da su izra¢unati koeficijenti dobijeni upravo primenom filtera,
videti (3.11) na strani 37. Nakon poslednjeg, L-tog koraka, dobijamo jedan
koeficijent skaliranja i 2 —1 vejvlet koeficijenta koji predstavljaju izostavljene
detalje nakon usrednjavanja signala. Detalji su vazni kao nosioci informacija
o naglim promenama u signalu.

Razlikujemo kompresiju bez gubitaka i kompresiju sa gubicima. U prvom
slucaju, rekonstrukcija kompresovanog signala se ne razlikuje od originalnog
signala. Pri tome nismo zanemarili nijedan koeficijent razli¢it od nule. Ipak,
kako nam je u cilju da signal predstavimo sa Sto manje koeficijenata, mozemo
odredene vejvlet koeficijente anulirati i tada se rekonstruisani signal neznatno
razlikuje od originalnog. To je veoma korisno prilikom prenosa podataka, jer
zanemarujemo “male” vrednosti (za izabrani prag) i na taj na¢in smanjujemo
veli¢inu podataka. Ovaj nac¢in kompresije se zove odsecanje (threshold).

Sintezu signala vrsimo tako sto polazimo od krajnjeg koeficijenta skali-
ranja kojem dodajemo i oduzimamo poslednji vejvlet koeficijent. Tako smo
dobili prethodna dva koeficijenta skaliranja. U prethodnom primeru to bi
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bilo:
30 + 2 = 32,
30 —2 = 28.
U narednom koraku prelazimo na sledeca dva vejvlet koeficijenta i njih do-

damo i oduzmemo od dobijenih koeficijenata skaliranja. U prethodnom
primeru to je:

32 + 4 = 36,
32 — 4 =28,
28 + 10 = 38,
28 — 10 = 18.

Postupak ponavljamo dok ne dodemo do polaznih vrednosti. Na slici 4.2
prikazana je sinteza signala za razlicite pragove zanemarivanja. U prvom
slucaju taj prag iznosi 2, Sto znac¢i da zanemarujemo sve vejvlet koeficijente
manje od 2, a u drugom slucaju prag je 4. Vidimo da za prag 2 mozemo sig-
nal predstavljen sa 8 koeficijenata zapisati pomoc¢u 6. Dok se za prag 4 broj
potrebnih vrednosti za zapisivanje signala smanjuje i iznosi 3. Ako izabremo
vejvlete na pravi nac¢in, tada ¢e koeficijenti detalja imati male vrednosti ¢ije
zanemarivanje onda prihvatljivo utice na kvalitet rekonstrukcije. Ako ne
zanemarimo njedan koeficijent, dobili bismo bas polazni niz. Takva rekon-
trukcija je savrsena rekonstrukcija, ali ona zahteva i pamcenje veceg broja
podataka.

3002 4 10 1 0 20 3

30 30 4 10 0 0 20 3

34 26 40 200 0 0 20 3

34 34 26 26 60 20 23 17
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302 4 10 1 0 20 3

30/ 0 0 10 0 0 20 O

30 30| 0 10 0 0 20 O

30 30 40 20/ 0 0 20 O

30 30 30 30 60 20 20 20

Slika 4.2: Rekonstrukcija sa pragom 2 i 4

U slede¢em poglavlju prelazimo na dvodimenzionalni slucaj, odnosno
kompresiju digitalne slike.
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4.2 Kompresija digitalne slike

Polazimo od signala koji je zadat svojom matricom podataka
f={fmn}, m=0,.... M —1; n=0,...,N — 1.

Kako se slika sastoji od M N piksela, od kojih svaki zauzima b bita, tada
ukupan memorijski prostor koji slika zauzima iznosi Sy bita :

Sy = MNb,

Uvodimo stopu kompresije za signal f i kompresovan signal f¢, koja meri
redukciju veli¢ine signala:

_ 5
N Sfc '
Cilj kompresije je da se polazni signal predstavi sa Sto manje podataka, ali
tako da distorzija kompresovanog signala bude zanemarljiva. Uslov koji bi
stopa kompresije trebalo da zadovolji je C' > 1, s obzirom da zelimo da
smanjimo broj podataka, pa imenilac u izrazu za C treba da bude veéi od
brojioca. Ozna¢imo sa f%° signal koji rekonstruisemo iz kompresovanog
signala f¢. Takode, u cilju nam je da rekonstruisani signal bude priblizno
jednak originalnom, f9¢ ~ f. Taj uslov mozemo zapisati kao minimizaciju
sledece velicine:

C

(4.1)

£ = fll = D (fn — FE)2. (4.2)

Izraz (4.2) ustvari predstavlja metriku u Hilbertovom prostoru I?(M x N).
Minimizacija date norme ekvivalentna je maksimizaciji velicine PSNR!:

b 2
PSNR(f, f%) = 10log,, (%) dB. (4.3)

Pojednostavljeno gledano, kompresija se moze predstaviti kao procedura
koja se sastoji iz tri koraka kroz koje signal prolazi: transformacija (T),
kvantizacija (Q) i entropijsko kodiranje (EC). Veoma je vazno da ti koraci
omoguce da budu ispunjeni uslovi koje smo prethodno izlozili. Inverzna
procedura je dekompresija koja polazec¢i od kompresovanog signala f¢ dovodi
do njegove rekonstrukcije f%°. Sastoji se od inverznih koraka kompresije
EC™ Q'L

!Engl. Peak-signal-to-noise-ratio
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Sematski kompresiju mozemo prikazati kao na slici 4.3.

P = A o 3 ey B

Slika 4.3: Sema kompresije

Kompresiju mozemo vrsiti metodama koje ¢uvaju sve informacije (lose-
less) ili metodama kojima se gube odredeni podaci, ali ostvaruje veca efikas-
nost (lossy). U prvu grupu spadaju skrac¢ivanje duzine ponavljajuéih nizova?
i Hafmanov algoritam, dok u drugu grupu spadaju kvantizacija koeficije-
nata i EZW algoritam®. Proces kompresije zapo¢injemo tako §to na signal
primenjujemo linearnu i invertibilnu transformaciju 7. U ovom radu smo
izlozili diskretnu vejvlet transformaciju ¢ija se primena vidi bas u ovom ko-
raku kompresije. Ona se koristi u standardu JPEG 2000 i u ovom radu se
ogranicavamo na njenu primenu, ali napominjemo da 7" moze biti i neka
druga linearna i invertibilna transformacija. Sledeca dva koraka kompresije
samo ukratko izlazemo, s obzirom da je nas cilj primena vejvleta koja se
direktno javlja samo u prvom koraku kompresije.

Kvantizacija koeficijenata (Q)

Pretpostavimo da smo izvrsili transformaciju signala i izracunali f7. Ko-
rak kvantizacije podrazumeva deljenje vejvlet koeficijenata sa faktorom () i
zaokruzivanje na najblizi ceo broj. Vrednosti f se nalaze u odredenim in-
tervalima i svakom od tih intervala dodeljena je jedna vrednost S;, odnosno
simbol. Dakle, elementi iz istog intervala su reprezentovani sa S;. Vidimo
da je tada izlaz kvantizacije f¢ ponovo matrica. Kvantizaciju u kojoj su
intervali konstantne duzine zovemo uniformna kvantizacija. Vrsimo preslika-
vanje [g;, ¢j+1) — S;. Kako ovakvo preslikavanje nije injekcija i ista vrednost
se ponavlja vise puta, mozemo primetiti da kvantizacija predstavlja metodu
sa gubicima, s obzirom da su neke od informacija suvisne pa se uklanjaju.
Veli¢inom definisanom u (4.2) merimo gresku kvantizacije, odnosno distorz-
iju. Kljuénu ulogu ima izbor faktora ) koji se zove prag kvantizacije. Svi

2Engl. Runlength
3Engl. Embedded Zerotrees of Wavelet transforms
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vejvlet koeficijenti koji su manji od zadatog praga, imaju kvantizovanu vred-
nost nula.

Entropijsko kodiranje (EC)

EC podrazumeva kodiranje simbola matrice f@ tako da zauzima &to
manje bita, Sto daje kompresovani signal f¢. Ovaj korak karakteriSe njegova
prava invertibilnost, Sto nije bio slucaj kod kvantizacije za koju postoji samo
priblizno inverzan postupak. Entropijsko kodiranje je korak bez gubitaka, s
obzirom da vazi korespodencija

fe e [
Kada se izvrsi kvantizacija dobija se matrica f@ ¢iji su elementi iz skupa
simbola {57, Ss,...,S,}. Svaki od simbola S; pojavljuje se n; puta u matrici
f9,i=1,2...,n pa definiSemo relativne frekvencije za svaki simbol sa:

D = VN

pri éemu vazi da je suma svih frekvencija jednaka 1. Tada entropiju za f€
definisemo kao funkciju koja zavisi od relativnih frekvencija:

H<p17p2a s 7pn) = - sz 1Og2p’i7
i=1

0 S H(p17p27 s 7p'rL) S l092 n.

Entropija svoju minimalnu vrednost dostize kada se u f@ pojavi samo jedan
simbol, dok maksimalnu vrednost dostize kada su svi simboli zastupljeni
podjednako u matrici f@. Nakon kvantizacije cilj je sacuvati signal f@ na
racunaru, za Sta je potrebna reprezentacija binarnim kodom. Najcesée su to
nizovi nula i jedinica. Dakle, svakom simbolu S; dodeljujemo jedan takav niz,
odnosno kodovanu re¢* duzine l; . Proseéna duzina svih kodovanih reéi [, uz-
imajuéi u obzir relativne frekvencije, dobija se kao [ = >, pili. Ispostavlja
se da je donja granica za [ u proizvoljnom binarnom kodu bas entropija H. U
interesu je koristiti binarni kod za koji se ta granica dostize, jer se na taj nacin
u proseku svi simboli predstavljaju sa nizovima optimalnih duzina. Takav
sistem kodiranja zovemo entropijski kodek®. Optimalnim izborom transfor-
macije 7' i kvantizacije, ostvarujemo manju entropiju H, a potom za takvu

4Engl. codeword
SEngl. entropy codec
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entropiju primenjujemo entropijski kodek na f¢ i dobijamo kompresovani
signal f¢. Kodeci koji se u praksi koriste su Hafmanov (Engl. Huffman) i
aritmeticki kodek. Simboli koje treba kodovati, ne pojavljuju se sa istom
relativnom frekvencijom. Neki se pojavljuju ¢es¢e od drugih. Hafmanov al-
goritam pridruzuje manje kodove frekventnijim simbolima, a duze kodove
simbolima koji se rede pojavljuju. Kao izlaz kodiranja dobija se niz bitova.
Bilo koji simbol predstavljen je nizom nula i jedinica. Ipak, Hafmanov algo-
ritam nije optimalan jer se njim ne postize donja granica za [. Kodek koji
to omogucava je aritmeticki kodek. U ovom radu to samo napominjemo, bez
dalje analize.

Videli smo na koji nac¢in se signal kompresuje. U toj proceduri, za ovaj
rad je najznacajniji prvi korak, odnosno transformacija signala, primenom
diskretne vejvlet transformacije.

4.2.1 Primena vejvleta u kompresiji slike

Piramidalni algoritam mozemo primeniti i u dvodimenzionalnom sluc¢aju. Na
slici 4.5 prikazana je Sema dekompozicije za dva koraka koju koristi standard
JPEG 2000.

f2 th
d?v d2d

dlh

dlv dld

Slika 4.4: Transformacija koriste¢i JPEG 2000

U nastavku dajemo konkretan primer jednokoracne dekompozicije sig-
nala. Na slici 4.5 prikazan je original kao i aproksimacija i detalji, nakon
jednog koraka diskretne vejvlet transformacije za biortogonalni filter 3.7.
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Analiza je izvrSena u programskom paketu MATLAB. Vise o tome objasnjeno
je u dodatku.

Horizontalni detalj d1h
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Dijagonalni detalj d1d
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Slika 4.5: Dekompozicija primenom biortogonalnog filtera 3.7



Razlaganje mozemo nastaviti dalje, primenjujuc¢i algoritam na aproksi-
maciju f!, koja se nalazi u gornejm levom uglu dekompozicije na slici 4.6.
U nastavku je primer dekompozicije za 3 koraka, primenom biortogonalnog
filtera kao i rekonstruisana slika.

Original Imag

Synthesized image

—_— Image Selection E—

Decompaosition atlevel 3

Slika 4.6: Dekompozicija

U ovom primeru nismo menjali koeficijente dekompozicije, stoga je rekon-
struisana slika identicna polaznoj. Kao $to smo ve¢ pomenuli, moguce je
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vr§iti manipulaciju koeficijentima, da bi se smanjila veli¢ina podataka. Pri
tome, krajnji rezultat se ne razlikuje mnogo od pocetnog, sto i jeste prednost
koriséenja vejvleta. Primenom analize u MATLAB-u, o kojoj ¢e biti vise
reci u dodatku, prikazacemo kako se razlikuju original i rekonstrukcija pri
zanemarivanju koeficijenata na odredenim nivoima.

Posmatramo nas original (slika 4.6). Nakon dekompozicije sa tri nivoa,
bez promene u koeficijentima, ukupan broj nenula koeficijenata je 238950.
Rekonstruisana slika se ne razlikuje od polazne. Smanjimo sada ukupan broj
nenula koeficijenata nakon dekompozicije sa tri nivoa deset puta. Koeficijenti
koje zadrzavamo su oni sa najve¢im apsolutnim vrednostima. Modifikovana i
polazna dekompozicija su date na gornjem delu slike 4.7, a ispod su prikazani
original i rekonstrukcija.

Original Decomposition at level 3 Wodified Decomposition at level 3

Original Image - size = (256,256) Synthesized Image
_ - . -
] .

Slika 4.7: Dekompozicije, original i rekonstrukcija nakon uklajanja koeficije-
nata
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Primetimo da nema velike razlike imedu rekonstruisane slike i orginala.
Da bismo prenos signala uc¢inili laksim, mozemo anulirati sve koeficijente iz
detalja a zadrzati samo one koji karakterisu aproksimaciju na poslednjem
nivou dekompozicije. Za ocekivati je da ¢e nakon ovog koraka razlika u
kvalitetu biti daleko uocljivija. Na sledecoj slici prikazana je rekonstrukcija
nakon odstranjivanja svih koeficijenata osim koeficijenata aproksimacije f3,
kao i modifikovana dekompozicija. Naglasavamo da je sada ukupan broj
koeficijenata 6075, Sto je skoro 40 puta manje.

Synthesized Image Modified Decomposition atlevel 3

Slika 4.8: Rekonstrukcija i dekompozicija nakon uklanjanja svih koeficijenata
osim za f?

Rekonstruisana slika je u ovom slucaju daleko manjeg kvaliteta, ali se
prepoznaje struktura koja je ostala ista kao kod originala. Ako upored-
imo rekonstruisane slike u sva tri slucaja, videéemo da su odonos kvaliteta
slike i veli¢cina podataka obrnuto proporcionalni. U prvom sluc¢aju nismo
manipulisali koeficijentima, odnosno nismo izostavili nijedan detalj, pa je
rekonstrukcija identi¢na originalu. Smanjivanjem broja koeficijenata 10 puta,
nema velike razlike u kvalitetu. U poslednjem sluc¢aju smo izbacili sve de-
talje i ostavili samo aproksimaciju, pa je i rekonstrukcija evidentno drugacija
od originala. U nastavku dajemo prikaz informacija koje smo izostavili u
svakom od tri slu¢aja. Analiza je uradena u programskom paketu MATLAB,
opcijom prikazivanja reziduala. Vise o tome objasnjeno je u dodatku. Na
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slici 4.9 prikazani su rezultati transformacije bez manipulacije koeficijentima,
nakon manje manipulacije i nakon odstranjivanja svih detalja tim redom, kao
i odgovarajuéi izostavljeni detalji (reziduali).

Synthesized Image Residuals

Residuals

Synthesized Image Residuals

Slika 4.9: Rekonstrukcije i reziduali
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4.2.2 Primer kompresije u MATLAB-u

Programski paket MATLAB pruza mogucnost razlic¢itih analiza vejvle-
tima primenom odgovarajucih alata (wavelet toolbox) u programu. Kada
je u pitanju kompresija slike, postoje dva nacina da se ona izvrsi. Jedan
je direktna upotreba koda, pozivanjem ugradenih funkcija, a drugi je pri-
mena grafickog interfejsa (Engl. graphical interface). Vise o upotrebi nave-
denih alata bice izlozeno u dodatku. Sada dajemo primer originalne slike i
njene kompresije, primenom biortogonalnog filtera 3.7 sa 3 nivoa. Takode,
prikazani su i reziduali.

Energy ratio 99.97 % -- Zeros 86.66 %
Compressed Image
T I

150

a0 100 150 200 250

50 100 150 200 250

Slika 4.10: Kompresija slike i reziduali
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Program daje moguc¢nost odsecanja koeficijenata (thresholding) na glob-
alnom nivou ili po nivoima dekompozicije. Odabir granice mozemo izvrsiti
manuelno ili prihvatiti automatsko odsecanje. Program je podesen tako da
odrzi ravnotezu izmedu ocuvanja energije signala i njegovog predstavljanja
sa Sto manje koeficijenata. U sluc¢aju da zelimo manuelno da upravljamo
koeficijentima, prvo biramo nivo dekompozicije (level), a potom odredimo
na kojim detaljima vrsimo odsecanje (vertikalni, horizontalni, dijagonalni).
Kada se postavi granica thresholding-a, svi koeficijenti koji su manji od nje
bi¢e anulirani. U nasem primeru, na slici 4.10 vidimo da je gotovo 87% ko-
eficijenata eliminisano, a izgubljena energija je skoro zanemarljiva. To se
vidi i u maloj razlici izmedu originala i kompresovane slike. U nastavku je
dat prikaz prozora u kojem se vrsi thresholding. Prvo biramo kako vrsimo
odsecanje (by level ili global), zatim biramo detalje i podesavamo granicu za
svaki nivo (thresh). Na dnu prozora nalaze se informacije o energiji i broju
nula koeficijenata.

By Level thresholding ¥

Select thresholding method

Scarce high Y]

- Sparsity +
4 »
Horizontal details coefs v
Level Select Thresh
3 | v 0

2 g T | 4627

1 1 [ v 3722

Norm ofs recovery 99.97 %

Mumber of zeros 86.56 %

Compress Residuals

Slika 4.11: Thresholding
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4.2.3 Uklanjanje Suma

Vrlo cesto, prilikom obrade ili snimanja signala, nastaju problemi koji
se manifestuju u vidu pojave Suma na signalu. Sum (engl. noise) zapravo
predstavlja varijacije informacija o signalu koje nisu prisutne u objektu koji
se snima. To moze da se dogodi zbog loseg rada instrumenta kojim se snima,
kao i pri prenosenju ili promeni medija iz jednog oblika u drugi. Sum se
javlja kao nezeljeni produkt belezenja signala.

Vejvleti se mogu primeniti i u reSavanju ovakvih problema, ¢iji je cilj
izdvajanje signala i otklanjanje smetnji. Sli¢no kao i prilikom kompresije, i
ovde je vazno podesiti granicu odsecanja koeficijenata. Pored toga, vazno
je i odrediti opseg frekvencije. U slede¢em primeru prikazano je uklanjanje
Suma odstranjivanjem koeficijenata koji odgovaraju niskim, a zatim i visokim
frekvencijama.

De-Moised Image [DIJ De-Moised Image |',D|]

Slika 4.12: Uklanjanje Suma
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Na donjem delu slike 4.12 prikazano je uklanjanje Suma odstranjivanjem
koeficijenata sa niskim, a sa desne strane koeficijenata sa visokim frekven-

cijama. Jasno je da je u prvom sluc¢aju dobijen bolji rezultat, sto se moze
videti i na osnovu reziduala.

Slika 4.13: Reziduali

U ovom radu ogranicli smo se na signale ¢ije su dimenzije stepeni dvo-
jke, pa su prethodne analize vrsene u skladu sa tim. Napominjemo da se
one mogu prosiriti i za signale drugacijih dimenzija upotrebom razlicitih
metoda produzavanja. Tri takve metode su dodavanje nula®, simetrizacija’ i
povecanje glatkosti®, videti [6].

6Zero-Padding
"Symmetrization
8Smooth Padding
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5)

Dodatak o vejvletima u
MATLAB-u

U ovoj glavi navodimo alatke za obradu slike primenom vejvleta koje
se koriste u programskom paketu MATLAB. Da bi se izvrsile zeljene anal-
ize, potrebno je raspolagati vejvlet alatima u programu (wavelet toolbox).
Analize se mogu vrsiti upotrebom koda u komandnom prozoru tj.pozivanjem
ugradenih funkcija ili radom u okruzenju Graphical Interface (GI). U ovom
poglavlju dajemo osnovne smernice za upotrebu pomenutih alata. Koristena
je literatura [6] i [7].

5.1 Primeri vejvleta

Programski paket MATLAB sadrzi informacije o pojedinim familijama
vejvleta i do njih se moze doé¢i pozivanjem funkcije waveinfo ’ime vejvleta’.
Program prepoznaje imena ugradenih vejvlet familija. Ovde navodimo samo
neke od primera:

1. ’haar’ Sto oznacava Haarov vejvlet

2. ’db’ Sto oznacava Dobesi familiju vejvleta
3. ’bior’ sto oznacava biortogonalne vejvlete
4. ’morl’ sto oznacava Morletov vejvlet

5. ’mexh’ Sto oznacava Meksicki Sesir
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Pozivanjem date funkcije dobijamo informacije o kompaktnom nosacu, nula
momentima, ortogonanosti itd. Ukoliko zelimo da prikazemo vrednosti aproksi-
macije vejvlet funkcije i funkcije skaliranja za zadatu familiju, koristimo ko-
mandu wavefun. Funkciju pozivamo u komandnom prozoru na slede¢i nacin:

[PHI, PSI, X] = wavefun('naziv’, br_iter).

Ulazni argumenti su familija vejvleta i broj iteracija, a izlazni argumenti PHI
i PSI su vrednosti aproksimacija funkcije skaliranja i vejvleta u tackama X.
Kada smo to izra¢unali, grafik vejveleta mozemo dobiti primenom komande
plot(X,PSI).

Pored ovog nacina, izgled i osobine vejvleta mozemo istraziti koristec¢i GI.
Komandom wavemenu otvora se prozor Wavelet Toolbox Main Menu, koji je
prikazan na levoj strani slike 5.1:

)| Wavelet Toolbox Main Menu = = Wavelet haar v
File  Wind Hel
ile indow elp 2 Refineme |g W
One-Dimensional Snercialized Tonls
Wavelet 1-D SWT Denoising 1-D
Wavelet Packet 1-D Density Estimation 1-D Display

Continuous Wavelet 1-D Regression Estimation 1-D

[EompexConmuet s eles Wavelet Coefficients Selectio...

Continuous Wavelet 1-D (Usi... Fractional Brownian Generati... JHTMEITGT

Matching Pursuit 1-D

Haar Family (HAAR)

Two-Nimeansional
Wavelet 2-D

\Wavelet Packet 2-D
Continuous Wavelet Transfor...

Specialized Tools
True Compression 2-D
SWT Denoising 2-D
Wavelet Coefficients Selectio...

All Wavelet Families

Three-Dimensional

Wavelet 3-D Image Fusion

Multiole 1-D
Multisignal Analysis 1-D

Multivariate Denoising

Disolav

Wavelet Display

‘Wavelet Packet Display

Multiscale Princ. Comp. Anal...

Extension
Signal Extension

Wavelet Desian
Mew Wavelet for CWT

Image Extension

Close

Slika 5.1: Graphical Interface

Odabirom alatke Wavelet Display otvara se prozor kao na desnoj strani
slike 5.1 u kojem imamo moguc¢nost da izaberemo familiju vejvleta, kao i
da prikazemo grafike vejvleta i funkcija skaliranja pritiskom na Display.
Informacije o pojedinim familijama dobijamo u delu Information on.
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5.2 Dekompozicija

Multirezolucija, odnosno dekompozicija opisana u delu 3.6 u MATLAB-u
se moze izvrsiti primenom funkcije wavedec za jednodimenzionalni slucaj i
wavedec?2 za dvodimenzionalni slu¢aj. Ulazni argumenti funkcije wavedec su
signal f koji je zadat kao vektor, broj koraka dekompozicije J i naziv familije
vejvleta. U komandnom prozoru funkciju pozivamo na sledeé¢i nacin:

ftrans, L] = wavedec(f, J, naziv_vejvleta’).
J

Kao izlaz dobija se vektor ftrans sa koeficijentima aproksimacije i detalja i
vektor L koji sadrzi u sebi informacije o duzinama vektora aproksimacije i
detalja. Vazno je napomenuti da je izlazni signal ftrans ¢esto malo duzi od
polaznog signala.

Sli¢no, kod dvodimenzionalnih signala (slika) ulazni parametri su matrica
vrednosti signala M, broj koraka dekompozicije J i vejvlet familija. U ko-
mandnom prozoru, dekompoziciju dobijamo pozivanjem funkcije na sledeci
nacin:

[Mtrans, L] = wavedec2(M, J,'naziv vejvleta’).
Kao izlaz dobijamo matricu Mtrans koja sadrzi podmatrice detalja i aproksi-
macije i matricu L koja daje dimenzije detalja i aproksimacije. Funkcije
koje omogucavaju obrnut postupak, tj rekonstrukciju su redom waverec i
waverec2. Sada su ulazni parametri prethodno dobijeni rezultati, pa se
funkcije redom za oba slucaja pozivaju na slede¢i nacin:

| = waverec(ftrans, L, 'naziv_vejvleta’),
M = waverec2(Mtrans,L, ' naziv vejvleta’).

Kako je dekompozicija vrsena primenom filtera, napominjemo da je funkcija
kojom se prikazuju H-filter koeficijenti, u MATLAB-u zadata sa

h = wfilters('naziv_vejvleta’).

Graficki prikaz dekompozicije slike primenom komandne linije postizemo kroz
sledece korake:

1. Prvo komandom load naziv_signala pripremimo signal koji zelimo da
koristimo za anlizu

2. Zatim funkcijom wavedec2 vrsimo zeljenu dekompoziciju
3. "Izvla¢imo” koeficijente detalja i aproksimacije iz izlazne matrice

4. Komandom image(wcodemat) predstavljamo rekonstruisane detalje i
aproksimaciju.
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Korak 3. mozemo izvrsiti upotrebom funkcija za ekstrakovanje koeficije-
nata aproksimacije i detalja. Koeficijente aproksimacije dobijamo pomocu:

K Ap = appcoef2(Mtrans, L, naziv vejvleta’, J)

Koeficijente detalja (horizontalni H;, vertikalni V}, dijagonalni D;) dobijamo
za svaki korak j (j = 1,...,J) posebno, pozivanjem funkcije:

[KHj,KVj,KDj] = detcoef2('all’,Mtrans,L, j).
Da bismo rekonstruisali aproksimaciju i detalje, koristimo funkciju wrcoef2:
Ap = wrcoef2('a’,Mtrans,L,'naziv vejvleta’, J)

Hj = wrcoef2('h’,Mtrans,L,' naziv vejvleta’, j)
Vj = wrcoef2('v/ Mtrans,L,' naziv_vejvleta’, j)
Dj = wrcoef2('d’,Mtrans, L, naziv_vejvleta’, j)

gde su argumenti a, h, v, d redom oznake za aproksimaciju, horizontalne, ver-
tikalne i dijagonalne detalje, a j = 1,2,...J. Konacno, rekonstrukciju (sin-
tezu) slike dobijamo komandom

fr = waverec2(Mtrans, L, naziv vejvleta’).
Prikazivanje slika aproksimacije i detalja vr§imo komandom
image(wcodemat).

U nastavku je primer dekompozicije sa dva koraka za biortogonalni vejvlet.
Prvo iz postojeceg direktorijuma u MATLAB-u ucitavamo signal sa nazivom
wbarb i vr§simo njegovu dekompoziciju naredbama:

> load wbarb;

> image(X); colormap(map);

> [Mtrans,l] = wavedec2(X, 2, bior3.7’, 2);

> KAp = appcoef2(Mtrans,L,'bior3.7’,2);

> [KH1,KV1,KD1] = detcoef2('all’ Mtrans,L,1);
> [KH2,KV2,KD2] = detcoef2('all’ Mtrans,L,2);

Zatim od dobijenih koeficijenata rekonstruisemo detalje, aproksimaciju i
polazni signal:
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>
>
>
>
>
>
>
>

Ap = wrcoef2('a’,Mtrans, L, bior3.7’, 2);
H1 = wrcoef2('h’,Mtrans, L, bior3.7’, 1);

(
(
(
(
(
(

/

V1 = wrcoef2('v/,Mtrans, L, bior3.7/,1);
D1 = wrcoef2('d’,Mtrans, L, bior3.7’,1);
H2 = wrcoef?2

V2 = wrcoef2('v/,Mtrans, L, bior3.7’, 2);
D2 = wrcoef2('d’,Mtrans,L,'bior3.7’, 2

fr = waverec2(Mtrans, L, bior3.7’);

)
’ )
'h',Mtrans,L,'bior3.7’,2);
’ )
)

Y

Konacno, predstavljamo graficki original, aproksimaciju i rekonstrukciju a
rezultat je prikazan na slici ispod:

Original

150
200 f =

> figure;

> colormap(map);

> subplot(3,1,1);

> image(X);

> subplot(3,1,2);

> image(wcodemat(Ap, 192));
> subplot(3,1,3);

> image(wcodemat(fr, 192));

Aproksimacija

50 100
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Napominjemo da se za dekompoziciju slike ¢ije dimenzije nisu stepeni
dvojke, koristi funkcija ndwt2. Vise o tome moze se naéi u [6].

Opisanu dekompoziciju mozemo dobiti i upotrebom GI u programu. Kada
otvorimo prozor Wavelet Toolbox Main Menu (slika 5.1) biramo alatku Wavelet
2-D. Tada dobijamo prozor kao na slici 5.2.

Wiew st Took  Window  Heg

[ Lo [ e 15er) —
= — TR
Exarnzhs Anysis Ducompzstion 7 7
Import from Worapsss *
Expart bz Workapass P
Export Satuz..
Bt X Shatisice Comprazs
Cloa
Histgrams | De-noisa
CRcompasiion 2 Kl - ]

hﬂwmodn:!mw v|
3
2

FullBoe

‘Gperaions on selededimags
Vs
Ful &
Faconsinuet

B | W | we P e G [ ==
i i - IE‘-_1'.:-. 4 Info = Hislory e Wiew Apan | Chisa |
| | S i—=— 1

Slika 5.2: Wavelet 2-D prozor

Odabirom File komande, a zatim Load image ucitavamo zeljenu sliku.
Takode, MATLAB omogucava i rad na primerima slika koje su u sklopu

72



programa, a do njih se dolazi odabirom Example analysis. Kada smo
odabrali sliku na kojoj zelimo da izvrSimo analizu, sa desne strane prozora
biramo vejvlet familiju (wavelet) i broj koraka dekompozicije (1evel). Pri-
tiskom na Analyze dobijamo trazenu dekompoziciju. Program prikazuje orig-
inal, rekonstrukciju (Synthesized Image) i dekompoziciju. Takode, nakon
dekomporzicije mozemo sacuvati koeficijente aproksimacija i detalja, kao i
rekonstruisanu sliku komandom File pa Save.

U prethodnom poglavlju pomenuli smo da se moze manipulisati koefi-
cijentima dekompozicije i videli efekat uklanjanja detalja. Ovakvu analizu
vr§imo u MATLAB-u koriste¢i alatku Wavelet Coefficients Selection
2-D. Odabirom ove alatke otvara se prozor veoma slican prozoru sa slike
5.2. Na isti na¢in biramo zeljenu sliku i vejvlet familiju, a zatim izvrsimo
dekompoziciju. Ono sto je drugacije je deo u kojem baratamo koeficijentima
dekompozicije. Na narednoj slici prikazan je deo prozora u kojem to mozemo
iZvrsiti.

Data (Size) Jjellyfish256 (256x256)
Wavelet biar w37 "
Level 3 (*)

Define Selection method
Global v

App. cfs Select All v

Selected Blggest Coefficlents

Initizl Kept
A3 5075 A NNl 6075

D32 16225 A |+ 182es
D2 50625 | 4] ] soezs
01 164025 | 4] A+ 184025

s 238950 | 4 [*] 238250

Apply Residuals

Slika 5.3: Wavelet coefficients selection 2-D
Na slici 5.3 prikazana je polazna dekompozicija u kojoj nisu promenjeni

koeficijenti. Vrednosti u ovom slu¢aju odgovaraju analizi koju smo vrsili u
poglavlju 4.2.1, slika 4.6. As, D3, D, D1 su redom brojevi koeficijenata kra-
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jnje aproksimacije i svih detalja po nivoima koji su razli¢iti od nule. Sa S je
oznacen ukupan broj koeficijenata. Program nudi moguénost da promenimo
ukupan broj koeficijenata razli¢itih od nule pomeranjem strelice ili kucan-
jem zeljenog broja u redu koji odgovara ukupnom broju koeficijenata. Kada
to uradimo program ih sam rasporeduje po nivoima. Pritiskom na komandu
Apply dobijamo, pored polazne dekompozicije i originalne slike, modifikovanu
dekompoziciju (Modified Decomposition) i na osnovu nje rekonstruisanu
sliku. Biranjem komande Residuals dobijamo graficki prikaz reziduala.

5.3 Kompresija i uklanjanje Suma

Primer kompresije videli smo u poglavlju 4.2.2. Sada objasnjavamo na
koji nacin to mozemo izvrsiti u MATLAB-u. Ukoliko zelimo da primenimo
funkciju za kompresiju u komandnom prozoru, pozivamo wdencmp.

Dakle, nakon sto izvrsimo zeljenu dekompoziciju kao Sto smo objasnili
u delu 5.2, treba da izaberemo na koji na¢in ¢emo izvrsiti kompresiju slike.
Postoje dve opcije, globalno odsecanje (global thresholding) i odsecanje po
nivoima (thresholding by level). U prvom slu¢aju potrebna je dekompozicija,
a u komandnom prozoru zadajemo sledec¢u funkciju:

[xd, cxd, 1xd, perf0, perf12] = wdencmp('gbl’, Mtrans, L, vejv,n, trh, vr, 1)

Ulazni argument ’gbl’ oznacava globalni thresholding, n je nivo dekompozi-
cije, trh je nivo thresholding-a, a vr je oznaka za vrstu thresholding-a (’s’
za soft ili *h’ za hard thresholding). Poslednji argument 1 oznacava da se
koeficijenti aproksimacije u dekompoziciji zadrzavaju i da na njih ne pri-
menjujemo odsecanje. Izlazni argument xd predstavlja kompresovani signal
i njega prikazujemo komandom

image(xd).

Sa cxd i 1xd oznacena je dekompozicija kompresovanog signala, a argumenti
perf0 i perfl2 su redom procenat nula i parametar koji ukazuje na o¢uvanje
energije pri kompresiji.

Odsecanje po nivoima vrsimo istom funkcijom wdencmp, samo su ulazni
parametri nesto drugaciji:

[xd, cxd, 1xd, perf0, perf12] = wdencmp('lvd’, X, vejv,n, trh, vr)

U ovom slucaju, umesto dekompozicije, ulazni parametar je signal X, a sa
>1vd’ oznacen je thresholding po nivoima. Parametar trh je sada vektor sa
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vrednostima thresholding-a horizontalnih, vertikalnih i dijagonalnih detalja
posebno.

Kompresiju mozemo izvrsiti i upotrebom GI, otvaranjem prozora Wavelet
2-D kao na slici 5.2. Prvo izaberemo i izvr§imo dekompoziciju, a zatim bi-
ramo komandu Compress. Otvara se prozor u kojem imamo moguénost da
podesimo parametre kompresije. Na slici 5.4 sa leve strane prikazana je opcija
globalnog odsecanja, a sa desne odsecanja po nivoima. Norm cfs Recovery
daje informaciju o ocuvanju energije dok Number od zeros govori o procentu
nula koeficijenata nakon kompresije. U slucaju odsecanja po nivoima, za
svaki nivo (Level) biramo vrednost do koje odsecamo koeficijente (Thresh).
Kada podesimo sve parametre, pritiskom na dugme Compress prikazuju se
originalna slika i pored nje kompresovana sa informacijama o o¢uvanoj en-
ergiji i procentu nula.

Data rSize) wharb (256x256) Dafa (Size) wharb (258x256)
Wavealel hiar a7 Wavelat bior 37
Level 3 Lewval 3
Glabalthreshaolding W By Level thresholding w
Select thresholding method Selectthresholding method
Balance sparsity-norm v Scarce high ~
Select Global Thresheld | Soarsitv +
e e —— 1947
Harm ofs recovery 95.91 u, Harizontal details coefs LY
Lewvel Selact Thresh
25,91
Number of 2eros % 5 et = 5
2 o [ | 48.27
Compress esiduals . o O N T
Morm cfs recovery 09,47 o
Mumber of zeros B6.66 %
Compress Residuals
Colormap pink d Calormap pink =
B AL I,
Nt." E::Iors = g4 Mb. Colors A i T
e = Brightnass E +
I
Elose Close

Slika 5.4: Kompresija
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Probleme sa Sumom na slikama mozemo reSiti upotrebom alatke SWT
Denoising 2-D. Kada izaberemo sliku i izvrsimo dekompoziciju u prozoru se
nudi opcija Select thresholding pomocu koje biramo da li ¢emo izostaviti
koeficijente koji su nosioci visokih frekvencija (Penalize high) ili one koji
su nosioci niskih frekvencija (Penalize low). Takode biramo i vrstu koefici-
jenata u zavisnosti od vrste detalja (horizontalni, vertikalni, dijagonalni de-
talji). Konacno, za svaki nivo dekompozicije biramo granicu do koje izostavl-
jamo koeficijente (Thresh). Komandom De-noise prikazuju se original i slika
kod koje je Sum uklonjen. Opcijom Residuals prikazuju se informacije koje
smo pri toj proceduri odstranili. Prozor u kojem vrsimo pomenutu analizu
prikazan je na slici 5.5.

Al Virw Imet Teols ‘Windew Hidp ]
Dzt Hpal noarod (12612
Yeet dh =11 B
Liaxd a e
Decarg s mage
_ Sakdfikshkng
P s byt w
MR- MR-
: i - - gy s
e 10212 Horizontal defals .
Hiztosgram of reskduals: 1 - 00 Leved Sakdl Thiesh

ane 7 .
iz ] =1 E——
3 O -] d4BET
o T ol it L)
D v W Y e el T
01
Y o g! ) I Densa Foasituals
Lyas | | s T '
b 0 0
01
i g B o Fu
l-'l.I:IE | | oo | | oo |4l
D 0 0
1 I I ' I I
Lyos | I 0 | I
] L 0

a1 I I
00| | |

Columag pink v

a a7 1
Mo, Godors [ 0[] 243
Harizomal Datais Diiaganal Datais: \aatizal Datais B ek
[ T e Gener | ¥ ¥ K= = -] sl Claza
X ¥. X o ik e P

Slika 5.5: Kompresija



Zakljucak

Furijeova analiza predstavlja standardni alat koji se koristi za reprezentaci-
ju signala u frekvencijskom domenu. Sa pojavom kratkotrajne Furijeove
transformacije, otvorila se mogucénost fleksibilnije reprezentacije funkcija.
Osnovna mana date transformacije je nemoguénost prilagodavanja Sirine pro-
zora, Sto je upravo dovelo do potrebe za vejvletima. Teorija malih talasa
je razvijana u razic¢itim oblastima matematike, fizike, kao i elektrotehnike.
Stoga je jasno da je njihova primena Siroka. Posebno isticemo primenu u
obradi signala iz razlicitih oblasti nauke, poput medicine, elektrotehnike, kli-
matologije itd.

Osnovu ovog rada ¢ini koncept multirezolucije koja je znacajna za
diskretizaciju funkcije i formiranje vejvleta. Njena primena pre svega je
izlozena kroz jedan od koraka kompresije, odnosno transformaciju signala
i u ovom radu ta primena ilustrovana je na jedan od brojnih nacina, u pro-
gramskom paketu MATLAB.
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