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Predgovor

Jedan od najvaznijih i1 najizazovnijih problema u nau¢nim i inZinjerskim primenama je
nalazenje reSenja nelinearnih jednacina. Problemi pribliznih vrednosti, koji se pojavljuju, ne
samo U primenjenoj matematici, nego i u fizici, astronomiji, ekonomiji i drugim primenljivim
oblastima, su svedeni na reSavanje ovih jednac¢ina. Mnogi problemi optimizacije, dakle, vode ka
ovakvim jedna¢mnama. Trazenje tacnog reSenja nelinearne jednac¢ine pomocu formule, koja se
sastoji od elementarnih algebarskin operacija i elementarnin funkcija, je mogu¢e samo kod
malog broja nelinearnih jednacina (npr. kvadratne). Zato se primenjuju odredeni numericki
(terativni) postupci pomocu kojih se, uz pocetne uslove, dobija priblizno reSenje nelinearne
jednacine sa zadatom tolerancijom. Ovaj problem je posebno dobio na vaZnosti sa pojavom
racunara i prednostima koje on pruza. A to je brzo, jednostavno i ta¢no ili bar priblizno
izraCunavanje reSenja nelinearnih jednacina, uz pomo¢ §to veceg broja decimala, ¢ime se znatno
smanjuje greSka pri izraCunavanju.

Ovaj rad se bavi iterativnim metodama za nalaZenje jednostrukog korena jednadine
fla)=01if(a)=0 za f(x) =0, gde je f:E — R neprekidno diferencijabilna realna funkcija.
Najpopularniji i najrasprostranjeniji je Njutnov metod, koji za nalaZenje @, pocinje sa pocetnom
aproksimacijom x; koja je blizu @ i generiSe niz sukcesivnih iteracija {x,}s koje kvadratno
konvergiraju ka korenu. To je dato sa

flx,)
fria,)

Xpaq = X, — n=0,1,2,..

Mnogi naucnici ve¢ godinama razmatraju razne nacine da poboljSaju lokalni red
konvergencije Njutnove metode na raun dodatnih izracunavanja funkcija, izvoda i promena u
koracima iteracija. Sve ove modifikaciju idu u smeru povecanja reda konvergencije sa ciljem da
se poveca njihova efikasnost.

Cij ovog rada je da se razvije familija metoda, koja predstavlja uopstenje metode date u
radu [18], gde je razvijena modifikacija Njutnovog postupka Sestog reda konvergencije. Ova
modifikacija je zasnovana na rezultatu rada [17], gde je data modifikacija Njutnovog postupka
treceg reda konvergencije. Postupajuci na slican na¢in dajemo familiju postupaka Sestog reda
konvergencije, koriste¢i rezultate radova [6], [8] i [18].

Master rad je podeljen u cetiri dela. U prvom delu rada dajemo oznake, definicije i
teoreme koje ¢emo Kkoristiti u daljem radu. Drugi deo rada sadrz teoreme i algoritme koje se
odnose na iterativne postupake sestog reda konvergencije za resavanje nelinearnih jednac¢ina
datih u radovima [3], [5], [6], [8], [9], [13], [14], [18]. U tre¢em delu posmatramo modifikacije
iterativnin  postupaka opisanin u drugom delu, neke njihove specijalne slucajeve i nase
modifikacije Njutnovog postupka Sestog reda konvergencije. Kao originalni rezultat dajemo
modifikacije Njutnovog postupka sestog reda konvergencije, koje kao specijalan sluc¢aj sadrze
postupak iz [18]. Ove modifikacije su zasnovane na rezultatima radova [6] i [8]. Za izabrane
postupke, pod odredenim pretpostavkama, dokazuyjemo konvergenciju i odredujemo red
konvergencije. Za ove postupke odredujemo indekse efikasnosti i uporedujemo dobijene



rezultate sa odgovaraju¢im indeksima iz radova [3], [9], [15] i [18].

U poslednjem delu rada prikazatemo numericke eksperimente uradene u programskom
paketu Mathematica 8. Primeri su uzeti iz navedenih radova, a najvise iz [6], [8], [9] i [18]. Na
kraju rada je priloZzena literatura, na osnovu koje se doslo do dobijenih metoda.

*kk

Ovom prilikom se zahvaljuem svom mentoru, profesoru dr Dragoslavu Hercegu na
korisnim savetima i sugestijama u izradi ovog master rada. Zahvaljujem se ¢lanovima komisije,
zaposlenima u biblioteci i svim profesorima sa kojima sam saradivala u toku osnovnih studija.

Takode, veliku zahvalnost dugujem mojoj porodici, koja me je sve ove godine nesebicno
podrzavala 1 bodrila.

Novi Sad, septembar 2013. godine Maja Ceti¢



1. Uvodni deo

1.1. Oznake

e P
e M
. Tﬂi

— interval kojem pripada niz x,

— reenje jednacine f(x) =10

— grani¢na vrednost niza X,

— asimptotska konstanta greske

— greska u n-toj iteraciji

—jednaCina greske

—red konvergencije iterativnog postupka

— broj funkcionalnih evaluacija po iteraciji

—indeks efikasnosti metode



1.2. Definicije i teoreme

Kako je tema ovog rada, ne samo nalaZenje tacnmih ili pribliznih reSenja nelinearnih
jednacina, nego i brzina kojom dolazimo do tih reSenja, uves¢emo prvo definicije koje nam daju
objasnjenje nekih osnovnih pojmova kojima ¢emo se baviti.

Definicija 1. Svaki realan broj «, za koji vaz da je f(a«) =0, nazivamo resenje ili koren
jednagine f(x) =0.
Koren jedna¢ine f(x) = 0 nazivamo i nula funkcije f.

Definicija 2. Nula @ je visestrukosti s, ako je f(x) = (x —a)®g(x), gde je g(x) ogranideno u a
i g(a) = 0.

Za s se uvek uzima pozitivan ceo broj. Ako je s = 1, onda kazemo da je koren prost ili
jednostruk, a ako je s = 1, onda je viSestruk.

Definicija 3. Neka je F: D[a, b] = E.. Broj @ € D je nepokretna tacka funkcije F ako je
a = F(a).

Neka je x; proizvolian broj iz intervala [a. b]. Formirajmo niz brojeva xg, xq,%;, ...
prema

x-'{—'.l = F(I,'{:]J k = 'D, l, 2,

Ovaj niz je moguée formirati samo ako Flx.)€[a k], k=0,1,2,.. | zbog
definisanosti funkcije £ na intervalu [a, b]. Ocigledno, ako finkcija F preslikava interval [, b] u
samog sebe, vaz F(x,) € [a,b], k=0,1,2,.. AKo je niz xg %y,%,, ... dobro definisan i ima
graniénu vrednost, tj. za neko @ € [a, b] vazi

lim x, = a,

k—+oo

onda je @ reSenje jedna¢ine F(x) = x, ako je funkcija F neprekidna na intervalu [a. b]. Naime, iz
F(x,) € [a, b], za svako x € [a, b], a Zbog neprekidnosti funkcije F sledi

a=limx,.,=limF(x,)=F {Ilin} x| = F(a)

k—+oo k—roo 4

Dakle, ako niz xg, x4, %5, ... Konvergira ka ¢, tada je njegova graniéna vrednost, @, reSenje
jednacine F(x) = x, aclanovi tog niza aproksimiraju to resenje.

Ovaj postupak, u kome ra¢unamo vrednosti Xg, X1, %5, ... prema Xpeq = F(x,), je primer
iterativnog postupka (postupak sukcesivnih aproksimacija), gde je x.-; = F(x,) iterativno
pravilo, funkcija F funkcija koraka, a niz xy, %4, %5, ... je iterativni niz. Prvi ¢lan tog niza x; je
pocetna aproksimacija (startna vrednost). Kada iterativni niz konvergira za proizvoljnu pocetnu
vrednost iz nekog skupa, kazemo da iterativni postupak konvergira.
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Definicija 4. Ako niz {x,|k = 0} tez ka granici «, tako da

lim ————=(

ke (x, — a)?
zaneko € =0 ip =1, onda je red konvergencije niza jednak p, a C je asimptotska konstanta
greske.

Ako je p =1, konvergencija je linearna, dok za p = 2 i = 3, niz konvergira kvadratno
I kubno, redom. Ako je p = 3, onda je konvergencija 4. reda, 5. reda, 6. reda itd. Vrednost p je
red konvergencije metode koju generise niz {x.lk = 0}.
Definicija 5. Ako je e,, = x, — @ greSka u n-toj iteraciji, relacija

eney = Cel +0(el™),

gde je C asimptotska konstanta greske, a p red konvergencije, se naziva jednacina greske
postupka.

Definicija 6. Konvergentan niz xy. x4.%,, ..., ¢ija je granicna vrednost &, ima red konvergencije
p € (1,22), ako postoji konstanta C razli¢ita od nule i prirodan broj 7y, takvi da je

lx,:4 — al = Clx, —al?®, n =mn,

Ako je » = 1, onda dodatno pretpostavljamo daje & < 1.

Definicija 7. Red konvergencije iterativnog postupka jednak je redu konvergencije iterativnog
niza dobijenog posmatranim iterativnim postupkom.

Definicija 8. Kazemo da je iterativni postupak sa redom konvergencije ¥; brz od iterativnog
postupka sa redom konvergencije -, ako je; = ps.

Definicija 9. Neka je @ reSenje jednacine f(x) i pretpostavimo da su x,.4. ¥, X,,_4 tri uzastopne
iteracije blizu reSenja «. Tada se racunski red konvergencije P moze aproksimirati pomocu
formule

:L'_,,__i—-:r‘
X, — O
¥
P " l’n—ﬂ‘

Clx, — o

In

Obzirom da ¢emo u analizi konvergencije za aproksimaciju odredenih funkcija koristiti
linearnu interpolaciju za konkretne dve tacke ili Taylor-ov razvoj funkcije u okolini korena
funkcije, definisaCemo upravo pomenuto.



Definicija 10. Neka su u koordinatnom sistemu date dve tacke (xq,¥y) i (2., ¥, ). Konstrukcija
(umetanje) trece tacke izmedju dve zadate, po formuli

se naziva linearna interpolacija.

Mi ¢emo, zbog jednostavnosti i preglednosti, Koristiti izmenjen oblik ove formule

Definicija 11. Neka je funkcija f(x) n puta diferencijabina u tacki x = a. Za polinomnu
funkciju T, (x) odredenu formulom

£'(a) £2(a) _,_f;ta) oy

T.(x) = f(a ]'——( B R D A
D=

kazemo da je Taylor-ov polinom ili Taylor-ov razvoj u red, koji u tacki x = a odgovara funkciji
f.

Definicija 12. Funkcionalni red oblika

-+ 00

Z a,(x—c)”

n=0
naziva se stepeni ili potencijalni red, gde @, predstavija koeficijent n-tog sabirka, ¢ je konstanta,
ax je promenljiva u okolini ¢

Stepeni redovi se cesto javljaju i kao primeri Tejlorovih redova. Mi ¢emo ovde dati
primere nekoliko stepenih redova koje ¢emo koristiti u daljem radu.

1 3

=1l+x+x"+x* +-

1—x
1 - -

=1l—x+x"—x* 4
1+x
(= (g)xt+ ()xt+ (5) =2+ (5

2 3)
1 1 1 1 )
Ml—x—[l—x)"—(g) —(E 1‘1—(5)1':—(5)1"‘—---
0 1 \2 W3




Teorema 1. [7] Neka je f:[a.b] = R neprekidna funkcija koja na krajevima intervala [a. b]
ima vrednosti razliitog znaka, tj. fla)f(b) < 0. Tada dati interval sadrz bar jedan koren
jednac¢ine f(x) = 0. Taj koren je jedinstven ukoliko funkcija f ima prvi izvod f', koji ne menja
znak na intervalu [a, b].

Teorema 2. [7] Neka je data neprekidna funkcija F: [a, b] = [a, b], diferencijabilna na intervalu
[a, b]. Ako postoji broj g, takav da je:

IF'{x)l =g <1

za x € [a, b], tada je iterativni proces konvergentan, bez obzira na x; € [a, b], a grani¢na
vrednost lim, .. x, = @ predstavlja jedinstven koren jedna¢ine x = F(x) na intervalu [a, b].

Teorema 3. [7] Neka je funkcija F:[a, ] — R neprekidno diferencijabilna na datom intervalu,
terativni  postupak x,., = F(x,) konvergira i neka je lim,_.. x, = a. Red konvergencije
jednokora¢nog postupka

:-:'.k_-l:FE:).k:I_l k:{:l_l l_.gjuu

je pozitivan ceo broj. Ovaj postupak ima red konvergencije p ako i samo ako je

o= Fl:"-"f:); FI:"I.'.I("-"E:I =0, J=L1L2,...p— 1, FIJE{E:I = 0.



1.3. Efikasnost iterativnog postupka

Iterativni postupak je efikasniji ukoliko se postavljeni zadatak izviSi za Sto krace vreme.
Efikkasnost nekog iterativnog metoda se defniSe uvodenjem koeficijenta efikasnosti Efikasnost
se moze uvesti na viSe naCina, ali tako da je proporcionalna redu konvergencije iterativnog
metoda (brzini izvrSavanja algoritma do ispunjavanja nekog kriterijuma ili zadate tacnosti) i
obrnuto proporcionalna obavljenom radu, recimo broju izraCunavanja funkcija ii numerickih
operacija po iteraciji.

Koeficijent efikasnosti koji je uveo Traub je % gde je p red konvergencije iterativnog
postupka, a m je broj novih informacija (novih raCunanja vrednosti funkcije) potrebnih po

iteraciji. Ostrovski, koriste¢i iste podatke, uvodi svoj koeficiient efikasnosti, koji iznosi p™.

1.4. Uslov zaustavljanja iterativnog postupka

Obzirom da izra¢unavanje zavisi od preciznosti (£) raCunara, moramo da prihvatimo
priblizno reSenje radije nego taCan koren. Te stoga Kkoristimo slede¢i uslov zaustavijanja
iterativnog procesa za kompjuterske programe:

—

Kod mnogih automatizovanih numerickih algoritama racunanje iterativnih aproksimacija
se prekida ako je razlika dve uzastopne aproksimacije manja od date tolerenacije, te se tako
raCunaju aproksimacije *g.*4,%5,..., gde se x,.; prihvata kao dovoljna aproksimacija tac¢nog
redenja @ ako je |x,., — x| =z gde je £ data tolerancija. Ovaj postupak se moZe opisati i
terminom nejednakosti zaustavljanja.

Definicija 13. Nejednakost |x,., — al = |x,., —x,| nazivamo nejednakost zaustavljanja.
Ako za iterativni postupak vazi nejednakost zaustavljanja, onda kao izlazni kriterijum, tj.

kao kriterijum za prekidanje radunanja, prihvatamo [x,.; — x| = £, jer to obezbeduje
%,y —al = &

U sluicaju da iterativni postupak konvergira sporo, koristi se neSto izmenjen uslov
zaustavljanja
lf (x| = &,



2. Razvoj familija Sestog reda konvergencije

Mnogi matematiCari su se bavili problematkom reSavanja nelinearnih jednaina i
nalazenjem Sto boljh i efikasnijih metoda za izraCunavanje pomenutog problema. Cilj svakog
poboljsavanja metoda je bio da se, pocevSi od Njutnove metode i njenih modifikacija, sa Sto
manje funkcionalnih evaluacija, Sto manjim stepenom izvoda, a S§to veéim redom konvergencije,
dodje do efektivne metode.

Ovde c¢emo navesti nekoliko znacajnijih razvoja metoda do kojh su dosl neki

matematiCari 1 na taj nacin postavii odredjene stukturalne algoritme za dalji razvoj 1
modifikacije metoda.

2.1. Neta metod

U ovom radu je razvijen metod Sestog reda, tako Sto je iteracija sacinjena od jednog
Njutnovog potkoraka koji prate dve potkoraka Njutnovog modifikovanog metoda. Prvo je dat

jedan uopsten metod tj.

F)
SAEN
. _FO) fle) +af ()

TR fx)f () + BF(v,)
F(20) Fle) 4 cFle )+ dF (=)

T T T ) Fla) + gF () + RF(2,)

YV, =X

gde sua, b, ¢, d, g, h proizvoline konstante i koji je drugog reda konvergencije. A zatim se
jednostavnim transformacijama i izborom konstanti a = —1 b=ag—-2=-c=-1,d=0,

g =—3,h=0dolazi do Zelienog metoda

e
"f(x)
F) Fl) = 3£ 0)

PG pem) - £ )
. G Fe) = fOw)
ntl “n f'(l“jf(l“)_gfl:k“)

.1" r?"! =

- —
A
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koji ima konvergenciju Sestog reda i zadovoljava jednacinu greske:

Ene1 — -1_,.'52'53:95 T GEE';.)-

Ovaj metod zahteva isti broj izraCunavanja funkcija po iteraciji, kao i metod konstruisan
iz jednog potkoracnog Njutnovog metoda, pracen sa dve potkoraka sekant metode, Sto znaci da
zahteva tri izraGunavanja funkcije i jedan prvi izvod po iteraciji. Red sekant metode je priblizno
1,62, dok je red predlozene metode 5,2.

2.2. Sharma i Guha metod

Poznati Ostrovski metod Cetvrtog reda konvergencije je dat sa

L fe)
_fGD_FG)
() f) - 27(z0)

Aprq

na osnovu koga su Grau i Diaz-Barrero razvili varijantu metoda, koji je definisana sa

., _f)
@) Flx)

U ) fle) —2f(2,)
- . _ .-F(xr!—‘l) -'F(:"":I

e T TR ) F ) — 2F (20)

Lpe1 =

1 koji red konvergencije sa Cetiri poboljSava na Sest.

Sharma i1 Guha su takode razvili metod koji poboljSava red konvergencije Ostrovskog.
Naime, oni su postavili sledecu iterativnu shemu srednje tacke

L _f) \
T

CF) f)
" PO FOo) — 2 (2,
.. _flae) fe) taf(z)
w7 TR ) ) S bf(z,)

Xpoy =2 " (2.2.1)

11



gde su a i b parametri koji se odreduju iz sledece teoreme:

Teorema 4. [9] Neka je f: I — R realna funkcija definisana na |, gde je | okolina prostog korena
a od f(x). Pretpostavimo da f{x) ima neprekidne izvode sve do Cetvrtog reda na I. Onda
iterativna shema (2.2.1) definiSe familju jednog parametra (npr. a) konvergencije Sestog reda
akojeb=a—2,

Pa je predlozena metoda

L fG) ~
=TT )

Cf) FG)

T ) o) — 27 (2,)

s _fGy)  fer)+af(z)
T T ) Fla) + (a - 2f ()

e

X, = (2.2.2)

gde je a £ K, takode Sestog reda konvergencije.

U (2.2.2) se primeuyje da je za @ = 0, metoda Grau-a i Diaz-Barrero-a specijalni slucaj
upravo navedene metode, koja, kao i njen specijalni slucaj, koristi tri izraCunavanja funkcije i
jedan prvi izvod funkcije po iteraciji, pa je indeks efikasnosti, koriste¢i ve¢ pomenutu formulu
Ostrovskog, jednak 1,565.

2.3. Kou i Li metod

Razvoj Kou i Li metoda sa konvergencijom Sestog reda polazi od Jarratt-ovog metoda
Cetvrtog reda konvergencije, koji je dat sa:

_, _2fG )
T 3 (xy)
3G+ ()
1) = S F ) — 2 ()
f(xa)
fria,)

(2.3.1)

:".."!—1 = i'l.'_,,! - J'r_," (i‘l.,,,j

Oni su zatim posmatrali iterativnu shemu iz dva koraka

12



RPN CS
Zn = " _.'rf( ":IfI(.':L“)
L. _fGE)
n+l “n f_-(:“)

(23.2)

gde su f'(z,,) aproksimirali linearnom interpolacijom za tacke (x,,.f (2, )i (v,..f (¥,)) i dobili

U T S PUE P e
£ S ) + (137, ) G

Na ovaj nacin su dobili poboljsan Jarratt-ov metod

L 2f(x) ~
Yu = Xy Sf(?.“)
N (€S
—:v!_'ﬁ':v! .;'r_f(l"jf(l“j 3
. fizn)
Tnet = In T ;

e 0+ (1=, ) ) |
gde je )

3f (v + F1(x)
6" (3 = 2f'(x)

;'r_f (1,,.) =

koji sa Cetiri poboljSava red konvergencije na Sest i za koji vazi teorema

(2.3.3)

Teorema 5. [15] Pretpostavimo da funkcija f: D = ®— R za otvoreni interval D, ima prosti
koren « € D, Ako je f(x) dovoljno glatka u okolini korena &, onda je metoda definisana sa

(2.3.3), sestog reda konvergencije.

Ovaj metod Sestog reda konvergencije zahteva izraCunavanje dve funkcije i dva prva

izvoda funkcije, pa je indeks efikasnosti jednak 1,565.
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2.4. Metod Chun-a

Polazna tatka Chun-ovog metoda je, kao i u odeljku 2.3, takode Jarratt-ova metoda
Cetvrtog reda konvergencije, data sa (2.3.1).
Chun je posmatrao istu dvokorac¢nu iterativnu shemu (2.3.2) kao i Kou i Li, ali je za
razliku od njih, funkciju f'(z.,) aproksimirao funkcijom h(z.,), gde je h definisano sa
hix)=ax*+bx+c
pod pretpostavkom da se h{x) slaze sa f'(x) u tackama (x,,.f (x,)) i (v, f (3.)). Na taj na¢in
je dobio aproksimaciju

3 3
.-FE—_":I = }1(:") = HE:.V!_ :"v'jl::" _1'") _5.-!_,‘ (lﬁjfﬁ'"j T .\l - EIJ‘(:}'":I)JFI(:)'")

pa je dobijeni metod

27
In = Xy _Jlrf(j'")f(l“)
o £(z,)

'ﬂl::.v! - :ﬁ_“j[:“ - 1'") _%J'r_f (1,,,I|f£‘-“:| L .l _%Jlr_f(l“))f(l“:l
gde je \

3 (v) + fl(x,)
6 (v,) — 2f'(x,,)

Je(x,) =
Sestog reda konvergencije, koji zadovoljava jednacinu greske

En+1 = [%%_ CEJ I:":':'3 — GG _%Ce) e, +0(e;)
gde a € E,

Ovaj metod, kao i metod Kou i Li, takode zahteva izraCunavanja dve funkcije i dva prva
izvoda po iteraciji, pa je indeks efikasnosti jednak 1,565.

Primeéuje se da je Kou i Li metod zapravo specijalni slucaj upravo date familje Chun-a,
kad je @ = 0, Za a = —1 metod je takode Sestog reda konvergencije.
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2.5. Kou metod
Chebyshev-Halley familija metoda treceg reda konvergencije je definisana na sledeci

_ ) f(x,)

L(x,)= . _
o o (2.5.1)
_'}._' =¥ — 1+ E. L-" (1“] . -'F(j"":l =
nrd Y 2 1—ale(x,)/) f'(x,)
Ova familija sadrzi klasicni Chebyshev metod za « = @, Halley-ev metod za « =% i Super-

Halley-ev metod za « = 1.

U ciju poboljsanja lokalnog reda konvergencije Chebyshev-Halley-evih metoda,
razvijene su metode petog i1 Sestog reda konvergencije. Koriste¢i Tejlorovu aproksimaciju za
mverzne funckije, razvijena je sledeca metoda petog reda:

My(x, % .0) = f (xn)(f?fi —jzﬂf(x_“__ij)

~ _ fl N Mg (1..111;‘.?!—1) ) .JFE:"..V!—‘l)
N 5 l_fgjwﬁ'(xnixn—‘lj fl[:"“j

gde je £ €R. Ove metode mogu da poboljSaju red konvergencije i racunske efikasnosti za
klasicne metode trec¢eg reda, koris¢enjem dodatne procene funkcije.

Kou je predlozio drugu modifikaciju Chebyshev-Halley-eve metode koja red
konvergencije sa tri povecava na Sest. Ta metoda ima sledeci oblik:

3 I::".."!—‘l - j‘ﬂj _ 2 _ fll[:'-njtf(?-“j - Ef(:""—‘l)j
flpen) = Fxn)  filx,) 2f'(x,)°

i..“.—i = Xy T f[j'.n—ij

gde je # € B i metoda zadovoljava slede¢u jednacinu greske:
E .y =[(20a—4a—20+9)C3+(8—-7)C,C,+CJ[2(1—a)Ci—Cilef+0(el).
Ovaj metod zahteva dva izraCunavanja funkcije po iteracyji, jedan njen prvi izvod i jedan

njen drugi izvod, pa je indeks efikasnosti 1,565, Sto je svakako bolje nego indeks efikasnosti
Chebyshev-Halley metode tre¢eg reda, koji iznosi 1,442.
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2.6. Kou i Wang metod

I u ovom, kao i u odelijku 2.5., se polazi od familije Chebyshev-Halley metoda treceg
reda konvergencije, date u (2.5.1).

Da bi se poboljsao lokalni red konvergencije Chebyshev-Halley-evih metoda, razvijene
su razne metode visSeg reda, medu koje spada 1 metoda petog reda konvergencije, date od strane
Kou i Li-a:

o L) N f(x)

T [\l 21— cELj[;L;.);((:L))
Lelx, zZ,

Xpsy — 25 — [\l + . ;S’Lf(:gnj) f(:“j

Aproksimacijom f'(z,,) u datoj metodi se dolazi do metode sa poboljsanin redom
konvergencije:

L L)\ f)
\l 21 —crLf[x_“_)) filx,)

. —_ - _ a L_f['j'.."!:l L JF[:'H:I ] JF[:“:I
e T [-\l 1—BL:Ax,) Ef(xn]'—?ff(:ﬂ:') fiix,)

(2.6.1)

gde je izbor realnin parametara @, £, ¥ i €, odreden sledeCom teoremom

Teorema 6. [14] Pretpostavimo da funkcija f: D = R — K, za otvoreni interval D, ima prosti
koren x"€D. Neka je f(x) dovoljino glatka funkcija u okolini korena x". Tada je red

konvergencije metode (2.6.1), jednak Sest, ako je £ = —ni g =3,

Pa se primenom poslednje teoreme dobija slede¢a metoda Sestog reda:

RN PO S P CO R WS

Tmo T (\l 2 1—al; (1“)) Fiix,)

R DU 7CO BN i Co j £z (26.2)
" h l—%LI—('Xﬂj f[:"‘"j _}ff(:n)f fE:'-"j

gde jey € K.

Metod (2.6.2) metodi (2.5.1) dodaje samo jednu procenu funkcije, ali se njen red
konvergencije povecava sa tri na Sest.
Ova familija metoda sadrz i varijante Chebyshev metode za @ = 0 i Halley metode za & =
Super-Halley metode za & = 1,

Po iteraciji, ova metoda zahteva dva izraCunavanja funkcije, jedan njen prvi izvod i jedan
njen drugi izvod, pa je indeks efikasnosti jednak 1,565.

Fa |
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2.7. Parhi i Gupta metod

Za ovaj rad je koris¢en metod tre¢eg reda konvergencije Weerakoon-a i Fernando-a za
reSavanje nelinearnih jednacina:

L _fw

T )
2 (%)

T ) £ F )

X+l —

koji je generalizovan na oblik

v, = x, — F %)
. (e

Zy n f(g_njl—flik"}
. _ flz,)

nrl o Tm f'(z.)

gde je, linearnom interpolacijom za tacke (x,.f (x,))i(v,.f (¥,)), dobijena aproksimacija
funkcije f'(z,.)

Flee) (3 0n) — F(x,))
Frix) + F(3)

flza) ™

pa je dobijen metod Sestog reda konvergencije

s )
Saves

L G

=TT )+ O
 f) FE)+ 0
T F GO0 - F ()

¥, =X

'

(2.7.1)

Xpe1 =

za koji vazi sledeca teorema:

Teorema 7. [18] Neka f: R — R ima neprekidne izvode do treceg reda na E. Ako f(x) ima
prosti koren @ na & i xy je blizu @, onda greska metode (2.7.1) zadovoljava jednacinu

enss = C; ((CF —€)* —2¢) el +0(ep).
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Dobijeni metod zahteva dve evaluacije funkcije i dva prva izvoda po iteraciji, pa je
indeks efikasnosti 1,565, §to je bolje od indeksa efikasnosti Njutnovog metoda koji iznosi 1,414 1
od indeksa efikasnosti metode Weerakoon i Fernando-a koji iznosi 1,442. Porede¢i sa drugim
metodama Sestog reda koje imaju isti indeks efikasnosti, vidi se da ovaj metod efektivnije i1 brze
konvergira ka korenu funkcije.

2.8. Herceg i Herceg modifikacije

U radovima [6] i [8] je primeCeno da mmoge metode treeg reda konvergencije imaju
slicnu formu:

i
gde je
i _ £
5‘[1‘)=f (1 _f(:'-:')
e

Pa su uzete neke modifikacije Njutnove metode bazirane na Stolarsky i Gini sredinama, date sa:

- EF":—[:-: 1.-"I:_‘_1—_1'_'.
.= ro(r— 1) = 0
[_‘.1 b —a’ :] ! ,G'( p:]
1, a'ina—b"inbk
expl——+———F — r=p=0
Er-_,(ﬂ, -::-'j = (_ T al—pnt JJ
o 1/
1 b'-a 1
(.‘_'.n'."!b—.'.v!c) ! r=0p=0
W ab, r=p=
I
(raP + bP 1/(p—r)
( T 1.3 ) ¥ T —I_"" 'I'G
a” + b’
G_,.I.,J [EIJ b:l = . al lna + B lnk
E':LTG 3 1 » = -I-G ) |D
a” + b
\Wab, r=p=

redom. Zatim, aproksimiranjem f '(x,,) klasi¢nom Njutnovom metodom Kkoriste¢i Stolarsky
sredinu, dobija se Stolarsky sredina Njutnove metode (SN), gde je funkcija ¢ definisana sa:

18



(7=F [r{1-57) o
NETEESE rp(r—p) =0
exp(>+5), r=p=0
¢'E _1(5':' = — :
.Il!::?'!fJ r‘iI:]JTG-._‘-I:]
g -1
1 —
= r=P=

Analogno, aproksimirajuéi f'(x, ) klasitnom Njutnovom metodom pomocu Gini sredine, dobija
se Gini sredina Njutnove metode (GN), gde je funkcija @ definisana sa:

T
P 144 e
*'.‘!1—5:":’ =R
Porp(E) =4 app (=022 r=n<
Gr.p Elp[ 1_5.,:], r=p=0
%, r=p=40

Lako se uocava da GN metoda sadrzi p-stepenu Njutnovu metodu kao specijalni sluc¢aj za + = 0
i » = 0. Cak $taviSe, kako su aritmeticka, harmonijska i geometrijska sredina Njutnove metode
specijalni slu¢ajevi p-stepene sredine Njutnove metode za p =1, p = —1 i p =0, redom, ove
metode su takode 1 specijjalni slucajevi GN metode, ¢ije formule su date na sledec¢i nacin:

Aritmeti¢ka sredina Njutnove metode: @(s) = 11

Harmonijska sredina Njutnove metode: @(s) =

Geometrijska sredina Njutnove metode: ¢(s) = i_

?

p-stepena sredina Njutnove metode: @ (s) =

Teorema 8. [8] Neka je @ jednostruka nula funkcije £, f ima dovoljan broj neprekidnih izvoda
u okolini a i g je bhilo koja funkcija sagl0) =1, g'(0)= 1 i lg'(0)] < oo,

TS

lteracija ¥+ = F (%) sa F(x) = x — &~ 1)+ R(x)f(x)*) , gde je rExJ—’“"% i
h(x) funkcija vezana za e i zavisna od f I nJenlh izvoda, je treceg reda.

Teorema 9. [8] Neka je f:(a.b) = B ineka f ima dovoljan broj neprekidnih izvoda na (. b).
Pretpostavimo da je @ jednostruka nula funkcije / na (a.b). Ako je f'(a) = 0, onda postoji
neko 71 > 0, takvo da je: ako lxg — | < 17, onda niz {x}, generisan sa x4y = F(x,), gde je

Flx)=x— i. ¢(5[1)] i ¢ je @5, ili ¢, ., postoji i konvergira kubno ka .
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3. PredloZzene metode sa analizom konvergencije

Posmatraju¢i princip po kom su nastale mnoge metode Sestog reda konvergencije,
navedene u 2. delu, mozemo zakljuCiti da su sve razviene generalizacjom tj. uvodjenjem
dodatne funkcionalne evaluacije na postojece metode nizeg reda konvergencije. Shodno sliénom
principu, Koristicemo metodu

. _f@)
T )
. ()
T i)+ ()
L. _fGE)
T G
navedenu u odeljku 2.7. [18] i opsStu formu
o f)
Apeg = Xy f(l“:l:;l( [ "):I
gde je )
ﬂﬂ=iﬁ:ﬁ&ﬁ
f(x)

navedenu u odeljku 2.8. [6] i [8]. Poseban akcenat ¢emo staviti na finkciju ¢(s(x,,)), koja je u
radovima [6] i [8] data kao aritmeticka sredina Njutnove metode, harmonijska sredina Njutnove
metode, geometrijska sredina Njutnove metode i p-stepena sredina Njutnove metode.

Naime, funkcija z, je definisana na sli¢an nacin kao aritmeticka sredina Njutnove
metode, data u [2], tj.

fxn)

" ) + ()
2

Medutim, funkcija Z,, se moze zapisati ina slede¢i na¢in

Lo Al fl) 2f(x)

gde vidimo da je funkcija
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2f (xy)

Frled +F0n) )t 0w o fO)
fix,) fix,)
zapravo
ols) =7
gde je
flxn)

P ) o
CH IS

s(x,) =

aritmeticka sredina Njutnove metode data upravo u onom obliku u kom je definisana u radovima

Koriste¢i sve navedeno, dolazimo do sledeCeg opsteg oblika modifikacije Njutnove

(6] i [8].

metode:

L _fw) ~
T T )

R LCA RV
L _fG

ntl “n f"(:":l J

pomocu koje éemo na analogan nadin razviti tri nove metode, uzimaju¢i za funkciju @(=(x,))
harmonijsku sredinu Njutnove metode, geometrijsku sredinu Njutnove metode i p-stepenu
sredinu Njutnove metode, a aproksimaciju za f'(z,,) ¢éemo dobijati koriéenjem linearne

interpolacije za tacke (x,.f (x, )i (v, f (v,)).
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3.1.Prosirena harmonijska sredina Njutnove metode

Polaze¢i od opsteg modela modifikacije Njutnove metode date u (1), uzimamo za ¢(s)
harmonijsku sredinu Njutnove metode, tj.

o) = ——
gde je
s(x :'=f(1p“) i V.= x_ — 7 (%)
YA T )
odnosno
UGS CHED (A ,
o)) = Cn) L FC)  _f1Cn) 1)
ST O F10) 2F ()
fl(x,) fl(x,)
paje
AP ACO WA COEY S

") 2f ()

Koris¢enjem linearne interpolacije za tacke (. f (x,)) i (v, f (¥,)) dobijamo

() + )

vV, —X X, —

flla~

X

n

pa je aproksimacija za f'(z,,) data sa

F(e) ¥ 2R () + 2 f()
ERE: X My vy )+ (x, 2f " LENPY X
£z oy ) — ()
. fix,) - - fiix,)
— fI(j'")f Vi d T f-IE.V.V!j: N .J_ f Ly —f M " e
= 270 | _\ 2700 1)f( n)
PO = F ) £ 2P G O0)
21" ()
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Pa je predloZzena metoda za harmonijsku sredinu Njutnove metode

v. =1 — JF(:"") g
T frx)
o, fE) Fe) 1 )
T ) 2f100) > @
X4 =22, — f(z,)
T T PG = F ) = 2 G G
2F7%) )

na osnovu koje imamo teoremu koja glasi:

Teorema 10. Pretpostavimo da funkcija f: D = B — K, za otvoreni interval D, ima prosti koren
a € D. Neka je f(x) dovolino glatka funkcija u okolini korena . Tada postupak (2) ima red
konvergencije Sest ijednacinu greske
5 - -
Ens1 — _E"::"::-:_E'E +0(e,)
f-:j." ( -:'T::I
1 (a)

gde je C; = i e, =x, — .

Dokaz.
Neka je @ koren funkcije f(x) (tj. fla) =0 i f'(a)=0) ix,=a+ e, Koristedi
Tejlorov razvoj, dobjjamo slede¢i izraz:

flx,) =fla+e,) =fla) + f'(a)e, —%f-:::-(a)e_i —%f # (a)e? —ﬁf‘*-‘(rﬂ)e: +0(e)
1 f':f."Eﬂ:j 5 if':g'.lﬁﬂj 3 ifl:;-:ltﬂj 4

=JF..({[::I €n _5 f(l’-"li:l Eﬂn _3! f(l’-"ﬁ) E'-r! - 41 f(l’-"ﬁ) En T D(E;]

=f'(a)le, + C,e; + Cyel+C.e; +0(e2)] 3)
. fP@

Bde e G = @

Na slidan na¢in Tejlorovim razvojem za f'(x,,),dobijamo

filx,) = fi(@)[1+ 2Ce, + 3Cse; + 4C.e] + 0(e;)] (4)
Delimo (3) sa (4)

flxy) _ flla)len, +Coen+ Coeg + Coen +0(e7)]

) fla)[1+2C,e, +3Ce; + 4C.e] + 0(e7)]

=le, + Crez+ Coel+ Coei+0(e2)][1—2C,e, — 3C e —4C,e2 +4C7el + 12C,C e}
—8CJe; +0(e;)]
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=e, —20,e>—3Ciel+4Ciel+ el —2Ciel+ e+ 0(el)
=e, —C,e. +(2C; —2C;)el + 0(e]) (5)

Kakojee, = x, —a,zax, =e, +aiuz pomo¢ izraza (5), dobijamo slede¢u jednakost

N (GO
< 1 n fll::}.“j ) .
=e, +a—e, +Ce;— (207 —2C5)e] + 0(e))
=a+ Cyel +(2C;—2C)el +0(e]) (6)

Pa se ponovo Tejlorovim razvojem dobija
Frln) = Fla)[1+ 2CFe] +4C,(C3 — Cel + 0(e;)] ()
Koriste¢i izraze (4) i (7), dobjamo sledecu jednakost

Frle) + F1(vn)

2f"(v,) . ) o o _
_ Fila)[l+ 2C,e, +3Ce; +4C,e + 1+ 2C5e; +4C,(C; — C5)el + 0(e])]

2f"(@)[1+2CFe] +4C,(C5 — CF)e; + 0(e7)]

., 3 . 33 : -
=[l—C:EH—[C:‘—ECS)E;—(4-5‘;_—46':{'3—4{':?)9:—0(9;) [1—2C5e;
— 40, (G — €)ey + 0(e)]
=1+Ge, + (36— €3 el + (4C, - 20D)e} + 0(e) ®)

Mnozimo (5) i (8)
Fle)) Fl)+F )
Fle) 20w

= [e, — Coe2 + (20} — 26)e3 + 0(eD][ 1+ Cae, + (5.C = C2) el + (4€, ~ 20)e?

+0(e)]
=e, —3Csel +0(e) ©)

Ponovo koristimo x,, = e, = aiizaz (9)

o=y ) )+ A0
R M€ 2f"(w)

1 - .
=g, TO Ty, _ECSE;_D(E;:I

=a+-Cel+0(ed) (10)
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Tejlorovim razvojem za izraz (10), dobijamo

f(z) = £ (@[ Cael +;CoCFef +0(e))] (11)
Kvadriramo izraze (4)i (7)

Fl(x,)* = fl(a)’[1+ 4C,e, + (4CF + 6Cy)en + (8C, +12C,C5)el + 0(e;)] (12)
F'()? = fl(a)?[1 + 4CTeg + 8C,(C3— Ci)e; + 0(e;)] (13)
i mnozimo izraze (4)i(7)

Frle) 1) = f1(@)?[1+ 2C,e, + (2CF + 3C5)e; + 4(C,C3 + C el + 0(e)] (14)
Iz izraza (12), (13) i (14) sledi

Frlm)? =) +2f () f1() =

=f(a)[1+4CFe+8C,(C;—Ciled+0(el) — 1 —4C,e, — (407 +6C;)es —

(8C, +12C,C.)el + 0(e) + 1+ 2C,e, + (2€F + 3Cy)es + 4(C,C; + C)el+ 0(e))]

= 2f'(@)[1+ 2C3e2 + (26,C; — 4C3)el + O(e})] (15)
Deljenjem (15) sa dvostrukim (7), dobijamo

2f"(y,)
= F(@)[1+2C}e} + (26,¢; — 4C)ed + 0 (e)][1 — 2CFef — 4C,(Cy— C)e} + 0 (ed)]
= f'(a)[1— 2CFel — (4C,C; — 4C)el + 2CFel + (20,6, — 4CH)el + 0(e))]
= f'(a)[1—2C,Cael + 0(e})] (16)

Konacno, deljenjem (11) sa (16) se dobija

£(z.)

£ — F () + 2f () £ ()
2F )

| fl@)[5C5ed +3CoCRel +0(e])]

a frla)[l—2C,Ce; + 0(e;)]

1 . 1 . . . .
= [—CEE; —;C:Ca‘f'ﬁ +0(el)|[1+2C,C5e2 + 0(e)]

2
1 - - 1 - -
=—Ce, + 0,05, +—C,Crel + 0(e,)
2 3% T C2baln T Loty n
=3 Ceel +20,Cef+0(e]) )
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Iz (10) i (17) dobijamo izraz

_ flz,)

Xpey =2, — f (.‘*'n:': _f"(ffn): 4 Qf(ftn)f (1.“)
2 ()

1 i . 1 - 5 _— -
= a+-Ce)+0(e;) —=Cye. ——C,C5e; +0(e,)
2 e e 2 e 4 & e [

=a - 20,05l +0(e]) (18)
Pajeiz e,zy =x,.4 —a i (18)
ene1 = —=C,C3ef + 0(e]) (19)

Sto je po Definiciji 5, metoda 6. reda konvergencije itime je teorema dokazana.
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3.2. ProSirena geometrijska sredina Njutnove metode

Sada éemo u izaz (1) za funkciju @(s(x,)) uzeti geometrijsku sredinu Njutnove
metode tj.

¢(s) =

| -

t

v
gde je
s(x,) =

~h

(s
fi(xn

o

o

pa je
(s(x,)) =

4/ f (L.j
(7,

'\-\_\hl

A zatim uvrstavanjem funkcije @(s(x,)) u funkciju z,,, dobijamo slede¢u jednakost

fx)
" PGy ¢

FOn) FG) _ __ f)
G VFOw T P ar o

z, =X ¢(slx,)) =x,

N

Aproksimacija za f'(z,,) linearnom interpolacijom za tacke (x,,, f (2, )) i (v,. ' (v.)) je

HENE () + 2= () =
e e fG) _ﬂ:_;%ﬂ
UGG T PG T e
fGg o L e W
A PTG,
-\.-"f () 1 ()
Pa je predloZzena metoda za geometrijsku sredinu Njutnove metode
oSG )
S EN
o flx)
VFEDF ) : (20)
o f(z2)
VF ) () /
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Teorema 11. Pretpostavimo da funkcija /: 0 = B — R, za otvoreni interval D, ima prosti koren
a €D, Neka je f(x) dowvolino glatka funkcija u okolini korena . Tada postupak (20) ima red
konvergencije Sest ijednacinu greske

1 1 1 5 i,
— Y 2 & 1 [
€1 = 0 [2":: ECEJ[EC: EC"J“—’n 0(e,)

o

Dokaz.
Obzirom da su f'(x,) i f'(¥,) iste funkcije kao i za prosirenu harmonijsku sredinu,
koristicemo izraz (14), koji ¢emo korenovati

VG 70 =
= F(@[1+5(2Cse, + (203 + 35)e} + (46,C, + 4C,)ed)

1 a A - - 1 o - .
— (4Cel +40,(2C3 +305)ed) +—8C3el +0(ed)]

= fl(@)[1+ G, + (30, +5CF )2 + (20, +5 0.0, =5 CF ) el + 0(e)] (21)

Delimo izraz (3) sa izrazom (21)

flx,) _ flla)le, + Cre; + Ciel + Ciep + 0(e])]
T TG0 7(@[1+ Coey + (36, + 2¢2) i + (26, + S a6 ~2c3) et + 0(e2)]
. . ) 3 3 1 .
:[E'_n__C:EE_CSE:_C;_E';_U(E';:'][l_czen_[ECE_EC:—JE;
1 1 N\ . 3 1 . .
- [EC;——CHCE —— ;"Jej +Cre; +2C,(=Cy+=C7)e. + 0(e])
T35k 5tz )en 1€y 215 Sta)en n
. 3 1 v . . o . . . .
= n_C:Ei_[ECE_E :"]E':_CEE;_C:E:_C:E:_CEE’:_ O(e;)
1 1 2\ 3 N
=e, — (30 +5CF) i+ 0(ed) (22)

A zatim iz x,, = e, —a i(22) dobijamo

. f)
=e,ta—e, +(5C+5CF)ed + 0(ed)

R

1 1 -
=fr+(;f33+; 5}e§+ 0(e;) (23)

Ponovo primenjujemo Tejlorov razvoj na (23)
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Fe) = f@| (e +2ez) e+ o (Be+2c2) et + o) (24)

A zatim iz (4), (7) i (21) sledi

=@ |1-Cre, +(3c -2¢;) e2 + (20,0, - 2c8 - 20, ) 3 + 0(e})] (25)

Mnozenjem (4) i (25) dobijamo

Frae)( From)—F )+ ) o)) =

- ! ) g 5 3 ]
:f'I(“:"[l_EC:E'n + 3Cze, + 4C e, _D(E'_:_:'][l_"::en T [5"::_ _E'CsJ €y
9 9 - )
+ [—cﬂcg ——ci- 2.':;)9: +0(ed)]
3626 =3 e + 0L
= fl(a)’[1+ Cre, + (303 + 305 e + (20,0, + 203 + 20, ) el +0(e)] (26)

Iz deljenja (26) sa (21) sledi

VI G) ()
= f'(a) [l +Ce, + Ga::f + ;;:EJ ey + [—gc:ca —%cf + za:;_) el + a(e;-_j] [1 —Ce,

1 . 3 ) 1 1 N - 1 . 3 )
- [—c; ——a:,) el — [zc;——e:ﬂe:, ——C‘;"Jej +clel +2c, [—e:; ——e:,J e
2 & 2 = T T 2 Fa b= 2 ¥ L ¥ [ & 2 s 2 = n

—Cle; +0(e)
= @)1+ (€5 —2C,C5)e] + 0(ey)] (@7)

| zatim opet delimo (24) sa (27)

£z, _
Fri) (F On) = F1) + 3V F () £ ()
"x"llf.l (1“) : f.l (1'":'

@36 +5CE el + 0 (56 +562) et + 0(e])]

E

fila)[l+(Cc3—-2C,C5)el+ 0(e;)]

1 1y . 1 1 72 .
- |Ges+36) 2+ G+ 3e2) et 0D

: 5 [1-(C3 —2C,C5)e, + 0(e;)]

1 1 0y . /1 i R 1 1 07 .
=(—«:n——c:-]e;—(—cg—acg-][c;—zc:cgje_&—«:g (ECE—EC:—) ef + 0(e])

2% 2 2
= (e +3c)ed+ (56 +3¢) (56— 563 )en +0(eD) (28)
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Uwrstimo (23) i (28) U x,,+4

Tn+1 = @7 [%CS_%CE]Ei _GCE _} :':}'E'.E_":: GCE _%C::]ECS_%C:':}E:E_ O(e;)
U 2 2 -2/ \z 22
Hpag =@ — G (_Cz __C:"J(_“:s __C:"JE'E + 0(e,)
2 2 2 2

1 5 -
— e A 2 _ &6 7
€01 = C5 [EL"H CEJ[EC: QCEJE” Ole,)
Sto pokazuje da je, ponovo po Definiciji 5., i za geometrijsku sredinu Njutnove metode,

predlozena metoda 6. reda konvergencije.
O
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3.3. Prosirena p-stepena sredina Njutnove metode

Ponovo posmatramo izraz (1) i za funkciju :p[:s(xn)} sada uzimamo p-Stepenu sredinu
Njutnove metode koja glasi

2
$(s) =y
v 1+ 5°
gde je
)
") )
pa je
o(s(x,)) = V2 _ V2 _ V2 Fl(x,)
- e !!l NiCALE !!f"(l',n,)-” +fl(v,)? V()P + ()P
N Fix, 7 J fix, )7
odakle dobijamo
flx,) V2 Fix,) _ V2 Flx,)

Z, =X,

n _fEﬁ.,,.j f\f(:‘a.,,,:l'] T F (_1'}!:"3 =X, T f‘lf(l"):ﬂ = F (1‘")_1

A f'(z,) aproksimiramo linearnom interpolacijom za tacke (x,.f (x,))i (v f ' (¥,))

Fla) ¥ 22 F () + 2 () =
BT ICH I o B i)
I O e O L PN ¥ L G L Al O L Lo
T e O G F)
S I PTG

_ P (V2 G = V2F () + V&P £ F00)7)
HCALEYACAE

Pa je predloZeni metod
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f(x,) )

TG
o VEfx)
e T T S F L) b (29)
o f(z)
T ) (V2 () — V2 () + N )P P (n)P)
V)P +F ()7 ’

7a koji vazi teorema

Teorema 12. Pretpostavimo da funkcija /: D = E — K, za otvoreni interval D, ima prosti koren
a € D. Neka je f(x) dovoljno glatka funkcija u okolini korena «. Tada je postupak (29) ima red
konvergencije Sest ijednacinu greske

n+1 . 1 p+1 . § _
oo L2 772 2 72 " §
I'\-_II--II:‘E
gdeje; =22 | o —x —a
Lo ()
Dokaz.

Stepenujemo (4) i (7) p stepenom, redom.

alp—1 o _
M (4C5e; +12C,C5e))

il )? = f(a)’[1 +p(2Ce, + 35393 _4":;_9.3) B 2 2%n

L plp- l;(fﬂ —2) 8Clel + 0(e)]

=f'(a)?[1+ 2pCae, + (3pC; + 2p(p — 1) (D)e,
+(4pC, + 6p(p = DCC; +1p(p = Do = 2)C3 ) o3 + 0(e)] 0

F1()* = £ (@)?[1 4 p(2CTey +4C,(Cs — C)eg + 0(ep)]
= f(a)?[1+ 2pCie; +4pC,(Cy— Ci)e + O(el)] (1)

A zatim sabiramo (30) i (31)

Fre )P+ ()7 =
= f(a)?[2+ 2pCie, + (3pCy + 2p~C5 — 2pC3F + 2pCie;

] 4 ] 2\ a
+ [ﬂhﬂf;_ +6p~C,Cy — 6pC,Cq —g’p(’p —U(p—2)C; +4pC,C3— 4’aﬂf£") e,

+0(e)] ;
=2f"(a)?[1+ pCse, + [E’pfs + 'pECEJ ex
+(2pC, + (307 = p)C2Cs + 2p(p* —3p — 1)CF ) e2 + 0(e)] (32)
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Korenovanjem p-korenom izraza (32) dobijamo

VF G2+ F100)7 =

@ e+

w:n—rfa:EJeE
SPLs TPy Jey

) 2, N a
+ [E’r-ﬂf;_ +Bp" - )G +Sp(p® - 3p - l)Ci‘]E.‘T]

2e2 + (3p2C,C, + 2picd)el )_[l—p][l—?p] 30,3
2p Gp* -
, + oo "
= V2F (@) |1+ e, + (2e + 22 cF) 2 +( 2C3 =203 el + 0(e)| (33)

A zatim iz mnozenja /2 sa (3) i deljenja sa (33) sledi

V2F(x,)
VPGP + F G

V2 Fla)[e, + Coel+ Cael + Cuet + 0(e5)]

3F a;[1+cﬂe +[%C ptl 2)ez [zcé+3p+lcﬂc~ Spflcﬂie + 0(ed)]
e, —(Z2c2+10;) el +0(ed) (34)
Primenjujemo x, =e, ~a i(34)uz,
z,=e, +ta—e, + [:'ugi C3 —%CS:]E'_E +0(ej)=a+ [:'H;i C; —%Csjjei +0(e) (35)
a zatim Tejlorov razvoj za z,,
) = f@|(Eer+1e) e+ o (e +1e) et = 0(e])] (36)

Iz (4), (7) i (33) skdi

V2f'(y, D) = V2 ) + V)P + ()P =
=N2f'(a)[1+2CTei+4C,(C;—CFlel —1 —2C,e, — 3C e —4C.el + 1+ Cye,
3 p+1 Ip+1 3p+1 . . .
—[—CS—IG—C:JE;—[EC;— P C,C3 — P C:")Ej— o(e;)]
2 2 - e 3 2 - A 2 - e e
=VZF(a)i—Ce, +(E2c2-2c)e2 +( (G —E2ci —20, )i+ 0(ef)] (37)

Mnozenjem (4) sa (37) se dobija

£ (V2r 0 - V25 ) + VT )P + 7 0,7) =
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g I - - [2] x T _5 ¥ 3 e
V2 fl(a) [1+ 2C,e, +3C e + 4C.e, + 0(e)][L — C,e, + [_,0 Cs ——CHJ e

2 23
3p+9 3p+9
—(p .0y — 2 €3 —2C,)ed + 0(ed)]
2 2 m
= V2 (@2 |1+ Coe, + (B2 0 420, ) €2 + (20, + X220, - 222 ) ed + 0(e)] (38)

A zatim delimo (38) sa (33)

£ (V2F 0) = V2 £1() + VF )P + F007) _
VF )P+ 10, )’

82 Fila f[1+c‘:e"+(p+l 242 Cn'le +[n: +3p e, - p._l f)e,§g+ﬂ:ﬁe;—_}]

V2P (@)1 + Caepn + (SC +"'¢erl ie“ ["C +3p+lcqcn 3p+lcﬂie“+ 0(e)]
A Ip—1 -
=f'{a) l+C«e“+[—Cq+ C) gy + [ LC*‘C"_F—C")E;"'G:--E;J
+1 . Ip+1 3p+1 .\ . ..
11— Cae, — [ C;+ 1} f:ﬂ) ;—[hf: + I} .05 — I}_ C§)€§+C:‘€ﬁ
+(3C,C3+(p+ lJCg,Je;f —Ciel+0(ed)
= flla)[1+ ((p+ 1)CF —2C,C5)el + 0(e])] (39)

Delimo (36) sa (39)

f(z,) _
2 () = V2 £ Gra) + VF G)? + £ (00)7)
VF G + O

f"(n)[['p%cf—% Jed+ o (B5Eci+56) ef+0(e])

L

Frla)t+ ((p +1)C3 —2C,0;)el + 0(ed)]

_‘J-'l.“

Fix)(

p+-1 1 o p+1 - . a -
=||l—VC5 + = "J j—Cﬂ[—C‘ﬂ——C‘HJ 51 o(e! 1—[{p+ 107 —2C,0, ez
[[ ——Ci+5C5) e —C2+56) i +o(e])|[L - ((p + 1ICE -26,C; e
+0(e;)]
p+1 ., 1 - pT1 ) -
= c:——ane:—[—cﬂ __..:,) p+1)C3—-2C,C, )ef
( 2 & 2 2 mn 2 2 I:(IGI :I_ & Cl} n
1 1 = -
—Cﬂ(p C'T__Ca] el +0(e))
& 2 & 2 [ [
pil 2 1 p+l o 5 7
= (B2 +ic)el + (22 +10) (<2 cE + 10y ) ek + 0(e]) o)

pa se, kona¢no, primenom (35) i (40) u x,,-4 dobija
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X0y = @+ [ECE—ECEJE'i —(Tﬂ_lCE——CEJE;
2 2 2
-G (3;1 i _%CEJ [_ J: i _;CEJEE_ 0(e;)
=a—C (B +16)(-Eci+20)ef+0(e]) (41)

Odakle sledi da je
(39)

v+l 2 1
- C:——:Cn

o
&

€ns1 = (s (

Sto dokazuje da je proSireni metod 1 primenom p-stepene sredine Njutnove metode, takode Sestog
m

-

reda konvergencije.
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3.4. Analiza dobijenih rezultata

U odeljku 2.8. [8] je navedeno da su aritmeticka, harmonijska i geometrijska sredina
specijalni sluajevi p-stepene sredine, pa na isti naéin mozemo primetiti da prosirena p-stepena
sredina Njutnove metode zapravo sadrzi i metodu datu u [18] i prosirenu harmonijsku sredinu
Njutnove metode i prosirenu geometrijsku sredinu Njutnove metode, za p =1, p =—1 ip =0,
redom. To se najbolie moze videti iz koeficjenata jednacina greske:

e ProSirena aritmeticka sredina Njutnove metode (Parhi 1 Gupta metod):
b b 9 b b b l < 5 b
e,.q4 = Cs [[C: —Cy)° — —CE'J e+ 0(el)=0cC, (C: ——CEJ [C‘: — —CEJ eS+0(el)
n e 1 n n 22 73 173 n n
e ProSirena harmonijska sredina Njutnove metode:
5{7 206 4 O(e]
€,04 = ——C,Cref +0(e,
we = =3 CiCReE +0(e])
e ProSirena geometrijska sredina Njutnove metode:
1 . 1 1 . 5 -
€01 = C5 [—E‘: ——Cn] [ECE —ECEJE,'E' + 0(e,)

e Prosirena p-stepena sredina Njutnove metode:

n+1 1 B+1 g -
€ne1 = [pT"::'_ _5":3) (.ﬂ 5 €y _ECEJE.E + 0(e,)

Metod Koeficijenti

. . +#1 2 1 g+l .2 5
Prosirena p-stepena sr. Nj. metode c, (\'J: Cy+ ;"33) ['J: cy— ;CSJ

. . . . 7 1 9 5
Prosirena aritmeti¢ka sr. Nj. metode (p = 1) C, [:Cf —;CE:] [Cg -3 Ej
Prosirena harmonijska sr. Nj. Metode (7 = —1) —ECZC;_,?

v .. . 1 .2 1 1 2 5

Prosirena geometrijska sr. Nj. metode (7 = 0} C, (5 Cr+3 ":3] (EC:' - ;“:3]

Tabela 1. Koeficijenti jednacina greske
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4. Numeric¢ki eksperimenti

U ovom delu ¢emo se baviti numerickim proratunima pomenutih i1 izvedenih metoda
kroz konkretne primere, koji su uzeti iz radova [3], [9], [15] i [18]. Za njih ¢emo posmatrati broj
iteracija potrebnih da se dodje do resenja funkcije, indeks efikasnosti i broj funkcionalnih
evaliacija za svaku od njih 1 uporediCemo rezultate. Svi proracuni su radeni u programu
Mathematica 8, a preciznost je povecana na 20000 cifara pomocu funkcije SetPrecision.
Izlazni kriterijum, pomenut u delu 2, je Ix,.; —al <2 tj. |f(x,21)] ==, gde je @ koren
funkcije.

Pored svake zadate funkcije se nalazi njeno jedno jednostruko (dva u funkciji fiz)
reSenje, a U tabeli uporedujemo broj iteracija, za zadate pocCetne vrednosti *y, dobijenin
koris¢enjem samo metoda Sestog reda konvergencije.

filx) =%+ 4x* — 10, a = 1.365230013414097

filx)=sin"x—x?+ 1, o = 1.404491648215341

flx)= xe* — sinfx + 3cosx +5, o =—1.207647827130919
) =(x-1*-1, a=

folx)= p¥ *Tx=30 _ g o =3

f(x)=x%—10, @« =2.154434690031884

frlx) == —1, a=1

filx)=x*—e*—3x+2,  a=0257530285439861

flx)=(x—2)" -1, a=73
fiolx)=x34+1, a=—1
fiu(x)=x*+sin(%) -2,  a=0409992017989137

fa(x)=x—3lnx, «=1.857183860207835
fis(x)=e* —4x?, @, = 0.714805912362778; a, = 4.306584782206997
fielx) = e ™™ 4+ cosx,a = 1.746139530408012

Xp Neta ShG KL GP PHS | PGS PpSS
2 | 2<p<I8
fi(x) 1 2 2 2 2 2 2 3 0>18
2 2<p<6
2 2 2 2 2 2 2 3 056
18 p=2
13 p=4
fa(x) 1 2 3 2 2 2 41D p=6
11 | p>8*
11 | p={2,4}
3 3 3 3 2 3 12 10 p>6*
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f£u(%) 16 | 3 3 3 3 3 | 3|3 gg
Fo(x) 25 | 2 3 2 2 2 2 g g;
3 | 2<p=2l
35 3 3 3 3 3 3 | 5 p‘;Zl
Fo(x) 325 | 3 4 4 3 | dv | dv | gg
4 p=2
35 | 5 5 5 4 | dv | div | 5 | 3<p<7
6 p>7
o () 15 2 3 2 2 2 2 g g;
13 p=2
15 | p=3
£ (%) 05 | div | 141 | 18 | 11 | div | div i? 52;;‘7
18 | 8<p<22
19 | p>22
3 | p=12,3}
0.8 | 7 3 3 4 A R
Fa (@ 7 3 3 4 3 3 5 6>
3 4 3 3 4 4 6 7%
S) p=2
o) 35 | 4 6 6 4 | dv | dv | 6 | 3<p<6
7 p>6
9 p=2
10 | p=3
45 | 7 10 | 15 | 7 | dv | div |11 | p={45}
12 | 6<p<2l
13 | p>21
Fro(®) 08 | 2 2 2 2 2 2 § 2?3;3
Fia(® 05 | 2 2 2 2 2 2 2
Fip (%) 2 2 2 2 2 2 6 6
Fis(X) 075 | 2 2 2 2 2 4 4
425 | 2 2 2 2 2 2 2
Fia® 15 | 2 2 2 2 2 5 5
2 2 2 2 2 2 5 5

Tabela 2. Broj iteracija
* - metod konvergira ka realnom korenu samo za paran broj p

** - metod konvergira ka -1 posle 47 iteracija
div — metod divergira
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U Tabeli 2. se nalaze metode Sestog reda konvergencije, koje smo u delu 2 ve¢ pominjali,
i to metod B.Neta (Neta), Sharma i Guha (ShG), Kou i Li (KL), Gupta i Parhi (GP), a poslednje
tri kolone su metode izvedene u ovom radu: proSirena harmonijska sredina (PHS), proSirena
geometrijska sredina (PGS) i prosirena p-stepena sredina (PpSS).

Iteracije u metodi ShG su dobijene za a =1, §to je takode uzeta vrednost datog
parametra u radu [9]. Metode PHS i PGS c¢es¢e divergiraju od ostalih metoda, ali samo za
predlozene pocetne vrednosti. Ove metode konvergiraju u nekoliko iteracija ka reSenjima
funkcija za pocetne vrednosti dovoljno bliske samom reSenju funkcije. U koloni PpSS se nalaze
sve iteracije, zavisno od promene broja p. Prora¢uni su radeni za 2 = p = 500000, jer su
vrednosti p =1, p = —1, p = 0 ve¢ obezbedeni metodama GP, PHS, PGS, redom. Za funkcije
f5, fa, fi2, fiz(za xy = 0.75) i fy. postupak PpSS konvergira ka realnom resenju samo za paran
broj p. Uopsteno gledaju¢i, u tabelu smo mogli uneti samo vrednost ¥ = 2, za koju generalno
dobijamo najmanji broj iteracija, ali primer funkcije f. pokazuje da broj iteracija nije uvek
rastuci niz, tj. da sa porastom broja p, broj iteracija opada, u zavisnosti od zadate funkcije.

Svaka od pomenutih metoda u tabeli zahteva odredjen broj izra¢unavanja funkcija i broj
prvin izvoda funkcija po iteraciji. Metode B.Neta i ShG zahtevaju izraCunavanje tri funkcije i
jedan prvi izvod, dok metode KL i GP zahtevaju izraCunavanje dve funkcije i dva prva izvoda po
iteraciji. Novodobijena metoda PHS zahteva, takode, izratunavanje dve finkcije i dva prva
izvoda po iteraciji, dok PGS i PpSS zahtevaju jo§ i izraCunavanje kvadratnog, odnosno p-korena
funkcije, pa je shodno tome, broj funkcionalnih evaluacija m po iteraciji, za PHS metodu, jednak
4, dok je za PGS i PpSS jednak 5. Racunski red konvergencije, po formuli

In

T

JCI‘\.;-

Hyeq — cr‘
X, — @
, Xy — O
in|————
g — O

pokazuje da su sve tri metode zaista Sestog reda konvergencije, pa je indeks efikasnosti za PHS
metodu 6+ = 1,5651, aza PGS i PpSS 6: = 1,431,

Broj funkcionalnih proracuna po iteraciji za ove metode ¢emo predstaviti u sledecoj

tabeli:
X Neta ShG KL GP PHS | PGS PpSS
10 | 2<p<18
Fi(x) 1 8 8 8 8 8 10 15 0>18
10 | 2<p=<6
2 8 8 8 8 8 10 15 056
90 p=2
65 p=4
fa(x) 1 8 12 8 8 8 20 60 0=6
55 p=>8*
55 | p={2,4}
3 12 12 12 8 12 60 50 p>6*
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Fal®) 16 | 12 | 12 | 12| 12 | 12 |15 ] E;g
Fo(x) 25 | 8 12 | 8 8 8 | 10 ig §;§
15 | 2<p<2l
35 12 12 12 12 12 15 | 5 p§21
Fo(x) 325 | 12 | 16 | 16 | 12 | - . E;g
20 | p=2
35 | 20 | 20 | 20 | 16 | - - | 25 | 35p<7
30 | p>7
fo(x) 15 | 8 12 | 8 8 8 | 10 12 g;g
65 p=2
75 | p=3
£ () 05 - 564 | 72 | 44 - - gg 52;§7
90 | 8<p<22
95 p>22
15 | p=02.3}
0.8 i 28 | 12 | 12 | 16 | 20 |30 P
Fol®) 7 2 | 12 | 16 | 12 | 12 | %5 30 *
3 6 | 12 | 12 | 16 | 16 | 30 35+
25 p=2
Folx) 35 | 16 | 24 | 24 | 16 | - | 30 | 3<p<6
35 | p>6
45 p=2
50 | p=3
45 | 28 | 40 | 60 | 28 | - - | 55 | p={4.5}
60 | 6<p<2l
65 | p>21
Fio(x) -0.8 8 8 8 8 8 10 12 2§E§é3
Fri(®) 05 | 8 8 8 g g | 10 10
Fia (%) 7 8 8 8 8 8§ | 30 30"
fia(x) | 075 | 8 8 8 8 8 | 20 20%
425 | 8 8 8 8 § | 10 10
Fial® 15 | 8 8 8 8 8§ | 25 o5
7 8 8 8 8 8§ | 25 o5+

40

Tabela 3. Broj funkcionalnih proracuna po iteraciji




5. Zakljuéak

Kao $to je ve¢ navedeno u delu 2, mnoge metode Sestog reda konvergencije su nastale
uvodenjem proracuna dodatne funkcije ili generalizacjom neke metode nizeg reda
konvergencije. Medutim, takav princip nje uvek dovolino efektan, odnosno bez obzra Sto
mnoge metode Sestog reda konvergencije imaju isti koeficijent efikasnosti, po broju iteracija
prime¢ujemo da ipak ne konvergiraju sve istom brzinom ka reSenju funkcije, a isto tako na broj
iteracija tj. na brzinu konvergencije dobijenih metoda, veliki uticaj ima izbor pocetne vrednosti.

U ovom radu smo razvili tri nove metode, i to proSirenu harmonijsku sredinu Njutnove
metode (PHS), prosirenu geometrijsku sredinu Njutnove metode (PGS) i p-stepenu sredinu
Njutnove metode (PpSS) za koje smo, kroz numericke eksperimente, primetili da njihova
efikasnost varira od funkcije do funkcije. Najbolje se pokazala PHS, koja u velikoj meri parira
ostalim metodama Sestog reda konvergencije, dok ostale dve novodobijene metode ne
zadovoljavaju ocekivane kriterijume, S$to potvrduje ikoeficijent efikasnosti.

Mozemo zakljuCiti da, bez obzra Sto generalizacija ili uvodjenje proracuna dodatne
funkcije povecava red konvergencije i samim tim ubrzava metode nizeg reda, ipak najbolje
reSenje dobjamo iz specyalnih slicajeva metoda viSeg reda konvergencije. Ovwvu Cinjenicu
mozemo potkrepiti i konkretnim primerima. Na primer, za metod Sharma i Gupta specijalni
slu¢aj je metod Grau i Diaz-Barrero kad je @ = 0, gde se u nekim funkcijama znatno menja broj
iteracija kao npr. u funkciji f;, gde se za pocetnu vrednost x, = 0.5 umesto 141 dobija 15
iteracija, a za x, = 0.8 se, umesto 7, dobiju 4 iteracije. Zatim, metod Chun-a ima za specijalni
slucaj metod Kou-a, takode za @ = 0, gde se, iako su oba metoda Sestog reda konvergencije,
metod Kou-a mnogo bolje ponasa u odnosu na metod Chun-a. | kona¢no, kao §to smo i dokazali,
Sharma i Gupta metod, PHS i PGS su specijalni slu¢ajevi za PpSS, gde smo se kroz numericke
eksperimente uverili da se samo uopstenje tj. PpSS, ponasa isto ili losije kroz razli¢ite primere, a
u zavisnosti od promene broja p, dok se Sharma i Gupta metod, koji je zapravo proSirena
aritmeticka sredina Njutnove metode, kao specijalni slu¢aj za » = 1, ponaSa najefektivnije i na
njega previse ne utiCe izbor pocetne vrednosti, kao §to je to sluiCaj sa PHS 1 PGS. Najveéi broj
specijalnih sluajeva je ve¢ naveden u radu [6].

Dakle, ovim master radom mozemo zakljuéiti da je kroz generalizaciju ili kroz uvodenje
dodatnih funkcija i njihovih izvoda, potrebno do¢i do povecanja reda konvergencije metode, a da
se u isto vreme ne umanji njena efikasnost.

Kako je u poslednjih 35 godina pocela ekspanzija razvoja metoda za reSavanje
nelinearnih jednacina 1 jo§ uvek nije pronaden dovoljno efikasan i tatan metod, to pitanje ostaje
otvoreno za neka dalja istrazivanja.
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