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Predgovor

Analiza prezivljavanja predstavlja jedan od naprednih metoda istrazivanja koji se koristi u
mnogim razli¢itim naukama. Naziv ovog metoda oslikava njegove pocetke u medicinskim i
demografskim proucavanjima mortaliteta. Nakon predstavljanja proporcionalnog hazardnog
modela od strane Koksa 1972. godine, empirijska analiza podataka o istoriji dogadaja je
postala popularnija i dozivela jo$ $iru primenu.

Analiza prezivljavanja je deo statistike koji se bavi analizom vremena do pojave nekog
dogadaja. Predmet posmatranja je slucajna promenljiva koja ima pozitivne vrednosti, kao Sto
su na primer u medicini vreme do smrti, duzina boravka u bolnici, vreme do oporavka
prilikom primene neke terapije, ili u ekonomiji trajanje Strajka, nezaposlenosti i slicno. U
osiguranju ima znacajnu primenu jer se koristi kao bitna alatka u prora¢unima premija za
razli¢ite polise. Na osnovu velikih baza podataka statistiCari su u moguénosti da utvrde
ucestalost smrtnosti u zavisnosti od godina i zdravstvenog stanja osiguranika. Kada se
uracunaju moguce isplate po osnovu polise, moze se doé¢i do iznosa premije. Cilj ovog rada je
upoznavanje sa osnovnim pojmovima analize prezivljavanja i pokazivanje primera primene u
teoriji zdravstvenog osiguranja.

Rad zapocinjemo definisanjem osnovnim pojmovima u analizi prezivljavanja, kao $to su na
primer funkcija prezivljavanja i hazardna stopa. Zatim u drugom poglavlju opisujemo
Koksov poluparametarski proporcionalni model koji omogucava ukljuc¢ivanje cenzurisanih
podataka u proceni, §to je veoma bitno jer oni imaju veliki udeo u bazama podataka koje se
koriste u analizi prezivljavanja. Ovaj model je znacajan i zbog moguénosti da se ukljuce
vremenski zavisne promenjlive. Dalje ¢emo pokazati kako se metodom maksimalne
verodostojnosti ocenjuju koeficijenti Koksovog modela. U nastavku se upoznajemo sa
stohastickim procesima i definiSemo Markov stohasticki proces. Upotrebom Markovog
procesa moguce je opisati modele sa vise stanja koji se u praksi analize prezivljavanja Cesto
sre¢u. Na kraju tre¢eg poglavlja su definisani intenziteti prelaza i pokazana je veza izmedu
intenziteta prelaza i verovatnoca prelaza preko Kolmogorovljevih diferencijalnih jednacina.

Cetvrti deo rada je posvecen upoznavanju sa elementima iz aktuarstva. Definisane su
aktuarske sadaSnje vrednosti novéanih tokova koji se javljaju u osiguranju, a zatim je
objasnjen pojam rezervi 1 princip ekvivalencije koji se koristi za racunanje premije
osiguranja. U osiguranju postoji mnogo modela sa viSe stanja pa smo na kraju ovog poglavlja
pokazali 1 kako se racunaju aktuarske sadaSnje vrednosti u Markovim modelima sa viSe
stanja.



U poslednjem poglavlju ¢emo prikazati jednu od primena prethodno opisanih metoda analize
prezivljavanja u zdravstvenom osiguranju. U osiguranju za dugoro¢nu negu visina isplate
beneficije od strane osiguravaca zavisi od tipa nege koja se pruza osiguraniku, s tim da u toku
trajanja osiguranja moze doc¢i do promena tipa nege pa je kao takav model idealan primer za
primenu Markovih modela sa viSe stanja. Nakon predstavljanja ovog tipa osiguranja preko
Markovog modela, pokazacemo kako se intenziteti prelaza mogu izra¢unati pomocu
Koksovog modela. U zavrsetku rada ¢emo objasniti kako se preko ocenjenih intenziteta
prelaza, upotrebom aktuarskih formula dobijenih u Cetvrtom poglavlju mogu izraCunati
premije osiguranja za dugoro¢nu negu.



1. Analiza prezivljavanja

Analiza podataka o vremenu prezivljavanja (tacnije vremenu do nekog dogadaja, istoriji
dogadaja ili podataka o trajanju) igra bitnu ulogu u medicini, biologiji, demografiji,
ekonomiji, aktuarstvu i drugim naukama. Analiza prezivljavanja se razlikuje od ostalih polja
statistike zbog pojave cenzurisanih podataka. U procesu prikupljanja, neki podaci sadrze
samo parcijalne informacije o pojavi koja se posmatra i zbog toga ovakve vrste nepotpunih
opservacija povlace potrebu za specijalnim vrstama statistiCkih metoda. U prvom poglavlju
ovog rada ¢emo navesti osnovne karakteristike analize prezivljavanja i objasniti pojam
cenzurisanja. U nastavku poglavlja ¢emo definisati funkcije kojima se opisuje vreme
prezivljavanja kao neprekidna slucajna promenljiva i pokazati ekvivalenciju definisanih
funkcija. U praksi se vreme prezivljavanja Cesto predstavlja diskretnim modelom pa ¢emo na
kraju poglavlja izvesti i osnovne formule koje se u tom slucaju koriste.

1. 2. Osnovni pojmovi u analizi prezivljavanja

Analiza prezivljavanja predstavlja kolekciju statistickih procedura koje se koriste u
izu¢avanju i proracunu Vremena do pojave dogadaja od interesa. Predmet posmatranja analize
prezivljavanja je specijalna vrsta slu¢ajne promenljive koja je definisana kao vreme propasti,
odnosno vreme prezivljavanja subjekta za koji se zna da je postojao na pocetku perioda
posmatranja. Drugim re¢ima, pod vremenom prezivljavanja za neki subjekat ovde
podrazumevamo godine, mesece, nedelje ili dane koji proteknu od trenutka kad se subjekat
poceo posmatrati do trenutka kad se dogadaj od interesa ostvari. U medicini se za dogadaj
najcesS¢e uzima smrt, pojava bolesti ili oporavak pacijenta pod nekom terapijom, ali dogadaj
se moze definisati i kao na primer kraj Strajka, dobijanje posla, bankrot preduzeca i sli¢no.

Mi ¢emo u ovom radu pretpostaviti da se posmatra realizacija samo jednog dogadaja, iako
postoje analize u kojima postoji vise dogadaja od interesa koji se ostvaruju nad jednim
subjektom. U tom slucaju razlikujemo problem sa rekurentnim dogadajima i problem
paralelnih rizika. Neki primeri rekurentnih dogadaja su: viSestruki povracaji iz remisije od
leukemije, pacijent koji se leci od srcane bolesti vise puta dobija infarkt i sli¢no. Problem
paralelnih rizika se javlja kada propast jednog subjekta moze biti posledica bar dva uzroka,
kao npr. ako se za propast smatra smrt neke osobe, ona moZe nastati usled bolesti, nesre¢nog
slucaja, kao samoubistvo ili ubistvo.

Prikupljanje podataka u analizi prezivljavanja se obavlja u odredenom vremenskom periodu,
a prema nacinu prikupljanja podataka studije mogu biti:



1) Unakrsne studije
2) Longitudinalne studije

Unakrsne studije najc¢esce koriste aktuari i demografi jer oni rade sa velikim uzorcima. U
ovakvim studijama se prvo definiSe studijska grupa, odnosno daje se opis subjekata ¢ije ¢e se
vreme prezivljavanja posmatrati, npr. neki primeri studijske grupe su populacija grada,
pripadnici nacije, osiguranici u osiguravajucoj kompaniji, korisnici penzionog plana, itd.
Zatim se bira i fiksira period posmatranja. Na pocetku ovog perioda postoji mnogo subjekata
koji su ve¢ u studijskoj grupi i oni se tada i po€inju posmatrati. Medutim, u studijsku grupu
mogu uci subjekti i u toku perioda posmatranja dok neki drugi subjekti mogu i izaéi pre kraja
perioda a da se propast kod njih ne ostvari. Ovakvi ulasci i izlasci u toku trajanja studija se
nazivaju migracije. Velika prednost unakrsnih studije jeste da se mogu posmatrati vremena
prezivljavanja koja su poduza.

U medicinskim istrazivanjima su ¢eS¢i manji uzorci, pa se u tom slu¢aju primenjuje
longitudinalni oblik studije. Dok se u unakrsnim studijama prvo fiksira period pa se iz tog
perioda posmatraju subjekti koji odgovaraju studijskoj grupi, u longitudinalnim studijama se
unapred sastavlja studijska grupa koja se zatim kontinuirano prati. Ovakav tip studija se moze
koristiti samo kada je vreme do propasti relativno kratko.

Longitudinalne studije mogu biti dizajnirane tako da omogucavaju potpune podatke ili kao
studije sa nepotpunim podacima. Kada se unapred odabrana grupa subjekata od interesa, koja
se u praksi naziva kohorta, posmatra sve dok se ocCekivani dogadaj ne ostvari na svakom
subjektu iz grupe onda dobijamo potpune podatke. Ovako dizajnirane studije medutim, mogu
biti veoma dugacke i skupe ako kohortu ¢ine zdrave osobe pa se zato u takvim slucajevima
longitudinalne studije nekada okoncavaju i pre nego Sto se zabeleZi trenutak propasti za sve
subjekte. Postoje dva nacina na koja se ovakvo okon¢avanje vr$i, prvi na¢in je na osnovu
unapred definisanog datuma a drugi nacin je na osnovu unapred definisanog broja ostvarenih
oc¢ekivanih dogadaja. U oba slucaja, pojavice se subjekti kod kojih se ocekivani dogadaj nije
ostvario za vreme studije, odnosno za njih se tada ne zna da li ¢e se nakon okoncavanja
studija dogadaj ostvariti i za koje vreme ili se eventualno nece ni ostvariti. Takvi slucajevi
predstavljaju nepotpune podatke koje nazivamo i cenzurisanim podacima.

Cenzurisani podaci su veoma cesti u analizi prezivljavanja i predstavljaju znacajan analiticki
problem. Cenzurisani podaci su oni podaci koji u sebi sadrze neke informacije o vremenu
prezivljavanja subjekta ali ne i egzaktno vreme prezivljavanja. Zbog toga se u tom sluéaju
vreme koje protekne od pocetka posmatranja datog subjekta do trenutka cenzurisanja naziva
cenzurisano vreme prezivljavanja a ukoliko je vreme propasti za nekog subjekta poznato
onda ¢emo vreme koje protekne od pocetka posmatranja tog subjekta do njegove propasti
nazivati egzaktno vreme prezivljavanja.

Cenzurisanje se osim u longitudinalnim studijama sa nepotpunim podacima moze pojaviti:



1) Ako se u toku studije neka osoba “izgubi”, odnosno ukoliko se praéenje nekog
subjekta iz nepoznatog razloga ne nastavi

2) Usled povlacenja nekog subjekta iz studije zbog nekog dogadaja koji nije od interesa,
na primer kada je dogadaj od interesa zaposlenje neke osobe a u toku posmatranja ta
osoba umre

Da li je vreme prezivljavanja cenzurisano ili nije pokazuje sluajna promenljiva koju ¢emo
oznacavati grékim slovom §. Ukoliko se ocekivani dogadaj za neki subjekat ostvario onda ¢e
za taj subjekat vaziti § = 1 a ako je vreme prezivljavanja tog subjekta cenzurisano tada je
6 =0.

1.2. Raspodela vremena prezZivljavanja

Vreme prezivljavanja nekog subjekta se obelezava sa T, a sa malim slovom t obelezavamo
realizovanu vrednost slu¢ajne promenljive T. Na primer, ako T predstavlja broj meseci koje
pacijent provede na hemotarapiji pre smrti i ako nas zanima da li je pacijent preziveo
najmanje 5 meseci na hemoterapiji onda se u stvari pitamo da li je T ve¢e od t = 5. Posto
slucajna promenljiva T predstavlja vreme, ona mozZe uzimati samo nenegativne vrednosti,
odnosno vazi da T > 0. Kao i svaka slu€ajna promenjliva 1 vreme preZivljavanja moZze biti
neprekidna, diskretna ili mesovita slu¢ajna promenljiva.

Pretpostavimo da je T apsolutno neprekidna slu¢ajna promenljiva i da je F(t) njena funkcija
raspodele. U praksi se u zavisnosti od cilja analize, odnosno radi iskazivanja razli¢itih
zakljuCaka obrade podataka, raspodela vremena prezivljavanja opisuje preko sledece tri
funkcije:

1. Funkcija prezZivljavanja
2. Gustina verovatno¢e vremena prezivljavanja
3. Hazardna funkcija

Ove tri funkcije su matematicki ekvivalentne, odnosno ako nam je raspodela opisana jednom
od ovih funkcija, na jedinstven nac¢in mozemo odrediti druge dve funkcije. Sada ¢emo opisati
svaku od ovih funkcija i pokazati njihovu ekvivalenciju.

Funkcija prezivljavanja

Funkcija prezivljavanja, koju ¢emo obelezavati sa S(t), predstavlja verovatno¢u da je vreme
prezivljavanja subjekta duze od ¢, tj.:



S(t) = P{vreme prezivljavanja je duze od t} = P{T > t} (1.2.1)

Kako po definiciji za funkciju raspodele vazi F(t) = P{T < t}, dobijamo da je:

S(t) = 1 — P{vreme prezivljavanja nije duze od t} = 1 — F(t) (1.2.2)

Osobine funkcije S(t):

1) S(t)je monotono nerastu¢a funkcija — verovatno¢a da ¢e osoba ziveti duze od t
godina ne raste pove¢anjem godina t

2) S(0) =1 — verovatno¢a da ¢e na pocetku perioda posmatranja osoba biti ziva je
jednaka 1

3) S(o0) = 0 — verovatnoca da ¢e osoba ziveti beskona¢no godina je 0

Funkcija S(t) se Cesto naziva i kumulativna stopa prezivljavanja. Kako bi opisao tok funkcije
prezivljavanja, Berkson (1942) je uveo graficku prezentaciju funkcije prezivljavanja. Grafik
funkcije S(t) se naziva kriva prezivljavanja.

Gustina verovatnoce (funkcija intenziteta verovatnoce)
vremena prezivljavanja

Kao i svaka neprekidna sluCajna promenljiva, vreme prezivljavanja T ima svoju gustinu
verovatno¢e. Gustina verovatnoée vremena prezivljavanja, u oznaci f(t), predstavlja
grani¢nu vrednost verovatnoce da se dogadaj smrti realizuje u veoma kratkom intervalu od t
do t + At po jedinici priraStaja At, odnosno verovatno¢u umiranja u veoma kratkom intervalu
po jedinici vremena. Matematicki ovu definiciju zapisujemo na sledeci nacin:

lim P[osoba umire u intervalu (t, t + At)]

_ At->
f(t) =222 v (1.2.3)

Osobine funkcije f(t):

1) f(t) je nenegativna funkcija
2) Povr$ina izmedu grafika funkcije f(t) i x —ose je 1.

Funkcija f(t) predstavlja bezuslovnu stopu prezivljavanja, §to znac¢i da ona prikazuje
verovatnocu smrtnosti u trenutku ¢ koriste¢i samo informaciju da je osoba Ziva u trenutku
t=0.



Hazardna funkcija (hazardna stopa)

Hazardna funkcija h(t) vremena prezivljavanja T predstavlja uslovnu stopu prezivljavanja.

Hazardna funkcija ili hazardna stopa predstavlja verovatnocu realizacije smrti u veoma
kratkom vremenskom intervalu pod uslovom da je posmatrana osoba zZiva na pocetku tog
intervala, odnosno definiSemo je kao grani¢nu vrednost u obliku:

lim Plosoba umire u (t, t + At) pod uslovom da je Ziva u trenutku t]

_ At>
h(t) = 4=0 I (1.2.4)

Hazardna stopa je poznata i kao trenutna (nasuprot intervalnoj) stopa prezivljavanja, sila
mortaliteta i kao uslovna stopa mortaliteta. Takode je mozemo posmatrati i kao stopu
prezivljavanja u odnosu na odredene godine ako t u formuli 1.2.4 predstavlja godine.

Kumulativna hazardna funkcija se definiSe kao:

H(E) = f h(x)dx (125)
0

Kasnije ¢emo pokazati da vazi slede¢a veza izmedu kumulativne hazardne funkcije 1 funkcije
preZivljavanja:

H(t) = —InS(t) (1.2.6)

Iz jednakosti 1.2.6 i osobina funkcije S(t) mozemo zakljuciti da je:

1) H(t) =0,jerjeS(t) =1
2) H(oo) = oo, jerje S(o) =1
3) Izmedu 0 i oo vrednost funkcije H(t) moze biti bilo koji realan broj

Ekvivalentnost funkcija S(t), f(t) i h(t)

Kao §to smo napomenuli, tri funkcije koje smo definisali su ekvivalentne Sto ¢emo sada 1
pokazati.

U teoriji verovatnoCe vazi da je bezuslovna mera jednaka proizvodu uslovne mere i
verovatnocCe realizacije uslova. Ako ovaj odnos primenimo u naSem sluc¢aju dobijamo da je
bezuslovna stopa prezivljavanja f(t) jednaka proizvodu uslovne stope prezivljavanja h(t) i
verovatnoce uslova da je posmatrana osoba ziva u trenutku t. Ovaj uslov se moze zapisati
kao verovatnoc¢a P{T > t}, $to je po definiciji jednako sa S(t). Odnosno, dobijamo sledecu
formulu za hazardnu stopu h(t):



_f®

= % (1.2.7)

h(t)

Posto je funkcija intenziteta verovatnoce f(t), tj. gustina verovatnoe izvod funkcije
raspodele verovatnocée F(t) dobijamo da je:

d d ,
f() = T F(t) = d_t(l —-S() =-S'(t) (1.2.8)

Odnosno vidimo da ako znamo funkciju prezivljavanja mozemo lako dobiti funkciju
intenziteta verovatno¢e a kombinacijom formula 1.2.7 i 1.2.8 dobijamo i slede¢u formulu za
hazardnu funkciju:

oM

d
h(t) = — m = —EIHS(t) (1.2.9)

Integraljenjem obe strane jednakosti 1.2.9 na intervalu (0,t) i koris¢enjem da je S(t) =1
dobijamo:

t
—J h(x)dx = InS(t) (1.2.10)
0

Odavde vidimo da vazi formula 1.2.6 za kumulativhu hazardnu stopu H(t). Dalje, iz
prethodne jednakosti mozemo izraziti S(t) u zavisnosti od h(t):

t
S(t) =exp I— j h(x)dx (1.2.11)
0
A zatim na osnovu 1.7 i 1.11 dobijamo i funkciju intenziteta izrazenu preko hazardne
funkcije:
t
f(t) = h(t)exp I— f h(x)dxl (1.2.12)
0

Ukoliko nam je poznata funkcija intenziteta, odnosno gustina verovatnoce f(t) mozemo
odrediti njoj odgovarajucu funkciju raspodele F(t) ¢ijim uvrstavanjem u definiciju funkcije
S(t) dobijamo:

10



S =1- f f(x)dx (1.2.13)
0

A iz osobina funkcije f(t) znamo da je njen integral nad celom oblas¢u definisanosti jednak
1 pa je:

S() = f f(x)dx (1.2.14)

Zatim kada uvrstimo S(t) u ovakvom obliku u 1.2.9 dobi¢emo i formulu za hazardnu
funkciju. Dakle pokazali smo da na osnovu bilo koje od funkcija koje definisu raspodelu od T
mozemo dobiti preostale dve funkcije, odnosno funkcija prezivljavanja S(t), funkcija
intenziteta verovatnoce f(t) i hazardna funkcija h(t) su ekvivalentne.

1.3. Vreme prezivljavanja kao diskretna slucajna
promenljiva

Kada je T diskretna slu¢ajna promenljiva sa vrednostima t, < t; < t, < --- onda je funkcija
prezivljavanja nerastuca, sa leve strane neprekidna stepenasta funkcija. Ako verovatno¢u da
je ti vreme do realizacije propasti oznac¢imo sa p, = P(T = t;), onda je verovatnoc¢a da je
vreme prezivljavanja duze od t;, odnosno vrednost funkcije prezivljavanjau T = t;:

S(ty) = P(T > ty) = Py41 t Prg2 + - = z Pi

i ti>ty

Primetimo, verovatnoca da je t; vreme koje protekne do realizacije propasti je jednaka razlici
verovatnoée da je vreme prezivljavanja duze od t;_; 1 verovatnoée da je vreme
prezivljavanja duze od t, tj.:

Pr = S(tk—1) — S(ty)

Hazardnu stopu u diskretnom slu¢aju mozemo definisati kao uslovnu verovatnoc¢u u slede¢em
obliku:

h(t,) = P(vreme do realizacije propasti je t,|vreme prezivljavanja je najmanje t;)

Odnosno dobijamo sledec¢i odnos hazardne stope i funkcije preZivljavanja:
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P(T=t) S(tx)

ht) = PT =0T 20) = 5575 =50 5~ L ~ 5

Na osnovu prethodne jednakosti mozemo izvesti rekurentnu vezu:

S(tx) = S(te-1) - (1 - h(tk)) = S(tx-2) - (1 - h(tk—l)) ' (1 - h(tk))
=S(te) (1 —h(t)) (1 —h(ty) .- (1 = h(tr—1)) - (1 = h(tp))

Posto u studiju ulaze samo subjekti kod kojih na pocetku perioda posmatranja dogadaj od
interesa nije ostvaren, odnosno vazi da je P(T > t,) = S(t,) = 1, dobijamo:

S(ty) = 1_[ (1-h(t)) (1.3.1)

1<isk
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2. Ocena funkcije prezivljavanja, Koksov
model

Parametarski metodi odredivanja funkcije prezivljavanja su mo¢ni ako je poznata raspodela
vremena prezivljavanja, ali u praksi je ona naj¢esc¢e nepoznata. U neparametarskim metodima
nije neophodno poznavati raspodelu vremena prezivljavanja, a najces¢e koris¢en model je
Koksov proporcionalni hazardni model. Hazardna funkcija u ovom modelu moze biti bilo
kakvog oblika, ali je pretpostavka da su hazardne stope za bilo koje dve razliite osobe
proporcionalne i da je njihov odnos nezavisan od vremena. Takode je bitno napomenuti da se
pri oceni ovog modela koristi metoda sli¢éna metodi maksimalne verodostojnosti a to je
metoda maksimalne parcijalne verodostojnosti. Statisti¢ki zakljucak koji se izvodi na osnovu
ove dve metode je slican. Ovaj deo rada je posveéen upoznavanju Koksovog modela i metode
maksimalne parcijalne verodostojnosti. U prvom delu poglavlja je predstavljena forma
Koksovog proporcionalnog modela i na¢in tumacenja ocenjenog modela. Pristup oceni ovog
modela je razli¢it u sluc¢aju kada u skupu prikupljenih podataka nema ponovljenih vremena
prezivljavanja i u slu¢aju kada ih ima, $to je u nastavku poglavlja i objasnjeno na primerima.
Poseban znacaj primene metode parcijalne verodostojnosti se vidi na kraju ovog poglavlja
gde je prikazan nadin obrade podataka u slucaju kada se vreme prezivljavanja predstavlja
modelom sa vremenski zavisnim promenljivama.

2.1. Forma Koksovog modela

Osnovna karakteristika Koksovog proporcionalnog hazardnog modela je da su hazardne stope
dve razlicite osobe proporcionalne, tj ako pretpostavimo da na vreme preZivljavanja utice p
faktora, odnosno imamo p nezavisnih promenljivih u modelu X4, X5, ..., X,, i ako su vrednosti
tih promenljivih za neku osobu X; = (Xn,Xm, ...,Xm) a za neku drugu osobu X, =

(Xlz, X352, ...,sz), onda vazi:

h(tIXD) _
Rt 1Xy)

Gde je c konstanta koja ne zavisi od vremena. Drugim recima, odnos rizika od umiranja
izmedu dve osobe je fiksan u odnosu na vreme, tj. ne menja se vremenenom bez obzira
koliko dugo te osobe Zivele.

Na osnovu ove osobine, hazardnu stopu za osobu kojoj odgovaraju vrednosti promenljivih
X = (X;, X3, ..., Xp) mozemo zapisati u obliku proizvoda osnovne hazardne stope hy(t) koja
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zavisi samo od vremena i funkcije g(X) koja zavisi samo od vrednosti promenljivih u
modelu, tj. mozemo posebno posmatrati uticaj vremena i uticaj faktora na hazardnu stopu.

h(t |X) = ho(t) - g(X)

Kad u ovom obliku napiSemo hazardnu funkciju, lako mozemo potvrditi da je hazardni odnos
dve razli¢ite osobe fiksan u odnosu na vreme:

h(t|Xq) _ ho(t) - g(X1) _ g(X1)
h(t|Xz) ho(t)-g(X2) g(X3)

Osobinu da odnos hazardnih stopa dve osobe zavisi samo od razlika izmedu vrednosti
promenljivih koje odgovaraju tim osobama ali ne i od vremena poseduju ekponencijalni
regresioni model i Weibullov regresioni model. Koks je u svom modelu hazardne stope
pretpostavio da je g(X) ekponencijalna funkcija promenljivih, odnosno ako je b =
(b1, by, ..., by) vektor koeficijenata koji stoje uz promenljive X;, X5, ..., X;,, onda je Koksov
oblik hazardne funkcije:

Ako u prethodnoj formuli za vrednosti promenljivih uzmemo X = (0,0, ..., 0) dobi¢emo
h(t 0,0,...,0) = hy(t)

Sto znaci da je vrednost hy(t) jednaka vrednosti hazardne funkcije kada su sve promenljive
zanemarene. Zbog toga se h,(t) naziva osnovna hazardna stopa.

Koeficijenti by, b, ..., b, iz Koksovog modela se mogu oceniti koriste¢i razne metode ocene
na osnovu prikupljenih podataka, a zatim se pomoc¢u ocenjenih koeficijenata mogu iskazati
veli¢ine efekata odgovaraju¢ih promenljivih na hazardnu stopu. Ako u odnosu hazardnih
stopa dve osobe, sa vrednostima  promenljivih  X; = (X113, X01, ., Xp1)
X, = (Xlz,Xzz,...,sz), za vrednosti svih promenjlivih osim vrednosti promenljive X,
stavimo nule, koeficijent b; ¢e prikazivati kako promena vrednosti promenljive X; uti¢e na
odnos hazardnih stopa.

h(t |X11, O, ,0) _ ho(t) - exp{bl ) X11 + bz b 0 + -+ bp ' 0}
h(t |X121 O, ,0) B ho(t) - exp{bl " X12 + bz b 0 + -+ bp ' 0}

= exp{b1 ' (X11 - X12)}

Kada zanemarimo promenljive X,,...,X,,, prema vrednostima ocenjenih koeficijenta b,
moZzemo utvrditi tri razli¢ita efekta promenljive X;:

1) Ako je b; = 0 onda promenjliva X; ne uti¢e na hazardnu stopu, odnosno promena
vrednosti promenljive X; ne uti¢e na vreme prezivljavanja neke osobe, tj.:
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~ h(t |X.4,0,...,0)
X11 #FX12Ab =0 = n(t |X1:,0, 0 =exp{0- (X1 —X12)} =1

2) Ako je b; <0 onda pad vrednosti promenljive X; uzrokuje poveéanje vrednosti
hazardne stope, odnosno tada osoba 1 koja ima veéu vrednost promenljive X; nego
osoba 2 ima i duze predvideno vreme prezivljavanja, tj.:

h(t 1X11,0, ...,0)
h(t [X15,0, ...,0)

X1 > X1 Aby <0 = = exp{b; - (X113 — X12)} < 1

3) Ako je b; >0 onda pad vrednosti promenljive X; uzrokuje smanjenje vrednosti
hazardne stope, odnosno tada osoba 1 koja ima veéu vrednost promenljive X; nego
osoba 2 ima i krac¢e predvideno vreme prezivljavanja, tj.:

h(t [X14,0, ...,0)

X11 > X Aby > 0=
11 12 A Dy h(t|X1,,0,...,0)

= exP{[i (X1 — X12)} >1

Na$ cilj je da odredimo promenljive u modelu koje imaju znacajan uticaj na vreme
prezivljavanja. Ta¢nije, mi Zelimo da pronademo podskup promenjivih koje znacajnije uticu
na hazardnu stopu a samim tim i na duzinu prezivljavanja neke osobe. Kao $to smo rekli, koje
promenljive su znafajne ¢emo otkriti preko odgovaraju¢ih koeficijenata, odnosno ako je
b, = 0 promenljiva X; nije znacajna a ako je b, # 0 onda je znaGajna. Kako bi ocenio
koeficijente by, by, ..., by, Koks je koristio funkciju parcijalne verodostojnosti koja se zasniva
na uslovnoj verovatno¢i propasti pod pretpostavkom da u uzorku nema pacijenata sa
jednakim vremenima prezivljavanja. S obzirom da se u praksi Cesto srecu ponovljena
vremena prezivljavanja, Koksova funkcije parcijalne verodostojnosti je kasnije modifikovana
tako da se moZe primeniti i kad je pomenuta pretpostavka naruSena.

2.2. Funkcija parcijalne verodostojnosti u slu¢aju kada
nema ponovljenih vremena prezivljavanja

Metodom maksimalne verodostojnosti se dobijaju ocene parametara pri kojima je
verovatnoca realizacije dobijenog uzorka najveca. Ona se dakle Kkoristi za ocenu
parametarskih modela a funkcija verodostojnosti se konstruiSe na osnovu raspodela zavisnih
promenljivih u tom modelu. U Koksovom modelu nema pretpostavki o raspodeli zavisne
promenljive odnosno o raspodeli vremena prezivljavanja pa se zato ne moze koristiti tipican
nacin konstrukcije funkcije verodostojnosti. Za ocenu parametara Koksovog modela koristi
se Koksova verodostojnost koja se zasniva na poretku ostvarenih dogadaja a umesto gustine
raspodele koriste se hazardne funkcije. Pre nego Sto pojasnimo formu funkcije Koksove
verodostojnosti uveséemo definiciju rizi¢nog skupa.
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Pretpostavimo da postoji k razli¢itih necenzurisanih vremena prezivljavanja od n pacijenata,
Sto znaci da ima n — k cenzurisanih vremena prezivljavanja. Nek su vremena poredana u
rastu¢i niz t; <t <--<t, i neka su Xy,X5,..,X, odgovaraju¢i vektori nezavisnih
promenljivih. Za svako egzaktno vreme prezivljavanja t; definasa¢emo rizi¢ni skup u oznaci
R(t;) koji predstavlja skup indeksa koji odgovaraju vremenima prezivljavanja koja nisu kraca
od t;:

R(t) ={je{12,..n}|t; > t;}
Formiranje Koksove verodostojnosti ¢emo prikazati pomocu narednog primera.

Primer: Neka se uzorak sastoji od 6 osoba sa razli¢itim vremenima prezivljavanja, pri cemu
su trece 1 peto cenzurisana vremena. U tabeli su vremena prezivljavanja poredana u rastu¢em
redosledu, od osobe koja je prva umrla do osobe koja je poslednja umrla. Radi jednostavnosti
zapisa, nezavisne promenljive nismo specifikovali za ovaj primer, ali smo pretpostavili da
ima p nezavisnih promenljivih, tj. X; = (X15, X241 -, Xpi)

Osoba | Vreme preZivljavanja | Cenzurisano X
a, 20 Ne X4
a, 21 Ne X,
a; 26 Da X3
a, 28 Ne X,
as 29 Da Xs
ag 31 Ne Xs

Tabela 2.2.1: Podaci bez ponovljenih vremena prezivljavanja
Sta je zajednicko za ove podatke?

= Vremena trajanja se mogu poredati

= U pocetnom trenutku t, su svi u riziku od umiranja

= Nakon prvog dogadaja umiranja, skup onih u riziku se smanjuje za 1 element

= Skup pacijenata u riziku se sukcesivno smanjuje kako se dogadaji umiranja ostvaruju

Koksova verodostojnost je jednaka verovatnoci da je da je osoba sa skupom vrednosti X,
umrla prva, a zatim da je umrla osoba sa skupom vrednosti X,, pa osoba kojoj odgovara X, i
da je poslednja umrla osoba sa X¢. Verovatnoc¢a da je baS osoba sa skupom vrednosti X;
umrla i - ta odnosno da joj odgovara vreme prezivljavanja t; je jednaka:

P(osoba kojoj odgovara X; je umrlau t;)

P(neka osoba koja je Ziva do vremena t; tj. uriziku je od umiranja, je umrla u t;)
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Posto osobe umiru nezavisno jedna od druge, verovatnoca iz imenioca je jednaka zbiru
verovatno¢a umiranja za sve 0sobe koje su u riziku u vremenu t;

P(osoba kojoj odgovara X; je umrlau t;)

Yjer(;) P(osoba kojoj odgovara Xj je umrla u t;)

Sada verovatno¢e umiranja u vremenu t; zamenjujemo verovatnocama umiranja u intervalu
[tirti + A)

P(osoba kojoj odgovara X; je umrla u [t;t; + A))

Yjer(t) P(osoba kojoj odgovara X; je umrla u [t;,t; + A))

Kada odredimo grani¢nu vrednost prethodnog izraza kada A— 0 dobijamo hazardne stope
umesto pocetnih verovatnoca
h(t:1X7) _ ho(t)exp{bX;}
Tjerap hilX;)  Xjercey ho(t:) exp{bX;}

Nakon skrac¢ivanja osnovne hazardne stope, dobijamo da je doprinos verodostojnosti uzorka
od strane elementa uzorka kome pripada t;, odnosno verodostojnost tog elementa uzorka:

exp{bX;}
Y jercep exp{bX;}

Kada pomnozimo verodostojnost za sve elemente uzorka kod kojih vreme prezivljavanja nije
cenzurisano dobijamo verovatno¢u da je ostvaren ba§ poredak iz uzorka odnosno dobijamo
Koksovu funkciju verodostojnosti. Ako uvedemo oznaku:

gi += exp{bX;}
za na$ primer dobijamo:

g1 _ g2 ) ga Ys
911t921t93+9gs+9gs+t9ge 92t9s+9a+9gs+9gs ga+9s+9ge YJs

Kao §to vidimo, za konstrukciju funkcije verodostojnosti su kori§¢ena samo egzaktna
vremena prezivljavanja pa se zbog toga Koksova verodostojnost naziva parcijalna
verodostojnost. Metod parcijalne verodostojnosti ne koristi eksplicitno cenzurisane podatke,
ali ih ni ne zanemaruje. Tj. osobe kojima pripadaju cenzurisana vremena prezivljavanja koja
nisu duza od t; se nalaze u riziénom skupu R(t;) i na taj na¢in doprinose informacije za
verodostojnost uzorka.

Ako uvedemo funkciju §(t;) koja ¢e imati vrednost 1 ako je t; egzaktno vreme prezivljavanja
a vrednost O ako je t; cenzurisano vreme prezivljavanja, onda funkciju parcijalne
verodostojnosti mozemo zapisati u slede¢em obliku:

17



L —ﬁ( exp{bX;} )6(“)
’ Y jer(e) exp{bX;}

i=1

Nakon konstrukcije funkcije parcijalne verodostojnosti, naredni koraci ocene metodom
maksimalne verodostojnosti su isti kao i u slu¢aju standardne funkcije verodostojnosti. Pre
odredivanja maksimuma funkcije parcijalne verodostojnosti, radi jednostavnosti koristi se
logaritam od Lp:

In(Lp) = Z () - (bX,- —In <Z . exp{bX,-}))
= JER(t;

Nepoznati parametri ovog Koksovog proporcionalnog modela su by, by, ..., by, $to znaci da
¢emo maksimum funkcije In(Lp) dobiti tako $to ¢emo parcijalne izvode po b;, L = 1,2, ...p
izjednaditi sa nulom i resiti dobijeni sistem od p jednacina sa p nepoznatih.

n
Oln(Lp) _ Z 5(ty) - (X _ Zjenp exp{bX;}- XU)
ob, &\ Yeray exp(bX))

Jednacine koje se dobijaju su nelinearne pa se ovaj sistem reSava nekim iterativnim
postupkom.

2.3. Funkcija parcijalne verodostojnosti u slu¢aju kada
ima ponovljenih vremena prezivljavanja

U praksi se nekada moze desiti da se u uzorku nade viSe osoba sa istim vremenima
prezivljavanja. U tom slu¢aju se ne moze koristiti prethodno opisan oblik funkcije parcijalne
verodostojnosti, pa ¢emo sada opisati postupak ocene kada u uzorku ima ponovljenih
vremena prezivljavanja.

Pretpostavimo da imamo n vremena prezivljavanja u uzorku i da je medu njima k
necenzurisanih razlicitih vremena koja su poredena u rastu¢em redosledu t(y) < tp) < -+ <
tw)- Sam; cemo oznaciti broj pacijenata Cije je egzaktno vreme prezivljavanja t;, dakle
m; = 1 ako postoji samo jedna osoba kojoj je egzaktno vreme preZivljavanja t(;), am; > 1
ako postoji viie osoba sa egzaktnim vremenom prezivljavanja t;y. R(t(;) i dalje predstavlja

rizi¢ni skup za t(;), a sa r; ¢emo oznaciti broj elemenata u R(t(i)), tj.
1 = |R(tw)|
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Iz svakog skupa R(t(i)) mozemo na slu¢ajan nacin izvuci skup od m; osoba koji ¢emo
obeleziti sa u;. Ukupan broj razli¢itih skupova u; sa m; osoba iz rizi¢nog skupa R(t(i)) pri

cemujer; = |R(t(l-))| ¢emo oznaciti sa Cy, r,,, @ dobija se pomocu sledece formule:

C i | R(tw)I _ (Ti) _ ri!
Tt || my) mgle (rp—my)!

Kako se u praksi odreduju vrednosti oznaka koje smo uveli ¢emo pojasniti slede¢im
primerom.

Primer:

Osoba | Vreme prezivljavanja | Cenzurisano X
a, 20 Ne X,
a, 21 Da X,
as; 21 Da X3
a, 26 Ne X4
as 26 Ne X5
ag 26 Ne X6
a; 28 Ne X5
ag 29 Da Xg
ag 31 Ne X9
aio 31 Ne X10

Tabela 2.3.1: Podaci sa ponovljenim vremenima prezivljavanja

Posmatrajmo uzorak veli¢ine n = 10 sa k = 4, tj. razli¢ita egzaktna vremena prezivljavanja
SU t(q) = 20, £y = 26, t(3) = 28 i t(y) = 31. Broj osoba sa tim vremenima je redom m; =
1, my;=3,m3=11im, =2 Odredimo sada C, ,, za vreme prezivljavanja t(,) = 26.
Odgovaraju¢i rizi¢ni skup je:

R(t(z)) = {osobe Cije je vreme preZivljavanja nije krace od t(;) = 26}

Odnosno u ovom skupu ¢e se naci 0S0be ay, as,aq, a;, ag, aq i a;y, pa je broj elemenata
ovog skupa je r, = 7. Dakle dobijamo da je zat,) = 26 sar, =7 im, = 3:

T, B 7! B
my!-(r, —my)! 3!-(7=3)!

CTZ My

35

Znaci postoji ukupno 35 moguéih na€ina da iz skupa R(t(z)) izvu¢emo m, = 3 0sobe,
odnosno postoji 35 razliitih skupova u; za R(t(z)). Jedan od tih skupova je na primer:

u; = {osobe sa vremenima prezivljavanja 26,26 i 29} = {ay, as, ag}.
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Vratimo se na problem konstrukcije funkcije parcijalne verodostojnosti. Ako pretpostavimo
da je t neprekidno, za m; osoba sa vremenom prezivljavanja t; logi¢no je pretpostaviti da ta
vremena nisu identi¢na nego su posledica nepreciznog merenja. Da su precizna merenja
moguca, “tatna” vremena prezivljavanja bi mogla biti poredana u rastuci niz 1 mogli bismo
primeniti metod za slucaj u kome nema ponovljenih vremena. S obzirom da takva preciznost
nije moguca i da nam je egzaktni poredak tih vremena nepoznat, moramo razmotriti sve
moguce poretke. Za svako t;y m; odgovarajucih jednakih vremena se mogu poredati na m;!
razliC¢itih nadina. Za svaki od tih naCina ¢emo zatim modi odrediti funkciju parcijalne
verodostojnosti na isti nacin koji smo koristili kad nismo imali ponovljena vremena. Posto je
ovakav naéin konstrukcije besmislen kad je m; veliko, uglavnom se koriste aproksimacije
funkcije parcijalne verodostojnosti. Kad je svako m; malo u odnosu na odgovarajuce r;,
najc¢esce koriséeni metodi su:

1) Metod Breslowa:

8(t)
z exp {bzu;}
L = o
i1\ [Zjercep exp{bX;}]
2) Metod Efrona:
8(ty)
z exp {bzu;f} ‘

Lr = -
g H;nz‘l[zje;z(ti) exp{bX;} — (G — 1)/m;) - Xjew: exp{bX;}]

i=1

U prethodnim formulama je za svako egzaktno vreme prezivljavanja t; definisana vrednost:

Zu]f = ZXl = ZXli,ZXZi,...,ZXpi = (Zlu;'ZZM;-""JZpu;-)

ieu}‘- iEu}‘- iEu}‘- iEu;‘-
pri Cemu je u; skup koji se sastoji od m; osoba Cija su vremena prezivljavanja t;.

U slucaju kada nema ponovljenih vremena prezivljavanja, Lz | Ly se svode na obi¢nu
funkciju parcijalne verodostojnosti.
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2.4. Funkcija parcijalne verodostojnosti u slu¢aju
vremenski zavisnih promenljivih

Glavna karakteristika Koksovog proporcionalnog modela jeste da se hazardna stopa moze
rastaviti na osnovnu hazardnu stopu koja zavisi samo od vremena i ekponencijalnu funkciju
nezavisnih promenljivih a kao posledica nastaje Cinjenica da su hazardne stope dve osobe
proporcionalne i ne zavise od vremena. Ova karakteristika postaje narusena kada se u modelu
pojave nezavisne promenljive koje su zavisne od vremena. U praksi se ¢esto sre¢u modeli u
kojima postoje i promenljive koje zavise od vremena i one koje ne zavise.

Postoje dve vrste vremenski zavisnih promenljivih:

1) Promenljive koje se visekratno mere u razli¢itim vremenskim trenucima do nastanka
o¢ekivanog dogadaja ili do kraja studije (mi ¢emo u ovom delu rada pretpostaviti da
je zavisnost od vremena ove vrste)

2) Promenljive Cije se vremenske promene mogu opisati poznatom matematickom
funkcijom i promenljive koje imaju razlicite vrednosti usled dejstva terapije, starosti
ili promene medicinskog stanja.

U slucaju vremenski zavisnih promenljivih se i dalje moze koristiti Koksov model ali se tada
naziva proSireni Koksov model. Hazardna stopa ¢e 1 dalje imati isti oblik osim Sto ¢e neke
nezavisne promenljive biti funkcije vremena.

Pretpostavimo da vremena prezivljavanja zavise od p nezavisnih promenljivih od kojih su
prvih p; nezavisne od vremena a preostalih p —p, zavise od vremena. Tj. za vektor
nezavisnih promenljivih X(t) = (X4, ..., Xp,, Xp,+1(£), ..., X, (t)) hazardna stopa je oblika:

h(t X)) = ho(t) - exp{by - Xy + -+ by Xp, + by 11 Xp 41(O+ -+ + b, - X, (D)}
a funkcija parcijalne verodostojnosti pod pretpostavkom da nema ponovljenih vremena
prezivljavanja je:

n

L 1_[< exp{by - Xy + -+ by Xp, + by 41 Xp 11O+ + by - X, ()} )
b=
ZjER(ti) exp{bl 'X1 + + bp1Xp1 + bp1+1 " Xp1+1(t)+ + bp * Xp(t)}

5(ty)

i=1

Ocena modela metodom maksimalne verodostojnosti se ne moze direktno primeniti kao u
slu¢aju vremenski nezavisnih promenljivih, nego se u ovom slucaju prvo vrsi specijalna
transformacija prikupljenih podataka kako bi se “izbacila” vremenska zavisnost. Sada ¢emo
na primeru pokazati kako se konstruiSe funkcija parcijalne verodostojnosti u slucaju da u
modelu ima nezavisnih promenljivih koje zavise od vremena.
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Primer: Cilj studije je da proceni da li profili biomarkera mogu da se upotrebe za procenu
rizika 1 rano otkrivanje raka besike kod grupe radnika koji su na svom radnom mestu izlozeni
uticaju benzidina usled ¢ega imaju rizik od raka beSike. Na pregledu obavljenom na pocetku
studija radnici nisu imali rak beSike. U narednih 7 godina su vrSeni ponovni pregledi u svrhu
provere postojanja raka beSike, s tim da broj i ucestalost pregleda nisu bili isti za svakog
pacijenta. Vreme prezivljavanja (izrazeno U mesecima) u ovoj studiji je vreme koje je
proteklo od pocetka studije do pregleda na kom je ustanovljeno da pacijent ima rak, a ukoliko
pacijent ni na poslednjem pregledu u toku studija nije imao rak onda je za njega vreme
prezivljavanja vreme od pocetka studije do poslednjeg pregleda i ono se smatra cenzurisanim
vremenom. U modelu postoji jedna vremenski nezavisna promenljiva koja predstavlja nivo
izlozenosti benzidinu, u oznaci LEX (nivo izloZenosti je utvrden prema radnoj poziciji u
fabrici), i tri vremenski zavisne promenljive a to su godine pacijenta i biomarkeri M1 i M2
(ako je biomarker pozitivan onda je M1 = 1, tj. M2 = 1 a ako je negativan onda je M1 = 0,
tj. M2 = 0). Vrednost biomarkera i status raka beSike (status = 1 ako pacijent ima rak,
status = 0 ako nema) su mereni na poc¢etku i na svakom ponovnom pregledu. U tabeli su
prikazani vrednosti svih promenljivih pri prvom merenju, a zatim vremena ponovnih merenja
sa tadas$njim vrednostima biomerkara i statusom raka.

<
=
<
N

Pacijent Godine Lex
58,97 15
Drugo merenje nakon 30,82 meseci

status

o

Tre¢e merenje nakon 36,40 meseci

Cetvrto merenje nakon 41,26 meseci
a, Peto merenje nakon 48,33 meseci

Sesto merenje nakon 54,83 meseci

Sedmo merenje nakon 60,71 meseci

Osmo merenje nakon 66,17 meseci

Deveto merenje nakon 73,07 meseci
47,82 36

a, Drugo merenje nakon 42,94 meseci

Tre¢e merenje nakon 67,06 meseci
58,64 180
Drugo merenje nakon 24,61 meseci
62,26 192
a, Drugo merenje nakon 31,47 meseci

PRI O|lRP|IO|IOCOIOCO|FRP|P|IO(RP|IO|OC|(FRL|L|O|O

O O|P| O 0O|l0O/O|O|O|O|O|lO|O|O|OC|O|O
P O|OlP OO/ 0OO|0OO|O|lOjOO|O|OC|O

(@)

Tre¢e merenje nakon 36,17 meseci

Tabela 2.4.1: Model sa vremenski zavisnim promenljivama
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U slucaju vremenski zavisnih promenljivih, podaci se razlazu na vremenske intervale u
kojima ¢e vrednosti vremenski zavisnih promenljivih biti fiksne. Vremenski intervali su
oblika (start, stop], gde se za stop vrednost uzima vreme u kom se promena desila a ako se
u tom vremenu posmatrani dogadaj (pojava raka) nije ostvario onda je cenz=0 a u
suprotnom je cenz = 1. Nacin razlaganja podataka je prikazan u narednoj tabeli.

Pacijent | Start | Stop | Pocetne god. | Lex | M10 | M20 | God. | M1 | M2 | Status
0,00 | 30,82 58,97 15 0 0 |6154]| O 0 0
30,82 | 41,26 58,97 15 0 0 |6201| 1 0 0
41,26 | 54,83 58,97 15 0 0O |6300| O 0 0
e 54,83 | 60,71 58,97 15 0 0 |6403| 1 0 0
60,71 | 66,17 58,97 15 0 0O |6449| 0 0 0
66,17 | 73,07 58,97 15 0 0 |6506| 1 0 0
a, 0,00 | 67,06 47,82 36 1 0O |5340| O 0 0
a; 0,00 | 24,61 58,64 180 0 0 |60,70| 1 0 1
0,00 | 31,47 62,26 192 0 1 6488 1 0 0
- 31,47 | 36,17 62,26 192 0 1 |6527| 0 0 1

Tabela 2.4.2: Model sa vremenski zavisnim promenljivama — sredeni podaci

Kao $to vidimo, pacijenti kod kojih se vrednosti promenljivih nisu menjale tokom vremena
posmatranja se pojavljuju samo jednom u tabeli, dok se pacijenti kod kojih su se vrednosti
menjale pojavljuju vise puta. Broj redova tabele koji odgovara nekom pacijentu je jednak
broju ukupnih promena svih vremenski zavisnih promenljivih. Na primer, pacijent a; je
tokom vremena posmatranja imao fiksne vrednosti biomarkera pa se u tabeli nalazi samo
jednom. Za razliku od njega, pacijent a, je na po¢etnom merenju imao vrednosti biomarkera
M1=0iM2=1, a zatim su mu na drugom merenju ustanovljene nove vrednosti oba
biomerka M1 =1 a M2 = 0, a do tre¢eg merenje promenila mu se opet vrednost biomarkera
M1 pa je na poslednjem merenju iznosila M1 = 0. Dakle, kod pacijenta a, su na naredna dva
merenja zabeleZene promene vrednosti vremenski zavisnih promenljivih, pa ¢e se podaci 0
tom pacijentu razloziti na dva reda nove tabele. Primetimo da iako su bile uoCene tri
promene, one su uocene u dva razli¢ita vremenska trenutka pa se razlaganje vrsi na dva reda.
Takode je bitno napomenuti da ukoliko u modelu postoje | vremenski nezavisne promenljive,
njihove vrednosti se prepisuju u svaki red.

S obzirom da se u tabeli podaci o jednom pacijentu iz uzorka mogu pojaviti viSe puta, moze
se pretpostaviti da ¢e ti skupovi podataka biti korelisani, pa se u tom slucaju ne bi mogli
primeniti standardni metodi ocene parametara. Korelisanost, medutim, nije prisutna nakon
razlaganja pocetnih podataka u ovakvom tipu analize a problem moze nastati u slucaju kada
se kao predmet analize javlja viSe dogadaja nad jednim subjektom. Kao Sto znamo, parcijalna
verodostojnost je jednaka proizvodu verodostojnosti svih egzaktnih vremena prezivljavanja iz
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uzorka. Pri konskrukciji verodostojnosti svakog vremena prezivljavanja koristi se najvise
jedan red podataka od nekog pacijenta, onaj koji se odnosi na vremenski interval u kom je
dati pacijent u riziku. Ovo je razlog zaSto se u ovakvim studijama nezavisnost koriStenog
uzorka ne naruSava.
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3. Modeli sa viSe stanja u analizi
prezivljavanja

Predmet analize prezivljavanja je vreme prezivljavanja nekog pacijenta. Iskustvo nekog
pacijenta se moze predstaviti modelom sa dva stanja u kojima pacijent moze biti, a to su
stanje ,,ziv* 1 stanje ,,mrtav®, i tada se posmatra vreme za koje ¢e pacijent preci iz prvog u
drugo stanje. Ovakav model predstavlja najjednostavniji model u analizi prezivljavanja, dok
se njegovim uopstavanjem mogu dobiti mnogo komplikovaniji modeli sa vise od dva stanja u
kojima pacijenti mogu menjati stanja viSe puta ili ¢ak vracati se u neko stanje u kom su
prethodno ve¢ bili. U longitudinalnim medicinskim studijama, pacijenti se posmatraju u
nekom vremenskom intervalu a podaci, odnosno vrednosti promenljivih, se prikupljaju u
odredenim vremenskim trenucima. U slu¢aju kada se viSe razli¢itih dogadaja mogu ostvariti
od strane jednog pacijenta, najcesce se studije opisuju modelom sa vise stanja.

3.1. Modeli sa viSe stanja i neki primeri

Model sa vise stanja je model stohasti¢kog procesa koji dozvoljava da predmet posmatranja

prolazi kroz konacan broj stanja. Promena stanja se naziva prelaz ili dogadaj. Stanja mogu
biti:

= Prelazna — nakon izlaska iz prelaznog stanja, mogu¢ je ponovni ulazak u isto stanje

= Striktno prelazna — nakon izlaska iz striktno prelaznog stanja, ponovni ulazak je
onemogucen

= Apsorbujuca — ukoliko se predmet posmatranja nade u stanju koje je apsorbujuce iz
njega ne moze izaci

Kompleksnost modela zavisi od broja stanja kao i od njihove vrste, odnosno zavisi od
mogucih prelaza. Sada ¢emo dati neke primere osnovnih modela sa viSe stanja.

1) Model mortaliteta je najjednostavniji model sa stanjima “ziv”’ i “mrtav” 1 jednim
moguéim prelazom, prelazom iz stanja “Ziv” u stanje “mrtav”’. U ovom modelu je

(Y94

stanje “ziv” striktno prelazno a stanje “mrtav” je apsorbujuce.

O, O,

Slika 3.1.1: Model mortaliteta
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2) Progresivni model sa k stanja je model koji ima k — 1 striktno prelaznih stanja i jedno
apsorbujuce stanje. Entitet prelazi redom kroz sva stanja, odnosno iz stanja i prelazi u
stanjei + 1,i = 1,2, ...,k — 1. Naslici je primer progresivnog modela sa 3 stanja.

O—0O—0O

Slika 3.1.2: Progresivni model sa 3 stanja

3) Model bolest — smrt je model sa dva striktno prelazna stanja “zdrav” i “bolestan” i
jednim apsorbujuc¢im stanjem “smrt”. Mogucéi prelazi su opisani na slici 4, gde vidimo
da ako se pacijent jednom razboli on ne moZe ozdraviti a umreti moze i ako je zdrav i
ako je bolestan.

Slika 3.1.3: Model bolest — smrt

4) Dvosmerni model bolest — smrt ima ista stanja kao prethodni model s tim da je u
ovom modelu omogucen prelaz iz stanja “bolestan” u stanje “zdrav”.

Slika 3.1.4: Dvosmerni model bolest — smrt
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3.2. Stohastic¢ki procesi i lanci Markova

Proces sa viSe stanja je stohasti¢ki proces Z(t),t € T sa konatnim skupom stanja § =
{1,2,...,N}, gde je T skup indeksa vremena. Ako je T =[0,t], T > 0, Z(t) je neprekidni
stohasti¢ki proces a ako je T=1{0,1,2,...}, onda je Z(t) diskretni stohasticki proces.
Vrednost procesa u vremenu t predstavlja stanje zauzeto u tom trenutku.

Evolucija procesa tokom vremena, tj. istorija H,_ predstavlja a-algebru koju ¢ine opservacije
procesa nad intervalom [0, t) ili {0,1, 2,...,t — 1}, odnosno istorija je skup stanja u kojima je
proces bio pre trenutka t.

Proces sa viSe stanja je u potpunosti odreden preko verovatnoca prelaza izmedu stanja i i j.
Verovatno¢a prelaza, u oznaci P;;(t,u), je verovatnota da se proces nalazi u stanju j u
trenutku u pod uslovom da se u trenutku t nalazio u stanju i i da je H,_ njegova istorija tj:

Pj(t,u) := P(Z(w) =j1Z(t) =i,H,_), i, jES,t,u€T,t<u

Stohasticki procesi kod kojih verovatnoca da se ostvari neko stanje u buducénosti zavisi samo
od sadasnjeg stanja bez obzira na proSlost procesa, odnosno uslovno od sadasnjosti,
buduénost 1 proslost su nezavisni se nazivaju lanci Markova.

Dakle, stohasticki proces Z(t),t € T, je lanac Markova ako za svako t i u, t < u, iz skupa T
i za svaka dva proizvoljna stanja i, j € S vazi svojstvo Markova, tj. vazi:

P(Zw) =jlz(t) =i,H_) =PZw) =j1Z(t) =1)

Kod lanaca Markova verovatnoca prelaza ne zavisi od istorije H;_, odnosno definiSe se na
slede¢i nacin:

Pij(t,u) = P(Z(w) =j1Z(t) = 1)

Bitno je napomenuti da po ovoj definiciji u sluéaju verovatnoce P;;(t,u) proces ne mora
ostati u stanju i u vremenskom intervalu (t,u), tj. bitno je da se na pocetku i na kraju
intervala nalazi u tom stanju a u meduvremenu proces moze da prode i kroz neka druga stanja
iz skupa §. Nasuprot ovim verovatno¢ama definiSu se verovatnoée zadrzavanja stanja, u
kojima proces ostaje u stanju i tokom vremenskog intervala [t, u].

Verovatnoce zadrzavanja stanja se obeleZavaju sa P;; (¢, u) a definiu se na slede¢i nacin:
Pyi(t,u) = P(Z(2) =i,vz € [t,u]lZ(t) =), t <u

Jednu osobinu verovatnoc¢a prelaza su primetili Chapman i Kolmogorov, a to je da je
verovatno¢a da se u trenutku u proces nade u stanju j ako se u trenutku t, t < u nalazio u
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stanju i jednaka sumi prolazaka kroz sva moguca medustanja k u nekom trenutku w iz
intervala [t, u]. Ova osobina je opisana jedna¢inama Chapman-Kolmogorova:

P;(t,u) =ZPik(t,w)-ij(w,u) t<w<u IijES
Kkes
Preko sliénih jednaina se mogu izraCunati bezuslovne verovatno¢e P(Z(u) = j) pomocu
pocetne verovatnoce a; := P(Z(0) = i) i odgovarajucih uslovnih verovatnoca, tj.:
P =) = ) a-Py(0u)
ies

Verovatnoc¢e zadrzavanja stanja takode zadovoljavaju jednacine Chapman-Kolmogorova ali
se one razlikuju od jednaCina za verovatnoce prelaza, odnosno za verovatnoéu P;;(t,u) i

proizvoljno w € [t, u] vazi:

3.3. Intenziteti prelaza i diferencijalne jednacine
Kolmogorova za neprekidne lance Markova

Intenziteti prelaza se definiSu za svako i # j i t > 0 na slede¢i nacin:

Pi(t,t +dt) o PU@t+dt) =jlZ(t)=1)
_— = hm
dt dt—0 dt

;i(t) == lim
wij () := lim
pri ¢emu pretpostavljamo da grani¢ne vrednosti iz definicije postoje i da Su intenziteti

integrabilni na kompaktnim intervalima.

Intenzitet prelaza moZemo protumaciti kao verovatnocu prelaza iz jednog neko drugo stanje u
veoma kratkom intervalu [t, t+dt).

Zatim, mozemo definisati za svako i € S i t = 0 intenzitet zadrzavanja stanja:
i (t) = — Z 1 (t)
ITH

Sumiranjem svih intenziteta prelaza koji se odnose na izlazak iz nekog stanja i dobijamo
intenzitet napustanja stanja i:

1) = )y ®

Jj#i
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Intenzitet u; (t) mozemo predstaviti i kao uslovnu verovatno¢u napustanja stanja i u kratkom
vremenskom interval [t,t+dt) i prelaska u bilo koje drugo stanje, pri uslovu da se
stohasti¢ki proces nalazi u stanju i u trenutku ¢t. | u tom slucaju, koriste¢i definiciju
intenziteta prelaza, intenzitet napustanja stanja i mozemo zapisati U vidu slede¢e formule:

P;(t, t + dt)

() = lim
'ul( ) dt—0 dt
J#i
. Pl-j(t, t+ dt)
= lim —_
dt—0 dt
J#i

1-— Pij(t,t + dt)
dt—0 dt

Veza izmedu verovatnoca prelaza i intenziteta prelaza u modelu Markova sa vise stanja se
moze opisati pomocu diferencijalnih jednacina Kolmogorova. Postoje backward i forward
diferencijalne jednacine Kolmogorova. S obzirom da se dolazi do istih rezultata pomocu obe
vrste jednacina, mi ¢emo govoriti samo o forward diferencijalnim jednacinama.

Forward diferencijalne jednacine Kolmogorova su definisane za sva stanja i,j i za sve
vremenske trenutke ¢,u,0 < t < u sa grani¢nim uslovom P;;(t,t) = §;; na slede¢i nacin:

d
=Pyt = kz] P (1) - i () = P (t,w) - 1 (1)

= D Pucltw) () = Py(t,0) - ) ()

k#j k#j

= > Pt ) () = Py - )

k+j

Interpretacija ove definicije koju su dali Haberman i Pitacco (1999) glasi: Verovatnoce
prelaza zapoc€inju stanjem i U trenutku ¢. Leva strana forward diferencijalne jednacine
Kolmogorova predstavlja promenu verovatno¢e ulaska u stanje j u odnosu na kratak
vremenski interval [t,t + dt), dok desna strana predstavlja razliku verovatnoce ulaska u
stanje j iz proizvoljnog pocetnog stanja k, k # j i verovatno¢e napustanja stanja j u kratkom
vremenskom intervalu [¢, t + dt).

Sada ¢emo na primeru pokazati kako se dobijaju reSenja jednaCina Kolmogorova.
Koristicemo model sa slike 3 iz prvog dela ovog poglavlja. U ovom modelu je skup stanja
§={1,2,3}aprelazi 2> 1,3 —>21i3 -1 su nemoguéi pa su odgovarajuéi intenziteti
prelaza i1 verovatnoce prelaza jednake nuli.
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Koriste¢i poslednji oblik formule za jednacCine Kolmogorova i na osnovu ¢injenice da vazi
U () = s (w) = 01 Py (t,u) = P31(t,u) = 0 za prelaze iz stanja 1 u ostala stanja skupa

S, dobijamo:

d
apn(t; w) = Pip(t,u) - pp () + Pyg(t,u) - pzq () — Pyq (6, u) - (g2 (W) + py3(w))

= =Py (6, u) * (12 (W) + p13(w))

d
Epu(t' u) = Py1(t,u) - g () + Pi3(6,u) - ugp(w) — Prp(t,u) - (upr (W) + pp3(w))

= Pll(t’ u) * Uiz (u) - Plz(t; u) : ,[,123(11)

d
Epm(t» u) = Py (6, u) - py3(u) + Pro(6,u) - ppz(w) — Pyg(t, ) - (ugq (w) + psz(w))

= Pi1(t,u) - uz(u) + P (t,u) - pyz(u)

Analogno dobijamo prelaze iz stanja 2 i 3:

d
EPZl(t,u) = O

d
%Pzz(t' u) = =Py (t,u) - pup3(u)

d
EP23(t: u) = Pyy(t,u) * uyz(w)

d
Epg)l(t,u) = O

d
EP32(ttu) = O

d
EP33(t,u) = O

Grani¢ni uslovi su za ovaj primer:
P11 (t,8) = Pyy(t,t) = Pa3(t,t) = 1,

P;(t,t) =0, vi,je{1,23}i+#]j

Princip reSavanja jednacina koje sadrze samo P;,(t,u) odnosno P,,(t,u) je isti pa ¢emo

samo pokazati za P;, (t, u).
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d
Epn(t, w) = =Py (t,u) - (U2 (W) + py3(w))

1 d
P, (t,u) .apll(t’ u) = —(u2(u) + py3(w))

d
ElnPll(t, u) = —(u2(w) + py3(w))

u g u
ft 2 inPua(t,2)dz = - j (112(2) + 113(2))dz

InP;;(t,u) — InPy4(¢t,t) = — ju(lhz(z) + 113(2))dz

Kad iskoristimo grani¢ni uslov Py (t,t) = 1 dobijamo resenje:

Py1(t,u) = exp {—f (U2(2) + y13(z))dz}
t

Analognim postupkom se dobija:

u

Py, (t,u) = exp {—f u23(z)dz}
t

Na osnovu osobine matrice prelaza Y. jes P;j(t,u) =1 Vi € §, dobijamo:
Pi5(t,u) = 1= Py1(t,u) — Pip(t,w)
Py3(t,u) = 1 — Ppy(t,u)
P33(t, u) == 1

Ostaje da jo$ izvedemo reSenje za P;,(t,u). Diferencijalna jednacina koje odgovara ovoj
verovatno¢i prelaza je nehomogena linearna diferencijalna jednacina prvog reda za koju
Znamo:

Ako je diferencijalna jednacina oblika:

dy B
v p(x) -y = g(x)

Onda je resenje dobijeno metodom varijacije konstanti:
X
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Gdeje r(x) = [*p(s)ds.

U nasem slucaju je jednacina oblika:

d
Eplz(t, u) + ppz(u) © Po(t,u) = Py (t,u) - pyp(w)

Pa se metodom varijacije konstanti dobija:

u

Py(t,u) = c-exp {_ fuﬂ23(z)dz} + exp {‘j .U23(Z)dz}

) <jupll(tl Z) ) .U12(Z) Texp {fz,u23(5)d5} dZ)
=c-exp {_ juﬂ23(2)dz}

+ft Py4(t, 2) '#12(2)'39519{—_1;

=cC-exp {—f ,u23(z)dz}
t

+ jtu Pi1(t,2) - p12(2) - exp {— Luﬂz:;(S)dS} dz =c-exp {—Jf

u

u23(z)dz} " exp {—f !123(5)d5} dz
,u23(z)dz}
+ jup11(t: z) - U12(2) - Pp(z,u)dz

Sada kada uvrstimo grani¢ni uslov P;,(t,t) = 0 dobijamo da je ¢ = 0, pa je reSenje:

u

Piy(t,u) = j P11(t,2) - ty2(2) - Prp(z,u)dz
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4. Rac¢unanje premije osiguranja u
stohasticCkom modelu

Osnovni predmet izucavanja u aktuarstvu je rizik. Rizik se najcesc¢e definiSe kao moguénost
da se u buduénosti ostvari dogadaj koji za posledicu ima finansijski gubitak. Osiguranje je
jedan oblik upravljanja rizikom, prvenstveno usmeren na smanjenje finansijskih gubitaka.
Osiguranik, tj. osoba koja Zeli da se zastiti od rizika, potpisuje ugovor koji se naziva polisa
osiguranja sa kompanijom koja se bavi osiguranjem, tj. sa osiguravaju¢om organizacijom.
Polisom osiguranja se osiguravajuca organizacija obavezuje da ¢e u slucaju da se ostvari
dogadaj koji povlaci finansijski gubitak, isplatiti nov¢ane beneficije kojima ¢e osiguranik
pokriti taj gubitak. Zauzvrat osiguranik pla¢a ugovorenu novCanu sumu koja se naziva
premija. Na taj nacin osiguranje predstavlja prenos rizika sa osiguranika na osiguravajucu
organizaciju, uz plac¢anje premije osiguranja.

Osiguranje je moguce prakti¢no za sve vrste nepovoljnih dogadaja za koje su vreme i mesto
dogadaja neizvesni, ucestalost predvidiva i za koje je gubitak znatan ali ne i katastrofalan,
kako bi osiguravajuca drusStva i mogla i imala interes da organizuju osiguranje. Danas postoje
brojni tipovi osiguranja a naj¢e$¢i su osiguranje automobila, osiguranje za slucaj smrti,
zdravstveno osiguranje, osiguranje imovine, putnic¢ko osiguranje, penzijsko osiguranje itd.
Cilj svake osiguravajuce organizacije je da ukupno isplacene beneficije za jednu vrstu
osiguranja pokrije ukupno napla¢enim premijama za to osiguranje, s tim da se ne moZze
unapred znati koliki ¢e biti ukupan iznos isplacenih beneficija. Iz tog razloga je uglavnom u
praksi zastupljen stohasticki pristup izraCunavanju visine premije koji ¢emo predstaviti u
ovom poglavlju. Prvo ¢emo definisati aktuarske sadaS$nje vrednosti, a zatim ¢emo uvesti
pojam rezervi i pokazati kako se odreduje iznos premije na osnovu principa ekvivalencije.

U zavisnosti od vrste osiguranja, beneficije se mogu isplacivati u vidu periodi¢nih anuiteta ili
jednokratno. Periodi¢ni anuiteti su npr. prisutni u penzionom osiguranju u kome osiguranik
prima ugovorene iznose anuiteta periodi¢no od trenutka kada dostigne ugovorom definisanu
starost do trenutka smrti. Jedan primer osiguranja sa jednokratnom ispatom beneficije
predstavlja osiguranje za sluc¢aj smrti gde se isplata beneficije izvrSava nakon smrti
osiguranika u korist nekih tre¢ih lica, najces¢e ¢lanova porodice. Postoje i osiguranja u
kojima se kombinuju nacini isplate i razli¢iti iznosi beneficija u zavisnosti od stanja u kom se
nalazi osiguranik a takve vrste osiguranja se modeliraju pomoc¢u Markovih lanaca o kojima
¢emo govoriti na kraju ovog poglavlja.
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4.1. Aktuarske sadasnje vrednosti beneficija i premije
osiguranja

Neka je T diskretna slu¢ajna promenljiva koja predstavlja vreme zavrSetka trajanja polise
osiguranja, pri ¢emu je vreme trajanja polise od trenutka kupovine polise do trenutka kada se
osigurani dogadaj ostvari. lako nije neophodno, u nekim slu¢ajevima je skup mogucih
vrednosti slucajne promenljive T ograni¢en sa gornje strane. Ukoliko postoji gornje
ograni¢enje, tada vreme zavrSetka trajanja polise odgovara minimumu vrednosti gornjeg
ograniCenja i duzine vremena do ostvarenja osiguranog dogadaja. Mi ¢emo u narednim
definicijama pretpostaviti da postoji gornja granica koju ¢emo obelezavati sa 7, $to znaci da
¢e skup mogucih vrednosti slucajte promenljive T biti oblika {0, 1, ..., t}.

Novcani tokovi koji se javljaju u toku trajanja polise osiguranja su:

1) c(k) — jednokratna isplata beneficije u trenutku k u slucaju da se osigurani dogadaj
ostvari u vremenskom trenutku k,

2) b(k) — anuitet koji se isplacuje u trenutku k ukoliko se do tad osigurani dogadaj nije
jos ostvario

3) m(k) — premija koja se placa u trenutku k ukoliko se do tad osigurani dogadaj nije jo§
ostvario

Sada ako bismo odredili sadasnje vrednosti ovih novcanih tokova, ne bismo direktno dobili
realne brojeve ve¢ slucajne promenljive. Za razliku od deterministickih modela gde se tacno
zna duzina novcanih tokova, u stohastickom modelu je ona neizvesna 1 zavisi od vremena
ostvarenja osiguranog dogadaja, pa se u ovom slucaju moraju racunati aktuarske sada$nje
vrednosti. Aktuarske sadasnje vrednosti predstavljaju ocekivane sadasnje vrednosti nov¢anih
tokova.

Ako pretpostavimo da je diskontni faktor v fiksan, a da se beneficije i premije placaju na
godisSnjem nivou, dobijamo sledece aktuarske sadaSnje vrednosti prethodno definisanih
novcanih tokova:

1) Aktuarska sadasnja vrednost vektora jednokratne beneficije ¢, pri ¢emu je c(k)
beneficija isplacena kada je T = k

A (c,v) = P{T = k}-v*-c(k) = pr - v c(k)

2) Aktuarska sadaSnja vrednost vektora anuiteta b, pri ¢emu je b(k) anuitet isplacen ako
jeT >k

A;(b,v) := P{T > k}-v*-b(k) = S(k) - v* - b(k)
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3) Aktuarska sada$nja vrednost vektora premija 7, pri ¢emu je (k) premija placena ako
jeT >k

A (m,v) = P{T > k}-v*-n(k) = S(k) -v* - (k)

4.2. Aktuarske rezerve i princip ekvivalencije

U slucaju deterministickog modela za neku polisu osiguranja i proizvoljno t € {0, 1, ..., t},
aktuarske rezerve u trenutku t se definiSu kao suma novca koja je potrebna osiguravajucoj
kompaniji u trenutku t kako bi obezbedila ispunjavanje svojih buducih obaveza iz ugovora.
Mi ¢emo u ovom poglavlju rada predstaviti stohasticki pristup rezervama u diskretnom
modelu.

Fiksirajmo proizvoljno r € {0,1,...,t — 1} i pretpostavimo da se do tog trenutka
osiguravaju¢i dogadaj nije ostvario, onda mozemo definisati slu¢ajnu promenljivu ,L Koja ¢e
predstavljati sadasnju vrednost neto nov¢anog toka u trenutku r. Neto novc¢ani tok je razlika
izmedu svih buducih beneficija koje ¢e osiguravajuca organizacija isplatiti i svih premija koje
¢e biti naplacene, a njegova vrednost zavisi od vremena ostvarenja osiguranog dogadaja. Za

slu¢ajnu promenjlivu T, L moZemo zapisati u slede¢em obliku:

L=b) +bypy v+ +bT—-1) v +c(T) v —(m(r) + -+ (T - 1)
_UT—I)

Slu¢ajna promenljiva ,.L se Cesto naziva i potencijalni gubitak u trenutku r. Bitno je
napomenuti 1 da ova slucajna promenljiva takode moZe imati i negativne realizovane
vrednosti 1 u tom slucaju ta realizovana vrednost predstavlja dobitak osiguravajuce
kompanije.

Sada uvodimo definiciju rezervi u trenutku r za stohasticki model na slede¢i nacin:
YV =E(,L)

Dakle, aktuarske rezerve u trenutku r predstavljaju ocekivanu vrednost potencijalnog gubitka
u trenutku .

Slucajna promenljiva L, koja se Cesto obelezava samo sa L, je jednaka razlici sadasnje
vrednosti svih bududih beneficija i sadaSnje vrednosti svih buducih premija u toku trajanja
polise. Po principu ekvivalencije se za premije uzimaju one vrednosti za koje je

E(L)=0
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Odnosno po principu ekvivalencije aktuarske rezerve moraju biti jednake nuli u trenutku kada
polisa osiguranja pocinje da vazi.

4.3. Markovi procesi u osiguranju

U prethodnom poglavlju smo govorili o osiguranju u kome postoji jedan osigurani dogadaj
koji drugim re¢ima predstavlja prelazak osiguranika iz jednog stanja u drugo stanje, npr. ako
je osigurani dogadaj smrt osiguranika onda je prvo stanje ziv a drugo stanje preminuo.
Medutim, postoje mnogo kompleksnije polise osiguranja i u tom slucaju se za modeliranje
kretanja osiguranika kroz stanja koriste stohasti¢ki procesi. Mi ¢emo u ovom poglavlju
predstaviti nacin racunja aktuarskih vrednosti i premije kada stohasti¢ki procesi imaju
svojstvo Markova. Definiciju i osnovne osobine Markovih procesa smo dali u glavi 4.

Jedan nacin uopstavanja je polisa u kojoj se isplacuju razli¢iti iznosi beneficija za razlicite
uzroke smrti. Ako postoji m uzroka smrti, tada posmatramo Markov lanac sa m + 1 stanja u
kome za osiguranika u stanju 0 znaéi da nije preminuo, dok stanje j, j =1,2,..,m
predstavlja smrt usled uzroka j. Jo§ kompleksniji model nastaje omogucavanjem veceg broja
prelaza medu stanjima. Na primer, ako se beneficije isplacuju za razvoj neke izle¢ive bolesti,
moze se desiti da se osiguranik razboli 1 ozdravi viSe puta u toku trajanja polise osiguranja.

Pretpostavimo da se razvoj stanja osiguraka moZze predstaviti diskretnim procesom Markova
sa kona¢nim skupom stanja § = {0,1, ..., N} pri ¢emu je stanje 0 poéetno stanje u kome
osiguranik ne prima beneficije ali moze da plac¢a premiju. U tom slucaju se Markov lanac za
polisu osiguranja sa rokom prestanka pokri¢a 7 definiSe na slede¢i naéin:

Z:TxS—-S, 8§=1{01,.,N,T={01,..,1)
Pri ¢emu Z(t) = i znaéi da se osiguranik u trenutku t nalazi u stanju i.

Kao $to smo rekli, za razliku od prethodnog poglavlja gde su se pojavljivala samo dva stanja,
sada imamo vise stanja a samim tim i vise razli¢itih nov¢anih tokova, pa zbog toga uvodimo
nove oznake:

1) ¢;j(t) — iznos beneficije koju ¢e osiguranik primiti za prelazak iz stanja i u stanje j u
trenutku t, i,j € {0,1,..,N}, i <j

2) b;(t) — vrednost anuiteta u trenutku t koji osiguranik prima dok je u stanju i,
ie{l,.. N}

3) m;(k) — vrednost premije koju osiguranik pla¢a u trenutku k ukoliko se u tom trenutku
nalazi u stanju i, i € {0,1,...,N}
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Princip raCunanja aktuarskih sada$njih vrednosti je sli¢an, s tim da ¢emo prvo definisati
verovatno¢e prelaza. Verovatnoc¢a prelaza predstavlja verovatno¢u da se osiguranik u
trenutku ¢t nalazi u stanju j, ako se u trenutku s nalazio u stanju i, i za nju ¢emo uvesti
oznaku:

Pij(s,t) = P{Z(t) = jlZ(s) = i}

Pretpostavimo da se u trenutku t = 0 osiguranik nalazi u po¢etnom stanju 0 u kome ne prima
beneficije, onda dobijamo da su aktuarske sadasnje vrednosti u zavisnosti od stanja date
pomocu sledecih formula:

1) Aktuarska sadasnja vrednost vektora beneficije c;; u trenutku t = 0

T
A‘L’(Cijl 17) = Z POi(O' t— 1) ' Pl](t -1, t) st Cij(t)
t=1
2) Aktuarska sadasnja vrednost vektora beneficije b; u trenutku t = 0

Ac(byv) 1= ) P = vt - bi(©)

t=1
3) Aktuarska sadasnja vrednost vektora premije m; u trenutku t = 0

Al v)i= ) PE@®) = )0 m()
t=1

Nakon racunanja aktuarskih sadasnjih vrednosti beneficija i premije za svako stanje posebno,
neophodno je izraCunati i aktuarske sadasnje vrednosti ukupnih beneficija i ukupnih premija,
tj. raCunamo sledece sume:

1) Aktuarska sadasnja vrednost ukupnih beneficija B u trenutku t = 0

A;(B,v) := EN: ZN:AT(CU-,U) + ZN: A.(b;,v)

i=1Jj=1 i=1
j#i

2) Aktuarska sadasnja vrednost ukupnih premija IT u trenutku t = 0
N
A(ILv) == )" Ay(m,v)
i=0

Podsetimo se, po principu ekvivalencije aktuarska sadasnja vrednost rezervi mora biti
jednaka nuli na pocetku vazenja polise Sto se drugim reima znaCi da aktuarska sadasnja
vrednost ukupnih beneficija i aktuarska sadasnja vrednost ukupnih premija moraju biti
jednake. Dakle po principu ekvivalencije, premija se dobija resavanjem sledece jednacine:

A.(B,v) = A.(I1,v)
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5. Primena

Danas postoji mnogo vrsta razli¢itih osiguranja. Kako bismo napravili model koji prikazuje
primenu teorije koja je razradena u prethodnim poglavljima, mi ¢emo u ovom radu predstaviti
osiguranje za dugoro¢nu negu u Nemackoj. U Nemackoj je 1995. godine uvedeno obavezno
osiguranje za dugoro¢nu negu. Prilikom zaklju¢ivanja ovakvog tipa osiguranja, osiguravac
sklapa polisu sa osiguranikom bez prethodnih saznanja o zdravstvenom stanju osiguranika.
Beneficije od osiguranja se isplacuju ukoliko se osiguranik nade u zdravstvenom stanju koje
zahteva negu medicinskog osoblja u vidu kuénih poseta ili prelazak u dom za zdravstvenu
negu. Visina beneficije zavisi od obima i oblika neophodne nege. Nas cilj je procena uticaja
teskoce bolesti, oblika neophodne nege (kod kuée ili u domu), godina i1 pola osiguranika na
trajanje zahteva za negu. U ove svrhe ¢emo koristiti Koksov poluparametarski proporcionalni
hazardni model. Ovaj model omogué¢ava ukljuc¢ivanje cenzurisanih podataka u procenu sto je
veoma bitno jer oni imaju veliki udeo u dostupnim bazama podataka. Takode je pogodan
zbog moguénosti upotrebe vremenski zavisnih promenljivih kao $to su u nasSem slucaju
teskoca bolesti, oblik neophodne nege i godine osiguranika. Pomocéu Koksovog modela
takode mozZemo oceniti i intenzitete prelaza medu nivoima. Svrha ovog poglavlja je
prikazivanje kako se koriste¢i ocenjenih intenziteta prelaza i Markovog modela sa vise stanja
moze do¢i do formule za ra¢unanje premije za plan pomenutog tipa osiguranja.

Dugoro¢na nega podrazumeva pruzanje neophodne nege i1 podrSke osiguranicima koji na
osnovu svog stanja imaju pravo na nju. Nega se moze pruzati kod kuce i u specijalizovanom
domu za zdravstvenu negu, a prema duZini vremena neophodnog za pruzanje nege na
dnevnom nivou razlikujemo tri nivoa:

1) Prvi nivo nege: Obolelom osiguraniku je potrebno najmanje 90 minuta dnevno za
obavljanje svakodnevnih aktivnosti (odlazak u krevet, kupanje, ishrana...)

2) Drugi nivo nege: Obolelom osiguraniku je potrebno najmanje 180 minuta dnevno za
obavljanje svakodnevnih aktivnosti

3) Treci nivo nege: Obolelom osiguraniku je potrebno najmanje 300 minuta dnevno za
obavljanje svakodnevnih aktivnosti

5.1. Koksov model

Za svakog pacijenta postoje podaci o datumu rodenja, polu pacijenta, datumu kada je pacijent
zatrazio negu i o obliku i nivou nege koju je zatrazio. U zavisnosti od daljeg razvoja stanja
pacijenta na raspolaganju mogu biti podaci o promeni nivoa, odnosno oblika nege kao i
datum te promene, datum smrti i eventualno datum prestanka pruZzanja nege zbog
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ozdravljenja ili poboljSanja zdravstvenog stanja. Primer raspolozive baze podataka neke
osiguravajuce organizacije je dat u sledecoj tabeli:

Pacijent | Datum rodenja Pol Datum smrti Pocetna nega
1 12/20/1963 Zenski - 1. nivo kod kuce
1/10/1954 Muski - 2. nivo u domu
2 - Datuma 4/16/1997 pacijent 2 je ozdravio
3 3/3/1965 Muski | 12/31/1996 3. nivo udomu
1/2/1975 Zenski | 12/4/1998 1. nivo kod kuce
f - Datuma 8/30/1996 pacijent 4 je presao na 1. nivo nege u domu

- Datuma 7/17/1997 pacijent 4 je presao na 2. nivo nege u domu

- Datuma 9/1/1998 pacijent 4 je presao na 3. nivo nege u domu
3/30/1967 Muski - 1. nivo kod kuce
- Datuma 12/1/1996 pacijent 5 je presao na 2. nivo nege kod kuce

> - Datuma 12/1/1997 pacijent 5 je presao na 3. nivo nege kod kuce
- Datuma 2/1/1998 pacijent 5 je presao na 3. nivo nege u domu

6 4/1/1940 Muski - 3. nivo u domu
4/5/1939 Muski 7/5/1998 2. nivo u domu

! - Datuma 2/15/1998 pacijent 7 je presao na 3. nivo nege u domu
12/5/1950 Zenski | 1/12/1997 1. nivo u domu

8 - Datuma 1/31/1996 pacijent 8 je presao na 3. nivo nege u domu

9 4/2/1980 Zenski - 1. nivo u domu

10 714/1971 Zenski | 10/3/1996 2. nivo u domu

Tabela 5.1.1: Podaci o korisnicima osiguranja za dugoro¢nu negu

Ovakav skup podataka odgovara skupu podataka koji se dobija u longitudinalnim studijama
sa unapred definisanim datumom zavrSetka posmatranja. Vreme prezivljavanja u ovom

primeru predstavlja vreme trajanja nege pacijenta koje ¢emo izrazavati u godinama, dakle
definiSemo:

T := broj godina tokom kojih je pacijentu neophodna nega

Pacijenti koji su na kraju perioda posmatranja ostali u nekom nivou i obliku nege
predstavljaju cenzurisana posmatranja. S obzirom da je potpuni oporavak pacijenta, odnosno
prestanak potrebe za negom zbog poboljsanja stanja veoma redak mi ¢emo pretpostaviti da je
nemogu¢ a takve podatke ¢emo smatrati cenzurisanim podacima.

Za analizu ovih podataka i procenu trajanja nege pacijenta mozemo koristiti Koksov model sa
slede¢im vremenski zavisnim promenljivama:
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*  Xpor — Pol pacijenta (X,,; = 1 za zenski pol a X;,,; = 0 za muski pol)

" Xg0q(t) — starost pacijenta u trenutku promene stanja

=  X,,(t) — 1. nivo nege u trenutku t (X,,; (t) = 1 ako se pacijentu pruza 1. nivo nege a
u suprotnom je X, (t) = 0)
= X,,(t) — 2. nivo nege u trenutku t (X,,,(t) = 1 ako se pacijentu pruza 2. nivo nege a
u suprotnom je X,,,(t) = 0)
* Xyom(t) — promenljiva koja pokazuje mesto nege (Xz0m(t) =1 ako je pacijent
smesten u domu za negu, a X ;,,(t) = 0 ako mu se nega pruza kod kuce

Primetimo da ukoliko su X,,; (t) = X,»(t) = 0, pacijent je u 3. nivou nege. Na osnovu ovako
definisanih promenljivih dobijamo Koksov model sledeceg oblika:

h(t |X) = ho(t) - exp{bl *Xp1(6) + by - Xpa () +b3 - Xgom (t)+by 'Xgod(t) + bs 'Xpol}

Kao $to vidimo, ovaj model sadrzi vremenski zavisne promenljive, pa se pre obrade
podataka, tabela mora transformisati na na¢in opisan u poglavlju 2.4. U tabeli 5.1.2 su
prikazani podaci u obliku pogodnom za dalji rad.

Pacijent | Start Stop Xpot Xgod X1 X2 Xgom | Status
1 0,00 3,75 1 31,30 1 0 0 0
2 0,00 2,04 0 41,25 0 1 1 0
3 0.00 1.75 0 30.10 0 0 1 1

0.00 1.41 1 20.26 1 0 0 0
1.41 2.29 1 21.67 1 0 1 0
* 2.29 3.42 1 22.55 0 1 1 0
3.42 3.68 1 23.68 0 0 1 1
0.00 1.67 0 28.02 1 0 0 0
1.67 2.67 0 29.69 0 1 0 0
> 2.67 2.84 0 30.69 0 0 0 0
2.84 3.75 0 30.86 0 0 1 0
6 0.00 3.75 0 55.04 0 0 1 0
0.00 2.88 0 56.03 0 1 1 0
! 2.88 3.26 0 58.90 0 0 1 1
0.00 0.83 1 44.35 1 0 1 0
8 0.83 1.79 1 45.18 0 0 1 1
9 0.00 3.75 1 15.01 1 0 1 0
10 0.00 151 1 23.76 0 1 1 1

Tabela 5.1.2: Podaci o osiguranicima razlozeni na vremenske intervale u kojima su vrednosti
svih promenljivih fiksne
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Nakon ocene koeficijenata Koksovog modela i osnovne hazardne stope, mogu se uporedivati
hazardne stope pacijenata koji imaju razli¢ite vrednosti nekih promenljivih i na taj naéin
izvoditi odredeni zakljucci. Na primer, ako uporedimo dva pacijenta, Zenu i muskarca starosti
50 godina koji se nakon 6 meseci od dana zahtevanja nege nalaze u domu, pri ¢emu im je
neophodan 2. stepen nege dobijamo:

h(0,5|Xzena) = ho(0,5) - exp{bs + b3 + by - 50 + bs}
h(O'SIXmuékarac) = 7{6(0;5) ’ exp{E; + Z’; + E; ’ 50}

Odnosno dobijamo da je odnos njihovih hazardnih stopa:

h(OJSIXiena) — exp{‘g’}
h(0,5 |Xmu§karac) >

A zatim na osnovu ocenjene vrednosti koeficijenta bs mozemo zakljuciti da li pol pacijenta
utice na duzinu njegovog zahteva za negu. Nacin izvodenja zakljucka u zavisnosti od
vrednosti koeficijenta je opisan u poglavlju 2.1. ovog rada.

5.2. Markov model

Promene stanja pacijenta, odnosno prelazi se mogu predstaviti pomo¢u Markovog modela.
Zbog nacina isplacivanja beneficija koji ¢emo objasniti u narednom poglavlju, u ovom radu
¢emo koristiti 6 mogucih stanja osiguranika. Dakle, skup stanja § = {0, 1, 2, 3,4, 5} ¢emo
definisati na slede¢i nacin:

1) Stanje 0 := osiguranik je zdrav

2) Stanje 1 := osiguraniku je potreban 1. nivo nege kod kuce
3) Stanje 2 := osiguraniku je potreban 2. nivo nege kod kuce
4) Stanje 3 := osiguraniku je potreban 3. nivo nege kod kuce
5) Stanje 4 := osiguraniku je potrebna nege u domu

6) Stanje 5 := osiguranik je preminuo

Primetimo da stanje 4 obuhvata sva tri nivoa nege a redosled po kom su definasana stanja
1,2,3 i 4 odgovara obimu neophodne nege i koliCini sredstava da se ona pruzi u datom
stanju, odnosno dati redosled stanja odrazava rastuci poredak teZine stanja pacijenta. Posto se
u podacima retko sre¢u poboljSanja stanja, mi ¢emo pretpostaviti da su ona nemoguca i da je
mogu¢ prelaz samo u teze stanje, pri ¢emu je stanje 5 apsorbujuce stanje. Ovako definisani
prelazi se predstavljaju slede¢cim Markovim modelom:
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Slika 5.2.1: Markov model osiguranja za dugoro¢nu negu

Sada nas zanimaju ocene intenziteta prelaza u;;, i,j € §. Mozemo primetiti da hazardne stope
po definiciji odgovaraju intenzitetima prelaza iz stanja "ziv" u stanje "preminuo"”, §to nam
omogucava da i intenzitete prelaza ocenimo pomocu Koksovog modela. Prelazi 1 - 5,
2-5,3->5i4 - 5se mogu direktno dobiti iz ocenjenog Koksovog modela iz prethodnog

poglavlja fiksiranjem vrednosti promenljivih X,,; (t), X,1(t) | X40m (t) na sledeéi nacin:
Xn1 () = 1, Xp2(8) = Xgom () = 0 za pys
Xn2(6) = 1, Xn1 () = Xaom (t) = 0 22 pips
Xn1(6) = Xn2(8) = Xagom () = 022 pizs
Xaom(t) =1, X5 (t) = Xp2(6) = 028 pys

Intenziteti prelaza iz stanja 0 u ostala stanja se ne mogu odrediti na osnovu podataka iz
internih izvora kompanije, pa se za uys koriste javno dostupne godiSnje stope mortaliteta a za
prelaze iz stanja O u stanja 1, 2, 3 i 4 se mogu upotrebiti godi$nje stope realizacije zahteva za
negu iz nekih eksternih izvora.

Ostali intenziteti prelaza se ocenjuju konstrukcijom novog Koksovog modela, pri ¢emu se
dobijaju i nove vrednosti koeficijenata b; . Prilikom konstrukcije Koksovog modela se
uzimaju promenljive Xg,4(t) 1 X,0;(t), tj. modeli ¢e biti oblika:

.uij(t 1X) = .uijo(t) ’ exp{bl ’ Xgod(t) + b, 'Xpol}

Pre ocenjivanja koeficijenata, neophodno je podatke “prilagoditi” za svaki intenzitet posebno.
Na primer, ukoliko ocenjujemo intenzitet prelaza u,, vreme prezivljavanja T predstavlja
vreme koje protekne od trenutka kada je pacijentu pruZena nega prvog nivoa kod kuée do
trenutka kad je pacijent presao u drugi nivo kod kuce. Dakle, neophodno je formirati podskup
pacijenata koji su se tokom perioda posmatranja nasli u stanju 1 u bilo kom trenutku, pri
¢emu je njihovo zdravstveno stanje do tog trenutka nebitno, odnosno smatra se da su oni usli
u studiju u trenutku ulaska u stanje 1. U ovom slucaju svi pacijenti koji tokom perioda
posmatranja nisu usli u stanje 2 predstavljaju cenzurisane podatke. U narednoj tabeli smo
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prikazali kako ovaj postupak izgleda na nasem primeru prilikom ocene intenziteta prelaza

Hi2-
Pacijent | Start Stop Xpol Xgod X1 X, Xiom | Status
1 0,00 3,75 1 31,30 1 0 0 0
4 0.00 1.41 1 20.26 1 0 0 0
5 0.00 1.67 0 28.02 1 0 0 1

Tabela 5.2.1: Podaci o pacijentima koji su se nalazili u stanju 1 tokom vremena posmatranja

5.3. Premija

Pretpostavimo da osiguravajuéa organizacija nudi osiguranje za dugoro¢nu negu u kome se
premije placaju na godiSnjem nivou u fiksnom iznosu. S druge strane, osiguravajuca
organizacija se obavezuje da osiguraniku u zavisnosti od nivoa nege ispla¢uje razlicite iznose
beneficije. Unapred se ugovara ukupan godisnji iznos sume koji ¢e biti isplac¢ivan ukoliko je
pacijent primljen u dom za negu, a za nize nivoe nege se isplacuje deo te ugovorene sume po
slede¢em pravilu:

1) Za prvi nivo nege kod kuce isplacuje se 25% od ugovorene sume
2) Za drugi nivo nege kod kuce isplacuje se 50% od ugovorene sume
3) Za tre¢i nivo nege kod kuce isplacuje se 75% od ugovorene sume

Nov¢€ani tokovi koji se pojavljuju u ovom obliku osiguranja su:

- m — fiksna godisnja premija koju placa osiguranik
- b; — ukupna suma svih beneficija koju osiguranik dobija na godisnjem nivou dok je
ustanjui, i =1,2,3,4

Kako bi se mogao primeniti nacin racunanja aktuarksih sadasnjih vrednosti novcanih tokova
iz poglavlja 4.3., neophodno je prvobitno utvrditi vreme zavrSetka polise osiguranja. Za
vreme zavrSetka polise se uzima aktuarska starost pacijenta pri smrti koju ¢emo obelezavati
sa w. Dakle, w predstavlja starost pacijenta, izrazenu u godinama, za koju vazi da je
P(pacijent zivi duze od w godina) = 0

Sada mozemo precizno definisati vreme trajanja polise. To je vreme koje protekne od
trenutka zaklju€ivanja ugovora do smrti osiguranika, tj. ako sa 0 obelezimo period trajanja
polise onda je 6 = [0,w — x). Kako bi se primenio princip ekvivalencije neophodno je
utvrditi aktuarske vrednosti svih nov¢anih tokova u trenutku izdavanja polise osiguranja. Sa
A, _(II,v) éemo oznacditi aktuarsku vrednost svih premija placenih u toku trajanja polise a
sa A, _,(B,v) aktuarsku vrednost ukupno isplacenih beneficija za negu na nivou i u toku
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trajanja polise. Ako pretpostavimo da nam je data fiksna godiSnja diskontna stopa v,
dobijamo slede¢e formule za aktuarske sadasnje vrednosti novéanih tokova na pocetku
perioda trajanja polise:

w—x-1
A (ILv) = Z P{osiguranik je zdrav u periodu [0,t]} vt 7
t=0
w—-x—-1
A.(B,v) = P{osiguranik je zdravu s = 0,aus =t je u stanju i} v' - b;
t=1

Nakon odredivanja aktuarskih vrednosti, primenom principa ekvivalencije dobija se iznos
godisnje premije 7:

Bop, (0) + Bgp,(0) + B p,(0) + By p, (0)

= YW1 P{osiguranik je zdrav u periodu [0, t]} - vt

Postupak racunanja verovatnoca koje se nalaze u prethodnim formulama ¢emo objasniti u
narednom poglavlju.

5.4. Racunanje diskretnih verovatnoca prelaza

Kao S§to smo rekli, stanje osiguranika predstavlja Markov proces sa skupom stanja § =
{0,1,2,3,4,5} i verovatno¢ama prelaza P;;(s, t).

U ovom poglavlju ¢emo opisati jedan nacin na koji se mogu izracunavati verovatnoce:

1) P{osiguranik je zdrav u periodu [0, t]} = Py (0,t) = P{Z(t) = 0|Z(0) = 0}
2) P{osiguranik je zdravu s = 0,a u trenutku s =t je u stanju i} = Py;(0,t) =
P{Z(t) = i|2(0) = 0}

Posto se u zivotnom osiguranju premije racunaju na osnovu godisnjih stopa prelaza,
neophodno je prvo odrediti godiSnje verovatnoce prelaza. Godisnja verovatnoca prelaza je
verovatnoca da se osiguranik u narednoj godini nalazi u stanju j, ako se u godini t nalazio u
stanju i, a oznacavacemo je sa:

pij(®) =P{Z(t+1) =jIZ(t) = i}

Na osnovu formule iz 1.3.1 iz prvog poglavlja se moze pokazati da se godiSnje verovatnoce
prelaza mogu dobiti na osnovu intenziteta prelaza pomocu sledece formule:
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pij(t) =1- 1—[ (1 - .uij(tk)) = 2 i () - 1_[ (1 _.uij(ts))

tstp<t+1 tstp<t+1 t<ts<ty

Primetimo da stope prelaza p;;(ty) zavise od starosti i pola, §to znaci da se verovatnoce

racunaju posebno za oba pola i za razli¢ite godine starosti, odnosno dobijaju se premije u
zavisnosti od pola i starosti osiguranika.

Sada nakon dobijanja godisnjih verovatno¢a prelaza izves¢emo formule za dobijanja
verovatnoc¢a prelaza P;;(s, t) koje su nam potrebne za racunanje premije. Posto smo za nas
Markov model pretpostavili da je mogué¢ samo prelazak u gora stanja, za verovatnoce
zadrZavanja stanja Pj; (t,t+1),i €{0,1,2,3,4} vazi sledece:

Pi(t,t+1) =1—(Pyp(tt+ D+ -+ Ps(t,t +1)) =1 - Z P;(t,t+1)
i<j<5
Dalje, kako po definiciji vazi jednakost P;(t, t + 1) = p;;(t), sledi da je:
Paltt+ D =1- > py(®
i<j<5

A zatim koriste¢i jednac¢ine Chapman-Kolmogorova i rekurzivne veze moZemo izvesti i za
proizvoljne godine:

t—s—-1 t—s—-1

Py(s,t) = 1_[ Pi(s+ks+k+1)= 1_[ 1- z pij(s + k)
k=0

k=0 i<j<5

Na osnovu osnovnih osobina verovatnoce se izvode i formule za verovatnoce prelaza u gora
stanja, odnosno sve verovatnoce koje su potrebne za racunanje premije za na§ model se mogu
izraCunati pomocu slede¢ih formula:

Poo(0,6) = | (1= P0a (10 = P02 (1) = P03 () = Poa (k) = pos ()
k=0

4 ~+
[uny

P (0,6) = | [(1 = 21200 = pra0) = 1) = p15(8))
k=0

P0,0) = | [(1 = p2s0) = p2400) = pas (1))
k=0

P1s(0,0) = | [(1 = p3a0) = p35(8))
k=0
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Pu(0,6) = | [(1 = pas®)
k=0

t—-1

Py1(0,t) = Pyo(0,k) - po1 (k) - Py (k + 1,¢)

2, Fo 1
t—1

Po2(0,8) = > (Poo(0,k) - por (k) + Py (0,k) 12 (k) ) - Poy(k + 1,)
k=0
t—1

Po3(0,6) = > (Pog(0,k) - po3 (k) + Poy (0,) - Py (k) + Poz(0,k) - po3(k) ) - Pag (k + 1,1)
k=0
t—1

Pos(0,6) = >~ (Pool0,10) - PoaCle) + Por (0, ) pra(k) + Pop (0, K) - 2 ) + Py (0,00
k=0

P3a(k)) - Paake + 1,0)

Pys(0,t) =1 — Pyo(0,t) — Py1(0,t) — Py2(0,t) — Py3(0,t) — Pys(0, )
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Zakljucak

Postoje mnogi drugi nacini za formiranje premije u kojima se uzima u obzir stohasticka
priroda gubitka. Osim principa ekvivalencije postoje i princip standardne devijacije, princip
varijanse i drugi. MozZe se prona¢i obimna literatura koja se bavi uporedivanjem razlicitih
principa i pronalaskom najboljih formula za racunanje premije.

Mi smo u ovom radu koristili Markov proces kako bismo predstavili vise stanja u modelu
osiguranja. Kao $to smo rekli, za primer smo uzeli osiguranje za dugoro¢nu negu u Nemackoj,
medutim uslovi iz polise mogu biti drugacije ugovoreni pa se tada i Markov model mora
izmeniti u vidu promene broja stanja ili tipa prelaza. Takode je bitno napomenuti da postoje i
drugi nacini ocena intenziteta i verovatnoca prelaza iz Markovog modela. Koksov model koji
smo mi Kkoristili je dosta komplikovan pristup zbog potrebe za transformacijom podataka, ali
postoje statisticki paketi koji olakSavaju ra¢unanje hazardnih stopa a najpopularniji je program
R.
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