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Predgovor

Donosenje odluka predstavlja svakodnevni problem u ekonomiji i finansijama,
medicini, biologiji, psihologiji, sociologiji, politici, lingvistici, informatici, elektronskom
poslovanju, inZenjeringu, menadzmentu, itd. Modeli u bilo kojoj od pomenutih oblasti se
tradicionalno zasnivaju na matematici koja se temelji na klasi¢noj dvoelementnoj logici t;.
logici u kojoj svaki element ili pripada ili ne pripada skupu, a tre¢e opcije nema. Medutim
za sloZene situacije i sisteme prozZete neodredenoscu, takav pristup nije odgovarajuci jer je
previse ograni¢en. Kako bi se taj problem izbegao i omogucio $to verodostojniji rezultat,
potrebno je sve posmatrati u fazi okruzenju.

Re¢ fazi (eng. fuzzy) je engleskog porekla i oznacava neodreden, neprecizan pojam, a
prvi put se kao takav javlja u delu ,,Fuzzy Sets: Informatin and Control* — Lofti Zadeh-a
1965. godine. Zahvaljujuc¢i fazi skupovima i fazi logici omoguéeno je modelovanje
vrednostima koje ne moraju samo da pripadaju ili ne pripadaju nekom skupu, ve¢ mogu sa
nekim stepenom tj. u odredenoj meri pripadati. Stepen je odreden funkcijom pripadnosti
koja uzima neku od realnih vrednosti na zatvorenom intervalu [0,1]. Zahvaljujuci tome,
fazi skupovi se lakSe prilagodavaju realnim problemima i omogucavaju modeliranje
razli¢itih tipova neodredenosti.

Na pocetku rada su dati osnovni pojmovi potrebni za razumevanje rada u celini. Izmedu
ostalog, to su fazi skupovi, fazi relacije, operacije na fazi skupovima zasnovane na
trougaonim normama. ObjaSnjeni su fazi brojevi, poseban slucaj fazi skupova, sa
naglaskom na trougaone fazi brojeve koji imaju Siroku primenu u razli¢itim oblastima, kao
1 princip proSirenja koji omogucuje da se aritmeticke operacije izvode na fazi brojevima.
Literatura kori§¢ena pri izradi ovog poglavlja je [1,2,3,4,7,8,10,11,12,13,15,16,17].

U drugom delu se govori o principu usrednjavanja za fazi vrednosti. Naime, ispitivanje
1 analiza komplikovanih situacija podrazumeva angazovanje velikog broja stru¢njaka, ¢ime
se dolazi do velikog broja razlicitih misljenja koja se moraju obraditi da bi se doslo do
finalne odluke. Upravo fazi skupovi na prirodan nacin opisuju ova razli¢ita misljenja jer
dozvoljavaju odredenu dozu nepreciznosti koja je uvek prisutna u stvarnom zivotu. Ovaj
princip se koristi u nekoliko modela (kao $to su: fazi Delphi, fazi PERT i predvidanje
traznje) koji su ilustrovani kroz primere. Ovaj deo je zasnovan na literaturi [2, 3,6,9,11].

Treca glava je posvecena upravo temi samog rada. Ciljevi 1 ograniCenja su definisani
trougaonim fazi brojevima. Detaljno ¢e biti objasnjeni principi donoSenja odluka u
navedenom okruZenju, kako teorijski aspekt, tako i1 kroz primere iz stvarnog Zivota.
Rezultati i primeri iz ovog dela se zasnivaju na literaturi [1, 2,4, 5,11, 14, 16].

Kako je u predstavljenom pristupu presek fazi skupa ciljeva i fazi skupa ogranicenja,
kao i fazi usrednjavanje, modelovano trougaonom normom Ty=min, u zavr§nom delu rada
bice ispitan uticaj drugih trougaonih normi na rezultujuéi fazi skup, pa samim tim i na
konacnu odluku.
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1. Uvodni pojmovi

Na samom pocetku, da bi izlaganje o fazi skupovima bilo jasnije, dace se osnovni
pojmovi o fazi skupovima i funkciji pripadnosti. Zatim ¢e se govoriti o fazi brojevima,
trougaonim normama i konormama, fazi intervalima, fazi relacijama i svim ostalim
pojmovima koji ¢e pomo¢i u kasnijem predstavljanju same teme rada
([1,2,3,4,7,8,10,11,12,13,15,16,17]).

1.1 Fazi skupovi

Funkecija pripadnosti kod obi¢nih skupova je precizna i moze uzeti samo dve vrednosti.
Tu je dakle sve ¢isto ,,crno ili belo*. Medutim u svakodnevnom Zzivotu osim brojeva
neminovno je sretati se i sa raznim lingvisti¢kim terminima koje je potrebno modelovati, a
za koje je jako teSko napraviti jasnu razliku da li pripadaju ili ne pripadaju nekom skupu.
Recimo ako se posmatra temperatura na kojoj se voda ledi, skup ¢e Ciniti sve vrednosti
stepena koje su ispod nule uklju¢ujuéi i nulu, tj. A = {x € U|x < 0}. Samim tim funkcija
pripadnosti je:

1, za x<0
MA(x)_{O, za x>0

Ovde je nedvosmisleno jasno da je granica za temperaturu zamrzavanja tacno definisana 1
bilo koja temperatura ako se uzme, ona ¢e ili pripadati skupu A ili ne¢e. Medutim, Sta ako
se uzme da je skup ,,skup niskih temperatura “? Sada nije moguce postaviti jasnu granicu i
ona itekako zavisi od subjektivnih osec¢aja, stoga ovde primena logike klasi¢nih skupova
nije od koristi jer je potrebna gradacija. Ideja je da se definiSe delimi¢no pripadanje uz
pomo¢ funkcije pripadnosti (karakteristi¢ne funkcije). Tako se do fazi skupova. Osnivac
teorije fazi skupova, Lofti Zadeh,' je uveo ocene izmedu 0 i 1 da bi objasnio delimi¢no
pripadanje nekog elementa skupu. Sada funkcija pripadnosti ne uzima samo vrednosti 0 i
1, ve¢ sve vrednosti iz zatvorenog intervala [0, 1] i na taj nacin daje stepen pripadanja nekog
elementa skupu. Kori$éena literatura je [2,3,7,8,12,15,17].

Prica o fazi logici pocinje mnogo pre Zadeha. Da bi postavio konciznu teoriju logike a
kasnije 1 matematike, Aristotel je postavio takozvane ,,Zakone misli®. Jedan od tih zakona,
,.Zakon iskljuenja treéeg®, govori da svaki iskaz mora biti ili ta¢an ili neta¢an. Cak i kada
je Parmenid predlozio prvu verziju ovog zakona 400 godina pre nove ere, bilo je jakih
prigovora. Na primer Heraklit je predloZio da treba da se prihvati da neki iskazi mogu
istovremeno biti 1 tacni 1 netacni. A Platon je postavio temelje onome $to ¢e postati fazi
logika ukazujuci da postoji i nesto trece, pored isklju¢ivo taénog i neta¢nog ([7]).

Definicija 1.1 [2] Funkcija pripadnosti za fazi skupove, u oznaci u je preslikavanje yu: U —
[0,1] gde je U univerzalni skup.

Definicija 1.2 [2] Neka je A U obican skup. Fazi skup A se defini$e kao skup uredenih
parova binarne relacije:

A= {(x’uc/l(x)) | X € Auuo‘l(x) € [Orl]}

Lotfali Askar Zadeh (1921- ) je poznati matematiCar, elektroinZenjer, istrazivaé u oblasti veStacke
inteligencije i raCunarskih nauka i akademik Univerziteta u Kaliforniji. On je uveo, odnosno definisao fazi
skupove 1965. godine kao matematicki formalan pojam kojim se modelira neodredenost u lingvistici.



gde je p 4 (x) funkcija pripadnosti. Ona odreduje ocenu, odnosno stepen kojim neki element
x € A pripada fazi skupu A. Ova definicija povezuje svaki element skupa A sa realnim
brojem 4 (x) iz intervala [0,1]. Sto je veéa vrednost za p_4 (x) to je veéi stepen pripadnosti.
Fazi skup se formalno moZze poistovetiti sa svojom funkcijom pripadnosti, tj. moze se
posmatrati i kao funkcija koja elemente domena (skupa A) preslikava u interval [0,1].

ta(x):A - [0,1]

Primer 1.1 2]
a) Recimo da treba opisati visinu ljudi uz pomo¢ klasicnog skupa. Neka je

b)

pretpostavka da je covek visok ukoliko je njegova visina bar 180cm, inace je nizak
(neka je pocetna visina 160cm). Prema tome, skup je A = {visoki ljudi}, a
njegova funkcija pripadnosti:

() = {o, ako 160 < x < 180
Ha 1, ako x > 180

05

| | | | | 1 1 1 ly

0
150 155 160 165 170 175 180 185 190 195 200

Slika 1.1 Funkcija pripadnosti klasi¢nog skupa A

Vidi se da je ovakav nacin razmisljanja nekako ogranicen i nije zadovoljavajuci. To
je zbog toga Sto ne dozvoljava postepeno povecavanje visine, odnosno gradaciju.
Zbog toga, ukoliko se tako razmislja, moze se doci do logicki pogresnih zakljucaka.
Naime po ovom modelu osoba koja je visoka 179cm, spada u niske ljude (ima
funkciju pripadnosti nula), a osoba koja je samo jedan centimetar visa spada u
visoke. S druge strane, i osoba koja je visoka 180cm i osoba od 2m su visoke, a pri
tome razlika medu njima je velika.

Ovakvi i slicni, pre svega lingvisticki problemi, moraju se posmatrati na
drugaciji nacin. Tu dolazi do izraZaja ,,neodredenost“(rasplinutost). Zato se u
primeru pod b) daje fazi skup jer kod njega nema takvih nedostataka.

Opisuje se ista situacija kao i pod a) samo $to ¢e sada skup A = {visoki ljudi} biti
opisan uz pomo¢ fazi skupa. Neka je V = {(x, uy(x))} fazi skup kod kojeg x €
[160cm, 200cm] i



1
m(x —140)%,za 160 < x < 170
py(x) = '

1

5302 (x —200)?,za 170 < x < 200

Ovo se lepo moze prikazati graficki tako da x predstavija visine na horizontalnoj
osi, a vrednosti funkcije pripadnosti na vertikalnoj osi prikazuju sa kojim stepenom
se ljudi mogu kategorisati kao visoki tj. sa kojim stepenom pripadaju skupu visokih
ljudi.

o

09
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06

0.5

04F
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0.2 I 1 I I I
160 165 170 175 180 185 190 195 2007 x

Slika 1.2 Grafik funkcije pripadnosti fazi skupa iz primera b)

Kao $to se ve¢ dalo primetiti, fazi skupovi ¢e se oznacavati velikim pisanim slovima:
A,B,C, ..., aodgovarajuce funkcije pripadnosti: p4(x), ug(x), te(x), ... Element koji
ima nula stepeni pripadnosti se uglavnom ni ne prikazuje.

Sada kad su uvedeni fazi supovi, obi¢ni skupovi se mogu posmatrati kao specijalan
slucaj fazi skupova kada je funkcija pripadnosti jednaka jedinici.

Ukoliko je funkcija u_4(x) = 0 za svako x € A, skup A je prazan skup.

Definicija 1.3 [2] Fazi skup je normalizovan ako bar jedan element x € U dostize
maksimalnu vrednost funkcije pripadanja, tj. vrednost 1. U suprotnom, fazi skup je
nenormalizovan. Dakle, ako je fazi skup A nenormalizovan, onda je maxpu 4(x) < 1. Da
bi se skup A normalizovao, potrebno je da se normalizuje funkcija pripadnosti p4(x) na
primer na sledeci nacin: —pal®

maxi 4 (x)

Definicija 1.4 [2] Fazi singlton je skup A = {(x1, u4(x))} gde je x; jedini element skupa
AcU,ipy(x)€[0,1].

Za razliku od skupa A koji je podskup univerzalnog skupa U, skup A to nije.

Pored pomenutog zapisa fazi skupa, postoji joS nekoliko naina predstavljanja fazi
skupova koje pojedini autori koriste:
A ={u(x)/x,x € A uy(x) €[0,1]}, gde simbol ,,/“ nije znak deljenja ve¢ pokazuje da
je U4 (x) vrednost funkcije pripadanja za element x.



Primer 1.2 Neka je dat slede¢i fazi skup:
A = {(x1,0.1), (x3,0.4), (x3,0.2), (x4, 1), (x5,0.8), (x5,0.3)} Sto se moze predstaviti i
kao:

A ={(0.1/x;),(0.4/x,),(0.2/x3),(1/x,),(0.8/x5), (0.3 /x¢)}

To je jedan diskretan fazi skup sastavljen od Sest uredenih parova. Elementi x;,i =
1,...,6 ne moraju da budu brojevi, oni jednostavno pripadaju obi¢nom skupu A =
{x1, x5, X3, %4, %5, %6}, A S U. Funkcija pripadnosti na intervalu [0,1] uzima sledeée
vrednosti:

ta(x1) = 0.1; pg(x2) = 045 ug(xs) = 0.2; py(xs) =1; palxs) = 0.8;
ta(xg) = 0.3
Zakljucak je da element x, u potpunosti pripada fazi skupu A, dok element x; jako malo
pripada fazi skupu A jer je 0.1 jako blizu nule.

Sad slede dva primera za gore definisan skup A:

a) Nekasux;, i =1,...,6 definisani na slede¢i nacin:
x1=1,% =2,x3 =3,x4, = 4,x5s = 5,x, = 6. Dakle skup A je A = {1,2,3,4,5,6}
1 on je podskup univerzalnog skupa koji je u ovom slucaju skup prirodnih brojeva
U = N. Onda fazi skup A postaje:

A ={(1,0.1),(2,0.4), (3,0.2), (4, 1), (5,0.8), (6,0.3)}

Sto se moze predstaviti i graficki:

1,2
1
1 °
0,8
0,8 °
0,6
0,4
0,4 ° 0,3
0,2 ®
0,2 01 °
°
0
0 1 2 3 4 5 6 7

Slika 1.3 Graficki prikaz fazi skupa A
b) Sad se moZe uzeti empirijski primer. Ninina ljubimica Lora, dobila je 6 Stenaca, no
nisu joj svi podjednako dragi. To znaci da u skladu sa definicijom gore datog fazi
skupa A sledi:
A = {(Roki, 0.1), (Bob,0.4), (Sima, 0.2), (Beti, 1), (Marli, 0.8), (Rex, 0.3)}

Odnosno, iz pomenutog legla Nina ¢e sebi odabrati Beti dok ¢e preostalih 5 Stenaca
recimo pokloniti svojim drugaricama.



Definicija 1.5 [2] Za fazi skup A definiSe se njegov a — presek u oznaci A, kao obi¢an
skup elemenata x koji pripadaju fazi skupu A bar sa stepenom a:

A, ={x|xeU,uys(x) =a}, ael01]

Na taj nac¢in moZe da se definiSe granica stepena pripadnosti i da se svi elemente €iji je
stepen pripadnosti strogo manji od @ recimo ne uzmu u razmatranje.

Moze da se definiSe i striktni a — presek:
Agr ={x|x €U, uys(x) >a}, ac€l0,1]
A

Ha(x)

*
A
|
|
I
I
I
|
|
|

A\

a b X
Slika 1.4 Jedan primer a -preseka

Definicija 1.6 [2, 8] Fazi skup je konveksan ako i samo ako:

:uo‘l(ﬂ'xl + (1 - A)XZ) = min{.uﬂ(xl)J .uc/l(XZ)}l X1,X2 € UIA‘ € [0’1]

Prema tome, ako se uzmu dva elementa a i b iz konveksnog fazi skupa i spoje jednom duzi,
vrednost funkcije pripadnosti za svaku tacku te duzi mora biti veca ili jednaka minimalnoj
vrednosti funkcije pripadnosti za elemente a i b.

Kada postoji neki problem sa odredenim stepenom neodredenosti, to moze da se
modelira i verovatno¢om koja isto kao 1 funkcija pripadnosti uzima vrednosti iz intervala
[0,1]. Zato sledi primer koji ¢e ukazati na osnovnu razliku u primeni verovatnoce i funkcije
pripadnosti.

Primer 1.3 [12]

Neka je U skup svih tecnosti. Potrebno je wuociti njegov podskup A =
tecnosti pogodne za pice. Sada treba dodeliti razlicite vrednosti stepena pripadanja
razlicitim tecnostima: recimo voda ¢e imati stepen 1, sok 0.8, vino 0.6, rakija 0.2, i sona
kiselina 0. Neka sada Zedni i umorni putnik nailazi na dve boce pri cemu na jednoj pise da
Jje stepen pripadnosti U 4(x) = 0.92, a na drugoj da je verovatnoca da je to pitka voda
0.92. Koju ¢e bocu putnik izabrati? Funkcija pripadnosti koja ima vrednost 0.92 znaci da
je u boci tecnost izmedu soka i vode (dakle izuzetno pitka), dok verovatnoca 0.92, znaci da
postoji i verovatnoca od 0.08 da je u pitanju sona kiselina, pa ¢e po svemu sudeci, putnik
odabrati prvu bocu.



1.2 Osnovne operacije nad fazi skupovima

Sledi pregled definicija osnovnih operacija nad fazi skupovima u skladu sa [2]:

Neka je U univerzalni skup, 1 skupovi A 1 B fazi skupovi definisani na slede¢i nacin:
A = {(x, ua(0))},  palx) €[0,1]
B = {(x,up(x))}, wup(x) €[0,1]

Operacije sa ovim fazi skupovima bice objasnjene preko njihovih funkcija pripadnosti.

Definicija 1.7 [2] Fazi skupovi A i B su ekvivalentni, A = B, ako i samo ako za svako
x € Uvazi uy(x) = ug(x).

Definicija 1.8 2]
a) Fazi skup A je podskup fazi skupa B, u oznaci A S B, ako za svako x € U vazi
daje
ta(x) < pp(x)

b) Fazi skup A je pravi podskup tazi skupa B, A < B, ako je A poskup od B 1
A # B, tj. ako vaze sledeca dva uslova istovremeno:
(1) pq(x) < ug(x), zasvako x € U
(2) puq(x) < ug(x), za bar jedno x € U.

Definicija 1.9 [2] Fazi skupovi A i A€ su komplementi ako vazi:
poac(x) =1 — pg(x) § ua(x) + pge(x) = 1.
Funkcije p4c(x) 1 pu4(x) su simetri¢ne u odnosu na pravu u = 0,5.

M A5(x)

)uﬁ(x)
H(x)

Slika 1.5 — Prikaz funkcija pripadnosti fazi skupova (levo) i njihovih komplemenata
(desno)

Definicija 1.10 [2] Operacija preseka fazi skupova A i B, u oznaci A N B, definise se na
slede¢i nacin:
tans () = min(u, (x), 4z (x)), x€U
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Definicija 1.11 [2] Operacija unije fazi skupova A i B, u oznaci A U B, definiSe se na
slede¢i nacin:
taus(x) = max(p, (%), up(x)), x €U

Slika 1.6 — Funkcija pripadnosti preseka fazi skupova predstavljena je crvenom bojom
na slici levo, a unije na slici desno

Cesto se u literaturi moZe naiéi na naziv standardni presek i standardna unija ([8]) s
obzirom na to da postoji uopstenje o kojem ¢e biti re¢i ve¢ u poglavlju 1.3.1.

Zakon iskljucenja treceg i fazi skupovi: Obi¢ni skupovi imaju vaznu osobinu iskljucenja
treCeg: AN A =0 i1 AU A = U. Medutim ovaj zakon ne vazi kod fazi skupova, §to se
moze lepo videti na Slici 1.8.

Ovo je i veoma logi¢no jer kod obicnih skupova element ili pripada ili ne pripada skupu,
trece situacije nema, ona je isklju¢ena, dok kod fazi skupova to nije tacno.

U U%

Slika 1.7 — Zakon iskljucenja trecéeg za ,,0bi¢ne* skupove

ANAC 0@ AUAC = U

Slika 1.8 — Zakon iskljucenja treéeg ne vaZi za fazi skupove
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1.3 Trougaone norme

Trougaone norme su specijalne operacije na jedinicnom intervalu. One predstavljaju,
izmedu ostalog, uopstenje operacija preseka i unije kod skupova, odnosno analogno tome,
uopstenje konjukcije 1 disjunkcije u logici. Prvi put se pojavljuju 1942. godine u radu
Mengera®. Potom se godinama usavr$avaju od strane brojnih nau¢nika, a danas se najéescée
koristi definicija koju su dali Svajcer i Skalar koriste¢i ideje Mengera ([13]). Oni su uveli
klasu realnih binarnih operacija koje su nazvali trougaonim normama i te operacije se danas
pored teorije probabilistickih metrickih prostora, javljaju i u drugim teorijama kao §to su
teorija fazi logike, teorija informacija, teorija igara kao i1 u fazi skupovima, fazi
kontrolerima, neuralnim mrezama itd. Ovo poglavlje se oslanja na [7,8, 10, 12].

Definicija 1.12 [12] Trougaona norma T (kraée t-norma) je funkcija T:[0,1]? - [0,1]
takva da za svako x,y i z € [0,1] vaZe sledeCe osobine:

(T1) T(x,y) =Ty, x) komutativnost
(T2) T(x, T(y, Z)) =T(T(x,y),2) asocijativnost
(T3) T(x,y) <T(x,z) za y<z monotonost

(T4 T(x,1)=T1,x)=x, T(x,0)=T(0,x)=0 rubni uslovi

Postoji mnostvo trougaonih normi ([10, 12]), ali za potrebe ovog predstavljanja, navode se
Cetiri osnovne t-norme, i to su:

1. Ty(x,y) = min(x,y) minimum
2. Tp(x,y) =x-y algebarski proizvod
3. T,(x,y) =max(0,x+y—1) Lukasijevi¢eva t-norma (eng. Lukasiewich)
4. Ty (x,y) = {mln(x, y) ako max(x, y ) - 1 Norma drasti¢nog preseka
0 inace.

S obzirom na to da vazi osobina asocijativnosti za trougaone norme (Definicija 1.12),
one se mogu prosiriti na n-arne operacije T;/%,: [0,1]™ — [0,1] i to po slede¢em pravilu:

TiLaxp = T(TEL X Xp) = -+ = T (%1, Xp, o, Xp)

Tako se dobijaju sledece n-arne operacije od elementarnih t-normi:
1. Ty(xq, ..., xy) = min(xy, ..., x,)
2. Tp(xq, .y Xp) = X1 " " X
3. Tp(xq, e, %) = max(0, X7 x; — (n—1))
x;, akojex;=1,1#]
4. Ty (x4, ..., x ={l ]
w(x n) 0, inace

Takode, operacija T se moZe prosiriti i na beskona¢nu operaciju T;2; : za bilo koji niz {x,}
izintervala [0,1] je Ty21x, = lim T2, x;. Posto je niz {T/L,x;} nerastuéi, granica na desnoj
n—oo

strani uvek postoji ([12]).

2 Karl Menger (eng. Karl Menger) (1902-1985), sin poznatog ekonomiste Karla Mengera (eng. Carl Menger),
bio je americki matematicar koji je dao doprinos teoriji igara kao i drustvenim naukama. Takode postoji i
teorema u teoriji grafova koja nosi njegovo ime.
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Definicija 1.13 [12] Trougaona norma T; je slabija od trougaone norme T,, u oznaci Ty <
T,, ako vazi da je T, (x,y) < T»(x,y), za svako (x,y) € [0,1]2. Analogno se moZe re¢i da
je T, jaca od T;.

T-norma T, je najjaca a Ty, najslabija t-norma, $to se lepo vidi iz sledeéeg tvrdenja:
Tvrdenje 1.1 [10] Za svaku t-normu T i za sve (x,y) € [0,1]?, vazi: Ty, (x,y) < T(x,y) <
TM (x! Y) .

Dokaz: Neka su x,y € [0,1], i neka je T (x, y) proizvoljna t-norma. Posto je pretpostavka
daje y € [0,1] sledi da je y < 1 i koriste¢i osobine monotonosti i rubne uslove, dobija se:
T, y)<T(kx,1)=x<x.
Pretpostavka je i x € [0,1], pa koriste¢i pored monotonosti i rubnih uslova jo$ i
komutativnost, dobija se: T(x,y) =T(y,x) <T(y,1) =y <y. Onda iz T(x,y) <x i
T(x,y) <y sledi da je proizvoljna t-norma T (x,y) < min(x,y) a to je upravo t-norma
minimuma, tj. T(x, y) < Ty (x,y).
Sad se posmatra slu¢ajkadax = 1. Ondaje T(x,y) = T(1,y) = y = Ty, (x, y), a za slucaj
kad je y = 1 sli¢no: T(x,y) = T(x,1) = x = Ty, (x,y). Znadi u oba slucaja je T(x,y) =
Ty (x,y) pa samim tim vazi da je T(x,y) = Ty, (x,y), jer s druge strane ako x,y € (0,1)
sledi Ty, (x,y) = 0 < T(x,y).

m
Za elementarne t-norme vazi:

Ty <T, <Tp <Ty

Definicija 1.14 [12] Trougaona konorma S, ili krace reeno t-konorma, je funkcija
S:10,1]%2 - [0,1] takva da vaZe sledeée osobine:

(S1)  S(x,y) =S(y,x) komutativnost
(S2) S(x,5(y,2)) =S(S(x,y),2) asocijativnost
(S3) S(x,y)<S(x,z) za y<z monotonost
(S49) Skx,0) =x S(x,1)=1 rubni uslovi

Sve to uz pretpostavku da x,y,z € [0,1].

Moze se lako uociti da se trougaone norme i trougaone konorme razlikuju samo po
rubnim uslovima.

Analogno kao kod trougaonih normi, i ovde se navode cetiri elementarne trougaone
konorme:

1. Sy (x,y) = max(x,y)
2. Sp(x,y)=x+y—x-y
3. S.(x,y) = min(1,x + y)
max(x,y), zamin(x,y) =0
4. S ,Y) = { T
w(x,y) 1, inate

U pocetku je trougaona konorma uvedena kao dualna operacija za trougaonu normu od
strane Svajcera i Skalara ([13]):

S(x,y)=1-T(1—x,1—-y),x,y €[0,1].
Za ovo postoji i tvrdenje ispod navedeno:

Tvrdenje 1.2 [10] Funkcija S: [0,1]? - [0,1] je trougaona konorma ako i samo ako postoji
trougaona norma T takva da za sve (x,y) € [0,1]?, vazi S(x,y) =1 —-T(1 —x,1 —y).
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Dokaz: (=) Neka je S trougaona konorma i neka je preslikavanje T:[0,1]2 — [0,1]
definisano sa T(x,y) =1—S(1 —x,1—y). Treba pokazati da je ovako definisano
preslikavanje trougaona norma, tj. treba pokazati da su osobine (T1) — (T4) iz Definicije
1.13 zadovoljene:
. M)Tx,y)=1-SA—-x,1-y)=1-S(1—-y,1—x) =T(y,x) — vaZi zbog
pretpostavke da je S trougaona konorma, a ona ima osobinu komutativnosti.

2. M) T(x,T(»,2)=1-S(1-x,1-T(y,2)) =
=1-5(1-x1-(1-51-y1-2))=
=1-S(1-x1-1+S1-y,1-2) =
=1-5S(1-x5(1-y,1-2))=1-SE1-x1-y),1-2)) =
=1-S1-1+SA—-x1-y),1-2)=1-SA-T(x,y),1—2) =
=T(T(x,y),z) — ovo sve vazi zbog toga S kao trougaona konorma ima osobinu
asocijativnosti.

3. (T3)Nekajey < z.
Ondavaziidajel—y >1—2z (*).
Iz (*) 1 iz osobine monotonosti za trougaone konorme, vazi da je:
SA—=x,1—y)=>5S5(1—x,1—z) iz Cega sledi:
1-5(1-x1-y)<1-S(1—x,1-2)iondaimamo:
Tx,y)=1-S1—-x,1-y)<1-S(1—-x,1-2)=T(x,2).

4. (T4)
T(x,1)=1-SA—-x1-1)=1-S1—-x0=1—-(1—-x)=x
T(x,00=1-5S1-x,1-0=1-S1—-x1)=1-1=0

(<) Sada se pretpostavlja da je T trougaona norma takva da za svako x,y € [0,1] vazi
S(x,y) =1—T(1 — x,1 — y). Na analogni nacin kao $to je pokazano da vazi smer (=),
pokazuje se da je preslikavanje S trougaona konorma.
m
Za trougaonu konormu S definisanu u Tvrdenju 1.2 kaze se da je dualna trougaonoj
normi T, i obrnuto, t-norma T je dualna t-konormi S. Uporedujuéi odgovarajuce
elementarne trougaone norme i konorme, vidi se da su jedne drugima dualne. Upravo zbog
dualnosti, menja se poredak koji vazi za trougaone norme, pa za elementarne t-konorme
vazi da je:
Su<Sp<S <Sy

U skladu sa tim, dualnost utice i na jacinu t-konormi. Pa tako sledi tvrdenje:

Tvrdenje 1.3 [10] Za svaku trougaonu konormu S i svako x,y € [0,1] vazi:

Su(x,y) < S(x,y) < Sw(x,y)

Dokaz: Dokaz ide analogno dokazu za Tvrdenje 1.1:

Neka su x,y € [0,1] i neka je S(x,y) prizvoljna trougaona konorma. Iz osobina
komutativnosti, monotonosti, grani¢nih uslova i y > 0 sledi da je S(x,y) = S(x,0) = x >
x. Zatim ako se iskoristi da je x = 0 i osobine monotonosti, komutativnosti i grani¢nih
uslova za t-konorme, dobija se da je S(x,y) = S(y,x) = S(y,0) =y = y.
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Prema tome sledi da je S(x,y) = x1S5(x,y) = y, pa iz toga zajedno sledi da je:
S(x,y) = max(x,y)

Uslucajudajex =0,y # 0vazi S(x,y) =S(0,y) =y =Sy (x,y)
Uslucajudajex # 0,y = 0vazi S(x,y) = S(x,0) = x = Sy, (x, y).
Zax,y € (0,1) vazi S(x,y) < S(x,1) =S(1,x) <S(1,1) =1 = Sy (x, y).
tj. vazi da je S(x,y) < Sy (x,¥).

Sledi pregled osobina trougaonih normi:

Tvrdenje 1.4 [12] Trougaona norma T, je jedina trougaona norma koja zadovoljava
T(x,x) =x zasvex € (0,1).

Dokaz: Neka za trougaonu normu vazi T(x,x) = x za sve x € (0,1). Onda za neko y <
x < 1 zbog monotonosti 1 zbog toga sto je svaka trougaona norma slabija od norme T},
sledi da je:

y=TWyy) <T(xy) <Ty =min(x,y) =y
gde sad na osnovu komutativnosti i rubnog uslova sledi da je T = Ty,

m

Tvrdenje 1.5 [12] Trougaona norma Ty, je jedina trougaona norma za koja zadovoljava
T(x,x) =0zasvex € (0,1).

Dokaz: Neka za trougaonu normu vazi T'(x, x) = 0 zasve x € (0,1). Tada za svako y, 0 <
y < x vazi
0<T(xy)<T(x,x)=0
Iz Cegasledidaje T = Ty.
m
Definicija 1.15 [12] Trougaona norma T je strikina ako je neprekidna (u smislu neprekidna
kao funkcija dve promenljive) 1 vazi:

T(x,y) <T(x,z)kadgodjex > 01y < z.
Obrnuto ne vazi.

1.3.1 Operacije na fazi skupovima zasnovane na t-normama i t-konormama

Predstavice se definicije preseka i unije fazi skupova koje se baziraju na trougaonim
normama i trougaonim konormama. To su uop$tenja standardnog preseka i unije [7, 8, 10].

Definicija 1.16 [7,10] Neka je T proizvoljna trougaona norma. T — presek fazi skupova
A 1B, A N B definise se kao p4q5(x) = T(,udq(x),,ug(x)), za svako x € U.
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Slika 1.9 — T-presek fazi skupova A i B

Primer 1.4 Neka su dati fazi skupovi A 1 B, neka su date njihove funkcije pripadnosti
respektivno: u4(x) = 1 — x? koja je definisana za x € [—1,1], i pug(x) =1 — (1 — x)?
koja je definisana za x € [0,2] i neka je data trougaona norma T, (x,y) = x - y, onda sledi
daje funkcija pripadnosti preseka fazi skupova A i B: p4n5(x) = pq(x) - ug(x) = (1 —
x3) - (1-(1-x)%).

Definicija 1.17 [7,10] Neka je S proizvoljna trougaona konorma. S — unija fazi skupova
A i B, AU B definie se kao pt 45 (x) = S(uq(x), pz(x)), za svako x € U.

Primer 1.5 Neka su dati fazi skupovi A 1 B, i neka su njihove funkcije pripadnosti
definisane kao u prethodnom primeru i neka je data trougaona konorma S, (x,y) = x +
y —x -y, onda sledi da je funkcija pripadnosti unije fazi skupova A i B: pyus(x) =
Ha O+ pp(0) —pg () - pp() =1-x*4+1-(1 -2 -1 —-x*) - (1-(1 -

x)?) =—x*+2-x3—x%+1.

Il 1 | -
I | I I I

1 035 0.5 1 15 2

Slika 1.10 — S-unija fazi skupova A iB
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1.4 Fazi brojevi

Fazi broj predstavlja specijalan fazi skup. Oni su od posebnog znacaja za primenu. Zato
se iako su 1 oni fazi skupovi, ipak koristi posebna oznaka kako bi se istakli. U literaturi se
mozZe naéi viSe definicija fazi brojeva, a ovde Ce se koristiti definicija u skladu sa [8].

Definicija 1.18 [8] Za fazi skup P nad skupom realnih brojeva, kaZe se da je fazi broj
P ako su zadovoljeni sledeci uslovi:
1. P je normalizovan fazi skup
2. P je konveksan
3. Postoji ta¢no jedno X € R takvo da je up(x) = 1
4. Funkcija pripadnosti up(x) za x € R je bar po delovima neprekidna.

Modalna vrednost fazi broja P je vrednost X kojoj odgovara maksimalan stepen pripadnosti.

Fazi brojevi ¢e se oznacavati velikim masnim slovima: A, B, C, D,..., a njihove funkcije
pripadnosti sa: pp (x), ug(x), uc(x), ...

Definicija 1.19 [8] Fazi broj P iz prethodne definicije je simetri¢an ako njegova funkcija
pripadnosti zadovoljava up(x + x) = up(x — x), za svako x € R.

xR

Slika 1.11 — Funkcija pripadnosti simetricnog fazi broja

Definicija 1.20 [8] Fazi broj je strogo pozitivan, tj. P > 0, ako i samo ako nosac tog
fazi broja, supp(P) € (0,0), odnosno strogo negativan, tj. P <0, ako i samo ako
supp(P) € (—,0). (Na Slici 1.11, pored toga Sto je predstavljena funkcija pripadnosti
simetricnog fazi broja, istovremeno je dat i primer funkcije pripadnosti jednog strogo
pozitivnog fazi broja).

17



u

Slika 1.12 — Funkcija pripadnosti strogo negativnog fazi broja

Definicija 1.21 [8] Za fazi broj se kaZe da je fazi-nula broj, u oznaci sgn(P) = 0, ako
nije ni pozitivan ni negativan, tj. ako 0 € supp(P).

G

- S\-JPD(P) —L
Slika 1.13 — Funkcija pripadnosti fazi-nula broja

Pri interpretaciji broja kaze se da je to realan broj blizu P, posto je to ipak nekako
neodredeno 1 nejasno, u tom smislu i fazi, pa se ne moze se definisati jedinstveno.
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1.5 L-R fazi brojevi

L-R fazi brojevi predstavljaju jedan od osnovnih nacina reprezentacije fazi brojeva.
Naziv potice od ideje da se funkcija pripadnosti fazi broja moze posmatrati iz dva dela:
jednog koji se nalazi levo (eng. Left) od modalne vrednosti X 1 drugog koji se nalazi desno
(eng. Right) od Xx. Tako nastaju dve funkcije pripadnosti p;(x) 1 u-(x). AkosejoSsaaif
oznace odstupanja u levu odnosno desnu stranu od modalne vrednosti x, respektivno, a sa
L i R takozvane referentne funkcije (eng. reference functions) tj. funkcije oblika — ove
funkcije odreduju oblik fazi broja 1 upravo u zavisnosti od izbora tih funkcija, razlikuju se
trougaoni, eksponencijalni, kvadratni,... fazi brojevi ([8,12]) — onda se funkcija
pripadnosti fazi broja moze zapisati na slede¢i nacin:

w(x) = L(fa;x), zax <X
pp(x)=

Uy () =R(%f), zax =X

pr(x)

Slika 1.14 — Funkcija pripadnosti L-R fazi broja
Da bi L 1 R bile referentne funkcije L-R fazi brojeva, one moraju zadovoljiti neke osobine:

1. L(u) €[0,1] za svako u
R(u) € [0,1] za svako u
Posto se vrednosti funkcija pripadnosti moraju naci u intervalu [0,1], ondai L i R
koje figuriSu u funkcijama pripadnosti, moraju upasti u isti interval

2. L(0)=R(0)=1
Posto je X modalna vrednost fazi broja P onda mora biti i modalna vrednost levog
i1desnog fazi broja, tj. funkcije pripadnosti u; (x) 1 u,-(x) moraju biti jednake jedinici
u tacki x.

1= 0@ = L(—2) = 1L(0)

1=, (@ = R(=2) = R(O)

3. L(u) i R(u) su opadajuce funkcije na intervalu [0, ).
Naime, funkcija y; (x) je rastu¢a na intervalu [0, ), iz ega sledi da je L opadajuca
na tom intervalu, tj. treba pokazati da je zadovoljeno:
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X1 > X - ‘u.l(xl) > ,u.l(xz) S L (f_axl) > L (f;x2>, a vazi daje X1 <XxXi X1 <

X.
f—xz

= u,, onda sledi L(u;) > L(u,). Zatim se dobija
X1 =X —Quq 1 X, = X — au,. Pretpostavka je da je x; > x, pasledi X — au; >
X —au, = u; < u,. Dakle, dobija se da je za u; < uy, L(uy) > L(uy), tj. L je
opadajuca funkcija. Slicno se, polaze¢i od toga da je u, (x) opadajuca na intervalu
[0, ), pokazuje da je i R opadajuca funkcija na istom intervalu.

e X—X .
Ako se ozna&i Tl =ui

4. L(1) = 0akojeminL(u) =0
u
R(1) = 0 akojeminR(u) =0
u
minL(u) =0 < miny; = 0, a funkcija y; ima minimum u tacki u* = ¥ — a, pa
u u

jezato 0 = py(u) = (7 — @) = L (2 = L(D)

Ako je L(u) > 0 za svako u, onda je lim L(u) = 0, posto je L opadajuca funkcija
u—>00

nad intervalu [0, ). Analogno se pokazuje za funkciju R.

Za zapis L-R fazi broja P koristi se oznaka P = (X, &, ), r, gde je X modalna vrednost
a a 1§ odstupanja od modalne vrednosti.

Definicija 1.22 [8] L-R fazi broj je semi-simetrican ako su funkcije L i R jednake, tj.

L(u) = R(u) za svako u € R{. Ako su odstupanja od modalne vrednosti, a i 8 , jednaka,
L-R fazi broj je simetrican.
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1.6 Trougaoni fazi brojevi

Trougaoni brojevi predstavljaju specijalan slucaj L-R fazi brojeva. (Celo predstavljanje
je u skladu sa [2, 10]).

Trougaoni fazi brojevi se jo§ zovu i linearni jer imaju linearnu funkciju pripadnosti koja
je definisana na slede¢i nacin:

( X—X
1+ , X—og<x<Xx
J -
xX) = X—X
uex) ) ¥x<x<x+a,
0, inace

Trougaoni fazi broj se oznacava sa P = tfn(x,a;, a,) ili P = tfn(x — a;, x, x+a,),
gde je x modalna vrednost fazi broja, a a; 1 a, su odstupanja sa leve i desne strane
respektivno. Pored ovog zapisa, radi jednostavnosti, prilikom izlaganja o principima
usrednjavanja, uvode se sledece smene u zapisu: p; = X — a;, py = X 1 p, = X+a, tako
da ¢e trougaoni fazi broj biti P = (py, pm, p2). Interval [X — a;, X + a,.] se zove nosac fazi

broja. U praksi se ¢esto modalna vrednost fazi broja nalazi na sredini tog intervala: X =

E-ap+(iar) , pa kad se zameni ta vrednost u funkciju pripadnosti, dobija se simetrican

(centralni) fazi broj.

J7

: (1)

0 %-a, X X+a, X
Slika 1.15 — Trougaoni fazi broj

Funkcija pripadnosti trougaonih fazi brojeva je, kao $to je ve¢ pomenuto, linearna,
odnosno ona se sastoji od dva linearna dela koji se spajaju u tacki (x, 1) koja predstavlja
maksimum. Levi trougaoni broj je P; = (X — a;, X,X) a desni P, = (X,X,X + @,). Levi
trougaoni broj P je zgodan u praksi da oznaci pojmove kao §to su veoma star, veliki rizik,
veliki profit, itd., dakle u onim situacijama kad je modalna vrednost velika (eng. Positive
Large). Analogno, desni trougaoni broj P,. se koristi da opiSe pojmove kao Sto su mlad,
mali profit, mali rizik,..., to su na neki nacin pozitivno male veli€ine (eng. Positive Small).
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0 X-a; X X+a, X

Slika 1.16 — Centralni trougaoni fazi broj

Trougaoni brojevi imaju veliku primenu u menadZerskom donosenju odluke, poslovanju
1 finansijama, druStvenim naukama itd. Operacije sa trougaonim brojevima su lake s
obzirom na moguénost njihovog grafickog predstavljanja. A takode je bitno 1 to da se oni
mogu lako konstruisati i ukoliko se zna malo potrebnih detalja. Naime uvek moze da se
definiSe najmanja 1 najveca moguca vrednost za neku nepreciznu veli€¢inu koja je predmet
rasprave, tj. konstruiSe se noseci interval [X — a;, X + a,.]. Zatim se uo¢i vrednost iz tog
intervala X € [a;, a,] koja je najverodostojnija za nepreciznu vrednost, i onda ce
maksimalna vrednost funkcije biti u tacki (X, 1). Dakle uz pomo¢ tri vrednosti: a;, a, i X
moze se konstruisati trougaoni broj i napisati njegova funkcija pripadnosti.
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1.7 Fazi intervali

Ako fazi skup P koji je definisan nad R, ne zadovoljava jedan od Cetiri uslova navedena
u definiciji fazi broja (Definicija 1.18), on nece biti fazi broj. No ako ne vazi bas tre¢i uslov,
tj. ako postoji viSe od jedne modalne vrednosti, onda se takvi fazi skupovi zovu fazi
intervali. Kori$¢ena literatura je [10, 12]

Definicija 1.23 [12] Neka su L i R referentne funkcije. Fazi L-R interval: A = (I, 7, a, ) g,
definiSe se preko funkcije pripadnosti:

0, r+f<x<l—-a
l—x
L( = ) l—a<x<l
A2 pa() =9 l<x<r
R(x—r) <yt
\ 7 , r<x<r+p

Fazi skupovi su uopstenje obi¢nih skupova. Na isti nacin se 1 obi¢ni brojevi mogu
predstaviti fazi brojevima. Pa neka je X ,,obi¢an‘ broj, onda se on preko funkcije pripadnosti
moze zapisati kao fazi broj na slede¢i nacin:

0, x #X
,u(x)—{L ‘=¥ za svako x € R

Isto tako se i obican interval moze posmatrati kao specijalan slucaj fazi intervala sa
slede¢om funkcijom pripadnosti:

0 x<lix>r Ly
ulx) = {1’ X € [Lr] pri emu x € R

Jedna vrsta L-R fazi intervala su i trapezoidni fazi intervali i oni se obelezavaju sa: A =
(l—a,lr,v+ ). Vrlo Cesto se, iako (po definiciji koja je ovde data) nisu fazi brojevi, ovi
trapezoidni fazi intervali mogu u literaturi na¢i kao trapezoidni fazi brojevi. Taj naziv ¢e se
najcesce koristiti i u daljem izlaganju. Oni predstavljaju uopstenje trougaonih fazi brojeva
kada se uzme da je [l = r = X, §to znaci da se trougaoni brojevi uvek mogu zapisati kao fazi
intervali.

Definicija 1.24 [2] Ako vazi [l —a,l] = [r,r + B], onda je trapezoidni fazi interval
l+r

simetrican u odnosu na pravu x = -

0 [~a s ¥ r+8 X
Slika 1.17 — Trapezoidni fazi interval
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Isto kao S$to su ve¢ definisani levi i1 desni trougaoni fazi broj, ovde se mogu definisati
levi i desni trapezoidni fazi interval. Pa tako sledi da je A' = (I — @, ,7,7) sa noseéim
intervalom [l — a, ] levi, a A" = (0,0,7,7 + ) sa nose¢im intervalom [0, + 8] desni
trapezoidni fazi interval. Oni su jako pogodni za opisivanje pojmova kao §to su ,,malo* i
,veliko“: veliko 2 (I — a,l,r,r)imalo £ (0,0,7,7 + f3), gde je [ velik broj.

M H
1 [ 1

0 [-a r r x r r+p

Slika 1.18 — Levi i desni trapezoidni fazi intervali
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1.8 Princip proSirenja

Da bi se fazi brojevi mogli koristiti u inteligentnim sistemima, potrebno je omoguciti da
se aritmeticke operacije mogu izvoditi na njima. Osnovne operacije na skupu fazi brojeva
se zasnivaju na primeni uopstene verzije Zadehovog principa prosirenja. Ovaj princip je
osnovni koncept u teoriji fazi skupova jer omogucava da se klasi¢na matematicka relacija
prosiri tako da moze da se primenjuje na fazi skupove. Izlaganje u ovom poglavlju
zasnovano je na [4, 7, 8].

Sledi formulacija Zadehovog principa proSirenja:

Definicija 1.25 [8] Neka su A4, ..., A, fazi podskupovi klasi¢nih skupova X, ..., X,
respektivno i neka je dato preslikavanje f:X; X ... X X, = Y takvo da za svaku n-torku
(X1, o Xp) € Xy X ... X X, vazi: f(xq,...,x,) =y €Y. Tada je B = f(Ay, ..., Ap) fazi
podskup od Y ¢ija je funkcija pripadnosti:

_ supymin{,uc,ql(xl), ...,,ucﬂn(xn)}, ako postojiy = f(xq, ..., Xn)
us(y) = Ly
0, inace

tj. princip prosSirenja kaze da je slika nekog fazi skupa opet fazi skup ¢ija je funkcija
pripadnosti upravo ova gore navedena.

Primer 1.6 Neka su data dva fazi skupa A; = {(—1,0.2),(0,0.8),(2,0.4)} i A, =
{(3,0.6),(0,0.1)} i preslikavanje f(x;,x,) =x? + x,. Potrebno je naéi skup B =
f (A4, Ay), koristeéi princip prosirenja.

Radi preglednijeg zapisa, koristi¢e se tabelarni prikaz.

U prvoj koloni tabele navode se elementi prvog fazi skupa i to su elementi oblika xi’f‘ﬂl(xm,
(Hﬂz (X]))

a u prvom redu elementi drugog fazi skupa x, i . U preseku i-te vrste i j-te kolone

(g, () . Atea, (x))
1 1X5; ’
Stepen pripadnosti za element y; ; se dobija kao min{u.4 (), g, (x2)}

nalazi se element y; ; a on se dobije kad se na x primeni funkcija f.

3(0.6) 0(0.1)

—1(0.2) 40.2) 1(0.1)
0(0.8) 3(0.6) 0(0.1)
2(0.4) 7(0.4) 4(0.1)

Nakon formiranja tabele, za neke vrednosti y; ; postoji viSe razliitih stepena pripadnosti,

pa se za konaCan stepen uzima njihov supremum. [ tako se dobija skup B =
{(0,0.1),(1,0.1),(3,0.6), (4,0.2),(7,0.4)}.

Sli¢no se mogu definisati i ostale osnovne aritmeticke operacije, ali prilikom ovako
direktne primene principa prosirenja postoji problem zato Sto se za beskonacno mnogo
razli¢itih vrednosti x; i x, dobija ista vrednost y = f (x4, x,). Svaka od tih kombinacija x-
eva daje istu vrednost za y sa razliitim stepenom pripadnosti i zato je potrebno pronaci
supremum dobijenih stepena pripadnosti za y. Upravo tih vrednosti ima beskona¢no mnogo
1tu nastaje problem. Razvijeno je nekoliko razli¢itih pristupa ovome, a ovde je najznacajniji
princip proSirenja uopsten koris¢enjem t-normi.
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Definicija 1.26 [7,8] Neka su Aq, ..., A, fazi podskupovi klasi¢nih skupova X, ..., X,
respektivno i neka je dato preslikavanje f:X; X ... X X, = Y takvo da za svaku n-torku
(X1, ey Xn) € X1 X .. X X, vazi da f(xq,..x,) =y €Y. Za neku proizvoljnu trougaonu
normu T kao rezultat uopstenog principa prosirenja se dobija fazi podskup B €Y, B =
f (A4, ..., Ap), sa funkcijom pripadnosti:

_ supyT{,uﬂl(xl), ...,uﬂn(xn)}, ako postojiy = f(xq1, ..., Xn)
us(y) = .
0, inace

Ovaj princip prosirenja se joS zove i1 Zadehov sup-T princip proSirenja. Ukoliko se za
trougaonu normu iz definicije uzme ba§ t-norma minimuma T, dobija se originalni
Zadehov princip proSirenja.

Primenom uops$tenog principa proSirenja, mogu se dobiti formule za izraCunavanje zbira
fazi brojeva pomocu odredenih t-normi:

Tvrdenje 1.6 [4] Neka su A; =(l,r,a,B)L i = 1,...,n n L-R fazi intervala. Njihov zbir,
u oznaci Dr,, ?:1 A; (ukoliko se posmatra trougaona norma Ty,) je dat sa:

n " " " "
AV WD WD W)
Tmi=1 7t i=1l i=1 ' i=1 ' i=1ﬁl LR

Ukoliko se umesto najjace trougaone norme T, posmatra najslabija Ty, formulu za
izracunavanje zbira daje naredno tvrdenje:

Tvrdenje 1.7 [4] Nekasu A; = {l,7,a,B) g, i = 1,..,n n L-R fazi intervala. Njihov zbir,
u oznaci @Twz;l A; je dat sa:

n n
n — n n
Ory,_, A = (Z L) E Tirmaxi=1ai'maxi=1ﬁi>
= i=1 i=1 LR

Bitno je napomenuti da fazi intervali dobijeni primenom prethodna dva tvrdenja i1 dalje
ostaju L-R fazi intervali. Primetno je da kod sabiranja zasnovanog na operatoru minimuma
rezultujudi interval ima odstupanja u levu 1 desnu stranu (spredove) koja su suma pocetnih
odstupanja, dok su kod sabiranja zasnovanog na najslabijoj trougaonoj normi, rezultujuca
odstupanja najveca od svih ulaznih.
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1.9 Fazi relacije

Fazi relacije imaju Siroku primenu, jer za razliku od obic¢nih relacija koje pokazuju da li
su neki elementi u relaciji ili ne, fazi relacija omoguéava da elementi budu u odredenoj
meri u relaciji ([2, 8]).

Definicija 1.27 [2] Neka je dat Dekartov proizvod:

AXB={(x,y) | x€ A,y € B}
gde su skupovi A i B podskupovi univerzalnih skupova U; i U, respektivno. Fazi relacija
na A X B uoznaci R ili R(x, y) se definiSe kao skup:

R = {((x,J’)» ‘UR(.X', Y)) | (X, y) EAX B' ,LL:R(X', y) € [011]}

gde je ux(x, y) funkcija dve promenljive koja se zove funkcija pripadnosti. Ona daje stepen
pripadnosti uredenog para (x, y) u R, pridruzujuéi svakom paru (x,y) u A X B jedan realan
broj iz intervala [0,1]. Taj stepen pripadanja, pokazuje stepen kojim je x u relaciji sa y.
Pretpostavka je da je funkcija pug (x, y) po delovima neprekidna ili diskretna nad domenom
A X B (opisuje povrs). Fazi relacija R je skup uredenih trojki.

Definicija 1.28 [2] n-arna fazi relacija R je ureden par:

R = ((ay, az, ., ay), uz(ay, a, ...,an))
gde je (aq,ay, ..., ay) € Ay X Ay X .. X A, i ug(aq,ay,...,a,) €[0,1]

Definicija 1.28 je uopstenje Definicije 1.2 za dvodimenzionalni fazi skup (poglavije
1.1). Za razliku od obicnih relacija, fazi relacije u ve¢oj meri povezuju elemente koji su u
relaciji. UobiCajeno je koristiti sledeCe izraze: x je mnogo veliody, x je blizuy,
X je bitan u odnosuna y, x iy suskoro isti, x i y su jako daleki, itd.

Primer 1.7 Neka postoje dva skupa poslovnih kompanija: A = {a,,a,,a3} i B = {by,b,} i
neka je R fazi relacija izmedu ta dva skupa, koja predstavlja jeziCku promenljivu velika
udaljenost odnoseci se na udaljenost medu kompanijama skupa A i B, data sa:

ze = {((alJ bl): 04); ((alt bZ)' 09)) ((aZ! bl)' 05)' ((aZ! bZ)! 1), ((a3, bl)) 01)1 ((aSJ bZ)! 06)},
Sto se takode moze predstaviti tabelom da bude preglednije:

Kompanija b, Kompanija b,
R A Kompanija aq 0.4 0.9
Kompanija a, 0.5 1
Kompanija a3 0.1 0.6

Funkcija pripadnosti pokazuje koliko su kompanije udaljene jedna od druge, pa se tako
moze utvrditi da su recimo Kompanija a, i Kompanija b, na velikoj udaljenosti (pripadnost
je 1), dok Kompanija a; i Komapnija b; nisu na velikoj udaljenosti (pripadnost je 0.1).

Opisana fazi relacija R moze da se predstavi i pomocu fazi grafa gde vrednosti na
vezama izmedu ¢vorova, predstavljaju stepen pripadanja:

Slika 1.19 — Fazi relacija R iz primera 1.7 predstavljena kao graf
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1.9.1 Osnovne operacije na fazi relacijama

Neka su R, 1 R, dve relacije definisane nad A X B,
Ry = {((.y),ur,(x,¥))}, (x,y) € AXB

“RZ = {((xiy)hufRz(x'Y))}' (ny) € AXB
Da bi se pokazale operacije na fazi relacijama, koriste se funkcije pig, (x,¥) i ug, (x, ).

Definicija 1.29 [2] Dve relacije su ekvivalentne, u oznaci Ry = R,, ako i samo ako za
svaki par (x,y) € A X B, vazi ug, (x,y) = ug,(x,y).

Definicija 1.30 [2] Za svaki par (x,y) € A X B za koji vazi da je ug, (x,y) < ug,(x,y)
kaze se da je R inkluzija od R, ili da je R, ve¢e od R, u oznaci Ry € R,

Ako vazidaje Ry € R, iistovremeno vaZzi da postoji bar jedan par (x,y) € A X B tako
da za taj par vazi da je g, (x,¥) < ug,(x,y), onda je R; € R,.

Definicija 1.31 [2] R€ je komplement od R i definiSe se na sledeé¢i naéin: za svaki par
(x,y) € AXB uge(x,y) =1 — ug(x,y).

Definicija 1.32 [2] Presek dve relacije Ry N R, definise se kao:

:uiRanZ(xi }’) = min{/iggl(x, }’)’ ,U:Rz(x; J’)}» (x, y) € AXB

Definicija 1.33 [2] Unija dve relacije R; U R, definiSe se kao:

Hr,uR, (X, Y) = maX{.szl(xr Y)’ﬂﬂez (X, 3’)}» (X, y) € AXB

Definicija 1.34 [2] Direktan (Dekartov) proizvod: Neka su A i B fazi skupovi definisani
na sledeci nacin:

A = {(x, pa ()}, ta (x) €[0,1]

B = {(y, us()}, up (y) € [0,1]

zax € A cU;i1y € B c U,. Date su dve vrste direktnog proizvoda:

a) Direktan minimalan proizvod fazi skupova A 1 B u oznaci A X B sa funkcijom
pripadnosti u 4«g je fazi relacija koja se definisSe:
A x B = {(x,y),min(uq (), up()), (x,y) € AxB}
$to znaéi da se mora izradunati Dekartov® proizvod A X B i za svaki par (x,y) dodati
pripadajuca vrednost, minimalna od u_4 (x) i ug(y).

b) Direktan maksimalan proizvod fazi skupova A 1 B u oznaci A X B sa funkcijom
pripadnosti u 4« je fazi relacija koja se definise:

AXB= {(x, Y):maX(qu (X),Mg(y)), (x,y) € AX B}
Ovde svaki par (x, y) ina pripadaju¢u vrednost, maksimalnu od pu 4 (x) i ug(y).

3 Ovaj proizvod je dobio naziv po francuskom matematicaru, filozofu i nau¢niku — Rene Dekartu (René
Descartes) (1596-1650). On je svojim delom ,,Geometrija“ (La Geometrie) postavio temelje analiticke
geometrije. Poznat je 1 po recenici ,, Cogito ergo sum* — ,, Mislim, dakle postojim .
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1.10 Fazi logika

Ukratko ¢e biti predstavljeni najosnovniji elementi fazi logike posto se ona nastavlja na
,,obi¢nu“ logiku, a sve se zasniva na [2,3,7,8,10, 11, 15, 16]. Naime, u logici se razlikuju
klasicna logika (koja ima samo dve vrednosti Tacno 1 Netacno), 1 visevrednosna logika
koja, kao $to 1 sam naziv kaze, ima vise vrednosti. Fazi logika je uopstenje visSevrednosne
logike u smislu da fazi skupove 1 fazi relacije koristi kao alat u sistemu viSevrednosne
logike. Veze izmedu klasi¢nih skupova, klasi¢ne logike, fazi skupova, viSevrednosne logike
1 naravno fazi logike, mogu se predstaviti graficki:

Klasi¢na
logika

Fazi

Izomorfizam Izomorfizam logika

'\
ﬁiupovi

Slika 1.20 — Veza klasicne logike, klasi¢nih skupova, visevrednosne logike, fazi
skupova i fazi logike

Klasicni

skupovi

Fazi brojevi

1.10.1 Osnove fazi logike

Osnivac fazi logike je Lofti Zadeh. On je dao ogroman doprinos za osnivanje fazi logike
kao naucne discipline. To podrucje je jos uvek otvoreno za nove zakljucke i metode i jo§
uvek su neke teme pod istrazivanjem.

Iskaz je deklarativna reCenica koja moze imati samo dve logicke vrednosti: tacno (T)
Sto se jo§ oznacava sa 1, i netacno (L) $to se jo§ moze oznaciti sa 0. Skup T, = {0,1} zove
se skup istinitosnih vrednosti za iskaz. Drugim re¢ima, iskaz je misaona tvrdnja koja moze
imati dve vrednosti, tacnu ili netaCnu, a ne mozZe istovremeno imati obe. Dakle, one se
medusobno iskljucuju.

Iskazi ¢e se oznacavati malim latinicnim slovima p,q,7, .... Oni mogu biti prosti i
slozeni. Prost iskaz je recimo ,,Marko sedi.*, dok je iskaz ,,Marko sedi i igra kompjutersku
igricu.” slozen, jer se sastoji od dva iskaza koji su povezani veznikom i. Tacnost / netacnost
sloZzenog iskaza se odreduje na osnovu tacnosti / netacnosti prostih iskaza od kojih je on
sastavljen kao 1 od vrste veznika kojima su prosti iskazi povezani.

Sledi pregled operacija sa iskazima:

Negacija p (ne p) u oznaci —p je tacna kada je p netac¢no i obrnuto, pa iz toga sledi:
p=1-p
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To se moze predstaviti tablicom:

[a—
(=)

—

Konjukcija iskazap i q (p i q), u oznaci p A q je tacna, ako su i iskaz p i iskaz q tacni,
u suprotnom, konjukcija je netacna:

p q | pAg
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Disjunkcijaiskazap i q (p ili q), uoznacip V q je tana ako je bar jedan od iskaza tacan,
u suprotnom je netacna:

p q | pvgq
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Implikacija (kondicional): p implicira q (ako p, onda q) u oznaci p => q je netacna
samo kada je p taCan a q netacCan, u svim preostalim slu¢ajevima je tacna:

P q |p=>gq
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

U implikaciji prvi iskaz se zove antecedent a drugi konsekvent. Operacija implikacije nije
komutativna.

Tablice koje su navedene za svaku operaciju ponaosob, zovu se tablice istinitosti? i vrlo
su dobro orude.

Ako je istinitosna vrednost iskaza uvek 0, bez obzira na vrednost prostih iskaza, to je
kontradikcija.

Jedan deo klasi¢ne logike koji se bavi slozenim iskazima poznat je kao iskazni racun, a
njegov nastavak je predikatski racun. Predikat je deklarativna recenica koja sadrzi jednu
ili viSe nepoznatih. Predikat nije ni taCan ni netacan, s obzirom na to da nije iskaz. Oznacava
se sap(x),q(x,y), ..., gde su x,y, ... nepoznate. Zovu se jo§ i logi¢ke funkcije. Ukoliko se
u predikatima promenljive zamene vrednostima, oni postaju iskazi. Predikati zato Cine
uopstenje iskaza.

4 Tablice istinitosti je uveo filozof Ludwig Wittgenstein (1889-1951) u delu ,Tractatus Logico-
Philosophicus* (1921) gde pokusava da pokaze, da se cela tradicionalna filozofija zasniva na konfuziji same
"logike nasega jezika". Takode argumentuje, da bilo koje znacajno pripovedanje mora da poseduje preciznu
logicku strukturu.
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Postoji veza izmedu logickih operatora i operacija definisanih nad skupovima. Ova
korespondencija omogucava da se svaka teorema ili rezultat iz teorije skupova moze
primeniti u klasi¢noj logici, i obrnuto. Korespondencija se moze predstaviti tabelom:

Logika Teorija skupova
\'% U
A N
-p A€
= c

1.10.2 ViSevrednosna logika

Jasno je da je u svakodnevnom Zivotu nemoguce sve deklarisati kao samo tacno ili samo
netacno. Pogotovo ukoliko se radi o buduénosti. Na primer recenica: ,,Sutra ¢e sijati sunce.
— za ovaj iskaz se ne moze reci ni da je tacan ni da je netacan. Prosto, ne moZe se znati da
li ¢e sutra zaista sijati sunce. Istinitosna vrednost pomenutog buduceg iskaza, moze se
utvrditi tek kad se on desi, u ovom slucaju ,,sutra®. Prema tome, logi¢no je ukljuciti i neku
tre¢u mogucénost, pored tacnog i netacnog.

Recimo, moze se pretpostaviti da su na raspolaganju sledece tri vrednosti: tacno tj. 1,

netacno tj. 0 i neutralno, odnosno neodredeno t;. % Tako nastaje skup istinitosnih vrednosti
1
T, ={021,1}.
Ako su p 1 q iskazi, logicke operacije koje su objasnjene u poglavlju 1.10.1 primenjuju
se 1 ovde, jedina je razlika Sto se istinite vrednosti uzimaju iz skupa T3 = {O, %, 1}. Sto se
moze videti u tablici ispod:

P q -p —q PAQ | pVq |p=>q
1 1 0 0 1 1 1

1 1/2 0 1/2 1/2 1 1/2
1 0 0 1 0 1 0
1/2 1 1/2 0 1/2 1 1
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1
1/2 0 1/2 1 0 1/2 1/2
0 1 1 0 0 1 1

0 1/2 1 1/2 0 1/2 1

0 0 1 1 0 0 1

Tabela 1.1 — Tablica istinitosnih vrednosti za iskaze p i q

Naravno, moze jos da se generalizuje 1 da se ovaj slucaj sa tri vrednosti, proSiri. Pa tako
za bilo koji prirodni broj n > 3, istinitosne vrednosti mogu da se predstave kao racionalni
brojevi u intervalu [0,1] i tako se dobija sledec¢i skup istinitosnih vrednosti:

T—{O 1 2 3 n—3n—2n—1_1}
" "n-1"n-1"n-1""n-1"n-1"n-1

Ovo je Lukasiewicz-eva n-vrednosna logika i sve logicke operacije mogu i ovde da se
primene. Ukoliko se vrednosti predstave umesto racionalnim, realnim brojevima iz
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intervala [0,1], dobija se skup istinitosnih vrednosti T, = [0,1] i to je beskonacno-
vrednosna logika, poznata kao standardna Lukasiewicz-ova logika ([2, 8]).

1.10.3 Lingyvisticke promenljive

Promenljive koje za vrednosti uzimaju re¢i ili reCenice, zovu se lingvisticke
promenljive. Moze se uzeti recimo starost koja je lingvisticka promenljiva ¢ije vrednosti
mogu biti reci kao $to su: veoma mlad, mlad, srednjih godina, star, veoma star. To su izrazi
lingvisti€¢ke promenljive starost 1 izraZzavaju se fazi skupovima nad univerzalnim skupom
U c R, koji se joS zove radni domen meren u godinama.

Primer 1.8 [2] U ovom primeru ¢e se objasniti lingvisticka promenljiva starost na
univerzalnom skupu U = [0, 100]. x-osa ¢e predstavljati godine starosti, a starost ¢e biti
predstavljena trougaonim (delom i trapezoidnim) brojevima koji ¢e da predstavljaju izraze
kao $to su: veoma mlad, mlad, srednjih godina, star i veoma star.

o
veoma mlad mlad  srednjih godina star veoma star
0.75 N SN
0.25(ireiffrorreee N oo ;
0 5 30 4550 70 95 100 x

Slika 1.21 — Vrednosti lingvisticke promenljive ,,starost*
Funkcije pripadnosti za ove izraze su:

1, za0<x<5
30 —x

Hyeoma mlad = za’5 < x <30

25 '’
X5 5<x<30
~ T za5<x<
HUmiaa = 50 — x
<x<
50 za30 <x <50
x — 30
>0 za30<x <50
HUsrednjin godina = 70 — x
, za50<x <70
20
x50 50 < x < 70
~ 0 za50<x <
Ustar = 95 — x
, 70<x<9
T za70 < x 5
x—70 70 < x < 95
Uyeoma star = 25 za =X

1, za95 <x <100
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Sad se posmatra na primer osoba koja ima 45 godina starosti. Ona je mlada sa stepenom
pripadnosti od 0.25 a srednjih je godina sa stepenom pripadnosti 0.75. Ovi stepeni se
dobijaju kada se zameni vrednost x-a u formulama za 14 1 Usrednjin godina S@ 45. Znaci
neko ko ima 45 godina je ,,manje* mlad a ,,vise* je srednjih godina.

Lingvisti¢ke promenljive su izuzetno vazne u sistemima finansija i menadzmenta zbog
promenljivih kao §to su: istina, poverenje, stres, pritisak, prihodi, profit, inflacija, rizik,
investicije, itd.

1.10.4 Lingvisti¢ki modifikatori

Neka je x € U 1 A fazi skup sa funkcijom pripadnosti u4(x). I neka je sa m oznacen
lingvisticki modifikator, na primer vrlo, ne, skoro. Onda je modifikovan fazi skup mcA
(modifikovan sa m), a njegova funkcija pripadnosti je p,,4(x). Najcesce se za opis
pomenutih modifikatora koriste slede¢e definicije:

ne, Hnea(x) =1 — puq(x)

vrlo, Horioa(X) = (14 (X)]lz

skoro, Uskorea(x) = [uq(x)]2

Primer 1.9 [2] Neka fazi skup A predstavlja vrednosti za visoku ocenu u vezi sa
pozajmicama. Vrednosti za promenljivu, kao 1 odredenu funkciju pripadnosti, mogu da se
predstave tabelom:

x K | 20 | 40 | 60 | 80 | 100
.uvisoka(x) ‘ 0 ‘ 0.2 ‘ 0.5 ‘ 0.8 ‘ 0.9 ‘ 1

Sada lingvisticka vrednost visoka ocena moze da se modifikuje da postane niska ocena,
vrlo visoka ocena i skoro visoka ocena.

Za nisku ocenu ¢e biti:

Uniska ocena(0) = 1 = Upisoka ocena(0) =1 —0=1
Uniska ocena(zo) =1- Hyisoka ocena(zo) =1-02=0.8
Hniska ocena(4'0) =1- Hyisoka ocena(40) =1-05=05
Uniska ocena(60) = 1 — Wyisoka ocena(60) = 1 — 0.8 = 0.2
Uniska ocena(80) =1- Uyisoka ocena(80) =1-09=0.1
Uniska ocena(loo) =1 — Wpisoka ocena(loo) =1-1=0

Sad tabela izgleda ovako:

x K | 20 | 40 | 60 | 80 | 100
HUniska (x) ‘ 1
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Slika 1.22 — Fazi skup vrednosti za visoku ocenu (crveni krsti¢i) i nisku ocenu (plave

tackice)

Sli¢no se dobijaju vrednosti i za vrlo visoku kao i za skoro visoku ocenu:

HUyrio visoka(x) = [.uvisoka(x)]z

x K | 20 | 40 | 60 | 80 | 100
Hvrio visoka(x) ‘ 1 ‘ 0.04 ‘ 0.25 ‘ 0.64 ‘ 0.81 ‘ 1
1
Uskoro visoka(X) = [Hpisora (X)]2
X K | 20 | 40 | 60 | 80 1 100
Uskoro visoka(X) | 1 10447  |0.707  |0.894 0949 |1
A
1 &
o
U o
08 +
o
06 *
[
04
+
02
(e | T | | | | | | | X -
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Slika 1.23 — Fazi skup vrednosti za vrlo visoku ocenu (crvene zvezdice) i skoro visoku

ocenu (plavi kruZici)
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1.10.5 Pravila povezivanja fazi iskaza i semanticki zahtevi

U klasi¢noj logici, iskaz p mozZe imati dve vrednosti (tacno 1 metacno). U viSe-
vrednosnoj logici i fazi logici, postoji grani¢ni slucaj, gde je vrednost iskaza tacna do na
stepen na intervalu [0,1]. Istinitost iskaza p u fazi logici se iskazuje preko fazi skupa, tj.
njegove funkcije pripadnosti.

Primeri iskaza koji uklju¢uju fazi skupove A = {(x, u4(x))} i B = {(y, uz(y))}.
i) xjedA, iskaz u kanonskoj formi,
(i) xjemdA, modifikovani iskaz,
(ii1)) Ako jex A,onda je y B, uslovni iskaz.

Operacija povezivanja se sastoji od dva iskaza p i g, koji su povezani nekim logickim
veznikom. Iskazi su definisani sa:
p2xjedA, q % yjeB, gde suA iB fazi skupovi: A = {(x, uy(x))|x € A c U},
B ={(y,us(»))ly € B c U,}.

Povezivanje konjukcijom p A q
Istinita vrednost (tr — od engleske reCi True) za pAq (p i q) se definisSe kao

tr( A q) = waxp(x,y) = min{u, (0, us(y)}, (x,y) EAXB, gde je puxs(x,y)
funkcija pripadnosti minimuma direktnog proizvoda.

Povezivanje disjunkcijom p V q

Istinita vrednost za pVvgq (p ili q) se definiSe kao tr(pV q) = puxa(x,y) =
max{uq(x), uzg(y)}, (x,y) € A X B, gde je u4x5(x,y) funkcija pripadnosti maksimuma
direktnog proizvoda.

Povezivanje implikacijom p => q

Istinita vrednost za p => q (ako p onda q) se definiSe kao tr(p => q) = min{1,1 —
Ua(x) + us(y)}, (x,y) € AX B, gde za svaki par (x,y) Dekatovog proizvoda A X B,
treba da se veZe manja pripadajuca vrednost koja se nalazi izmedu 111 — u4(x) + ug(y)

Ova pravila povezivanja slede jos iz klasi¢ne logike. Sa desne strane ovih formula nalaze
se funkcije pripadnosti fazi relacija, s obzirom na to da par (x,y) pripada Dekartovom
proizvodu A X B € Uy X U,. Zato se istinite vrednosti povezivanja predstavljaju fazi
relacijama. Potrebno je naglasiti da funkcije pripadnosti za A 1 B imaju razliCite argumente.

Semanticki zahtevi imaju veliku primenu u fazi logici jer predstavljaju glavno pravilo
zakljucivanja. Ovde je re€ o inkluziji fazi skupova. Neka su p 1 q iskazi:
pExjedA, q=yjeB
oba definisana nad istim univerzalnim skupom U. Iskaz p semanticki zahteva iskaz q (q je
semanticki zahtevan od p), u oznaci p => q ako i1 samo ako vazi:

pa(x) <ug(ly), x€U

Primer 1.10 [2] U skladu sa pri¢om o pozajmici iz Primera 1.9, konstruise se iskaz:
p £ Klijentova pozajmica je vrlo visoko ocenjena
Ovo semanticki zahteva iskaz
q £ Klijentova pozajmica je visoko ocenjena
Iz iskaza p, moze se zakljuciti da vazi iskaz q. Takode, ako se vrati na prethodni primer 1
pogledaju Slike 1.22 1 1.23, vidi se da je zadovoljeno tyrio visoko (X) < Upisoko V), X € U.
Semanticki zahtevi se mogu generisati i za viSe iskaza.
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2. Princip usrednjavanja za fazi vrednosti

Sposobnost da se predvide 1 procene budu¢i dogadaji podrazumeva proucavanje
nepreciznih informacija koje proizilaze iz okruZenja koje se brzo menja kao §to je slucaj sa
sadasnjim munjevitim nac¢inom Zivota. To su situacije u kojima je bolje koristiti fazi logiku
nego druge klasicne metode. Da bi se sloZene situacije analizirale, potrebna su misljenja
raznih strucnjaka koja je onda potrebno skupiti i iz njih proizvesti jedan zakljucak. To
uopste nije jednostavno, posto se pomenuta misljena razlikuju, a cesto su i potpuno
suprotna ([2,11]). Jedan od nacina da se na osnovu viSe misljenja dobije jedan zaklju¢ak
je upravo princip usrednjavanja. Ovaj princip se koristi u nekoliko modela kao npr. fazi
Delphi, fazi PERT 1 predvidanje traznje.

2.1 Statisticko usrednjavanje

Jedan od najbitnijih principa u statistici je prosek ili srednja vrednost koja se za n merenja
datih realnim brojevima ry, 1, ..., 7, € R, predstavlja na slede¢i nacin:

n
rnteetn XiLn

n n

Tave

Ako merenja 1y, 15, ..., T, imaju razliitu vaznost izraZzenu realnim brojevima A4, 1, ..., 4,,
onda je ponderisana srednja vrednost:

w _/117‘1+"-+/1nrn
rave -
Al + b + /’{TL

n
= win + e+ Wnth = z W;T;
i=1

I
Attty
w; se zovu tezine (eng. weight) odnosno ponderi i one predstavljaju znac¢ajnost merenja ;.

gde jew; = i=123,..,nivazi -, w; =1

Sve sto vazi za ,,obi¢nu“ srednju vrednost moze se uopstiti ukoliko se umesto realnih
brojeva uzmu fazi brojevi. Da bi se to izvelo do kraja, potrebno je izvesti odredene
aritmeticke operacije koje dovode do komplikovanih racunanja kada su u pitanju fazi
brojevi, 1 zato se posmatra uopstenje samo za trougaone i trapezoidne fazi brojeve. Ovi fazi
brojevi su ¢esto u upotrebi, a i lako je izvoditi aritmeticke operacije sa njima.
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2.2 Aritmeticke operacije sa trougaonim i trapezoidnim brojevima

Definicije u nastavku se zasnivaju na trougaonoj normi Ty, (x,y) = min(x, y), u skladu sa
Tvrdenjem 1.6 (poglavije 1.8). Koris¢ena literatura je [2, 4].

Definicija 2.1 [2] Moze se pokazati da je zbir dva trougaona broja, takode trougaoni broj:

P+ P, = (P1(1):PM(1):P2(1)) + (P1(2):pM(2):P2(2))
= @ +p.@, 04D + oy @, 0,V + p, @)

Ovo se moZe uopstiti na n trougaonih brojeva, a moze da se primeni i na leve i desne
trougaone brojeve npr.:

P+ P, = (PM(l):pM(l)lpz(l)) + (P1(2)’PM(2)rp2(2))
!, pl = (o + 1D, oy + oy @, 0, + p,@)

Py +P; = (pl(l)' pM(l)» pM(l)) + (pl(z)' pM(Z)' pM(Z))
= 0@+ .Y, 00 + 2@, 00 P + pu @)

Definicija 2.2 [2] Proizvod trougaonog i realnog broja je takode trougaoni broj:

Pr = 1P = r(p1,pm, P2) = (rD1, TOM, TD2)

Definicija 2.3 [2] Deljenje trougaonih brojeva realnim brojem se definiSe kao mnoZenje
trougaonog broja reciprocnom vrednoscu realnog broja, uz uslov da je realan broj razlicit
od nule. Dakle:

P P1 Pm D2
- (pl,pM,pz) = (— — —)

Operacije sa trapezoidnim brojevima (trapezoidnim fazi intervalima) se definiSu na
sli¢an nacin kao sa trougaonim. Radi jednostavnijeg zapisa, umesto A = (I — a,, 7,7 + f)
koje je definisano u poglavlju 1.7 uvodi se A = (a4, by, by, a,) gdejea; =1 —a, by =1,
b, =ria, =1+ f (Tvrdenje 1.6 i dalje vazi).

Definicija 2.4 [2] Zbir dva trapezoidna broja je trapezoidni broj.
A+ A, = (al(l) b, @ , b, @ q (1)) + (a @), b, @ , by @ q (2))
= (@@ +0,®, 5D +5,®, 5,0 1+ 5,D, 0,0 4 ¢,®)

Ovo se moze uopstiti na n trapezoidnih brojeva (trapezoidnih fazi intervala), i moZze da se
primeni i na leve 1 desne trapezoidne brojeve.

Definicija 2.5 [2] MnoZenje trapezoidnih brojeva realnim brojem:
Ar =rA = (ray,rby,vby,Tay)
Definicija 2.6 [2] Deljenje trapezoidnih brojeva realnim brojem:

A 1 a, by b, a,

AL by - (BT
- (a112a2) ot r#
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S obzirom na to da se trougaoni broj moze uvek predstaviti u formi trapezoidnog broja,
moguénost mnoZenja ova dva trapezoidna broja (fazi intervala) je jasna:

P, +A, = (P1(1):PM(1)»P2(1)) + (a1(2)» bl(z)»bz(z)» az(z))
= (pl(l)) pM (1)' pM(l)' pZ(l)) + (al(z)J bl (Z)r bZ (2)' aZ (2))
=@+ a,D,py® + bl(Z)'pM(l) + bz(z):Pz(l) +a,®)
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2.3 Fazi usrednjavanje

Zarazliku od statistickog usrednjavanja, ono na ¢emu se zasnivaju ve¢ pomenuti fazi PERT
i fazi Delphi, kao i kasnije princip donoSenja odluka, jeste upravo fazi usrednjavanje ([2]).
U nastavku ¢e se definisati formule za trougaono i trapezoidno usrednjavanje.

Definicija 2.7 [2] Formula za trougaono usrednjavanje: Neka postoji n trougaonih
brojeva. Koriste¢i sabiranje trougaonih brojeva (Definicija 2.1) kao 1 deljenje sa realnim
brojem (Definicija 2.2), dobija se slede¢a formula:

_ Pl + -+ Pn _ (pl(l)’pM(l)'pz(l)) + -+ (pl(n), pM(n)’pZ(n))

ave n n
_ (024 p1(i), g pM(i); g Pz(i))
n

Ovako definisana srednja vrednost je takode trougaoni broj.

( P WO O N0
P,,. = (m,my,m,) = _Z L ,_z i ,_Z i
ave 1 My, M2 (n L_=1P1 n i=1PM n i=1p2 )

Definicija 2.8 [2] Ponderisano trougaono usrednjavanje: AKo realni broj A; predstavlja
vaznost (teZinu/ponder) za

Pi = (pl(i)i pM(i)' pz(i))' l — 1' ".’n,
onda koristeci

w /117”1 + ce + lnTn
Tave =
Al + + ATL

n
=wiry + ot wpn, = Z wW;T;
i=1

Ai

Aoty

gde jew; = , 1=123,...,n ivazi } L w; =1

dobija se ponderisani prosek:
AP+ -+ A,P
P‘:‘De — n_n — Wl(pl(l)lpM(l)!pZ(l)) + -+ Wn(pl(n)' pM(n)' pz(n))
A’l + + An

= (w121 D, WPy D, wip, D) + - + (W1 ™, WPy ™, Wy p, ™)
= (Wlpl(l) 4ot WnP1("),W1PM(1) 4ot Wan(n):Wﬂ?z(l) + o
+ Wnpz(n))

koji se moze zapisati kao trougaoni bro;:
n n n
Ploe =l mlm) = wip® ) won®, ) wip,®)
i=1 i=1 i=1

Definicija 2.9 [2] Formula za trapezoidno usrednjavanje: Za trapezoidne brojeve A; =
(agl),bg), bél),agl)), i=1,..,nsledi:
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(a5, b5P,asP) + -+ (af, b, b, af)

Agpe = (mlrliﬁmMzﬂmZ) = n
_ Ckia’ SR, b B by SR ag)
n

Definicija 2.10 [2] Ponderisano trapezoidno usrednjavanje je:
1) (1) (1) (1
A‘gve = (m\lﬂ/, mmlt mmzl m‘Z/V) = Wl (a:([ )l bi )I bé )r ag )) + + WTL (a:(Ln)r bin)l bgn)r agn))

n . n . n . n .
= (Z, 1Wia§l)'z, 1Wib§l)' , w;bs?, , wiag?)
i= i=

=1 =1

Trougaono i trapezoidno usrednjavanje je krajnji ishod odnosno zakljuc¢ak svih varijanti
misljenja kaja su izrazena preko trougaonih i trapezoidnih brojeva, sa ve¢im ili manjim
stepenom pripadnosti.

Navedene formule za srednje vrednosti trapezoidnih brojeva vaze i kada su neki od
A; trougaoni brojevi, s obzirom na to da se oni mogu predstaviti kao trapezoidni brojevi.

Ovakav proces usrednjavanja za trougaone i trapezoidne fazi brojeve spada u takozvanu
fazi statistiku.
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2.4 Defazifikacija fazi usednjavanja (fazi sredine)

Posto se kao krajnji produkt svih misljenja dobijaju srednje vrednosti koje su trougaoni
odnosno trapezoidni brojevi, najceSce je rezultat potrebno prikazati kao ,,obi¢nu* vrednost
koja najbolje reprezentuje pomenutu srednju vrednost. Upravo to vracanje iz fazi brojeva
na ,,obi¢ne* vrednosti predstavlja defazifikaciju ([2]).

Recimo, ako se posmatra sredina trougaonog fazi broja:
INT o lNT 0 lNTY o
Pove = (My,my;, my) = (= D, — D, — l
ave 1, My, My (n i=1P1 n i=1PM n i=1p2 )

najlogi¢nije je da se za ,,obi¢nu* vrednost uzme vrednost m,, za interval [m;, m,] od P gy,
posto m,, ima najveci stepen pripadnosti u P, (ima stepen pripadnosti 1), odnosno P g,
dostize svoj maksimum u X4, = My, 1ta vrednost se zove maksimizirajuca vrednost.

Defazifikacija se ne moZe univerzalno definisati, tako da ¢e se ovde predstaviti tri nacina
za defazifikaciju trougaonog broja P,,, = (I, my, my):

(1) gy = TS
(2) x(z) — my+2mpy+m,
max 4

(3) _ mytimy+m
(3) xmax — 1 6M 2

Ova tri na¢ina uzimaju u obzir pored my,, i m; i m, i daju drugacije vrednosti.

Ukoliko je trougaoni broj P,,. blizu centralnog trougaonog broja, tj. ako je my, na
sredini intervala [m,, m,], onda x,,,, = my, daje dobru ,,obi¢nu* vrednost i pomenuta tri
nacina daju takode maksimiziraju¢e vrednosti blizu m,,.

Proces defazifikacije se moze predstaviti putem blok dijagrama:

Trougaoni Fazi Agregacija Maksimizirajuca
brojevi usrednjavanje (donosenje vrednost
P; \ i1 Pi odluke) -
=1, ... _ o . (1,(2),3
i , e n Paye xmaxlxr(n()ng)()

Slika 2.1 — Blok dijagram procesa defazifikacije

Za defazifikaciju Py, = (my, mjy;, my) sve se radi isto kao i za A4y samo $to se umesto
vrednosti m4, my,, m, respektivno uzimaju my’, my, my'.

Za defazifikaciju trapezoidnog fazi broja koji predstavlja trapezoidno usrednjavanje
Agpe = (ml,li,mMz,mz) koristi se ista ideja kao 1 kod trougaonog fazi broja s tom
razlikom da se umesto vrednosti my,, uzima srednja tacka segmenta [li,mMz] na
maksimalnom nivou ¢ = 1 i onda se dobijaju sledec¢e masimiziraju¢e vrednosti:

_ li + T’N,M2
Xmax = 2
m +m
(1) m1+%+m2
(2) x(z) _ m1+mM1+mM2+m2
max 4
m1+2(mM1+mM2)+m2

3 _
(3) xmax - 6
Za defazifikaciju fazi broja Agye = (m{",mml,m}(b’,z,m?’), samo se umesto
my, My, My, M, uzimaju respektivno mY, mml, mmz,mg".
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2.5 Model predvidanja fazi Delphi

Fazi Delphi model predvidanja predstavlja uopstenje obicnog modela za dugorocno
predvidanje u menadzmentu. Naziv je dobio po drevnim grékim prorocima iz Delfija koji
su bili poznati po predvidanju buducnosti. Prvi put se ovaj model razvio u Kaliforniji u
preduzeéu ,,Rand“. Ovo je tipi¢na procedura predvidanja koja kombinuje poglede i
misljenja velikog broja stru¢njaka ([2, 3, 9]).

Model Delphi podrazumeva da se od visoko kvalifikovanih stru¢njaka za konkretnu
oblast — nauke, tehnologije, poslovanja — traze misljenja, nezavisno jedno od drugog, o
tome kada ¢e se desiti neki dogadaj. To na primer mogu biti predvidanje trzista, predvidanje
ekonomije, tehnoloskih napredaka,... Zatim se tako dobijeni subjektivni podaci analiziraju
statistiCki tako Sto se usrednjavaju, pa se rezultati saopStavaju stru¢njacima. Stru¢njaci
pregledaju rezultate i daju nove procene koje se opet nakon statistickog usrednjavanja
saopStavaju strucnjacima. Taj proces se ponavlja iznova i1 iznova sve dok rezultat ne
iskonvergira ka nekom racionalnom (realnom) resenju sa tacke gledista menadzera ili bilo
kojeg drugog vodeceg tela. NajceS¢e su dva — tri ponavljanja dovoljna da se donese
zadovoljavajuéi zakljucak.

S obzirom na to da je, kada se govori o Delphi modelu, u pitanju dugoro¢no predvidanje
velikog opsega, kao problemi pri predvidanju se javljaju neprecizne i nekompletne
informacije. Negativno je i to §to su miSljenja koja dolaze od stru¢njaka subjektivna i zavise
od njihove kompetentnosti. Upravo zbog ovih losih strana je idealnije koristiti fazi brojeve
umesto ,,0bi¢nih* brojeva. Posebno su dobri trougaoni fazi brojevi jer se konstruiSu veoma
jednostavno s obzirom na to da ih definiSu svega tri vrednosti: najmanja, najveca i
najverovatnija. Zato se analiza zasniva na fazi usrednjavanju, a ne na obi¢noj srednjoj
vrednosti.

Fazi Delphi model su uveli Arnold Kaufman i Madan M. Gupta ([9]) i on se u skladu
sa gore datim objasnjenjem, sastoji od slede¢ih koraka:

Korak 1 Od stru¢njaka E;,i = 1, ..., n se trazi da dostave moguce datume nekih dogadaja

u nauci, tehnologiji ili poslovanju na slede¢i nacin: prvi moguc1 datum p(l)

najverovatniji datum realizacije dogadaja p( ) najkasniji datum p ) Podaci koje daju
strucnjaci se predstavljaju dakle u formi trougaonog broja:

P =(p o pd),  i=1.n

Korak 2 Prvo se raCuna srednja vrednost P, = (m,, my, m,). Onda se za svako E;
racuna odstupanje izmedu P, 1 P;. To je takode trougaoni broj:

Pgpe — P; = (ml Pil)’mM p,(vf),mz Pél))
_ (_Z_ ONOR 1 z p® _p 1 1 2" ONON
Nnldaij=q i=1
Odstupanje se Salje nazad stru¢njacima E;, i = 1, ..., n, na pregledanje.
Korak 3  Svaki E; daje novi trougaoni broj:

e =(aq0.q) i=1.n
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Ovaj proces koji pocinje Korakom 2 se ponavlja. Trougaona sredina @, se racuna pomocu

formule:
1 1 1
_ = ) z (i) Z o
® ,.O ..@

Ukoliko je potrebno, generisu se i novi trougaoni brojevi R® = (ry /1y ,7, ) iracuna

njihova sredina R,,. I to se tako ponavlja sve dok dva uzastopna odstupanja ne budu
dovoljno blizu.

Korak 4 Kasnije, predvidanje moZze da se posmatra ponovo ukoliko se javi neka znac¢ajna
informacija koja bi dovela do toga.

Analiza slué¢aja 2.1 Procena vremena za tehnicku realizaciju inovativnog proizvoda ([2])

Grupa od 15 struénjaka iz oblasti racunarskih nauka je upitana da da procenu potrebnog
vremena za tehnicku realizaciju najnovijeg proizvoda. Svi eksperti su isto rangirani s
obzirom na to da sva njihova misljenja imaju istu tezinu, odnosno, podjednako su vazna. I
tako se mogu trougaoni brojevi dobijeni njihovim misljenjem prikazati u Tabeli 2.1, §to
ujedno predstavlja Korak 1:

E; P; Najraniji datum | Najverovatniji Najkasniji
datum datum
Ex | Py | pM=2014 | pP=2022 | p{™ =2039
E, | P, | p®P=2016 | p¥=2023 | p{¥=2029
Es | P3| p® =2019 p® =2024 | p¥ =2029
Ey | Py | p™=2017 pM =2022 | p{® =2027
Es | Ps | p®=2019 | p®=2024 | p =2034
Es | Ps | p©=2014 | p®®=2019 | p® =2024
E; | P, | pP=2029 | p?=2037 | p{” =2039
Es | Ps | p®=2014 | p® =2027 | p{® =2032
Es | Py | p®=2014 | p{’=2021 | p{” =2026
Eig | Pyo | p"” =2027 | p{® =2028 | p{'” =2039
Eix | Pua | p0Y =2029 | p{™ =2039 | pi' = 2043
Eia | Piz | pM =2015 | p{» =2021 | p{'® = 2025
Eiz | Piz | p™ =2017 | p{¥ =2025 | p{"® =2029
Eig | Py | p™ =2016 | p{*® =2024 | p{"* =2031
Eis | Pis | p™™ =2021 | p{® =2019 | p{*™® =2039
Tabela 2.1
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U Koraku 2 treba izraCunati srednju vrednost P4, a za to su potrebne sume poslednje tri
kolone 1 one iznose:

15 ) 15 ; 15 ,
p =30281, E pd) = 30375, E p = 30485
- . -

i =1 i

Kad se ove vrednosti zamene u Definiciju 2.7 dobija se:

30281 30375 30206
aw—_<

5 ' 15 ' 1% )=(2018.7,2025,2032,3)

tj. priblizno kad se zaokruzi da nema decimala jer je ideja da se izrazi vrednost u celim
godinama, dobija se:

PZ,, = (2019,2025,2032)

Sada se odstupanje izmedu P, 1 P; predstavlja u tabeli ispod:

E; my — Pil) my — pﬁ) m; — pﬁ”
E; 5 3 -7
E, 3 2 3
E, 0 1 3
E, 2 3 5
Ec 0 1 2
E, 5 6 8
E, -10 -12 -7
Eg 5 -2 0
E, 5 4 6
E o -8 -3 -7
Eiq -10 -14 -11
E;, 4 4 7
E;3 2 0 3
E;, 3 1 1
E;s -2 6 -7
Tabela 2.2

U ovoj tabeli se vidi divergencija misljenja svakog stru¢njaka od proseka. Ako se samo
baci pogled, ¢ini se da su eksperti E3, Es, Eg, E;3 1 Eq4 blizu proseka, dok E i E;4 bas nisu.
Posto je to da su oni blizu ili daleko od proseka pomalo neodredeno, moze se posebno
govoriti i o razlici (rastojanju) d; j dva trougaona broja P; i P; (viSe o razlici dva trougaona
fazi broja moze se dobiti iz [3], dok u ovom izlaganju o tome nece biti detalja).

Dalje, pretpostavka je da rukovodilac nije zadovoljan prosekom (2019, 2025, 2032).

Onda se ide na Korak 3 pa se odstupanje daje ekspertima ponovo na predlaganje trougaonih
brojeva Q; Sto je prikazano u Tabeli 2.3:
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E; Q; Najraniji datum | Najverovatniji Najkasniji
datum datum

Ex | Q| ¢ =2015 ¢ =2023 | ¢!V =2037
E; | Q| ¢%=2016 q¢? =2023 | ¢¥ =2030
Es | Qs | ¢®=2019 | ¢ =2024 | ¢ =2030
Ey | Q¢ | ¢ =2017 g =2022 | ¢ =2029
Es | Qs | ¢®=2019 | ¢ =2024 | ¢ =2034
Es | Qs | ¢! =2016 q¢© =2018 | ¢ =2024
E; | Q| ¢7=2024 | ¢?=2034 | ¢\’ =2035
Es | Qs | ¢® =2015 q® =2027 | ¢ =2032
Es | Q | ¢ =2016 ¢ =2023 | ¢ =2029
Evg | Quo | ¢ =2023 | qU”=2028 | ¢"” =2036
Ein | Qi | ¢"=2023 | ¢V =2034 | ¢{'"Y=2035
Eiz | Q2 | ¢"?=2015 | q4? =2023 | ¢"” =2025
Eiz | Q3 | ¢ =2017 | qU¥ =2025 | ¢ =2029
Eig | Qua | ¢ =2016 | q0* =2023 | ¢ =2031
Eis | Qs | ¢ =2020 | q® =2018 | ¢{" =2034

Tabela 2.3

Eksperti Es 1 E;3 nisu promenili svoje ocene, dok su eksperti E,, E3, E4, Eg, E15 1 E14 uneli
male izmene. Koriste¢i ponovo Definiciju 2.7 dobija se:
Qe = (2018.1,2024.6,2031.3)

Sto je kad se zaokruzi:
QZ,. = (2018,2025,2031)

Sada je rukovodilac zadovoljan, stopira fazi Delphi proces, i prihvata trougaoni broj Q..
kao zaklju€ak kombinovan od miS$ljenja eksperata. Zaklju€ak je da ¢e se realizacija
inovacije desiti u vremenskom intervalu [2018,2031] $to je interval poverenja (noseci
interval) za trougaoni broj QZ%,. koji je gotovo centriran. Najverovatnija godina kad se
ocekuje da ¢e se desiti inovacija je 2025. Treba napomenuti da formule za defazifikaciju
trougaonog broja (poglavlje 2.4) daju brojeve koji su priblizni 2025.

Takode, u poslovanju, menadzmentu, finansijama i nauci, znanje, iskustvo 1 stru¢nost
nekih stru¢njaka se preferira viSe u odnosu na druge. To se moze predstaviti teZinama
odnosno ponderima w;. U obi¢cnom modelu fazi Delphi su svi stru¢njaci bili po pretpostavci
isto vazni pa nije bilo potrebe za ovim vrednostima. Sada se posmatra slu¢aj u kojem
procene 1 misljenja struénjaka imaju razlicite vaznosti 1 tako se dolazi do ponderisanog
modela predvidanja fazi Delphi.

Ako se pretpostavi da svaki strucnjak E;, i=1,..,n ima svoj ponder w;, i =
1,..,n, wy +wy +--+w, =1, mogu da se koriste koraci koji su navedeni za obian
model fazi Delphi ali sa malim modifikacijama koje podrazumevaju da se umesto formule
za trougaono usrednjavanje P e, Q gver Rave, --- koristi formula za ponderisano trougaono
usrednjavanje Pyye, Qye, Rive, -
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Analiza slucaja 2.2 Ponderisana procena vremena za tehnicku realizaciju inovativnog
proizvoda ([2])

Sada se posmatra Analizu slucaja 2.1 gde je bilo 15 stru¢njaka koji su davali svoje
procene preko trougaonih brojeva koji su prikazani u Tabeli 2.1, ali se uvodi pretpostavka
da su eksperti E;, E3, Es, Eg 1 E;3 viSe rangirani, odnosno da se njihova misljenja vise
uvazavaju (neka njima ponder bude w; = 0.1) nego od ostalih eksperata (za ostale se uzima
da je w; = 0.05, posto mora suma svih pondera da bude jednaka jedinici). Tako nastaje
sledeca tabela:

E; | w; w; x a? w; x al) w; x ay
Ey 0.1 201.4 202.2 203.9
E, 0.05 100.8 101.15 101.45
Es 0.1 201.9 202.4 202.9
E, 0.05 100.85 101.1 101.35
Ec 0.1 201.9 202.4 203.4
Eg 0.05 100.7 100.95 101.2
E, 0.05 101.45 101.85 101.95
Eg 0.1 201.4 202.7 203.2
Eq 0.05 100.7 101.05 101.3
E, | 0.0 101.35 101.4 101.95
Ey; | 0.05 101.45 101.95 102.15
E, | 0.05 100.75 101.05 101.25
E. | 0.1 201.7 202.5 202.9
E;, | 0.05 100.8 101.2 101.55
Eis | 0.05 101.05 100.95 101.95

Total 1 2018.2 2024.85 2032.4

Tabela 2.4

Vrednosti za total se ubace u formulu za racunanje ponderisane srednje vrednosti tj. u
Definiciju 2.8, 1 sledi:
P}, = (2018.2,2024.85,2032.4)

odnosno kad se zaokruzi:
Py, = (2018, 2025,2032)
Gotovo isti rezultat se dobio 1 u prethodnoj analizi. I ovde formule za defazifikaciju

trougaonog broja Pp7, (poglavije 2.4) daju brojeve koji su priblizni 2025. Takode, ukoliko

se defazifikuje Py, umesto P}7., opet se dobijaju vrednosti koje su priblizno jednake sa
2025.
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2.6 Fazi PERT za Projektni menadZment

Danas je nezamislivo da se bilo koji proces u okviru nekog poslovanja obavlja bez
unapred utvrdenog plana. Projektni menadzment mora da obavi komplikovani poduhvat
koji ukljucuje planiranje razli¢itih aktivnosti koje se moraju sprovesti u procesu razvoja
novog proizvoda ili tehnologije. Projekti predstavljaju jedinstveni proces i imaju odreden
pocetak 1 kraj. Projekti su podeljeni na manje aktivnosti radi jednostavnosti. I te aktivnosti
takode imaju svoj pocetak i svoj kraj. Aktivnosti se moraju odvijati po nekim logi¢kim
pravilima (neke redom jedna za drugom, a neke istovremeno). Vreme koje je potrebno da
se zavrsi svaka aktivnost mora da se proceni (oceni) i moraju se utvrditi troskovi za svaku
aktivnost, kao i potrebni resursi ([2, 6]).

2.6.1 Klasi¢ni PERT i CPM

Da bi se olaksalo planiranje i kontrolisanje projekata, razvijene su dve klasi¢ne tehnike:
Tehnika ocene i revizije projekta tj. PERT (eng. Project Evaluation and Review Technique)
1 Metod kriticnog puta tj. CPM (eng. Critical Path Method).

PERT je razvila ameri¢ka mornarica u toku planiranja izgradnje nuklearne podmornice
»Polaris®“. CPM su razvili u otprilike isto vreme istrazivaci iz Remongton Rand i DuPoint-
a za odrzavanje hemijskog postrojenja. Postoje sli¢nosti izmedu ove dve tehnike i vrlo ¢esto
se koriste zajedno kao jedna.

Da bi se Sto bolje objasnili PERT i CPM, predstavice se pojednostavljena i
modifikovana verzija realnog projekta u skladu sa [6]. Sematski je predstavljen u Tabeli
2.5 projekat koji se zove Industrijski sistem-dizajn 1 koji ukljucuje dizajn, izradu, montazu
1 testiranje. Projekat je podeljen na 8 aktivnosti A4, B, C, D, E, F, G, H. Vreme potrebno da se
obavi svaka aktivnost, koje su procenili menadzeri zaduzeni za odredene aktivnosti, je dato
u poslednjoj koloni Tabele 2.5.

Opis aktivnosti Prethodne | Istovremene | Sledece Potrebno
aktivnosti | aktivnosti | aktivnosti | vreme(dani)
A | Mehanicki dizajn - - B,C 37
B | Elektroprojekat A C D 37
C | Mehanicka izrada A B E 57
D | Elektri¢na izrada B CE F 37
E | Elektri¢na submontaZa C D F 52
F | Elektri¢na instalacija DFE - G 32
G | Instalacija cevovoda F - H 32
H | Pokratanje, testiranje, slanje G - - 12

Tabela 2.5

Model mreZznog planiranja

PERT i CPM izgraduju model mreznog planiranja od podataka iz Tabele 2.5. Model
koji odgovara datoj tabeli predstavljen je na Slici 2.2. Mogu se koristiti kvadrati,
pravougaonici ili krugovi u kojima se navodi oznaka svake aktivnosti kao i vreme ocenjeno
kao potrebno da se aktivnost obavi.

Ovaj model daje tacnu reprezentaciju uzastopnih veza i1 zavisnosti izmedu aktivnosti
koje ¢ine projekat.
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A c E F G H
> > > > >
37 57 52 32 32 12
B D
37 37

Slika 2.2 — MreZni dijagram
Kriti¢ni put

Kriti¢ni put definiSe se kao put aktivnosti povezanih u niz od pocetka do kraja projekta
koje zahtevaju najduze vreme da se projekat zavrsi. Zato je ukupno vreme za zavrSavanje
projekta, vreme potrebno da se zavrSe aktivnosti na kriticnom putu. Model mreznog
planiranja pomaze da se odredi kriticni put. Kriti¢ni put sa Slike 2.2 je onaj predstavljen
debelim strelicama koji povezuje aktivnosti 4,C,E,F, G 1 H. Prema tome, ukupno vreme
za zavrSetak projekta je 37 + 57 + 52 + 32 + 32 + 12 = 222 dana. Sa slike se vidi da
aktivnosti B 1 D nisu na kriticnom putu, pa one ne moraju da se zavrSe kako je planirano,
ali kaSnjenje ne bi trebalo da bude vise od 35 dana, u suprotnom bi doslo do odlaganja
aktivnosti na kriticnom putu pocevsi od F pa do kraja.

2.6.2 Probabilisticki PERT

Procenjivanje ili predvidanje vremena za zavrSavanje aktivnosti je samo po sebi
neprecizno. Da bi se izborili sa neprecizno$¢u, istrazivaci su prosirili moguénost PERT-a
time Sto su dodali verovatnocu i statistiku. PERT zahteva od stru¢njaka tri ocene za vreme
trajanja svake aktivnosti: optimisticno vreme t; (najkraéi tj. minimalni vremenski period za
koji se aktivnost moZe ostvariti —to je vreme za koje ¢e biti realizovana data aktivnost, ako
se tokom izvodenja steknu najpovoljniji uslovi za to), najverovatnije vreme t,; (vreme koje
je potrebno da se aktivnost zavr$i po normalnim uslovima tj. ako sve ide po planu) i
pesimisticno vreme t, (maksimalno potrebno vreme za izvrSenje aktivnosti u krajnje
nepovoljnim uslovima — ukoliko ima poteskoca ili neSto krene nizbrdo). Vreme potrebno
za pojedinu aktivnost se racuna kao ponderisana srednja vrednost koriste¢i sledecu
formulu:

te:t1+42M+t2

Ukupno vreme za zavrSetak projekta T, je vreme potrebno da se zavrSe aktivnosti na

ty+4ty+t,

kriticnom putu. Vreme koje se dobije iz formule: t, = za model mreZnog

planiranja bic¢e jako blizu onim vrednostima koje se nalaze u pravougaonicima na slici, i
generalno ¢e dati bolje procene. Ukupno vreme T, (koje je priblizno 222 dana), je mnogo
realnije nego tacno 222 dana. Dalje, PERT rac¢una standardno odstupanje za t, i druge
analize iz teorije verovatnoce. U nastavku ¢e biti predstavljena jedna alternativa za
probabilisticki PERT model koja je jednostavnija, a dovoljno objasnjava.

Tri ocene tq, ty, t, za svaku aktivnost dolaze od strane stru¢njaka koji koriste pri tome
svoje znanje, iskustvo i1 svaku informaciju koja je od pomoc¢i i koja je dostupna. Subjektivni
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su ali nisu proizvoljni. PoSto ima nepreciznosti, ovaj problem je pre fazi nego
probabilisticki. PERT ne predlaZe nacin za pronalaZzenje t4, ty, to, ve¢ samo ¢injenicu da
se moraju oceniti 1 kombinovati u statistickoj formuli ponderisanih srednjih vrednosti.

2.6.3 Fazi PERT za predvidanje vremena

Ideja je da se poboljsa PERT koriste¢i model fazi Delphi (poglavije 2.5) prilikom
ocenjivanja tq, ty, t, za svaku aktivnost. Stru¢njaci predstavljaju vreme potrebno za svaku
aktivnost preko trougaonih brojeva (ty, ty, t;). Za svaku aktivnost se izracuna trougaona
srednja vrednost, a da bi se odredilo ,,0bi¢no* vreme za aktivnost mora da se uradi
defazifikacija. Jednostavno, moze se uzeti maksimiziraju¢a vrednost ili da se koriste
formule za defazifikaciju o kojima se govorilo u poglaviju 2.4.

Fazi PERT je najbolje objasniti kroz primer:

Analiza slucaja 2.3 (Deo 1) Predvidanje vremena potrebnog za organizovanje projekta za
sistem upravljanja materijalima [2]

Neka je dizajn sistema za upravljanje materijalima dat kao u 7abeli 2.5 i na Slici 2.2 ali
uz zanemarivanje podataka o predvidanjima koje je dao klasicni PERT. Sada svaka
aktivnost treba da bude ocenjena od strane tri eksperta.

Stru¢njaci su zamoljeni da daju optimisticnu, najverovatniju i pesimistiénu procenu
vremena za aktivnosti 4,B, ..., H u vidu trougaonih brojeva T4, T?, .., TH,i=1,2,3. 1
tako nastaje Tabela 2.6:

E; T4 Optimisticno Najverovatnije Pesimisti¢no
vreme vreme vreme
E; T4 35 37 40
E, TS 35 36 39
Ey T4 34 38 41
3 4
Total iog 104 111 120
Tabela 2.6

Kad se skupe sva misljenja dobija se prosecno vreme za zavrsetak aktivnosti A u danima:

A (104 111 120

fe = (553 ):(34.67,37,40)z(35,37.40)

Zatim treba defazifikovati T4y,

(1) tr(ic)lx — 34—.67-;37+4—0 = 3722
(2) tr(,fgx — 34—.67+§-37+40 =37.17
(3) tr(r?gx — 34.67+:~37+40 =37.11

Sve vrednosti su blizu 37, no posto se broje dani, decimale se zanemaruju pa se vrednost
zaokruzuje i koristi se tacna vrednost 37.
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Na isti nacin se odradi procena i za preostale aktivnosti (grupe strucnjaka koji ucestvuju
mogu biti razli¢ite). U ovom slucaju pretpostavlja se da su te vrednosti ve¢ procenjene 1
date suu Tabeli 2.7:

Aktivnost | Prosecno Optimisticno Najverovatnije Pesimisticno
vreme vreme t vreme ty, vreme t,
A T4, 35 37 40
B TZ . 34 37 40
C TS,. 53 56 60
D TD . 34 36 38
E TE,. 48 52 55
F T! . 29 32 35
G TS, 29 31 34
H TH . 9 12 14
Tabela 2.7

Svaki trougaoni broj koji predstavlja srednju vrednost (druga kolona u Tabeli 2.7) mora da
se defazifikuje. Ti trougaoni brojevi su skoro centrirani, pa kad se iskoristi formula t,,,,,, =
ty dobijaju se bas vrednosti iz Cetvrte kolone, ali 1 kad se iskoriste tri formule za
defazifikaciju trougaonih brojeva dobijaju se gotovo iste vrednosti.

Sada se defazifikovana vremena mogu predstaviti kao model mreznog planiranja:

A C E F G H
—> > > > >
37 56 52 32 31 12
N\
B D
7 7
37 36

Slika 2.3 — Model mreZnog dijagrama za defazifikovana vremena

Ukupno vreme potrebno da se projekat zavrsi, izraZzeno kroz trougaoni broj T je vreme
potrebno za zavrSavanje aktivnosti na kriticnom putu. Pa se tako dobija:

T=T,+T%,+TE,.+TH,. +TS,.+TH, =(271,293,316)

Odatle sledi da ¢e realizacija projekta trajati izmedu 271 1 316 dana, najverovatnije 293
dana. Ako se iskoriste formule za defazifikaciju, sledi:

() T =293.33

@
) T?é()lx = 293.25
3) T®) =293.17

Sve vrednosti su blizu 293, dakle prognoza za projekat je 293 dana.
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2.6.4 Raspored alokacije resursa

Vreme trajanja aktivnosti 1 alokacija resursa, bilo materijalnih ili ljudskih, su blisko
povezani. Normalna je praksa da se pre alokacije resursa projekta uspostavi model mreznog
planiranja. Predvidanje vremena trajanja aktivnosti podrazumeva posredno da su potrebni
resursi pristupacni i da bi se mogli alokalizovati na aktivnosti u nekoj odgovarajucoj stopi
tako da proces moze da se nastavi bez prekida. U realnosti razliCite poteSko¢e mogu da
naidu i iskomplikuju posao. Cesto je misljenje menadzmenta da treba dodati dodatne
resurse da bi se smanjilo vreme zavrSavanja aktivnosti. To moze dodatno kostati.
Skrac¢ivanje trajanja projekata moze biti poZeljno zbog nagrada, a ukoliko se previse
produzi mogu se placati i penali.

PERT pomaZze u analiziranju problema koji su u vezi sa rasporedivanjem resursa. Za
probleme u kojima je potrebno ocenjivanje, PERT se moze kombinovati sa fazi Delphi-jem
u smislu predvidanja vremena i pronalazenja kriticnog puta.

Analiza Studija slucaja 2.3 (Deo 2) Fazi PERT za skracenje duzine projekta ([2])

Koriste se slede¢e promenljive t,, — normalno vreme potrebno da se zavrsi neka
aktivnost kao Sto je planirano, zatim tg — skraceno vreme za neku aktivnost, C, —
normalni troSkovi za zavrSavanje neke aktivnosti i C; —uvecani troSkovi za
zavrSavanje neke aktivnosti u skra¢enom vremenu. Za svaku aktivnost se moraju proceniti
ova Cetiri parametra. Sledi primer koji se nadovezuje na primer koji je predstavljen u prvom
delu ove iste studije slucaja, a koji se tice Predvidanja vremena potrebnog za organizovanje
projekta za sistem upravljanja materijalima (Analiza slucaja 2.2 — Deo 1)

Da bi se smanjilo vreme za realizaciju projekta, mora se zapravo smanjiti duzina
kriticnog puta. Smanjivanje vremena za aktivnosti koje nisu na kriticnom putu (u primeru
to su aktivnosti B i D), ne¢e smanjiti maksimalno vreme. Naravno da uvek postoji i
mogucénost da se recimo neki resursi alocirani na B 1 D, premeste na C 1 D u cilju da se
skrati njihovo vreme. To je interno premestanje resursa, ali ovde ¢e se razmotriti samo
skrac¢ivanje vremena na kriticnom putu, bez internog premestanja

t, za svaku aktivnost je ve¢ procenjena, to je t,,ux = ty, 0dnosno to su vrednosti u
cetvrtoj koloni Tabele 2.7. Vrednosti za tg, C,, 1 Cg za svaku aktivnost se mogu prognozirati
na isti nacin kao §to je to uradeno za t,,, koristec¢i Fazi Delphi. Defazifikovane vrednosti ¢e
se oznacavati sa tgmaxs Cnmax 1 Cs max-

Ispod se daje procena za normalne troskove za aktivnost 4:

Ekspert | Najmanja cena | Najverovatnija Najvisa cena
troSka C,,4 cena troska Cp troska Cp,,
E; 23000 25000 27000
E, 24500 26000 27000
E; 22000 24500 26000
Total 69500 75500 80000
Tabela 2.8

Iz tih podataka sledi da je: €4 ... = (23166.67,25166.67,26666.67). To se moze
zaokruziti i tako se dobija: C4 4, = (23000, 25000, 26500). Defazifikacijom se takode
dolazi do cifre od 25000.
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Zatim se isto ovo uradi i za tg i1 Cs, pa se opet sva tri podatka racunaju i za sve ostale
aktivnosti koje su na kritiénom putu. Da bi se odredile aktivnosti za koje treba da se sman;ji
vreme trajanja, PERT koristi takozvani troskovni nagib:

Cn max ~ Cs max

k = troskovni nagib =
th max — tsmax

troskovi aktivnosti

A tacka smanjenja trajanja
Cemaxlooon e i povecanja troska
tacka normalnog trajanja
i normalnog troska
Cn (111 R
t, o t . trajanje aktivnosti

Slika 2.4 — TroSkovni nagib za skracenje vremena trajanja aktivnosti

Aktivnost | Normalno Skra¢eno Normalni Povecani | Troskovni
vreme t, max | Vreme tgmax troSak troSak nagib $ po
CTl max CS max danu

A 37 27 25000 31000 600

C 56 32 35500 45500 417

E 52 34 33000 40000 389

F 32 24 23500 30000 813

G 31 22 20000 24000 444

H 12 10 12000 13000 500

Tabela 2.9 — Defazifikovano normalno i skraceno vreme i normalni i povecani troskovi
za aktivnosti

Troskovni nagib za aktivnost 4 dobija se po formuli koju je navedena:

Cn max — Cs max
kA ==

B |25000 — 31ooo| B |—6000
N 37 — 27 110

|=600

thmax — Us max

I tako se dobiju vrednosti koje se unose u poslednju kolonu Tabele 2.9.

Tabela 2.9 se moZe zameniti tabelom u kojoj su aktivnosti rangirane po troSkovnom nagibu:
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Rang | Aktivnost | Smanjenje vremena Dodatni trosak | TroSkovni nagib
tnmax — ts max Cs max—Cn max $ po danu
1 E 18 7000 389
2 C 24 10000 417
3 G 9 4000 444
4 H 2 1000 500
5 A 10 6000 600
6 F 8 6500 813

Tabela 2.10 — Aktivnosti rangirane prema trosSkovnom nagibu

2.6.5 Predvidanje traZnje

Traznja je nesto osnovno u poslovanju i ekonomiji. Traznja se u osnovi sastoji iz dve
komponente: kvantiteta proizvoda koji se trazi po odredenoj ceni u odredenom vremenu i

spremnosti i moguénosti da se proizvod kupi. Traznja za novim proizvodom bi trebala da
se predvida. Predvidanje je bolje ukoliko postoje podaci o istoriji traznje nekog slicnog

proizvoda posto onda neke osnovne veze izmedu proslosti i buduénosti predstavljaju

sadasnjost.

Traznja za datim delom inventara se deli na nezavisne traznje i zavisne traznje °. TraZnja

je nezavisna kada ne zavisi ili se ne dobija iz traznje nekog drugog proizvoda. U suprotnom
je zavisna. Nezavisna traznja mora da se predvidi dok se za zavisnu traznja treba odrediti
1z traznji sli¢nih proizvoda tj. proizvoda sa kojima je u zavisnoj vezi.

> Ideja raspodele na nezavisnu i zavisnu traznju je u skladu sa konceptom koji je dao americki inzenjer

Dzosef Orickli (eng. Joseph Orickly) 1975. u delu ,,Material requirements planning*.

53



3. DonoSenje odluke u fazi okruZenju

Potreba da se donese odluka javlja se u svakodnevnom zivotu. Ponekad su to sitne
odluke ali nekad mogu biti i veliki problemi koji se mogu resiti povoljno ili nepovoljno u
zavisnosti od toga da li je doneta dobra ili loSa odluka. Prema tome, moze se re¢i da
donosenje odluka podrazumeva proces reSavanja problema. To je izbor jednog od mnogo
razli¢itih nacina da se nesto resi, odnosno obavi. Sve ovo je od izuzetno velikog znacaja u
poslovnom svetu, menadZzmentu, ekonomiji, finansijama, drustvenim i politickim naukama,
inzenjeringu 1 IT nauci, biologiji i medicini. Proces donoSenja odluke nije nimalo
jednostavan. Mnogo je nepreciznosti 1 subjektivnosti pa se upravo zbog toga on posmatra
u fazi okruzenju.

Ovde ¢e se akcenat staviti na dva pristupa tj. dve metode za donoSenje odluka koje su
zasnovane na fazi skupovima i fazi logici. U pitanju je pristup koji su dali Bellman i Zadeh
([1]) po kojem se donoSenje odluka definiSe kao presek ciljeva i ograni¢enja opisanih fazi
skupovima, dok drugi pristup kombinuje ciljeve i ograni¢enja uz pomo¢ fazi usrednjavanja

([2D.

3.1 DonoSenje odluke kao presek fazi skupa ciljeva i fazi skupa ogranicenja
zasnovano na t-normi Tv=min

Prilikom odluc¢ivanja uvek postoji neki cilj za kojim se tezi, a pri tom se ne sme izaci iz
postavljenih okvira. Recimo trivijalan primer: Osoba zeli da se zaposli, i u tom slucaju
posmatra recimo tri kompanije koje su joj interesantne. Naravno, zeli visoku platu (to je
njen cilj), ali pored toga, bitno je da posao bude zanimljiv i da nije predaleko od kuce
(navedena dva uslova su ograni¢enja). Dakle podrazumeva se da se iz skupa nekih
alternativa odabere jedna, tako da se prilikom donoSenja odluke postigne cilj, a da se pri
tom ne izade iz skupa ograni¢enja ([2]). Naredna definicija ¢e pojasniti ovu pricu:

Definicija 3.1 [1, 2] Neka je fazi skup G sa svojom karakteristiénom funkcijom pg(x) skup
ciljeva i neka je fazi skup C sa karakteristicnom funkcijom pe(x) skup ogranic¢enja, gde je
x element obi¢nog skupa alternativa A, Odluka je fazi skup D sa karakteristicnom
funkcijom pp(x), koji se dobija kao presek skupova G i C.

D=gnC={(up(@|x €[dy,d],  wpp(x)€[0,h=<1]}

Gde je h = maxup(x). Tako se dobija rezultat za odlucivanje u ise¢ku D = [d, d,]
glavnog skupa alternativa Ag,;;. Funkcija pripadnosti up(x) pokazuje stepen pripadanja

svakog x € [d4, d,] skupu odluke D. Sve se ovo jo$ jasnije moze predstaviti Sematski na
grafiku (Slika 3.1).

Oznake poticu od engleskih re¢i: D — ,,Decision (odluka), G — ,, Goal* (cilj) 1 C —
,, Constraint “ (ogranic¢enje).
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\4

d1 )émax d2 X
Slika 3.1

Funkcija pripadanja fazi skupu odluke D se s obzirom na osobine preseka (zasnovano na
trougaonoj normi minimuma) dobija na slede¢i nacin:

pp(x) = min (,ug(x),uc(x)),x € A1t

Zbog komutativnosti preseka vaziiD = G N C = C N G, tako da nije problem ako se skup
ciljeva obrne sa skupom ograni¢enja. Upravo zbog toga, Cesto se deSava da se prilikom
reSavanja problema donosenja odluke uopSte ne naglaSava tacno Sta je Sta, ve¢ se sve
kategorije posmatraju zajedno kao aspekti problema te se primena ovog nacina odluc¢ivanja
moze prosiriti (primer za to ¢e se obraditi u poglaviju 3.1.2).

Donosioci odluka Zele da kao krajnji rezultat imaju obi¢nu vrednost a ne fazi, dakle oni
traze vrednost iz skupa [d;, d,] € A4 koja najbolje tj. najadekvatnije daje reprezentaciju
celog fazi skupa D. Upravo se iz ovih razloga vrsi defazifikacija fazi skupa D. U te svrhe,
najprirodnije je da se iz skupa [d4, d,] € Ay, izabere ona vrednost x-a koja ima najveéi
stepen pripadnosti u skupu D. Kaze se da ta vrednost x-a maksimizira funkciju pp(x) i
zove se maksimizirajuca odluka:

Xmax = {xmaxpp(x) = max min(ug(x), ke (x))

Proces donosSenja odluke se moze predstaviti blok dijagramom:

Ciljevi G Presek Fazi odluka Maksimizirajuca
Ogranicenja C E— gnce — D > odluka
Alternative Ay Xmax

Formule koje su predstavljene u definiciji kada postoji jedan skup ciljeva i jedan skup
ogranicenja, mogu da se generalizuju. Pa tako za n ciljeva G;,i = 1, ..., n i m ogranicenja
Ch,j=1,..,m, odluka je D= G;N..NG,NCN..NCyp, a funkcija pripadnosti

Up(x) = min (Hg L0, s ug, (), e, (X)), 0, pie,, (x)). Maksimizirajuéa odluka je x4, =
{x|up(x) je max}.

Ukoliko skup alternativa nije neprekidan skup, npr. ako je u pitanju podskup skupa
prirodnih brojeva, sve pomenute formule i dalje vaze.

55



Primer 3.1 Neka je dat skup alternativa A, = {1,2,3,4,5,6}. I neka su fazi skupovi
ciljeva 1 ogranicenja dati na slede¢i nacin:

G =1{(1,0),(2,0.2),(3,0.4), (4,0.6), (5,0.8), (6,1}
¢ ={(1,1),(2,09),(3,0.7),(4,0.6), (5,0.2), (6,0)}
Koristec¢i formulu za donosenje odluke, dobija se:
D =GN C = {(1,min(0,1)), (2, min(0.2,0.9)), (3, min(0.4,0.7)),

(4,min(0.6,0.6)), (5, min(0.8,0.2)), (6,1,0)}
={(1,0),(2,0.2),(3,0.4),(4,0.6),(5,0.2), (6,0)}

U

A

1+ b3

ks
08|
ks
06
04
02 & ®
X
0 b | 1 1 FAS
0 1 2 3 4 5 6

Slika 3.2 — Skup G je predstavijen zelenim zvezdicama, skup C plavim iksi¢ima,
dok je skup D (fazi odluka) je predstavijen crvenim krugovima

Treba skrenuti paznju na komentar dat u [1], a koji govori o tome da ovako definisana
odluka kao presek fazi skupa ciljeva i fazi skupa ograni¢enjaD = G; N ..N G, NC; N ...N
C,, nije jedina mogucénost. Mogu se osim preseka koristiti 1 druge operacije u fazi
skupovima, a moze se definisati odluka kao ,,spajanje* ciljeva i ograni¢enja.
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3.1.1 Razne aplikacije u kojima se primenjuje proces donoSenja odluka kao presek fazi
skupova ciljeva i ogranicenja

U ovom poglavlju ¢e se kroz primere iz stvarnog zivota videti primena Definicije 3.1 na
reSavanje problema donoSenja odluke. Sve analize 1 rezultati su u skladu sa literaturom [2].

Analiza slu¢aja 3.1 — Dividende ([2])

U jednoj kompaniji odbor direktora je voljan da plati atraktivnu dividendu akcionarima,
ali s druge strane, treba da ostanu skromni i da ne potrose previse sredstava. U ovom slucaju
skup ciljeva G predstavlja lingvisticku vrednost atraktivna dividenda i on je definisan nad
odredenim skupom alternativa A, = {x|0 < x < 8}, gde se x meri u dolarima. Za
funkciju pripadnosti se mogu uzimati trougaoni ili delovi trapezoidnih brojeva.

Fazi skup ciljeva G, atraktivne dividende, definiSe se preko odgovarajuce funkcije
pripadnosti ug(x) koja je rastu¢a na intervalu A, na slede¢i nacin:

0, za0<x<1
x—1
2 ,zal<x <5

1, za5<x<8

G = ug(x) =

Fazi skup ogranicenja C, skromne dividende definiSe se preko funkcije pripadnosti pe(x)
koja je opadajuca nad istim skupom alternativa, na slede¢i nacin:

1, zal<x <2
x—6
C 2 pe(x)=+— ,Za2<x<6

0, za6<x<8

Na osnovu definicije za dobijanje fazi skupa odluke, D = G N C, fazi skup D je predstavljen
na grafiku na Slici 3.3 preko svoje funkcije pripadnosti.

v

0 1 2 3.5 5 6 8

Slika 3.3 — Fazi skup odluke D
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Skup [d,,d,], predstavlja interval [1,6]. Tacka preseka pravih u = xT_l iu= —%6 je
(3.5,0.625), tj.x;max = 3.5, a h = maxugp(x) = 0.625. Prema tome dividenda koja ¢e se
platiti je 3.5 dolara.

Analiza sludaja 3.2 — Politika zapos$ljavanja ([2])

U ovom primeru se daje u matematickom smislu, uopstenje price iz Analize slucaja 3.1
Kompanija raspisuje konkurs za odredenu poziciju na koju konkurise 5 kandidata x;, k =
1,...,5. Oni ¢ine diskretan skup alternativa A,;; = {xq, x5, ..., xs}. Sektor za regrutaciju
kadrova ocekuje od kandidata da ima odredene kvalifikacije: iskustvo, poznavanje
racunara, mala starost (mlade godine) koje se posmatraju kao ciljevi G;,i =1,2,3.
Potrebno je takode nametnuti i odredena ogranicenja kao Sto je recimo skromna plata C.
Nakon intervjua svaki kandidat x;, se ocenjuje sa tacke gledista ciljeva i ogranic¢enja, nekom
ocenom od 0 do 1. Ocena koja se tice ciljeva oznacava se sa ay,, a ocena koja se tice
ogranicenja sa by. Koriste¢i ocene sektor za regrutaciju konstruise diskretne fazi skupove
G 1 C nad skupom alternativa Ag;:

G = {(x1,0.8), (x4, 0.6), (x3,0.3), (x4,0.7), (x5,0.5)}
G, = {(x1,0.7), (x3,0.6), (x3,0.8), (x4, 0.2), (xs5,0.3)}
Gs = {(x1,0.7), (x3,0.8), (x3,0.5), (x4, 0.5), (xs5,0.4)}
C = {(x1,0.4), (x2,0.7), (x3,0.6), (x4, 0.8), (x5,0.9)}

Neka skupovi ciljeva redom predstavljaju G, - iskustvo, G, - poznavanje racunara i G -
malu starost, a skup C - spremnost kandidata da prihvati skromnu platu. Kada se iskoristi
formula preseka za dobijanje fazi skupa odluke:

D = gl n..nNn gn N Cl N Cm = {(xlr l'l'l)’ (XZ, ”2)1 ey (xp' :up)}

gde je funkcija pripadnosti data sa:

125% =min(akl,...,akn,bkl,...,bkm), k= 1,...,p
n je broj skupova ciljeva, m broj skupova ogranicenja, a p broj kandidata (alternativa).

dobija se:
D= gl N gZ N g3 NneC= {(xl' ,Ul), (x2: llz)' (X3, ”3); (le-; .u4)' (X5, :u5)}
= {(x4,min(0.8,0.7,0.7,0.4)), (x,, min(0.6, 0.6, 0.8,0.7)), (x3, min(0.3,0.8,0.5,0.6)),
(x4, min(0.7,0.2,0.5,0.8)), (x5, min(0.5, 0.3, 0.4, 0.9))
= {(x4,0.4), (x5,0.6), (x3,0.3), (x4,0.2), (x5,0.3)}

Kandidati sa najve¢im stepenom pripadanja ¢e predstavljati najbolje kandidate za posao.

Vidi se iz priloZzenog da osoba x, ima najvecu funkciju pripadnosti, s toga ona predstavlja
najboljeg kandidata za posao.

Formule koje se ovde koriste za model donosenja odluke mogu da se primene i na neke

druge slucajeve, ne samo na odabir odgovaraju¢ih kandidata na neku poslovnu poziciju.
Zato ¢e se u nastavku objasniti joS nekoliko primera koji koriste istu ideju.
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Analiza slu¢aja 3.3 — Odabir redosleda izgradnje objekata ([2])

Planirano je da se u gradu izgrade Cetiri zgrade, ali redosled izgradnje nije odreden.
Firma koja izgraduje Zeli da odredi koja ¢e se zgrada prva konstruisati. Zgrade su oznacene
sa z;, i =1,2,3,4 1 ¢ine skup alternativa A,;;. Firma preferira da najpre izgradi zgradu
koja ne mora biti jako bitna, ali koja je visko profitabilna (to bi predstavljalo skup ciljeva).
Takode firma je svesna da gradsko vece preferira zgradu koja je od velike vaznosti, sa
kratkim vremenom realizacije 1 razumnim troskovima izgradnje (Sto bi predstavljalo
ograni¢enja). Rukovodstvo kompanije opisuje skupove ciljeva i ogranicenja na sledeci
nacin:

G, 2 ne mnogo bitna zgrada = {(z4,0), (z5,0.4), (z5,0.3), (24, 0.8)}

G, = veoma profitabilna zgrada = {(z4,0.5), (z5,0.6), (z5,0.7), (24,0.3)}
Gs = dugo vreme izgradnje = {(z,,0.8), (z,,0.7), (z3,1), (z4,0.2)}

C, 2 veoma bitna zgrada = {(z4,1), (z,,0.6), (25,0.7), (z4,0.2)}

C, £ kratko vreme izgradnje = {(z,,0.3), (z,,0.4), (z3,0.5), (z4,0.7)}

C3 2 razumni troSkovi = {(z4,0.3), (z,,0.4), (25,0.7), (z4,0.2)}

Odluka je u skladu sa prethodnim formulama data sa:
D = gl n gz N g3 N 61 N 62 N 63 = {(Zl, 0), (Zz, 04‘), (23, 03), (24, 02)}

Odluka rukovodstva je da predlozi gradskom vecu izgradnju zgrade z, poSto ona ima
najve¢i stepen funkcije pripadnosti. Ova zgrada najviSe odgovara i uslovima ciljeva i
uslovima ogranicenja. Ukoliko iz nekog razloga vece grada ne bude zadovoljno predlogom,
rukovodstvo je spremno da predloZzi da se kao prva zgrada izgradi zgrada z; posto ona ima
slede¢i po redu stepen pripadnosti u skupu odluke D.

U ovom primeru je bitno primetiti da su skupovi G; i C; komplementi, tj. e (b) = 1 —
tg, (b). S druge strane, Gz — dugo vreme je blizu komplementa (ali ipak nije komplement)
od C, — kratko vreme, uc,(b) =~ 1 — ug, (b). Vrednosti kratko i dugo su jezicki suprotnog
znacenja 1 mogu da se opiSu fazi skupovima koji su skoro komplementi, recimo:
kratko=nedugo; firatio(X) = 1 = Uaygo(X) = Uneaugo(x). U svakom slucaju treba biti
obazriv prilikom interpretacije re€i sa suprotnim znacenjem.

Dosadasnji primeri su imali zadovoljene sve uslove za primenu Definicije 3.1. Medutim,
Sta ukoliko funkcija pripadnosti nekih skupova (G; ili C;) nije definisana nad istim skupom
(skupom alternativa)?

Sledeca analiza pokazuje kako se prevazilazi taj problem.

Analiza sluc¢aja 3.4 — Strategija odabira posla ([2])

Posmatra se osoba kojoj je ponuden posao od strane tri firme f3, f, f3 1 one ¢ine skup
Aaie = {f1, f2 f3}. Ponude zarada se razlikuju od firme do firme, ali cilj osobe koja se
zaposljava jeste Sto veca zarada. To Cini skup G, a njegova funkcija pripadnosti pig(x)
neprekidno raste nad univerzalnim skupom zarada koje se mere u dolarima pa pripadaju
R,. Naravno pored zarade bitno je i da li je posao zanimljiv, kolika je razdaljina od kuce
do posla i da li kompanija ima buducnost. Sve ovo ¢ini ograni¢enja koja su definisana nad
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skupom alternativa. Primetno je da cilj i ograni¢enja nisu definisana nad istim skupom, pa
da bi se mogle primeniti formule za donosenje odluke bazirane na preseku fazi skupa ciljeva
1 fazi skupa ogranicenja, potrebno je prilagoditi situaciju. Skup plata se mora konvertovati
u skup A, To se radi tako Sto se plate pq, p,, p3 koje nude firme f3, f5, f3, respektivno,
zamenjuju u funkciju pripadanja fazi skupa cilja pg(x), pa se vrednosti koje se dobiju
Ug(P1), Ug(P2), g(p3) pridruzuju fi, fr, f3 1 tako formiraju skup visokih plata nad
alternativnim skupom:

Gait = {(f1' Hg(Pl)), (f2 .Ug(Pz))' (f3» .Ug(Ps))}

Godisnje zarade u dolarima po svakoj kompaniji su date u tabeli:

Firma’ fi ‘ f2 ‘ f
Plata| 40000 | 35000 | 30000

Neka C; bude interesantan posao, C, — mala razdaljina od kuce do posla, C3 — firma koja
ima buducnost. Budu¢i radnik odreduje svoj fazi skup cilja i prva dva skupa ograni¢enja po
svom subjektivnom osec¢aju i zeljama, a za trece ogranic¢enje svakako moze da se konsultuje
nekom stru¢nom literaturom.

Cilj G (visoka plata) definiSe se preko neprekidne funkcije pripadnosti:

0, za 0 < x < 25000

G 2 u(x) = 41X 225000 25000 < x < 45000
= H 20000 7% =r=

1, za 45000 < x

nad R, univerzalnom skupu plata, a grafik se moZe videti na Slici 3.4.
A

7

1
0.25

\ 4

0 25000 | | 45000 X
Slika 3.4 — Cilj G — Visoka plata

Diskretni fazi skupovi ograni¢enja su:

Cl = {(fli 05)' (fZl 07); (f3! 08)}
G, = {(fp 0.3), (fz’ 0.8), (f3: 1}
Cs = {(fp 0.3), (fz' 0.7), (f3' 0.5)}

Da bi se mogla koristiti formula D = G; N ...N G, N C; N ...N C,,, potrebno je generisati
stepene pripadanja za fazi skup cilja, zamenjujuci vrednosti zarade u funkciju pripadnosti
fazi skupa cilja:
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40000 — 25000

u(f1) = g (40 000) = =0.75
35000 — 25000

u(fy) = (35 000) = =0.50
30000 — 25000

ug(fs) = 1 (30 000) = =0.25

20000

Sada se umesto fazi skupa ciljeva nad skupom R, posmatra fazi skup ciljeva nad skupom
alternativa:

Gaie = {(f1,0.75), (f2,0.5), (f3,0.25)}

Odluka je sada:
D = Ggi N C1 N C, N C3 ={(f1,0.3),(f2,0.5), (f3,0.25)}

Najvecu pripadnost skupu D ima druga firma, prema tome ona najbolje ispunjava zahteve
1 ograni¢enja buduceg zaposlenog.

Analiza slud¢aja 3.5 — Procena uspe$nosti uéenja ([2])

Rukovodstvo kompanije je osnovalo godiSnju stipendiju za srednjoskolce sa odlicnim
uspehom iz nauke (u nju se ubrajaju matematika, fizika 1 hemija) 1 iz engleskog jezika.
Ukoliko je neko odlican u engleskom jeziku oznaCava se sa OE, a ukoliko je odlican u
nauci sa ON. Prema tome, razli¢ito se posmatraju i predstavljeni su na Slici 3.5 kao delovi
trapezoidnih brojeva na univerzalnom skupu uspeha [0, 100].

A A
Iz H

1 1

\4

v

0 80 90 100 X 0 80 90 95 100 X

Slika 3.5 — Odlic¢an uspeh u nauci (levo) i odli¢an uspeh u
engleskom jeziku (desno)

Koriste¢i Definiciju 1.23 (poglavije 1.7), definiSe se:

0, za0 <x <80
x — 80
ON 2 pon(x) = 0 %@ 80 <x<90
1, za90 < x <100
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0, za0 <x <80

X80 180 <x<095
15 , Za S XS

1, za 95 < x <100

OE 2 pog(x) =

Ocena 90 u nauci ima pripadnost 1 u skupu ON dok ista ocena u engleskom jeziku ima
stepen pripadnosti 0.67 u skupu OE.

Neka su pet studenata kandidati za stipendiju: Ag;; = {xq1, X5, X3, X4, X5} 1 njihove ocene
su predstavljene u Tabeli 3.1:

Matematika Fizika Hemija Engleski
Xq 86 91 95 93
Xy 98 89 93 90
X3 90 92 96 88
Xy 96 90 88 89
X5 90 87 92 94

Tabela 3.1 — Ocena studenata iz nauke i engleskog jezika

Zamenjujuci vrednosti ocena ucenika za matematiku, fiziku i hemiju u funkciju pripadnosti
Uon(x), a vrednosti ocena za engleski u funkciju pgg(x) dobijaju se odgovarajuéi stepeni

koji su predstavljeni u tabeli 3.2:

Matematika Fizika Hemija Engleski
X1 0.6 1 1 0.87
Xy 1 0.9 1 0.67
X3 1 1 1 0.53
Xy 1 1 0.8 0.60
Xs 1 0.7 1 0.93

Tabela 3.2 — Stepeni odlicnog uspeha iz nauke i engleskog jezika

Vrednosti stepena pripadanja se uparuju sa odgovaraju¢im studentima i tako se dobijaju
fazi skupovi za odli¢an uspeh u nauci i engleskom jeziku:

Odli¢an u matematici = {(x4,0.6), (x,, 1), (x3,1), (x4, 1), (x5, 1)}
Odli¢an u fizici = {(x1,1), (x3,0.9), (x3,1), (x4, 1), (x5,0.7)}
Odli¢an u hemiji = {(xq, 1), (x5, 1), (x3,1), (x4, 0.8), (x5, 1)}
Odli¢an u engleskom jeziku

= {(x4,0.87), (x5,0.67), (x3,0.53), (x4, 0.60), (x5,0.93)}

61
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Odluka je:

D = gl ] gz n g3 n g4_ = {(xl, 06), (xz, 067), (x3, 053), (x4_, 06), (X5, 07)}

Sledi da u€enik x5 ima najbolje performanse, potom sledi x,, dok x; 1 x, imaju iste stepene
pripadanja. Ispadne da je najlosije rangiran uc¢enik xs.
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3.1.2 Modeli postavljanja cena za nove proizvode

Predstaviée se dva primera u kojima se opisuje nacin postavljanja cena za nove
proizvode prilikom njihovog plasiranja na trziSte. Naime, i ovde se koristi model u kojem
se krajnji rezultat dobija presekom ulaznih vrednosti, dakle ideja je ista kao za problem
odlucivanja. Postavljanje cena novim proizvodima je izuzetno zahtevan, odgovoran i tezak
zadatak. Moraju se kombinovati finansijska nastojanja, marketing, prodaja i preporuke
menadzerskih stru¢njaka da bi se postavila inicijalna cena novog proizvoda. Mora se jako
paziti jer ukoliko se preceni proizvod, moze se postaviti trziste koje ¢e za suparnicke firme
biti bolje. Model se zasniva na uslovima (zahtevima) R; koje definiSu stru¢njaci. Sledi

vvvvv

Proizvod treba da ima nisku cenu.

Proizvod treba da ima visoku cenu.

Proizvod treba da ima cenu koja je bliska konkurentskoj ceni.
Proizvod treba da ima cenu koja je bliska

dvostrukom troSku proizvodnje.

Rs £ Proizvod treba da ima cenu koja je blago iznad konkurentske cene.

3
Il 1o 1> 1>

Reci kao $to su niska cena, visoka cena, bliska cena,... mogu da se modifikuju uz pomo¢
modifikatora kao §to su veoma 1 skoro.

Uobic¢ajeni model postavljanja cena bi trebao da ima bar dva uslova. S obzirom na to da
se uslovi mogu posmatrati kao aspekti problema, nema potrebe za definisanjem ciljeva i
ograni¢enja (pogotovo $to i kad se postavljaju nije bitno §ta je Sta jer se posmatra ukupni
presek, a presek ima osobinu komutativnosti). Suprotstavljne vrednosti kao Sto su niska i
visoka cena, mogu biti predstavljene levim i desnim trapezoidnim brojevima ili trougaonim
brojevima na skupu alternativa — podskupu R, mereni u dolarima. Da bi se ovo sve bolje
razumelo, u nastavku slede pomenuti primeri:

Analiza slué¢aja 3.6 — Modeli postavljanja cena sa tri pravila ([2])
Model 1: Posmatra se model koji ima tri pravila (uslova):

R, £ Proizvod treba da ima nisku cenu.
Rz £ Proizvod treba da ima cenu koja je bliska konkurentskoj ceni.
R4 £ Proizvod treba da ima cenu koja je bliska

dvostrukom troSku proizvodnje.

Pretpostavka je da je konkurentska cena 25 $, a dvostruki trosak proizvodnje 30 $. Skup
alternativa je A, = [10,50], a to znaci da cena koja se postavi za proizvod mora biti iz
datog skupa. R, ¢e biti predstavljen trougaonim brojem A, (niska cena), Rz trougaonim
brojem A; (cena bliska konkurentskoj) i R, sa A, (cena bliska dvostrukom trosku
proizvodnje). To se moZze zapisati na sledeci nacin:

—x + 40

Ay 2 py,(x) =4 30
0, inace

,2a1l0 < x <40
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(x — 20

c , za20<x <25

Al 2 =< —x+ 30
3 % fay (%) ———,7a25 <x <30
\0, inace

(x — 25
c , za25<x <30

A, & x) =< —x+ 35
+ =, (%) ——=—,7a30 <x <35
\0, inace

—x +40
u=

v

0 10 20 25 X,, 30 35 40 X
Slika 3.6 — Model postaviljanja cena sa pravilima R, R3 i R,

Koriste¢i formulu za funkciju pripadanja skupu D (poglavije 3.1), dolazi se do skupa
odluke:

D £ pp(x) = min(ug, (x), pay (%), 1a, (x))

—x+40 . x-25 .. e,
20 H= , dobija se maksimizirajuca odluka:

Xmay = 27.14

Kad se resi kao sistem, yu =

I to je cena proizvoda. Ova vrednost se uzima kao preporuka. 14 centi kojih se javljaju u
iznosu nisu od prevelikog znacaja, i prakti¢no je bilo §ta u intervalu [25, 30] prihvatljivo,
recimo vrednost 27 $ ili 26.99 $ (Slika 3.6).

Sa grafika se moZe lepo videti kako trougaoni broj Az (cena bliska konkurentskoj)
svakako doprinosi odluci D, ali nema direktan uticaj na X,,,,, za razliku od druga dva
trougaona broja koji imaju. Najve¢i uticaj ima A, (cena bliska dvostrukom troSku
proizvodnje), jer on dostize maksimum za cenu x = 30, (4, (30) = 1, no zbog uticaja 4,
kona¢na maksimizirajuéa vrednost je 27.14 $.

Model 2:
Ovde ¢e biti predstavljen Model I ali takav gde je uslov R4 koji je predstavljen trougaonim
brojem A; modifikovan modifikatorima (a)veoma i (b)skoro.

(a) veoma R, £ Proizvod treba da ima veoma nisku cenu.
Prema poglaviju 1.10.4 sledi:
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—x + 40
.uveomaAl(x) = (ﬂAl)z = ( 30
0, inace

2
) ,za1l0 < x <40

pp (x)

»
»

0 10 20 25X,,,30 35 40 X

Slika 3.7 - Model postavljanja cena sa pravilima R, R3 i R,
sa modifikovanim R, (A,), koji sada ima oblik parabole na [10,40]

Odluka D ima funkciju pripadnosti definisanu nad intervalom [25, 30]:
pp(x) = min(.uveomaAl (x), HUa, (x), Ha, ()

Da bi se dobila vrednost x,,,, potrebno je resiti sistem koji ¢ine slede¢e dve jednacine:
2
_ (—x+40) . _ x—25

T\ 30 5

1z njega sledi:

(—x + 40)2 _x—25
30 -5
I tako se dobija kvadratna jednacina:
x% —260x + 6100 = 0
koja ima dva reSenja x; = 26.08 1 x, = 233.92. Interesantno je reSenje x; jer ono upada u
interval [25, 30] (Slika 3.7) nad kojim je definisana funkcija pripadnosti fazi skupa odluke
D. Prema tome, X4, = 26.08 = 26 $ i to je predlog za vrednost cene proizvoda.
Modifikator veoma daje ve¢i naglasak na nisku cenu, zbog toga se u ovom slu¢aju dobija
vrednost 26 $ koja je manja od 27.14 $ koja je dobijena u Modelu 1. Sli¢no kao i u Modelu

1.1 ovde A3 doprinosi fazi odluci ali ne 1 maksimizirajucoj vrednosti.

(b) skoro R, £ Proizvod treba da ima skoro nisku cenu.
Prema poglaviju 1.10.4 sledi:
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1
1 —x + 40\2
.uskoroAl(x) = (.UAl)Z = (T) ,za 10 < x <40

0, inace
Sa Slike 3.8 se vidi da pravilo skoro R, ne doprinosi fazi odluci D koja ima funkciju
pripadnosti ug(x) na domenu D = [25,30]. Samo pravila (uslovi) R3 i R4, odnosno

trougaoni brojevi A; 1 A4 utiCu na fazi skup D, a maksimiziraju¢a odluka se nalazi na
sredini intervala [25,30] i iznosi X4, = 27.5 $.

skoro Ay

v

0 10 20 25X,,30 35 40 X

Slika 3.8 - Model postavljanja cena sa pravilima R, R3 i R,
sa modifikovanim R, (A,), koji sada ima oblik parabole na [10,40]

Modeli postavljanja cena koji su predstavljeni u Analizi slucaja 3.6 (Model 11 Model 2
(a)) daju maksimizirane odluke koje se zasnivaju na niskim cenama i dvostrukoj ceni
proizvodnje bez uticaja konkurentske cene, koja takode ucestvuje u modelima. Ukoliko
kompanija koristi ovakvu politiku, moze da stvori trziste koje je povoljno za konkurente.
Kao posledica, moZe do¢i do toga da kompanija snosi gubitke zbog smanjivanja cena,
redizajniranja proizvoda kao i zbog, na kraju, uklanjanja proizvoda sa trzista. Primeri iz
stvarnog zivota (pogledati literaturu [5]) govore da bi kompaniji bilo bitnije da ozbiljno
shvati cenu konkurencije nego da pokusava da brzo profitira. Draker® (eng. Drucker) govori
kako vec¢ina ameri¢kih 1 gotovo sve evropske kompanije cene povecavaju kako se
povecavaju troskovi 1 najbitnija im je troSkovna marza. To rade zarad ostvarivanja profita.
To jeste tako, ali za obi¢ne potrosace i klijente to je nevidljivo, jer oni ne smatraju da je
njihov posao da kupovinom omoguée profit proizvodaca. Postavljanje cena vodeno
troSkovima je loSe za razliku od postavljanja troSkova na osnovu cena, jer najbolje je izaci
na trziSte sa cenom koju potroSac¢i mogu da plate. Naredni model ilustruje Drakerov
predlog:

¢ Peter Ferdinand Drucker (19.11.1909 — 11.11.2005.) je bio konsultant, predava¢ i pisac u sferi
menadzmenta. On je dao veliki filozofski i prakti¢ni doprinos modernim poslovnim kompanijama. Takode je
bio voda edukacije menadzZera i on je osniva¢ pravca — Upravljanje prema ciljevima.
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Analiza slu¢aja 3.7 — Troskovni model voden cenama ([2])

Predstavice se u nastavku jednostavan model koji se sastoji od dva pravila kako bi se
predocila ideja Drucker-a. Neka su:
R, (niska cena) i R; (cena bliska konkurentskoj) opisane trougaonim brojevima A
1 A5 (isti oni koji se pominju u Analizi slucaja 3.6 — Model 1)

v

0 10 20 2I5 30 35 40 X
Slika 3.9 — TroSkovni model voden cenama koji ukljucuje uslove Ri R

Fazi odluka nad domenom D = [20, 30] je:

D £ up(x) = min(ug, (x), ta, (x))

Maksimiziraju¢a odluka predstavlja reSenje sistema jednacina u = X_TZO 1y = _’:)40. Sledi
da je xpax = 22.86, $to je ispod konkurentske cene od 25 $, a to je u skladu sa uslovom
niska cena.

Ovaj model, za razliku od modela koji su opisani u prethodnoj analizi slu€aja, ne
uzimaju u obzir troskove proizvodnje. Iznos od 22.86 $ treba da se uzme kao predlog i
proizvod treba da se dizajnira, proizvede i reklamira pri takvim troSkovima da se ostvari

profit ukoliko se proizvod prodaje po ceni od 22.86 dolara ili bliskoj.

Ako je proizvod nov na trziStu i nema konkurenciju, onda bi cena trebala da se predlozi.
Moguc¢i model moZe da se bazira na pravilima R, R, 1 Ry.

Ako je proizvod superioran u odnosu na konkurentski proizvod, onda treba da se koristi
model sa uslovom Rs. A sofisticiraniji i uopsteniji model moze umesto uslova R da ima
uslov:

Rs £ Ukoliko je proizvod superioran u odnosu na konkurentski proizvod,
cena proizvoda bi trebala biti veta od cene konkurentskog.

Primetno je iz datih primera da u ovom modelu donoSenja odluke mogu postojati uslovi
koji ne doprinose odluci. Koren ovog problema lezi u tome §to se u ovom procesu
donoSenje  odluke bazira na preseku. Formula X4, = {x|maqu (x) =
max min(yg(x),u@(x))}, ne omogucéuje siguran doprinos svih uslova koji ucestvuju u
modelu. U takvim slucajevima, donoSenje odluka preko preseka nije najbolja tehnika. Zato
postoji drugi pristup o kojem ¢e govoriti u nastavku, a u kojem doprinose svi ciljevi i
ogranicenja i koji se zasniva na fazi usrednjavanju.
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3.2 DonoSenje odluka putem fazi usrednjavanju koje se bazira na t-normi
Tv=min

U ovom delu ¢e se objasniti kako se fazi usrednjavanje, o kojem je bilo reci u poglaviju
2.3, koristi za donoSenje odluka ([2]). Ciljevi i ograniCenja, ili zahtevi (pravila, uslovi) se
opisuju trougaonim ili trapezoidnim brojevima. Ukoliko su rangirani po teZini koristice se
ponderisano fazi usrednjavanje. Kao rezultat dobija se trougaoni ili trapezoidni broj D koji
predstavlja odluku. To se zove prosek donosenja odluka. Da bi se nasSao maksimizirajuci
prosek uzima se da je x vrednost u intervalu za D za koju vrednost pp(x) ima maksimalni
stepen pripadnosti (tj. ima vrednost 1). Takode, u ove svrhe mogu da se koriste 1 pomenute
statistiCke sredine (poglavije 2.4):

€)) €)) m +mM1+mM2+m
1) _ mytmy+m, 1) _ Mat————"+M,
(1) Xmax = 3 (1) Xmax =
2) _ my+2my+m, (2) _ mitmpy,+my,+my
(2) Xmax = 4 (2) Xmax = 4
(3) x&) = Matdmutm, 3)x® = my+2(mpy tmy,)+m;,
max 6 max 6
Analiza slucaja 3.8 — Dividende sa fazi usrednjavanjem 1 ponderisanim fazi

usrednjavanjem ([2])

1 — sa fazi usrednjavanjem:

Primenicée se princip fazi usrednjavanja na problem dat u Analizi slucaja 3.1 (poglavije

3.1.1). Cilj G — atraktivna dividenda 1 ogranicenja C — skromna dividenda

predstavljaju leve i desne trapezoidne brojeve i mogu se dati kao (poglavije 1.7):
G=(1,5188)iC=(0,0,206)

Koriste¢i Definiciju 2.9 za trapezoidno usrednjavanje, dobija se:
G+C (1,58,8)+(0,0,2,6) (1,5,10,14)
D = Aave = > = > = >

= (0.5,2.5,5,7)

Kao $to se da videti 1 sa grafika na Slici 3.10, x4, = 3.75. Naime, sve vrednosti sa

gornje osnovice trapezoida (na intervalu [2.5, 5]) imaju istu vrednost funkcije pripadnosti
2.545

2

u D, pa se maksimiziraju¢a odluka definiSe na sredini tog intervala, tj. X4, =
3.75.

: »

»

0 1 225 375 5 6 7 8X
Slika 3.10 — Odluka D dobijena fazi usrednjavanjem (X4, = 3.75)
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Maksimiziraju¢a vrednost koja se dobila u Arnalizi slucaja 3.1 iznosi 3.5 $, a na odboru
direktora ostaje da odluce koju od ove dve vrednosti da koriste: 3.5 $ ili 3.75 $.

2 — sa ponderisanim fazi usrednjavanjem:

(a) Sada se pretpostavlja da odbor direktora daje razliCiti znacaj atraktivnoj 1 skromnoj
dividendi. Neka je znafaj G, wg = 0.4, a znacaj C, w¢e = 0.6, Sto bi znacilo da je
ogranicenje nesto malo znacajnije u odnosu na cilj, pa na osnovu Definicije 2.10, dobija
se:

D=A4%,=04-6+06-C
=0.4-(1,5,8,8) +0.6-(0,0,2,6)
=(0.4,2,3.2,3.2) + (0,0,1.2,3.6)

= (0.4,2,4.4,6.8)

A x—6 x—1

i 4 .”54

G

G »
004 1 2 3.2 44 5 6 6.8 8 X

Slika 3.11 — Odluka D dobijena ponderisanim fazi usrednjavanjem
(Xmax = 3-2)

Rezultat je trapezoidni broj ¢ija je gornja osnovica nad intervalom [2, 4.4], pa sledi:

24+44
xmax=T=32

Sto je manje od 3.75 $ kada nije bilo razli¢itog preferiranja znagajnosti, a i oéekivano
je da je sad vrednost manja, s obzirom na to da se preferirala skromna dividenda.

(b) Ovaj deo primera je originalan: Sada se pretpostavlja da se preferira atraktivna
dividenda, odnosno, neka je sada znacaj G, wg = 0.6, a znacaj C, wo = 0.4. Na osnovu
Definicije 2.10, sledi:

D=A4%,=06-G+04-C
=0.6-(1,5,8,8) + 0.4- (0,0,2,6)
= (0.6,3,4.8,4.8) + (0,0,0.8,2.4)

= (0.6,3,5.6,7.2)

I dobija se da je
3+56

Xmax = 2

4.3
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Sto je vece od 3.75 §$ kada nije bilo razliCitog preferiranja znacajnosti i ocekivano je da je
vrednost veca jer je veci znacaj dat atraktivnoj dividendi.

x—1
H e TR
G

%V

0 061 2 3 43 5 566 72 8
Slika 3.12 — Odluka D dobijena ponderisanim fazi usrednjavanjem
(Xmax = 4-3)
Analiza slu¢aja 3.9 — Dva modela postavljanja cena ([2])

Model 1:

Posmatra se Model 1 iz Analize slucaja 3.6. Pravila R4, R; 1 R, opisani su trougaonim
brojevima koji se mogu zapisati na slede¢i nacin (Slika 3.6 i Slika 3.13)

A, = (10,10,40), A, = (20,25,30), A, = (25,30,35)

Koriste¢i definiciju 2.7 dobija se:

A, +A4,+4;  (10,10,40) + (20, 25,30) + (25,30, 35)

ave — 3

= (18.33,21.67,35)

D=A

3
_(55,65,105)
-

0 10 20 25 30 35 40 XV
Slika 3.13 — Model postavljanja cena sa pravilima R, Rz 1 R,

I u skladu sa poglavijem 2.4 i defazifikacijom fazi usrednjavanja: Xy, q,, = My, sledi da je
u ovom slucaju X,,4, = 21.67, jer je to vrednost u kojoj funkcija pripadnosti up (x) dostize
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svoj maksimum. Maksimizirajuca odluka iz Modela 1 u Analizi slucaja 3.6 je 27.14 §. Ova
razlika nije zanemarljiva i1 sada preostaje na stru¢njacima da odrede koja vrednost da se
uzme kao konacna, tj. koja vrednost da bude krajnja odluka. Vrednost 27.14 $ je previsoka
i ne odrazava konkurentsku cenu (A3). S druge strane, vrednost 21.67 $ je mala i nije u
domenu trougaonog broja A, iako i on ima uticaja. Jedna od ideja jeste da se nade srednja
vrednost od 27.14 1 21.67:

27.14 + 21.67

> = 24405~ 244$

Model 2:
Koristi se sve isto kao u Modelu I iznad, samo se malo menja trougaoni broj A;, (umesto

40, sada se uzme vrednost 25) tj.
A; = (10,10, 25), A, = (20,25,30), A; = (25,30,35)

Sada trougaono usrednjavanje (Definicija 2.7) daje:

A, +A4,+4;  (10,10,25) + (20, 25,30) + (25,30, 35)

D = A, = 3 3
(55,65,90)
= T = (18.33,21.67,30)
A
H

A DA A

»

0 10 20 25 30 35 40 X

Slika 3.14 — Model postavijanja cena sa pravilima R,,R3 1 R,
sa izmenjenim trougaonim brojem A, koji opisuje R,

Ovde je takode maksimizirajuca vrednost x4, = 21.67.

Da bi se moglo napraviti poredenje, primeni¢e se u ovom slucaju model donosenja
odluke kao preseka fazi skupa ciljeva i ogranienja (Poglavije 3.1). Primetno je sa Slike
3.14 da A; i A, nemaju presek. U skladu sa modelom preseka dobija se da je fazi skup
odluke definisan preko njegove funkcije pripadanja:

D £ pup = min(ug, (%), fa, (X), 1a, (X))

I to bi trebao da bude fazi skup (u ovom slu¢aju to je samo tacka sa koordinatama (25, 0)).
Kada se radi sa operacijom minimuma, najmanja vrednost funkcije pripadnosti za svako x
pripada D. Vrednost 25 $ deluje kao maksimizirajuéa odluka, medutim kako je stepen
pripadanja za ovu vrednost jednak nuli, zakljucuje se da ovaj metod preseka nije dobar u
ovom i sli¢nim slucajevima.
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3.2.1 Proces donoSenja odluke zasnovan na misljenjima velikog broja stru¢njaka (eng.
Multi-Expert Decision Making)

Problemi u realnom svetu su mnogo komplikovani i slozeni, pa analiza istih zahteva
trud 1 misljenje velikog broja stru¢njaka. Ova misljenja se iskazuju re¢ima na prirodnom ili
profesionalnom jeziku. Naravno to se predstavlja i opisuje fazi skupovima i fazi logikom.
Nije pozeljno da misljenja razlicitih stru¢njaka budu ista. Najcesce se deSavaju dva slucaja:
da su miSljenja vrlo sli¢na ili da su potpuno suprotna, te se moraju kombinovati ili
usaglasiti. To se zove agregacija. Agregacija se vrsi fazi usrednjavanjem (poglavije 2.4) pa
se 1 ovde primenjuje ideja donoSenja odluka zasnovanog na fazi usrednjavanju. To Ce se
najbolje videti kroz dva primera.

Analiza sluc¢aja 3.10 — Investicioni model kada su mi$ljenja stru¢njaka bliska ([2])

Posmatra se upro$éen, individualni model planiranja investicija koji u zavisnosti od
kamatne stope koja opada ili raste, dovodi do agresivne odnosno konzervativne politike.
Agresivno 1 konzervativno su jezicke vrednosti, pa se s toga posmatraju u fazi konceptu.
Finansijski stru¢njaci koji se bave ovim investicionim modelom, se slazu da agresivno
investiranje opiSu levim trapezoidnim brojevima nad univerzalnim skupom koji ¢ini
interval [0,100], a konzervativnu desnim trapezoidnim brojevima nad [—100, 0]. Sada
vrednosti iz unije ova dva intervala [—100, 100] imaju odredena znaéenja stru¢njacima.
Recimo 50 i —50 mogu biti indikatori za umereno agresivnu i umereno skromnu
investiciju, dok su 70 1 —70 ve¢ agresivna 1 skromna investicija.

Pretpostavka je da kamatna stopa opada, 1 tri stru¢njaka Sy, S, 1 S5, dele misljenje da bi
investiciona politika trebala biti agresivnija i to predstavljaju svojim levim trapezoidnim
brojevima:

A, = (40,70,100,100), A, = (45,80,100,100), A; = (70,85,100,100)

Sada sledi usrednjavanje ovih misljenja, a poSto su od iste vaznosti, koristi se Definicija
2.9

A1 +A; +A43 (40,70,100,100) + (45,80,100,100) + (70,85,100,100)

ave 3 3
(155,235,300, 300)
= 3 = (51.66,78.33,100,100)
A
H
1
0 40 50 60 70 80 90 100 X

Slika 3.15 — Planiranje investicione politike (misljenja strucénjaka su slicna)
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Zatim je potrebno izvrSiti defazifikaciju trapezoidnog broja Agye:

78.33 + 100
Ximax = ————— = 89.165 ~ 90

U skladu sa intervalom nad kojim se model posmatra, ova vrednost se moze interpretirati
kao veoma agresivna investiciona politika.

Sada se pretpostavlja da su misljenja pomenuta tri stru¢njaka razlicito rangirana (jedno
je znacajnije od drugog) na skali od 1 do 10, pa tako sledi da je A; = 6 rang (rejting)
strué¢njaka S;; A4, = 10 struénjaka S,; a A3 = 4 stru¢njaka S3. Zatim je potrebno izracunati
relativnu znacajnost svakog stru¢njaka ponaosob tj. odrediti tezine (pondere) w;, i = 1,2,3

T P : _

koriste¢i w; = PRSI (poglavije 2.1):
= ° =0.3 = 19 =0.5 = * =0.2
MEe¥10+4 > " Ter10+4 7 T et+10+4

Koriste¢i Definiciju 2.10 dobija ponderisano trapezoidno usrednjavanje:

A%, =03-4,+05-4,+ 024,
= 0.3 - (40,70, 100,100) + 0.5 - (45,80, 100, 100) + 0.2 - (70, 85,100, 100)
= (12, 21,30,30) + (22.5,40,50,50) + (14,17, 20, 20) = (48.5, 78,100, 100)

Defazifikacijom se dobija:

78 + 100
—7 =%

Ovde sa takode predlaze veoma agresivna investiciona politika.

Moze se primetiti da su male razlike ne samo u maksimalnim defazifikovanim
vrednostima (89.165 i 89) nego i ina¢e medu trougaonim brojevima Ay, 1 Ay.. Prema
tome, razli¢ito rangiranje stru¢njaka u ovom slu€aju nije imalo znacaja na krajnji zakljucak,
a to je zbog toga Sto su misljenja strunjaka bliska kao i zbog Cinjenice da je stru¢njak S,
¢ije misljenje je najblize trougaonom broju Ay, najbolje rangiran (r, = 10).

Analiza sluc¢aja 3.11 — Investicioni model kada su misljenja struénjaka suprotna ([2])

Posmatra se model koji je objasnjen u Analizi slucaja 3.10 samo §to su ovde misljenja
stru¢njaka oporecena. To znaci da ako dode do pada kamatne stope, neki stru¢njaci predlazu
agresivnu politiku, dok drugi predlazu konzervativnu politiku investiranja, a isto tako neki
strué¢njaci mogu da predlazu politiku koja je negde izmedu agresivne i konzervativne.

Pretpostavlja se da su misljenja podjednako bitna i data slede¢im trapezoidnim odnosno
trougaonim brojevima:

A, = (—100,—-100,-50,—-30), A, = (-10,10,30), A; = (60,90,100,100)
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Vidi se da je A, desni trapezoidni broj i on opisuje konzervativnu politiku, A, je trougaoni
broj koji se moze interpretirati kao malo agresivna politika i A5 je levi trapezoidni broj koji
opisuje agresivau politiku. Zbog toga, da bi se moglo izvrsiti usrednjavanje, potrebno je
predstaviti trougaoni broj kao trapezoidni:

A, = (—-10,10,30) = (—10,10, 10, 30)
Pa koriste¢i Definiciju 2.9 dobija se:

A A+ A,

ave —
3
_ (=100,-100,—50, —30) + (—10, 10, 10,30) + (60, 90, 100, 100)
B 3

= (—16.67,0,20,33.33)

_ (=50,0,60,100)
- 3

. . L, 0+20 e .
1 onda je maksimiziraju¢a vrednost: — = 10. Posto je ovo pozitivna vrednost (sa skale

za agresivnu politiku), predlog je agresivna politika ali veoma oprezna jer je vrednost ipak
mala.

(A
Ay 1 Agve A,
A,
f -16.67 33.33 :
/ xmax / ‘
L 1 L 1 L L L L L/ L 1 1 1 1 1 1 >
-100 -90 60 -50 =30 -20 10 0 10 20 30 50 60 90 100 X

Slika 3.16 — Planiranje investicione politike
(misljena struc¢njaka su oporecena)

Sada se posmatra isti slucaj ali sa razli¢itom preferencijom misljenja struc¢njaka: S; ¢e
biti rangiran sa 1, = 4, S, sad, = 61853 saA; = 10, pa su tezine w;, i = 1,2,3 (poglavije
2.1), date sa:

4 6 10

“Tr6710° %% "Tiier10- % ™Tizerio O

Wi
Definicija 2.10 daje:
Afye=02-4,+03-4,+05-4;

=0.2-(-100,-100,—-50,—-30) + 0.3 - (—10, 10, 10,30) + 0.5 - (60,90,100,100)
= (—20,-20,—10,-6) + (-3,3,3,9) + (30,45,50,50) = (7,28,43,53)
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28+43

sa maksimiziraju¢om vrednosti: = 35.5 sto takode ukazuje da politika treba da bude

oprezno agresivna.

Ima odredene razlike medu brojevima Ay, 1 A}, kao i medu vrednostima 101 35.5, a
do toga dovodi favorizovanje stru¢njaka S; koji preferira agresivnu politiku investiranja.

Ovde je kao $to je na pocetku reCeno, predstavljen upros¢en model. U realnom slucaju

bi trebalo uzeti u obzir jo§ dosta Cinilaca kao Sto su: kretanja na berzi, trgovinski bilans,
stopa nezaposlenosti itd.

75



4. DonoSenje odluka u fazi okruZenju preko preseka fazi skupa ciljeva i
fazi skupa ogranicenja, koje se zasniva na t-normi proizvoda: Tp

S obzirom na to da se u poglavlju 3.1 kada se govori o donosenju odluka putem preseka
fazi skupa ciljeva 1 fazi skupa ogranicenja, sve zasniva na trougaonoj normi minimuma, u
ovoj glavi ¢e se originalno dati proSirenje nekih od primera iz poglavlja 3.1 na trougaonu
normu proizvoda koja je definisana na slede¢i nacin (poglavije 1.3):

Tp(x,y) =x"y

Naime, u poglavlju 1.3.1 data je Definicija 1.26 u kojoj je definisan T — presek fazi
skupova A 1 B, kao:

ans(x) = T (x), up(x)), za svako x € U.

Donosenje odluke preko preseka fazi skupova ciljeva i ograni¢enja u glavi 3 zasnivalo se
na trougaonoj normi minimuma, odnosno:

tang(x) = min(uq(x), up(x))

Sada ¢e se koristiti t-norma proizvoda, pa ¢e funkcija pripadnosti preseka biti:

toans(x) = pq(x) - ug(x)

Ukoliko se to primeni na fazi skup odluke i ciljeva, u skladu sa Definicijom 3.1 dobija se:

D= g ne = {(.X',‘LLD(X)lX € [d1; dZ]r /*“D(x) € [O,h < 1]}

gde je funkcija pripadnosti je sada:
pp(x) = pg(x) - pe(x), x € Agyy

Primer 4.1 Posmatra se Primer 3.1 u kojem su dati skup alternativa, fazi skupovi cilja i
ogranicenja sa:

Aur =1{1,2,3,4,5,6}

G =1{(1,0),(2,0.2),(3,0.4), (4,0.6),(5,0.8),(6,1)}

¢ =1{(1,1),(2,0.9),(3,0.7), (4,0.6),(5,0.2), (6,0)}

Pri kori$¢enju Ty, dobilo se:
Dr,, = {(1,0),(2,0.2),(3,0.4),(4,0.6),(5,0.2), (6,0)}
(uradeno u Primeru 3.1).

Sada, pri koris¢enju Tp, sledi:

Dr, ={(1,0-1),(2,0.2-0.9),(3,0.4-0.7),(4,0.6 - 0.6), (5,0.8- 0.2), (6,1 - 0)}
= {(1,0),(2,0.18),(3,0.28), (4,0.36), (5,0.16), (6,0)}

U oba slucaja se zakljucuje da je element koji ima najveéi stepen pripadnosti element 4
1z skupa alternativa, zatim sledi element 3, pa. Kod t-norme minimuma 2 ima isti stepen
pripadnosti kao 5 dok kod t-norme proizvoda 5 ima manji stepen pripadnosti. U oba slucaja
kao elementi koji imaju najmanji stepen pripadnosti, javljaju se 1 i 6. To se moze
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predstaviti recimo preferencijom <, pa se tako za preferenciju kada se koristi Ty, dobija
slede¢i redosled:

4>3>2=5>1=6
Dok Tp daje:

4>3>2>5>1=6

Primer 4.2 Posmatra se Analiza slucaja 3.2 u kojoj je dat problem politike zaposljavanja.
Alternativni skup je ¢inilo 5 kandidata A,;; = {x4, X5, ..., x5 }. Ciljevi i ograni¢enja bili su:

G, = {(x1,0.8), (x,0.6), (x3,0.3), (x4,0.7), (x5,0.5)} — iskustvo

G, = {(x41,0.7), (x3,0.6), (x3,0.8), (x4,0.2), (x5, 0.3)} — poznavanje ratunara
Gs = {(x1,0.7), (x5,0.8), (x3,0.5), (x4, 0.5), (x5, 0.4)} — mala starost

C = {(x4,0.4), (x5,0.7), (x3,0.6), (x4, 0.8), (x5,0.9)} — skromna plata

U Analizi 3.2 dobija se:
DTM = {(xl, 04), (xZ, 06), (xg, 03), (X4_, 02), (x5, 03)}

A kada se primeni trougaona norma preseka sledi:

Dy, = {(x1,0.8 0.7 - 0.7 - 0.4), (x,,0.6 - 0.6 - 0.8 - 0.7), (x3,0.3 - 0.8 0.5 - 0.6),
(x4,0.7-0.2- 0.5 0.8), (xs,0.5 - 0.3 - 0.4 - 0.9)}
= {(x,0.1568), (x5,0.2016), (x3, 0.072), (x4, 0.056), (x5, 0.054)}

Mogu se poredati po preferenciji da bi se videle sli¢nosti ili razlike u redosledu odabranih
kandidata:

TMdajex2 >x1>X3 =x5 >X4
Tp daje x, > x1 > X3 > x4 > X5

Zakljucuje se da u oba slucaja, kandidat koji najbolje zadovoljava ciljeve i ograniCenje,
jeste kandidat x,. Slede¢i prema stepenu pripadnosti je x, pa x3. Kad se posmatra t-norma
minimuma X, ima najmanji stepen pripadnosti, dok je stepen pripadnosti x5 isti kao i za
kandidata x5, a kad se posmatra t-norma proizvoda, x5 ima najmanji stepen pripadnosti
mada je pripadnost kandidata x5 skupu odluke, u odnosu na x, manji za svega 0.002.

Primer 4.3 Sada se posmatra Analiza slucaja 3.3 u kojoj je bilo reci o redosledu odabira
izgradnje objekata 1 postojala su tri cilja i tri ogranienja:

G, 2 ne mnogo bitna zgrada = {(z4,0), (z,0.4), (z35,0.3), (24, 0.8)}

G, = veoma profitabilna zgrada = {(z4,0.5), (z5,0.6), (z5,0.7), (24,0.3)}
Gs 2 dugo vreme izgradnje = {(z,,0.8), (2,,0.7), (25, 1), (z4,0.2)}

C, £ veoma bitna zgrada = {(z4,1), (z,,0.6), (25,0.7), (z4,0.2)}

C, £ kratko vreme izgradnje = {(z,,0.3), (z5,0.4), (z3,0.5), (z4,0.7)}

C3 2 razumni troSkovi = {(z4,0.3), (z,,0.4), (25,0.7), (z4,0.2)}

Odluka je u skladu sa prethodnim formulama koje koriste t-normu minimuma, data sa:
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DTM = gl N gz N g3 n 61 n 62 N 63 = {(Zl' 0), (Zz, 04), (Z3, 03), (Z4_, 02)}
Ukoliko se iskoristi t-norma proizvoda, odluka postaje:

Dr,=6G1NG2NGzNCNC,NCs
={(24,0-05-0.8-1:0.3:0.3),(2,,04-0.6-0.7-0.6-0.4-0.4),
(2z3,03:0.7-1-0.7-0.5-0.7),(24,0.8-03-0.2-0.2-0.7-0.2)}
= {(2,,0), (z5,0.016128), (z3,0.05145), (z,, 0.001344)}

Ako se predstavi preferencijom, Ty, daje z, > z3 > z, > 71, a Tp daje z3 > z, > z4 > z;.
U ovom slucaju za razliku od prethodna dva, razliCite zgrade se preferiraju da budu prve
izgradene, u zavisnosti od toga na ¢emu se zasniva operacija preseka fazi skupova ciljeva i
ograni¢enja.

Primer 4.4 Koristi se Analiza slucaja 3.4 u kojoj se posmatra osoba kojoj su posao ponudile
tri firme i one Cine skup Ay = {f1, f2, f3}. U ovom primeru se desilo da cilj i ogranienja
nisu bili u osnovi definisani nad istim skupom (u samoj analizi je prikazano kako se to
prevazilazi), a ovde ¢e se iskoristiti ve¢ definisani krajnji fazi skupovi iz Analize slucaja
3.4

¢, = {(f1,0.5), (f3,0.7), (f5,0.8)} — interesantan posao

C, = {(f1,0.3), (f5,0.8), (f5,1)} — mala razdaljina od kute do posla
Cs; = {(f1,0.3), (f5,0.7), (f5,0.5)} — firma koja ima buducnost

Gar = {(f1,0.75), (f2,0.5), (f3,0.25)} — visoka plata

Odluka je bila:
Dryy = Gaie N C1 N Cy N C3 ={(f1,0.3), (f2,0.5), (f3,0.25)}

Sa t-normom proizvoda se dobija:
Drp, =GaeNC1NCNCs
={(f1,0.5-0.3-0.3:0.75),(f;,0.7-0.8-0.7 - 0.5),(f35,0.8-1-0.5-0.25)}
= {(f1,0.03375), (f2,0.196), (f3,0.1)}

Najvecu pripadnost skupu D, u oba slucaja ima druga firma, prema tome ona najbolje
ispunjava zahteve i ogranicenja buduceg zaposlenog. Pri koriS¢enju t-norme minimuma nju
prati firma f;, a poslednja je f3, dok pri t- normi proizvodu druga po redu je f3, a poslednja
f1, mada je razlika u stepenu pripadnosti pri koris¢enju proizvoda medu firmama f; i f3
mala.

Primer 4.5 U ovom primeru ¢e se analizirati pod lupom trougaone norme proizvoda,
situacija data u Analizi slucaja 3.5 — Procena uspesnosti ucenja. Kada se vrednosti stepena
pripadanja upare sa odgovaraju¢im studentima (u skladu sa funkcijama pripadnosti datim
detaljno u Analizi slucaja 3.5), dobijaju se sledeci fazi skupovi za odlican uspeh u prirodnim
naukama 1 engleskom jeziku:

G, £ 0dli¢an u matematici = {(xy,0.6), (x5, 1), (x3,1), (x4, 1), (x5, 1)}
G, 2 Odlican u fizici = {(xq, 1), (x3,0.9), (x3, 1), (x4, 1), (x5,0.7)}
Gs £ Odlican u hemiji = {(xq,1), (x3, 1), (x3,1), (x4, 0.8), (x5, 1)}
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G4 = Odlican u engleskom jeziku
= {(x1P 087)) (xz, 067)! (x3I 053)1 (x4-l 060)! (x5l 093)}
Odluka zasnovana na primeni t-norma minimuma je:

Dr,, = G1 N G2 N G3 N Gy = {(x1,0.6), (x2,0.67), (x3,0.53), (x4, 0.6), (x5,0.7) }

A odluka zasnovana na primeni t-norme proizvoda je:

Dr, =G1NG,NG3 NGy
= {(x,,0.6-1-1-0.87),(x,,1-09-1-0.67),(xs,1-1-1-0.53), (xs,1-1-0.8-0.6),
(xs,1-0.7 -1-0.93))
= {(x1,0.522), (x, 0.603), (i3, 0.53), (x4, 0.48), (xs, 0.651)}

Sledi da ucenik x5 ima najbolje performanse, ali posto ima petoro ucenika najpreglednije
je predstaviti ih preferencijom, pa uporediti:

Za Ty sedobijaxg > x, > X1 = X4 > X3,aza Tp X5 > X, > X3 > X1 > x4. UCenici x4
1 x4 pri primeni t- norme minimuma imaju iste vrednosti funkcije pripadnosti fazi skupu
odluke, dok kod primene t-norme proizvoda, nemaju iste vrednosti, ali su veoma bliske.
Zanimljivo je da je vrednost stepena pripadanja ucenika xs ista u oba slucaja, ali da ne
zauzima isto mesto po preferenciji. To je zato $to su sve ostale vrednosti po predmetima
kod njega imale vrednost pripadanja skupu odluke 1, a jedino je iz engleskog jezika
vrednost 0.53.
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5. DonoSenje odluka putem fazi usrednjavanja koje je bazirano na t-
normi drasti¢nog preseka: Tw

Posto su se operacije koriS¢ene u modelima donoSenja odluka putem fazi usrednjavanja
zasnivale zapravo na t-normi minimuma (poglavije 3.2), analiziraCe se kako na krajni
rezultat, tj. odluku uti¢e druga t-norma (poglavije 1.8). U skladu sa tim, posmatrace se
primeri koji su ve¢ analizirani u poglavlju 3.2 koji se ticu fazi usrednjavanja, a koristi¢e se
sabiranje zasnovano na trougaonoj normi Ty, koje je definisano u 7vrdenju 1.7. Ova glava,
poput prethodne, takode predstavlja originalni deo rada.

Primer 5.1 — Posmatrace se problem koji je predstavljen u Analizi slucaja 3.8 sa
dividendama. Pretpostavka je da su atraktivna i skromna dividenda date istim trapezoidnim
brojevima kao u pomenutoj analizi:

G =(1,518,8)iC=(0,0,2,6)
Definicija 2.9 za trapezoidno usrednjavanje, kaze:

G+C

D
T 2

M Alf\z/lve =
Ali sad da bi se iskoristilo 7vrdenja 1.7 potrebno je zapisati ova dva trougaona broja u
odgovaraju¢em L-R obliku (oni jesu u L-R obliku ali se iz trenutnog zapisa ne Cita

naocigled koliko iznosi udaljenost sa leve odnosno desne strane, tj. @ i 8). Oblik koji je
potreban je:

Al = <ll rQ, ﬁ)L,R

Trenutno je G = (1,5,8,8) = (I — a,l,r,r + B), pa onda sledi:
G = (51 8; 4; 0>L,R

Isto to seuradiiza € = (0,0,2,6) = (I —a,l, 7,7 + B), tj.
C = <01 2; OJ 4')L,R

Sada moze da se uradi fazi usrednjavanje u skladu sa tim da je operacija sabiranja data po
Tvrdenju 1.8:

w G ®TW A <5I 10) max(4J0)l max(014))L,R (5) 10: 4‘; 4')L,R

= <25, 5, 2, Z)L,R

Dy

w

Odnosno u obliku koji je do sada koriS¢en radi lakSeg predstavljanja na grafiku:
D, =(0.5,2.5,5,7)

Odluka je identi¢na onoj dobijenoj u Analizi slucaja 3.8.

Maksimizirajuca vrednost ostaje ista:

2545
Xmax = > = 3.75
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H DTM=DTW

Slika 5.1 — Odluka Dy, dobijena fazi usrednjavanjem zasnovanim
na t-normi minimuma i odluka Dy, dobijena fazi usrednjavanjem
zasnovanim na t-normi proizvoda (X4, = 3.75)

Primer 5.2 — Model postavljanja cena

Posmatra¢e se samo Model 1 iz Analize slucaja 3.10. Pravila R{,R; 1 R, opisani su
trougaonim brojevima koji se mogu zapisati na slede¢i nacin

A, = (10,10,40), A, = (20,25,30), A; = (25,30,35)
Posto su trougaoni brojevi specijalan slucaj trapezoidnih, sledi:
A; =(10,10,10,40), A, = (20,25, 25,30), A; = (25,30,30,35)
A odluka dobijena primenom t-norme minimuma je:

D, =AY, =(18.33,21.67,35)

M
Odnosno kad se prilagodi zapis:

Al = (10, 10, 0, 30>L,R' Az == (25,25, 5, 5>L,R' A3 s <30, 30, 5, S)L,R

Sad se moze koristiti 7vrdenje 1.7, a u skladu sa Definicijom 2.7 dobija se:

A; @r,, A, @, A3 (10 + 25+ 30,10 + 25 + 30,5,30), ¢
N 3

=(21.67,21.67,1.67,10), »

Dy :Al/xlq)e:

w

3
_ <655 65; 5; 30>L,R
B 3

Odnosno:

Dy, = (20,21.67,31.67)
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Slika 5.2 — Odluka Dr,, dobijena fazi usrednjavanjem zasnovanim
na t-normi minimuma i odluka D, dobijena fazi usrednjavanjem
zasnovanim na t-normi proizvoda (X0, = 21.67)

Maksimizirajuéa odluka ostaje ista ali se odstupanja u levu i desnu stranu razlikuju u
odnosu na rezultat dobijen u Analizi slucaja 3.9, a koji iznosi (18.33,21.67, 35), naime,
fazi skup odluke se suzio, i samim tim bi sve vrednosti iz tog skupa bile tacnije.

Primer 5.3 — Posmatra se investicioni model kada su misljenja strucnjaka ista (Analiza
slucaja 3.10)

Pretpostavka je da kamatna stopa opada, i tri stru¢njaka S;,S, 1 S3, dele misljenje da bi
investiciona politika trebala biti agresivnija i to predstavljaju svojim levim trapezoidnim
brojevima:

A, = (40,70,100,100), A, = (45,80,100,100), A; = (70,85,100,100)

Odluka je u Analizi slucaja 3.10:
AY = (51.66,78.33,100,100)
Sada se prilagodi zapis trapezoidnih brojeva:
A; =(70,100,30,0), r, A, = (80,100, 35,0), g, Az = (85,100,15,0), ¢

I sledi usrednjavanje ovih misljenja, a posto su od iste vaznosti, koristi se Definicija 2.9
kao i Tvrdenje 1.7 pa se tako dobija:

A, @r,, A, Or, As (235,300, max(30, 35,15),max(0,0,0)), ¢
B 3

= (78.33,100,11.67,0) &

AV, =
ave 3
_(235,300,35,0), ¢
- 3

Odnosno:
A%e = (66.66,78.33,100,100)
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Slika 5.3 — Odluka Dr,, dobijena fazi usrednjavanjem zasnovanim
na t-normi minimuma i odluka D, dobijena fazi usrednjavanjem
zasnovanim na t-normi proizvoda (Xq, = 90)

Prema tome, kao 1 u prethodnom primeru, vidi se da je doSlo do male promene izgleda
odluke, ali je maksimiziraju¢a vrednost ostala ista.
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Zakljucak

U ovom radu, dat je koncept donosenja odluke koji se zasniva na fazi okruzenju. S
obzirom na to da je odlucivanje tezak proces, jer se zasniva ¢esto na nepotpunim i
nepreciznim informacijama koje su joS i subjektivne, jedan od mogucih pristupa koji
dozvoljava modelovanje neodredenosti je pristup baziran na fazi skupovima. Na taj nacin
se problemi odlu¢ivanja u razli¢itim disciplinama, pa ¢ak i oni bazirani na jeziCkim
promenljivama, mogu resiti uz pomo¢ matematickog alata.

Osnovna karakteristika fazi skupa, pojma na kojem je baziran rad u fazi okruzenju, je
mogucnost da element pripada skupu do odredene mere, tj. fazi skup je dat funkcijom
pripadnosti koja moze uzeti vrednosti iz celog zatvorenog jedinicnog intervala. To je
uopstenje u odnosu na klasi¢nu logiku i skupove u kojima za svaki element vazi da ili
pripada nekom skupu ili ne (karakteristicna funkcija uzima samo dve vrednosti: nulu ili
jedinicu). Tradicionalno modeliranje slozenih sistema u bilo kojoj oblasti Cesto ne
objasnjava dobro realnu situaciju upravo zbog ogranicavajuceg ,,crno-belog” pristupa, dok
fazi skupovi 1 fazi logika daju verodostojnije informacije u savremenim problemima, iako
se baziranju na subjektivnom misljenju stru¢njaka.

Prilikom donosenja odluke u fazi okruzenju definisani su: fazi skupovi ciljeva koje treba
posti¢i 1 fazi skupovi ograni¢enja u kojima treba ostati. Svaki fazi skup ima svoju
karakteristi¢nu funkciju, tj. funkciju pripadnosti koja zavisi od elemenata ,,0bi¢nog* skupa
alternativa, ali uzima vrednosti iz celog intervala [0,1]. Odluka, pri ovako definisanim
skupovima, jeste fazi skup koji se dobija u preseku fazi skupova ciljeva i fazi skupova
ograni¢enja. Kako je fazi skup tesko primenljiv u tom obliku, neophodno je izvrsiti
defazifikaciju rezultata, odnosno, bira se element alternativnog skupa koji ima najvecu
funkciju pripadnosti u fazi skupu odluke. Medutim u nekim situacijama, ovaj princip
donosenja odluke nije zadovoljavajuéi, te se onda mogu primeniti i drugi principi od kojih
je ovde detaljno objasnjen princip donoSenja odluke koji se bazira na fazi usrednjavanju,
gde sigurno svi aspekti problema daju svoj uticaj konacnoj odluci.

Kako su u radu su oba principa donosenja odluke bazirana na primeni Ty, (x,y) =
min(x, y), poslednje dve glave kroz primere posmatraju kako druge trougaone norme uticu
na fazi skup, a samim tim i na krajnju odluku. Za princip donosenja odluke kao preseka
fazi skupa ciljeva i ogranicenja, razmotren je uticaj trougaone norme proizvoda Tp(x,y) =
x -y, dok se u poslednjoj glavi posmatra uticaj najslabije trougaone norme (trougaone
norme drasti¢nog preseka) Ty, uz primenu Tvrdenja 1.7 na princip donosenja odluke koji
je zasnovan na fazi usrednjavanju.

Sama tema rada je zanimljiva 1 ima veliku primenu u praksi, pre svega u poslovnom
okruzenju. Predstavljeni materijal je dobar za Citaoca koji zeli da stekne osnovna znanja o
fazi okruZenju i fazi logici, kao i njihovoj primeni u donosenju odluka kada su u pitanju
lingvisticke promenljive 1 neodredenost (rasplinutost).
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