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Predgovor

Teorija Furijeove transformacije je od izuzetnog znacaja i primenjuje se u
velikom broju disciplina kao Sto su fizika, inzenjerstvo i primenjena matem-
atika.

U prvom delu ovog rada ¢e se objasniti pojam signala i objasniti njegova
podela na neprekidne, diskretne i periodicne, Sto ¢e se ilustrovati primer-
ima. Takode, navesée se i osnovne definicije i teoreme vezane za Furijeove
transformacije i Furijeove redove. Izmedu ostalog dokazace se Poasonova for-
mula koja uspostavlja elegantnu vezu izmedu Furijeovih redova i Furijeove
transformacije. Takode, posmatrace se transformacije neprekidnih vremen-
skih signala u diskretne i obratno. Preciznije, posmatrac¢e se uzorkovanje
neprekidnih vremenskih signala kao i njihova rekonstrukcija. Posebna paznja
¢e se posvetiti Senonovoj teoremi o uzorcima i njenim primenama. Objasnice
se i pojava aliasing-a.

U drugom delu rada ¢e se izucavati transformacije koje omogucavaju
da se diskretni periodi¢ni signali predstave kao sume sinusnih komponenti
pridruzujuéi svakoj komponenti odgovaraju¢u amplitudu i fazni pomeraj
odnosno izucavace se diskretna Furijeova transformacija. Ovde ¢e se for-
mulisati i dokazati fundamentalna teorema diskretne Furijeove transforma-
cije. Potom c¢e se izucavati brza Furijeova transformacija koja je u stvari
efikasan algoritam za racunanje diskretne Furijeove transformacije.

S obzirom da se diskretna Furijeova transformacija moze posmatrati kao
specijalni oblik takozvane z — transformacije, tre¢i deo rada ¢e se posvetiti
analizi z - transformacije. Posebna paznja bi¢e na problemima konvergencije,
jer je domen konvergencije z — transformacije prsten u polju kompleksnih
brojeva ¢ija granica je odredena radijusom konvergencije anti-kauzalnog i
kauzalnog dela. Takode, u ovom delu rada ¢e se posmatrati inverzna z —
transformacija racionalne funkcije kao i osobine kao sto su linearnost, pomak
i skaliranje u vremenskom domenu, konjugacija i mnoge druge.

Cetvrto poglavlje ¢e se posvetiti algoritmima iz prethodnih poglavlja ob-
likovanjem u odgovaraju¢e Matlab kodove.



Posebnu zahvalnost upucéujem svom mentoru dr Nenadu Teofanovu na
svim savetima 1 sugestijama prilikom izrade ovog rada. Takode, zahvaljujem
se clanovima komisije, dr Ljiljani Gagic i dr Milici Zigi¢, kao i svim ostalnim
profesorima sa kojima sam saradivala tokom osnovnih i master studija.

Najvecu zahvalnost dugujem porodici na podrsci i razumevanju tokom
studiranja.

Katarina Kovacevic



1 Uvod

U ovom delu rada uvesce se osnovne definicije i pojmovi koji su neophodni za
razumevanje daljeg rada kao sto su pojam signala, definicija Furijeove trans-
formacije i mnogi drugi pojmovi. Potom ¢e se razmatrati problem transfor-
macije neprekidnog vremenskog signala u diskretni vremenski signal i obr-
nuto. Takode, formulisace se i dokazati teorema o uzorkovanju. Pri tome je
korigéena literatura [3], [4] i [5].

1.1 Pojam i podela signala

Pojam signal se moze shvatiti na vise razli¢itih nacina pa tako postoji i vise
razlicitih definicija signala. Pomocu sledec¢eg primera uvescée se najsiri pojam
signala odnosno funkcija koja zavisi od vremena.

Primer 1.1. Na Slici 1 je prikazano jednostavno elektriéno kolo. Ovo kolo
sadrzi otpornik R, namotaj L i generator napona. Kada generator napona
nije ukljuc¢en tada u ovom kolu nema struje. Dakle, kada se ukljuci generator,
on obezbeduje napon E(t) i zato struja i(t) tece kroz kolo.

i(t)

0 (P L g

Slika 1: Elektri¢no kolo sa otpornikom R, namotajem L i naponom E(t)
Kazemo da je struja i(t) jednoznacno odredena sa naponom F(t). Jacina

struje i(t) se moze izracunati kao funkcija vremena Kirhofovog ! zakona o
naponu i veze izmedu struje i napona.
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LGustav Robert Kirchhoff, nemacki fizicar



U datom primeru, sistem je odreden odnosom funkcija E(t) i i(t) koje
predstavljaju input i output, respektivno. Funkcija vremena F(t) predstavlja
signal. Ovo je definicija signala u najsirem smislu jer domen i kodomen nisu
definisani.

Signali se mogu podeliti na vise nacina. Jedna od podela je na osnovu
vrednosti funkcije na:

e realne i

e kompleksne signale.

Dakle, realni signali imaju realne vrednosti funkcije. A kompleksni signali
se mogu zapisati slede¢om formulom: f = f;+if; gde je ¢ imaginaran broj, a
f11 fo predstavljaju dva realna signala. Pri tome signal f; predstavlja realni
deo kompleksnog signala, a signal f, imaginarni deo kompleksnog signala.

Logicno, dva kompleksna signala jednaka su ako su im jednaki realni i
imaginarni delovi. Ukoliko je imaginarni deo jednak nuli, tada je dati signal
realan. A kada su i realni i imaginarni delovi signala jednaki nuli tada se
dati signal zove nula-signal jer je njegova vrednost nula.

Budud¢i da su signali cesto funkcije koje zavise od vremena, mogu se
podeliti podeliti na:

e neprekidne vremenske signale i

e diskretne vremenske signale.

Neka je dat signal koji zavisi od vremena t. Ukoliko je vreme ¢ realan
parametar, govori se o neprekidnim vremenskim signalima.

Slika 2: Primer neprekidnog signala koji zavisi od vremena



Slika 3: Primer diskretnog signala koji zavisi od vremena

Ukoliko funkcija signala nije definisana na celom prostoru R nego samo na
prostoru Z tada se kaze da je funkcija signala definisana samo u diskretnim
vremenskim trenucima, odnosno u pitanju su diskretni vremenski signali.

Neprekidni vremenski signali oznacavaju se sa f(t),g(t) i slicnim oz-
nakama. Dok se diskretni vremenski signali oznacavaju sa f[n], g[n] i sliéno.

Diskretni vremenski signali f[n], gde je n € Z, se dobijaju kao vrednosti
neprekidnih signala f(t) u odredenim trenutcima sto je ilustrovano na Slici
3. Vremenski interval izmedu dve uzastopno odabrane vrednosti naziva se
period uzorkovanja.

Posebnu klasu signala ¢ine periodi¢ni signali. Oni se mogu podeliti na:

e periodi¢ne neprekidne signale i
e periodi¢ne diskretne signale.

Definicija 1.1. Neprekidni vremenski signal f(t) je periodi¢an sa periodom
T>0akoje f(t+T)=f(t) zat eR.

Definicija 1.2. Diskretni vremenski signal f[n] je periodi¢an sa periodom
N e N ako je f[n+ N| = f[n| zan € Z.

Signal koji nije periodi¢an zove se aperiodic¢an signal. Medutim, aperi-
odican signal se moze posmatrati kao deo periodicnog signala ¢iji period je
beskonaé¢ne duzine.

Posebno vaznu klasu periodi¢nih signala predstavljaju sinusoidni sig-
nali.

Definicija 1.3. Sinusoidni signali su realni signali koji imaju slede¢u formu:

o f(t) = Acos(wt + ¢p), t € R, T = 2T u neprekidnom slucaju,

w



e fln] = Acos(wn + ¢p), n € Z, N = 22 u diskretnom slucaju,
gde je A amplituda, w frekvencija, a ¢ je pocetna vrednost signala.

Slede¢a vazna podela signala je na:

e kauzalne i

e nekauzalne signale.

Definicija 1.4. Neprekidni vremenski signal f(t) zove se kauzalni ako je
ft)=0zat <0

Definicija 1.5. Diskretni vremenski signal f[n] se zove kauzalni ako je f[n] =
O0zan<0

Napomena: Periodi¢ni signali nisu kauzalni. Izuzetak je nula-signal.

1.2 Furijeov red

Definicija 1.6. Neka je f(¢) periodi¢na funkcija sa periodom T i frekvenci-
jom w = 2% Tada je Furijeov red signala f(¢) definisan sa

F(t) = % + Z ancos(nwt) + by, sin(nwt)

n=1
gde su
t)cos(nwt)dt, n =0,1,2, ...

T/2

-3/,
/m

’ﬂll\ﬂ ’ﬂlw

)sin(nwt)dt, n = 1,2, .
T/2

Furijeovi koeficijenti.

Razvoj neprekidne funkcije u Furijeov red je jedinstven, ali se moze
prikazati i na nacin koji je u nekim slucajevima jednostavniji za koriScéenje.
Da bi se taj zapis mogao definisati prvo se treba podsetiti Ojlerove ? formule
i osobina kompleksnih brojeva. Dobija se

2Qjlerova formula: € = cos(6) +isin(f) gde jei = /—1, 0 € R



F(t) = % + ;(anCOS(nwt) + by sin(nwt))
ao 0o ( einwt + e—inwt einwt _ e—inwt>
=5 n — b,
5 + ; a 5 5
o S 1 . inwt 1 . —inwt
= ? + Z <§(an - an)e + 5(0% -+ an)e )

3
Il
_

Ukoliko se uvede smena cy = %9, ¢, = %(an —iby) ic_y, = %(an + ib,,) dobija
se Furijeov red

0o
= ¢y + E (Cnemwt + Cinefznwt>

n=1
9]

— E Cneznwt

n=—oo

Dakle, dobijen je drugaciji zapis Furijeovog reda koji umesto koeficijenata
an i by koristi koeficijent ¢,. Cesto se ovaj zapis naziva kompleksan Furijeov
red, a njegov odgovarajuci koeficijent se zove kompleksan Furijeov koeficijent
i moze se predstaviti i na sled¢i nacin.

1 T/2 )
Chn = = ft)e ™dt, n € Z.
T J 1

1.3 Furijeova transformacija

Neka je G(R) familija funkcija f : R — C koje su po delovima neprekidne i
apsolutno integrabilne. Tada se moze uvesti definicija Furijeove transforma-
cije.

Definicija 1.7. Neka je data funkcija f € G(R). Furijeova transformacija
funkcije f je definisana sa:

+0o0
F(w) = F(f)w) = flt)e?™dt, weR
—o0
Ova definicija se moze zapisati na nekoliko razlicitih nacina. Sasvim je
svejedno koji se zapis koristi jer su oni medusobno ekvivalenti. Na primer,



Furijeova transformacija se moze zapisati i pomoc¢u sinusnih i kosinusnih
talasa, na slican nac¢in kako je to uradeno u definiciji Furijeovih redova:

400 400
Fw)=F(f)(w) = / a(w)dtcos(2mwt) +/ b(w)dtsin(2rwt), w € R

e} —00

Sada slede teoreme koje opisuju osobine Furijeove transformacije. Prvo
se razmatra linearnost.

Teorema 1.1. Neka su f(¢) i g(t) dve funkcije iz G(R) ¢ije su odgovarajuce
Furijeove transformacije F(w) i G(w). Tada je Furijeova transformacija
funkcije af(t) + bg(t) jednaka aF(w) + bG(w).

Dokaz: Ova teorema se pokazuje pomocu osobina integracije. Dakle,
Furijeova transformacija funkcije af(t) + bg(t) se moze zapisati na sledeci
nacin

+oo
/_ (af(t) + bg(t))e 2wt qt =

[e.e]

400 ) +o0 )
:/ af(t)e_%wtdt—l—/ bg(t)e *tdt

o —0o0

=a f(t)e 2™ tdt 4 b/ g(t)e 2™ qt

—00

= aF'(w) + bG(w),
¢ime je teorema dokazana.
|
Teorema koja sledi tice se Furijeove transformacije konjugovanog signala.

Teorema 1.2. Neka je data funkcija f(t) € G(R) ¢ija je odgovarajuéa Fu-

rijeova transformacija F'(w). Tada je Furijeova transformacija funkcije f(¢)
data sa F'(—w).

Dokaz:

f(t)e—%riwtdt




Teorema 1.3. Neka je data funkcija f(¢) € G(R) ¢ija je odgovarajuca Furi-
jeova transformacija F'(w). Tada za fiksirano r € R vazi

F(f(t—7))(w) =e ™" F(w), weR.

Dokaz:
+o0 )
Pt =) = [ (e re e
:/+oof(s)€27riw(s+7“)ds

— / f(s)e—QTrzwse—QmwrdS
= e ™ P(w), wER.
|

Opisana osobina zove se pomeranje u vremenskom domenu. Postoji
takode i pomeranje u frekvencijskom domenu. Ova osobina opisuje se teore-
mom koja sledi.

Teorema 1.4. Neka je data funkcija f(f) ¢ija je odgovarajuéa Furijeova
transformacija F'(w). Tada za fiksirano r € R vazi

Pt f(#))(w) = F(w — 1), weR

Dokaz:

Flw—r)= /+OO f(t)e2ritgy

oo

400 ) )
— / f(t)e—szwte%rzrtdt

e}

— / e27rzrtf(t)€—27rzwtdt

o0

F(e™f(t))(w), weR

Sledeée dve teoreme ticu se diferenciranja.

11



Teorema 1.5. Neka je data neprekidna diferencijabilna funkcija f(t) € G(
¢ija je odgovarajuca Furijeova transformacija F'(w) i neka je limy_1o0 f ()
0. Tada Furijeova transformacija od f’(t) postoji i vazi

F(f'(t)(w) =2miwF(w), weR

Dokaz: Koriste¢i osobine diferenciranja i lim;_,+ f(t) = 0 dobija se

B
limA—>—oo,B—>oo/ f/(t)e_zmujtdt =
A

B

R)

+
A

B
—l—limA_}_Oo,B_}OOZMw/ f(t)e 2™t
A

=2miwF(w), weR

= limAﬁfoo,Bﬁoof(t)672ﬂ-th

Teorema 1.6. Neka je data funkcija f(t) € G(R) ¢ija je odgovarajuéa Furi-
jeova transformacija F'(w). Ako je funkcija ¢ f(¢) apsolutno integrabilna tada

je F(w) diferencijabilna i vazi
F'(w) = —F(@2mitf(t))(w)

Dokaz:
F h) — F +00 —2mi(w+h)t _ —2miwt
limy, o w+h ) = limp_o f@e c dt
h o h
+o0 ) —2mi(w+h)t __ 1
— limno F(t)e 2t - dt
_—T—ooo |
= limh_m/ (=2mitf(t))e 2™ dt
jer je
et — 1 2rht) — 1 sin(2mht
limh—meT _ limh_ﬂ)(cos( 7rh ) _Z,sm(hﬂ ))

= —27t
[ |

Naravno, postoji jo§S puno osobina Furijeove transformacije koje bi se
mogle razmatrati, ali za potrebe ovog rada navedene su samo one koje ¢e se
pojaviti i u slucaju diskretne Furijeove transformacije ili z-transformacije.

12



1.4 Poasonova formula

Poasonova formula daje elegantnu vezu izmedu Furijeovih redova i Furijeove
transformacije.

Neka je funkcja f apsolutno integrabilna. Neka je dato L > 0. Tada je
funkcija

fo(x)=Y_ flz+nL)

n=—00
periodi¢na sa periodom L.
Poasonova formula data je slede¢om teoremom.

Teorema 1.7. Neka je data funkcija f € G(R) takva da je:
f(x)| <C(1+|z])?, z€R
IF(f)w)] <COA+w)™?, weR

za neke konstante p > 11 C > 0. Tada, za zadato L > 0 vazi:

= 2 2T 2wine
Z f(a:+nL):f Z F(T)e rxeR

n=—oo n=—oo
Formula vazi tackasto za sve x € R i obe sume su apsolutno konvergentne.

Dokaz: Neka je funkcija g periodi¢na funkcija sa periodom L > 0. Tada
njen Furijeov red u kompleksnom obliku glasi

oo
27in
E cpe L,

n=—oo

—2minx

gde je ¢, = %fOLg(x)e rdr,n e N.
Prema tome, za g(z) =Y ;- f(z+ kL) vazi

1 L > —2minx
cnzz/o Z flx+kL)e = dx

k=—o00

Koristedi pretpostavke o funkciji f koje dozvoljavaju zamenu sumiranja i
integracije dobija se

1 > L —27minx
Cp = zkz_oo/o f(x+EkL)e T dy

1 > (k+1)L —2minx :
_ Z / f(y)eTe—ankdm
k

L
k=—o0o Y kL

13



—2mink

Kako je e =1 za sve k,n € N dobija se

1 & —2minx
Cn:f/_oof(y)e T da

2r 2™
— Tt
7 (L),nGN

Na osnovu jedinstvenosti razvoja funkcije u Furijeov red dobija se trazeno
tvrdenje.

1.5 Uzorkovanje neprekidnih vremenskih signala

Sada ¢e se navesti neki diskretni vremenski signali, koji su veoma sli¢ni
neprekidnim vremenskim signalima.

Neka je dat neprekidni vremenski signal f(t) i broj T > 0. Tada se
diskretni vremenski signal moze definisati sa f[n] = f(nT) za sve n € Z. Sig-
nal f[n] definisan na ovaj nacin zove se uzorkovanje od signala f(t) u tackama
0,£T.£2T.... Broj T' > 0 zove se period uzorkovanja, % je frekvencija uzorko-
vanja, a f(nT') predstavlja uzorke uzorkovanja.

U daljem razmatranju ée se koristiti prvenstveno ugaona frekvencija tj.

frekvencija uzorkovanja w, data sa w, = 2%

Primer 1.2. Neka je dat signal f(t) = cos(wot) gde je wy data pozitivna
frekvencija. Sada ¢e se posmatrati uzorkovanje ovog signala sa razli¢itim
frekvencijama uzorkovanja. Dobijaju se slede¢i diskretni vremenski signali:

e Za frekvenciju w, = wy dobija se diskretni vremenski signal f[n] =
f(nT) = cos(¥2L) = cos(2mn) = 1.

e Za frekvenciju ws = 2wy dobija se diskretni vremenski signal f[n| =
f(nT) = cos(%2E) = cos(mn) = (—1)". Ovde treba primetiti da se
za zadatu frekvenciju dobija periodicni diskretni vremenski signal sa

periodom N = 2

e Za frekvenciju ws = 4wy dobija se diskretni vremenski signal f[n] =
f(nT) = cos(E2L) = cos(™r). Opet je periodiéni diskretni vremenski
signal sa periodom N = 4 sto je ilustrovano na slici 4

e Za frekvenciju ws = 7wy dobija se diskretni vremenski signal f[n] =
cos(2n). Ovde, za razliku od prethodnog primera, iako je signal f(t)
periodican, uzorkovanje nije periodi¢no.

14



Slika 4: Uzorkovanje od cos(wot) sa frekvencijom 4wy

O

Pod pojmom elementarni signal smatra se diskretni jedini¢ni impuls d[n],
koji se naziva i Kronekerova delta, koja je definisana na slede¢i nacin:

1 za n=0,
5[n]—{ 0 za n#0.

Teorema koja sledi daje jednu lepu osobinu da proizvoljan diskretni vre-
menski signal moze biti napisan kao suma pomerenih elementarnih signala.

Teorema 1.8. Za proizvoljan diskretni vremenski signal f[n] vazi:

fln)= > flkldln—k] za neZ

k=—o00

Dokaz: Za dokaz ove teoreme dovoljno je primetiti da su u beskonacnoj
sumi sa desne strane jednakosti svi izrazi jednaki nuli, osim za £k = n. U tom
slucéaju desna strana jednakosti jednaka je f[n] i teorema je pokazana.

|
Primer 1.3. Koristeéi prethodnu teoremu, signal f[n]| definisan sa

3 za n=2
2 za n=0

-1 za n=-2
0 inace

fInl =

moze se drugacije zapisati sa

fIn] = f12]6[n — 2] + f[0)8[n] — f[—2]é[n + 2]
30[n — 2]+ 26[n] — o[n + 2]
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Ocigledno, ostali elementi sume su jednaki nula. Dati signal predstaviljen je

na slici 5.

Slika 5:

Signal f[n] =3

dn — 2]+ 26[n] — o[n + 2]

O

Sada Ce se uvesti pojam periodi¢nog niza pojedinac¢nih impulsa ili Dirakov

cesalj.

Definicija 1.8. Neka je N > 0. Periodi¢ni niz pojedina¢nih impulsa dy[n]
sa periodom N je dat sa

sz{

i zove se Dirakov ¢esalj.

1 kadan=aN zaa € Z,
0 inace.

Primer 1.4. Na slici 6 prikazan je grafik od

@m:{

1 kada n = 2a za a € 7Z,
0 inace.

OJ

U nastavku ¢e se izraziti periodi¢ni signal sa periodom N kao pomereni
niz impulsa pojedina¢nih jedinica.

Teorema 1.9. Neka je f[n] periodican diskretan vremenski signal sa peri-

odom N. Tada vazi

flklon[n — k] za neZ
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(3.0 (-10) (1,0 )

Slika 6: Periodi¢ni niz pojedinac¢nih impulsa da[n]

Dokaz: Potrebno je primetiti da na desnoj strani gornje sume, svaki od
termina predstavlja periodican signal sa periodom N. Dakle, i sama suma
takode predstavlja periodicni signal sa periodom N. Zato je dovoljno samo
pokazati jednakost za vrednosti n = 0,1,2,..., N — 1. Ali ovo odmah sledi iz
definicije dy[n].

|
Dalje, sledi definicija Hevisajdove funkcije.

Definicija 1.9. Neka je n diskretna promenljiva. Hevisajdova funkcija ili
jedini¢na odskocna funkcija €[n] je definisana sa

[n] = 1 za n>0
10 za n<O0

gden € Z

Pomenuta funkcija ima vrednost nula za sve negativne vrednosti i vred-
nost jedan za sve pozitivne vrednosti argumenta n. Treba primetiti da je ova
funkcija u stvari suma Kronekerovih delta funkcija tj.

e =) oK

Signal €[N] je tako primer kauzalnog signala. Naime, ako je f[n] proizvol-
jan diskretni vremenski signal, tada je signal f[n]e[/V] kauzalni signal koji se
podudara sa signalom f[n] za n > 0.
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Slika 7: Diskretna funkcija koraka jedinice €[n]

1.6 Rekonstrukcija neprekidnih vremenskih signala

Prilikom uzorkovanja odnosno pretvaranja neprekidnog vremeskog signala u
diskretni vremenski signal dolazi do greske odnosno do gubitka informacijja.
Ovaj gubitak ili greska svodi se na nulu ukoliko je mogucée od diskretnog
vremenskog signala opet dobiti pocetni neprekidni vremenski signal. Ovaj
proces se zove rekonstrukcija.

Postoji nekoliko razlicitih metoda rekonstrukcije. Razmatra se metod koji
koristi linearnu interpolaciju.

Neka je zadato uzorkovanje f[n| = f(nT). Pomocu linearne interpolacije
dobija se neprekidni vremenski signal f,(¢) koji ima sledeée osobine:

o f(nT) = f[n] zasven €Z
e Grafik od f,.(t) izmedu dve uzastopne tacke nT' i (n+1)T je prava linija

Dakle, vrednosti f,(t) za neko ¢t € (nT, (n + 1)T) su dobijene linearnom
interpolacijom od vrednosti f[n] i f[n + 1]

Na primer, rekonstrukcija ve¢ pomenutog periodi¢nog signala cos(wot) za
frekvenciju uzorkovanja ws = 4wy daje signal prikazan na slici 8

Sada ¢e se uvesti pojam trougaone funkcije. Kao sto joj i ime kaze njen
grafik je u obliku trougla i prikazan je na slici 9. Ova funkcija je bitna jer
predstavlja idealan signal u smislu njegove rekonstrukcije.

Definicija 1.10. Neka je dato fiksirano a > 0. Trougaona funkcija g,(t)
visine 1 i osnovice 2a definiSe se sa

1-4 za i <a
at: @ -
%(t) {0 inace
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T ’ B . - - cos(wot)

n2wg /o 32w 2w

Slika 9: Trougaona funkcija sa visinom 1 i osnovicom 2a

Trougaona impulsna funkcija g7 (t) predstavlja aproksimaciju grafika po-
jedina¢nog impulsa. Drugim rec¢ima, to je linearna interpolacija Kronekerove
delte.

Dakle, signal f,.(t) dobijen linearnom interpolacijom od uzorkovanja f[n]
moze se napisati kao superpozicija triangularnih impulsa. Ovaj signal se
takode javlja i kao rekonstrukcija dobijena linearnom interpolacijom impulsa
diskretne jedinice d[n] sa periodom uzorkovanja T.

Pomereni signal ¢r(t — kT") se moze smatrati rekonstrukcijom od é[n — k]
Na osnovu teoreme 1.8 je

fln] =Y fIKoln— K]

U nastavku e se pokazati da se rekonstrukcijom proizvoljnog signala f(t)
linearnom interpolacijom dobija slicna veza.

Teorema 1.10. Neka je f[n]| uzorkovanje od f(t) sa periodom uzorkovanja T'.
Neka je f,.(t) neprekidni vremenski signal dobijen linearnom interpolacijom
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(k-1)T KT (k+1)T to

Slika 10: Trougaona impulsna funkcija ¢r(t) kao linearna interpolacija im-
pulsa pojedinacne jedinice sa periodom uzorkovanja T’

od f[n]. Tada vazi:

Dokaz: Treba pokazati da grafik od f,.(t) predstavlja liniju izmedu tacaka
(nT, f(nT)) 1 ((n+ 1T, f((n+1)T)) na nekom intervalu I = [nT, (n+ 1)T].

Na datom intervalu su samo qr(t — kT') za k =n i k = n + 1 razliciti od
nule.

Dakle, za t € I ostaje

fr(t) = flnlar(t = nT) + fln+1gr(t — (n + 1)T)
pa je grafik od f,.(t) prava linija na intervalu I.
Dalje,
fr(nT) = flnlgr(0) + fln + lgr(=T) = f[n]
fr((n+1)T) = fln]gr(T) + fln + 1qr(0) = fln +1]
¢ime je pokazana teorema.

Primer 1.5. Neka je dat signal f(t) = cos(wpt) gde je wy > 0. Kada se dati
signal uzorkuje sa frekvencijom uzorkovanja ws = 4wy i potom rekonstruise
linearnom interpolacijom dobija se sledeéi f,.(t) signal:

fr(t) = Z(_l)kQT(t - 2kT)7

keZ
jer
k
flk] = cos(%) =0, za k neparno
flk] = cos(%r) = (=1)*, za k parno.
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Dakle, moze se zakljuciti da se pomocu linearne interpolacije moze dobiti
lepa aproksimacija funkcije f(t) ukoliko je frekvencija uzorkovanja dovoljno
velika (slika 8).

Nedostatak ove metode je ¢injenica da grafik signala f,.(t) moze imati
ostre krivine pri t = nT’, sto ¢e se odraziti na visokofrekventnim komponen-
tama u spektru f,.(¢). Ove visokofrekventne komponente se uopste ne mogu
pojaviti u spektru originalnog signala f(t).

Sada treba definisati pravougaonu funkciju.

Definicija 1.11. Neka je dato fiksirano @ > 0. Pravougaona impulsna
funkcija p,(t) visine 1 i osnovice a definisana je sa:

a2 j a2 ; t

Slika 11: Pravougaona funkcija sa visinom 1 i osnovicom a

Neka je f(t) neprekidni vremenski signal. Njegovom rekonstrukcijom do-
bija se formula

F(8) =Y flklpr(t — kT).

Ova formula se zove interpolacija nultog reda.

1.7 Senonova teorema o uzorcima

Po teoremi koja sledi, pod uslovom da su ispunjeni odredeni uslovi, moguce je
bez greske rekonstruisati vrednosti funkcije u svakoj tacki na osnovu poznatih
vrednosti u nizu uzoraka. Uslov pod kojim ovo vazi jeste da je funkcija
ogranicenog opsega sa frekvencijom L. Dakle, prvo se mora definisati signal
ogranicenog opsega.
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Definicija 1.12. Signal f je vremenski ograni¢en ako postoji konstanta M
takva da je f(t) = 0 za svako |t| > M.

Definicija 1.13. Signal f(¢) sa spektrom F(w) je ograni¢enog opsega ako
postoji konstanta L takva da je F(f)(w) = 0 za svako |w| > L.

Teorema 1.11. Neka je f(t) ogranicenog opsega, neka za njenu Furijeovu
transformaciju vazi F(f)(w) = 0 za svako |w| > L i neka je f[n] uzorkovanje
od f(t) sa frekvencijom uzorkovanja ws. Tada za svako ws > 2L vazi:

> 2sin(ws(t —nT)/2
flz) = Z fln] c(us(t(—nT))/ ), za teR

n=—oo

pri ¢emu je T = 2%

Ws

Dokaz: Prvo, neka je data periodicna funkcija Fi(w) sa periodom wy i
frekvencijom i—’: =T

Fy(w) = Z F(w — kws)

k=—o00

Treba primetiti da kada je ws > 2L tada je funkcija Fi(w) produzetak funkcije
F(w) sa periodom w,. Dakle, F(w) = F(w) za w € (==, %).
Dalje, pomoc¢u Poasonove formule dobija se:

Fs(w) =T i f(_nT)emTw —T i f(nT)efmTw

Potom, mnozenjem funkcije Fs(w) sa pravougaonim impulsom p,,_(w) dobija
se nova funkcija F.(w) = Fs(w)p,, (w).

Dalje, vazi <
W © P, (W)
to jest .
szn(:zit_—nzj;)/z) & e T (W)
pa je

> fry =IO G S e )

n=—oo n=—oo
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Sto se oznaca sa
fr(t) < Fr(w)
gde je

Zf 2sznws(t—nT)/2)‘

ws(t —nT)

n=—oo

Po ranijem razmatranju, ako vazi ws > 2L onda je Fy(w) = F(w) na intervalu
(==,%). Odnosno vazi da je F(w) = Fy(w)pw,(w) za sve w. A sada ce se
pokazati da ako vazi ws > 2L onda je i f,.(t) = f(t) za sve t € R. Da ovo

zaista vazi sledi iz jedinstvenosti Furijeove transformacije.

Drugim rec¢ima, kada neprekidni vremenski signal f(¢) ne sadrzi frekven-
cije ve¢e od L, to jest, ako je ogranicenog opsega, tada u uzorkovanju sa
frekvencijom uzorkovanja wy > 2L nema gubitka informacija. Pa je, prema
teoremi 1.11, funkcija f(¢) u potpunosti odredena svojim vrednostima u nizu
ekvidistantnih tacaka sa rastojanjem manjim od 7 izmedu susednih tacaka.
Ovo znaéi da se ova funkcija moze u celosti rekonstruisati od vrednosti f[n],
odnosno, da je signal f(t) jedinstveno odreden uzorkovanjem f[n].

Uslov wg > 2L zove se uslov uzorkovanja. Namece se pitanje - zasto
bas taj uslov? Odgovor na ovo pitanje dobija se posmatrajuéi ws = 2L.
Naime, signal f(t) = sin(Lt) ima spektar F(w) = 5(6(w — L) — d(w + L)).
Ovaj signal je ogranic¢enog opsega F(w) = 0 za |w| > L. Kada se ovaj signal
uzorkuje sa frekvencijom uzorkovanja w, = 2L dobija se f[n| = sin(nLT) =
sin(2nwL/ws) = sin(nm) = 0. Dakle, uzorkovanje f[n] je jednako uzorko-
vanju nula signala. Medutim, kako je nula signal takode ogranicenog opsega
to znac¢i da signal f(t) nije jednozna¢no odreden uzorcima. Dakle, potrebno
je koristiti veéu frekvenciju uzorkovanja.

Definicija 1.14. Neka je L > 0 najmanja frekvencija za koju vazi F(w) =0
za |w| > L. Tada se frekvencija 2L naziva Najkvistova frekvencija.

Ako je frekvencija uzorkovanja veéa od Najkvistove frekvencije onda se
f(t) moze u potpunosti rekonstruisati od uzorkovanja f[n|. Na zalost, u
praksi je retko zadovoljen uslov ws; > 2L. Problemi koji proizlaze iz toga se
nazivaju aliasing problemi.

1.8 Aliasing

Aliasing je pojava koja moze da se javi kada je signal rede uzorkovan. Retko
uzorkovanim signalima smatraju se oni ¢ija je frekvencija uzorkovanja sporija
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od Najkvistove frekvencije. Tada, moze da se desi da jednom nizu uzoraka
odgovara vise razli¢itih signala, odnosno da dode do poklapanja frekvencija.

U ovom slucaju, nije moguée rekonstruisati originalni signal na jedinstven
nacin. Na primer, sinusoidni signal uzorkovan u intervalima a, 27 + a, 47 +
a, ... da¢e skup uzoraka koji su identicni. To su, u stvari, udarci” izmedu
frekvencije i brzine uzorkovanja.

Po Senonovoj teoremi o uzorcima, ne moze se imati aliasing sve dok je
stopa uzorkovanja vec¢a od dvostruko najvece frekvencije prisutne u signalu
iz kojeg se uzima uzorak. Drugim re¢ima, ova pojava je razlog zasto se uzima
uslov wg > 2L.

Ukoliko uslov za uzimanje uzoraka nije zadovoljen, odnosno ws; < 2wy.
Moze se utvrditi koja frekvencija se posmatra pomoc¢u dokaza teoreme 1.11.
U dokazu teoreme spektar rekonstruisanog signala f,.(t) je dat sa

fr(t) © Fr(w) = Fo(w)po, (W)

gde je

oo
Fy(w) = Z F(w — kws).
k=—0o0

Zbog nacina na koji je konstruisana Fy(w), visokofrekventne komponente
u F(w) mogu da zavrse u intervalu I = [==, %] pomeranjem za rastojanje
kuws.

Problem koji se na ovaj nacin dobija jeste ve¢ pomenuti aliasing. Ovo je
ilustrovano na slici 12. Pomeranjem za rastojanje kw,, komponenta frekven-
cije sa frekvencijom wy zavrSava u intervalu I na poziciji w,. Rekonstruisani
signal je signal koji sadrzi samo frekvenciju wi..

g W2 Wy wgl2 kos wo

Slika 12: Uzorkovanje neprekidnog vremenskog signala

Prilikom ispitivanja signala, treba preduzeti mere opreza kako bi bili sig-
urni da nema poklapanja frekvencija. Ovo se moze uciniti na dva nacina:
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e Merenjem na razlic¢itim uzorcima i povecavanjem frekvencije uzorko-
vanja na svim uzorcima kod kojih se uocio aliasing.

e Namernim filtriranjem dolaznog signala pomoc¢u antialiasing filtera.

Antialiasing filteri sluze da ogranic¢e opseg signala, pre njegovog uzorko-
vanja. Na ovaj nacin se zadovoljavaju uslovi Senonove teoreme o uzorcima.
U praksi, kod uzorkovanja zvuka na primer, prvo ¢e se signal pustiti kroz
slabo propusni filter sa prekidnom frekvencijom. To znac¢i da ¢e najveca
frekvencija koja ¢e proci kroz filter biti jednaka polovini frekvencije uzorko-
vanja. Na ovaj nacin izbegava se mogucénost ”curenja” visokofrekventnih
komponenti koje su prisutne u originalnom signalu.

Teorija dozvoljava postojanje takvih filtera, ali se problemi javljaju pri
njihovoj konstrukciji. Naime, ne mogu se konstruisati idealni antialiasing
filteri jer se ¢esto javlja takozvano curenje visokih frekvencija.

Ipak, aliasing se moze iskoristiti. Ako se interval frekvencije proteze od
wo do wy, onda se prazni deo intervala frekvencije izmedu wy i 0 moze podeliti
na nekoliko jednakih intervala frekvencije koji su svi manji od 2(w; — wy).
Interval uzorkovanja tada treba da bude samo m umesto ﬁ Ovo je
na¢in demodulacije signala, odnosno na ovaj nacin se iz originalnog signala
vise frekvencije izdvaja "manji” korisni signal. Ovaj proces je ilustrovan na
slici.

Slika 13: Demodulacija signala
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2 Diskretna Furijeova transformacija, primene
i algoritmi

U ovom delu rada proucavace se transformacije koje pretvaraju diskretni
vremenski signal direktno u domen frekvencije. Odnosno posmatrace se
diskretne Furijeove transformacije. Koriséena je literatura [1], [2], [3], [5],

6] i [7).

2.1 Diskretna Furijeova transformacija

Diskretna Furijeova transformacija, ili kra¢e DF'T, pretvara signal od N uzo-
raka u signal koji se sastoji od dva dela sa po N uzoraka. Signal koji se
transformise zove se ulazni i nalazi se u vremenskom domenu, a signali koji
nastaju zovu se izlazni signali koji se nalaze u frekvencijskom domenu.

Ulazni signal je u vremenskom domenu jer je posmatrani signal uzorkovan
u redovnim intervalima vremena. On sadrzi signal koji se razlaze, dok dva
izlazna signala sadrze amplitudu komponente sinusnog i kosinuskog talasa.
[zraz frekvencijski domen se koristi za opis ovih amplituda.

LIIIRFT]HIN_L LIHIIIIIN_Il
——

Slika 14: Sematski prikaz diskretne Furijeove transformacije

U vremenskom i frekvencijskom domenu se nalaze iste informacije, samo
u drugoj formi. Ako je poznat vremenski domen f[ |, moze se izracunati
frekvencijski F'| |, Sto se naziva razlaganje. Mogudée je i obrnuto, odnosno
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izracunavanje vremenskog domena od frekvencijskog tj. inverzija o kojoj Ce
biti reci kasnije. Ovo je ilustrovano na slici 14.

Broj uzoraka u vremenskom domenu odreden je promenljivom N koja
predstavlja bilo koji pozitivan broj. Kako se za digitalno ¢uvanje i obradu
podataka koristi binarni zapis ¢esto se za N uzima broj koji je neki stepen
broja dva.

Dakle, diskretna Furijeova transformacija funkcionise na sledeé¢i nacin:
Neka je signal od N uzoraka vremenskog domena sadrzan u f[n]. Frekven-
cijski domen ovog signala sastoji se od dva dela, realnog dela Ref[n] i imag-
inarnog dela Imf[n]. Oba dela sastoje se od N uzoraka. Vrednosti realnog
dela Ref[n] su amplitude kosinuskih talasa, dok su vrednosti imaginarnog
dela I'mf[n] amplitude sinusnih talasa. Ovo je ilustrovano na slede¢em
primeru.

Primer 2.1. Neka je dat periodi¢an diskretni vremenski signal f[n] ¢iji pe-
riod je N = 8. Kada se ovaj signal transformise koriste¢i DFT dobije se 8
kosinusnih i 8 sinusnih talasa. Ovo je ilustrovano na slici 15.
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Slika 15: Kosinusni i sinusni talasi koji odgovaraju transformaciji signala
perioda N =8

Konacno, sledi definicija diskretne Furijeove transformacije.
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Definicija 2.1. Neka je f[n| periodican diskretan vremenski signal sa peri-
odom N. Diskretna Furijeova transformacija od f[n] je

Flk] = fln]e 2 mkIN - za |k € 7Z

n

=

Il
=)

Pri tome je na osnovu Ojlerove formule
e 2MIRIN — cos(2mnk /N) — isin(2mnk/N).
Primer 2.2. Neka je dat diskretan vremenski signal
fln] = dn[n+ 1] — on[n] + dn[n — 1]

gde je dx|[n] periodi¢ni niz pojedina¢nih impulsa definisan u definiciji 1.8 iz
Uvoda. Diskretna Furijeova transformacija ovog signala se dobija na sledeci
nacin

N—-1
F[k‘] — f[n]e—zmnk:/N

n=0
N-1

= (On[n+ 1] = dn[n] + dn[n — 1])e2mnk/N
n=0
N-1 N-1

_ 5N[n + 1]6—27rink/N - Z 5N[n]e—27rink/N
n=0 n=0
N-1

+ Z (SN[TT/ . 1]6727rink/N

_ Z—(Q)m‘(N—l)k/N _ 14 e2mik/N

= cos(—2m(N — 1)k/N) +isin(—27n(N — 1)k/N) — 1
+ cos(—2rk/N) + isin(—2mk/N)

0J

Ocigledno je da je F[k| periodi¢na sa periodom N. Dakle, ako se Fk]
posmatra kao diskretni periodi¢ni signal moze se re¢i da diskretna Furijeova
transformacija pretvara periodicni diskretni signal u periodi¢ni diskretni sig-
nal koji ima isti period. Lema koja sledi u nastavku pokazace da taj period
ne mora striktno i¢i od 0 do N — 1. Odnosno da suma moze da ide od bilo
kog celog broja j do j + N — 1.
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Lema 2.1. Neka je f[n] periodi¢ni diskretni signal sa periodom N. Tada,
za svako j € Z vazi:

S st = Y sl

Dokaz: Nekasul,m € Z takvida vazi j = mN +1[, gdeje 0 < < N —1.
Na ovaj nac¢in [ i m su jedinstveno odredeni. Kako je f[n] periodi¢na vazi:

J+N-1

z:f A+ f+1+ .+ flj+N—1]

+ .. +f[-—u+fwyw”+ﬂN+l—u
+ fIN = 1]+ f[0] + ... + f[l — 1]
= [0] f[]+...+f[N—1]

¢ime je pokazana Lema.
|

Drugim rec¢ima, ova Lema kaze da ako se vrednosti signala iz jednog celog
perioda saberu zajedno, onda je ishod isti bez obzira na polaznu tacku ove
sume u jednom celom periodu. Razlog zbog kojeg se ova Lema moze primeniti
na diskretne Furijeove transformacije je u tome sto je opsti pojam u prikazu
F[k] kao suma periodi¢an, kao funkcija od n, sa periodom N.

Dato svojstvo ¢e biti ilustrovano na slede¢em primeru.

Primer 2.3. Neka je dat periodican diskretni vremenski signal f[n] sa

fI=21 =1, f[=1 =0, f[0) = 2, f[1] =

Period ovog signala je N = 4. Diskretna Furijeova transformacija je u ovom
slucaju

1
_ Z f[n]e—27rmk/N

n=—2

— f[_2]647rik/4 + f[_l]e%rik/4 + f[O]eO + f[1]6727rik/4
=1 +0+2-140
_ ewik + 9

29



Koristec¢i Ojlerovu formulu dobija se da je
e™* = cos(mk) + isin(rk) = (—1)* +0.

Dakle, ovaj signal ima DFT F[k] = (=1)* + 2. Ovde treba primetiti da je
imaginarni deo dobijenog signala jednak nuli.

O

Pomenuta Lema takode implicira da diskretne Furijeove transformacije
za N = 2M + 1 mogu biti date sa:

M
_ Z f[n]e—2mnk/N
n=—M

Sada ¢e se pokazati fundamentalna teorema diskretne Furijeove transfor-
macije.

Teorema 2.1. Neka je f[n]| periodi¢ni diskretni vremenski signal sa peri-
odom N. Neka je diskretna Furijeova transformacija data sa

N—1
F[l{?] — f[n]e—27rink/N
n=0
Tada, za svako n € Z vazi
| N
f[n] — N 2 F[k]€27rink/N

Dokaz: Teorema se pokazuje uvrstavanjem F'[k] u sumu na sledeéi nacin:

1 Nl 1 N—-1N-1
_ 2mink /N _ = 2mk(n 0/
N F[/{:]e ~ f
k=0 k=0 (=0
1 N-1 N-1
— N f[l] e27rzk(n l)/N
k=0 1=0
N—-1
=N fllonln — 1]
=0
= f(n)
gde je dy[n — 1] = 5161 o2mik(n—1)/N
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Ovde se koristi oznaka dy[n| jer vazi

1 N
— E 27rink/N
N
k=
1 ako jen € N,
= 1 1_62TrinN/N o . o
N [z = 0 1nace.

2.2 Povezanost analiticke Furijeove transformacije sa
DFT

Po izgledu i funkciji, diskretna Furijeova transformacija je slicna analitickoj
Furijeovoj transformaciji. Ovo se moze pokazati polazec¢i od definicije 1.7
Furijeove transformacije i mnozenjem f(z) sa funkcijom d,(x). Pri tome
se pretpostavlja da je f(z) zanemarljivo malo za sve x koji se ne nalaze u
[0, (N — 1)a] jer tada Dirakov cesalj ima N tacaka.

Dakle,
/ f —imwdx

= ~[F(w) 01 (w)]

CL

Koristeci osobine integrala dobija se:

F(w) = / Z f(x)e ™5, (x — na)dzx

— Z / f(z)e *™6,(x — na)dx
A kako u Dirakovom ¢eslju ima samo N tacaka, suma je konacna.

N-1

Plw)= 3 flnaje e

n=0
Sa druge strane, F(w) je periodi¢na sa periodom % pa vazi:

- 1
F



gde je prvi period od F(w) je isti kao kod analiticke funkcije LF(w).

Neka ima n malih intervala od w Sirine ﬁ U k-tom takvom intervalu,

jednacina postaje

k N-1
F(m) — 2 f(na)efQﬂ'ina(k/Na)
1 k
= _—F(—
a (Na)

Odnosno, dobija se veza izmedu analiticke Furijeove transformacije i DF'T:

f[n]e—Qm'nk/N — 1F<k‘)

a

3
Il
o

2.3 Osobine diskretne Furijeove transformacije

Neka je f[n] diskretni vremenski signal. Tada se transformacija f[n] i F[k]
oznacava sa:

fln] < F[k].
2.3.1 Linearnost
Neka vazi

N-1

Fi[k] =) fa[n]e ?mmb N

Rk = 37 folnle N

n=0

odnosno f1 [n] — F) []{5] 1 fg[n] < Fg[k‘]
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Tada za neke proizvoljne a,b € C vazi

N—-1
Z (Gfl [’I’L] + bf2 [n])e—QWink/N _
n=0 .
- (af1 [n]ef%mk/N + bfs [n}e*%ink/N)
v

(]

N-1
afl [n]efQTrink/N + Z bfg [n]6727rink/N
n=0

n=0
N-1 N-1
—a fl [n]e—Qm'nk/N +b Z f2 [n]e—Qﬂ'ink/N
n=0 n=0
= alFi[n] + bFy[n]

Drugim rec¢ima, vazi
CLfl [n] + bfg [Tl] < (lFl [k] + bFQ[kZ]

Dakle, diskretna Furijeova transformacija je linearna transformacija.

Pri tome, fi[n] i fo[n] ne moraju imati period iste duzine. Neka su, na
primer, N; i Ny periodi koji odgovaraju fi[n| i fa[n] respektivno. Tada je
maksimalna duzina perioda od afi[n] + bfs[n] jednaka max{ Ny, No}. Ali, da
bi aF[k]+bF3[k] imalo smisla, F} i F, moraju imati isti period. Ovo se moze
posti¢i dodavanjem nula. Naime, neka je N7 < N, tada se Fi dobija kao zbir
klasicnog DFT od fi[n] i (N2 — N;y) nula. Odnosno,

Ni—1

Fikl = 3" filnle N gde k=0,1,... Ny — 1
n=0

2.3.2 Inverznost

Teorema 2.1 kaze da se signal f[n] moze rekonstruisati iz F[k] odnosno da je
transformacija koja pretvara F[k] u f[n] inverzna i zove se inverzna diskretna
Furijeova transformacija.

Definicija 2.2. Neka je F[k] diskretna Furijeova transformacija koja odgo-
vara diskretnom vremenskom signalu f[n]. Tada

1 N—-1
N Z F[k]627r7,nk/N
k=0

i zove se inverzna diskretna Furijeova transformacija.

fln] =
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Dakle, moze se zakljuciti da se periodi¢ni diskretni vremenski signal f[n]
moze u potpunosti rekonstruisati iz njegovog diskretnog spektra F'[k]. Ovo
je ilustrovano na slici 14.

Primer 2.4. Neka je poznato F[0] = 1, F[1] = 0, F[2] =0, F[3] =11
period N = 4. Treba naéi odgovarajuéi diskretni vremenski signal f[n] za
n =0,1,2,3. Ovaj signal se dobija na slede¢i nac¢in

1 N-1
f[k’] = N F[n]e27rink/N
n=0
1 4 ' '
= Z(F[O]GD + F[1]€2mk/4 + F[2]e4mk/4 + F[S]eﬁmkz/4)
1 ‘ 1
= Z(1 + 04 0 4 e0mik/y = Z(l + cos(3mk/2) + isin(3mwk/2))

Dakle, trazeni signal je odreden sa f[0] = 1, f[1] = 1%, f[2] = 01 f[3] = 1.

Dalje, ukoliko se zamene promenljive k i n dobija se:

f[k?] _ % F[n]ehmk/z\/‘

N—-1
Nf[—k] _ Z F[n]e—Zwink/N
n=0
Odnosno, dobija se pravilo:
F[n] <> N f[—k].

2.3.3 Preokret u vremenu

Pod preokretom u vremenu podrazumeva se operacija koja u vremenskom
domenu zamenjuje n sa —n. Prilikom pomeranja u vremenskom domenu
takode dolazi do preokreta frekvencije signala. Odnosno diskretna Furijeova
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transformacija signala f[—n| postaje

N-1
fl-nle —2mink/N _ Z F[N 2Tri(an)k/N
n=0
_ Z f[n]€2m'nk/N
n=1
— Fl-K

Drugim rec¢ima vazi:
fl=n] & F[=k]
2.3.4 Konjugacija

Konjugaciju signala f[n] oznacavamo sa f[n].
Koristeci osobine konjugacije dobija se da vazi da

N-1

T —2mink/N __ Z f 627r7,nk’/N
n=0
N-1
— fln]e-2min(=k)/N
n=0
= F[—k]
Odnosno vazi da -
fln] < F[—k]

Za realne signale ovo znaci da je f[n| parna funkcija, a da je F[n] neparna
funkcija. Odnosno, za realan signal f[n], vazi

flnl = fn] 1 Fl=k

—

= Fk],
Sto znaci da je

|F[=k]| = [F[K]| = |F[F]|
odnosno L

argF|—k] = —argF[—k] = —argF[k].
Stavise, kako je F[k] periodican sa periodom N, za realne signale f[n]

vazi da je

F[N — k] = F[-k] = F[K].
To znaci da je dovoljno izracunati F[k] za 0 < k < &, jer vrednosti F[k] za
% < k < N slede iz konjugacije.
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2.3.5 Pomeranje u vremenskom domenu

Neka je f[n] diskretni vremenski signal. Tada je f[n—1], gde je | € Z, takode
diskretni vremenski signal. Moze se pokazati da vazi:

fln —1] < e 2N plE].

Drugim recima, moze se pokazati da kada se vremenski domen pomeri
za | tacaka dobije se DFT koji je pomnozen sa e 2™*/N_ Pri tome, ako je [
pozitivan broj, radi se o kasnjenju u vremenu, a ukoliko je [ negativan broj,
radi se o zurenju.

Ova osobina se pokazuje na sledeéi nacin:

N—-1-1

N-1
Z f[n _ l]e—2ﬂ'ink/N _ Z f[n]e—Qﬂi(n+l)k/N
n=0

n=-—1
N—-1
— 6—27ril/€/N Z f[n]e—Qm'nk/N
n=0

— e—Zﬂilk/NF[k] )

Dakle, iz ove osobine sledi da se spektar amplitude ne menja prilikom
promene u vremenskom domenu jer

e N EIR)| = | FIK]I-

2.3.6 Pomeranje u frekvencijskom domenu

Sicno kao kod pomeranja u vremenskom domenu, pomeraj u frekvencijkom
domenu ¢e dovesti do sledec¢eg pravila:

eZwinl/Nf[n] VAN F[k _ l]

Odnosno, prilikom promene u jednom domenu, nema promene u drugom.

2.3.7 Cikliéna konvolucija

Neka su f[n] i g[n] periodi¢ni diskretni vremenski signali sa istim periodom N
i diskretnim Furijeovim transformacijama F'[k] i G[k|. Postavlja se pitanje,
koji periodi¢ni diskretni vremenski signal u vremenskom domenu ima spektar
Flk]G[k]. Do ovog signala dolazimo primenom definicije 2.1 na proizvod
F[k]G[k] na sledeci nacin:

FIKIGk] = ) fIIGk]e >N

=

N
Il
=)
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Ovaj proizvod je, u stvari, linearna kombinacija signala f[I|G/[k]e=2*/N,

Dalje, ako se primeni osobina pomeranja u vremenskom domenu, dobija

se A
gln — 1] & Gk]e 2mitk/N

Zatim, primenom linearnosti se dobija
N-1

flllgln = 1] < FIK]GIA]

1=0
Dakle, sledi definicija ciklicne konvolucije.
Definicija 2.3. Neka je diskretni vremenski signal (f % g)[n] definisan na

sledeéi nacin
N

(f*g)n] =>_ flllgln —1]

=0

—_

gde su f[n] i g[n| dva periodi¢na diskretna vremenska signala sa periodom
N. Tada je (f * g)[n] cikli¢na konvolucija.

Primer 2.5. Neka su data dva periodi¢na diskretna vremenska signala

fln] = dn[n+ 1] — on[n] + dn[n — 1]

gln] = én[n + 1] + dn[n]

sa periodom N. Njihova cikli¢cna konvolucija se dobija na sledeéi nacin:

=z

(f * g)ln] fllgln =1}

I
N\

2
L

(On[l+ 1] = N[l + N[l — 1) (On[n — L+ 1] + dn[n —1])

20
L o

Snll+ onln — 1+ 1] + 2 S[l + 1]ox[n — 1]

=0

N
Il
=)

N-1 N—-1
= onlllon[n —1+1] =Y dnlllon[n —1]

=0 =0

N-1 N-1

+ > onll = 1onn — 1+ 1]+ o[l — Lon[n —1]

T
=
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In[n— N +2]+dx[n—N+1] —dy[n +1]
—on[n| + onln] + on[n — 1]
Nn+ 2]+ donn+ 1] = dx[n+ 1] + dn[n — 1]
[n+ 2] + dn[n — 1]

OJ

Teorema 2.2. Neka su f[n] i g[n] dva periodi¢na diskretna vremenska sig-
nala. Tada vaZzi

(f*g)ln] = (g flln], zasvenecZ
Odnosno ciklicna konvolucija je komutativna.

Dokaz: Uvodenjem smene m = n — [ u gornju definiciju dobija se:

(fg)lnl =3 Flllgln — 1
n:(N—l)
_ fln — mglm]
= 3" glmlfln — m]
= (g* f)[n]

Dalje, mogu se formulisati i definicije konvolucije u vremenskom i frekven-
cijskom domenu.

Definicija 2.4. Neka su f[n] i g[n] periodi¢ni diskretni vremenski signali sa
periodom N. Neka su F[k] i G[k] njihove diskretne Furijeove transformacije
respektivno. Tada je cikliécna konvolucija u vremenskom domenu proizvod

(f * g)[n] takav da (f * g)[n] +> F[k|G[k]

Teorema koja sledi pokazuje da se primenom DFT na proizvod f[n|g[n]
u vremenskom domenu dobija konvolucija u frekvencijskom domenu.

Teorema 2.3. Neka su f[n] i g[n] periodi¢ni diskretni vremenski signali sa
periodom N. Neka su F'[k] i G[k] njihove diskretne Furijeove transformacije,
respektivno. Tada vazi

flnlgln] > - (F * Gk
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Dokaz: Primenom inverzne diskretne Furijeove transformacije na F[k]

dobija se
N-1

flagla] & 32 P g

Dakle, proizvod f[n]g[n] u vremenskom domenu je linearna kombinacija sig-
nala F[l]e?""/N g[n]. Koristeéi osobinu pomeranja u frekvencijskom domenu
dobija se

Fl]e*™ /N gn] « F[I|G[k — ]

Primenom linearnosti teorema je dokazana.

2.4 Matricni oblik DFT

Da bi se omogucilo koris¢éenje diskretne Furijeove transformacije u nekom
racunarskom programu potrebno je vrednosti signala uneti u formi vektora
ili matrice. To znaci da ¢e diskretna Furijeova transformacija biti operacija
mnozenja odgovarajué¢ih matrica. Kako bi se doslo do odgovarajuceg algo-
ritma za dobijanje vrednosti ovakvog DFT prvo ¢e se prethodna definicija
DFT zapisati u malo drugacijem obliku

Flk] = flnJwi¥ nkeZ (1)
Pri tome je wy = e 2™/N i zove se rotirajuéi faktor (twiddle factor).
Algoritmi koji ¢e se kasnije definisati koristi¢e matrice ¢iji elementi Ce biti ovi
faktori. Odnosno, proizvod ove matrice i matrice koja sadrzi vrednosti sig-
nala predstavlja matri¢ni oblik DFT. Zato ¢e se vrednosti rotirajucih fakora
izanalizirati u nastavku.

Prvo, neka se N moze zapisati kao proizvod N = N; X N, gde su Ny, Ny >
2. Tada je wy = wy,n, = e 2™/MN2 Dakle, ako se wy podigne na stepen

N dobija se

N1 _ _—2miNy/N\Ny _ _—2mi/Ny _
wN1N2—€ =€ —wNQ-

Analogno vazi i za N, odnosno dobija se sledeta veza izmedu korena
WN; s WNy 1 WyN:

Dakle, sada se moze definisati algoritam za diskretnu Furijeovu transfor-
maciju duzine NiNs.
Algoritam se sastoji iz slede¢ih koraka:
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1. Na osnovu diskretnog vremenskog signala f[n] konstruisati My matricu
sa Ny vrsta i Ny kolona:

0 FINM] . fIN—2N] fIN =N
I IV 1] e fIN—2N 4+ 1] fIN = Ny +1]

"o feNi—2) L fIN-NM—2 SN -2

fINU=1] f2Ni—=1] ... fIN =N —1] fIN =1]

Odnosno, elemenat M¢(i,5) u vrsti ¢ = 0,1,..., Ny — 1 i koloni j =
0,1,..., Ny — 1 je dat sa
My(i, j) = fliN + 1]
2. Izracunati DFT sa N, uzoraka od vrste ¢ = 0,1, ..., N; — 1 matrice M;
1 staviti je u vrstu nove matrice

c[0, 0] clo,
c[1, 0] c[1,

C[Nl — 2,0] C[Nl — 2, 1] C[Nl — 2,N2 — 1]
C[Nl — 1,0] C[Nl — 1, 1] C[Nl — 1,N2 — 1]

1] C[O,NQ — 1]
1 1, Ny — 1]
C =

Odnosno, elemenat C(i,7) u vrsti ¢ = 0,1,..., Ny — 1 i koloni j =
0,1,..., Ny — 1 je dat sa

C(i,j) = cli, j]
3. Pomnoziti elemente matrice C' sa rotiraju¢im faktorima wj\j, Dobija se

nova matrica C; sa elementima ¢[i, j] = w%c[i,j] gdejei=0,1,..., Nj—
1ij=0,1,..,Ny— 1.

c[0, 0] c[0,
Ct[l,O] Ct[l,

I a0, Ny —1]
] ct[1, Ny — 1]
Cy=
Ct[Nl—Q,O] Ct[N1—2,]_] Ct[N1—2,N2—1]
[Ny —1,0] ¢[Ni—1,1] ... ¢[Ny—1,Ny—1]

4. Izracunati DFT duzine N; od kolone j = 0,1, ..., N — 1 matrice C} i
staviti ovo u kolonu j matrice Mg
FI0] F[1] F[N; — 1]
F[Ns] F[Ny +1] .. F[2N; —1]
F[N —2N,;] F[N —2N;+1] .. F[N — Ny—1]
FIN—Ny;] F[N—-Ny+1] .. FIN —1]
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Odnosno, elemenat Mg(i,j) u vrsti ¢ = 0,1,...,N; — 1 i koloni j =
0,1,..., Ny — 1 je dat sa

Mp(i, j) = F[iNz + j]
Rezultat ovog algoritma je matrica My koja predstavlja DFT duzine
N1N2 od f[n]
Dati algoritam ¢e se ilustrovati na slede¢em primeru za rac¢unanje DFT
duzine N = 8.
Primer 2.6. Neka su dati signali f[0] = 0, f[1] = 1, f[2] = 0, f[3] = 1,
fl4] =1, f[5] =0, f6] =11 f[7] = 0.

1. Prvi korak algoritma jeste konstruisati odgovaraju¢u matricu M;. U
ovom slucaju ta matrica je data na slede¢i nacin:

fﬂ fﬁ 01
S fBI |10
M=t fi6)| ~ fo 1
fB81 7] 10
Odnosno, broj vrsta ove matrice je 4 pa je Ny = 4, a broj kolona je 2

pa je Ny = 2.

2. Dalje, drugi korak jeste izracunati DF'T duZine 2 od vrsta matrice M}
odnosno konsturisati matricu C.

c[0,0] ¢[0,1] FIO]+ f14] f10] = f[4] 1 =1
P K X B o A TR e AT I D
c[2,0] ¢[2,1] f2]+ fl6] f[2] — f[6] =1
c[3,0] ¢[3,1] SBI+ f17 18] = f17] L1

3. Zatim, treba pomnoziti matricu dobijenu u koraku 2 sa rotiraju¢im
faktorima wg gde i = 0,1,...,3 1 7 = 0,1. Dobija se matrica C; u
kojoj prva vrsta i prva kolona ostaju nepromenjene jer su njihovi odgo-
varajuci rotirajuci faktori jedinice.

1 —1
1 M2 _,;¥2
C, — 2 2
¢ 1 7
V22

1 2 '
A preostala tri elementa se dobijaju mnozenjem sa wi! = e "/ =
2 _ i‘/Ti, w2l = e7™/2 = —j, odnosno w3 = e~/ = —g — i
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4. Poslednji korak algoritma jeste izracunati DF'T duzine 4 od kolona
matrice dobijene u koraku 3. Rezultat ovog algoritma je matrica Mp.

Fl0] F[1] 4 i—iV2—1
v |FR2IFB| _ |0 —i—iv2-1
=R FiBl| T o i+tiv2—1
Fl6] F[7] 0 —i+iv2—1

OJ

U ovom primeru je za dobijanje matrice C' u drugom koraku potrebno
16 elementarnih operacija. Dalje, u koraku tri, potrebno je 3 elementarne
operacije da bi se dobila matrica Cy, a za dobijanje Mg potrebno je 48 ele-
mentarnih operacija. To je ukupno 67 elementarnih operacija.

Ocigledno, treba nastojati da se taj broj smanji jer za veliko N ovaj
algoritam zahteva veliki broj elementarnih operacija.

U opstem slucaju to je 2N; (N2 — Ny) elementarnih operacija za dobijanje
matrice C, (N7 — 1)(Ny — 1) elementarnih operacija za dobijanje matrice Cy
i 2No(N? — Ny) elementarnih operacija da bi se dobila matrica Mp.

Dakle, opisani algoritam ima

2N; Ny(Ny + Na) — 3N{ Ny — Ny — No + 1

elementarnih operacija.

Kako je izracunavanje DFT od N = 2 duzine jednostavno, izracunavanje
DFT duzine N koje se moze razloziti na odreden broj dvojki treba uraditi
uzastopnom primenom DFT duzine N = 2. Na ovaj nacin smanji¢e se broj
potrebnih elementarnih operacija.

Dakle, sada se razmatra DFT od N = 2™ tacaka za neko m > 1. Neka je
Ni=21Ny= om—1,

Da bi se formulisao algoritam, pretpostavlja se da su signali f[2n]i f[2n+
1] periodi¢ni sa periodom Ny = % i da za njih u frekvencijskom domenu vazi

f2n] < Alk]

f[2n + 1] < Blk]

Dakle, algoritam glasi:

1. Konstruisati matricu M; dimenzija 2 x 2™~ oblika

= [0 g g



2. Na vrste matrice My primeniti DF'T od % tacaka. Rezultat je matrica

C:[A[O] A1) ... Ayl .. A[Ng—l]l
B[0] B[] .. B[j] .. B[Ny—1]

3. Elemente ove matrice pomnoziti sa rotirajuéim faktorima w.

wPA[0] wrA[L] .. wA[G] ... w?\}NzlA[NQ—l]}

C, = 4 H
! [w}\}OB[O] wi B[] .. wi Bl . wy ™ TVB[N, — 1]

4. Primeniti DFT duzine 2 na kolone matrice C;. Dobija se matrica Mp
koja daje DFT od N tacaka od signala f[n]:

Mo — [F[o] F[1] . F[j] F[Ng—l]]
FE=\F[Ny] F[N,+1] .. F[Ny+j] .. F[N—1]

gde je

]

3
=~
=
=,

I

za j=0,1,..,Ny— 1.

U sustini, da bi se odredili A[k] i B[k]| potrebno je izrac¢unati DF'T duzine

L od signala f[2n] i f[2n + 1] respektivno. Pri tome se moze koristiti isti
metod sa DFT duzine %. Ponavljajuc¢i ovaj proces dok ne ostane samo

DFT duzine 2. Rezultat ovoga je algoritam brze Furijeove transformacije ili
skrac¢eno FFT (Fast Fourier Transform).

Primer 2.7. Neka su dati signali f[0] = 0, f[1] = 1, f[2] = 0, f[3] = 1,
flal =1, f[5] =0, fl6] =11 f[7] =0.

1. Prvo, treba konstruisati odgovarajuéu matricu My dimenzija 2 x 2371

A0 SR s Fel] o 0 11
Me=1%1 73 7B fm] - [1 10 o]
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2. Zatim, treba primeniti DF'T duzine 4 na obe vrste matrice My da bi se
dobila matrica:

Dakle,

A[O] = F[0] + f12] + f14] + f16]

Al] = fIO] — i f[2] — f[4] + i f[6]
Al2] = f[0] — f[2] + f14] — fl6]i
AR3] = F[0] + i f 2] — f[4] — i f[6]
BlO] = f[1] + f3] + f[5] + £17]

B[] = f] —if[3] = f[5] + if[7]
B2] = f[1] = f[3] + f15] = fI7]i
B[] = f] +if[3] = f[5] — if[7]

pa se dobija

3. Dalje, treba pomnoziti elemente matrice dobijene u drugom koraku sa
rotirajuéim faktorima wf gde je i =0,11j = 0,1,2,3. Pri tome treba
primetiti da elementi prve vrste i prve kolone ostaju nepromenjeni.
Dobija se matrica Cf.

C {wg'OA[O] wy P A[] wyAf2] wg'BAB]]
" [wi®Bl0] wi'B[1] wi?B[2] wy®BI3]

Kako je wg =
matrica:

. 2 L. 3 2 -\/2 .. ’
55 — 157, wy = —i 1wy = —%° — 1% dobija se sledeca

o — 2 i—1 0 —i—1
712 —iv2 0 —iv2
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4. Poslednji korak algoritma kaze da treba primeniti DFT duzine 2 na
kolone matrice C;. Dobija se:

F[0] F[1] F[2] F[3] 4 i—1—iv2 0 —1—i—iy2
M = F[4] F[5] F[6] F[?]]:{O i—1+ivV2 0 —1—¢+¢j‘;}

OJ

Ovde sada treba primetiti da su zadate vrednosti signala u primeru 2.6
i primeru 2.7 iste. Logi¢no, iste su i vrednosti F[j] j = 0,1,..., No — 1 koje
proizvode algoritmi. Medutim, ako se pogleda broj elementarnih operacija
potrebnih da se dobije krajnji rezultat vidi se znacajna razlika.

Kao sto je ve¢ napomenuto broj potrebnih elementarnih operacija prvog
algoritma jeste 67, dok drugi algoritam zahteva 29 elementarnih operacija.
Dakle, znatno manje Sto je od izuzetnog znacaja u slucajevima kada je N
veliko.

Moze se pokazati da u opstem slucaju vazi da je broj elementarnih op-
eracija (3m — 2)2m~ + 1.

Dokaz: Neka je ¢(m) broj elementarnih operacija potrebnih da se izracuna
DFT duzine 2™. Kako je za dobijanje A[k] i B[k] potrebno je 2¢(m — 1), a
za F[k] treba 3 - 2™~1 — 1 elementarnih operacija dobija se:

p(m) =2¢(m —1) +3-2"1 -1

Ostatak se moze pokazati matematickom indukcijom.
Naime,

1. ¢(1) = 2 jer je za izracunavanje DFT duzine 2 potrebno jedno sabiranje
i jedno oduzimanje §to se moze zapisati ¢(1) = (3-1—2)2""1 +1=2

2. Pretpostavimo da vazi ¢(m — 1) = (3m — 5)2m" 2 + 1
3. Koristeci prethodni izraz dobija se

p(m) =2¢p(m —1)+3-2™ 1 —1
=2[(3m —5)2"? +1]+3-2"1 -1
=[Bm—-5+3)2""+1
=(Bm—2)2"" +1

Dakle, vazi
p(m) = (3m —2)2™ ' +1
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Slika 16: Sematski prikaz leptir algoritma

Dakle, za ovakvu FFT broj potrebnih elementarnih operacija je reda m -
2™ = Nlogy(N) sto drasticno povecava brzinu algoritma, pogotovo za velike
N.

Izracunavanje F[j] i F[Ny+ j| se Cesto naziva leptir algoritam (butterfly)
jer Sematski prikaz ovog algoritma ima oblik leptira. Logicno, FFT algoritam
za racunanje DFT od 2™ uzoraka predstavlja niz od 2™ leptira. Na slici 16
se moze videti Sematrski prikaz leptir algoritma koji odgovara prethodnom
primeru.

Moze se pokazati da se za N = 2™ pocetni niz leptir Seme moze dobiti
tako da se brojevi 0,1, ..., N — 1 predstave kao binarni brojevi sa m cifara i
onda da se promeni red cifara u binarnom predstavljanju broja (bit reversal).

2.5 Primena FFT

Kako brza Furijeova transformacija, u stvari, predstavlja algoritam za do-
bijanje diskretne Furijeove transformacije duzine 2, primena FFT i primena
DFT se ne razlikuju.

Dakle, FFT moze da se koristi za izracunavanje Furijeovih koeficijenata,
Furijeovih integrala, za efikasno dobijanje proizvoda ciklicne konvolucije, za
unakrsnu korelaciju (cross-correlation) kao i za mnoge druge stvari. Sada
¢e biti navedene neke od tih primena.
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2.5.1 Izracunavanje Furijeovih integrala

Furijeova transformacija F'(w) od neprekinog vremenskog signala f(t) jeste
Rimanov integral

F(w) = /OO f(t)e “tdt

Ukoliko je signal f(t) apsolutno integrabilan onda

F)= [ foe =1 [ g

[t|=T

g/ FOldt— 0 za T — o
[tI>T

Dakle, za dovoljno veliko 7" i proizvoljno w integral

Fr(w) = / . f(t)e ™tat

je dobra aproksimacija F'(w).

Ovaj integral, u stvari, predstavlja spektar od f(t)par(t) gde je por(t)
pravougaona pulsna funkcija trajanja 27'. Kaze se da je f(t¢) pomnozena sa
pravougaonim vremenskim prozorom (time window) Sirine 27". U frekvenci-
jskom domenu ovo odgovara konvoluciji od F(w) sa Q”"T(Tw)

Izracunavanje spektra F(w) mnozenjem sa vremenskim prozorom rezul-
tuje greskom. Ova greska je mala ukoliko je vremenski prozor dovoljno velik.

Dalje, nakon $to se izabere odgovarajuée 7', uzorkovanjem od f(t) sa 2V
uzoraka u intervalu [—T, T period uzorkovanja je %.

Neka je t, = % Primenom trapezoidnog pravila dobija se

T ' ‘ N-1 |
Fr(w) ~ IN (f(—T)ez“’T + f(T)e ™7 +2 Z f(tn)e_’“’t")

n=1—-N

Da bi se mogao primeniti DFT duzine 2N potrebno je definisati peri-
odican diskretni vremenski signal f,[n] na sledeéi na¢in

1

Bl=N] = SUF(=T) + £(T))

folnl=f(tn) zan=-N+1,-N+2,.. N—1
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Neka je, dalje, w = %’T tada se dobija

FT(k—W) ~ Z NZ_I f [n]€72m‘kn/2N
T N P
n=—N
Ovde treba primetiti da je desna strana ovog izraza, sve do faktora %,

jednaka DFT-u duzine 2N od f,[n]. Kako je Fr(w) aproksimacija od F(w)
moze se zakljuciti da se DFT moze koristiti za aproksimaciju spektra nepe-
riodi¢nog neprekidnog vremenskog signala.

2.5.2 Brza konvolucija

Konvolucija ima brojne znacajne primene u raznim oblastima kao Sto su
verovatnoca, statistika, obrada signala i mnoge druge. Medutim, standardni
algoritam konvolucije je spor jer zahteva veliki broj operacija mnozenja i
sabiranja. Stavise, da bi se izra¢unala konvolucija za neku fiksiranu vrednost
n potrebno je izvrsiti operaciju sabiranja N — 1 puta i operaciju mnozenja
N puta. Dakle, potrebno je 2N — 1 elementarnih operacija za izracunavanje
konvolucije sa fiksiranim n. U opstem slu¢aju potrebno je 2N? — N elemen-
tarnih operacija, $to za veliko N znaci da je broj operacija reda N2.

Jednostavnim dovodenjem problema u domen frekvencije preko DFT-a ne
resava se problem jer je i dalje potreban veliki broj ra¢unanja. Stavise, broj
operacija koji je potreban za racunanje DFT-a je priblizan broju operacija
potrebnih za direktno izracunavanje konvolucije.

Ovo je razlog zbog kojeg iako je dugo bio poznat metod DFT nije se
koristio za racunanje konvolucije. Tek kada je razvijen FFT, otkriveno je i
da konvolucija multiplikacijom u frekvencijskom domenu moze biti stotinu
puta brza od konvencionalne konvolucije. Problemi koji su se izracunavali
po sat vremena, svedeni su na samo nekoliko minuta.

Osnovni koncept brze konvolucije jeste da se iskoristi veza izmedu kon-
volucije i skalarnog mnozenja u frekvencijskom domenu. Iz tog razloga, pre
nego $to se moze formulisati algoritam za racunanje brze konvolucije potrebno
je podsetiti se Teoreme 2.3 po kojoj DFT duzine N proizvoda konvolucije
predstavlja proizvod F[k] i G[k]. Konaé¢no, sledi algoritam za ra¢unanje brze
konvolucije:

Neka su dati signali f[n] i g[n].

1. Izra¢unati DFT od N uzoraka od f[n] i g[n] i oznaciti sa F[k] i G[k]
respektivno.

2. Odrediti proizvod F[k|G[k].
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3. Potom, primeniti na F[k|G[k] inverznu DFT. Rezultat je proizvod kon-
volucije.

Drugim re¢ima, FFT konvolucija se bazira na mnozenju u frekvencijskom
domenu koje odgovara konvoluciji u vremenskom domenu. Ulazni signal se
transformise u domenu frekvencije koriste¢i DFT, a zatim se transformise
nazad u vremenski domen koriste¢i inverzni DFT.

Primer 2.8. Neka su data dva signala f[n] i g[n| na slede¢i nacin:

S0 =0, fA] =0, f2] =1, f3] =1, fl4] = 1, f5] = 1, f[6] =0, f[7] =0

glo] =1, ¢g[1] =0, 9[2] =1, g[3] =0, g[4] = 0, g[5] = 1, g[6] =0, g[7] = 1.

Neka su ta dva signala predstavljena pomoc¢u matrica My i M, respektivno.
Odnosno,

BiOR BRI R
M = [f[4] 7151 fl6] f[ﬂ} —[ }

M. — [9[0] gl 9[2] 9[3]] _ B (1J (1] (1)}

e Prvi korak algoritma jeste primenititi DFT duzine N = 8 na ove dve
matrice. Dobijaju se matrice

4 i—1—iv2 0 —1—i—1iV2

F[k]:[o i—14iV2 0 —1—i+iV2

40 2+2 0
G[k]_{o 0 2-2i 0}

e Drugi korak jeste pomnoziti matrice F'[k] i G[k].

e - [ 00

e Primenom inverzne DFT konaé¢no se dobija
2 2 2 2
2 2 2 2
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Da bi se dobila DFT duzine N potrebno je NlogsN elementarnih op-
eracija, za odredivanje proizvoda F[k]G[k] je potrebno N operacija, a za
izracunavanje inverzne DFT je potrebno 2N (logsN) elementarnih operacija.

Dakle, za izracunanje proizvoda konvolucije potrebno je ukupno

2N (logaN) 4+ N + N(logoN) = 3N(logaN) + N

elementarnih operacija.

Na ovaj nacin, potrebno je manje elementarnih operacija za dobijanje
proizvoda konvolucije nego pomoéu direktnog metoda. Stavise, posmatrajudi
ovaj broj u odnosu na broj operacija reda N2, za veliko N, ova metoda
zahteva znacajno manje operacija.

2.5.3 Brza korelacija

Jedna od vaznih primena brze Furijeove transformacije je efikasno prepoz-
navanje Sablona i detekcija ”velikih” signala pomoc¢u "malih”. Metod kojim
se to postize se zove unakrsna korelacija (cross-correlation). Ovaj izraz
dolazi od statistike jer operator korelacije igra glavnu ulogu u statistickoj
obradi signala.

Definicija 2.5. Neka su fi[n] i fa[n| dva periodi¢na diskretna vremenska
signala sa periodom N. Tada je unakrsna korelacija definisana na sledeci

nacin:
N-1

praln] =Y Alllfaln +1]

=0

Ova definicija unakrsne korelacije uzorka vazi samo za stacionarne sto-
hasticke procese odnosno signale koji ostaju nepromenjeni tokom vremena.
Data definicija ¢e biti ilustrovana na slede¢em primeru.

Primer 2.9. Neka su data dva periodi¢na diskretna vremenska signala

fl[n] = (SN[TZ} + (5N[n — 1]

fg[’n] = 51\7[77,] + (SN[H + 1]

50



sa periodom N. Koriste¢i prethodnu definiciju i osobine konjugacije, dobija
se unakrsna korelacija na slede¢i nacin:

=2

p12ln| = J1ll] fa[n + 1]

0

2T

I

2
L

(On[l] +on[l = 1)) (On[n + 1]+ dn[n+ 1+ 1))

T
=

=2

(ON[l] + N[l = 1)) (On[n + 1] + on[n + 1+ 1])

N
I
o

I
(o)

N[n] +onn+ 1]+ dn[n + 1] + dn[n + 2]

Medutim, za razliku od konvolucije, unakrsna korelacija nije komutativna.

p271[n] = - f2_[l]f1[”+l]
N T T T D)l + 1+ owln 41— 1])
3" (Gl + S ll + 1)l + 1+ Sl 41— 1))
= 5;[71] +on[n+ 1]+ dn[n— 1]+ dn[n — 2]

O

Definicija 2.6. Neka je f[n| periodican diskretni vremenski signal. Tada se

N-1

plnl =Y FUlfIn +1]

1=0
zove autokorelacija signala f[n].
Dalje, kako je f[n] <+ F[k], a f[n + 1] > e>™*/N F[k] dobija se da vazi
pln] < FIKIF[K] = |F[k]].

Dobijeni spektar autokorelacije zove se spektar snage.
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3 Z-transformacija

U ovom delu rada ¢e se objasniti pojam z-transformacija jer se diskretne Fu-
rijeove transformacije mogu posmatrati kao specijalni oblik z-transformacija.
Korigéena je literatura [1], [5]

3.1 Definicija z-transformacije

Z-transformacija predstavlja siri pojam od diskretne Furijeove transformacije
jer podrazumeva beskonacnu sumu.

> e

n=—oo

To znaci da se signal moze u potpunosti sagledati, odnosno mogu se
iskoristiti sve informacije sadrzane u njemu. Dakle, u ovom delu rada moze
se razmatrati signal f[n]| koji nije periodic¢an.

Uvrstavanjem z = ¢ dolazi se do definicije z-transformacije:

Definicija 3.1. Neka je f[n]| diskretan vremenski signal. Z-transformacija
od f[n] predstavlja

F()= 3 fln)=
za one vrednosti z za koje red konvergira.

Dakle, postavlja se pitanje kada je dati red konvergentan. Da bi se odgov-
orilo na dato pitanje i da bi se kovergencija z-transformacije mogla bolje
sagledati, sada ¢e se z-transformacija podeliti na kauzalni i nekauzalni deo.
Odnosno, treba se podsetiti podele signala na kauzalne i nekauzalne signale i
definicije 1.5 iz Uvoda koja kaze da je diskretni vremenski signal f[n] kauzalni
ako vazi f[n]=0 za n < 0.

Po slicnom principu, slede definicije.

Definicija 3.2. Kauzalni deo z-transformacije je

Fo(z) =" flnl=

Definicija 3.3. Nekauzalni deo z-transformacije je

F)= Y Sl =Y sl

n=—oo

92



Dakle, moze se zakljuciti
F(z) = F_(2) + Fy(2)

odnosno z-transformacija konvergira ako i samo ako konvergira i kauzalni i
nekauzalni deo z-transformacije.

Treba primetiti da je z-transformacija funkcija koja zavisi od komplek-
sne promenljive, pa se ona definise u kompleksnoj z-ravni. Odnosno, z-
transformacija predstavlja vezu izmedu signala u vremenskom domenu f[n]
i signala u z-domenu F[z]. U z-ravni krug koji je oivicen sa |z| = 1 zove
se jedinicni radijus ili jedinicni krug. U ovom krugu z-transformacija i Furi-
jeova transformacija se poklapaju. Preciznije, u tacki z = 1 z-transformacija

i Furijeova transformacija se poklapaju za w = 0, u tacki z = —1 poklapaju
se za w = —m, itd.
SIGNAL Z-TRANSFORMACIJA OBLAST
KONVERGENCIJE
d[n] 1 za sve z
e[n] — 2] > 1
—e[—n — 1] — 2] <1
d[n — mj z=m z#0
a"e[n] . 2| > al
—a"e[—n — 1] e |z] < |a|
na"e[n] % 2] >
—na"e[—n — 1] % |z| < |a

Tabela 1: Tablica z-transformacije

Kako Furijeova transformacija ne konvergira u svakom slucaju, tako i
z-transformacija ne konvergira za svako z. Treba odrediti oblast u kojoj z-
transformacija konvergira. To je moguce pomocu radijusa konvergencije koji
¢e se definisati u nastavku, a primeri z-transformacije kao i odgovarajuce
oblasti transformacije se mogu videti u Tabeli 1.

Definicija 3.4. Neka je >~ a,2" stepeni red. Tada postoji neko R takvo
da:

1. ako R = oo onda red apsolutno konvergira za svako z € C,
2. ako R = 0 onda red konverira samo ako je z = 0 ili

3. ako R > 0 onda red konvergira za |z| < R a divergira za |z| > R
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Slika 17: Oblast konvergencije z-transformacije kada R; < R»

Tada se R naziva radius konvergencije stepenog reda.

Neka je sada R; ! radius konvergencije kauzalnog dela i neka je R, radius
konvergencije nekauzalnog dela. Tada, kauzalni deo konvergira za |z| > Ry,
a nekauzalni deo apsolutno konvergira za |z| < Rs.

Ukoliko vazi R; < R, tada:

e Ako |z| > Ry kauzalni deo konvergira dok nekauzalni deo divergira pa
je z-transformacija divergentna.

e Ako je |z| < Ry tada je z-transformacija opet divergentna jer iako
nekauzalni deo konvergira, kauzalni deo je divergentan.

Dakle, za R; < Ry z-transformacija konvergira u prstenu R; < |z| <
R,. Ovaj prsten se naziva oblast konvergencije (region of convergence)
z-transformacije. Ovo je prikazano na slici 17.

Ocigledno, ako je R; > Ry onda je oblast konvergencije prazna, odnosno
z-transformacija je divergentna za svako z € C.

Ako je Ry = 0 onda je oblast konvergencije unutrasnjost kruga ¢iji je
radijus Ry izuzev z = 0. Ovo je ilustrovano na slici 18.
radijus R; Sto se moze videti na slici 19.

Moguce je da z-transformacija konvergira iako Furijeova transformacija ne
konvergira. Naime, ako je f[n] = s[n] funkcija koja nije apsolutno sumabilna
odnosno Furijeova transformacija ne konvergira apsolutno. Medutim, s[n]z="
je apsolutno sumabilna ukoliko je z > 1 odnosno z-transformacija konvegira.
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Slika 18: Oblast konvergencije z-transformacije kada R; = 0

{l Im

Slika 19: Oblast konvergencije z-transformacije kada Ry = oo

Ovo se moglo naslutiti na osnovu ¢injenice da se z-transformacija i Furijeova
transformacija poklapaju za |z| < 1.

U praksi se cesto pojavljuju signali koji su ukljuceni u odredenom vre-
menskom trenutku. Za takve signale postoji N takav da f[n] = 0 za sve
n < N. Tada se nekauzalni deo z-transformacije sastoji od konac¢nog broja
elemenata koji nisu nula pa ovaj deo z-transformacije konvergira za sve z.
Odnosno, tada je R = 0o, a oblast konvergencije je spoljasnjost kruga ¢iji je
radijus ;. Primer ovog su kauzalni signali.

Neka je P oblast konvergencije, tada se z-transformacija koja se dodeljuje

signalu f[n| moze predstaviti na slede¢i nacin:
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fln] < F(z), zasvez € P

3.2 Osobine z-transformacije
3.2.1 Linearnost

Neka su f[n] i g[n] dve diskretna vremenska signala. Neka su F'(z) i G(2)
odgovarajuce z-transformacije. Drugim re¢ima, neka vazi:

fin] & F(z)
gln] < G(2)

Tada za sve a,b € C vazi
af[n] + bg[n] <> aF(z) + bG(2)

Da je to zaista tako pokazace se u nastavku:

af[n] + bg[n]
=
afln)z™" + bg[n]z™"
=

o0

Z af[n]z™" + Z bg[n|z""

n=—0oo n=—0oo

=

@ 32 S Y gl

-
aF(z) + bG(z)

Dakle, z-transformacija je linearna.

3.2.2 Inverznost

Jedna od vaznih uloga z-transformacija jeste analiza linearnih diskretnih vre-
menskih sistema. Ovakve analize zahtevaju da se z-transformacija moze
ponovo dobiti nakon odredenih manipulacija. Odnosno, potrebno je naci
inverznu z-trnsformaciju.
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U nastavku ¢e se objasniti tri metode pomoc¢u kojih se dobijaju inverzne
z-transformacije. Prvi metod jeste metod inspekcije (inspection method).
Pomenuti metod ¢e se objasniti na slede¢em primeru.

Primer 3.1. Neka je dat signal f[n] = d[n] gde je d[n] Kronekerova delta.
Z-transformacija ovog signala je data sa

F(z)= > fln)z"" (2)
= Z d[n]z"" (3)

Kako je Kronekerova delta jednaka nuli za sve vrednosti n koje nisu nula, a
samo za n = 0 je jednaka 1, data suma je jednaka jedinici. Sada treba naci
inverznu z-transformaciju. Pri tome se koristi Tabela 1 z-informacije u kojoj
se "inspekcijom” pronalazi da je za z-transformaciju F'(z) = 1 odgovarajuci
signal §[n]. Odnosno, dobija se da vazi

d[n] <1
0J

Ocigledno, metod inspekcije zavisi od obimnosti tablice z-transformacije.
Problem nastaje ukoliko se neka z-transformacija ne nalazi u datoj tabeli.

Sada ¢e se razmotriti z-transformacije koje se ne nalaze u tabeli, ali se
mogu razloziti na delove koji se nalaze u tablici. Drugim recima razmotrice
se metod parcijalnog prosirenja razlomka. (partial fraction expansion).

Neka je dato F'(z) kao jedna racionalna funkcija koja se moze zapisati u
obliku

F(z) = ag+arz+ ...+ ap12" + a2 A2)
byt bzt F b2 b2 B(2)
Neka je a,, # 01 b,, # 0, odnosno, red od A(z) je n, a red od B(z) je m.

Da bi se primenio pomenuti metod, treba primetiti da se F'(z) moze
zapisati i u slede¢em obliku

Cag (I—cz ) (=2t
N bo (1 — dlz_l) Cat (1 — dmZ_l)

gde su ¢ # 0, k=1, ...,n nule polinoma A(z), ady #0, k=1,....,n su
nule polinoma B(z) koje se jos zovu i polovi (poles).

F(z)
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Ukoliko je n < m i polovi su prvog reda, prethodna jednacina se moze
zapisati kao

Al Am
Fz)=——+ ...+ ——F—
(2) 1—dz71 et 1—d,z1

Na ovaj nacin, F'(z) se moze predstaviti kao suma elemenata koji se nalaze
u tablici. Sledeé¢i primer ilustruje ovo svojstvo.

Primer 3.2. Neka je data z-transformacija F'(z) = (1_2271)1(1_4271). Pri-
menom metoda parcijalnog prosirenja razlomka dobija se

1
F&) = a2
Ay Ay
(1—227) * (1 —4z71)
2 1

(1—4271)  (1-2270)
Odnosno, na osnovu Tabele 1 se moze zakljuciti da je odgovarajuéi signal za
datu z-transformaciju f[n] = 2-4"¢[n| — 1 - 2"¢[n].

O

Tre¢i metod za dobijanje inverzne z-transformacije je razvoj reda u
stepeni red (power series expansion). Ovaj metod pronalazi inverznu z-
transformaciju na slican nacin kao i prethodni metod, pronalazenjem koefici-
jenta uz z~!. Odnosno, z-transformacija ¢e se posmatrati u slede¢em obliku

Fe) = 3 flnls

= .+ fI0]2°+ fl)z7 4 f2l2 7% A+
Sledi primer za ilustraciju ovog metoda.
Primer 3.3. Neka je data z-transformacija
F(z)=(1—-2H(1 44271

Kako su svi polovi jednaki nuli, ne moze se primeniti prethodni metod parci-
jalnog prosirenja razlomka. Umesto toga, inverzna transformacija se dobija
na slede¢i nacin

F(z)=(1—-2"YH(1 44271
=142z 48272
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Da bi se dobio trazeni signal potrebno je obratiti paznju na koeficijente.
Odnosno, treba primetiti

flo]=1
fl]=2
fl2]=38
f[k] = 0 za sve ostale k

Dakle, dobija se da je odgovarajuci signal

fIn] = é[n] + 25[n — 1] + 8d[n — 2]

3.2.3 Vremenski preokret

Postavlje se pitanje, sta se deSava ukoliko se n zameni sa —n. Odnosno,
polazedi od slede¢e sume

[ee]

> fl-nle"

n=—oo

da li je moguce dobiti z-transformaciju.
Odgovor se nalazi u smeni s = % Naime, ako vazi data smena, suma

postaje
> flenlsT = F(s)
Drugim rec¢ima, vazi
1
fl=n] & F()

Treba, takode, primetiti da ako je R radijus konvergencije od F(z) tada
je }lz radijus konvergencije od F(%)

3.2.4 Konjugacija

Z-transformacija od signala f[n] je F'(Z) odnosno f[n] <» F(Z) jer:

> [l =) fnlz)

n=—oo n=—oo

(2)

=

29



Odavde sledi da ako je f[n] realan signal tj ako vazi fln| = f[n] tada
uvrstavanjem u gornju jedna¢inu se dobija da vazi i F(z) = F(Z).
Ocigledno, vazi i obrnuto. Neka vazi F(z) = F(Z) tada su sume

jednake pa je f[n] = f[n] odnosno dati signal je realan.

Neka je f[n]| realan signal i neka je a nula od F(z). Tada je F(a) =
F(a) =0 sledi da je F(a) = 0 odnosno @ je nula od F(z).
3.2.5 Pomeranje u vremenskom domenu

Neka je | € Z tada vazi

S -l = 3 Sl
= 27'F(2)

odnosno

fln =1 & 27'F(2)

Kada je I < 0 tada se signal f[n] pomera levo, a kada je [ > 0 onda se
pomera desno.

Diskretni vremenski signal za koji vazi f[n] # 0 za samo kona¢no mnogo
vrednosti n moze se prikazati na sledec¢i nacin:

N

flnl =Y fl1sn —1]

I=—N

gde je N takvo da f[n] =0 za |n| > N.
Sledi da je z-transformacija datog signala data sa

P =3 sl
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Primer 3.4. Neka je dat signal 6[n — []. Koris¢enjem osobine pomeranja
u vremenskom domenu, lako se dobija da je odgovarajuca z-transformacija
datog signala

A

F(2)=27"F(2)

=zt

Ovo se moze proveriti u Tabeli 1.

3.2.6 Skaliranje u z-domenu

z
a

Pod skaliranjem u z-domenu smatra se smena z sa = gde je a kompleksan

nenula broj.
Dakle,

F()= > )™

= > a'flla"

n=—0oo

Odavde se dobija

a"fln) & F()

3.2.7 Diferenciranje u z-domenu

Prvo se treba podsetiti diferencijabilnosti stepenog reda S(z) = Y a,2".
Neka ovaj red ima radijus konvergencije R. Tada za |z| < R vazi

%S(z) = ; na,z""".

Ova osobina se moze prosiriti na stepeni red u z-domenu.

Da bi se doslo do definicije diferenciranja u z-domenu treba krenuti od
definicije z-transformacije. Potom treba diferencirati i levu i desnu stranu i
na kraju pomnoziti sa —z.

Odnosno,
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s
O Ml = 3 (sl
-
o nimf[nw . —znioo<—n)f[n]2“
-
—zdilz i fln]m = i nfln]z"

Sledi da je diferenciranje z-transformacije dato na slede¢i naé¢in

nfn] < —ziF(z)

dz
Primer 3.5. Neka je dat signal f[n] = ¢[n]. Iz tablice je poznato da je
z-transformacija ovog signala jednaka F(z) = 1_;1. Da bi se dobila z-

transformacija koja odgovara signalu f[n] = ne[n], data z-transformacija ¢e
se diferencirati po z i potom pomnoziti sa —z.

d —272
—ZEF@I) = z<1 — T
B (1 —2z71)2 = F(z)

Ovo je zaista z-transformacija od f [n] §to se moze videti u u sedmom redu
Tabele 1 za a = 1.

3.2.8 Konvolucija

Neka su data dva diskretna vremenska signala f[n] i g[n]. Neka su njihove
z-transformacije date sa F'(z) i G(z), respektivno. Do definicije konvolucije
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u z-domenu dolazi se pomoc¢u z-transformacije signala oblika

Zf [n—1].

l=—

Naime, z-transformacija ovakvog signala je

H(z) = Z hln]z~

- % 3 a1
n=—oo [=—oo

Uvodenjem smene k = n — [ dobija se

- 33 st

= > D fllglk="em
= > S Y0 gkl
= > Sl ) gkl
= F(2)G(2)

Dakle, sledi definicija konvolucije u z-domenu.

Definicija 3.5. Neka su data dva diskretna vremenska signala f[n] i g[n].
Proizvod konvolucije je

(f *9)ln Zf 1]
l=—00

Teorema koja sledi zove se teorema konvolucije i bi¢e data bez dokaza.

Teorema 3.1. Neka su data dva diskretna vremenska signala f[n] i g[n].
Neka su F'(z) 1 G(z) odgovarajuce z-transformacije. I neka je P presek oblasti
konvergencije ovih z-transformacija. Tada vazi

(f*xg)n] < F(2)G(z) za z € P
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U praksi se ¢esto susrecu signali koji imaju kona¢no vreme ukljucivanja
(finite switch-on time). Oblast konvergencije ovakvih signala predstavlja
spoljasnjost kruga. Proizvod konvolucije dva ovakva signala je opet jedan

takav signal pa je oblast konvergencije opet spoljasnjost kruga.
Neka su f[n] i g[n] diskretni vremenski signali takvi da vazi f[n] = g[n] =
0 za n < N. Konvolucija se tada moze zapisati kao

(f *g)ln Zf [n—1]

l=—00
0

—Zf [n—1]

Akojen <2N ondan—1<2N — N = N zal < N. Odnosno, proizvod
konvolucije je nula zan < 2N. Ako je pri tomeil > n—N tadaje giln—1I] =0
tj., samo konacan broj elemenata ove sume nije nula.

Dakle, zakljucak je da vazi

n—N

(f *g)ln] = (Z flllgln — l]) € [n —2N]

I=N
A ako su pri tome f[n] i g[n] kauzalni signali onda je i njihov proizvod
konvolucije takode kauzalni signal. Drugim recima,

(f*g)[n (Zf n—l) [n]
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4 Primene u Matlabu

Algoritmi koji su uvedeni u poglavlju 2 mogu se primeniti u raznim pro-
gramima. U ovom radu koris¢en je Matlab program. Dakle, slede odgo-
varajuci kodovi i njihova objasnjenja.

4.1 DFT i FFT algoritmi

Prvo se razmatra algoritam koji je ilustrovan na primeru 2.6. Njegov odgo-
varajuc¢i Matlab kod glasi

function MF = algoritam(M f)
[N1, N2| = size(M f);
N = N1x%x N2;
forn=0:1:N2—-1
for k=0:1:N2-1
w2 = cos(—2*pixnxk/N2)+ 1i * sin(—2 % pi * n*x k/N2);
An+1,k+1) = w2;

end
end
C=DMfxA;
C

forn=0:1:N1-1
for k=0:1:N2-1
w=exp(—2xpi*xixknxk/N);
Ctin+1L,k+1)=C(n+1,k+ 1) * w;
end
end
Ct
forn=0:1:N1-1
for k=0:1:N1-1
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wl = cos(—2*pixn*xk/N1)+ li* sin(—2*pixn*k/N1);
Bn+1,k+1) =wl,;
end

end
MF = B x Ct,

Ovaj algoritam za unesenu matricu M; racuna matricu Mg. Dakle, prvi
korak ovog algoritma jeste uneti matricu My. Potom, uneseni podaci prolaze
kroz tri for petlje.

Prva for petlja pravi matricu A koja u sebi sadrzi odgovarajuée vrednosti
rotirajuc¢ih faktora. Potom se formira matrica C' kao proizvod unesene ma-
trice i transponovane matrice A. Drugim recima ova for petlja predstavlja
drugi korak algoritma.

Druga for petlja ovog algoritma kreira matricu C;. Ova matrica se do-
bija tako Sto se elementi prethodno dobijene matrice C' pomnoze sa odgo-
varajué¢im rotiraju¢im faktorima. Odnosno, ovo predstavlja tre¢i korak algo-
ritma.

Treca for petlja pravi matricu B od odgovaraju¢ih rotiraju¢ih faktora.
Konacno, dobija se Zeljena matrica My kao proizvod matrica B i Cy gde je
C; matrica koja je izracunata u prethodnom koraku.

Sada se ovaj algoritam moze primeniti na primer 2.6 tako Sto se u Matlab
unese odgovarajuca matrica M; odnosno: algoritam([0 1;1 0;0 1;1 0]).

Algoritam ¢e u ovom slucaju ispisati slede¢e matrice:

C =
1.0000 + 0.0000z —1.0000 + 0.00007
1.0000 +- 0.0000¢ 1.0000 + 0.0000z
1.0000 + 0.00007 —1.0000 + 0.00002
1.0000 + 0.0000z 1.0000 + 0.0000z
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1.0000 + 0.0000z —1.0000 + 0.00007
1.0000 + 0.0000: 0.7071 — 0.70712
1.0000 + 0.00002 0.0000 + 1.0000z
1.0000 + 0.0000z —0.7071 — 0.70712
ans =
4.0000 + 0.00001 —1.0000 — 0.4142;
—0.0000 — 0.0000¢ —1.0000 — 2.41424
0.0000 — 0.0000z —1.0000 + 2.4142;
0.0000 — 0.00002 —1.0000 + 0.4142:

Drugim rec¢ima, algoritam ispisuje iste matrice koje su ru¢no dobijene u
primeru 2.6. Treba primetiti da za rad algoritma nije neophodno ispisati
matrice C' i C} ve¢ je to ucinjeno da bi se pomenuti primer mogao bolje
sagledati.

Sada se posmatra drugi algoritam koji je ilustrovan na primeru 2.7. Odgo-
varaju¢i Matlab kod ovog algoritma je
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function MF = algoritam2(M f)

[N1,N2| = size(M f);

N = N1x N2;

if N1~=2 || rem(N2,2) ~=0

fprint f(’Uneta matrica nije odgovarajucih dimenzija.

Dimenzije moraju biti 2 x 2" 1);

else

forn=0:1:N2—-1

for k=0:1:N2—-1

w=exp(—2xpixixnxk/(N/2));
An+1,k+1) = w;

end
end
C=Mf=xA;
C

forn=0:1:1
for k=0:1:N2—-1
v=exp(—2*pixixn*xk/N);
Ctin+1,k+1)=C(n+ 1,k +1) *v;
end
end
Ct
forn=0:1:1
for k=0:1:1
y=exp(—2*pixi*xnx*k/2);
Bn+1,k+1)=uy;

end
end
MF = B % Ct;
end

Ovaj algoritam funkcionise na slican nacin kao i prethodni tako sto za
unesenu matricu M; racuna matricu Mp. Medutim, sada su bitne dimenzije
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matrice My. Odnosno, prvo se mora ispitati da li je uneta matrica dimenzija
2 x 2™~1 Ovo se ispituje pomoéu operacije ”if’. Dakle, prvi korak ovog
algoritma jeste uneti matricu My i ispitati da li su dimenzije date matrice
odgovarajuce. Potom, uneseni podaci prolaze kroz tri for petlje, na slican
nacin kao i u prethodnom algoritmu.

Prva for petlja, odnosno drugi korak algoritma, kreira matricu A koja
sadrzi odgovarajuce vrednosti rotirajuc¢ih faktora. Zatim se formira matrica
C, sliéno kao i pre. Dobijena matrica C bi¢e dimenzija 2 x 2™71,

Druga for petlja, tre¢i korak algoritma, pravi matricu C;. Ova matrica
je, u stvari, matrica C' pomnozena sa odgovaraju¢im rotiraju¢im faktorima.

Trec¢a for petlja, ujedno i poslednji korak algoritma, daje matricu B od
odgovarajucih rotirajucih faktora. Konacno, dobija se trazena matrica Mp.

Za ilustraciju ovog algoritma ¢e se koristiti podaci iz primera 2.7. Kao
i u prethodnom slucaju, u Matlab-u se algoritam poziva na slede¢i nacin:
algoritam2([0 0 1 1;1 1 0 0]).

Analogno prethodnom, algoritam ispisuje slede¢e matrice:

C =
2.0000 —1.0000 + 1.0000: 0.0000 —1.0000 — 1.0000z
2.0000 1.0000 — 1.00002 0.0000 1.0000 + 1.0000¢
Ct ==
2.0000 —1.0000 + 1.0000z 0.0000 —1.0000 — 1.00002
2.0000 0.0000 — 1.41424 0.0000 0.0000 — 1.4142;
ans =

4.0000 —1.0000 — 0.41424 0.0000 —1.0000 — 2.41424
0.0000 —1.0000 + 2.4142: 0.0000 —1.0000 + 0.4142:

Odnosno, algoritam daje iste matrice koje su prethodno ru¢no dobijene
u primeru 2.7. Naravno, kao i ranije, nije bilo neophodno ispisati matrice C'
i Cy vec je to uradeno da bi se primer 2.7 mogao pratiti kroz korake.
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Matlab program ima u sebi funkciju za racunanje brze Furijeove trans-
formacije. To je funkcija fft. Iako ova ugradena funkcija nije zgodna za
poredenje dva algoritma kojima se bavi ovaj rad, moze da posluzi kao provera
drugog algoritma. Dakle, ukoliko se pozove fft([0 1 0 1 1 0 1 0]) $to, u stvari
predstavlja fft([f[0] f[1] f[2] {[3] f[4] f[5] {[6] {[7]]) dobice se iste vrednosti kao
i malopre.

Kako su oba algoritma predstavljena i pokazana na primerima, ostalo je
uporediti njihove brzine. Merenje vremena potrebnog za izvrSavanje pro-
grama je u Matlab-u moguée pomocu naredbi "tic” i "toc”. Na osnovu raz-
matranja iz Poglavlja 2 ocekuje se da ¢e drugi algoritam biti brzi jer zahteva
znacajno manje elementarnih operacija.

Dodavanjem naredbe "tic” na pocetak programa i naredbe "toc” na kraj
programa dobija se da je vreme izvrsenja prvog algoritma 0.001841 sekunda,
dok je vreme potrebno da se izvrsi drugi algoritam 0.000381 sekunde.

Neophodno je napomenuti da brzina programa takode zavisi od verzije
Matlab-a koji se koristi, kao i od operativnog sistema i samog racunara.
U svakom slucaju, zakljucak je da je drugi algoritam zaista brzi od prvog,
kao sto se i pretpostavljalo. Naravno, razlika u brzini je ovde mala, ali sa
povecanjem dimenzija matrice My povecava se i ova razlika.

4.2 Algoritam brze konvolucije

Slede¢i Matlab kod koji se razmatra jeste kod koji odgovara algoritmu za
racunanje brze konvolucije.

Da bi se za unete vrednosti signala f[n] i g[n] dobio rezultat proizvoda
ciklicne konvolucije, potrebno je prvo pomenute signale zapisati u obliku
matrica My i M, koje sadrze vrednosti ovih signala, respektivno. Nakon
toga, program ¢e proveriti da li su unete matrice odgovaraju¢ih dimenzija.
Dakle, treba paziti da oba signala budu perioda N.

Slede¢i korak jeste primeniti FFT algoritam na obe matrice. Rezultat su
matrice F' i G koje odgovaraju frekvencijama F'[k] i G[k]. Potom se dobijene
matrice F''i G pomnoze. Ovde treba obratiti paznju da se ovde ne radi o
matricnom mnozenju ve¢ o mnozenju odgovaraju¢ih elemenata.

Poslednji korak algoritma jeste primeniti inverznu FFT na prethodno
pomenut proizvod. Ovo se reSava putem programa koji ¢e biti opisan kasnije.
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function res = algoritam3(M f, Mg)
(N1, N2| = size(Mf);
(M1, M2] = size(Mg);
N = N1x% N2;
if N1~= M1 || N2~= M2
fprint f("Unete matrice nisu odgovarajucih dimenzija.

Dimenzije moraju biti iste’);

else

F = algoritam2(M f);
F

G = algoritam2(Mg);
G

FK = F. % G:

res = invalg(FK);
end

Sada ¢e se ilustrovati primer 2.8 pomoc¢u matlaba i prethodnog koda.
Dakle, za uneto algoritam3([0 0 1 1;1 1 0 0],[1 0 1 0;0 1 0 1]) dobija se

F =

4.0000 —1.0000 — 0.4142; 0.0000 —1.0000 — 2.41423
0.0000 —1.0000 + 2.4142; 0.0000 —1.0000 + 0.41421
G =
4.0000 0.0000 2.0000 + 2.0000z 0.0000
0.0000 0.0000 2.0000 — 2.00002 0.0000
FK =
16.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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ans =
2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
2.0000 2.0000 2.0000 2.0000

Dakle, resenje koje se dobija pomoc¢u ovog algoritma odgovara reSenju
dobijenom ruénim izra¢unavanjem u primeru 2.8.

Naravno, za dobijanje matrica F' i G mogao se koristiti i prvi algoritam,
ali kao Sto je ranije ustanovljeno, drugi algoritam je brzi.

4.3 Inverzan FFT algoritam

Kao sto je najavljeno, sada ¢e se prikazati kod kojim se dobija inverzan FFT
algoritam.

functionM f = invalg(MF')
[N1,N2| = size(M F);
N = N1x N2,
if N1~=2|| rem(N2,2) ~=0
fprint f("Uneta matrica nije odg dimenzija’);
else
forn=0:1:1
for k=0:1:1
w = exp(2* pi x lixnxk/2);
An+ 1L, k+1) = w;
end
end
C=AxMF;
forn=0:1:1
for k=0:1:N2—-1
v=-exp(2*xpixlixnxk/N);
Ctin+1,k+1)=C(n+ 1L, k+1)xv;
end

end
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forn=0:1:N2—-1
for k=0:1:N2-1
y=exp(2xpixlixnxk/(N/2));
Bn+1L,k+1)=y;

end
end
Mf=(1/N)xCt=x B;
end

Da je ovo zaista algoritam za dobijanje inverzne FFT moze se proveriti
unosenjem rezultata programa algoritam?2 u invalg program. Rezultat je
signal koji je prvobitno unesen u program algoritam?2.

4.4 Generisanje slika

Matlab program je, u ovom radu, takode koris¢en za dobijanje odgovarajucih
slika. Sada ¢e se objasniti kod kojim se generise slika dobijena pomo¢u DFT
vrednosti.

Matlab kod koji sledi sluzi za dobijanje slike 15. Odnosno, za unetu
vrednost N, ovim kodom se dobija N cosinusnih i N sinusnih talasa koji
predstavljaju realni i imaginarni deo signala koji je transformisan koristeci
diskretnu Furijeovu transformaciju. Uzorkovani talasi generisani su pomocu
rotirajucih faktora w%

function res = grafik(N)

n=1[0:N—-1];
t=10:0.01: NJ;
k=n'
w=—2%pix*k/N;
clf;
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fori=1:N
psubplot(N,2,2 i — 1);
plot(t, cos(w(i) * t))
axis([0, N, —1,1]);
hold on;
plot(n, cos(w(i) * n), ')
ylabel (sprint f('k = %d', k(7)));
subplot(N, 2,2 % 1);
plot(t, sin(w(i) * t))
axis([0, N, —1,1]);
hold on;
plot(n, sin(w(i) xn)," *)
ylabel(sprint f('k = %d', k(i)));

end
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