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Predgovor

Tema ovog master rada je Vodeni talasi i talasna jednacina. Talasna jednacina
je jedna veoma vaZna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda za opis
talasa. Oni se javljaju u fizici kao zvucni, svetlosni i vodeni talasi. Talasi se
Javljaju u oblastima fizike kao Sto je akustika, dinamika fluida i elektromagnetika.
Sa istoriskog pogleda talasne jednacine su se pocele proucavati sa problemom
vibrirajuce strune kod muzickih instrumenata i sa tim problemom su se poceli
baviti Dalamber, Ojler, Bernuli i LangranZ. Tipic¢an predstavnik hiperbolicnih
parcijalnih diferencijalnih jednacina je talasna jednacina.

Stojeci na plaZi i posmatrajuci talase vidi se da se oni kotrljaju u pauzama i
moglo bi se reci da se talasi krecu ka plaZi. Ali ne postoji voda koja se gomila na
plazi. Kada gledamo kako se otpad krece moZemo videti da se krece po vrhovima
talasa i da se pomera isto kako se i talas pomera.

Rad se sastoji iz dva poglavlja. Na pocetku je opisano uopsteno Sta ce se
raditi. Na krajevima su prikazane neke teoreme i primeri.

U prvom delu rada smo izveli kako se dolazi do talasne jednacine kada se
posmatra Zica preko Njutnovog zakona. Zatim smo opisali kako se resavaju ta-
lasne jednacine, pa smo izveli Dalamberovu formulu, objasnili energetski metod i
objasnili reflekcione talase.

U drugom delu rada smo opisali sta je talasno kretanje i opisali glavne poj-
move kao Sto su: oscilovanje, talasni front, period talasa, talasna duZina. Zatim
smo opisali jednacinu talasa, opisano je i Sta se deSava kada se posmatra voda
u kanalu pod uticajem trenja i kada nema uticaja trenja iz toga smo izveli funda-
mentalnu jednacinu pa smo opisali reSenja fundamentalne jednacine i dali smo
fizicko tumacenje resenja. Zatim smo opisali putujuce talase.

Najvecu zahvalnost za izradu master rada i odabir ovako izazovne teme dugu-
Jjem svom mentoru- dr Marku Nedeljkovu. Hvala mu na izdvojenom vremenu, kao
i na korisnim sugestijama i primedbama bez kojih rad ne bi primio sadasnji oblik.
Takode, Zelela bih da se zahvalim i prof. dr Natasi Kreji¢ i dr Sanji Konjik,
Clanovima komisije za odbranu ovog master rada.



Posebnu zahvalnost dugujem svojim roditeljima Marku i Ljiljani,
braci Iliji i DuSanu i prijateljima. Hvala im na ukazanom poverenju, razumevanju
i bezuslovnoj podrsci koju su mi pruZali tokom celokupnog skolovanja.

Novi Sad, septembar 2013. godine Kamelija Ivetii¢






Glava 1

Talasna jednacCina

Posmatraju¢i homogenu Zicu duzine [ i gustine p = p(z). Prepostavimo da se
Zica krece popre¢nim pravcem ali ne i uzduznim pravcem. Neka u(z, t) oznaCava
pomeranje Zice iz ravnoteznog polozaja u trenutku ¢ i poziciji x. Dakle nagib Zice
u trenutku ¢ i poziciji x dat je sa u,(x,t). Neka je T'(x,t) tangentna sila Zice u
vremenu ¢ 1 poziciji x.

1 (x,r)

Slika 1.1: Slika 1

Posmatrajuci deo Zice izmedu dve tacke x; 1 x5. Sila koja deluje na tetivu u
uzduznom pravcu (x) u oznaci F; izmedu tacaka x, i x5 data je sa:



Fﬂif = T(x,t)cos «9|§f

2

1
= T(x,t)——
V142
x1
1 1
= T(Zﬁg,t) —T(l‘l,t) .
I+ w2 (22, 1) T+ w2(er, )

Ali po pretpostavci Zica se ne kreCe po uzduznom pravcu pa je zbog toga
ubrzanje u uzduZnom pravcu jednako nuli. Ako iskoristimo Njutnov zakon
F' = ma onda dobijamo da je:
1 1

Fy(z,t)];2 = T(x2,1 —T(xy,t =0 (L.1)
o Bl = T ) 1+ w2(22,0) (#1,9) 1+ @2(z1,0)

Ako posmatramo poprec¢ni presek sila koja deluje na tetivu izmedu tacaka x; i x5
u trenutku ¢ u oznaci F; data je sa:

F2|if = T(m,t)sin&ﬁf

Z2

Uy
- T(xt)——
( )\/1+u§
1
x(T2,1 z(T1,1
_ Plan )T D g gy el
1+U%<I2,t> 1—|—u925(x1,t)

Ponovo na osnovu pretpostavke da su sva pomeranja Zice u poprenom pravcu
Cista tada je na osnovu Njutnovog zakona F' = ma podrazumeva

Fy(x,t) = mas(x,t) gde as(x, t) oznatava komponentu ubrzavanja Zice u popreénom
pravcu na poziciji x i vremenu ¢. Zbog toga izmedu tacaka xq 1 x5 ,

x2
Fy(x, ) = / pug(x,t)dz.

xr1
Zbog toga imamo

Uy (T2, 1) Uz (21, 1) r2

1+ u2(xe,t) a 1+ u2(xy,t) B -

Sada ako pretpostavimo da je u, malo onda je:
Vi+u2 = 1.

7

T(.TQ, t)

T(l’l,t)

pu(z, t)dz. (1.2)



Ovo mozemo napisati preko Tejlorovog razvoja,
1 2
V1+u2 = 1—|—§uw+...

Stoga kada ubacimo da je u, malo u (1.2) dobijamo

T2
T(xo, t)uz(xe,t) — T(x1, )us(x1,t) =~ / puy(x, t)de.

1

1
T2—T1

Kada ovu jednacinu pomnoZimo sa
imamo

i kada pustimo da lim,,_,,, tada

lim
r2—x1 L9 — T

[T(x9, t)ug(xe, t) — T(x1, t)ug(xy,t)]

1 2
~ lim / puy(z,t)dx.
T2—T1 L9 — I z1

= (T(2, )u(7,1))e = pug

Stoga, imamo jednacinu

dobili smo najednostavniji model za kretanje Zice.
Pretpostavimo da je u, malo i to ubacimo u (1.1) , imamo

T((L’g, t) =~ T(Jfl, t)

Sto znaci da je 7" nezavisna od x i samim tim je i napetost konstanta duz Zica.
Ako pretpostavimo da 7" zavisi od ¢ 1 p je konstanta tada duz Zice , jednacinu (1.3)
mozemo jednostavnije napisati:

T

Uy = —Ugg-

Generalno 7' 1 p su nenegativni. Stoga izvodimo

Sl

nasa jednacina postaje



Ovo je poznata talasna jednacina. Kasnije ¢emo videti da ¢ predstavlja brzinu
talasa.

Kada bismo posmatrali drugi ¢lan tj. da je /1 4+ u2 ~ %ui .Kada to ubacimo
u (1.2) dobijamo

2 2
T(xo,1t) —T(r1,t)——— =~ / puy(x,t)dx

uz(l'g,t) ux(xl,t) T

a kada ubacimo da je /1 + u?2 ~ %ufc u (1.1) dobijamo

2 2
- T t)—— =0
Uy (22, 1) (71, >ux(a:1,t)

1
r2—T1

T(SL’Q, t)

Kada prethodnu jednacinu pomnoZimo sa
imamo

i kad pustimo da lim,, ,,, tada

1 2 2
li T t)—— =T ) —
zzgr:lvl To — X1 ($2, )Ux<l'2, t) (1'1, )UI($1,t):|

1 2
~ lim / puy(x, t)dz.

T2—=w1 Ty — L1 Sy,

= 0~ puy
Stoga imamo jednacinu

U — 0.



1.1 Resavanje talasne jednacine
Posmatrajmo jednacinu:

%(x,t) = 02%@,0 za O0<z<l i t>0 (14

Ciji su grani¢ni uslovi:

u(0,¢) = 0 za svako t>0 (1.5)

u(l,t) = 0 za svako t>0 (1.6)
Pocetni uslovi su:

u(z,0) = f(x) za svako 0<ux <l (1.7)

u(z,0) = g(x) za svako 0<ux <l (1.8)

su zadovoljeni. Na§ problem je da odredimo u(x,t) za svako z i t. ReSava¢emo
ovaj problem u tri koraka:

Prvi korak: U prvom koraku moZemo naci sva reSenja jednacine (1.4) u obliku
u(z,t) = X(x)T(t) za neku funkciju X (z) koja zavisi od z ali ne i od ¢ i neku
funkciju T'(t) koja zavisi od ¢ ali ne i od x. O&ekujemo da su sva reSenja (1.4)
u ovom obliku. Ali ako nademo reSenja oblika X;(x)T;(¢) i ako je (1.4) linearna
jednacina, u tom sluc¢aju reSenje se dobija izborom konstante a;, posto je reSenje
oblika ) . a; X;(x)T;(t).

Drugi korak: U drugom koraku treba da nametnemo granicne uslove (1.5) i
(1.6)

Treci korak: U treCem koraku treba da nametnemo pocetne uslove (1.7) 1 (1.8)
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Prvi korak: u(z,t) = X (x)7T'(t) je reSenje talasne jednacine (1.4) ako i samo
ako je:

. X'(x) 171"(t)
X@T(#) = X @I = S0y = 27T

Leva strana je nezavisna od t. Dakle desna strana koja je jednaka levoj strani
takode mora biti nezavisna od ¢. Desna strana je nezavisna od x, takode i leva
strana mora biti nezavisna od x. Dakle obe strane moraju biti nezavisne i od z 1
od t. Dakle obe strane moraju biti konstante. Neka je o konstanta. Dakle imamo:

" 1

X" (@) _ . 11 .
X T (1.9)
— X (x)—0cX(z) = 0 T (t) — 2oT(t) 0

Sada imamo dve obic¢ne diferencijalne jednacine koje reSavamo na uobicajan nacin.
ReSavanjem jednalina dobijamo da je reSenje X (z) = € i T(t) = e za neke
konstante 7 1 s koje trebaju da se pronadu. To je reSenje ako i samo ako je:

d _r

=T —oge™ = 0 %e“ —cfoet = 0
= (r’—o)e® = 0 (82 — Po)e’t = 0
= r?—o = 0 5?2 — o = 0
= r = +/o s = +c/o

Ako je 0 # 0 u tom slu¢aju imamo dva nezavisna reSenja eV°® i e~ V7" za
X (x) iisto tako dva nezavisna reSenja eV°! i e~V za T'(t) . U sluéaju kada je
o # 0 tada reSenja za (1.9) izgledaju:

X(z) = dieVo® + dye Vor T(t) = dze™V +de Vet
za proizvoljne konstante d; , ds, d3 , d4 . U slu€aju kada je 0 = 0 tada je jednacina
(1.9) pojednostavljena
X'(z) =0 T'(t) = 0
i reSenja izgledaju:
X(z) = dy+do T(t) = ds+dst

za proizvoljne konstante d; , do, d3 , dy .
Sada smo pronasli veliki broj reSenja za talasnu jednacinu (1.4) . Naime
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u(z,t) = (d1eV7% + doe V%) (dzeVt + dye Vo)
za o0 #0 1 proizvoljne dy,ds,ds,dy

u(z,t) = (dy +dox)(ds + dyt) za proizvoljne dy,ds,ds,dy

Drugi korak: Ako resimo jednacinu (1.4) u obliku X;(x)T;(t),
i=1,2,3,...,ondje > a;X;(x)T;(t) takode resenje za izbor jedne konstante a;.
Ovo resenje zadovoljava grani¢ne uslove ako 1 samo ako je

> Xi(0)Ti(t) = 0 za svako t >0

Ovo Ce sigurno biti slu¢aj ako je X;(0) = 0 za svako i. Ako su a; - ovi nenule
i T;(t) - ovi su nezavisni , tada je (1.5) zadovoljena ako i samo ako su X;(0) - ovi
nule. Isto tako u(z,t) = ). a;,X;(x)T;(t) zadovoljava grani¢ne uslove (1.6) ako i
samo ako je

Yo Xi()Ti(t) = 0 za svako t >0

i to ¢e sigurno vaziti ako je X;(l) = 0 za svako i. Sada ¢emo proci kroz resenja
koja smo dobili u prvom koraku i izbaciti ona koja ne zadovoljavaju
X(0)=X()=0.

Prvo posmatrajmo slucaj kada je o = 0 tada je X(x) = d; + dyz. Uslov
X (0) = 0 je zadovoljen ako i samo ako je d; = 0. Uslov X (1) = 0 je zadovoljen
ako i samo ako je d; + dol = 0. Dakle uslovi X(0) = X (I) = 0 su zadovoljeni
samo ako su d; = dy = 0, utom slucaju X () je identiccki jednak nuli. Ne postoji
vrednost za koju ¢emo dobiti da je X (z) identicki jednako nuli, pa odbacujemo
slucaj kadaje o = 0.
Posmatrajmo drugi slu¢aj kada je o # 0, tada je X (z) = d,eV7® +dyeV7*.Uslov
X (0) = 0 je ispunjen ako i samo ako je d; + dy = 0 . Dakle potrebno je da je
dy = —dy . Uslov X (1) = 0 ispunjen je ako i samo ako je

0 = dieVo 4 dye Vol = dl(e*/a - e_\/a)
Posmatrajmo dva slu¢aja kada je d; = 0 i kada je eV?! — e~V = (.

Ako je d; jednako nuli, onda ¢e X (x) ponovo biti indenticki jednako nuli a to
nam je beskorisno.

12



Posmatrajmo drugi slu¢aj kada je:

eVal — e=Vol  — 0
— eVel = e Vol
— g2Vl = 1

U poslednjem koraku smo obe strane pomnoZili sa eV = e~V ¢2Vol = 1
vaziCe kada je 0 = 0 . Ali mi sada razmatramo slu¢aj samo kada je o # 0.
Sre¢om postoji beskonatno mnogo kompleksnih brojeva. ¢?V°! = 1 ako i samo
ako postoji ceo broj k takav da je

2\/ol = 2kmi
— o = k’liz'2
= o = —k%
Sa\/_:k%iidgz—dl,
X(2)T(t) = dl( T _ o) (dget Tt 4 dye T
= 2id; sin( [ 5 + dy) cos(Lt) +i(ds — dy) sin(£21)]

= sm( ) [ay cos(d”t) + B sin(<=t)]

gde je ap = 2idy(d3 + dy) 1 B = —2dy(d3 — d4). Treba zapamtiti da su sada
dy, d3, d4 dozvoljeni za bilo koji kompleksni broj, tako da i a4, 1 B mogu biti neki
kompleksni brojevi.

Treci korak: Sada znamo da je

— .k km k
Zsin(%x [ak cos(cl t) + B sm(clﬂt)}
k=1

reSenje talasne jednacCine (1.4) i da vaZe grani¢ni uslovi (1.5) i (1.6), za neke iz-
abrane konstante a1 . Ostaje nam jo$ da izaberemo «y, i ) tako da zadovol-
javaju pocetne uslove

f(x) = u(x,0)= iak sin (kTﬂx) (1.10)

g(x) = w(z,0)= Zﬂkd{Tﬂ sin (?w) (1.11)

Svaka funkcija h(z) definisana na intervalu 0 < = < [, jedinstveno se prikazuje
- k
3 bysin (wa) (1.12)
k=1

13



kao linearna kombinacija sin k”—z -a , 1 takode znamo formulu

2 [ k
by = —/h(x)sinﬂdx
A l

za koeficijente. MoZemo napraviti (1.12) koje odgovara (1. 10) ako izaberemo da

je h(z) = f(z) i by = o To nam govori da je oy, = % fo ) sin(*7%)dz.

Isto moZzemo napraviti (1.12) koje odgovara (1.11) ako izaberemo h( ) =g(z)i
= BT <kt To nam govori da je

ck7r — 2 krx
I B = lfo g(z) sin —dx Dakle imamo reSenje

= .k« ckm ckm
u(z,t) = ;sm(Tx) [ozk cos(—— l t) + By sin(— l t) (1.13)
gde su
= %fol f(z)sin 22 dy = 2 fo ) sin 22 dy

Dok sama suma (1.13) moZe biti komplikovana, svaki izraz pod sumom nazi-
vamo “rezim” je prilicno jednostavan.

Za svako fiksno t rezim sin(®z) [ay, cos(%2t) + S sin(%2¢)] je samo kon-
stanta puta sin (£%z). Posto z ide od 0 do [ tada ée i argument sin (£72) i¢i od 0
do km , k je poluperiod od sin.

Za svako fiksno z sin(£7x) [y cos(%t) + By sin(%4%t)] je samo konstanta
puta cos(k%t) plus konstanta vremena sin(k%t). Ako povecamo ¢ za jednu sekundu
argumenta k%t , tada se 1 oba rezima cos(k%t) 1 sin(k%t) povecavaju za kc—’r , gde
je % ciklus.

Ako ima gustinu p 1 tenziju 7' tada smo videli da je ¢ = \/% . Dakle ako se

povecava frekvencija oscilovanja niza tada se povecava tenzija i / ili smanjenje
gustine i/ ili skraduje niz.
Sada ¢emo dati teoremu o konvergenciji Furijeovih redova

Teorema 1.1.1 Neka je [ neprekidna periodicna funkcija Ciji je period 2. Ako je
funkcija f diferencijabilna u tacki x, onda Furijeov red od f u tacki x konvergira

ka vrednosti f(x) .Gde je f(x)

flz) = ap+ Z (o cos(kx) + P sin(kx))

k=1

14



Dokaz: Neka je

WE

Sn(z) = ao+ Y (agcos(kx)+ Bysin(kx))

k=1

N-ta parcijalna suma. Furijeovg reda funkcije f , tj. neka su ay i By Furijeovi
koeficijenti zadate funkcije f. Nas je cilj pokazati da Sy (z) — f(x) kada
N — oo. Da bismo to pokazali, moraemo parcijalnu sumu Sy (x) prikazati u
drugom obliku. Taj se postupak sastoji od nekoliko koraka.

Korak 1. Uvrstavanjem Furijeovih koeficijenata oy, i §i koji izgledaju

ap = %/W f(z)dx
a = %/: f(zx) cos(kzx)dx
Br = %/: f(zx)sin(kz)dx

dobijamo

Sue) = o [ s

*%E: Wf@w%ﬂmwmﬁ+dmnmmmmmma
— %/_ﬂ f(t) % - Z(cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(k:x))] dt,

odakle ¢emo primeniti adicione formule za kosinus odakle sledi relacija

sv@) = + [ 1)

—T

N
%+;cosk(t—x)] dt. (1.14)

Da bismo izracunali sumu na desnoj strani jednakosti (1.14) iskoristi ¢emo sledecu
lemu.
Korak 2.

Lema 1.1.2 Neka je u realan broj takav da je —m < u < 7. Tada vaZi jednakost

1 sin[(]y+1/2)u}
— + cos(u) + cos(2u) + - -+ + cos(Nu) = { 2om(af) o W70

2 N+1/2, u=0

15



Dokaz: Ocito jednakost vazi kada je u = 0. Pretpostavimo da je u # 0. Zbog
definicije kompleksne eksponencijalne funkcije vazi jednakost

(e")" = €™ = cos(nu) + isin(nu),

pa je cos(nu) = Re{(e™)"} . Sada, kako je

1

5 + cos(u) + cos(2u) + - - - + cos(Nu)
1

=5t (1 4 cos(u) + cos(2u) + - - - + cos(Nu))

dobijamo identitet

1 | N
§+;COS(/€U) = —§+Re{kzzo(ew) }. (1.15)

Uoc¢imo kako se na desnoj strani prethodne relacije pojavljuje konac¢ni geometri-
jski red. Primenimo poznatu formulu

Nk 1=2NH!
Yoot =0, z€C z#1,

1—2

za sumu tog reda, relacija (1.15) dobija oblik

N .
1 1 1 — 62(N+1)u
Dalje, pomnozimo brojilac i imenilac razlomka
1 — ei(N-l—l)u
1 —etu
sae” 2, dobijamo da je
1 — (N+1)u — (N4 sin(%) + sin[(N + YHu
Ref Lo ety pgel® e, (5) 45 [(u 2) ]7
1 — etu ez —ez 28111(5)

Konac¢no, uvrs§tavamo poslednje relacije u (1.16) 1 dobijamo identitet

. 1,
2+ fozl cos(ku) = M7 w40

2sin(3)

Sto smo 1 trebali pokazati. Time je lema dokazana.

16



Korak 3. Iskoristimo lemu 1.1.2, parcijalna suma Furijeovog reda postaje

Sn(z) = l/ﬂf(t) %#—Zcosk(t—a:)] dt

T™J -z

gde je

1 sin((N + 3)u)

2 sin(Y)

Py (u) (1.17)

takozvano Furijeovo jezgro. Sada uz smenu(supstituciju) u = t — x, prethodni
integral postaje

Sw(z) = / " Fut 1) Py (u)d

—T—X

Kako je f(u + x)Py(u) periodi¢na funkcija sa periodom 27, granice integracije
mozemo pomeriti za x bez promene vrednosti integrala. Zbog toga je

Sny(xz) = /7T flu+ z)Py(u)du. (1.18)

U nastavku ¢e nam trebati joS jedna lema.
Korak 4.

Lema 1.1.3 Neka je Py(u) Furijeova jezgra definisana formulom (1.17). Tada je

/ Py(uw)du = 1
Dokaz: Zbog leme 1.1.2 vazi jednakost

PN(U) =

(% + cos(u) + cos(2u) + -+ + cos(NU)) :

17



Zbog toga je

/7T Py(u)du = L du + % /7r (cos(u) 4 cos(2u) + - - - + cos(Nu))du

2r J_,
=1

—T —T

Y

zato jer su integrali svih kosinus funkcija jednaki nuli.

Korak 5. Kao §to smo naveli na poceku dokaza, moramo pokazati da
Sny(z) — f(z) kada N — oo. Iskoristimo integralni prikaz (1.18), Furijeove
parcijalne sume, trebamo pokazati da

/7r flu+z)Py(uw)du — f(x), (1.19)

kada N teZi u beskonacnost. Zbog leme 1.1.3 vazirelacija f (z) = [ f(z)Py(u)du,
pa trebamo dokazati da

fjﬂ[f(U—l—x) — f(z)]Py(u)du — 0, kada N — occ.

Iskoristimo definiciju Furijeovog jezgra Py (u), prethodni limes postaje

L (" flutz)— f2) . 1
7 B sin(g) s1n[(N+§) uldu — 0. (1.20)

S

Limes (1.20) ¢emo pokazati koriS¢enjem Lebegove leme. Posmatrajmo funkciju

flu+2) = f(z)

sin()

g(u) =

Funkcija ¢ nije definisana u tacki v = 0, ali se u toj tacki moZe prosiriti do
neprekidne funkcije. Po pretpostavci teoreme, funkcija f je diferencijabilna u
tacki 2 tj. postoji f () = lim,_ M Koriste¢i tu ¢injenicu imamo da je

flut ) — f(x)

}Ligcl)g(u) - zlg% sin(y)
~ im flu+z)— f(x) 'u
u—0 U sin(y)
= 2f (v)

sint

t
g(0) = 2f'(z), funkcija g se prosiruje do neprekidne funkcije na intervalu [—, 7],
pa na relaciju (1.20) moZemo primeniti Lebegovu lemu. Prema tome, relacija
(1.20) vazi zbog Lebegove leme i time je dokaz teoreme zavrsen.

Pri tome smo jos iskoristili poznati limes lim;_,q = 1. Dakle, stavimo
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Primer 1 Posmatrajmo konkrektan primer, pretpostavimo

Tu(r,t) = A2%(x,t) za svako 0<z <1 t>0
w(0,t) = w(l,t) = 0 za svako t>0

u(z,0) = z(1l—2x) za svako O<z <1
u(z,0) = 0 za savako 0<x <1

Ovo je specilani slucaj jednacine (1.4 - 1.8) kadajel =1, f(z) = 2(1 — z) i
g(z) = 0. Dakle od (1.13),

u(z,y) = Z sin(kmz) [o cos(ckmt) + By sin(cknt)]

k=1
sa
1
a = 2/ (1 — x) sin(kmz)dz
0
1
Br = 2/ Osin(kmz)dz = 0
0
Koristimo
folxsin(kﬂx)da: = fol —14 cos(kmx)ds
= 14 cos(knrx)dlx
= —1d.Lgin(kra) o
= — cos(km) =

fl L& sin(krz)da

0 w2dk2

= —%% fol sin(k:m:)cfa:

fol 2? sin(knz)dx

1 d*> 1
= 2 A2 o COS(]{?’]T[E)‘
2—k32n2 2

= COS(I{?W)W ;1
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imamo,

2 Jy

(6773

— 1
2 [ cos(knr){z

k373

e

Teorema 1.1.4 Resenje jednacine

(1—=x 51n(k7rx)dx

— cos(km) &

5 [1 — cos(km)]
za k neparno
za k parno

Uy — CUpy = O reR
dato je
u(z,t) = flx+ct)+ gl —ct)
za glatke funkcije fig.
Dokaz: Uvodimo smene
E = o+t
n = x—t
Sada trazimo parcijalne izvode
@ _ Ou B& L Ou ou 877
ot 85 ot an ot
B (")u 8u
= 85
0%u Pu  *u 0?u
= = |3z T (1) +
o2 o¢*  9Eon - 9¢on
L P%u N 0*u  O%u
- Togon  ogr T o

20

k373 + k373

2

sin(kmx) cos(ckmt)

(1.21)

(1.22)

0%u

+ —+> (1)



ou _ oude  ouoy
ox o0& dx  Onox
ou  Ou
% o

@ _ <82u N o*u > N ( 0*u N 62u+>
0x? 082  0&on ocon — on?
Pu  0*u  O%u

ocon T oe T ap

Sada kada u u;; — c?u,, = 0 ubacimo $ta smo dobili. Dobijamo

, 0%u

—4c 9ean

Prema tome

Sto implicira

= f(z+ct)+ gz — ct)
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1.2 Dalamberova formula

Posmatrajmo sledeci pocetni problem

Uy — CUgy = 0, —o0o < <00
u(z,0) = ¢(x) (1.23)
Ut(ﬂf, O) = ’QD(I‘)

Sada smo pokazali da se reSenje ovakvog problema nalazi u obliku
u(z,t) = flxz+ct)+glx —ct)

Mi trazimo resSenje ovakvog oblika koje ¢e zadovoljiti pocetne probleme. To znaci
da nam je potrebno

u(z,0) = f(z) +g(x) = o(z)
u(2,0) = cf (v) = cg'(x) = W(x)
ResSenjem ovog sistema dobijamo

’

o=

’

g =
Sto implicira

o) = gots)+g [ e
1

os) = 50 [ v

Koristimo da je

o(x) = flx)+g(x),
vidimo da je C + C5 = 0. Dakle zakljucujemo da je
u(z,t) = flr+ct)+g(x —ct)

1 1 z+ct 1 1 xr—ct
= ot vy [+ [pea-a-g [T

Sto se moze pojednostaviti
x+ct

u( ) — %[¢(x+ct)+¢<x—ct)]+— CU(s)ds. (129

2c

Ovo reSenje formule (1.24) poznato je kao Dalamberova formula za jedin-
stveno reSenje poCetnog problema (1.23) za talasnu jednacinu na

I —Ci
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1.3 Energetske metode

1.3.1 Domen zavisnosti

Na osnovu Dalamberove formule (1.24) za reSavanje talasne jednacine, vidimo da
je vrednost u u svakom trenutku (xo, to) € R? zavisi samo od vrednosti po¢etnih
podataka u intervalu [zq — ctg, xo + cto]. To znaci da se u domenu zavisnosti za
tacku (g, to) dobija konus

{(z,t) rxg—c(to—t) <x <zog+c(ty—1t)}.

Sli¢no tome pocetni uslovi u tacki (zo, 0) utiCu samo na deo reSenja u konusu
{(z,t) : t > 0,20 — ct <z < xq+ ct}. Ovaj region je poznat kao domen uticaja
tacke (o, 0).

Dakle ako su pocetni podaci podrzani u intervalu
{z : |z — x0)| < R} onda je i reSenje u podrZano u regionu
{(x,t):t>0,20 —R—ct <ax <xy+ R+ ct}.

Dakle za pocetne probleme sa kompaktnim nosacem, reSenje u(x,t) ée imati
u ¥t u bilo kom trenutku ¢. Ova pojava je poznata kao konacna brzina prostiranja
za talasne jednacine.

1.3.2 Energetski metod i Domen zavisnosti

Sada ¢emo Kkoristiti energiju da bi dokazali konac¢nu brzinu prostiranja za talasnu
jednacinu. Pomocu Dalamberove formule je isto dokazana konacna brzina pro-
stiranja. Medutim energetski metod je koristan zato Sto se njegova tehnika moze
primeniti i na druge jednacine.

Sada ¢emo definisati pojam energije koji je povezan sa reSenjima talasne jednacine.
Za reSenje talasne jednacine u na R definiSemo energiju u trenutku ¢ kao

1 oo
E(t) = 5/ [uj (z,t) + Pul(z,t)] da. (1.25)
Sada ¢emo dati definiciju energije u trenutku ¢ za talasnu jednainu koju smo
definisali na pocetku preko Zice

E(t) = 1/_00 [u?(x,t)—i—%ui(a:,t) dz.

2 (o.9]

U stvarnosti u?(z, t) predstavlja kineti¢ku energiju a %ui (z,t) predstavlja po-
tencijalnu energiju.

Sada se vratimo definiciji energije koja je povezana sa reSenjima za talasnu
jednacinu.
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Posmatrajmo pocetni problem talasne jednacine

Upyp — Uy = 0, na R x (0,00)
u(z,0) = ¢(x)
Ut((L’,O) = ¢(x>
Neka je
B(zg,tg) = {x: |z — x| < cto}.
Neka je
C(ro,to) = {(,1) : 0 <t <o, [v — w0 < cft — o]}

Teorema 1.3.1 (Konacna brzina prostiranja) : Ako je ¢ = 0 = 1 na B(zg, tg)
onda je u = 0 na C(zy, to)

Dokaz: Neka je

Et) = 1

2 fB(:rzo,to—t) up(z,t) + ul(z, t)de 0<t<ty

Vidimo de je E(t) energijau u trenutkut zax € [xg — c(ty — t), xo + c(to — 1t)].
Dakle F(0) je enrgija u u trenutku t = 0 za x € [z — cto, ko + cty] = B(xo,to) -
Ako ¢ =0 =1 € B(xg,ty) onda je E(0) = 0. Sada tvrdimo da je E(t) < E(0)
za svako t € [0,to], i ,prema tome je E(t) = 0. Prema tome je v = 0 na
C(zo,tp). Dakle ostaje samo da se pokaze da je E(t) < E(0), drugim re¢ima
daje E'(t) < 0.

Za E(t) kao §to je gore definisano

1 :Eo+c(t()7t)
Et) = + / [i2(z, 1) + P (e, )] da
2 xo—c(to—t)

1

:Bo+c(t0—t)
= 3 / [uf(x, t) + c%i(x,t)} dx
0

+/ [uj (z,t) + Pul(z,t)] d

O—C(to —t)
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Sto implicira

:E()—‘,-C(to t) ) c
Et) = / (wptgy + Uz )dr — 2(ut (x,t) + Au (x ) le=zo+c(to—t)
0

0
"‘ / (ututt —|— CQ'LLzu:Et)dx - E(uf (.I’, t) + C2Ui (‘x7 t>>’$:170—0(t0—t)
xo—c(to—t) 2
zo+c(t—to) ) c
_ / N (U R [T
zo—c(t—tg
c
SR ) + P ) e et
zo+c(t—to) _¢
— / g (g — gy )dx + 2 uxut\ingz (o t;
mo—c(t—to)
c c
) ) e — () ) -
c c
= 0+ [_57“6?(377 t) + CZuxut - §Czui(x7 t)} |960+C(t—t0)
c c
+ [—iu?(xat) - C2u:rut - §C2u ( ):| ’ c(t—to)
c c
= —§[ut 2cuz 4 UL | ote(t—to) — §[ut + 2cuuy + UL | —c(i—to)
c c
- _§[Ut - cux]g‘zoJrc(tfto) - §[ut + Cugc] ‘zo c(t—to)
< 0,

kao §to je i tvrdeno. Dakle, £(t) < E(0) = 0. Ali, E(t) > 0. Dakle E(t) = 0 §to
podrazumeva da je u; = u, = 0 na C(zo, ty). Prema tome u mora biti konstanta.
Ali, u = 0Onat = 0. Dakle v = 0 na C(xq, to).
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1.3.3 Talasi sa izvorom

Posmatrajmo pocetni problem za nehomogenu talasnu jednacinu na

U — Py = f(x,)
w(z,0) = o(x) (1.26)
u(z,0) = (x)

Teorema 1.3.2 Jedinstveno resenje za (1.26) je

x+ct

6z + ct) + ¢z — ct)] + — )

20 r—cC

1 t  pztc(t—s)
+ 2—// f(y, s)dyds.
CJo Jo—c(t—s)
Dokaz:

Fiksiramo tacku (g, to). Neka je domen zavisnosti
A ={(x,t) : 0 <t <ty |z —z0| < |t —ty|} za fiksirano (xo, tp). Integralimo
talasnu jednacinu

u(z,t) =

N —

(1.27)

Uy — CQUx:E = f('ra t)

//utt—c%md:vdt = //f(x,t)d:vdt. (1.28)
A A

Na osnovu teoreme Grina znamo

[ (22 [ puon

gde je A\ granica /A presla u suprotni smer.
Dakle, imamo

_//A((CQUx)x—(ut)t)dxdt = —/M(czuxdt%—utdx)
- _22: /L i(CQdet—i—utdm).

na /AA. Imamo

Sada, prvo uradimo
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zo+cto
—/ (Cupdt + updz) = —/ u(x,0)dx
Lo T

o—cto

zo+-cto (129)
= — / Y(x)dx

0o—cto

Sledeée, na L, % = —c. Dakle,

—/ (Cugdt + wpdzr) = c/ (updz + uydt)
Ly

= C/ du (1.30)

= ZL’O, to) — U<x0 + cto, 0)]
= c[u(xo, to) — d(xo + cto)],

dok je na LQ, 4z — ¢ Dakle

—/ (Cugdt +wdr) = —c | (updw + wdt)
Lo

J,
= —|[ d
C/L u (1.31)

= —clu(xg — cto,0) — u(xo, to)]
(

Lo — Cto) — U(ZL’(), t())],

Dakle kombinovanjem (1.29), (1.30) 1 (1.31) sa (1.28) moZemo zakljuciti da

2cu(zo, to) — cop(xo + cto) — cop(xo — cty) — /IOJFC 0 Y(r)de = //Af(x,t)dxdt.

o—cto

Prema tome, mozemo zakljuciti

1
u(zo,t0) = 5 Slo(xo + cto) + (o — cto)]
1 CBo-i-cto zo+c(to— t
+ - x)dr + — / / (x,t)dxdt.
26 xg—cto xro—cC to t

27



1.4 Reflekcioni talasi

1.4.1 Talasna jednacina na poluosi

Razmotrimo sledeéi Dirihleov problem na poluosi:

Uy — Clyy = 0, 0<z<+oo
u(z,0) = o), x>0
w(r,0) = o), x>0 (132
w(0,8) = 0,  t>0.

Trazimo reSenja ovoga problema produZenjem funkcija ¢(z) i ¥(x) na R za
neparnu refleksiju. Neka je

AR EEE.
¢neparno(x) - {_QS(—:L') r < 0

i slicno tome , neka je
B Plx) x> 0
¢neparno(x) - {_w(_l’) z < 0

Neka je u reSenje poCetnog problema na celoj realnoj liniji sa po¢etnim podacima
¢neparno<x) 1 wneparno<x> ’

Uy — Clyy = 0, —00 < o < +00
?](LE, O) = ¢neparno (.CL')
Uy (CE, O) = wneparno (37)

Neka je u(z,t) = a(z,t) za 0 < x < oco. Tvrdenje: u(x,t) je reSenje Dirih-
leovog problema na poluosi (1.32).

Jasno, u zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednacinu za 0 < x < oo, kako
je u = 1 i @ zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadinu na celoj liniji. Cesto
samo ostaje da se proveri da li u zadovoljava pocetne uslove. Ali, za x > 0,
u(z,0) = u(x,0) = Pneparno(z) = ¢(x) i
ur(z,0) = U (2, 0) = Yneparno(x) = Y(x). Dakle u(z,t) = u(z,t) zax > 0 je
reSenje od (1.32). U slucaju kada je x > 0 tada je u(z,t) = u(x,t) je reSenje
jednacine (1.32)

Sada,trazimo sli¢nu formulu Dalamberovoj za reSavanje ovoga problema. 1z
Dalamberove formule znamo da je u dato sa

~ 1 x+ct
u(x7 t) — §[¢n6parno<x + Ct) + aneparno(I - Ct)] + % / wneparno(y)dy‘
x—ct
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Zat > 0, ako je x > ct, onda je Ppeparno(r — ct) = ¢(x — ct) i
Gneparno(T + ct) = ¢(x + ct), reSenje je dato sa

u(w,t) =1 s[o(x + ct) + ¢(x — ct)]

—1—20 fﬁd y)dy, za t>0, x>ct. (1.33)
Sada posmatrajmo slucaj kada je ¢ > 0, x < ct, onda je
Gneparno(® — ct) = —d(ct — ) 1 Yneparno(y) = —¢(—y) zay < 0. Dakle,
1 x+ct 1 x+ct
o neparno d = 5 d o
5o | ity = 5 [ vtdn+ /¢
1 J:+ct
- = [ o [
1 ct+:v
= o vy
Dakle, zat > 0, z < ct, formula postaje,
u(z,t) = 3[p(x + ct) — ¢(ct — x)] + 5 chw y)dy, za t>0, z<ct
(1.34)
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Glava 2

Yodeni talasi

2.1 Talasno kretanje

Proces prostiranja oscilacija kroz prostor naziva se talas. Oscilacija predstavlja
promenu neke veli¢ine koja se na isti nacin ponavlja posle nekog odredenog vre-
menskog perioda. Oscilacije najéeS¢e povezujemo sa oscilatornim kretanjem Cestica
ili tela, tj. kretanjem koje se periodi¢no ponavlja i telo se posle odredenog vre-
mena vraca u prvobitan poloZaj i zatim ponavlja svoje kretanje. Ako se oscilacija
koja se javlja u nekoj tacki prostora i u nekom trenutku, prenosi na druge tacke
u prostoru tada govorimo o prenosenju oscilacija kroz prostor, odnosno o talasu.
Talasi za Cije prostiranje je potrebna materijalna sredina nazivaju se mehanicki
talasi, 1 za materijalnu sredinu potrebno je da postoje elastiCne i inercijalne sile.
Inercijalne sile su sile koje deluju na telo kada ono prelazi iz stanja mirovanja ili
ravnomernog pravolinijskog kretanja u stanje ubrzanog ili usporenog kretanja i
one teze da spreCe promenu stanja kretanja.

Radi proucavanja prostiranja talasa u materijalnoj sredini posmatracemo niz Cestica
na konstantnom rastojanju koje miruju pre nailaska talasa. Cestice moZemo da za-
mislimo da su povezane malim oprugama kao na slici 1. Kada prva Cestica pocne
da osciluje, pod dejstvom neke spoljasnje sile, ona se pribliZava sledecoj i izmedu
njih se javljaju odbojne elasti¢ne sile. Pod dejstvom tih sila prva Cestica se vraca u
prvobitni poloZaj, a druga poCinje kretanje iz ravnoteZznog polozaja. Prva Cestica
se ne zaustavlja u ravnoteZnom poloZaju ve¢ zbog inercije prolazi i odaljuje se
od ravnoteznog poloZaja na drugu stranu. Tada se izmedu udaljene prve i druge
Cestice javljaju privlacne elasti¢ne sile i one ih vracaju ka ravnoteZnom poloZaju.
Kada se druga Cestica posle pocCetka kretanja priblizila trecoj izmedu njih su se
javile odbojne elasti¢ne sile, pa je tako druga Cestica krenula ka ravnoteznom
polozaju, a treca je zapocela oscilovanje. Proces se nastavlja. Na vertikalnim
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Slika 2.1: Slika 1

osama prikazana je vremenska zavisnost rastojanja svake Cestice od rtavnoteznog
polozaja. UoCava se da sve Cestice osciluju na isti nacin, ali sa malim vremenskim
zakaSnjenjem jedne u odnosu na drugu. U toku prenoSenja oscilacija sa Cestice na
Cesticu svaka Cestica osciluje oko svog ravnoteZnog poloZaja.

Rastojanje oscilujuce Cestice od ravnoteZnog poloZaja naziva se elongacija i
obelezava se sa . Elongacija zavisi od trenutka ¢ i od polozaja Cestice
duz z - ose, za slucaj prikazan na slici 1. Ako se talas ne krece samo duz z - ose
ve¢ u opStem slu€aju u prostoru tada elongacija zavisi od vremena ¢ 1 od polozaja
Cestica odredenog prostornim kordinatama (na primer z,y,z ili drugima), pa se
moZe napisati da je u opStem slucaju elongacija funkcija tri prostorne kordinate
i vremena tj. £ = f(x,y, z,t). Ako se talasi krecu u jednom pravcu tada je ona
funkcija jedne kordinate i vremena na primer £ = f(x,1).

Period talasa je vreme za koje oscilujuca Cestica izvr$i jednu punu oscilaciju i pe-

riod talasa se obeleZava sa I". Ako se posmatraju Cestice na slici 1, one zapocinju
oscilovanje sa zakaSnjenjem jedne u odnosu na drugu, odnosno sa sve veéim
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zakaSnjenjem u odnosu na prvu tako da na jednom mestu Cestice poc¢inju da os-
ciluju ba$ u trenutku kada 1 prva 1 druga zapocCinju nove oscilacije( na slici 1 to je
peta Cestica). Prva i peta Cestica u isto vreme krecu iz ravnoteznog stanja, dostizu
maksimalno rastojanje, vracaju se u ravnotezu itd. Na isti nacin se prema slici 1
ponasaju druga i Sesta Cestica.

Rastojanje izmedu dve najbliZe Cestice koje osciluju u fazi naziva se talasna duZina
A. Talasna duZina \ je obeleZena na x - osi na slici 1. Kada se posmatra prostiranje
talasa u prostoru u svakom trenutku postoje Cestice koje su zahvacene talasom i
one koje nisu.

Talasni front je geometrijsko mesto tacaka u prostoru koje razdvajaju prostor na
dva dela, onaj koji je zahvacen talasnim procesom 1 onaj koji nije zahvacen talas-
nim procesom. Talasni frontovi mogu biti razli¢itog oblika, a najednostavniji su
sferni i ravanski (slika 2).

)
e
..

9

.

ravanski talasni
front

sferni talasm
front

Slika 2.2: Slika 2

Brzina prostiranja talasnog fronta je brzina prostiranja talasa i obeleZava se sa
c. Ako posmatramo oscilovanje na slici 1, o¢igledno je da talas prede put od jedne
talasne duzine \ za vreme jednog perioda talasa 7'.

Postoji viSe podela talasa na mehanicke, elektromagnetske i1 materijalne.
Mehanicki talasi prenose Cestice neke sredine koja je ili u ¢vrstom ili teCnom
ili gasovitom stanju, pri ¢emu te Cestice osciluju oko svog ravnoteznog polozaja.

Primer ovakvih talasa su: zvuk, talasi na vodi, trusni talasi , talasi u zategnutoj
zici 1 sli¢no.

33



Elektromagnetski talasi predstavljaju prenosenje oscilacija elektricnog i magnetnog
polja ili kroz neku sredinu preko naelektrisanih Cestica ili kroz vakum. U ovu vrstu
talasa spadaju: svetlosni talasi, radio talasi, i sli¢no.

Materijalnim talasima pridruZzujemo subatomske Cestice da bi opisali njihovo ponasanje.

Prema pravcu prostiranja talasi se dele na: linijske ili jednodimenzionalne (primer
zategnuta Zica), povrSinske ili dvodimenzionalne (primer talasi na vodi) i za-
preminski ili trodimenzionalni (zvucni talasi u te¢nim i gasovitim telima).

2.1.1 Uopstenje jednacine talasa

Jednacina talasa predstavlja izraz koji daje zavisnost rastojanja oscilajuce Cestice
od ravnoteznog polozaja tj. elongacije, od vremena i od prostornih kordinata.
Radi¢emo uopstenje za jednodimenzionalne talase .

Posmatrajmo jednodimenzionalni talas £ = f(x,t).

Ova jednacina mora biti periodi¢na i u odnosu na vreme ¢ i u odnosu na kordi-
natu z. Periodi¢nost u vremenu je posledica oscilatarnog kretanja Cestica, a peri-
odic¢nost u prostoru potice od ¢injenice da Cestice koje su na rastojanju A jedna od
druge osciluju na isti nacin.

Ako posmatramo oscilovanje Cestice na mestu x = 0 ono se moZe predstaviti
izrazom

£(0,t) = &sin(wt+ ) (2.1)

gde je w = 27 f. Oscilovanje Cestice pogodene istim talasom na nekom mestu x se
moZe u odnosu na vreme ¢ proteklo od pocetka ooscilovanja te Eestice predstaviti
u obliku:

E(z,t) = &sin(wt + a) (2.2)

Ove Cestice su prikazane na slici 3.

Na slici 3 je prikazan medusobni poloZaj Cestica kao i vremenska zavisnost
elongacije obe Cestice. Kako je do pocetka oscilovanja Cestice na mestu x doslo
posle proteklog vremena 7 = £ u odnosu na pocetak oscilovanja Cestice
uz=0,vremetit su povezani na sledeci nacin, t = t + % odnosno
t =t— Z . Ako se t' napise preko t u izrazu (2.2) dobija se izraz za elongaciju
talasa na mestu = i u nekom trenutku ¢ kao:
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ster prostiranja talasa

=0
® * >
e x=ct o X
£0.H

s .
N t
£(xt)

S

[ — -

Slika 2.3: Slika 3

E(x,t) = &sin(w(t — %) + )
2n fx

= osin(wt — + a) (2.3)

= &sin(wt — Tﬂx + )

Sosin(wt — kx + ) = &singp 2.4)

I izrazi (2.3), (2.4) predstavljaju jednacinu jednodimenzionalnog talasa. Ove
jednacine se mogu napisati i u sledeem obliku:

Sat) = Gsin(w(t =) +a)
= &psin {w (t — 27rf93) + a} 23

wc
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&o sin [w <t — %) + a} = &sing (2.6)
U jednacini talasa datim izrazima (2.4), (2.6)
e ¢ je elongacija ili rastojanje Cestice od ravnoteznog poloZaja
e & je amplituda ili najvece rastojanje Cestice od ravnoteznog polozaja

e w = 27 f predstavlja promenu faze talasa

f je frekvencija talasa

k= 27” talasni broj i predstavlja promenu faze talasa po jedinici duzine

A talasna duzina

¢ brzina talasa

¢ = wt — kx + « je faza talasa i ona predstavlja argument funkcije u
jednacini talasa

Na slici 4 su prikazane vremenska i prostorna zavisnost elongacije

£ (=04 (x4

Ea_ O\ = :—:: / =
I / \\ l / 7\

L‘I} \ 2 R /
LW 4 \/

Slika 2.4: Slika 4

Relacija
¢ = wt—kr+a=const (2.7)

povezuje vremenske trenutke ¢ 1 odgovarajuci polozaj Cestice x na kojima osciluje
u istojj faz. Ako se izraz (2.7) napiSe za dve Cestice 1 1 x5 pri emu je zo > 71 j.
dobija se
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Y = wt; —kri+«
wty — kxy + (2.8)

= const.

Na osnovu izraza (2.8) se zakljucuje da je proteklo vreme ¢, potrebno da druga
Cestica ima istu fazu kao prva u trenutku #; tj. da talas kasnije dolazi do druge
Cestice.
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2.2 Jednacina talasa

Posmatrajmo poprecni presek kanala koji je konstantan u slucaju kada nema trenja
1 pod uticajem trenja. Pretpostavimo da je u kanalu voda svuda ista. Oznacimo
dubinu vode sa h.

Prvo posmatrajmo slu¢aj kada nema trenja. Ako nema trenja tada nema premestanja
vode pa je u tom slucaju poprecni presek vode u vremenu ¢ 1 apcisi x zadovoljava
poznatu talasnu jednacinu :

e 0%
o2 g@xQ

Sada ¢emo izavesti kako se dolazi uopsSteno do talasne jednacine:

Neka je £ izduZenje talasa, x abcisa it vreme, posebno se vrsi diferenciranje po
x 1 posebno po t tj. rade se parcijalni izvodi po x i po t. Sada ¢emo pokazati kako
se preko jednacine talasa dolazi do talasne jednadine. Ako podemo od jednacine
talsa u obliku:

(2.9)

E(x,t) = Eosin(wt — kx)

2.10
= &sing 210
dobija se da je:
o 0 :
G a_x(£031n90>
00y
= oo = @eos)(—h) 2.11)
= —k&cosyp

= —k&ocos(wt — kx)

Sada ¢emo da uradimo drugi izvod tj. vr§imo parcijalno diferenciranje (2.11) po
2 na isti naci tj. :
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¢
ox?

o [0
55&%)
0

or (—k&o cos p)

0
—k&y(—sin gp)a_i (2.12)
(k& sinp) (—k)

—k*¢ysing
—k*¢y sin(wt — kx)

Na sli¢an nacin se vrsi diferenciranje po vremenu ¢. Parcijalni izvod po t se

o€

obeleZava sa e

Ako podemo od jednacine (2.10) dobija se da je :

o8
ot

0

o (§osinp)

0¢ dp

dp Ot

(o cos ¢) (w)
wép cos @

wép cos (wt — k)

(2.13)

Sada ¢emo da uradimo drugi izvod tj. vrS§imo parcijalno diferenciranje (2.13)

po t na isti naCin tj. :

¢
o2

o (o€

5 (5)

)

o (s cos o)

0
wéo(— sin @a_f (2.14)

(—wéosing) (w)
—w?€ysin @

—w?&y sin(wt — kx)

Kada jednacinu (2.12) podelimo sa k2 , a jednaCinu (2.14) sa w? , dobijaju se

izrazi
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1 0% :
oz T oS

(2.15)
= —¢osin (wt — kx)
1 0% :
Sop T sy (2.16)
= —¢&sin (wt — kx)
1 9% 1 9%
WMo T won @17
t.
e o
o2 k2022
e o (2.18)
- <E> a2
Kako je w/k = p jednacina (2.18) postaje
¢ ,0%

Sada se vratimo naSem problemu.

Ako sada uvedemo brzinu Sirenja talasa i to ozna¢imo sa ¢ = +/gh.
I ako povecamo visinu nivoa vode koju éemo oznaciti sa 1) dobijamo da je 7 jed-
nako:

o€
= —h— 2.20
o (2.20)
Tada se isto zadovoljava ista diferencijalna jednacina:
0°n 0n
— = — 221
o~ Mo (221
Ako pretpostavimo da se voda pokreée trenjem otpor pokretanja je srazmeran

kvadratu brzine %, novi termin ulazi u jednacinu ona postaje hiperboli¢na kvadratna
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jednacina.

DefiniSemo koeficijent trenja cy, tako da je sila trenja po jedinici povrSine je:

o5 (5)
To\ot) -

Onda je ukupna sila trenja u popre¢nom preseku ploce za vodu debljine dx i Sirina

jedinice je
2
IS
Cf2 ((‘%) dx

gde je p specificna masa vode.

JednacCina pokretanja vode je:

¢ __ on_cr (96

o~ Jor 2 \ot)
Sada se (2.20) u ovom slucaju menja u :

26 0 o (€Y

o~ o2 " 2n \ ot

Uzmimo sada da je s = ct i da je ¢ = y/gh u tom slucaju jednacina postaje:

2
P P o <%) (2.22)

ds2  9x*  2h \0s

Ovo je fundamentalna jednacina ovoga problema. U ovom slucaju ova jednacina
je sustinski povezana sa promenljivom £. Nadmorska visina 7 ne zadovoljava
sli¢nu jednacinu.
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2.3 Resavanje fundamentalne jednacine

U ovom delu ¢emo se baviti reSavanjem naSe fundamentalne jednaine ovoga
problema tj. jednacCine (2.22) .

Kako imamo nelinearnost u jednacini (2.22) i ne moZemo traZiti opSte reSenje na
neki od standardnih nacina potrazicemo resenje u obliku £ = ¢ ((), gde funkcija

 predstavlja pomeranje vode i gde je ( = zfi, .
Sada trazimo :
86 _ / 1 _C / . d

= vo(E) w0 =S

0s? s—x (s — )
¢ (1SN 1+
- OG5 o

Zamenom ovih vrednosti u jednacinu (2.22) dobijamo:

O+ = g (1-079 (). 223)

Ovako dobijena jednacina je obi¢na diferencijalna jednacina po ¢ (¢). Mozemo
je napisati kao:

AN S S C_f(l_ )
90’2+C90’(<) 8h \ ¢ 2+¢)-

Ako uvedemo smenu:

Ova jednacina postaje linearna po y :

N
V- = 8h(c 2“)'
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Uzmimo da je y = wv(, sa novom nepoznatom promenljivom v dobijamo

jednacinu :
’ Cr 1 2
= —|(=—-—=4+1].
! 8hf(c2 ¢t )

Integracijom dobijemo novu jednacinu po v:
Cr 1
= = |—=-21 C
v < ( c og(+¢ ) +

gde je C' konstanta integracije .

Vratimo pomoc¢nu promenljivu koju smo definisali i kona¢no dobijamo da je :

1
/

() = —=

(©) y

B 1

=

1

/
¥ (C) = - c :
CC+ 2 (¢ —2Clog( — 1)
Znamo da je:
s+zx
(=
s—uw
ili
= 1+« T
Cl-a s tJ/gh
, 1
#la) = - I4a | ¢ [(14a)2 1+ (g 14+a 224
Cita T & [(Ta) —2m10gm—1]
Sada stavimo da je
b 2

~ Ch

kh

QDI (Oé) - _21+a ka 1+a 2 21+ozl 1+a 1
Ta T8 [(m) T ATa 081 T

Vrednost ¢’ («) je regularna i definisana je izmedu dve vrednosti &« = 0 i
a = 1. To medutim nije jedino reSenje jednacine (2.23) , Sto takode zadovoljava
i singularno resenje ¢’ (o) = 0

43



X

\
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Slika 2.5: Slika 5

Stoga mozemo uzeti kao reSenje jednacine (2.23) isprekidnu f-ju koja je:

kh
o' (o) = = o [( (2.25)

142 _ 9lta I+a
1 ) 21—a lOg l1—a 1

—

za0<a <1

i¢(a)=0zaa>1

Da bi mogli da izra¢unamo & tj. pomeranje vode, potrebna nam je sama f-ja ¢ ().

Kao $to ¢emo videti ovo nam nije neophodno da znamo da bi analizirali reSenje
sa fiziCke tacke gledista.

44



2.4 Fizicko tumacenje reSenja

Uzmimo da je visina vode n data sa:

_ %
n = —h%
0
—hw’(C)a—i‘

Koris¢enjem vrednosti (2.25) od ¢'(¢), napominjudi da je:

¢ 2

or  s(1—a)?
dobijamo da je relativna nadmorska visina vode izmedu o = 0ia =1

= E b (2.26)

n
h 3(1—a2)+%[a—%(1—a2)10gi—3]

za o > 1 dobijamo prema (2.25)

Vrednost 1 predstavlja amplitudu talasa kao Sto je prikazano na slici 6.
Na primer za k = 11 # = 0.5, oblik talasa ce biti kriva ABCD. U tacki B
imamo vertikalni nagib. DuZina BC predstavlja nadmorsku visinu talasa, njegova
relativna vrednost dobijena je iz opSte formule (2.26) za o = 1

n 4 h
o cy s
odnosno posto je s = tv/gh,
n 4 h
h ¢ tJgh'

To je obrnuto proporcionalno vremenu i koeficijentu trenja c;. Talasni front
uvgk se pol.da'pa sa = 1ili ; \/’fﬁ = 1, Sto znaci da se talasni front pokrece
brzinom koja je data sa :

¢ = Joh
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Na pocetku a = 0 ili x = 0, realativna brzina talasa je :

h
= k=
S

b (2.27)
tv/gh

SIS

Takode treba napomenuti da je oblast talasne krive nezavisna od vremena.

DuZina varira s = t1/gh a visina je proporcionalna * = #ﬁ.
Na primer oblik talasa je ABCD (za k = 11 % = 0.5) mozZe se prikazati u

razli¢itim trenucima kako Sto je ilustrovano slikom 7.

%

-5 /
-15

L

g
AN

™~

’ N
S0 \

‘18 5

Slika 2.6: Slika 6

Razni oblici talasa— (odnos koeficijenata <)

Na slici 6 su iscrtane krive % za vrednosti k£ = 1 i za razli¢ite vrednosti %.
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Velike vrednosti za % prouzrokovace ili velike vrednosti za amplitude ili velike
vrednosti za koeficijente trenja. Ovakvi talasni frontovi se Sire napred 1 dalje se
Sire istom brzinom ¢ = \/gh, ali vrednost njihovih amplituda je mala u odnosu na
promenu nadmorske visine talsa. Kod talasnih frontova energija talasa se ne Siri
tako brzo ve¢ se Siri samo za deo talasne brzine .

Na primer ako je # = 40, u tom smo slucaju kod tacke E, nadmorska visina je

0.38# i ona se rasprostire brzinom ¢ = 0.4+/gh.

Za male vrednosti trenja ili amplitude tada je i koeficijent % mali. U tom slucaju
kao Sto se vidi na slici 6. najveci deo energije Cuva se u talasnim frontovima.

\
|
Vi
\
\
\
\
\
N
\
&
\\
Lh . 4E>
P T~
T | em S~
"‘ﬁ | ——
] | | ceV5F
| ¢ x

Slika 2.7: Slika 7

Dobijamo izrazito dve vrste talasa. Talasi koji imaju strmiji talasni front za

. k . . v e . . N . .
vrednosti % < 1 1 priguSene talase koji imaju nizi talasni front za vrednosti

% > 1. Ovaj koeficijent % moZe se nazvati 1 “oblik faktora” i on odreduje
oblik talasa. Vazno je napomenuti da se ukaZe na ¢injenicu da je ovaj “oblik fak-
tor” proizvod trenja sa faktorom & od kojih zavisi oblik ili prose¢na nadmorska
visina talasa. Fizicki smisao ovoga je jasan kada se setimo da mi ovde imamo
kvadratni zakon trenja koji glasi:” Sto su veée amplitude talasa i brzina ,time je
veée 1 ukupno trenje”. Zakon trenja je u potpunosti sa nasim priorodnim intuici-
jama, kadvratni zakon trenja ukazuje na porast snage kod prigusenih talasa kada
se visina talasa povecava. Ovo je nova karakteristika u teoriji talasa, uveden je
nelinearni karakter u teoriji talasne jednacine.

Odredivanje k (Faktor zapremine) - Koeficijent trenja ¢y je trebalo da se do-
bije preko fizickih uslova kanala. U tom slucaju vrednost k ¢e u potpunosti
zavisiti od proseCne visine talasa. BeskonaCan broj talasa se moze pojaviti u
kanalu, osim u onima koje smo mi proucavali ili istraZivali u zavisnosti od pocCetne
brzine i uzviSenja. Medutim ako po¢nemo istraZivati od lokalnog oticanja ono ¢e
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u pocetku mirovati a kasnije ¢e se Siriti i deformisati u talase iste prosecne vi-
sine koje smo gore istrazivali. Vreme zavisi od visine talasnog fronta kako Sto
pokazuje jednacCina (2.27). ProsecCna visina ili zapremina je odredena koeficijen-
tom £ i on se koristi za odredivanje teoretske krive. Vrste pocetnog stanja mogu
biti grubo indetifikovani sa uslovima koji se izvode iz nagle kolicne vode u datoj
tacki reke ili kanala i propragira se kao poplavni talas.
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2.5 Putujudi talasi

2.5.1 Putujudi talasi u dubokoj vodi

Prvo objasnimo §ta su to putujuci talasi: jednostavni talasi ili putujuci talasi Cesto
se nazivaju progresivnim talasima €iji poremecaj varira sa viemenom ¢ i rastojan-
jem x. MoZemo ih prikazati na primer na slede¢i nacin:

E(z,t) = &(x,t)cos(kxr — wt + @p)

= &z, t)sin(kx — wt + po = g)
——

@0

gde je & - amplituda , w i k - ugao frekvencije i talasni broj,
wo 1li (¢g) - poCetna faza .

Amplituda £, oznaCava maksimalno rastojanje od najviSe tacke grebena do
ravnoteze.

Faza ¢ = kx —wt+py , gde je pp poCetna faza koju Cesto nazivaju samo faza.

Posmatrajmo dvodimenzionalne vodene talase x = [{(z,y,t),v(x,y,t),0]
Posmatrajmo kako voda protice: pretpostavicemo da nema viskoznosti (v = 0),
da je bezvrtlezno (6 = 0), nestiSljiva s/ - £ = 0, 2D (po x i1 y, nezavisno po z2).
Sada ¢emo da objasnimo pretpostavke. Sta znai da je § = 0

5 — ov  0¢
- 0r Oy
= 0
£ =5, 0 =9 t x=vo
gde je ¢ brzina potencijala.
Onda se dobijaiz V¢ = 0 =
82 2
P P _
ox?  OJy?
to je Laplasova jednacina .
A 7€ = 0 se dobija kada je:
o Ov
=427 =
ox + oy

uzmimo da je
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0 : 0
¢ =5 1 v=-%
Stavimo x = /¢, tako da je
Pp 0
922 + o2 0. (2.28)

Vodena povrSina nasteaje iz deformisanja glatkih pokreta. Jednacinu takvih
povrSine oznalavamo sa y = n(xz,t) . Cestice teCnosti na slobodnoj povrsini
moraju ostati na povrsini.

Kinematicki uslov podrazumeva da je F'(x,y,t) = y — n(z,t) to i dalje kon-
stanta (ustvari to je jednako nuli) za bilo koju Cesticu na slobodnoj povrSini $to
znaci da je:

DE = B4 (¢ V)F = 0 na y = n(x,t)

i ovo je ekvivalentno

WLl = v ma oy = qxt)

Tecnost je viskozna tako da je kod stanja na slobodnooj povrSini pritisak p
jednak atmosferskom pritisku py.

P = Do na y = n(x,t)

Sada ¢emo da opisujemo kako se dolazi do Bernulijeve jednacine za nesta-
cionarni tok bezvrtleZznosti:

dp 1 ., p _
3¢ T 3l¢l oy = G(t).

gde je () proizvoljna funkcija vremena.
Sada ¢emo izbrati da je G(t) = % , onda moZemo da napiSemo uslov pritiska:

5 t3@+v) g = 0 ma oy = 1)

Zapremina slobodne povrSine 7(z, t) , i brzina te¢nosti £ i v su mali
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e Linearni kineti¢ki uslov

_On . On
vo= a—i-f%—MJ(:c,n,t)

mali

0 ejlor 0
= 8—7ZTJHI U(x,o,t)—l—na—Z(x,O,t)—f—...

J/

Vv
mali

o
ot
an =3 9

— v(z,0,t) = T ja—y

on

ot
nay =20

e Linearni uslov pritiska

1 ,
g—‘f+§+(£2+v2)+gn:0—>%+gnzo na y=20
N—

mali

gde je n(z,t) = & cos(kx — wt).
Odgovarajuca brzina potencijal :

¢ = [fy)sin(kr —wt)
koja zadovoljava Laplasovu jednacinu i‘f + giy‘f =0
0,

oz
Dakle f(y) mora da zadovoljava f — k%f = 0, &ije je opste reSenje:

f = Ce" 4 De™*v

Za duboke vodene talase D = 0 (ako je £ > 0 $to se moZe pretpostaviti bez
gubitka opstosti ) kako bi brzina bila ograni¢ena kada y — oc.
Posmatrajmo brzinu potencijala (za duboke vodene talase) koja izgleda

¢ = Cesin(kx — wt)
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Sada ¢emo na osnovu kinetickog uslova % = %2 nay =0
y t
Ck = &uw ¢ = &)Tweky sin(kx — wt),

uslov pritiska % +gn=0nay =20
—Cw+g& = 00— w? =gk

gde je w? relacija disperzije.
MozZemo izracunati putanju fluidnih mrlja (’Cestica’):

0X JY
X = v¢_(E>an)a

—> (X, Y, 0) : pomeranje iz srednje pozicije .

To su krugovi sa polupreénicima oo ¥ | koji od propadanja faktor e u dubinu
1/k = X\/2m , gde je A— horizontalna duZina talasa (pa dubina vode mora biti
> \/2m).

Iz odnosa disperzije dobijamo faznu brzinu:

= &

Cp =

1\D|b El e
ﬂ' >

to zavisi od k, = talasi su disperzivni : razli¢ite talasne duZine imaju razlicite
fazne brzine ()
Grupna brzina:

Energija se pokreCe na grupnoj brzini c,: npr. pad kamena u ribnjak : nakon
izvesnog vremena dobili smo Siri model: Vrhovi i Korita se pomeraju na c,, paket
se pomera na %cp, tako da vrhovi napadaju kroz paket.

Ako postoje razlicite talasne duzine tada duzi talasi
(kada je veci c,) se pojavljuju ka spoljnoj ivicu.
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2.6 Talasi na vodi konacne dubine : disperzija i ne-
linearnost

Sada smo posmatrali talase koji su opisani u (2.5.1) 1 bili su u dubokoj vodi (
dubina je bila > A\ /27 ) . Sada pretpostavljamo da dubina nije > A\ /27 :
Sada je vertikalna brzina v = 9¢/0y = 0 nay = —h. Ponovo uzimamo da je:

n(x,t) = & cos(kx — wt)

¢ = f(y)sin(kr — wt).

Ponovo dobijamo f(y) = Cek¥ + De=*¥. Da bi se zadovoljilo sve od pre mora
biti da je f = F coshk(y + h).
Sada je odnos disperzije

w? = gktanhkh.

Takode

w
2
- ,/%tanhkh.

Ako je voda plitka (h < A\/27) , kh < 1, tanh kh ~ kh, tada je
cp X cy = +/gh, nezavisna po k.

To su ne disperzivni ’dugi talasi” (A > 2mh), sa

d
¢g = —-(cok)

= Cp

na primer cunami na otvorenom okeanu .
Ako su talasi prilicno dugi , na primer

tanhkh =~ kh—Kk*n*/3,
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g
Jgh — Lg2ps
g3

Cp ~
k2h?
= coy/1— 3 (2.29)
k2h?
~ C (1— 6 )
Ovi talasi su "malo disperzivni” .
d
Cg = %(kcp)
_ cdl—-%k%f) (2.30)
# ¢

Slika 2.8: Talas
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Zakljucak

U ovom master radu dat je pregled osnovnih pojmova i osobina vodenih talasa
i talasnih jednacina.

Kao $to smo videli, talasna jednacina je jedna veoma bitna parcijalna diferen-
cijalna jednacina.

Tacno reSenje jednacine prostiranja talasa sa kvadratnim priguSenjem je pron-
adjeno. To pokazuje da se talasi sa visokim amplitudama viSe priguseni i kako
ovaj efekat prigusenja zavisi i od zapremine talasa i od kpeficijenta trenja kanala.
Resenje se moze tumaciti predstavljeno preko fizickih odredivanja poplavnih vrsta
talasa.

Sto se ti¢e primene vodenih talasa oni se koriste u energetici za dobijanje en-
ergije, a Sto se tie primene talasnih jednacina njihova primena je jako velika u
poljima mehanike i elektromagnetike

Sama tema rada za mene je bila veoma interesantna i inspirativna. Bududi
da je tema savremena, gotovo da nema literature na srpskom jeziku o njoj. Stoga
prezentovani materijal predstavlja dobru osnovu ¢itaocu za upoznavanje sa 0Snov-
nim pojmovima o vodenim talasima i talasnim jedna¢inama i ujedno pruza smer-
nice za dalje istraZivanje i produbljivanje.
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