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Uvod

Analiza vremenskih serija je statisticka disciplina koja se veoma razvila u poslednjim deceni-
jama. Vremenska serija predstavlja uredeni niz opservacija pri ¢emu se uredenje ostvaruje
u odnosu na vreme. Vremenske serije prisutne su u raznim naucnim oblastima. Pored me-
teorologije i demografije u kojima se vremenskim serijama opisuju, na primer, temperatura
vazduha odnosno kretanje stope nataliteta 1 mortaliteta, vremenske serije su u velikoj meri zas-
tupljene i u ekonomskim naukama. Takve vremenske serije nazivaju se finansijske vremenske
serije. Njima se opisuje kretanje cena na trziStu, godiSnja proizvodnja, izvoz, ali i promena cene
akcija na berzi i sl.

Analiza finansijskih vremenskih serija se odnosi na teoriju i praksu odredivanja vrednosti
finansijskih aktiva tokom vremena. Finansijske vremenske serije odlikuju dve karakteristike
koje ih znatno razlikuju od ostalih vremenskih serija, a to su: varijacija i neodredenost. Upravo
zbog postojanja neodredenosti, u analizi ovih vremenskih serija primenjuju se statisticki metodi.

Mera neodredenosti finansijskih vremenskih serija je volatilnost. Pomocu volatilnosti di-
rektno opisujemo rizik promene vrednosti nekog finansijkog derivata. U matematickom smislu,
volatilnost predstavlja uslovnu standardnu devijaciju prinosa. Problem je taj Sto se volatilnost
ne moze registrovati, pa je zbog toga neophodno da je modeliramo. Osobina da se volatil-
nost menja tokom vremena naziva se heteroskedasticnost i karakteristina je za finansijske
vremenske serije (periodi velikih promena cena smenjuju se sa periodima kada se cena malo
menja). Kako je kod klasi¢nih ekonometrijskih modela jedna od osnovnih pretpostavki kon-
stantna varijansa, R. Engle je 1982. godine uveo novu klasu stohastickih procesa, pod nazivom
autoregresioni uslovni heteroskedasticni (ARCH) procesi. Ovi procesi imaju ocekivanje nula,
serijski su nekorelisani sa varijansom koja nije konstantna 1 zavisi od proSlosti, ali imaju kon-
stantnu bezuslovnu varijansu.

Tema ovog rada su uslovni heteroskedasticni modeli vremenskih serija. U radu su date
teorijske osnove i primene ARCH, GARCH i EGARCH modela vremenskih serija. Ovi modeli
imaju za cilj da daju neku od mera volatilnosti koju je moguce koristiti pri donoSenju bitnih
finansijskih odluka.

U uvodnom delu bi¢e dati osnovni pojmovi prinosa aktive i osobine njihove raspodele
verovatnoca, kao i volatilnosti. Takode bice izlozZeni i klju¢ni pojmovi za sluCajne procese
kao Sto su stacionarnost, autokorelaciona i autokovarijaciona funkcija procesa. U drugom delu

bice izloZeni osnovni pojmovi analize linearnih vremenskih serija. Bice predstavljeni i neki
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od modela linearnih vremenskih serija kao Sto su: autoregresioni (AR) model, model pokretnih
proseka (MA) i autoregresioni model pokretnih proseka (ARMA). Biée data kratka analiza ovih
modela i predvidanje buducih vrednosti vremenskih serija na osnovu ovih modela.

Centralno mesto rada zauzimaju uslovni heteroskedasti¢ni modeli. Pre njihovog uvodenja,
bice objasSnjene osnovne karakteristike uslovne heteroskedasti¢nosti. Zatim ¢e biti date struk-
ture modela ovakvih vremenskih serija. Predstavicemo izgradnju ARCH, GARCH i ekspo-
nencijalnog GARCH (EGARCH) modela. Prikazaéemo prednosti i mane ovih modela kao i
njihovu primenu na finansijskim trziStima.

U poslednjem delu ¢emo kroz primer stvarnih vremenskih serija na trZiStu prikazati primenu

uslovnih heteroskedasticnih modela vremenskih serija pri donoSenju odluka.

Novi Sad, 2014 Jovana Vujicic



Uvod u analizu vremenskih serija

1.1 Slucajni procesi i vremenske serije

Pre nego Sto po¢nemo da definiSemo pojmove stohastickog (slucajnog) procesa i vremenske
serije, podseti¢emo se nekih osnovnih pojmova i definicija iz verovatnoce i stohastike ([4],[5]).

Q = {wi,ws, ..., W, ... } - skup elementarnih dogadaja, tj. skup svih ishoda nekog eksperimenta.

Definicija 1.1.1 Neka je F C P (52). Ako vaZe sledeci uslovi:
1.Q e F

2Ae F=AeF

3{A}icnC F=Uicn A € F

tada je F o-polje (c-algebra) nad ).

Definicija 1.1.2 Najmanje o-polje koje sadrZi sve otvorene podskupove od R™ zove se Borelovo

o-polje nad R" i oznacavamo ga sa B (R™) ili B".

Definicija 1.1.3 Preslikavanje (funkcija) P : F — [0, 1] koje zadovoljava uslove:
1.P(Q)=1

2{Aitien CFiANA; =0zai#j= P31 A) =32, P(A)

zove se verovatnoca nad (), F). Trojka (), F, P) naziva se prostor verovatnoca.

Definicija 1.1.4 Preslikavanje X : Q0 — R" zove se n-dimenzionalna slucajna promenljiva

ako je zadovoljeno da za svako S € B"™ vaZi:
XS eF
kaZemo da je tada X F -merljivo.

Definicija 1.1.5 Slucajni (stohasticki) proces je familija slucajnih promenljivih { X;(w) : t €
T,w € Q} definisanih nad istim prostorom verovatnoca (0, F,P) a gde je T indeksni skup.
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Ako fiksiramo ¢ € T, tada X,;({2) predstavlja slu¢ajnu promeljivu definisanu na skupu elemen-
tarnih dogadaja (2. Ukoliko, pak, fiksiramo w € (2, tada skup vrednosti slucajnih promenljivih
X;(Q) postaje funkcija skupa indeksa 7T'.

Postoji viSe nacina da definiSemo indeksni skup 7'. U zavisnosti od toga kako definiSemo
ovaj skup, dobijamo razliite slucajne procese. Naime, ako je 7' = R ili 7" C R onda je
na$ slucajni proces definisan na realnoj pravoj i naziva se slucajan proces sa neprekidnim
parametrom (oznaka: { X }cr).

Sa druge strane, ako je skup T skup celih ili prirodnih brojeva, onda se slucajni proces naziva

slucajan proces sa prekidnim (diskretnim) parametrom (za 7' = N oznaka je { X, }sen ).

Definicija 1.1.6 Neka je skup ( = {(t1,to,...,t,) € T" 11 < ty < ... < ty,n = 1,2, ...}
Funkcije {F;(-),t € (} definisane sa:

Fi(x) = P{X}, <21, X4, < xo,.., Xy, <xp}, (21,29,...,2,) € R"

zovu se konacno dimenzionalne funkcije raspodele stohastickog procesa.

Definicija 1.1.7 Stohasticki proces X; je Gausovski proces ako sve njegove konacno dimen-

zionalne funkcije raspodele imaju visedimenzionalnu normalnu raspodelu.

Neka svojstva stohastickih procesa:

1. Srednja vrednost (oCekivanje) procesa X;:
E(X;)=pm,teT
2. Disperzija procesa X;:
Var(X;) = E(X?) — E*(Xy) =04, t €T
3. Kovarijansa procesa X;:
cov(Xy, Xy) = E(Xy — E(Xy))(Xs — E(Xy))) = vx(t,8),t,8,€ T

4. Koeficijent korelacije:
E(Xth) B E(Xt)E((XS)
VVar(X,)Var(X;)

Kako je tema rada vezana za finansijske vremenske serije, razmatra¢emo niz slucajnih promenljivih

px(t,s) = t,seT

uredenih u odnosu na skup prirodnih brojeva, tj. 7'= N = {1,2,...}. U ovom slucaju ¢e indek-

sni skup 7" predstavljati trenutke u vremenu.

Sto se tice definicije vremenske serije, autori nemaju jedinstven stav. U literaturi su najzas-
tupljenije dve varijante. Prva kaze da je vremenska serija jedna realizacija sluCajnog procesa, a

druga da nema razlike izmedu ova dva pojma.



Definicija 1.1.8 Vremenska serija je familija slucajnih promenljivih uredenih u odnosu na

vreme.

Definicija 1.1.9 Vremenska serija X, je strogo stacionarna ako za bilo koja dva prirodna broja
n i k i bilo koju n-torku prirodnih brojeva (t1,1s,...,t,) slucajni nizovi (X;,, Xy,,..., Xy,) i

(Xt ks Xigtks -y Xy, +k) imaju istu raspodelu verovatnoca.

Dakle, stogo stacionarna vremenska serija je ona Cija se svojstva ne menjaju transliranjem u

vremenu.

Definicija 1.1.10 Za vremensku seriju X; kaZemo da je slabo stacionarna ukoliko vaze sledeci
uslovi:

1. E(X}) = p=const,t=1,2, ...

2. Var(X;) = E(X; — u)* = const, t = 1,2, ...

3.ocov(Xy, Xy ) =EXy —p)( Xy — ) =v(k) =y, t =1,2, .. k=1,2, ...

Iz definicije zakljuCujemo da su srednja vrednosti i1 varijansna slabo stacionarnih serija
konacne (tj. ne menjaju se tokom vremena), a da je kovarijansa invarijantna u odnosu na vreme.
Lako je uociti da iz stroge stacionarnosti sledi slaba stacionarnost, ali obrnuto ne mora da vazi.
Specijalan slucaj su Gausovski procesi kod kojih slaba stacionarnost implicira strogu.

Stacionarnost vremenskih serija je klju¢na pri njihovoj analizi. U zavisnosti od toga da li
je vremenska serija stacionarna ili ne, biramo razliCite statisticke metode za analizu. U tom
smislu, vremenske serije delimo na stacionarne i nestacionarne. Ukoliko se svojstva vremenske
serije tokom vremena ne menjaju onda je vremenska serija stacionarna. U suprotnom, odnosno

ako su parametri kretanja vremenske serije funkcije vremena ona je nestacionarna. Pri analizi

0.15 T T T T T

0.1p -1

0.05 1

-0.05
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Grafik 1.1: Primer stacionarne vremenske serije



finansijskih vremenskih serija najc¢esce se pretpostavlja da su slabo stacionarne.

Definicija 1.1.11 Neka je X slabo stacionarna vremenska serija Cije je ocekivanje E(X;) = p.

Takva vremenska serija je ergodicna u odnosu na srednju vrednost ako vaZi uslov:
X5 uT—

o1
gdeje X = T Z;TFZI(XZ»).

Dakle, vremenska serija je ergodi¢na u odnosu na srednju vrednost ako aritmeti¢ka sred-
ina datog skupa konvergira u verovatno¢i ka stvarnoj srednjoj vrednosti vremenske serije kako
povecavamo obim uzorka.

Za vremenske serije ovo znaci da sa povecanjem duzZine vremenske serije momenti iz uzorka

konvergiraju u srednje kvadratnom smislu ka odgovaraju¢im momentima populacije.([2])
Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija

Korelacija izmedu slu¢ajne promenljive i njenih proSlih vrednosti je osnova linearne analize
vremenskih serija. Za sagledavanje korelacione strukture vremenskih serija koristimo autoko-
varijacionu 1 autokorelacionu funkciju.

Posmatramo stacionarni proces X;. Znamo da su za ovaj proces oCekivanje F(X;) = pu i
varijansa Var(X;) = o2 konstantne, a da je kovarijansa cov(X;, X,) funkcija vremenskog in-
tervala.

Zato je kovarijansa X; 1 X;
Ve = CO'U(Xt,Xt,k-) = E(Xt — ,U)(Xt—k — N) (11)

a koeficijent korelacije

_ cov( Xy, Xi—i) %
\/Var(Xt)\/Var(Xt_k) Yo

Pk (1.2)

gde je Var(X;) = Var(Xi—x) = 7.

v je funkcija od k i naziva se autokovarijaciona funkcija, a p; je autokorelaciona funkcija.

Osobine autokovarijacione i autokorelacione funkcije:
1. Za k = 0 iz jednacina (1.1) i (1.2) sledi:
Yo = Var(Xy)apy =1
2. Vazi simetri¢nost:
Ve = V—k 1Pk = Pk

9



Dokaz: Na osnovu stacionarnosti vazi:
Vi = cov( Xy, Xy k) = cov(Xy_g, Xy) = cov( Xy, Xpvk) = vk

Na sli¢an nacin, iz jednacine (1.2) dobijamo da je p, = p_.
30l <voifpk| <1
Dokaz: Slucajna promenljiva Y = A\ X; + A\, X;_; ima nenegativnu varijansu, gde su A\; i Ao

proizvoljne konstante. Varijansa od Y je:
Var(Y) =Var(MX; + XX ) = (A + A2)o? + 20 o

Zad =X\ =1lje—p <oc’a—p, <1
Za) =la)y=—1imamodajey, < o%ap, < 1.

4. Autokovarijaciona matrica [',, je pozitivno semidefinitna.

Y% 0Mm Y2 ot Y-l 1 P1 P2t Pp—t
M Yo Mt Va2 P1 1 P1 o P2
Cn=17% M Y% - Yes|=0>|p2 p L - pas| =0%P,
_’Vn—l Tn—2 Tn-3 -°° Yo ] _pn—l Pn—2 Pn-3 " 1 ]

Drugim rec¢ima, ova osobina kaze da su determinanta i svi glavni minori autokovarijansne
matrice pozitivni ili jednaki nuli. Sa P, oznacena je autokorelaciona matrica za koju vazi ista
osobina.

Sli¢no kao u dokazu prethodne osobine, koristi se Cinjenica da je varijansa slu¢ajne promenljive
Y =M X + X1+ -+ + A\ X _po1 nenegativna.

Beli sum

Slucajni proces ¢; naziva se beli Sum i predstavlja niz nekorelisanih slu¢ajnih promenljivih
¢ija je srednja vrednost E(g;) = 0,t = 1,2, ..., a varijansa Var(e;) = 02 = const,t = 1,2, ...
Vazna osobina belog Suma je i ta da su svi autokovarijacioni koeficijenti jednaki O v, =
cov(eg, e4—k) = 0, zasve k # 0.

Dakle, beli Sum je stacionaran proces Cije su autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija:

o, k=0
Yk =

0, k#0

1, k=0
Pk =

0, K#0

respektivno.

10



Osim $to je beli Sum veoma pogodan za modeliranje vremenskih serija, on se koristi i za

konstruisanje drugih procesa.

11



1.2 Finansijske vremenske serije i njihove osobine

Osnovni pojmovi prinosa aktive

Na samom pocetku rada bie dati neki osnovni pojmovi vezani za prinos aktive i osobine
njihove raspodele verovatnoca ([1]). Razlog za koriS§¢enje prinosa umesto cene aktive, dali su
1997. godine, Campbel, Lo i MacKinlay ([6]). Prvi razlog je taj $to za prosecnog investitora,
prinos aktive daje potpuni uvid u potencijalne investicije. Drugi razlog je viSe tehnicke prirode
1 odnosi se na bolje statisticke osobine u odnosu na iste za cenu aktive.

U nastavku su date neke od definicija prinosa aktive. Za pocetak pretpostavljamo da se za akcije
ne isplacuju dividende.

Neka je P; cena neke akcije u vremenskom trenutku ¢.

Definicija 1.2.1 Ako imamo aktivu jedan vremenski period, tj. od t — 1 do t, tada je stopa

ukupnog prinosa:

P
P (1.3)
P, =P _1(1+Ry)

1+Rt:

Odgovarajuca stopa prinosa, takode za jedan vremenski period je:

P, P, — P,
=t 1=t (1.4)
Py Py

R,

Definicija 1.2.2 Ako neku aktivu imamo k perioda, tj. od perioda t — k do perioda t, tada je

stopa ukupnog prinosa:

P,
1 + Rt[k?] — P i
t—k
- P Py P g
Py P Py

=(1+R)(1+Ri—1) - (1 + Ry_p11)

- 1:[(1 +R,_)).

J=0

Odavde uocavamo da je stopa ukupnog prinosa za k perioda zapravo jednaka proizvodu &

stopa ukupnog prihoda za jedan period.
P—P_
Py
U praksi je veoma bitan stvarni vremenski interval (veoma je vazno da li je mesec¢na ili

Stopa prinosa za k perioda je R,.[k] =

godisnja stopa prinosa u pitanju). Ukoliko sam interval nije precizno dat, pretpostavljano da je

to jedna godina. U nastavku definiSemo stopu godiSnjeg (prosec¢nog) prinosa:

12



1/k
Godisnja Ry[k] = [Hf;g(l + R,_;)

Ovo je geometrijska sredina stope ukupnog prinosa za k perioda, a ona se moZe zapisati i na

drugi nadin:

1
Godisnja R,[k] = exp [E Siin(l+ Rey)| -1,

1z razloga Sto je za izraCunavanje laksSa aritmeti¢ka u odnosu na geometrijsku sredinu, pomocéu

Tejlorove formule aproksimiramo godiSnju stopu prinosa i dobijamo:

N
—

GodRy[k] ~ (Ri_)) (1.5)

El

<.
Il
o

Ipak, u nekim primenama ova aproksimacija nije dovoljno precizna.
Kontinualno kapitalisanje

Pretpostavimo da je godiSnja kamatna stopa koju daje banka 10% i da je pocCetni kapital 1€.
Ako banka isplaéuje kamatu jednom godi$nje tada je vrednost kapitala 1(1 + 0.1)€ = 1.1€
godinu dana kasnije.

Ako banka, pak, isplacuje kamatu dva puta godiSnje, tada je polugodiSnja kamatna stopa
102% = 5%, pa je vrednost kapitala nakon prve godine
1(1 + %)%€ = 1.1025€.

Generalno, ako banka isplacuje kamatu m puta godiSnje, tada je kamatna stopa za svaku
isplatu %% a vrednost kapitala nakon jedne godine postaje ([1])

1(1+ %h)me.

Neka je r godi$nja kamatna stopa, C' pocetni kapital i n broj godina. Neto vrednost imovine,

A, dobijena kontinualnim kapitalisanjem je:
A = Cexp(r x n). (1.6)

Iz jednacine (1.6) imamo da je:
C = Aexp(—r x n) (1.7)

gde je C' sadasnja vrednost imovine Cija je cena A eura za n godina od sadasnjeg trenutka,

pretpostavljajuci da je godiSnja kamatna stopa kontinualnog kapitalisanja r.

13



Definicija 1.2.3 Prirodni logaritam stope prinosa akrtive zove se stopa prinosa kontinuiranog

kapitalisanja ili logaritam stopa prinosa i racuna se po formuli:

P,
re=In(l+ R,) = In—"

P, PP (1.8)

gde je p; = In(F,).

Ovako definisana stopa prinosa ima mnogo prednosti u odnosu na stopu prinosa ;.

1. Stopa prinosa kontinualnog kapitalisanja za k perioda je:

re[k] = In(1 + Ry[k]) = In[(1 4+ R) (1 + Re—q) -+ - (1 4+ Ri—ip)]
=In(1+R) +In(l+Riy)+---+In(l+ Ri—gs1)

=T+ ri—1 s+ g

Dakle, stopa prinosa kontinualnog kapitalisanja za viSe perioda je zapravo suma stopa kon-
tinualnog kapitalisanja za jedan period.
2. Statisticke osobine logaritam stope prinosa su pogodnije u analizi, pa ih samim tim i visSe
koristimo.

Stopa prinosa portfolia

Definicija 1.2.4 Portfolio hartija od vrednosti (aktiva) je skup svih hartija od vrednosti koje
posedujemo ([12]).

Neka su aktive koje posedujemo Ai, As, -, A, sa cenama Py, P,,--- , P, i koli¢inama

ky, ko, - -, k, tada je vrednost portfolija:
Il = Z?:l kil

TezZinski koeficijent i-te aktive predstavlja udeo i-te aktive u celom portfoliju. Tezinske koefici-
jente dobijamo na osnovu formule:
kiPi

IT

Portfolio hartija od vrednosti zapisujemo na sledeci nacin:

Ww; =

IT = iwiﬂ (1.9
i=1

Stopa prinosa portfolija II, definisanog u prethodnoj jednacini, data je sa:
Ry = Z?:l w; R,

gde je R;; stopa prinosa aktive 7.
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Stopa prinosa portfolija pri kontinualnom kapisalisanju, nema prethodno navedeno svojstvo.
Naime, ako su stope prinosa R;; male, onda je

roe Ry ., Wiy , pri emu je 7 stopa prinosa kontinualnog kapitalisanja aktive ¢ u portfoliju.

Vazno je naglasiti da tezinski koeficijenti ne moraju nuzno biti pozitivni. Naime, ako je
w; > 0 to nazivamo dugackom pozicijom, a u suprotnom, tj. kada je w; < 0 to je kratka pozi-
cija. U finansijskom smislu, to znaci sledece ([12]):
1. Dugacka pozicija znaci da smo mi vlasnici aktive A;.
2. Kratka pozicija da smo u portfolio ukljucili i aktivu ¢iji nismo vlasnik. To se deSava onda
kada od nekog pozajmimo neku hartiju od vrednosti, prodamo je i taj novac uloZimo u neku
drugu hartiju od vrednosti. Na kraju tom ko nam je pozajmio hartiju od vrednostu treba da
vratimo tu istu hartiju od vrednosti(a ne novac). U principu, od kratke pozicije moZemo da
ostvarimo prihod samo ako je vrednost pozajmljene hartije od vrednosti u trenutku ¢ = 1 manja

od vrednosti u trenutku ¢ = 0.
Isplata dividendi

Sada pretpostavljamo da se za akciju isplacuju dividende ([1]). Iz tog razloga, moramo malo
modifikovati formulu za stopu prinosa aktive.
Neka je D, vrednost isplacene dividende za period od t — 1 do ¢ i neka je P; cena aktive na kraju
perioda ¢. Dakle, dividenda nije ukljucena u cenu F;. U ovom slucaju su stopa prinosa aktive i
logaritam stopa prinosa date slede¢im formulama:
P+ Dy
Py
re =In(P, + Dy) — In(Py_q).

R,

Definicije stope prinosa i logaritam stope prinosa moZemo povezati na slede¢i nacin:

re = In(1+ Ry)
Rt =et —1.

Ako posmatramo ove dve stope prinosa za duzi vremenski period, imamo:

L+ Rk] = (14 R)(1+ Re1) -+ (14 Rigy1)
relkl =1t e

Veza izmedu sadaSnje i buduce vrednosti aktive, pri kontinuiranom kapitalisanju (godiSnja stopa

prinosa r) je:

A= Cexp(r xn)
C = Aexp(—r x n).
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Karakteristike finansijskih vremenskih serija

Finansijske vremenske serije u praksi najlakSe moZemo prepoznati ukoliko vremenska serija

koja je predmet izucavanja, poseduje neku od sledecih osobina ([2]):

1. Nestabilna varijansa
Najcesce cena finansijskog instrumenta nije stabilna. Do promena cena akcije na trziStu

dolazi usled novih informacija koje stalno pristizu. Dakle, dolazak nove vesti uti¢e na rast
varijabiliteta, koji se potom smiruje, pa ponovo moZze porasti ukoliko nova vest pristigne.
Stepen promene cene akcije zavisi od toga kako na novopristiglu vest investitori gledaju.
Ukoliko je vest negativna, varijabilitet raste. Ponovo naglaSavamo da se u ovom slucaju

razmatra uslovna varijansa tj. volatilnost ([1]), a promenu volatilnosti oznacavamo kao
uslovnu heteroskedasti¢nost.

2. Trend
Dugoro¢na komponenta u kretanju finansijske vremenske serije naziva se trend. Uko-

liko serija sistemski raste ili opada tokom vremena, trend moZze biti rastuci ili opadajuci.
Takode, trend moZe biti deterministicki ili stohasticki u zavisnosti od toga da li se kretanje

vremenske serije moze predvideti na osnovu proslih vrednosti ili ne.

Indeks cena na malo januar 2005.-decembar

2010.
180 -~
160 -
140 -
120
100
80 -
60 -
40 -+
s \HAEKCM LIEHA HA MaNo, 6asHKu

20 +

0 LEERREEE R RN R RN R R RN R RN R RN IR R NE RN I NR RN R RN RERRRE

ap oo oo Taoacrooya

g 8388 88828

rS2syserSg8zrsgerrsg =g

o= g 2 ~ 2 o =2 o 2 g 2

Lo d.8 8 3.0 g o003 3885 3885 a

R ESTSERSESSEaRESSE

g7887887"88"88" 83" &

~— ~— — ~ ~— ~

™~ A ™~ ) ™~ oy ™~ P ™~ Py o~ S

o o o o o =

o o o o =] o

o~ ~ ~ o~ o~ o~

Grafik 1.2: Primer serija koja ima stohasticki trend rasta

3. Sezonska komponenta
Ukoliko vremenska serija ispoljava pravilnosti u kretanju u toku jedne kalendarske godine
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tada se ona naziva sezonska vremenska serija. Postojanje ove komponente utikazuje da

postoji veci stepen korelacije izmedu opservacija istih meseci u razli¢itim godinama nego

izmedu susednih meseci.
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Grafik 1.3: Primer serije koja ima sezonsku komponentu

4. Strukturni lom
Strukturni lom predstavlja skup opservacija koje odstupaju od prethodnog toka vremenske

serije. On je najceSce rezultat neke intervencije, u smislu dogadaja koji Ce uticati na kre-

tanje vremenske serije.

Osobine raspodele verovatnoca stope prinosa

Da bismo mogli da izu¢avamo stope prinosa u smislu finansijskih vremenskih serija, potrebno
je dobro razumeti osobine njihove raspodele verovatno¢a. Razmatra¢emo kolekciju od n ak-

tiva koje posedujemo 7' vremenskih perioda. Proucava¢emo logaritam stope prinosa u oznaci

{rg;i=1,--- ,mt=1,--- , Th
U nastavku dajemo pregled nekih znacajnih raspodela i momenata ([4],[3]). Posmatramo slucajne

promenljive X = (Xy,---, X,)iY = (Y1,...,Y,).

Funkcija raspodele

Fxy(z,y) = P(X <z;Y <)

PonaSanje sluc¢ajnih promenljivih X i Y opisano je funkcijom Fx y(z,y). Ukoliko postoji

funkcija gustine raspodele verovatnoca f, ,(z,y), onda je

Fxy(z,y)=[" ... [ foy(w, 2)dwdz
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gde su X 1Y apsolutno neprekidne slucajne promenljive.

Marginalna raspodela

Marginalna funkcija raspodele slucajne promenljive X data je sa:
Fx(z) = Fxy(x,00,---,00).

Ovu formulu dobili smo tako $to smo pustili da y — oo. Analogno se dobija i funkcija
marginalne raspodele za sluc¢ajnu promenljivu Y.
Kada je slucajna promenljiva X jednodimenzionala slu€ajna promenljiva, tada je funkcija

marginalne raspodele data sa:
Fx(x) = P(X < x)

i zove se kumulativna funkcija raspodele (cumulative distribution function-CDF). Ova funkcija
je neopadajuca, tj. F'x(r1) < Fx(z3) ako je z; < x5. Sem toga, zadovoljava i sledeée dve
osobine: F'y(—o0) =01 Fx(oc0) = 1.

Za datu verovatnocu p, najmanje realni broj x,, za koji je p < Fx(z,) naziva se p-ti kvantil

slucajne promenljive X.

t, = inf{alp < Fx(x)}.

Uslovna raspodela

Funkecija uslovne raspodele slu¢ajne promenljive X u odnosu na dogadaj Y = y data je sa:

@wmw=ﬂX§ﬂY=w=ﬁ;g$)

U gornjoj formuli sa f(z,y) oznacena je zajednicka funkcija gustine slu€ajnih promenljivih X

du.

iY, asa f,(y) oznacena je marginalna funkcija gustine slu¢ajne promenljive Y, a koja je data

sa:

fy(y) = / foy(z,y)da. (1.10)

Dakle, veza izmedu zajednicke, marginalne i uslovne funkcije raspodele je:

f%y(l'ay) = fx\y(z) X fy(y) (111)

Ova jednakost veoma Cesto se koristi u analizi vremenskih serija.

Za slucajne promenljive X i Y kaZzemo da su nezavisne ako 1 samo ako je:

fx\y<x> = f:v(x)
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Za nezavisne slu¢ajne promenljive je f, ,(x,y) = f.(x)f,(y).

Numericke karakteristike slu¢ajnih promenljivih

1. Ocekivanje £(X):
Prvi momenat ili oekivanje slucajne promenljive X dato je sa:
B(X)= [" af(x)dx
gde je sa f(x) oznacena funkcija gustine raspodele slucajne promenljive X. Ocekivanje

slu¢ajne oznacavamo sa fi.

2. Varijansa o2:
Drugi centralni momenat koji zapravo meri varijabilnost slucajne promenljive X naziva

se varijansa od X, oznacCava se sa ai i definisan je na sledeéi nacCin:

VCLT(X) - E[(X - :ux)2] - ffooo(l‘ - ,ux)2f(l‘)dl‘

pod uslovom da dati integral postoji.

Pozitivni kvadratni koren varijanse, o,,, naziva se standardna devijacija slu€ajne promenljive
X.

Normalna raspodela na jedinstven nacin odreduje prva dva momenta slu€ajne promenljive.

Za neke druge raspodele, bitni su nam i momenti viseg reda.

3. Koeficijent asimetrije:

Treéi centralni momenat meri simetriju slu¢ajne promenljive X u odnosu na srednju vred-
nost, odnosno u kojoj meri postoji koncentracija podataka oko tacke koja je veca ili manja
od srednje vrednosti.([2])

Raspodela je simetri¢na ako su podaci rasporedeni priblizno simetriéno u odnosu na sred-
nju vrednost. Ukoliko je desni rep raspodele duzi od levog tada je raspodela asimetricna
udesno, u suprotnom raspodela je asimetri¢na ulevo.

Koeficijent asimetrije predstavlja normalizovani tre¢i momenat i dat je sledeCom formu-

lom:
S(z)=E [M} .

3
0z

U tabeli su date vrednosti ovog koeficijenta i znacenje.
Kod finansijskih vremenskih serija uoceno je da obi¢no imaju empirijsku raspodelu

asimetri¢nu udesno, tj. da ove vremenske serije naj¢esce sistemski rastu tokom vremena

(12D.
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Koeficijent asimetrije

S(z) = —(X;, te)”

.S(z) = 0 Simetri¢na raspodela
.S(x) < 0 Raspodela asimetri¢na ulevo
S

x) > 0 Raspodela asimetri¢na udesno

Tabela 1.1:

4. Koeficijent spoljoStenosti:
Cetvrti centralni momenat opisuje ponasanje repa slucajne promenljive X. Koeficijent
spljoStenosti predstavlja normalizovani ¢etvrti momenat i dat je sledeCom formulom:
K(z)=E [M} .
O-ZL'
Spljostenost se izraZava u odnosu na spljostenost normalne raspodele. Za normalnu
raspodelu ovaj koeficijent ima vrednost 3. Ako je vrednost ovog koeficijenta manja od 3
znaci da su repovi raspodele laksi od repova normalne raspodele. U suprotnom su repovi
teZi od repova normalne raspodele.U tabeli su date vrednosti ovog koeficijenta i odgo-
varajuée znacenje:

U ekonomskom smislu, ukoliko na trzistu postoje neki ekstremni dogadaji tada su repovi

Koeficijent spoljoStenosti

K() = = te)”

x) = 3 Raspodela je normalno spljostena

K(
K (x) < 3 Repovi raspodele su laksi od repova normalne raspodele
K(

x) > 3 Repovi raspodele su teZi od repova normalne raspodele

Tabela 1.2:
empirisjke raspodele teski.
Najopstiji model za logaritam stopu prinosa {ry;i = 1,--- ,n;t = 1,--- T} daje za-
jednicka funkcija raspodele:
Fo(runs s smaas iz, Tuai iy T Y5 0), (1.12)

gde je Y vektor stanja koji sadrzi promenljive koje opisuju prostor u kojem su stope prinosa
definisane, a 6 je vektor parametara koji na jedinstven nacin odreduju funkciju raspodele F.(-).
Raspodela verovatnoca F,.(-) odreduje stohasticko ponasanje stope prinosa 7;; i Y. U mnogim
ekonomskim istrazivanjima, za vektor stanja Y pretpostavlja se da je poznat i glavni zadatak je

odrediti uslovnu raspodelu {r;; } ako je dato Y. Cilj empirijske analize stope prinosa je da oceni
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nepoznati parametar 6 i da izvuce neke statisticke zakljucke o ponasanju {r;; } ako su date neke
prosle vrednosti logaritam stope prinosa ([1]).

Vazno je napomenuti 1 da se zajednicka funkcija raspodele mozZe zapisati i na slede¢i nacin:

F(Tily BN o) 9) = F(Ti1)F(Ti2|T1t) ce F(TiT|Ti,T—17 .- -7“2‘1)
T (1.13)
= F(Til) HF(Tit|ri,t—la Ce Ti1)~
t=2
Ova formula izraZava vremensku zavisnost logaritam stopa prinosa r;;.
Najcesce se stope prinosa aktive opisuju neprekidnim slu¢ajnim promenljivim, a koristi se nji-

hova funkcija gustine. Zbog toga se koristeci jednacinu (8)jednakost (10) zapisati kao:

T
f(ra,...,rir; 0) = f(ri) H fralrie—1,...7ra). (1.14)
t=2

Ova jednakost ukazuje na to da su uslovne raspodele upotrebljivije od marginalnih pri izu¢avanju
stope prinosa aktive. Medutim, marginalne raspodele je lakSe proceniti u odnosu na uslovne
raspodele koristeci prosle stope. Osim toga, stope prinosa aktive ¢esto imaju veoma malu seri-

jsku korelaciju pa je zbog toga marginalna raspodela veoma blizu uslovne.
U nastavku e biti date neke osnovne statistiCke raspodele koje se koriste za marginalne

raspodele stope prinosa. To su normalna i lognormalna raspodela.
Normalna raspodela

Normalna (Gausova) raspodela je vazna familija raspodela neprekidnih slu¢ajnih promenljivih
jer se primenjuje u raznim oblastima. Clanovi familije normalne raspodele definisani su preko

dva parametra, matematickog o&ekivanja ;. i varijanse (disperzije) o ([3]).

Definicija 1.2.5 Slucajna promenljiva X ima normalnu N (1, 0*) raspodelu, ;1 € Rio > 0,
ako je njena funkcija gustine raspodele:

(x — p)?

1 _
e 202 | xcR

o\ 2T

fx(z) =

Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X sa normalnom N (1, 0?) raspodelom je:

(t=p)
[Zoe 20 dt,zeR

1

FX(x) - oV 2T

Ocekivanje slucajne promenljive koja ima normalnu raspodelu je F(X) = pu, a disperzija (var-
jjansa) Var(X) = D(X) = o2

21



U finansijama se vrlo Cesto pretpostavlja da su slucajne promenljive kojima opisujemo stope
prinosa { R|t = 1,...T} nezavisne i da sve imaju istu, normalnu, raspodelu sa fiksnom sredi-
nom i varijansom. Dobre strane ove pretpostavke su te Sto ona Cini statisticke osobine stope
prinosa prilagodljivim. Medutim, postoji i dosta mana. Na primer, donja granica stope prinosa
je -1, a za normalnu raspodelu moZemo da pretpostavimo bilo koju vrednost sa realne prave pa
samim tim i nemamo donju granicu. Dalje, ako stope prinosa R;; imaju normalnu raspodelu,
tada stope prinosa za vise perioda R;[k] nisu normalno rasporedene jer ih ¢ini proizvod stopa

prinosa za jedan period.
Lognormalna raspodela

Lognormalnu raspodelu dobijamo primenom normalne raspodele na logaritmovane podatke.
Dakle, ako slucajna promenljiva Y = log X prati normalnu raspodelu, tada slu¢ajna promenljiva
X ima lognormalnu raspodelu. Ova raspodelu ima dva parametra, srednju vrednost i varijansu
logaritmovanog niza ([3]).

Funkcija gustine raspodele slu¢ajne promenljive X, gde InX : N (u, 0?), je:

(i =
fx(@) = mvme 200, x>0

0, <0

1,
Ocekivanje slu¢ajne promenljive koja prati lognormalnu raspodelu je F(X) = el tao”)

disperziia Var(X) = D(X) = e2#+7°(¢7” — 1).
perzij

, a

Jos jedna vrlo Cesta pretpostavka u finansijskim istrazivanjima je ta da su slucajne promenljive
kojima opisujemo logaritam stope prinosa r;; nezavisne i normalno rasporedene (tj. da sve imaju
normalnu raspodelu) sa oekivanjem g i varijansom o2. Iz toga sledi da su stope prinosa R;;
nezavisne slucajne promenljive sa lognormalnom raspodelom sa o¢ekivanjem i varijansom da-
tim na slede¢i nacin ([1]):

2

E(R,) = exp(p + %) 1 (1.15)
Var(R;) = exp(2u + 0°)[exp(c?) — 1] (1.16)

Ove dve jednacine su veoma korisne za izuCavanje stope prinosa, posebno kada je rec¢ o
predvidanju koriste¢i model za logaritam stope prinosa.
Sa druge strane, neka su m; i my oCekivanje i varijansa stope prinosa R; koja ima lognor-

malnu raspodelu. Tada su ocekivanje i varijansa odgovarajuéih logaritam stopa prinosa r, date
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slede¢im formulama:

E(ry) =In i +;LQ ]
\/1 Lt
Var(ry) =lIn [1 + (1:1—;7&2]

S obzirom da je suma kona¢nog broja nezavisnih i normalno rasporedenih slu¢ajnih promenljivih,
takode normalna, dobijamo da je r;[k] takode normalno raspodeljena pri uslovu normalnosti za

{r:}. Uz to, nema donje granice za r;, a donja granica za R, je zadovoljena jer je 1 + R, =

exp(ry).

Volatilnost

U ekonomskom smislu, volatilnost finansijskog instrumenta govori o tome koliko se menja
cena tog instrumenta u nekom proteklom periodu. Volatilnost najcesée raunamo kao stan-
dardnu devijaciju promene cene. Jedan od pokazatelja rizika jeste volatilnost, i rizik je veéi
Sto je veca volatilnost odredenog finansijskog instrumenta. Mnogi finansijski modeli ukljucuju
nezavisno ocenjenu ili predvidenu volatilnost (npr. Black-Scholes formula). Za ocenjivanje
volatilnosti najbolje je koristiti informacije o pro§lim vrednostima stope prinosa.

Model volatilnosti:

Y = Ut + 01y

e = E(yr1]F0)
o = Var(yy1|Fo)
E(g) =0

Var(e;) =1

gde je y; prinos u trenutku ¢, a £; je niz nezavisnih slucajnih promenljivih koje imaju istu
raspodelu i predstavljaju gresku linearne regresije, a F; predstavlja skup informacija poznatih
do trenutka 7'.

U analizi volatilnosti cilj je objasni uzrok njenog nastanka. Kako volatilnost nastaje usled

nekih proslih dogadaja, objaSnjava se pomocu uslovnih sluc¢ajnih promenljivih:
o2 = Var(yes1|FL)

Reakcija na neku neocekivanu novost moze dovesti do nastanka volatilnosti. Ova cinjenica
znatno otezava predvidanje, ali ako se u obzir uzme to da vreme nastanka te novosti ne mora
da bude nepoznato, ipak postoje nacini da se izvrsi predvidanje. JoS jedna od karakteristika
volatilnosti je ta da volatilnost celog trziSta utice na volatilnost svake pojedinac¢ne akcije. U
glavnom delu rada bavi¢emo se modelima koji sluze za predvidanje volatilnosti, a to su ARCH
1 GARCH modeli.
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2
Analiza linearnih vremenskih serija

Jedan od glavnih zadataka statistickog modeliranja je pronalazenje veze izmedu ulaznih i izlaznih
podataka. NajceSce se pretpostavlja da je ta veza linearna. U ovom poglavlju dajemo neke os-

novne osobine linearnih vremenskih serija, a kasnije opisujemo 1 modele linearnih vremenskih

serija koji se koriste za predvidanje finansijskih podataka kao Sto su, na primer, cene akcija na

trzistu.

Najpre ¢emo uvesti pojam linearne vremenske serije ([13]):

Definicija 2.0.6 Vremenska serija r, je linearna ako se moZze predstaviti na sledeci nacin:

re=p4 Y e 2.1)
=0
gde je 1 ocekivanje od ry, g = 11i {e;} je niz nezavisnih slucajnih promenljivih sa istom

raspodelom, najcesc¢e normalnom.

Na primer, {¢;} moZe da bude beli Sum.

Pre same analize vremenskih serija bitno je napomenuti Voldovu teoremu razlaganja ([2])
koja kaze da se svaka slabo stacionarna vremenska serija moze predstaviti kao zbir dva medusobno
nekorelisana procesa, gde je jedan stohasticki, a drugi deterministi¢ki. Deterministicka kompo-
nenta predvida se na osnovu informacija iz proslosti, dok slu¢ajnu komponentu na ovaj nacin
ne mozemo predvideti. Voldova teorema govori o dekompoziciji procesa na deterministicki i

stohasticki deo.

Teorema 2.0.7 (Voldova teorema razlaganja) Stohasticka komponenta slabo stacionarne vre-

menske serije ry moZe se predstaviti u obliku linearnog procesa na sledeci nacin:

e — =+ Y161 F Yoo+ = Z%‘Et—j, Py =1 2.2)

J=0
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Deterministicku komponentu vremenske serije 7; €ini srednja vrednost, tj. ocekivanje p =
E(ry). Sa e, oznaCen je proces beli Sum, kao niz nekorelisanih sluajnih promenljivih nulte

srednje vrednosti 1 konstantne varijanse.

E(et):()

o2 k=0
Ve =

0,k #0

1,k=0
Pr =

0,k #0

Dinamicka struktura linearne vremenske serije iz jednacine (2.1) opisana je pomocu koefi-
cijenata 1);, koji se nazivaju -ponderi.
Ako je r; linearna vremenska serija veoma jednostavno dolazimo do formula za srednju vred-

nost i varijansu, koriste¢i nezavisnost {&; }.

1. Ocekivanje:

2. Varijansa:

E(ey + 161+ thogro +++)°

= E(ef) + YTE(ely) + V3 E(ef ) + -+
+ 201 E(eiei-1) + 202 E(erer2) + -+
=*(1+df+ 5 +---)

o
2 2
=0 Z V;
i=0

3. Autokovarijaciona funkcija:

Yk = cov(ry, Ti_k)
= E(re = p)(re—r — 1)
= E(et + 161 + oo+ + Yk + Vrr16e-k—1 + Yrro8ik2t)
(8t—k + V1801 + hogp o+ +)
= 0* (Y + P1ksr + Yotrya + )

o
= o? Z (CRU
=0

25



4. Autokorelaciona funkcija:
o = T _ Zig (G
Yo ZZO V3

Na slede¢em grafiku predstavljene su dve autokorelacione funkcije vremenske serije prinosa.

Sample Autocorrelation Function fACF)pmu52
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Grafik 2.1: Autokorelaciona funkcija prinosa i kvadrata prinosa

Uslov stacionarnosti linearne vremenske serija izrazavamo preko i-pondera. U opStem
slucaju, ovih pondera imamo beskonacno, dakle za stacionarnost potrebno je pokazati da je

konacno za svako k. Bez umanjenja opStosti pretpostavicemo da je p = 0, pa je:

el = |B(rri)| < (Var(rVar(roi))? = 0> Y 2.
=0
Dakle, uslov stacionarnosti je: Y .-, 17 < oc.
Na osnovu ovih numerickih karakteristika slu¢ajne promenljive r; dolazimo do sledecih za-

kljucaka:

1. Varijansa linearnog procesa je izraZena preko varijanse belog Suma i ¢)-pondera i ona je

kona¢na kada je Y ;- 1?7 < oo.

2. Autokovarijacioni koeficijent linearnog procesa izrazen je preko varijanse belog Suma i

1-pondera.
3. Autokorelacioni koeficijent linearnog procesa je funkcija samo 1-pondera.([2])

Kada smo definisali linearnu vremensku seriju tj. linearni proces (jednacina (2.1)), u for-
muli smo Kkoristili beskonacno mnogo pondera 11,5, ---. S obzirom da Zelimo da ovakav
proces bude dobar za opisivanje stacionarne vremenske serije, potrebno je da ponderi odreduju
apsolutno konvergentan red, j. da vazi: ).~ || < oc.

Ovakvo ogranicenje je u potpunosti opravdano i tacno ukoliko u obzir uzmemo da je varijansa

linearnog procesa konacna, Y .-, 1? < oo. ([2])
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Na osnovu linearnog procesa koji smo definisali na poceku sa pogodnim odabirom /-
pondera dobijamo modele sa konacnim brojem parametara kojima mozZemo opisati vremenske
serije. Tri modela sa kona¢nim brojem parametara kojima se opisuju slabo stacionarne vre-

menske serije su:

1. Autoregresioni modeli
2. Modeli pokretnih proseka

3. Autoregresioni modeli pokretnih proseka
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2.1 Autoregresioni AR modeli

Autoregresioni modeli vremenskih serija su oni modeli u kojima se zavisna promenljiva
u trenutku ¢ opisuje u funkciji od sopstvenih prethodnih vrednosti, tj. skup objasnjavajuéih
promenljivih su elementi iste vremenske serije samo u trenutcima ¢t — 1,¢ — 2, ..., t — p. Dakle,

autoregresioni model definiSemo na sledeci nacin ([2]).

Definicija 2.1.1 Autoregresivni model reda p definisan je na sledeci nacin:

Xi =01 Xi1 + 0 Xi o+ ...+ 0pXip + & (2.3)
gde je ¢, beli Sum, a ¢1, ¢2, . . ., ¢, autoregresioni parametri.
Ovom modelu moZe da se pridruzi karakteristi¢na jednacina sledeceg oblika:

P —pr1g" T —ag? P — . — =0

gdesu gy, go, . . ., gp reSenja (koreni) karakteristi¢ne jednacine. Ukoliko su svi koreni po modulu
manji od 1, tada je odgovarajuca vremenska serija stacionarna.

Da bismo bolje razumeli autoregresioni model vremenskih serija, u nastavku ¢emo detaljno
opisati izgled i svojstva AR(1) i AR(2) modela, pa zakljucke primeniti na autoregresioni model

reda p.

2.1.1 Autoregresioni model prvog reda - AR(1)

Autoregresioni model prvog reda (u oznaci AR(1)) zapisujemo na sledeéi naCin:
Xt =01 X4 1+ & (2.4)

gde je ¢ autoregresioni parametar, a €; beli Sum.

Stacionarnost AR(1) modela
Polazeéi od jednacine (2.4), rekurzijom od nazad dobijamo:
Xi=¢1 X1+ &
= (1 Xy 2+ e1) + &
= ¢ (1 X153+ er-2) + e+ PrEi1

=i+ P81 + iera + Ples + ...
Sada raCunamo varijansu od X;:
Var(X,) = Var(e, + 16,1 + ¢let_o + i 5+ ...)

=1+ 2+ o1+ % +..)
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a znamo da je Var(g;) = E(g;) = o

Varijansa vremenske serije bi¢e kona¢na, a samim tim vremenska serija slabo stacionarna, samo
ako je [¢1] < 1. (12])
Dakle, varijansa slabo stacionarne vremenske serije opisane AR(1) modelom je:

0.2

Var(X;) = o*(1+¢7 + o1+ ¢ +...) = s (2.5)

AR(1) je linearni proces

Pre nego Sto prikazemo da je AR model zaista specijalan slucaj linearnog modela, defin-
isaemo operator kasnjenja.
Operator L pomera nivo vremenske serije za jedan period unazad. Trenutak koji u sadasnjem
vremenu kasni jedan period naziva se kasnjenje prvog reda.

Za operator L vaze sledece osobine:
. I*X, =X, 1, k=1,2,...
2. L7*X, = X, k=1,2,...
3. Lo =9, gde je § konstanta
4. I°X; = X,
5. L(LPXy) = DI(L'Xy) = X4y
6. L(BX;) = B(LX;) = X;_1, gde je 5 konstanta

Dakle, operator kaSnjenja prvog reda L: LX; = X;_;.

Kori$¢enjem ovog operatora, AR(1) model mozemo da zapiSemo i kao:

1
( o1L) Xy = & t (1_¢1L>5t
Uz uslov da je |¢1] < 1, izraz m je zbir ¢lanova geometrijske progresije, pa je:
1
Xi = ——
U= an”

= (1+ 1L+ ¢1L* + 41 L%)ey
=&+ ¢ g1+ ¢% €9+ ...
Y1 P2

1z ove jednacine direktno vidimo da smo dobili linearni proces, tj. da je AR(1) model specijalan

slucaj linearnog procesa.

Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija
Kako je definisano u prethodnom poglavlju, autokovarijacioni koeficijent na rastojanju k definise

se kao:
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Ve = COU('Yt»'Yt—k) = E(Xt - M)(Xt—k - u)-

S obzirom da je ocekivanje slabo stacionarne vremenske serije X; jednako 0, (E(X;) = 0),
dobijamo da je koeficijent 7 zapravo F(X,X; ).
Dakle, kako je:

Xi=cei+diee1+dlero+ ...+ e+ e +...
sledi da je:
Xih=¢ep+ d16-p1 + e o+ ...
pa dobijamo oblik autokovarijacionog koeficijenta na rastojanju k:
Ve = E(XtXt7k>
= E(er + ¢ree1 + diero+ ...+ e+ o ep1 +.00)
(et—k + P1E¢—p1 + PlEr—h-2 +...)
= (P + drdh T + GO+ )
=’¢i (14 ¢f + 1 +...)

o
1ok

Dobijamo da autokovarijaciona funkcija AR(1) modela zavisi samo od varijanse belog Suma i

od autoregresivnog parametra ¢ .
Autokorelaciona funkcija se definise kao p, = 1—’;, gde je 7o = Var(X,), pa je autokorela-

cioni koeficijent na rastojanju k definisan na slede¢i nacin:

0%
T 1—¢]

Pk:%:TlZGblf
1 - ¢}

ZakljuCujemo da je autokorelaciona funkcija vremenske serije opisane AR(1) modelom p; =
FEk=1,2
1, 9 PECERIEEY

2.1.2 Autoregresioni model drugog reda - AR(2)
Autoregresioni model drugog reda, tj. AR(2) model, definisan je na sledeci nacin:
Xi =1 Xi1 + G2 X0+ &4 (2.6)

gde su ¢ 1 ¢, autoregresioni parametri.
Stacionarnost AR(2) modela

Formula za AR(2) model je zapravo jedna stohasti¢ka diferencna jednacina drugog reda:
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X — 01 X1 — 0 Xy 0 =&

1 njoj moZemo da pridruzimo karakteristi¢nu jednacinu:

9 — g — 2 =0 2.7)

Resenja ove jednacine su:

:¢1+\/¢%+4¢2 92:¢1—\/¢%+4¢2 2.8)
2 ’ '

41 5

Ukoliko je:
1. ¢? + 4¢, > 0 tada su reSenja karakterisit¢ne jednacine realna,
2. ¢ + 4¢ < 0 tada su reSenja kompleksna.

Kao $to je veé receno, da bismo modelom AR(2) mogli da opiSemo slabo stacionarnu vremen-
sku seriju, potrebno je da: |¢;| < 11]gq| < 1.
Koristeci Vijetove formule 1 dobijene oblike karakteristinih reSenja jednacine, dobija se da
je uslov za stacionarnost vremenske serije opisane AR(2) modelom data slede¢im sistemom
nejednakosti:
o1+ ¢2 <1
P2 — 2 <1 (2.9)
—-1<py<1
Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija AR(2) modela
Ako jednacinu AR(2) modela pomnozimo sa X; ; pa od toga uzmemo ocekivanje, dobi-
jamo:
Ve = E<XtXt7k)
=01 E(X1 Xy k) + 2 B( X2 Xy 1) + E(ei Xy 1) (2.10)
= Y1 + Y2 + E(ee Xy 1)
s tim da opet pretpostavljamo da je F(X;) = 0.
Dalje je:

E(tht7k> = E(&)(Etfk + P16k + (ﬁ + ¢2)5t7k72 + .. ) =
0, k#0

pa jednacCina (2.10) za autokovarijacionu funkciju vremenske serije opisane AR(2) modelom,
postaje:
Vi = P1Yh—1 + PoVe—2 + 0
zak=0,azak > 0je
Ve = P17k—1 + P2Vk—2
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Autokovarijacioni koeficijent za k£ = 0 tj. varijansa procesa moze i drugacije da se zapise:

2

o
Yo = var(Xy) = g1 + ¢2v2 + 07 = d1p170 + dapayo + 07 =
L — ¢1p1 — P2p2

Autokorelaciona funkcija vremenske serije opisane AR(2) modelom, data je slede¢om for-

mulom:

Pk = ¢1pk—1 + ¢2pk‘—27 k - 1727 oo (211)

Da bismo dobili pravi oblik varijanse vremenske serije opisane AR(2) modelom, potrebno je da
odredimo autokorelacione koeficijente na rastojanju 11 2.

Autokorelacioni koeficijent na rastojanju 1, p; dat je sa formulom:

p1 = Q1po + Pap1 = 1 i¢1¢2
a autokorelacioni koeficijent na rastojanju 2 je:
2
p2 = d1p1 + d2po = ——— + b
1 — ¢,

Sada mozemo ove izraze da ubacimo nazad u formulu za autokovarijacioni koeficijent ~, i da
dobijemo konacan izgled varijanse procesa:
1 — 2
Yo = Var(X,) = 1= d2)o (2.12)
(1462 |(1 = 6a)t - ]

2.1.3 Autoregresioni model reda p - AR(p)

Rezultati 1 zakljucci dobijeni za modele AR(1) 1 AR(2) mogu se primeniti na opSti autoregre-
sioni model reda p - AR(p).

Ovaj model ima slede¢i oblik:
Xi =1 Xy1 + P Xy o+ ...+ 0, Xy + & (2.13)

gde su ¢1, ¢, . . ., ¢, autoregresioni parametri modela, a sa £, ponovo je obeleZen beli Sum.
Stacionarnosti AR(p)modela

AR(p) modelu odgovara stohasticka diferencna jednacina p-tog reda:
Xi =01 Xpo1 — P2 Xy g — ... — ¢pXt—p =&
Cija je karakteristina jednacina:
P = 0g T = ag" T~ = =0 (2.14)
Ako su koreni ove jednacine svi po modulu manji od 1 onda je vremenska serija stacionarna.
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Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija AR(p) procesa
Ako uopstimo izvodenja autokovarijacione funkcije za modele AR(1) i AR(2) dobijamo kako

izgleda autokovarijaciona funkcija autoregresionog modela reda p:

P1Vk—1 + G2 Vo2 + -+ PpYh—p + 0%, k=0
O1Vk—1 + P2Vk—2 + ...+ OpVi—ps k>0

Ve =

Kao Sto je vec reCeno, autokovarijacioni koeficijent na rastojanju O je varijansa vremenske serije,

pa imamo:

0.2

V() — 2.15
0 ar(Xy) L—1p1 — d2p2 — ... — Oppyp o

Autokorelaciona funkcija vremenske serije opisane AR(p) modelom ima sledeci oblik:

Pk = P1pk—1 + G2pp—2+ ... + Gppi—p, k>0 (2.16)

Parcijalna autokorelaciona funkcija

U literaturi vremenskih serija od velikog znacaja je red autoregresionih modela vremen-
skih serija ([2],[1]). Razlog tome jer Sto je red AR modela, p, nepoznat u prakticnoj primeni.
Jedan od nacina da se odredi red autoregresionih modela je pomocu parcijalne autokorelacione
funkcije.

Kao §to je ranije definisano, autokorelacioni koeficijent na rastojanju k, meri stepen ko-

relacije izmedu X; 1 X;_j 1 njega smo definisali na slede¢i naCin:

B cov( Xy, Xy_y)
\/Var(Xt)Var(Xt_ky

Pk

9 PR

S obzirom da p; moZe da bude pod uticajem korelisanosti X; i X;_j sa ¢lanovima vremenske
serije na rastojanjima izmedu trenutaka ¢ i ¢ — k, eliminacijom uticaja ¢lanova izmedu tit — k
dobija se parcijalni autokorelacioni koeficijenat.

Osim za odredivanje reda AR modela, parcijalna autokorelaciona funkcija opisuje stepen
korelisanosti izmedu X; 1 X;_; kada se eliminiSu uticaji ¢lanova vremenske serije na rastojan-
jimaizmedutit —k, 4. (Xi—1, X0, ..o, Xi—kt1)-

U nastavku definiSemo ovu funkciju i dajemo njene osobine za autoregresione modele.

Ako posmatramo autoregresioni model reda k oblika:
Xi =0+ o011 Xi—1 + P2Xi o+ ... + O Xy i + &1 (2.17)

Parcijalni autokorelacioni koeficijent definiSe se kao k-ti autoregresioni parametar u prethod-
nom modelu. (U model je ukljcen i parametar ¢y da bismo mogli da interpretiramo ostale

parametre na navedeni nacin).
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Parcijalni autokorelacioni koeficijent ¢, izvodi se kao poslednji autoregresioni parametar u
modelu AR(k), pa uzimajuci to u obzir dolazimo do reda modela.([2])

Uz neke dodatne uslove regularnosti moze se pokazati da vazi sledece:
Za AR(p)model: X; = ¢1 X1 + 02 X420 + ... + ¢, X4, + &, parcijalna autokorelaciona

funkcija uzima sledece vrednosti:

¢kk#0,k:1,2,...,p
¢pp:¢p7k:p
o =0,k >p

Sample Partial Autocorrelation Function
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Grafik 2.2: Primer parcijalne autokorelacione funkcije vremenske serije
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2.2 Modeli pokretnih proseka MA

Sledeca klasa modela koji imaju veliku primenu u modeliranju serija prinosa u finansijama su
modeli pokretnih proseka. Engleski naziv za ove modele je "Moving average models” odakle i
potice skradenica koju koristimo, tj. MA modeli, odnosno MA(q) za modele pokretnih proseka
reda q ([1]). Jedna nova karakteristika javlja se kod ovih modela, a to je invertibilnost. In-
vertibilnost prikazuje vezu izmedu formi AR i MA modela ([2]). U ovom radu ¢emo iskoristiti
invertibilnost i preko AR modela beskonacnog reda do¢i do formule za MA model prvog reda.
Iako pretpostavaljamo, isklju¢ivo jednostavnosti radi, da je red AR modela konacan, u teoriji

ipak moZemo da pretpostavimo da posmatramo AR model beskona¢nog reda:
Xi=¢o+ ¢ Xe1+ g2+ Xpot ...+

Medutim, ovakav AR model nije prakti¢an ni realan, jer ima beskonano mnogo parametara.
Ipak, ukoliko pretpostavimo da koeficijenti ¢; zadovoljavaju neke uslove i ogranicenja, postici
¢emo to da ih odreduje konacCan broj parametara, pa ¢e nam na taj naCin i AR model imati

konacan red. Neka je, na primer:
Xe=¢o—01Xs 1 — 01Xy 20— X, 53— ... +& (2.18)

U ovom modelu svi koeficijenti zavise samo od jednog parametra 6;, tako §to je ¢; = —0! za
1> 1.

Da bi ovaj model bio stacionanran, parametar ¢#; mora da bude manji od 1 po apsolutnoj
vrednosti. Iz uslova stacionarnosti |#;| < 1, imamo da 67 — 0 kako i — co.

Prethodni model (2.18) mozZe da se zapiSe i na drugi nacin:
X+ 0 X, 1+ 03X, o+ ... =¢o+e (2.19)
Na osnovu ovog, znamo kako izgleda model za X; ;:
Xi 1+ 00X 0+ PX 5+...=dg+e1 (2.20)
MnozZe¢i jednacinu (2.20) sa ¢, i oduzimajci rezultat od jednacine (2.19), dobijamo:
Xy =¢o(1—601)+e, — 1601

Sto nam govori da je X, ako izuzmemo konstantu, ponderisani prosek Sokova €, 1 ;1. Iz ovog

razloga je ovaj MA model, MA model reda 1.

e Model pokretnih proseka reda 1, tj. MA(1), u opStem slucaju ima sledeci oblik:
Xt =cy+ €& — 915,5_1 (221)
gde je o konstanta, a {;} beli Sum.
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e Model pokretnih MA(2) ima oblik:

Xi=co+er—Oig1 — bags (2.22)

e MA(q) model ima oblik:
Xt =Cy+ & — ngt—l I Qq — &t (223)

gde je ¢ > 0.

2.2.1 Osobine MA modela

Kao i kod autoregresionih modeli, pokazaéemo osobine za modele MA(1) i MA(2), pa za-
kljucke uopstiti na MA(q) modele.
Stacionarnost
MA modeli su uvek slabo stacionarni jer predstavljaju kona¢nu linearnu kombinaciju elemenata
belog Suma za koji su prva dva momenta invarijante u odnosu na vreme. Ovo pokazujemo na
najjednostavnijem modelu, MA(1), iz jednacine (2.21).

Podsetimo se samo:
1. Beli Sum ima normalnu raspodelu, &; : N'(0, 02).
2. ¢ je konstanta.

Ocekivanje
Ocekivanje MA(1) modela je:

E(Xt) = Cp
i ono je invarijanta u odnosu na vreme.
Varijansa
Varijansa MA(1)modela je:
Var(Xy) = o2 + 002 = (1 +07)0? (2.24)

pri Cemu su &, 1 £, nekorelisani. Ponovo, 1 varijansa modela je invarijanta u odnosu na vreme.

Kompletna prica je primenjljiva na MA(q) modele. Za ovo modele, zaklju€ujemo sledece:
1. Konstanta iz MA(q) modela je ocekivanje serije F(X;) = c,
2. Varijansa MA(q) modela je Var(X;) = (1465 + 63 + ...+ 62)o?

Autokorelaciona funkcija MA modela
Posmatrajno ponovo MA(1) model u jednacini (2.21). Radi jednostavnosti pretpostavi¢emo da

je co = 0. MnoZenjem modela sa X;_; dobijamo,

36



XXy = Xpgg — 01X 80
Trazeéi oCekivanje od prethodnog izraza, imamo:
— 2
M= —9105

azal>1ljevy =0.
Koriste¢i malopre izvedenu varijansu MA(1) procesa (jednacina 2.24), dobijamo autokorela-

cione koeficijente za MA(1) model:

po =1
—0,
P1= 1_02 (2.25)
1
pr = O,Z > 2

Parcijalna autokorelaciona funkcija MA modela
S obzirom da MA modele karakteriSe osobina invertibilnosti, tj. MA(1) modelu odgovara AR
model beskonacnog reda, mozemo da zaklju¢imo da se parcijalna autokorelaciona funkcija kod
ovih modela sastoji iz niza nenula vrednosti. Zapravo, parcijalni autokorelacioni koeficijenti
opadaju sa rastom kaSnjenja.

Za proizvoljno £ oblik parcijalne autokorelacione funkcije MA modela dat je sa:

01 (1 — 6%)

zak=12,...
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2.3 Autoregresioni modeli pokretnih proseka ARMA

Cesto se u prakti¢nom radu sa AR i MA modelima javlja potreba da model ima veoma veliki
red da bi mogao adekvatno da opiSe dinamicku strukturu podataka vremenske serije. Veliki
broj parametara u modelu, znatno otezava rad i kao reSenje ovog problema uvedena je nova
klasa modela za opisivanje vremenskih serija. To su autoregresioni modeli pokretnih proseka,
odnosno ARMA modeli (angl. autoregressive moving-average models) ([2],[1]). Dakle, ARMA
modeli su osmiSljeni tako da imaju relativno mali broj parametara i predstavljaju kombinaciju
autoregresionih modela i modela pokretnih proseka, kao §to i samo ime kaze.

Kada je rec o finansijskim vremenskim serijama,€injenica je da se ovi modeli izuzetno retko
koriste za opisivanje i predvidanje finansijskim vremenskih serija. Medutim, u ovom radu ¢emo
se ipak osvrnuti i na ove modele iz razloga Sto je koncept ARMA modela od velikog znacaja
u modelima volatilnosti, koji su tema samog rada. Zapravo, GARCH model (model uopstene
autoregresione heteroskedasti¢nosti) moze se, na neki nacin, smatrati ARMA modelom.

U nastavku bi¢e razmatran ARMA (1,1) model, pa zakljuci uopSteni na ARMA(p,q) model.

2.3.1 ARMA (1,1) model i njegove osobine

Definicija 2.3.1 Vremenska serija X; prati ARMA(1,1) model, ako zadovoljava sledeci uslov:
Xi— 01 Xo1 = o+ &1 — bher (2.26)

gde je {e;} beli Sum, leva strana jednacine je AR komponenta modela, reda p = 1, a desna

strana je MA komponenta reda q = 1 i ¢ je konstanta.

Da bi ovaj model uopste imao smisla, mora biti ¢; # 6; jer bi se u suprotnom model sveo na

beli Sum.

Osobine modela
S obzirom da je ARMA(1,1) model kombinacija AR(1) i MA(1) modela, osobine ovog modela
su veoma sli¢ne odgovaraju¢im osobinama AR modela, s tim da dolazi do manjih izmena zbog
MA modela.
1. Stacionarnost:

Uzimajuci ocekivanje od jednacine (2.26), dobijamo:
E(Xt) — ¢1E(Xt_1) = gbo + E(&t) - QlE(Xt_1>.
S obzirom da je proces ¢; beli Sum, E(e;) = 0, dobijamo da je ocekivanje:

BX) =n= 1 isoqbl

pa je vremenska serija slabo stacionarna.

2. Varijansa vremenske serije:
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Jednostavnosi radi, uzimamo da je ¢y = 0. Varijansu vremenske serije opisane ARMA(1,1)
modelom, dobijamo na slede¢i nac¢in: mnozeci jednacinu modela sa ¢; i uzimajuéi ocekivanu

vrednost dobijamo:

E(Xe) = E(e}) — 01E(g6,1) = E(e?) = o2 (2.27)

Da bismo dobili varijansu ovog modela, zapisaCemo ga prvo na malo drugaciji nacin:
Xi =1 Xoo1 + e — 0160
dalje je varijansa:
Var(X;) = ¢iVar(X,_1) + 02 + 0302 — 210, E(X;_1641)
Kako su ¢lanovi vremenske serije 1 ¢lanovi belog Suma nekorelisani medusobno, dobijamo:
Var(X;) — ¢3Var(X;_1) = (1 — 2¢,0, + 07)0?
Ako je serija X; slabo stacionarna tada je Var(X;) = Var(X,_1), pa je varijansa modela:

(1 —2¢10, + 6%)0?
1— ¢?

Dakle, varijansa (autokovarijacioni koeficijent na rastojanju 0) vremenske serije koja se opisuje

Var(X,) = (2.28)

ARMA(1,1) modelom zavisi samo od parametara modela. Uzimajuéi u obzir da je varijansa
pozitivna, treba da bude ¢7 < 1 (odnosno |¢;| < 1), §to je isti uslov za stacionarnost kao kod
AR(1) modela.

3. Autokovarijaciona funkcija:

Da bismo dobili autokovarijacionu funkciju ARMA(1,1) modela, mnoZimo jednacinu (2.26) sa
Xt

XiXog — 01 Xe 1 Xy =Xy — 01601 X4y
pa je oblik autokovarijacione funkcije dat sa:
M= 11 = E(eeXer) — 01E(ei-1X¢1)
Zal =1 imamo:

T =¢17 + E(erXim1) — 1 E(ei—1Xi-1)

= 170 — bho?

1 —2¢1601 + 6%)0?
:¢1[( ?1_1% 1)o ] — 0,02
_ o1 — éb%@l + ¢19% — 6y o2

1— ¢? €
_ (1 —06)(1 - ¢191)02
1— ¢? €
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Zal > 1 vazi:

71 = O1Vi-1

Znaci, oblik autokovarijacione funkcije vremenske serije opisane ARMA(1,1) modelom je:

( (1 — 2¢191 + 9%)0’3 l ~0
1 — ¢? o
Y= (gbl - 011)(1¢2_ gblel)ag ,l -1 (229)
- "1
r 11

4. Obicna i parcijalna autokorelaciona funkcija:

Na osnovu autokovarijacione funkcije lako se dolazi do oblika obi¢ne autokorelacione funkcije:

0 A=0
ol (1 — 01)(1 — ¢101)
L =1 2.30
Pl Y 1 — 2¢161 + 0% ) ( )
P1p1-1 JA>1

Vidi se da autokorelaciona funkcija vremenske serije opisane ARMA(1,1) modelom zavisi
od parametara AR i MA modela na rastojanju 1. Za rastojanja veca od 1, oblik ove funkcije
odreduje se na isti nacin kao kod AR modela.

Sto se ti¢e parcijalne autokorelacione funkcije vremense serije opisane ARMA(1,1) mod-
elom, ona se ponasa manje-vise isto kao ista funkcija kod MA modela, sa malim izmenama.
Naime, od ranije znamo da je prvi parcijalni autokorelacioni koeficijent, ¢, uvek jednak prvom
obi¢nom paricjalnom autokorelacionom koeficijentu. Dakle na vrednost ¢;; uti¢u parametri oba
modela, i AR i MA. Za rastojanja veca od 1, ova funkcija prati putanju parcijalne autokkorela-

cione funkcije MA modela.

2.3.2 Opsti ARMA modeli

Opsti oblik autoregresionih modela pokretnih proseka je dat sa:
p q
Xi=¢o+ > ¢iXeit+e—» bier, (2.31)
i=1 i=1

gde je {g;} beli Sum, a p i ¢ su nenegativni brojevi celi brojevi, koji predstavljaju red AR i MA
modela, respektivno.([2])

Specijalni slucajevi ARMA(p,q) modela su:

1. AR(p)=ARMA(p,0) i
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2. MA(qQ)=ARMA(0,q).

ARMA(p,q) model, moZzemo da zapiSemo i na malo drugaciji nacin:

(1= L —ol?—...— G L)Xy = o + (1 — 01 L — 0,17 — ... — 0,L7 ),

&(L) o(L)

gde je L operator kasnjenja (docnje) koji smo definisali kod AR modela. Za polinome ®(L) i
O(L) zahteva se da nemaju zajednickih faktora jer bi u suprotnom red modela (p,q) mogao biti
redukovan. Sem toga, (L) je polinom AR modela, a ©(L) polinom MA modela.

Kao $to je pokazano za ARMA(1,1) model, stacionarnost ARMA(p,q) modela odredena
je na osnovu stacionarnosti AR(p) komponente. U skladu sa tim, invertibilnost je odredena
pomocu komponente MA modela.

Ocekivanje:

B(X,) = il —

1=~y

Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija:
I ovde kao i u najjednostavnijem obliku ovog modela, pretpostavljamo, iskljucivo jednos-

tavnosti radi, da je parametar ¢y = 0, pa je autokovarijaciona funkcija data sa F'(X; X; ).

Tk = P1Vk—1 + P2 V-2 + - . + PpVi—p
+ E(thtfk‘) — 91E(€t,1Xt,k) — 92E(€t72Xt7k’) — ... — epE(gt,pXt,k)

S obzirom da je vremenska serija linearni proces, vazi sledece:

E(X,_pe1_g) = 0,k > g
E(X; xei—q) = Var(e) =02,k =q

Prema tome, autokovarijaciona funkcija ARMA(p,q) modela je:

Tk = O1Vk—1 + P2 V-2 + - - - + PpVi—p

odakle dobijamo i autokorelacionu funkciju ovog modela:

Pk = % = Q1Pk-1+ G2pr—2 + - . + OpPr—p
0

Podsetimo se osobina autokorelacione funkcije za AR(p) 1 MA(q) modele koje smo defin-
isali ranije. Vrednosti autokorelacionih koeficijenata opadaju sa povecanjem broja kasnjenja
kod AR modela. Za MA model vazi da ovi koeficijenti imaju nenula vrednosti samo za kasnjenja
koja su manja ili jednaka redu modela, q. Uzimajuci ove osobine u obzir dolazimo do osobina
ove funkcije kod kombinovanih ARMA modela.([2])
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Osobine autokorelacione funkcije:

1. Prvih q autokorelacionih koeficijenata vremenske serije opisane ARMA(p,q) modelom

zavisi od parametara i AR i MA komponente.

2. Za kaSnjenja veca od reda MA komponente, tj. za ¢ + 1,q + 2, ..., autokorelaciona

funkcija se ponoSa kao kod AR modela.

Osobine parcijalnih autokorelacionih koeficijenata kod MA modela opadaju sa pove¢anjem
broja kaSnjenja, a kod AR modela imaju nenula vrednosti samo za ona kasnjenja koja su manja
ili jednaka redu samog modela, p. Sada mozemo da navedemo osobine ove funkcije kod ARMA

modela.

1. Na ka$njenjima manjim ili jednakim redu AR komponente, p , parcijalni autokorelacioni

koeficijenti zavise od svih parametara modela (dakle, i od AR i od MA komponente),

2. Za kaSnjenja reda veceg od reda AR komponente, tj. zap + 1,p + 2, ..., ovi koeficijenti

slede oblik i svojstva parcijalne autokorelacione funkcije MA modela.
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2.4 Predvidanje buducih vrednosti vremenskih serija

Jedan od zadataka analize vremenskih serija je predvidanje buduceg kretanja vremenske ser-
ije. Vrlo Cesto u poslovnom svetu, predvidene vrednosti vremenskih serija uti¢u na donosenje
vaznih finansijskih odluka. Zbog toga je veoma vazno da predvidene vrednosti budu Sto tacnije.
1z tog razloga, izlaZzemo prvo predvidanje sa najmanjom srednje kvadratnom greSkom. Prilikom
izvodenja ovg predvidanja, polazimo od vremenske serije X; = (X1, Xs, ..., X7). Cilj pred-
vidanja je odrediti buducu vrednost vremenske serije X1 za h koraka unapred. Prirodan broj
h naziva se horizont predvidanja, a XT(h) je predvidena vrednost vremenske serije za h koraka
unapred ([13]).

Nakon toga,pre¢i ¢emo na predvidanje vrednosti vremenskih serija na osnovu najjednos-
tavnijih modela, AR(1), MA(1) i ARMAC(1,1).

2.4.1 Predvidanje sa minimalnom srednje-kvadratnom greSkom

Dakle, kao §to je ve¢ navedeno u uvodnoj prici ovog poglavlja, Zelimo da nam predvidene
vrednosti imaju S$to je mnoguéu manju greSku. Shodno tome, formiraéemo predvidanje koja
ima mnimalnu srednje-kvadratnu gresku. ([13],[2])

Pretpostavljamo da je vremenska serija stacionarna, pa tada elementi vremenske serije imaju
konstantnu srednju vrednost x. Da bismo dosli do Sto boljieg predvidanja buducih vrednosti,
koristi¢emo opservacije vremenske serije koje su nam poznate. Pa umesto da koristimo funkciju
gustine X7, koristimo uslovnu funkciju gustine (uslovljenu poznatim opservacijama vre-
menske serije X1, Xo,..., Xr). Iz tog razloga ¢emo i srednje-kvadratnu gresku dobiti kao
uslovno ocekivanje.

Prilikom izvodenja ovog predvidanja, polazimo od opSteg linearnog procesa:
Xe=¢er+ 161+ g2+ ...

gde je ¢; kao 1 svaki put do sada, beli Sum (sve promenljive su medusobno nekorelisane sa
nultom srednjom vredno$cu i varijansom o2). Pretpostavljamo da nam je poznato T podataka
na osnovu kojih treba da predvidimo A perioda unapred.

Stvarni nivo vremenske serije u trenutku 7" 4 h koji prognoziramo dat je na slede¢i nacin:
Xrin = eryn + V1€ryn—1 + Yoeryno+ ...

Predvidena vrednost vremenske serije data je na sledeci nacin:
XT(M = Vher + Ypper + YhoEr2 + ..

gde su 97 nepoznati parametri koje treba da odredimo. Njihovu vrednost dobijamo mini-

miziranjem srednje-kvadratne greske predvidanja. Da bismo to mogli da uradimo, povezacemo
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stvarnu i predvidenu vrednost vremenske serije:

Xrin = €rn + V1€14h—1 + Yoerin—2 + ... + Vp_16741 + Yper

+ Y1801 + Ppioer—2 + ...
h—1 o)
= bieren-i+ > Unejer—;
=0 =0
Dalje, greSka predvidanja je razlika stvarne i predvidene vrednosti, tj.:
h—1 00 00
Xrin — Xr(h) = (Z Vi€rin—j + Z Unyjer—j) — Z V€T
j=0 j=0 =0

Sada je srednje kvadratna greska predvidanja, kao Sto smo i naveli na pocetku, o¢ekivana vred-

nost kvadrata razlike stvarnih i predvidenih vrednosti vremenske serije:

>
[y

E[Xro — Xp(h)])* =02 02+ 0> (nej — Uiy,)? (2.32)

Jj=0

<.
Il
o

Na osnovu ove jednacine, jasno je da je srednje-kvadratna greSka najmanja kada je 1,4 ; =
¥},+;- Prema tome, predvidena vrednost sa minimalnom srednje-kvadratnom greSkom data je

sa:

Xr(h) = ¥ner + Ynirer1 + Vnyoer o + - .. (2.33)

pri cemu X nazivamo funkcija predvidanja i ona, kao Sto vidimo, predstavlja funkciju broja
perioda h za koje pravimo predvidanje u odnosu na fiksni pocetak, 7'.

Uslovna ocekivana vrednost Sokova je:

ET+j, ]S 0
E(ET—i-j’XTaXT—la---) = I
0, i>0

Sto je 1 logicno jer su proSle vrednosti Sokova €5,; poznate za j < 0,a buduce vrednosti ne

znamo pa ih zamenjujemo uslovnim ocekivanjem jenakim nuli.

E(XT+h|XT7 XT—la .. ) = Q/JhET =+ ¢h+1€T_1 + ... (234)

Zapravo je predvidena vrednost za X7, sa minimalnom srednje-kvadratnom greSkom jednaka

njenoj uslovnoj ovcekivanoj vrednosti, tj. vazi:
Xr(h) = E(Xpn| Xr, Xr_1,..) (2.35)

Za ovo predvidanje sa minimalnom srednje-kvadratnom greskom, mozemo izracunati i gresku

koju pravimo prilikom predvidanja kao:

er(h) = Xran — Xr(h) =Y tierin-, (2.36)
=0
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Srednja vrednost ove greske je F(er(h)|X;,t < T') = 0, a njena varijansa je:

h—1 h—1

Var(er(h)) = Var(Xr(h)) =Y 07 =o’(1+ ) _v3) (2.37)

J=0 J=0
Upravo na osnovu ove varijanse, izvodi se intervalna ocena predvidanja. Pod pretpostavkom
da je vremenska serija normalno rasporedena, intervalna prognoza sa verovatno¢om od 95% je

data sa:

Xr(h) — 1.96\/Var(er(h)) < Xpin < Xr(h) 4+ 1.961/Var(er(h))

2.4.2 Predvidanje na osnovu AR(1) modela
AR(1) model je oblika:
Xi—p=¢1(Xe —p) +e
sa osobinama:
I |¢1] <1
2. B(X,) = p

Za razliku od prethodno uvedenog AR(1) modela, ovde se u modelu javlja i parametar
srednje vrednosti. S obzirom da je vremenska serija stacionarna, o¢ekivana vrednost je i za X,
iza Xy 1 p.

Kod predvidanja buducih vrednosti uvek pretostavljamo da raspolazemo sa 7' podataka na
osnovu kojih predvidamo h perioda unapred.

Stvarni nivo vremenske serije u trenutku ¢t = 7"+ 1 je:
Xri1 = p+ ¢o1(Xr — p) + e
Predvidena vrednost za jedan period u napred na osnovu uzorka od 7' podataka je:
Xr(1) = p+ ¢1( X7 — )
Greska predvidanja i varijansa greSke za jedan period unapred su:

6(1) = Xry1 — Xp(1) = eppa i Var(epsr) = 02

Zat =T + 2 stvarni nivo vremenske serije je:

Xryo = po+ 01 X1 + €740
= p+ ¢r[p+ o1 (Xp — p) + g1 — p) +ergo
=+ ¢} Xy — p) + erya + dre71

a predvidena vrednost za dva perioda unapred je:
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Xr(2) = p+ ¢3(Xr — p)
GresSka predvidanja 1 varijansa te greske su:

Ry
er(2) = Xpio — XT(2) = erio + ¢rery i Var(er(2)) = 03%
1

U opstem slucaju, odnosno za proizvoljni horizont predvidanja h, predvidena vrednost je:
Xr(h) = p+ ¢ Xy — 1)

a greSka predvidanja i njena varijansa su:

er(h) = erin + ¢rersn1 + drerino+ ... + ¢?_16T+1
1 — ¢2h
2 1

Var(er(h)) = o =2

Zaklju¢ujemo da za dovoljnog dug horizont predvidanja ¢ — 0 pa se predvidena vrednost

XT(h) pribliZava srednoj vrednosti vremenske serije, p. Varijansa greSke predvidanja postaje
0.2

1—¢3°

jednaka varijansi same serije koja je opisana stacionarnim AR(1) modelom, tj.

2.4.3 Predvidanje na osnovu MA(1) modela

Model pokretnih proseka reda 1, MA(1), ima sledeci oblik:
Xi=p+e —biee
1 sledece osobine:
1. |6, < 1i
2. BE(Xy)=p

Ponovo kao i kod predvidanja AR(1) modelom, imamo uzorak od 7' podtaka na osnovu
kojih predvidamo buduée vrednosti vremenske serije.

Dakle, zat = T + 1 stvarni nivo serije je:
X741 = p+erpr — Oiep
a predvidena vrednost za jedan period unapred je:
XT(l) = — bier
pa su greSka predvidanja i odgovarajuéa varijansa:

er(l) = Xpyq — XT(l) =epiVar(er(1)) = Var(epy,) = o2

£
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Zatl =T + 2 stvarni nivo serije, predvidena vrednost za dva perioda unapred, greska prog-

noze i varijansa greSke date su na sledeéi nacin:
1. Xryo=p+eéerye —bier
2. Xr(2) =p
3. €r(2) = Xpio — X1(2) = er40 — 016741
4. Var(er(2)) = o%(1 + 63)

Zakljucujemo da je predvidena vrednost vremenske serije opisane MA(1) modelom, za h >
1 vremenskih perioda unapred uvek ista 1 iznosi XT(h) = p. Greska ove predvidene vrednosti

1 varijansa te greske su:

€AT(h) =epyn — Oieripi i Var(e}(h)) = 02(1 + 9%)

2.4.4 Predvidanje na osnovu ARMA(1,1) modela

Sli¢no kao i ranije, polazimo od ARMA(1,1) modela:
Xi=p+ o1 ( Xy —p)+e — 01801

koji ima sledee osobine:

1. ‘¢1’ <1
3. E(X)) =

Zat =T + 1 stvarna vrednost vremenske serije opisane ARMA(1,1) modelom moze da se

zapise 1 kao:
Xpp1 = p+ o1(Xp — p) +epp1 — brer
Pa je predvidena vrednost za jedan period unapred na osnovu uzorka od 7" podataka:
Xp(1) = p+ ¢2(Xp — p) — brer
Greska predvidanja i varijansa greSke dati su na sledeci nacin:
ér(1) = Xppy — Xo(1) = ey i Var(er(1)) = o2
Zat =T + 2, imamo:

1. Stvarni nivo vremenske serije:
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Xppo = p+ @3 (Xp — p) + eri2 + (01 — O1)er 1 — prbher
2. Predvidena vrednost dva perioda unapred je:
XT(Q) =+ ¢} Xy — p) — dprbrer
3. Greska predvidanja i varijansa greske su:

€r(2) = Xpyo — Xp(2) = eppa + (¢ — 01)er i (2.38)
(1 —61)*(1 — ¢%))
1— ¢}

Var(er(2)) = o2(1 + (2.39)

Dakle, za proizvoljno veliki horizont predvidanja, h, ARMA (1,1) model daje sledece rezul-

tate:
1. Predvidena vrednost: X7 (h) = p+ ¢! Xr — p) — ¢" 101
2. Greska predvidanja: € (h) = epp + (b1 — 01)erin1 + ...+ ¢ 2(d1 — 01)er

(1-o"")
a7 )

Na osnovu upravo izvedene analize zaklju¢ujemo da ukoliko ~ — oo tada se predvidena

3. Varijansa greske: Var(er(h)) = o2(1 4 (¢1 — 61)*

vrednost XT(h) priblizava srednjoj vrednosti p. Varijansa greske predvidanja, u tom slucaju,

postaje jednaka varijansi same vremenske serije opisane ARMA(1,1) modelom, tj, Jf(l +

(¢>1—91)2)
1—¢3 /°
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3

Uslovni heteroskedasticni modeli

vremenskih serija

Najvaznija osobina finansijskih vremenskih serija je njihova nestabilna varijansa. U ovom
poglavlju bavicemo se statistickim modelima pogodnim za opisivanje ovakvih vremenskih ser-
ija. Takvi modeli nazivaju se uslovni heteroskedasti¢ni modeli vremenskih serija.

Nestabilnost varijanse, odnosno volatilnost veoma je zna€ajna u trgovanju opcijama. U tom
slucaju volatilnost predstavlja uslovnu varijansu stope prinosa osnovne aktive (podloge).
Posmatrajmo cenu evropske kol opcije (engl. european call option). Kol opcija predstavlja
ugovor koji imaocu opcije daje pravo ali ne i obavezu da kupi osnovnu aktivu po ceni izvrSenja
K (engl. strike price) na datum dospeca 7', u slu€aju evropske kol opcije, ili do datuma dospeca,
ako se radi o americkoj kol opciji ([12]). Vreme do dospeca oznacavamo sa [. U finansi-
jskoj matematici veoma poznata, Black-Scholes-ova formula, daje cenu Evropske kol opcije na
slede¢i nacin:

Cy = Pd(x) — Kr~'®(z — o,\/1)
In( b

- Krt
T = + U \/_
Ut\/_ 2 '

gde je P, trenutna cena akcije, r je kamatna stopa bez rizika, o, uslovna standardna devijacija

logaritam stope prinosa osnovne aktive (podloge), a ®(+) je funkcija raspodele standardne nor-
malne slucajne promenljive.

Bitno naglastiti je vaznost uslovne varijanse logaritam stope prinosa osnovne aktive tj. pod-
loge. Upravo ova volatilnost se tokom vremena razvija, menja. Volatilnost ima upotrebu i van
oblasti trgovanja opcijama, kao na primer u upravljanju rizicima, u izraCunavanju VaR-a neke
finansijske pozicije. Sem toga, modeliranje volatilnosti vremenskih serija znatno pospesSuje
efikasnost ocene parametara i tacnost prilikom predvidanja. ([1])

Modeli volatilnosti kojima se u ovom radu bavimo su:

1. modeli autoregresione uslovne heteroskedasti¢nosti - ARCH modeli (engl. AutoRegres-
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sive Conditional Heteroscedastic model),

2. model uopstene autoregresione uslovne heteroskedasti¢nosti - GARCH model (engl. gen-
eralized ARCH),

3. eksponencijalni GARCH model,

4. uslovni heteroskedasti¢ni autoregresioni model pokretnih proseka - CHARMA model

(engl. Conditional AutoRegressive Moving-Average model)

Na pocetku ovog poglavlja izloZi¢emo neke karakteristike uslovne heteroskedasti¢nosti, a
nakon toga detaljno objasniti strukturu, postupak izgradnje ARCH, GARCH 1 EGARCH mod-
ela kao i predvidanje pomocu njih. Nakon toga uporedi¢emo prednosti i mane ovih modela i

govoriti o njihovoj primeni na finansijskim trzistima.

3.1 Osobine uslovne heteroskedasti¢nosti

Ono Sto odvaja finansijske vremenske serije od ostalih je to Sto ih odlikuje neodredenost.
Meru te neodredenosti nazivamo volatilno$éu. VaZna osobina volatilnosti akcija je ta da je ne
mozZemo registrovati. Cesto se deasava da dnevna volatilnost neke akcije na trZi$tu nije dostupna
iz razloga §to se merenja vrie samo jednom dnevno. Cak i onda kada postoji dovoljno podataka
za procenu dnevne volatilnosti, tacnost tih procena potrebno je proveriti jer osim dnevne volatil-
nosti, na volatilnost akcije uticu i varijacije izmedu dana trgovanja. ([1])

Dakle, za modeliranje volatilnosti finansijskih derivata koristimo uslovne heteroskedasti¢ne
modele i na osnovu njih predvidamo buduce vrednosti vremensih serija. Medutim, ¢injenica
da volatilnost ne moZzemo uvek da registrujemo oteZzava nam da procenimo koliko su dobre
predvidene vrednosti dobijene na osnovu ovih modela.

Ako se na trenutak vratimo na trgovanje opcijama i pretpostavimo da su cene opcija do-
bijene na osnovu, ve¢ pomenute , Black-Scholes-ove formule, tada dobijenu cenu opcije ko-
ristimo za odredivanje ,,podrazumevane (implicirane)” volatilnosti. U literaturi se ovaj postu-
pak veoma Cesto kritikuje iz razloga Sto je ovaj model baziran na nekim pretpostavkama koje
u stvarnosti mogu da budu pogresne, tj. mogu da ne opisuju stvarnost dovoljno dobro da daju
realne rezultate. Na primer, na osnovu registrovanih cena evropskih kol opcija a pomocu Black-
Scholes-ove formule moZe se dobiti uslovna standardna devijacija o;. Vrednost o2 je upravo ta
,,podrazumevana (implicirana)” volatilnost podloge (osnovne aktive). ([1])

Kao $to je ve¢ naglaSeno, pretpostavka koji BS model koristi, da serija stope prinosa ak-
tive prati lognormalnu raspodelu, a na osnovu koje smo izveli impliciranu volatilnost, moZe da
dovede do toga da ta implicirana volatilnost bude znatno veca od one dobijene GARCH mode-
lom.

Volatilnost prinosa aktive ima i neke dobre osobine.([1]) Naime,

50



e volatilnost moZe biti visoka u nekim vremenskim periodima a niska u drugim,
e skokovi volatilnosti su veoma retki,

e volatilnost varira izmedu nekih fiksiranih vrednosti, Sto sa stastistickog stanovista znaci

da je volatilnost Cesto stacionarna,
e volatilnost reaguje na razliite nacine na velika povecana cena i na velika smanjenja cena.

Pri razvoju modela volatilnosti vrlo su znacajne ove osobine. Noviji modeli se prave tako da
nadomeste nedostatke starih koji ne uspevaju da obuhvate sve karakteristike volatilnosti. Na
primer, EGARCH model napravljen je tako da obuhvati asimetriju volatilnosti do koje dolazi
usled velikih pozitivnih i negativnih stopa prinosa.

Uslovni heteroskedasti¢ni modeli vremenskih serija bave se razvojem o? i na¢in na koji se

volatilnost razvija razvija deli ove modele na dve velike grupe:
1. Modeli koji koriste ta¢no odredenu funkciju za opisivanje razvoja o2 i
2. Modeli koji koriste stohasti¢ku jednalinu da opiSu o7

Predstavnik prve grupe je, na primer, GARCH model, dok u drugu grupu spadaju modeli sto-
hasticke volatilnosti (SV modeli).

Neka je r; logaritam stopa prinosa u trenutku ¢. Vremenska serija {r;} je ili serijski neko-
relisana ili postoji serijska korelacija nizeg reda, ali ono Sto je vazno je to da su ¢lanovi vre-
menske serije zavisni. Uslovni heteroskedasti¢ni modeli vremenskih serija prinosa opisuju ovu
zavisnost.([1])

Pre nego Sto prikazemo strukture ovih modela, osvrnuéemo se na uslovno ocekivanje i uslovnu

varijansu od r; ako je skup informacija dostupan u trenutku ¢ — 1, F}_;, poznat.

pe = E(re|Fi1) G-b
0,52 = VCLT'(Tt’thl) = E[(Tt - Mt)2\Ft71] (3-2)

Najcesce F;_ i predstavlja sve linearne funkcije proslih stopa prinosa. Empirijska istrazivanja
su pokazala da je zavisnost serije stope prinosa r; slaba ako uopSte postoji. Iz tog razloga
jednacina za y; treba da bude jednostavna. Takode pretpostavljamo i da je vremenska serija

prinosa r; generisana stacionarnim ARMA(p,q) modelom. Dakle, dobijamo sledec¢i model:

Ty = [ + Qy
p q

e = o + Z GiT—i — Z Oiar_;
i=1 i=1

za vremensku seriju r;, gde su p i ¢ nenegativni prirodni borjevi. Red ARMA modela (p, q)

(3.3)

zavisi od frekvencije vremenske serije prinosa.
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Upravo dobijeni model predstavlja jednu od primena linearnih modela vremensih serija u finan-
sijama.

Sada je, kombinacijom prethodne dve jednacine, dobijeno:
o =Var(r|Fi_1) = Var(a,|F,_,). (3.4)

a; predstavlja Sok tj. korigovanu sredinu prinosa neke akcije u vremenu ¢, a 0, je pozitivni koren
od ¢?2. Takode, u modelu (3.3) jednacinu za j1; nazivamo jednacinom sredine, a jednalinu za o?
jednacinom volatilnosti za seriju r,. Dakle, modeliranje uslovne heteroskedasti¢nosti svodi se
na pravljenje dinamicke jednacine koja opisuje razvoj uslovne varijanse Soka serije.

Pre nego Sto predemo na definisanje uslovnih heteroskedasticnih modela, a jednostavnosi radi,

pretostavljaCemo da je model uslovne sredine dat.

3.2 Model autoregresione uslovne heteroskedasti¢nosti-ARCH

model

Model autoregresione uslovne heteroskedasti¢nosti (ARCH model) prvi je predstavio Robert F.
Engle ([7]). Osnovna ideja ARCH modela je:

a. korigovana sredina prinosa akcije, a; je serijski nekorelisana, ali zavisna.

b. zavisnost a; moZe biti opisana kvadratnom funkcijom prethodnih vrednosti.
ARCH(m) model predstavljamo na sledeci nacin:

Ay = Oty

) ) ) 3.5
oy =00+ o0, + ... +topa,_,,

gde je {¢;} niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih sa istom raspodelom, koje imaju srednju vred-
nost 0 i varijansu 1. Vaziidaje g > 0aa; > 0zaz > 0.

U praksi se najceSée pretpostavlja da ¢; ima standardnu normalnu ili standardizovanu studen-
tovu raspodelu.

Na osnovu strukture modela moZe se zakljuciti da kvadrati proslih velikih Sokova {a? ,}7,
dovode do velike uslovne varijanse o? za a;.

U finanisjkom smislu, to znaci da velike Sokove obic¢no prati joS jedan veliki Sok.

3.2.1 ARCH(1) model
Zam = 1, ARCH modela izgleda:

Ay = Oy

) ) (3.6)
Oy = Qg + Qq1a;_4

uz uslove:

52



1. ag >0
2. 04120

Osobine ARCH(1) modela:

e Bezuslovno ocekivanje od a;

E(a) = E[E(a|F,-1)] = E(0yE(g,)) =0

e Bezuslovna varijansa od a,
Var(a;) = E(a?) = E[E(aﬂFt_l)} = E(ag + ara? |) = ap + oy E(a? )

Iz razloga §to je a, stacionaran proces sa ocekivanjem F(a;) = 0, znamo da je Var(a;) =

Var(a;—1) = E(a?_,), pa je bezuslovna varijansa procesa data sa:

Var(a;) = ag + anVar(a,) = Var(ay) = all

1—0(1

Varijansa procesa je uvek pozitivna, pa nam ta ¢injenica postavlja novi uslov za parametar

aj,atojedal < oy < 1.

o Treéii Cetvrti momenat od a;

Uslov koji treba da zadovoljava parametar o1, dobijen na osnovu bezuslovne varijanse
procesa, nije jedini uslov koji ovaj parametar mora da ispunjava. Naime, u nekim prime-
nama, potrebno je da znamo 1 viSe momente procesa a;, pa to povlaci nova ogranicenja
za ovaj parametar.([1])

Da bi smo ispitivali ponaSanje repova raspodele, Cetvrti momenat od a; mora biti konacan.

Pretpostaviéemo da g, : (0, 1).

E(a{|Fi 1) = 3[E(a|Fi1)]” = 3(a0 + aa}_,)?
E(a}) = E[E(a;|Fi—1)] = 3E(ao + avai_,)?

= 3E[ozg + 2ap01a7 | + a%af_l}
Ako je serija a; stacionarna Cetvrtog reda sa my = F(a}) onda je:

ma = 3[ag + 2001 Var(a;) + ajmy]

aq

= 3a; (1 +2 ) + 3aimy

1— (0%}
3a3(1+ o)
(1 —aq)(1 —3a?)

my =
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Dakle, novi ogranicenje za parametar 7 je 1 — 3 > 0 jer je Cetvrti momenat pozitivan.
Odnosno, 0 < a; < 3.

Pored toga, koeficijent spoljoStenosti od a; je

Baf) ., odto) (-
(Var(a,))? (1 —aq)(1 —3a?) ol
1—a?
71— 3a2 >3

Vidimo da je koeficijent spoljoStenosti pozitivan i da su repovi raspodele tezi od repova

normalne raspodele.

Osobine ARCH(1) modela se u principu mogu uopstiti i na ARCH modele viseg reda, ali

formule postaju znatno komplikovanjije jer zahtevaju veci broj parametara.

3.2.2 Izgradnja ARCH modela

Izgradnja ARCH modela izvodi se u tri koraka:
1. Izgradnja ekonometrijskog modela za seriju stope prinosa
2. Odredivanje reda modela i ocena parametara
3. Provera adekvatnosti modela

Prvi korak obezbeduje izgradnju nekog ekonometrijskog modela radi otklanjanja bilo kakve
zavisnosti medu podacima. On sluZi i da bi se testirao ARCH efekat, tj. da bi se utvrdilo da i
vremenska serija ispoljava nestabilnost uslovne varijanse.

1. Korak

Da bi se uklonila sva serijska korelacija u podacima registrovane vremenske serije gradi
se prvo ARMA model. Kada je rec¢ o finansijskim vremenskih serijama, odnosno o serijama
prinosa akcija, ovaj korak svodi se na uklanjanje uzoracke sredine iz podataka ukoliko se ona
znacajno razlikuje od 0. Ukoliko modeliramo seriju dnevnih stopa prinosa, tada za ovaj korak
moZemo koristiti i AR model.

Dalje, potrebno je utvrditi da li vremenska serija ima nestabilnu uslovnu varijansu, tj da li
je prisutna heteroskedasti¢nost. To se postiZe analizom reziduala ARMA modela: a?, gde je

a; = ry — ;. NajceSce se za ovo koristi jedna od sledeée dve statistike:
1. Boks-Ljungova statistika za a? i
2. Engleova statistika postojanja ARCH efekta

Prvi test se primenjuje na kvadrirane vrednosti reziduala i tako se proverava da li postoji statisticki

znacajna korelaciona struktura u njima, a oni predstavljaju baS meru varijabiliteta vremenske
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serije. Dakle, ukoliko je ova statistika znacajna, to nam govori da je vremenska serija nestabilna

u smislu da postoji autoregresiona heteroskedasti¢nost.

Sto se tice drugog testa, on je ekvivalentan F testu, gde se testira da li je o; = 0(i =
1,...,m) u linearnoj regresiji:
a; =ag+aoa;  + ... +apal, tent=m+1,...,T

gde je e; greSka, m je unapred poznat pozitivan ceo broj i7" je veliina uzorka.
Nulta hipoteza definiSe odsustvo autokorelacije u varijansi vremenske serije, dakle ukoliko
je nulta hipoteza ta¢na, to nam govori da je varijansa serije stabilna. Ovu hipotezu definiSemo

kao:

F-statistiku za proveru nulte hipoteze definiSemo na sledeci nacin:

F:

(3.7

gde je SSRy = °/_, .,(a? — @), a sa & oznafena je uzoratka sredina od a? i SSR;, =
Zf:m 41 é,%, a é, je rezidual dobijen metodom najmanjih kvadrata iz jednacine linearne regresije
definisane gore.
Ova test statistika ima y2, raspodelu sa m stepeni slobode.

Ako je F-testom pokazano da postoji uslovna heteroskedasti¢nost, tada koristimo parcijalnu
autokorelacionu funkciju okova a? da bismo utvrdili kog reda je na§ ARCH model. To radimo

na sledeéi nacin:

03 =g+ alaf_l + ...+ ama?_m
Za poznati uzorak, moZe se pokazati da je a? nepristrasna ocena o?. Iz tog razloga se o¢ekuje da
je a? u linearnoj zavisnosti sa a? |, ...,a? , na slian na¢in kao $to je to kod autoregresionog
modela reda m.

2. Korak

Ocenjivanje parametara u ARCH modelu ostvaruje se primenom metoda maksimalne vero-
dostojnosti. Dve funkcije verodostojnosti se najceSée koriste. Pretpostavimo prvo da ¢; :

N (0, 1), tada je funkcija verodostojnosti data sa:

f(al,...,aT|A) =
= (aT!FT_l)f(aT 11 Fr-2) - flam1|Fn) flar, ... am|A)
2

_ Hl\/ﬁ {—T‘JXJ”(%---,%!A)
t=m+ t t
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gde je A vektor parametara modela, a f(ay, . . ., a,,|A) je zajednicka funkcija gustine za ay, . . . , .
U praksi je veoma teSko doci do tacnog izraza za ovu funkciju gustine, pa definiSemo uslovnu

funkciju verodostojnosti kao:

T
1 a?
flamat, - yar|A ar, ... an) = H exp[——t]

2
t=mi1 V 2T0;

a vrednost o2 moZe da se dobije rekurzivno.

Ocene parametara vremenske serije dobijamo maksimizacijom upravo definisane funkcije vero-
dostojnosti.

S obzirom da je maksimizacija funkcije verodostojnosti ekvivalentna maksimizaciji logaritma

te funkcije, Sto je tehnicki lakSe, dajemo i oblik logaritma uslovne funkcije verodostojnosti:
1 1a?

Uamars .- arlA,ay, ... ap) = — Pz 2 —l]
(@m+1 ar|A, ay ) Z n(o;) + .

gde, ponovo, o2 moZe da se dobije rekurzivno.

Sada pretpostavljamo da ¢; ima standardizovanu Studentovu-t raspodelu, jer se u praksi
pokazalo da je nekad ova opcija bolja. Oznaci¢emo sa x,, Studentovu-t raspodelu sa v stepeni
slobode. Tada je varijansa Var(z,) = %5 zav > 2.

Ty

Mi uzimamo ¢; = e Tada je funkcija gustine za &;:
v—2

,U > 2

f(5t|v) _ - F((U + 1)/2))7T <1 n 5? >(v1)/2

(v/2)\/ (v =2 v—2
gde je I'(z) gama funkcija.
Koristeci da je a; = o,&4, dobijamo oblik uslovne funkcije verodostojnosti:

T
I'((v+1)/2) 1 a; —(v+1)/2
f(am+17'"7aT‘A7a17"'7am): H I (( >/) _|:1+—t:|

i DW/2)y/ (v =2)moc L (v =2)ap

gde jev > 2.
Maksimizacijom ove funkcije dobijamo ocene parametara ARCH modela.

3.Korak

Provera adekvatnosti ocenjenog ARCH modela vrsi se pmocu standardizovanih reziduala.
Njih dobijamo tako §to obi¢ne reziduale deilmo sa odgovaraju¢im ocenama standardne devi-

jacije koju dobijamo iz jednacine volatilnosti. Dakle,
Qg

O

[

gde su a; nezavisne slucajne promenljive koje sve imaju ili standardnu normalnu ili standardi-
zovanu Studentovu-t raspodelu.

Da bi se proverila adekvatnost jednacine sredine, tj da bi se proverilo da li je autokorelacija
na nivou serije modelirana na odgovarajuéi nacin, koristi se Ljung-Boksova statistika za a;, a
Ljung-Boksova statistika za a? koristi se bi se utvrdilo da li je jednacina volatilnosti konzis-

tentna sa korelacionom strukturom varijabiliteta modelirane vremenske serije.
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3.2.3 Predvidanje pomo¢u ARCH modela

Pomoc¢u ARCH modela moZemo da predvidimo buducu vrednost volatilnosti. Na osnovu prvih
T opservacija vremenske serije r; Zelimo da odredimo buduce kretanje te vremenske serije i
njen uslovni varijabilitet za h perioda unapred.

Uvodimo sledeée oznake:

1. 774 - Stvarni nivo vremenske serije h perioda unapred
2. rp(h) - Predvidena vrednost h perioda unapred
3. 0%, - Stvarna buduca vrednost volatilnosti ~ perioda unapred

4. O'A%( h) - Predvidena buduca vrednost volatilnosti

Dakle, predvidena vrednost volatilnosti za jedan period unapred je:

~

2 _ D)
07(1) = ap + @107 + ... + Amari1-m

Za dva perioda unapred:

02(2) = ap + 102 (1) + ... + Cri2—m

Za [ koraka unapred:

o3 (l) = ag + Zai(;’%(z — i), (3.8)

=1

gde je o2(1 — i) = a3, akojel —i <O0.

Mane ARCH modela

Iako je ARCH model ima osobine zbog kojih je izuzetno koristan za analiziranje 1 predvidanje

finansijskih vremenskih serija, on ipak ima i neke nedostatke. Naime,

1. Ovaj model pretpostavlja da pozitivni 1 negativni Sokovi imaju isti uticaj na volatilnosti,
iz razloga §to ona zavisi od kvadrata proSlih Sokova. Problem je §to se u praksi zna da

cena finansijskog derivata razli¢ito reaguje na pozitivne i negativne Sokove.

2. Kao §to je ve¢ navedeno gore, da bi serija opisana ARCH(1) modelom imala konacan
Cetvrti momenat, treba da bude 0 < a? < 1/3 $to prili¢no ograni¢ava sam model. Sem

toga, za modele viSeg reda, ovo ogranicenje postaje komplikovano.

3. Koris¢enjem ARCH modela moZemo samo opisati varijacije finansijske vremenske serije,

ali ovaj model nam ne daje nikakvo saznanje zbog ¢ega je uopste doslo do tih varijacija.

4. Veoma Cesto se u praksi deSava da ARCH model predvidi vecu volatilnost nego Sto je to

u stvarnosti. ([1])
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3.3 Model uopstene autoregresione uslovne heteroskedasti¢nosti-
GARCH model

GARCH model (engl. generalized ARCH) uveden je da poboljsa nedostatak ARCH modela
koji zahteva veoma veliki broj parametara da bi adekvatno opisao volatilnost prinosa akcije.
Uveo ga je Bollerslev 1986. godine ([8]).

Za seriju logaritam prinosa akcije pretpostavljamo da jednacinu sredine dobro opisuje ARMA
model. Neka je a; = ry — 4.
Tada kazemo da a; prati GARCH(m,s) model ako je:

Ay = O1€¢
m S
2 _ 2 2
o, = oo+ g aa;_; + E Bioi_;
i—1 j=1

gde je, kao 1 kod ARCH modela ¢; niz nezavisnih promenljivih koje sve imaju istu raspodelu

(3.9)

(standardnu normalnu ili standardizovanu Studentovu-t raspodelu) sa sredinom nula, a varijan-

som jedan, i vaze sledeci uslovi:
1. g >0aq; >0zat >0,
2.0=0;=0zai >mij>s
3. 3; >0i
4. 3 o+ ) < 1

Poslednji uslov govori o tome da je bezuslovna varijansa od a; konacna, a da se uslovna
varijansa o7 razvija tokom vremena.
Ukoliko u jednacini (3.9) GARCH(m,s) modela stavimo da je s = 0 dobijamo ARCH(m)
model.
Pre nego §to damo osobine GARCH modela, modifikovacemo malo njegovu jednainu. Neka
je:

= a; — o}

op = ai —
Jt{i = afﬁi — 1,0 =0,1...,s

Kada poslednju jednacinu ubacimo u jedna¢inu GARCH modela, dobijamo:

max(m,s) s
aj=ao+ Y (+B)ai,+m—Y B (3.10)
i=1 j=1
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Nova sluc¢ajna greska 7, ima nultu srednju vrednost i svi autokovarijacioni koeficijenti su joj
jednaki 0. Medutim, u opStem slucaju, 7; nije niz nezavisnih slu¢ajnih pormenljivih sa istom
raspodelom.

Primecuje se da je poslednja jednacina oblik ARMA modela, pa moZemo re¢i da je GARCH
model ekvivalentan ARMA modelu kvadrata sluajne greske a?.

Na osnovu ARMA modela, dolazimo i do formule za bezuslovno ocekivanje GARCH modela:
_ @0

1= e+ B)

Naravno, imenilac mora da bude pozitivan da bi formula imala smisla.

Kao 1 kod ARCH modela, definisacemo GARCH(1,1) model da bismo prikazali osobine ovog

modela.

E(ar)

GARCH(1,1) model predstavljen je na sledeci nacin:

o = o+ aja;_; + Bio;,
0<a,fp <1 (3.11)
(a1 + Bl) <1

Osobine GARCH(1,1) modela

e Veliki slucajni Sokovi a? | ili veliki uslovni varijabilitet o2 ; dovode do povecanja volatil-
nosti o2, §to ponovo oslikava prirodu finansijskih vremenskih serija, za koje znamo da su

veliki Sokovi uglavnom posledica prethodnih velikih Sokova.

e Kao i kod ARCH modela, repovi raspodele GARCH modela tezi su od repova normalne

raspodele. Naime, ako je 1 — 2a? — (ay + ;)2 > 0, tada je koeficjent spoljoStenosti:

E(ay) 3(1— (a1 + £1)?)

B 1 (a1t B 202 "

e GARCH model daje jednostavnu funkciju koja se koristi da opiSe razvoj volatilnost.

Predvidanje GARCH modelom

Formule za predvidanje ovim modelom, dobijaju se na sli¢an naCin kao one kod ARMA
modela. Ponovo ¢emo sve formule za predvidanje buduce volatilnosti izvesti za GARCH(1,1)
model.

Stvarna buduca vrednost 1 korak unapred data je sa:

2 2 2
0p = & + auap + froy
2 2 2 2 2
= g + al(aTeT) + Blo'T + Q1 0p — Q10

= Q) + (041 + 51)0’% + al(E% — 1)0%
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gde su a2 i 02 poznati u trenutku 7.

Predvidena vrednost jedan korak unapred je:
~ 1 _ 2 _ 2 2
or'(1) = E(o7,,|Fr) = ag + anag + Broy,

gde je Fp skup poznatih informacija do trenutka 7'.

Stvarna buduca vrednost 2 korak unapred data je sa:

_ 2 2
Oy = Qo +aqap + B1o7,,

=g+ (a1 + 51)U%+1 + al(e%ﬂ - 1>U%+1

Uzimajudi u obzir da je E(e5., — 1|Fr) = 0, predvidena vrednost za dva koraka unapred je:
6T2(2) =ap+ (ag + /31)0?(1)
Uopsteno, predvidena vrednost za h koraka unapred data je sa:
o2 (h) = ap + (o + B1)o2(h — 1)

gde je h > 1. Na osnovu ove jednacine, dobijamo da je formula za predvidanje h koraka

unapred:
; ao(1 = (ag + B1)" ! _
() = WL AT sy ton)
l—a;—p
pa mozemo zakljuciti da vazi:
2 Qo
or(h) » ———
r(h) l—a;—p

kada h — oo, uz uslov da je ay + 51 < 1. Znaci da prognoza buduce volatilnosti viSe koraka
unapred konvergira ka bezuslovnoj varijansi Sokova a; za dovoljno dug horizont predvidanja,

pod uslovom da Var(a;) postoji.

3.4 Modifikacije GARCH modela

Iako su ARCH i1 GARCH modeli pogodni za opisivanje finansijskih vremenskih serija, oni
imaju mnogo nedostataka, u smislu da ne opisuju bas sve specifi¢nosti ovih serija. Iz tog razloga
doslo je do razvoja drugih verzija ova dva modela koji nadomestaju nedostatke.

Neki od modifikovanih modela koji se Cesto srecu u praksi su:
1. GARCH-M model ([2]),

2. T-GARCH model([2]),
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3. APARCH model ([2]),

4. CHARMA ([11]),

5. EGARCH ([9)),

6. SV model ([10]) i mnogi drugi.

U ovom radu, detaljnije éemo objasniti EGARCH model i CHARMA model, a za ostale nave-
dene modifikacije dac¢emo samo ideju.

Takode, koristicemo GARCH(1,1) model, da bismo prikazali kakve modifikacije su uvedene.

GARCH-M model

GARCH-M je oznaka za modifikaciju koja menja samo jednacinu srednje vrednosti stan-
dardnog GARCH modela. Naziv potice iz engleskog gde je GARCH-M oznaka za ,, GARCH
in mean”. Ovaj model ukljucuje novu promenljivu u jednacinu sredine GARCH modela i ona
opisuje uslovnu varijansu ([2]).

GRCH(1,1)-M model, zapisuje se kao:

2
ry =+ cop +ay
A = O¢€¢

2 2 2
oy =g+ aa;_; + 510y

gde su 1 c konstante. Novi parametar ¢ meri premiju rizika. Pozitivna vrednost parametra c

govori o tome da veci rizik dovodi do vedeg rasta nivoa prinosa.

T-GARCH model

T-GARCH model predstavlja GARCH model sa pragom (engl. threshold). Jedna od os-
obina finansijskih vremenskih serija je ta da volatilnost reaguje razli€ito na pozitivne i negativne
sluc¢ajne Sokove. Upravo ova modifikacija GARCH modela uspeva da zabeleZi tu asimetriju.

Takode, negativan Sok iz proslosti viSe uti¢e na sada$nju volatilnost nego §to to Cini pozitivan
Sok. To je i logi¢no, negativne informacije dovode do vece nestabilnosti u kretanju prinosa u
odnosu na pozitivne informacije. ([2])

Modifikacija se u ovom slucaju odnosi na jednaCinu volatilnosti GARCH modela, tako da
T-GARCH model izgleda:

2 _ 2 * 2 2
O-t — OCO _|_ ala/t_l + Oéthflat_l + /Blo_t_l
1 ,ar—1 < 0

0 , At—1 20

Ni-1 =

61



Dakle, nova promenljiva u modelu opisuje asimetri¢ne uticaje pozitivnih i negativnih Sokova.
Uticaj pozitivne informacije meri se parametrom oy, a uticaj negativnog Soka na volatilnost

opisuje se vrednosS¢u a; + aj.

APARCH model

APARCH model predstavlja verziju asimetricnog stepenog ARCH modela (engl. asymetric
power ARCH model). I ovde se modifikacija sastoji u tome $to se menja jednacina volatilnosti
ne bi li se opisao razli¢it uticaj pozitivnih i negativnih Sokova na razvoj volatilnosti.([2])
APARCH(1,1) model ima oblik:

w
O'zﬂ =g+ 0y |CLt_1| - ozf*at_l + 610’31

U ovom modelu imamo dva nova parametra: w koji oznacava eksponent uslovne standardne

devijacije 1 —1 < 7" < 1 koji opisuje taj efekat asimetricnosti razlicitih Sokova na volatilnost.

CHARMA model

CHARMA modela predstavlja uslovni heteroskedasticni ARMA model (engl. conditional
heteroscedastic ARMA model). Ovaj model nije napravljen na osnovu ARCH ili GARCH
modela, kao ostale modifikacije navedene u ovom radu, ve¢ predstavlja modifikaciju ARMA
modela u smislu da opisuje razvoj uslovne varijanse 2. CHARMA model ipak navodimo
jer ima mnogo sli¢nosti sa ARCH modelom, ali i zbog toga Sto i on ima veliku primenu u
analiziranju finansijkih vremenskih serija. Za vremensku seriju r; kaZzemo da prati CHARMA

model, ukoliko vazi:

Ty =+ Q
t = Mt t (3.12)
ay = 01G4—1 + 0242 + . .. + Ot Qy—ry + 1

gde je
1. {n;} Gausov beli Sum sa oCekivanjem nula i varijansom o

2. {6} = {(014,...,0ms)’'} je niz slu€ajnih vektora sa olekivanjem nula i odredenom neneg-

ativnom mkovarijansnom matricom 2
3. {6:}i{n:} sunezavisni.
Zam > 0, CHARMA model izgleda:
@, = a,_,6; + 1

gde je a; = (a;_1, ..., a;_,) vektor ¢iji su elementi kasnjenja od a; poznati do vremena ¢ — 1.
Uslovna varijansa CHARMA modela u jednacini (3.12) je:
2 2 !
o, =0, +a,_;cov(d)a—
t n t—1 ( t) t—1 (3.13)

= 0'72] + (at—h e ,at_m)Q(at_l, e ,at_m)/.
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Oznacimo sa w;; (i,j)-ti element u matrici €2 i vazi da je w;; = wj; jer je matrica simetri¢na.

Za m = 1 jednacina (3.13) postaje:

O'tz = 0'72] + wnat{l
Sto je isto kao kod ARCH(1) modela. Medutim, do razlike izmedu ARCH i CHARMA modela

dolazi ve¢ red modela m = 2. Tada jednacina (3.13) postaje:

ol = 0727 + wi1a;_y + 2wi2ay— 149 + Waaa}
Sto se znatno razlikuje od ARCH(2) modela zbog toga Sto sadrzi 1 vektorski proizvod a;_qa;—s.

U principu, ARCH(m) model i CHARMA(m) se ne razlikuju, tj. imaju istu formulu za
uslovnu varijansu samo kada je matrica €) dijagonalna.

Jo§ jedna osobina CHARMA modela je ta da on automatski podrazumeva da je o? pozitivno.
To vaZi jer je matrica ) nenegativna kovarijansna matrica i a% je varijansa pa je pozitivna, pa
sledi da je 07 > 07 > 0 zasve .

U nekim primenama CHARMA modeli, upravo zbog gore navedene razlike u odnosu na
ARCH modele, mogu biti veoma korisni. Naime, prilikom modeliranja vremenskih serija stope
prinosa finansijskih instrumenata, vektorski proizvod oznacava interakciju izmedu proslih stopa,
a razumljivo je pretpostaviti da je volatilnost akcija uslovljena time. Mana ovih modela je u
tome §to se sa povecanjem reda modela znacajno komplikuje izraz za uslovnu varijansu. Jedan
od nacina da se ovaj problem prevazide je da se postave ogranicenja za vektorske proizvode.
Ovo predstavlja joS jednu razliku izmedu ARCH i CHARMA modela. Mnogo je lakSe baratati

sa konstantnim koeficijentima nego sa slu€ajno izabranim koeficijentima.

EGARCH model

Jos jedna modifikacija GARCH modela uvedena je da bi prevazisla nedostatak GARCH mod-
ela kada je u pitanju efekat pozitivnih i negativnih Sokova. Nelson (1991. godine) je uveo ek-
sponencijalni GARCH model tj. EGARCH, kako bi omogucio bolje modeliranje finansijskih

vremenskih serija. Uveo je novu funkciju:

g(e) = ey +(led]| — E(|e&r])) (3.14)

gde su 6 i y realne konstante. Nizovi ¢ i |e;| — E(|e;|) predstavljaju nizove nezavisnih slu¢ajnih
promenljivih sa nultim ofekivanjem i sa neprekidom raspodelom. Zbog toga je E(g(e;)) = 0.
Razlicit uticaj pozitivnih i negativnih Sokova na promenu volatilnosti, funkcija g opisuje na

sledeci nacin:

(@ +v)ee —vE(l&]) >0

g(er) =
(0 —v)e —vE(ler]) e <0
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Napomena:
U slucaju da je ¢; Gausova sluCajna promenljiva, tada je E(|e|) = +/2/m, a ako ¢ ima

Studentovu-t raspodelu, tada je:

2v/v —20((v — 2)/2)

Bled) = =6 D) vr

EGARCH(m,s) model moze da se zapiSe na sledeci nacin:

At = Ot€¢ (315)

14+ BiL+...+BL*

ln(of):ozo 1—oyL—...—a, L™

glern) (3.16)

gde vaze slede¢i uslovi:
1. «p je konstanta,
2. L je operator ka$njenja i vazi: Lg(e;) = g(e_1).

3. Polinomi 14 3 L+...+B,L?i1l—o L —...— o, L™ nemaju zajedni¢kih faktora i sve

apsolutne vrednosti nula polinoma su veée od 1.

Iz jednacina ovog modela vidimo da on koristi ARMA parametrizaciju da opiSe uslovnu
varijansu od a;. Dakle, mnoge osobine EGARCH modela mogu se izvesti na sluc¢an nacin kao
kod GARCH modela, s tim da se ipak ovaj model u nekim stvarima dosta razlikuje od GARCH
modela.

Sli¢no je to $to je i kod ovog modela bezuslovno ocekivanje od In(o?) = . A razlika je u tome
Sto upotreba g(€;) omogucava da model asimetri¢no odgovori na pozitivne i negativne Sokove.

Kao i u modelima opisanim do sada, da bismo bolje razumeli EGARCH model, njegove
osobine pokazacemo na EGARCH(1,0) modelu.
EGARCH(1,0) model ima sledeci oblik:

Ay = O€y (317)
(1 —aL)In(e?) = (1 —a)ap + g(e1) (3.18)

gde su ¢; nezavisne slucajne promenljive sa standardnom normalnom raspodelom.
Dakle, ovde je E(|e;|) = v/2/7, pa model za in(o?) postaje:

*+0+ — ) —ZO
(@ al)in(e?) = | @ TETa an (3.19)

O + (0 - ’y)et—l y€—1 < 0

gde je o, = (1 — )y — \/2/77.
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Za EGARCH(1,0) model uslovna varijansa se razvija nelinearno u zavisnosti od znaka a;_;.

Naime, imamo

a;_
exp [(9 + 7)%} yai—1 >0
ol = 0 exp(a.) 0y
exp [(9—7) > ] yai—1 <0
Oi—1

Koeficijenti (6 + 7) i (§ — ) ukazuju na razli¢ito reagovanje modela na pozitivne i negativne
Sokove, a;_1. Dakle, model je nelinearan ako je v # 0, a za EGARCH modele viseg reda, ta

uslov nelinearnosti postaje kompilikovan.

Predvidanje pomoc¢u EGARCH modela:
Na EGARCH(1,0) modelu ilustrova¢emo predvidanje pomocu EGARCH modela. Pret-
postavljamo da su parametri modela poznati i da je inovacija ¢; Gausova slu¢ajna promenljiva.

Takav model ima sledeci oblik:
In(o}) = (1 — ar)ag + aaln(o} ;) + gler—1)
g(er—1) = Oery +y(|es—1| — v/ 2/7).

Model moZemo da zapiSemo i na sledeci nacin:

a7 = 721 exp[(1 — ar)ao] explg(er—1)]

gler1) = Oer1 + (e | — V/2/7).

Pretpostavljamo da nam je poznato 7' vrednosti vremenske serije na osnovu kojih vr§imo

(3.20)

predvidanje i koraka unapred. Prvo izlazemo predvidanje jedan korak unapred. Dakle, stvarni

nivo volatilnosti jedan korak unapred dat je sa:

071 = 07" exp|(1 — 1)) explg(er))

gde su sve vrednosti na desnoj strani jednacCine poznate i zbog toga je predvidena vrednost

volatilnosti jedan korak unapred data sa:
- 2 2
Stvarni nivo volatilnosti dva koraka unapred je:

0o = 0754 exp[(1 — an)ag] explg(eriq)]

pa je predvidena vrednost volatilnosti dva koraka unapred:

or’(2) = or*™ (1) exp[(1 — ar)og] Er{explg(er+1)]}
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gde je sa Ep oznaceno uslovno ocekivanje u trenutku 7", koje dobijamo na sledeci nacin:

E{explg(e)]} = / " explbe + 1(le| — V2/m)]f()de

o

> 1 2
= exp(—yV/2/m [/ e0Fe ——e=¢/2ge
p(=rv2/m)| | Wer
L / " o-me L 12
e —c €
—o0 V2
= exp(—y+v/2/7) [e(9+7)2/2<b(9 ) + eV (9 — )]

gde su f(e) i ®(-) funkcija gustine i funkcija raspodele standardne normalne slucajne promenljive.

Sada mozemo da definiSemo i predvidenu vrednost volatilnosti dva koraka unapred:

or’(2) = or** (1) exp[(1 — oy )ag — v1/2/7]
x [exp{ (0 +7)?/2}®(0 + ) + exp{(6 — 7)*/2}®(6 — 7)]

Formula za predvidenu vrednost volatilnosti j koraka unapred je:

ol (2) = o™ (j — 1) exp[(1 — ay)ag — v/ 2/7]
x [exp{ (0 +7)?/2}®(0 + ) + exp{ (6 — 7)?/2}®(0 — 7)]

pri ¢emu vrednosti (0 + v) i ¢(6 — ) Citamo iz statistickih tablica.

SV model

Model stohasticke volatilnosti je uslovni heteroskedasti¢ni model koji koristi stohasti¢ku
jednacinu da bi opisao uslovnu volatilnost. SV modeli, sli¢no kao i EGARCH modeli, ko-
riste In(o?) umesto o2 da bi osigurali da uslovna varijansa bude pozitivna.

SV model definisan je na slede¢i naCin:

A = Ot€¢
(3.21)
(1—aiL—...—a,L™)In(o?) = ag + v

gde su:
1. ¢ niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih sa N'(0, 1) raspodelom,
2. 14 niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih sa (0, 02) raspodelom koje su nezavisne,
3. «ay je konstanta 1
4. sve nule polinoma 1 — """, o; L* su po modulu veée od 1

Uvodenje modifikacije u obliku 1, dovodi do povecanja fleksibilnosti modela pri opisivanju

razvoja o2, ali istovremeno dolazi i do poteskoca pri oceni parametara.
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Primer

Ovo poglavlje posveceno je primeni uslovnih heteroskedasti¢nih modela u finansijama. Iako
u danaSnje vreme postoji mnogo statistiCkih programa specijalizovanih za analizu vremenskih
serija, jedan od vrlo dobrih paketa za simulaciju GARCH modela je programski paket MATLAB
iz razloga Sto sadrZi ugradene funkcije upravo za ovaj model.

GARCH(1,1) model predstavicemo na stvarnim podacima o cenama akcija beogradskog
Aerodroma ,,Nikola Tesla” a.d.. Posmatracemo podatke o cenama akcija u periodu od 1.2.2012.
do 1.3.2013. godine. Taj period obuhvata 271 dan trgovanja akcijama.

Nakon unoSenja podataka u MATLAB, prvi korak je nacrtati grafik cena akcija i grafik

obima prodaje akcija u periodu koji smo izabrali. Cene akcija izraZene su u dinarima.

Cena akcija

(0] 50 100 150 200 250 300
Dani trgovanja akcijama (1.2.2012-1.3.2013)

Grafik 4.1: Cene akcija Aerodroma ,,Nikola Tesla” a.d. po danima
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Broj prodatih akcija

%® 10

)

Ll

50 100 150

200

Dani trgovanja akcijama (1.2.2012-1.3.2013)

250

Grafik 4.2: Broj kupljenih akcija po danima

300

Za nastavak analize potrebno je da cene akcija pretvorimo u prinose. Ugradena funkcija

price2ret u MATLABU, od unetih cena pravi prinose. Potrebno je naglasiti da je u pitanju log-

aritam stope prinosa, $to nam je i potrebno. Dobijene prinose predstavljamo graficki.

Prinos akcija

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

L ] L

-0.06

50 100 150

200

Dani trgovanja akeijama (1.2.2012-1.3.2013)

Grafik 4.3: Prinos akcija po danima
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Vidimo je serija prinosa akcija stacionarna oko nule, a u radu smo ve¢ naveli da je osobina
logaritam stope prinosa da je obi¢no stacionarna. Sledece Sto je potrebno uraditi je izraCunati
ocekivanje, standardnu devijaciju, koeficijent asimetrije i spljoStenosti za seriju prinosa akcije.
Ponovo, ugradene funkcije u MATLABU direktno daju reSenja i ona su predstavljena u sledecoj
tabeli.

Ocekivanje (/1) -6.0224e-005
Standardna devojacija (o) 0.0138
Koeficijent asimetrije (.5) 0.035
Koeficijent spljoStenosti (K) | 5.9167

Tabela 4.1: Numericke karakteristike serije stope prinosa

Iz tabele vidimo da je koeficijent spljoStenosti znatno veci od 3 §to nam govori o tome da su
repovi raspodele stope prinosa ,,deblji”’ od repova normalne raspodele.

Sledece Sto treba uraditi je proveriti da li postoji znacajna korelacija medu prinosima. To
mozemo uraditi na dva nacina: crtanjem autokorelacione funkcije i pomoc¢u Ljung-Boksove
statistike. Za oba ova nacina postoje ugradene funkcije u paketu MATLAB. U nastavku su dati
grafik autokorelacione funkcije serije prinosa akcija i grafik autokorelacione funkcije kvadrata

serije prinosa akcija prinosa.

Autokorelaciona funkcija prinosa akcija
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Grafik 4.4: Autokorelaciona funkcija prinosa akcija
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Autokorelaciona funkcija kvadrata prinosa akcija
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Grafik 4.5: Autokorelaciona funkcija kvadrata prinosa akcija

Dakle, autokorelacioni koeficijenti prinosa akcije su blizu nule, odnosno moZzemo da za-
klju¢imo da je korelacija medu prinosima izuzetno mala, ako uopSte postoji. Medutim, pos-
matrajuéi autokorelacione koeficijente kvadrata stope prinosa, vidimo da postoji znaCajna ko-
relacija. Dakle, vidimo da postoji heteroskedasti¢nost.

Drugi nacin da ovo proverimo je koriS¢enjem Ljung-Boksove statistike za koju postoji
funkcija u matlabu koja vraca nulu ukoliko treba da prihvatimo nultu hipotezu koja kaze da
ne postoji znaCajna korelacija medu elementima serije prinosa, a u suprotnom vraca jedinicu
i tada trebada odbacimo nultu hipotezu. Konkretno u naSem slucaju, ispitujemo kvadrat stope
prinosa i, na osnovu ovog testa, dobijamo da nultu hipotezu treba odbaciti, tj. zakljuCujemo da
postoji korelaciona zavisnost, tj. prisutna je heteroskedasti¢nost.

Sada prelazimo na pravljenje GARCH(1,1) modela. Prvo raCunamo parametre GARCH(1,1)

modela pomocu funkcije ugarch. U tabeli su date dobijene vrednosti parametara modela.

1. co = 3.2377e — 005
2. o= 0.1887
3. 3 = 0.6557

Tabela 4.2: Parametri GARCH(1,1) modela

S obzirom da je o + § = 0.8443 < 1 znamo da je serija slabo stacionarna.
Sada je potrebno proceniti vrednosti dobijenih parametara, odrediti standardne greske za

ocenu parametara i t-statistike. Pomocu funkcija garchset, garchfit i garchdisp dobijamo sledece
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rezultate.

Parametri Vrednost Standardna greSka | t-statistika
fi -7.1965e-005 0.00093021 -0.0774
o 3.2377e-005 1.1001e-005 2.8934
o) 0.1887 0.062167 2.9789
6 0.6557 0.095442 6.9286

Tabela 4.3: Ocena parametara

Podsetimo se, t-statistika predstavlja meru odstupanja procenjene vrednosti parametra od
stvarne vrednosti parametra.([3]) Ukoliko je vrednost ove statistike manja od 2, tada parametar
nije znacajan pri opisivanju modela. Iz tabele vidimo da se to deSava sa parametrom /i.

Ostaje nam jo$ da odredimo varijansu o?. Po formulama koje smo dali u poglavlju 3.3,

imamo:

Qo
(1= 3275 e + i
o7 = ap + qia;_; + Bio7 (4.2)

E(a?) = Var(a?) = 4.1)

U naSem primeru, $okove a? dobijamo u MATLABU kao prinos. *prinos, i moZzemo na grafiku

videti da Sokovi uti¢u na poveéanje i smanjenje cena akcija.

x 10
a5 T T T T T

25F =

1l Lk

0 50 100 150 200 250 300
Dani trgovanja akcijama (1.2.2012-1.3.2013)

Grafik 4.6: Sokovi prinosa akcija

Ranije u radu, naveli smo da je jedna od osobina finansijskih vremenskih serija to da veliki
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Sokovi uti€u dovode do velikih promena prinosa a samim tim i cena. Ako pogledamo grafik
(4.1) vidimo da je najveca cena akcija bila oko 250 dana trgovanja, tj. da je nakon tog dana
ynatno opala. To je u skladu sa grafikom (4.6) gde vidimo da se veliki Sok desio bas oko 250.
dana trgovanja akcijama. Isto tako, na grafiku (4.3) vidimo da je nakon 250 dana prinos naglo
opao, Sto je opet posledica velikog Soka.

Pocetnu vrednost volatilnosti raunamo na osnovu formule (4.1) i dobijamo da je (1) =
0.0144. A za ostale vrednosti volatilnosti pravimo funkciju u MATLABU. Vrednosti volatil-
nosti za sve dane date su u tabeli u prilogu, a kretanje volatilnsti po danima predstavljena je na
sledec¢em grafiku.

Volatilnost
0.045 T T T T T

0.035 "

0.03 =
0.025 - m 1
0.2 1

0.015 1

0.0 -1

0.005 - “

D L L L L L
0 50 100 150 200 250 300
Dani trgovanja akcijama (1.2.2012-1.3.2013)

Grafik 4.7: Volatilnost po danima

Sada imamo sve podatke i mozemo da predstavimo GARCH(1,1) model za vremensku ser-

1ju prinosa akcija Aerodroma ,,Nikola Tesla” a.d.

ry = —7.1965¢ — 005 + a;
0?2 = 3.183e — 005 + 0.18519a2 ; + 0.6612802 ,

Na slede¢em grafiku prikazano je kretanje volatilnosti po danima i kretanje prinosa po dan-

ima. MoZemo uociti da veliki skokovi prinosa dovode do velikog skoka volatilnosti.
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Grafik 4.8: Prinos serija i procenjena volatilnost

Drugi deo primer sastoji se u predvidanju buducih vrednosti volatilnosti serije prinosa akcija
Aerodrom ,,Nikola Tesla” a.d. Programski paket MATLAB i u ovom slucaju na veoma jednos-
tavan nacin predvida vrednosti vremenskih serija. Naime, funkcija ugarchsim vrsi simulaciju
vrednosti Sokova a? sledecih, na primer, 10 perioda i onda na osnovu GARCH(1,1) modela
predvida vrednosti buduce volatilnosti za 10 koraka unapred. Vrednosti buduée volatilnosti,

date su u sledecoj tabeli.

Predvidena volatilnost Predvideni Sokovi | Dani
0.000296361973249427 0.00983240169657849 1
0.000245860380358149 | -0.00627018010515511 2
0.000201923827223965 0.00980485608273005 3
0.000183104611374671 0.0110366870054293 4
0.000175286701250662 0.00942537318838704 5
0.000164104610000396 0.0165285279275693 6
0.000190206854156813 0.00922103737090231 7
0.000173310970731111 0.0156771003803911 8
0.000191329119508292 -0.0166325996007782 9
0.000208897175637188 | -0.000286023932480462 10

Tabela 4.4: Buduce vrednosti Sokova i volatilnosti

Da bismo prikazali kretanje buduce volatilnosti, koristimo funkciju ugarchplot koja ¢e nam

sem buduce volatilnosti prikazati i kretanje buducih Sokova.
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Prilog

U ovom delu prikazani su podaci o cenama akcija Aerodrom ,,Nikola Tesla” a.d. zajedno sa

izraCunatim prinosima, Sokovima 1 volatilnoS¢u za period od 1.2.2012. do 1.3.2013. godine.

Dani | Datum trgovanja | Cena | Obim | Prinos | Sokovi | Volatilnost
1 1.2.2012 | 496 | 5700 / / /
2 222012 | 500 | 5323 | 0.0080 | 0.0001 0.0144
3 322012 | 511 | 2666 | 0.0218 | 0.0005 0.0193
4 6.2.2012 | 515 | 1163 | 0.0078 | 0.0001 0.0174
5 7.2.2012 | 507 | 11367 | -0.0157 | 0.0002 0.0184
6 8.2.2012 | 506 814 | -0.0020 | 0.0000 0.0161
7 90.2.2012 | 503 | 4996 | -0.0059 | 0.0000 0.0150
8 10.2.2012 | 501 645 | -0.0040 | 0.0000 0.0141
9 13.2.2012 | 500 | 2179 | -0.0020 | 0.0000 0.0133

10 14.2.2012 | 500 | 2466 0 0 0.0127
11 20.2.2012 | 500 | 2370 0 0 0.0124
12 21.2.2012 | 500 | 12459 0 0 0.0122
13 2222012 | 500 | 7452 0 0 0.0121
14 23.2.2012 | 500 | 1874 0 0 0.0120
15 24.2.2012 | 500 | 2557 0 0 0.0119
16 27.2.2012 | 500 | 3607 0 0 0.0119
17 28.2.2012 | 503 | 9064 | 0.0060 | 0.0000 0.0125
18 29.2.2012 | 506 | 2537 | 0.0059 | 0.0000 0.0128
19 1.3.2012 | 502 | 2008 | -0.0079 | 0.0001 0.0134
20 2.3.2012 | 502 | 1985 0 0 0.0128
21 5.3.2012 | 500 | 3944 | -0.0040 | 0.0000 0.0127
22 6.3.2012 | 507 | 11884 | 0.0139 | 0.0002 0.0152
23 7.3.2012 | 500 | 2237 | -0.0139 | 0.0002 0.0165
24 8.3.2012 | 500 | 1704 0 0 0.0148
25 9.3.2012 | 509 | 13113 | 0.0178 | 0.0003 0.0178
26 12.3.2012 | 504 | 1817 | -0.0099 | 0.0001 0.0169
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Dani | Datum trgovanja | Cena | Obim | Prinos Sokovi | Volatilnost
27 13.3.2012 | 501 706 | -0.0060 | 0.0000 0.0155
28 14.3.2012 | 501 | 1822 0 0 0.0142
29 15.3.2012 | 508 | 12082 | 0.0139 | 0.0002 0.0160
30 16.3.2012 | 518 | 8681 | 0.0195 | 0.0004 0.0190
31 19.3.2012 | 510 | 3927 | -0.0156 | 0.0002 0.0193
32 20.3.2012 | 510 | 1321 0 0 0.0167
33 21.3.2012 | 512 | 2510 | 0.0039 | 0.0000 0.0151
34 22.3.2012 | 509 736 | -0.0059 | 0.0000 0.0144
35 23.3.2012 | 511 | 5569 | 0.0039 | 0.0000 0.0137
36 26.3.2012 | 505 | 1005 | -0.0118 | 0.0001 0.0150
37 27.3.2012 | 502 | 1516 | -0.0060 | 0.0000 0.0143
38 28.3.2012 | 509 | 12178 | 0.0138 | 0.0002 0.0160
39 29.3.2012 | 503 | 1519 | -0.0119 | 0.0001 0.0163
40 30.3.2012 | 511 | 4876 | 0.0158 | 0.0002 0.0178
41 2.4.2012 | 506 | 18422 | -0.0098 | 0.0001 0.0169
42 3.4.2012 | 503 627 | -0.0059 | 0.0000 0.0155
43 442012 | 507 | 17411 | 0.0079 | 0.0001 0.0150
44 5.4.2012 | 504 | 1955 | -0.0059 | 0.0000 0.0143
45 6.4.2012 | 504 806 0 0 0.0134
46 9.4.2012 | 498 828 | -0.0120 | 0.0001 0.0149
47 10.4.2012 | 494 | 1674 | -0.0081 | 0.0001 0.0147
48 11.4.2012 | 491 959 | -0.0061 | 0.0000 0.0142
49 12.4.2012 | 490 575 | -0.0020 | 0.0000 0.0133
50 17.4.2012 | 483 722 | -0.0144 | 0.0002 0.0157
51 18.4.2012 | 487 919 | 0.0082 | 0.0001 0.0152
52 19.4.2012 | 482 914 | -0.0103 | 0.0001 0.0154
53 20.4.2012 | 480 372 | -0.0042 | 0.0000 0.0143
54 23.4.2012 | 479 959 | -0.0021 | 0.0000 0.0135
55 2442012 | 472 840 | -0.0147 | 0.0002 0.0159
56 25.4.2012 | 473 | 1957 | 0.0021 | 0.0000 0.0145
57 26.4.2012 | 480 | 6169 | 0.0147 | 0.0002 0.0164
58 27.4.2012 | 476 | 2957 | -0.0084 | 0.0001 0.0157
59 30.4.2012 | 474 | 1094 | -0.0042 | 0.0000 0.0145
60 3.5.2012 | 457 313 | -0.0365 | 0.0013 0.0269
61 4.5.2012 | 460 | 1255 | 0.0065 | 0.0000 0.0225
62 7.5.2012 | 459 | 7467 | -0.0022 | 0.0000 0.0189
63 8.5.2012 | 458 | 2588 | -0.0022 | 0.0000 0.0165
64 9.5.2012 | 459 | 2460 | 0.0022 | 0.0000 0.0149
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Dani | Datum trgovanja | Cena | Obim | Prinos Sokovi | Volatilnost
65 10.5.2012 | 460 | 2315 | 0.0022 | 0.0000 0.0138
66 11.5.2012 | 460 | 3602 0 0 0.0131
67 14.5.2012 | 458 | 3139 | -0.0044 | 0.0000 0.0129
68 15.5.2012 | 460 | 2307 | 0.0044 | 0.0000 0.0128
69 16.5.2012 | 460 | 15939 0 0 0.0124
70 17.5.2012 | 460 | 2251 0 0 0.0122
71 18.5.2012 | 460 | 2865 0 0 0.0121
72 21.5.2012 | 452 | 48305 | -0.0175 | 0.0003 0.0164
73 22.5.2012 | 452 | 2082 0 0 0.0147
74 23.5.2012 | 444 175 | -0.0179 | 0.0003 0.0178
75 24.5.2012 | 440 428 | -0.0090 | 0.0001 0.0167
76 25.5.2012 | 431 469 | -0.0207 | 0.0004 0.0199
77 28.5.2012 | 421 589 | -0.0235 | 0.0006 0.0227
78 29.5.2012 | 416 111 | -0.0119 | 0.0001 0.0205
79 30.5.2012 | 417 931 | 0.0024 | 0.0000 0.0176
80 31.5.2012 | 426 | 8908 | 0.0214 | 0.0005 0.0207
81 1.6.2012 | 415 | 1097 | -0.0262 | 0.0007 0.0243
82 4.6.2012 | 409 883 | -0.0146 | 0.0002 0.0222
83 5.6.2012 | 401 | 1564 | -0.0198 | 0.0004 0.0226
84 6.6.2012 | 400 731 | -0.0025 | 0.0000 0.0190
85 7.6.2012 | 394 123 | -0.0151 | 0.0002 0.0191
86 8.6.2012 | 386 338 | -0.0205 | 0.0004 0.0211
87 11.6.2012 | 390 | 6169 | 0.0103 | 0.0001 0.0191
88 12.6.2012 | 395 | 3499 | 0.0127 | 0.0002 0.0184
89 13.6.2012 | 391 645 | -0.0102 | 0.0001 0.0174
90 14.6.2012 | 390 251 | -0.0026 | 0.0000 0.0155
91 15.6.2012 | 391 | 1308 | 0.0026 | 0.0000 0.0142
92 18.6.2012 | 386 767 | -0.0129 | 0.0002 0.0156
93 19.6.2012 | 387 565 | 0.0026 | 0.0000 0.0143
94 20.6.2012 | 377 465 | -0.0262 | 0.0007 0.0214
95 21.6.2012 | 370 | 4150 | -0.0187 | 0.0004 0.0217
96 22.6.2012 | 371 428 | 0.0027 | 0.0000 0.0184
97 25.6.2012 | 379 | 1226 | 0.0213 | 0.0005 0.0211
98 26.6.2012 | 370 536 | -0.0240 | 0.0006 0.0236
99 27.6.2012 | 371 273 | 0.0027 | 0.0000 0.0198

100 28.6.2012 | 371 690 0 0 0.0170
101 29.6.2012 | 370 515 | -0.0027 | 0.0000 0.0152
102 2.7.2012 | 371 895 | 0.0027 | 0.0000 0.0141
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Dani | Datum trgovanja | Cena | Obim | Prinos Sokovi | Volatilnost
103 3.7.2012 | 370 | 2402 | -0.0027 | 0.0000 0.0133
104 4.7.2012 | 371 625 | 0.0027 | 0.0000 0.0129
105 5.7.2012 | 372 632 | 0.0027 | 0.0000 0.0126
106 6.7.2012 | 373 | 1368 | 0.0027 | 0.0000 0.0124
107 9.7.2012 | 372 541 | -0.0027 | 0.0000 0.0123
108 10.7.2012 | 379 | 1273 | 0.0186 | 0.0003 0.0170
109 11.7.2012 | 378 614 | -0.0026 | 0.0000 0.0152
110 12.7.2012 | 381 689 | 0.0079 | 0.0001 0.0148
111 13.7.2012 | 387 | 1444 | 0.0156 | 0.0002 0.0169
112 16.7.2012 | 385 765 | -0.0052 | 0.0000 0.0155
113 17.7.2012 | 385 822 0 0 0.0141
114 18.7.2012 | 385 673 0 0 0.0132
115 19.7.2012 | 387 971 | 0.0052 | 0.0000 0.0131
116 20.7.2012 | 393 | 2322 | 0.0154 | 0.0002 0.0160
117 23.7.2012 | 408 | 6162 | 0.0375 | 0.0014 0.0279
118 2472012 | 411 | 1693 | 0.0073 | 0.0001 0.0233
119 25.7.2012 | 419 | 2561 | 0.0193 | 0.0004 0.0230
120 26.7.2012 | 427 | 1533 | 0.0189 | 0.0004 0.0227
121 27.7.2012 | 424 | 2100 | -0.0071 | 0.0000 0.0196
122 30.7.2012 | 433 | 2991 | 0.0210 | 0.0004 0.0216
123 31.7.2012 | 435 898 | 0.0046 | 0.0000 0.0185
124 1.8.2012 | 429 612 | -0.0139 | 0.0002 0.0184
125 2.8.2012 | 424 | 1665 | -0.0117 | 0.0001 0.0177
126 3.8.2012 | 430 | 16119 | 0.0141 | 0.0002 0.0180
127 6.8.2012 | 426 973 | -0.0093 | 0.0001 0.0169
128 7.8.2012 | 430 | 1041 | 0.0093 | 0.0001 0.0162
129 8.8.2012 | 423 468 | -0.0164 | 0.0003 0.0180
130 9.8.2012 | 435 | 11712 | 0.0280 | 0.0008 0.0238
131 10.8.2012 | 436 | 2070 | 0.0023 | 0.0000 0.0199
132 13.8.2012 | 436 628 0 0 0.0171
133 14.8.2012 | 434 994 | -0.0046 | 0.0000 0.0155
134 15.8.2012 | 433 | 3184 | -0.0023 | 0.0000 0.0142
135 16.8.2012 | 430 347 | -0.0070 | 0.0000 0.0140
136 17.8.2012 | 410 475 | -0.0476 | 0.0023 0.0331
137 20.8.2012 | 403 | 1330 | -0.0172 | 0.0003 0.0288
138 21.8.2012 | 403 263 0 0 0.0234
139 22.8.2012 | 403 627 0 0 0.0196
140 23.8.2012 | 400 | 1249 | -0.0075 | 0.0001 0.0175
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Dani | Datum trgovanja | Cena | Obim | Prinos Sokovi | Volatilnost
141 24.8.2012 | 402 498 | 0.0050 | 0.0000 0.0158
142 27.8.2012 | 402 | 69185 0 0 0.0143
143 28.8.2012 | 404 | 1360 | 0.0050 | 0.0000 0.0138
144 29.8.2012 | 402 | 1176 | -0.0050 | 0.0000 0.0134
145 30.8.2012 | 400 | 19383 | -0.0050 | 0.0000 0.0132
146 31.8.2012 | 400 754 0 0 0.0127
147 3.9.2012 | 401 | 13545 | 0.0025 | 0.0000 0.0125
148 4.9.2012 | 400 933 | -0.0025 | 0.0000 0.0123
149 5.9.2012 | 400 806 0 0 0.0122
150 6.9.2012 | 403 | 1697 | 0.0075 | 0.0001 0.0129
151 7.9.2012 | 410 733 | 0.0172 | 0.0003 0.0167
152 10.9.2012 | 405 | 1090 | -0.0123 | 0.0002 0.0168
153 11.9.2012 | 406 351 | 0.0025 | 0.0000 0.0151
154 12.9.2012 | 410 | 1483 | 0.0098 | 0.0001 0.0152
155 13.9.2012 | 409 643 | -0.0024 | 0.0000 0.0140
156 14.9.2012 | 410 681 | 0.0024 | 0.0000 0.0133
157 17.9.2012 | 410 525 0 0 0.0127
158 18.9.2012 | 410 666 0 0 0.0124
159 19.9.2012 | 411 | 1031 | 0.0024 | 0.0000 0.0123
160 20.9.2012 | 411 970 0 0 0.0121
161 21.9.2012 | 430 | 3829 | 0.0452 | 0.0020 0.0312
162 2492012 | 435 | 4255 | 0.0116 | 0.0001 0.0263
163 25.9.2012 | 422 664 | -0.0303 | 0.0009 0.0290
164 26.9.2012 | 420 | 2125 | -0.0048 | 0.0000 0.0238
165 27.9.2012 | 412 149 | -0.0192 | 0.0004 0.0233
166 28.9.2012 | 406 244 | -0.0147 | 0.0002 0.0216
167 1.10.2012 | 411 823 | 0.0122 | 0.0001 0.0199
168 2.10.2012 | 420 | 2451 | 0.0217 | 0.0005 0.0220
169 3.10.2012 | 420 | 2710 0 0 0.0185
170 4.10.2012 | 420 | 1517 0 0 0.0162
171 5.10.2012 | 420 | 1260 0 0 0.0146
172 8.10.2012 | 420 | 1506 0 0 0.0136
173 9.10.2012 | 422 | 1092 | 0.0048 | 0.0000 0.0132
174 10.10.2012 | 424 | 1034 | 0.0047 | 0.0000 0.0131
175 11.10.2012 | 424 716 0 0 0.0126
176 12.10.2012 | 421 783 | -0.0071 | 0.0001 0.0131
177 15.10.2012 | 420 | 3515 | -0.0024 | 0.0000 0.0127
178 16.10.2012 | 420 747 0 0 0.0124
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Dani | Datum trgovanja | Cena | Obim | Prinos Sokovi | Volatilnost
179 17.10.2012 | 419 | 1185 | -0.0024 | 0.0000 0.0123
180 18.10.2012 | 420 | 1297 | 0.0024 | 0.0000 0.0122
181 19.10.2012 | 421 683 | 0.0024 | 0.0000 0.0122
182 22.10.2012 | 420 996 | -0.0024 | 0.0000 0.0121
183 23.10.2012 | 425 | 38578 | 0.0118 | 0.0001 0.0142
184 24.10.2012 | 425 | 1124 0 0 0.0133
185 25.10.2012 | 427 | 3508 | 0.0047 | 0.0000 0.0131
186 26.10.2012 | 427 533 0 0 0.0126
187 29.10.2012 | 425 304 | -0.0047 | 0.0000 0.0127
188 30.10.2012 | 430 | 44570 | 0.0117 | 0.0001 0.0144
189 31.10.2012 | 427 | 1453 | -0.0070 | 0.0000 0.0142
190 1.11.2012 | 427 355 0 0 0.0133
191 2.11.2012 | 427 931 0 0 0.0127
192 5.11.2012 | 423 492 | -0.0094 | 0.0001 0.0138
193 6.11.2012 | 428 | 2366 | 0.0118 | 0.0001 0.0150
194 7.11.2012 | 424 955 | -0.0094 | 0.0001 0.0151
195 8.11.2012 | 424 958 0 0 0.0139
196 9.11.2012 | 420 446 | -0.0095 | 0.0001 0.0144
197 13.11.2012 | 422 | 1488 | 0.0048 | 0.0000 0.0138
198 14.11.2012 | 422 | 1028 0 0 0.0130
199 15.11.2012 | 422 | 1376 0 0 0.0126
200 16.11.2012 | 424 | 3511 | 0.0047 | 0.0000 0.0127
201 19.11.2012 | 429 | 4847 | 0.0117 | 0.0001 0.0144
202 20.11.2012 | 430 | 1669 | 0.0023 | 0.0000 0.0135
203 21.11.2012 | 429 801 | -0.0023 | 0.0000 0.0130
204 22.11.2012 | 428 | 1021 | -0.0023 | 0.0000 0.0126
205 23.11.2012 | 429 | 1149 | 0.0023 | 0.0000 0.0124
206 26.11.2012 | 425 330 | -0.0094 | 0.0001 0.0136
207 27.11.2012 | 428 | 2729 | 0.0070 | 0.0000 0.0137
208 28.11.2012 | 432 | 1388 | 0.0093 | 0.0001 0.0143
209 29.11.2012 | 433 | 1450 | 0.0023 | 0.0000 0.0134
210 30.11.2012 | 432 | 2658 | -0.0023 | 0.0000 0.0129
211 3.12.2012 | 432 | 6647 0 0 0.0125
212 4.12.2012 | 433 | 1518 | 0.0023 | 0.0000 0.0123
213 5.12.2012 | 430 | 1000 | -0.0070 | 0.0000 0.0129
214 6.12.2012 | 423 790 | -0.0164 | 0.0003 0.0163
215 7.12.2012 | 420 378 | -0.0071 | 0.0001 0.0154
216 10.12.2012 | 428 | 3612 | 0.0189 | 0.0004 0.0185
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Dani | Datum trgovanja | Cena | Obim | Prinos Sokovi | Volatilnost
217 11.12.2012 | 427 | 1046 | -0.0023 | 0.0000 0.0162
218 12.12.2012 | 422 782 | -0.0118 | 0.0001 0.0164
219 13.12.2012 | 427 | 2026 | 0.0118 | 0.0001 0.0165
220 14.12.2012 | 423 | 2612 | -0.0094 | 0.0001 0.0160
221 17.12.2012 | 423 676 0 0 0.0145
222 18.12.2012 | 420 | 1799 | -0.0071 | 0.0001 0.0142
223 19.12.2012 | 427 | 4838 | 0.0165 | 0.0003 0.0170
224 20.12.2012 | 449 | 15932 | 0.0502 | 0.0025 0.0354
225 21.12.2012 | 460 | 1497 | 0.0242 | 0.0006 0.0322
226 24.12.2012 | 449 | 2562 | -0.0242 | 0.0006 0.0302
227 25.12.2012 | 449 | 9166 0 0 0.0245
228 26.12.2012 | 427 855 | -0.0502 | 0.0025 0.0379
229 27.12.2012 | 446 | 32051 | 0.0435 | 0.0019 0.0410
230 28.12.2012 | 443 | 5926 | -0.0067 | 0.0000 0.0328
231 31.12.2012 | 448 | 9304 | 0.0112 | 0.0001 0.0273
232 3.1.2013 | 440 315 | -0.0180 | 0.0003 0.0251
233 4.1.2013 | 441 | 1787 | 0.0023 | 0.0000 0.0209
234 8.1.2013 | 440 747 | -0.0023 | 0.0000 0.0178
235 9.1.2013 | 448 | 50231 | 0.0180 | 0.0003 0.0194
236 10.1.2013 | 440 533 | -0.0180 | 0.0003 0.0203
237 11.1.2013 | 447 840 | 0.0158 | 0.0002 0.0201
238 14.1.2013 | 439 878 | -0.0181 | 0.0003 0.0207
239 15.1.2013 | 445 | 1342 | 0.0136 | 0.0002 0.0197
240 16.1.2013 | 459 | 5185 | 0.0310 | 0.0010 0.0260
241 17.1.2013 | 460 | 2410 | 0.0022 | 0.0000 0.0215
242 18.1.2013 | 465 | 15458 | 0.0108 | 0.0001 0.0195
243 21.1.2013 | 461 | 1211 | -0.0086 | 0.0001 0.0177
244 22.1.2013 | 465 | 1708 | 0.0086 | 0.0001 0.0165
245 23.1.2013 | 472 | 1562 | 0.0149 | 0.0002 0.0176
246 24.1.2013 | 479 | 1386 | 0.0147 | 0.0002 0.0182
247 25.1.2013 | 503 | 35030 | 0.0489 | 0.0024 0.0350
248 28.1.2013 | 504 978 | 0.0020 | 0.0000 0.0280
249 29.1.2013 | 507 | 1449 | 0.0059 | 0.0000 0.0232
250 30.1.2013 | 504 | 2293 | -0.0059 | 0.0000 0.0198
251 31.1.2013 | 519 | 52699 | 0.0293 | 0.0009 0.0253
252 1.2.2013 | 506 | 1071 | -0.0254 | 0.0006 0.0264
253 422013 | 504 | 1996 | -0.0040 | 0.0000 0.0219
254 5.2.2013 | 498 280 | -0.0120 | 0.0001 0.0200
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Dani | Datum trgovanja | Cena | Obim | Prinos | Sokovi | Volatilnost
255 6.2.2013 | 471 | 1022 | -0.0557 | 0.0031 0.0395
256 7.2.2013 | 483 | 1768 | 0.0252 | 0.0006 0.0352
257 8.2.2013 | 474 | 1197 | -0.0188 | 0.0004 0.0306
258 11.2.2013 | 481 970 | 0.0147 | 0.0002 0.0265
259 12.2.2013 | 487 | 1193 | 0.0124 | 0.0002 0.0231
260 13.2.2013 | 487 | 1330 0 0 0.0194
261 14.2.2013 | 486 | 1381 | -0.0021 | 0.0000 0.0168
262 18.2.2013 | 490 | 14586 | 0.0082 | 0.0001 0.0159
263 19.2.2013 | 489 700 | -0.0020 | 0.0000 0.0144
264 20.2.2013 | 484 | 1425 | -0.0103 | 0.0001 0.0150
265 21.2.2013 | 488 | 2331 | 0.0082 | 0.0001 0.0148
266 2222013 | 485 | 1277 | -0.0062 | 0.0000 0.0142
267 25.2.2013 | 489 | 3152 | 0.0082 | 0.0001 0.0143
268 26.2.2013 | 500 | 20961 | 0.0222 | 0.0005 0.0195
269 27.2.2013 | 500 | 1488 0 0 0.0168
270 28.2.2013 | 487 550 | -0.0263 | 0.0007 0.0225
271 1.3.2013 | 488 505 | 0.0021 | 0.0000 0

Tabela 4.5: Podaci o akcijama Aerodrom ,,Nikola Tesla” a.d.
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Zakljuéak

Vremenske serije prisutne su u raznim nau¢nim oblastima i modeli vremenskih serija pred-
stavljaju veoma korisno i efikasno sredstvo za predvidanje buducih vrednosti i donoSenje odluka
u ekonomiji, industriji, medicini...

Finansijske vremenske serije uslovljene raznim uticajima na trZiStu, poseduju karakteristike
koje ih odvajaju od ostalih vremnskih serija. To su postojanje sezonske komponente, trenda
rasta, odnosno trend pada i, ono najvaznije, postojanje nestabilnosti varijanse (volatilnosti).
Kljuc¢ni znacaj pri donoSenju finansijskih odluka imaju predvidene vrednosti vremenskih serija.
1z tog razloga je veoma bitno da te vrednosti budu Sto je mogude tacnije.

U ovom radu centralno mesto zauzimaju uslovni heteroskedasti¢ni modeli vremenskih ser-
ija, ARCH 1 GARCH model. Pre uvodenja ovih modela, detaljno je opisana analiza modela
linearnih vremenskih serija, na osnovu kojih se grade ARCH i GARCH modeli. Sem toga, date
su osobine prinosa aktive 1 volatilnosti kao preduslov za bolje razumevanje funkcionisanja i
svrhe uslovnih heteroskedasti¢cnih modela. Opisan je i postupak predvidanja buducih vrednosti
finansijskih vremenskih serija, najpre modelima linearnih vremenskih serrija, a nakon toga i
pomocu modela uslovne heteroskedasticnosti. Na samom kraju rada, na primeru stvarnih vre-
menskih serija prikazana je izgradnja GARCH modela u programskom paketu MATLAB za
stvarne podatke vremenske serije cena akcija beogradskog Aerodroma ,,Nikola Tesla” a.d.

Ono sto potvrduje veliku upotrebljivost ovih modela je i to da se stalno razvijaju modifikacije
osnovnih, ARCH 1 GARCH modela. Neki od novih modela predstavljeni su i u ovom radu. Uz
to, objasnjeno je i kako su sa tim modifikacijama realnije i taCnije opisane finansijske vremenske
serije. Na primer, jedna od modifikacija je eksponencijalni GARCH model, kod kog je inovacija
omogucila da se zabeleZi razliito reagovanje modela na pozitivne i negativne Sokove.

Naravno, kao i1 svi modeli, ni ovi ne predstavljaju stvarno stanje savrSeno. S obzirom da pri-
nos akcije nije simetri¢no distribuiran, standardna devijacija nije uvek najbolji izbor za merilo
rizika. GARCH model koriguje ovaj nedostatak, medutim njegovo koriSéenje donosi neke nove
probleme, kao na primer, malopre pomenutu nemogucnost da razli¢ito odgovori na pozitivne 1
negativne Sokove na traziStu.

Uprkos svim nedostatcima, ARCH, GARCH model i njihove modifikacije veoma dobro
ocenjuju rizik na finansijskim trziStima i uz koriS¢enje nekih dobrih paketa definitivno jesu

veoma efikasan alat u modernim finansijskim tokovima.
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