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Predgovor

Integral je jedan od najvaznijih pojmova matematicke analize. Prvi susret sa
integralima desava se ve¢ u srednjoj skoli. Uz pomo¢ integrala ra¢una se: povrSina
figure, duzina luka krive i zapremina obrtnog tela. Integral nalazi Siroku primenu, kako
u prirodnim tako i u druStvenim naukama. U prirodnim naukama, ako se izuzme
matematika, najve¢u primenu imaju u fizici, a u drustvenim naukama, najve¢u primenu
imaju u ekonomiji. Kao $to je poznato, integrali imaju znacajnu ulogu pri resavanju
diferencijalnih jednacina, dok, s druge strane, diferencijalne jednacine se ¢esto koriste
pri modelovanju ekomskih procesa.

Tokom godina mnogi matematicari istrazivali su kako se ra¢una povrSina i
zapremina nekog tela. Arhimed® spada u prve matemati¢are koji je pronasao formulu za
radunanje povriine i zapremine oblih geometrijskih tela. Kasnije, Lajbnic? i Njutn®
otkrivaju ra¢un kojim se uspostavlja veza izmedu diferenciranja i integracije.

Jednu od prvih rigoroznih matematickih definicija integrala dao je Riman® u
XIX veku. Rimanov pristup zasniva se na podeli x - ose (domena) i ra¢unanju
odgovarajuc¢ih suma. Medutim, Rimanov integral imao je brojne nedostatke, pa se javlja
potreba za preciznijim matematickim analizama i nameéu se nova pitanja u vezi
merenja. U XX veku, shvatanje integrala je prosireno. U pocetku, integracija se odnosila
na elementarnu ideju merenja (merenje duZzina, povrSina, zapremina) sa neprekidnim
funkcijama. Sa pojavom teorije skupova, pojavilo se i opstije i apstraktnije shvatanje
mere. Lebeg® je 1904. godine predstavio pristup integracije zasnovan na Lebegovoj
meri skupa, tj. definiSe Lebegov integral, sto daje osnov za dalje izuCavanje problema
integracije.

Tema ovog rada su razli¢iti pristupi problemu integracije, te analiza, kako
njihovih razlicitosti tako 1 njihovih sli¢nosti.

U prvom poglavlju definisana je primitivna funkcija, neodreden integral i mera
skupa. Definisana su dva uobicajna integrala: Rimanov i Lebegov integral. Literatura
koris¢ena za izradu ovog poglavlja je: [1], [2], [3], [4]. [5]. [6], [9], [11], [14], [15],
[16], [19].

U drugom poglavlju navedene su neke katekteristike realnih funkcija. Literatura
koris¢ena za izradu ovog poglavlja je: [1], [4], [9], [12], [18], [20].

U tre¢em poglavlju definisan je Denojev integral, a zatim su objasnjene razlike
izmedju Denojeve integrabilne funkcije i Lebegove integrabilne funkcije. lako su
razlike veoma izraZene, ova dva integrala imaju dosta 1 sli¢nosti, koje se takode navode
u radu. Navedena su svojstva Denojevog integrala koji ga izdvajaju od Lebegovog
intgrala, tj. svojstva koja ne vaze za Lebegov integral. Pokazano je kako se vrednost

' Arhimed ( oko 287.-212. pne.) gréki matematicar, fiziGar i astronom

? Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. — 1716.), nemacki filozof, matematicar i fizicar
¥ Isaac Newton (1642. — 1727.), engleski fizi¢ar, matemati&ar i astronom

* Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)-nemacki matematigar

® Henri Léon Lebesgue (1875 - 1941) - francuski matematicar
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Denojevog integrala nalazi uz pomo¢ Lebegove integracije i kada je to moguce. Dat je
pregled osobina Denojevih integrabilnih funkcija. Literatura koris¢ena za izradu ovog
poglavlja je: [1], [10], [13].

U cetvrtom poglavlju definisan je Peronov integral. Navedeni su uslovi koji su
potrebni funkciji da bi bila Peronov integrabilna na odredenom intervalu. Dat je prikaz
osobina Peronovih integrabilnih funkcija. Objasnjeno je kada je funkcija Peronov
integrabilna. Literatura koris¢ena za izradu ovog poglavlja je: [1], [7], [8].

Peto poglavlje je posveéeno Henstokovom integralu. Navedene su osobine
Henstok integrabilnih funkcija, te uslovi kada funkcija jeste Henstok integrabilna na
odredenom intervalu. Pokazano je kako je Henstokov integral generalizacija
Riemanovog integrala. Literatura kori§¢ena za izradu ovog poglavlja je: [1].

Fokus poslednjeg dela rada je na analizi ekvivalencije Denojevog, Peronovog i
Henstokovog integrala. Pokazano je da se sva tri integrala poklapaju, iako su osnovne
definicije ovih integrala razli¢ite. Literatura korisé¢ena za izradu ovog poglavlja je: [1],
[17], [19].
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1. Uvod-klasi¢ni pristupi

Izvodi i integrali su jedno od najjacih oruda matematike. O primeni integrala i
izvoda moze se govoriti veoma mnogo. Ve¢ u srednjoj $koli vecina uéenika susrece se
sa integralima, uz pomo¢ kojih se ra¢una povrsina figure, duzina luka krive, zapremina

obrtnog tela. Sa druge strane, pomocu integrala dobija se funkcija ¢iji je izvod poznat.
Dakle, operacije diferenciranja i integriranja jedna drugoj su inverzne.

Integracija vuce korene iz potreba za odredjivanjem povrSine pod grafom neke
funkcije. Za datu nenegativnu funkciju f realne promenjive x i interval [a, b], integral

f: f(x)dx predstavlja povrsinu podrué¢ja u xy - ravni ograni¢enu grafikom funkcije f,
sa x - osom i vertikalnim crtama x =a i x=b. U opStem slucaju problem
izraGunavanja odgovarajuée povrsine je neSto kompleksnija $to se i vidi na slici 1.1.

Jx) 4y

Slika 1.1.

Kao §to znamo, drugi pojam koji je tesno vezan sa pojmom integral je izvod.
Kada se govori o izvodima Cesto se spominje re¢ — diferenciranje. Diferenciranje nije
nista drugo do graniéni proces kojim se dolazi do izvoda £~ funkcije f. Za funkciju f
koja ima izvod u tacki x, kaze se da je diferencijabilna u toj tacki. Funkcija f je
direfencijabilna na intervalu (a, b), ako je diferencijabilna u svakoj tacki tog intervala.
Kazemo da je funkcija f direfencijabilna na zatvorenom intervalu [a,b], ako je
diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b) i ako postoje slede¢e dve granicne
vrednosti:

y fla+h)—f(@) . = f(b+h)—f(b)
im i lim

h—0. h h—0_ h

(videti [9]).
Funkcija F je primitivna funkcija za funkciju f: (a, b) — R na intervalu (a, b), ako vazi:

F'(x) = f(x) Vx € (a,b).
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Skup svih primitivnih funkcija za funkciju f na intervalu (a, b), naziva se neodreden
integral funkcije f: (a, b) —» R na intervalu (a, b) i oznacava se: [ f(x)dx. lzraz "dx"
oznacava diferencijal promenjive x. Funkcija f je podintegralna funkcija. Ako je F bilo
koja primitivna funkcija za f na intervalu (a, b) tada je:

ff(x)dx ={F(x)+ C:C € R}.

Uopste, kod neodredjenog integrala C oznacava proizvoljnu konstantu pa je:

([ eot) = s i [ Feode= o+
(videti [9]).

Prethodna pri¢a je veoma kompleksna i u cilju sto boljeg sagledavnja svih
relevantnih aspekta neophodno je navesti par istorijskih smernica.

Pre vise od 2000 godina, Arhimed je pronasao formulu za ra¢unanje povrsine 1
zapremine oblih geometrijskih tela. Njegova metoda integracije je izuzetno moderna,
iako nije imao saznanja o pojmu algebre, pojmu funkcije, ili ¢ak decimalnog prikaza
brojeva. Lajbnic i Njutn otkrivaju ra¢un koji dovodi do uspostavljanja veze izmedu
diferenciranja i integracije. Njihova klju¢na ideja je da se diferencijacija i integracija
ponistavaju. Koriste¢i ovu simboli¢ku vezu oni su bili u moguénosti da reSe ogroman
broj vaznih problema u matematici, fizici i astronomiji. Gaus® je napravio prvu tablicu
integrala, koje primenjuje u matematickim i fizickim naukama. Kosi’ izu¢ava integrale
kompleksnog podrugja. Hermit® je pronasao algoritam za integriranje racionalnih
funkcija. Godine 1940. Ostrovski® je produzio ovaj algoritam na racionalnim izrazima,
ukljucujuéi logaritam. Prva polovina XIX veka obelezena je postepenim ali stalnim
povecanjem pre ciznosti sa kojom matematicari postavljaju razna pitanja koja se ti¢u
teorije funkcija ([14]). Rieman i Lebeg imaju veoma vaznu ulogu u matemati¢koj
analizi, te sledi prikaz Lebega i Rimana, tj. klasi¢nog slucaja.

Pri izraCunavanju Rimanovog integrala pravi se particija intervala [a, b] na
podintervale, te se racuna grani¢na vrednost za gornje i donje integralne sume. Odreduje
se integralna suma, te se raCuna odgovarajuca grani¢na vrednost. Ako grani¢na vrednost
postoji i ako odgovara vrednosti Rimanovog integrala, kazemo da je funkcija Riman
integrabilna.

Lebeg integral definise pomoc¢u merljivih funkcija (funkcija koja ima kona¢no
mnogo vrednosti). Integral merljive nenegativne funkcije f definisan je kao supremum
integrala prostih merljivih funkcija koje su manje ili jednake od f. Taj pristup moze da
se shvati kao pravljenje podele po y - osi (kodomenu).

® Jochann Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855) - nemacki matematicar
7 Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857) - francuski matematicar

® Charles Hermite (1822 - 1901) - francuski matemati&ar

® Alexander Markowich Ostrowski (1893 — 1986) - ruski matematicar
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Klasa funkcija integrabilnih u Rimanovom smislu okarakterisana je sa dva
uslova: to su ogranicene funkcije koje imaju najvise prebrojivo mnogo prekida. Ovaj
drugi uslov u terminima teorije mere upravo znaCi da skup tacCaka prekida, ima
Lebegovu meru nula. Prvobitne ideje o Lebegovom integralu istorijski su nastale ¢ak i
pre samog aksiomatskog zasnhivanja teorije mera. Ideja da se umesto particionisanja
(podele) na domenu funkcije i integralnih suma napravi particionisanje na kodomenu i
aproksimacija stepenastim funkcijama, te da se izmeri koji deo domena se preslikava u
odredenu particiju na kodomenu (vrsi se aproksimacija stepenastim funkcijama), moze
postati vrlo zahtevno ali daje mnogo bolje rezultate ([6]).

Sledi primer, u kom se racuna ukupna i prose¢na ocena razreda iz jednog predmeta po
Rimanovoj i Lebegovoj konstrukciji.

Primer 1.1. Neka u jednom razredu ima 26 uc¢enika, od kojih je ocene 1, 2, 3, 4, 5 iz
matematike dobilo redom 3, 4, 10, 4 i 5 ucenika.

e Po Rimanovoj konstrukciji, ukupna ocena razreda ra¢una se kao zbir ocena po
abecednom redu imena ucéenika:
5+44+4+3+5+2+3+..=82

e Po Lebegovoj konstrukciji, broje se ucenici A; koji su dobili ocenu i, pa je
ukupna oceana:
1*3+2*4+3*10+4*5+5*4=82
Resenje je naravno isto i dovodi do prosecne ocene: 3,15.

1.1. Rimanov integral

Jednu od prvih rigoroznih matematickih
definicija odredenog integrala, dao je Riman.
Zasnovana je na postupku grani¢nih vrednosti
pravougaonih povrsina, kojima se aproksimira
povrS§ina izmedu krivulje i x-0Se, njenim
deljenjem u vertikalne pravougaone odsecke. Pri
tome se posmatraju dve aproksimacije:

1. aproksimacija povrSinama veéim od traZene
povrsine

2. aproksimacija povrSinama manjim od trazene
povrsine.

Te aproksimacije se nazivaju gornjom i donjom
integralnom sumom. Ako se smanjivanjem
Sirine intervala, nad kojima su konstruisane
aproksimativne  povrSine, dobije konacna
grani¢na vrednost, te ako je ta grani¢na vrednost
jednaka za gornju i donju integralnu sumu, kaze
se da odreden integral postoji i poprima vrednost
Bernhard Riemann tog grani¢nog izraza.

Sledece $to se prestavlja u radu jeste odreden integral tj. Rimanov integral.
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Neka je funkcija f pozitivna na intervalu [a,b]. Ravna figura ograni¢ena
intervalom [a, b] na x-osi, pravama x = a,x = b i grafikom funkcije f nad intervalom
[a,b], naziva se krivolinijski trapez nad [a,b]. Problem odredivanja povrSine
krivolinijskog trapeza, doveo je do definicije odredenog integrala ([9]).

y f

A

Xvy

a b
Slika 1.2. Figura ograni¢ena intervalom

—

a, b] na x-osi i grafikom funkcije f nad [a, b].

Neka je dat interval [a,b], a < b, a,b € R. Kona¢ni skup tacaka T = {x; }} -
takav da je a = xy < x; < x, < -+ < x,, = b naziva se podela intervala [a, b]. Duzina
intervala [x;_1,x;],i =1,2,...,n je (x; —x;—1). Neka je sa §r oznaCena maksimalna
duzina intervala podele T (tj. 87 = max; <, |x; — x;_11).

Neka je f:[a,b] = R, a T = {x;};—, proizvoljna podela intervala [a, b]. Neka
su, dalje, tacke &; € [x;_1,x;], i = 1,2, ...,n, fiksne i proizvoljno izabrane. Suma:

or = 01 (60,600 6 = Y FE) (6 — i)
i=1
naziva se Rimanova integralna suma funkcije f na intervalu [a, b].
(videti [11]).

Definicija 1.1. [11] Realan broj I je grani¢na vrednost integralnih suma o funkcije
f:la,b] - R kad 67 — 0, ako za svako € > 0 postoji § > 0 tako da za svaku podelu T
intervala [a, b] za koju je 87 < & i svaki izbor tacaka {&;}/—,, vazi nejednakost

IO-T(flfll 521 ;fn) - Il < &.
Ako grani¢na vrednost I postoji limgs,oor =1, tada je funkcija f integrabilna u

Rimanovom smislu (Riman integrabilna) na intervalu [a, b]. Broj I naziva se odredeni
integral funkcije f na [a, b] $to piSemo:

I = fabf(x)dx.

Pri tome se a i b nazivaju donja i gornja granica integracije, a funkcija f podintegralna
funkcija ([11]).



Kako je poznato da iz integrabilnosti funkcije na nekom intervalu [a, b] sledi
njena ogranicenost na tom intervalu, pa se odredeni integral, bez umanjenja opstosti,
moze definisati samo za klasu ograni¢enih funkcija.

Neka je funkcija f definisana i ograni¢ena na intervalu [a,b] i neka je
T = {x; }j—o proizvoljna podela za [a, b].

Gornja Darbuova'® suma je:

g(f, T) = Xies M;(x; — x;-1) gdje je M; = sup{f(x):x € [x;_1, x;]}.

Slika 1.3. [15] Gornja Darbuova suma

Donja Darbuova suma je:

a(f,T) = Xz m;(x; — x;—1) gdje je m; = inf{f(x):x € [x;_1, x;]}.

Slika 1.4. [15] Donja Darbuova suma

(videti [15]).

'®Jean-Gaston Darboux (1842-1917) - francuski matemati¢ar
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Stav 1. [11] Za proizvoljnu Rimanovu integrabilnu sumu
or(f, 81,62, -, 6n)
vazi da je:
d(f' T) = inf{flfz'---fn}o—’r S O-T S Sup{fl'EZ""'fn}o—T = g(f’ T)'

Stav 2. [11] Funkcija f definisana i ograni¢ena na intervalu [a, b] je integrabilna na
[a,b] ako i samo ako za svako & > 0 postoji & > 0 tako da za svaku podelu T tog
intervala, za koju je 67 < &, vazi da je:

g(f,T)—d(f,T) <e.
Tada je

b
| £edx = suptacs, 03} = inftg .0

a

inf{g(f,D)}isup{d(f, D)} sigurno postoje, zbog ograni¢enosti funkcije f. Funkcija f
je Riman integrabilna na intervalu [a, b], ako je inf{g(f, D)}=sup{d(f, D)}. Rimanov

integral ili odredeni integral funkcije f od a do b je broj I i ozna¢ava sa sa:
b
I = J flo)dx. (1)

(videti [15] i [9]).
Neka je R[a, b] skup svih funkcija integrabilnih u Rimanovom smislu na [a, b].
Stav 3. [11] Ako je funkcija f neprekidna na [a, b] onda je f € R[a, b].

Stav 4. [11] Ako je funkcija f monotona na [a, b] onda je f € R]a, b].

Sledi primer u kom se racuna vrednost Rimanovog integrala. Ra¢una se gornja i
donja Darbuova suma, zatim se racunaju inf{g(f,D)} i sup{d(f,D)}. Poredenjem ove
dve vrednosti dolazi se do zakljucka da li je funkcija Riman integrabilna. U slucaju da
se ove dve vrednosti poklope, dobija se vrednost Rimanovog integrala i funkcija je
Riman integrabilna.

10



Primer 1.2. [16] U ovom primeru ratuna Se Vvrednost Rimanovog integrala
f24(x + 1)dx na osnovu (1). Za integral f24(x + 1)dx, odreduje se particija intervala
[2,4], koja ukljucuje sve manje i manje intervale, u nadi da ¢e se odgovarajuce gornje i
donje Darbuove sume pribliziti. Interval [2,4] deli se u N jednakih delova, pa postoji

podela:

k 2k
Dyie=2+5 (4= =2+=, k=01.,N

Supremum i infimum za f(x) = x + 1, x € [x,_1, xx ], odreduje se uz pomo¢ slike 1.5.

Slika 1.5. [16] Grafik funkcije x + 1 na intervalu [2,4]
M, = sup{f(x):x € [x;_1, %1} = f (),
my = inf{f(x):x € [xp_1, %1} = f (p—1).
Dalje se racuna gornja Darbuova suma:

N
9D = ) My = xi1)
k=1

N
= Z f ) O — x—1)
S 2k N, 2k ([, 2k-1)
(+W+)(+W_<+_W_»
2k—2k+2>

( 7
(

k=1N N k=1
_621+4Zk_6 vy P NN+ o N+
NS NS N e 2 N -
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Dalje se ra¢una donja Darbuova suma:

N
d(f,Dy) = z my, (X — Xp—1)
=1

N
= z f(xk—1)(xk - xk—l)
k=1
d 20k — 1) 2k 2(k — 1)
3 (2 D ) (02 (2 20))
k=1
_i(s_l_Zk—Z)(z 2+2k—2k+2)
N N N
k=1
N N
_z(3+2k—2)(2)_2<6+4k—4)
B N N/ N N2
k=1 k=1
N N N
_62”42" 421_6 4 NI(N+1) 4
"N N2 N2 "N N2 2 N2
k=1 k=1 k=1
_6+2N+2—4
B N
N-—1
=6+2——

Infimum gornje i supremum donje Darbuove sume je:

. . . N
inf{g(f,D)} < lim g(f,Dy) = Jim (6 +2——) =,

N-1
sup{d(f, D)} = lim d(f,Dy) = lim (6 + zT) _3g.

Dalje se porede ove dve vrednosti:

8 < sup{d(f,D)} < inf{g(f,D)} < 8.

Kako su ove dve vrednosti jednake, zaklju¢uje da je funkcija: f (x) = x + 1 Riman
integrabilna na [2,4].

Vrednost integrala je: f24(x + 1)dx = 8.
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1.2. Lebegov integral

Kao uopstenje pojmova duzine, povrSine i zapremine u Euklidskom prostoru,
apstraktna teorja mera, nastala je na prelazu iz XIX u XX vek. Medu zacetnicima ove
teorije, nalaze se: Borel*!, Lebeg, Radon"?, Karateodori*® i mnogi drugi matematiari.
Veoma vazan pojam Koji se javlja u teoriji mere, jeste prebrojivost skupova. Topologija
i topoloska struktura, defnisane su na sli¢an nacin kao i familije merljivih skupova, u
topologiji se radi sa proizvoljnim skupovima indeksa (koji mogu biti i neprebrojivi),
dok se u teoriji mere radi sa najvise prebrojivim skupovima. Aditivnost mere se tako
uopstava na tzv. s-aditivnost, odnosno zahteva se da je:

u (D Ai) = i u(4;)
i=1 i=1

za proizvoljnu prebrojivu disjunktnu familiju skupova A4;. Time se stize do pitanja: koji
skupovi se uopste mogu meriti, odnosno §ta ¢ini familiju merljivih skupova ([6]).
Slede definicije u kojima je dat pregled pojmova: topoloski prostor, a-algeba, merljiva
funkcija i mera.

Definicija 1.2. [2] Neka je X neprazan skup i neka je P(X) partitivni skup od X. Ako
familija t € P(X) zadovoljava sledece uslove:

1. X,0€erT,
2. akoA,BettadajeANBET,
3. ako je I proizvoljan (indeksni) skup, i ako je (4;);e; familija skupova sa

svojstvom A; € T zasvako i € I tada je U;¢; 4; € T,
tada je 7 topologija na skupu X, a ureden par (X, 7) je topoloski prostor.

Definicija 1.3. [6] o-algebra na X je familija skupova M’ € P(X) sa osobinama:

1. XeMm,
2. AEM=>X—-AeM,
3. A, E M zasvakon e N =>U;_, 4, E M.

Skup X sa og-algebrom M naziva se prostor sa og-algebrom, a oznafava se: (X, M).
Elementi o-algebre M nazivaju se merljivim skupovima.

Treba primetiti da svaka o-algebra ima ili kona¢no mnogo ili neprebrojivo
mnogo elemenata.

" Emile Borel (1871 - 1956) ~francuski matematicar
'2 Johan Radon (1887 - 1956) - austrijski matematicar
® Constantinos Karatheodori (1873 — 1950) — gréki matematidar
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Definicija 1.4. [6] Neka je (X, M) prostor sa g-algebrom, (Y, 7) topoloski prostor.
Funkcija f:X - Y (moze se oznaciti i sa: f:(X,M) - (Y,t)) je merljiva ako
f~1(w) € M zasvakow € .

Definicija 1.5. [6] Funkcija f: (X, M) — (Y,N) ((Y, V') prostor sa g-algebrom V), je
merljiva ako f~1(0) € M zasvako O € V.

X, M) ¥, V)
4 ™
f
f
(o]
- J

Slika 1.6. Merljiva funkcija prema definiciji 1.5

Definicija 1.6. [6] Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom. Mera u na M je funkcija
w: M — [0, ], za koju vazi:
e ako A; € M, i € N, disjunktna familija skupova, tada je:

Iz (CJ Ai) = i u(4;).
1 i=1

i=

Trojka (X, M , i) se naziva merljiv prostor ili prostor sa merom.
Lako se vidi da je mera praznog skupa nula.

Dalje se uvodi pojam duzine intervala. Duzina intervala koristi se ¢esto u
diferenciranju i integraciji. Ovaj pojam je veoma znacajan za Lebegovu meru. Mera
Lebega, je standardan nacin za dodeljivanje duzine, povrSine ili zapremine
podskupovima Euklidskog prostora. Dobila je ime po francuskom matematicaru
Lebegu. Koristi se u realnoj analizi, u definisanju Lebegove integracije.

Za interval I (otvoreni, zatvoreni, poluotvoren), s krajnjim tockama a i b, a < b,
duzina intervala I definisana je: [(I) = b — a. DuZina neograni¢enog intervala definse
se beskonacno, tj. [(I) = « ako je interval I: (a, +), (—x, b) ili (—o, +0). [1]

Dalje se pomocu duzine intervala uvodi pojam Lebegove mere.

Ako je skup E proizvoljan podskup skupa realnih brojeva, sa u(E) je u daljem radu
oznacena Lebegova mera skupa E. U praksi, od Lebegove mere se trazi sledece:

1) Ako je I interval, tada je u(1) isto $to i I(]).
2) Ako je A podskup od B, tada je u(A) manja ili jednaka od u(B).

3) Ako je ACSR i xg €ER; definise se: A+xy=1{x+x,:x €A}. Tada je
p(A + xp) = p(A).
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4) Ako su A i B dva disjunktna skupa, tada je: u(A U B) = u(A) + u(B). Ako je
{A;} niz disjunktnih skupova, tada je u(UjZ; 4;) = X7, u(4;) ([20], [1]).

Sledi primer koji ilustruje prethodno uvedene pojmove.

Primer 1.3. [5]

e Ako je A zatvoren interval [a, b], onda je njegova mera Lebega jednaka duzini
b — a. Otvoreni interval (a, b) ima istu meru, jer razlika izmedu ova dva skupa
ima meru nula.

e Ako je A Dekartov proizvod intervala [a,b] i [c,d], onda se radi o
pravougaoniku i njegova mera Lebega je: (b — a)(d — ¢).

e Prebrojiv skup realnih brojeva ima Lebeg meru 0.

Formalna definicija Lebegove mere proizvoljnog skupa E sledi iz naredne dve
definicije.

Definicija 1.7. [1] Neka je E podskup od R. Lebegova spoljasnja mera od E, oznacava
se sa u*(E) i definisana je sa:

inf{ L(I}) : {I; } je niz otvorenih intervala takvih da je E € U Ik}.
k=1 k=1

Ocigledno je daje 0 < u*(E) < oo.

Definicija 1.8. [1] Skup E € R je Lebeg merljiv ako za svaki skup A € R vazi
jednakost: pu*(A) = p*(ANE) + uw*(ANE®). Ako je E Lebeg merljiv skup, onda je
Lebegova mera od E Lebeg-ova spoljasnja mera i pise se: u(E).

Iscrpan prikaz konstrukcije Lebegove mere se moze naci u [6].

Primer 1.4. [1] Ako skup E ima meru nula, tada skup {x?: x € E} ima meru nula.

Bez gubitka opStosti, moZze se pretpostaviti da 0 ne pripada skupu E. Neka je:
A = {x?:x € E}. Za svaki pozitivan ceo broj n, neka je: 4, = A n (0,n?) i neka je:
E, = En(—n,n). Kako je A = U;_; 4, dovoljno je dokazati da je: u(4,) =0 za
svako n.

Neka se fiksira n i neka je € > 0. Kako je: u(E,) = 0 postoji niz {I; } otvorenih
intervala, takvih da je E, & Uiy I | 21 L(I)) < 5 Neka se pretpostavi da 0 € I i
I, € (—n,n) zasvako k. Neka je I, = (ay, by). Za svako k neka je J, = (aZ, b?) ako je
a, > 0iJ, = (bZ a?) ako je b, < 0. Sada je {J,} niz otvorenih intervala takvih da je
A, € UpZiJi i
Yi=11Ur) = k=1 (b —ap) lag + b | < 2n Y8 I(I) < e.

Odatle sledi da je u(4,,) = 0.
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Slede tvrdenja koja su ekvivalentna, a dokaz moze da se vidi u [6].

Lema 1.1. [6] Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom i f: X — R. Sledeca tvrdenja su
ekvivalentna:

e f je merljiva.

e Zasvakoa €ERje{x € X:f(x) > a} € M.
e Zasvakoa € Rje{x € X:f(x) = a} € M.
e Zasvakoa €ERje{x € X:f(x) < a} € M.
e Zasvakoa€Rje{xe€X:f(x) <a}eM.

Primedba 1.1. [4] Ako je f merljiva funkcija, tada je i || merljiva funkcija, obrnuto ne
vazi.

Neka je E merljiv skup sa pozitivnom merom i neka je A € E. Funkcija x4 je
karakteristi¢na funkcija na skupu A ako je:

1,x €4,
xa(x) = {0 x & A.

Kako je skup {x € E:y,(x) =r,r € R} @, A ili E, te je x4, merljiva funkcija, ako i
samo ako je A merljiv skup ([12]).

Dalje se uvodi pojam jednostavne funkcije (funkcija koja ima konacan broj
vrednosti na odredenom intervalu), zatim se navodi definicija Lebegovog integrala.

Definicija 1.9. [3] Merljiva funkcija s definisana na R je jednostavna merljiva funkcija,
ako uzima kona¢no mnogo razli¢itih vrednosti na odredenom intervalu.

Neka su a;, medusobno razlicite vrednosti jednostavne merljive funkcije i neka je:
E, = {x:s(x) = ai, k = 1,2, ...n}. Pravolinijski se proverava:

n

s(x) = Z WX, x),x € R

k=1
Definicija 1.10. [1] Neka je s:[a,b] = R jednostavna merljiva funkcija i neka je

S = Yk=1a,XE,- Lebegov integral od s na [a, b] definisan je:

n

fabs = Z apu(Ey).

k=1

Ako je A merljiv podskup od [a, b] tada je: [, s = fabs Xa = 2R_q apu(E, NA).
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Definicija 1.11. [3] Neka je f:[a, b] = R nenegativna merljiva funkcija. Lebegov
integral funkcije f na [a, b] definisan je:

fabf=supfabs

gde se supremum uzima preko svih jednostavnih merljivih funkcija s za koje je:
0 <s(x)<f(x)x€lab]. AKo je ovaj integral konacan, kaze se da je funkcija
(Lebeg) integrabilna na [a, b]. Integral fabs racuna se na osnovu prethodne definicije:

fabS = Xle=1 k1 (Ey).

Funkcija f je Lebeg integrabilna na mjerljivom skupu A < [a, b], ako je funkcija fx,
Lebeg integrabilna na [a, b] i ako vazi: [, f = fab fxa ([3]).

Sledi definicija koja pokazuje potreban uslov da bi funkcija bila Lebeg
integrabilna na odredenom intervalu.

Definicija 1.12. [1]
e Pozitivna'*, merljiva funkcija f: [a, b] = R je Lebeg integrabilna na [a, b], ako
. b
je fa f < oo
e Proizvoljna, merljiva funkcija f:[a, b] = R je Lebeg integrabilna na [a, b], ako
je |f| Lebeg integrabilna na [a, b].
e Ako su funkcije f*(x)=maxi{if(x),0} i f~(x) = max{—f(x),0} Lebeg

integrabilne na [a, b], tada je Lebeg-ov integral od f na [a, b] definisan sa:

b b b
[r-[r-fr
a a a
Sledi primer koji pokazuje kako se racuna vrednost integrala, ako je funkcija

Lebeg integrabilna.

Primer 1.5. [19] Neka je funkcija f (x) definisana na [0,1], tako da je:

xeo]
Ix F2 )

2,x € (1 1]
» X 21 .

Funkcija f(x) ima kona¢no mnogo vrednosti (dve vrednosti), pa se vrednost integrala
odreduje tako Sto se sumiraju proizvodi vrednosti funkcije i mere skupa na kome ima tu
vrednost. U ovom slucaju f(x) ima vrednost:

fG) =

“ Funkcija f (x) je pozitivna na intervalu [a, b] ako za svako x € [a, b] vazi da je f(x) > 0. [5]
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e 1naskupu [0, %], mera skupa [0, %] je: % -0=

e 2 naskupu (%, 1], mera skupa (%, 1] je:1— % = %

Vrednost integrala je: folf(x)dx =1 -%+ 2 % =3

Sledi primer u kom se pokazuje da je pozitivna funkcija Lebeg integrabilna.

Primer 1.6. [1] Funkcija f(x) = % zax>0if(x) =02zax =0 je Lebeg integrabilna
na [0,1]. Za svaki pozitivan broj n neka je:

(Oak0160<x<

£ = i )
N ak0]e—<x<1.
Svaka funkcija f, je Lebeg integrabilna na [0,1] i niz {f,} je neopadaju¢i niz
nenegativnih funkcija koji konvergira ka f na [0,1].
Kako je: folfn = Zﬁ—Z\/%z 2 —% za svako n, sledi da grani¢na vrednost

lim, folfn postoji. Po teoremi monotone konvergencije *°, funkcija f je Lebeg
integrabilna na [a, b] i vazi:

f = lim fn—Z
A

n—oo

Primer 1.7. [6] U ovom primeru uz pomo¢ Lebegove teoreme moze da se izracuna:

_ * dx
Jim 0 XM+ 2

Posmatra se niz f;, (x):ﬁ,x € [0, 0).
1
Elx € [01 1)1
My fu () =fC =31 o,
0, x > 1.
~x€[01],
Neka je g(x) =1,
—,x > 1.
x“+2

flwxizdx < oo, vazi: f, (x) < g(x),zan = 2,3, ...

> (Teorema monotone konvergencije). Neka je {f,} neopadajuéi niz nenegativnih merljivih funkcija
definisanih na [a, b]. Ako {f;, } konvergira tatkasto ka f na [a, b], tada je: fab f =lim,_, fab fr- [1]
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Prema Lebegovoj teoremi o dominantnoj kovergenciji'® je:

o dx

lim, oo Jo 752 = [} FCOdx = 3-m([0,0) +5 - m({1) +0-m((1, ) =3

U ovom odeljku posmatra se skup R, sa Lebegovom a-algebrom L i Lebegovom
merom m. AKo je f:[a,b] = R ograni¢ena (sa A > 0) merljiva funkcija, ona je i Lebeg
integrabilna, Sto sledi iz f[a b] fdm < A f[a b] dm = A(b — a). Slede¢a teorema tvrdi da
realna ogranicena funkcija f na [a, b] koja je i Riman integrabilna je merljiva i Lebeg
integrabilna na [a, b].

Teorema 1.1. [6] Neka je f ograni¢ena realna funkcija na [a, b].

1) Ako je f Riman integrabilna, tada je f Lebeg integrabilna i vazi:
b
fa f(x)dx = f[a'b]fdm-

2) Funkcija f je Riman integrabilna, ako i samo ako je skup prekida funkcije
f mere 0.

Sledi primer koji pokazuje postojanje skupa koji ima Lebegovu meru nula, a koji
nije prebrojiv.

Primer 1.8. [6] Geometrijski, Kantorov skup K se formira tako $to se u prvom koraku
iz intervala [0,1] podeljenog na tri jednaka intervala izostavlja srednji (%,%), u drugom
koraku se preostala dva intervala dele na po tri jednaka intervala i u svakoj trisekciji
izostavlja se srednji interval (intervali (32 , 32) i (— + 3—2,— + —) u ¢etvrtom koraku svaki
od preostalih intervala deli se na po tri Jednaka dela, od kOjIh se u svakoj trisekciji
izostavlja srednji itd. Kako se K dobija uklanjanjem jednog intervala duzine % dva

intervala duzme , itd. Iz intervala [0,1] sledi da je:

m(K) =1 - 231"'1 -—2=o.

16 (Lebegova teorema o dominantnoj kovergenciji).

Neka je {f;,} niz kompleksnih merljivih funkcija na (X, M, 1) i neka je: f(x) = lim,_, f,(x),x € X. Ako
postoji g € L'(u) tako da je:|f,(x)|<g(x),m€N,x€X, tada feEL(u) i vaii
limy, e, fxlfn — fldp = 0; lim,_,, fond.u = fodﬂ-
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2. Neke katekteristike realnih funkcija

Pojam funkcija je fundamentalan u matematici. Re¢ funkcija, generalno izrazava
ideju da poznavanje jedne ¢injenice daje informaciju o drugoj. Na primer: brzina
automobila je funkcija jacine motora, temperatura je funkcija godiSnjeg doba. U
matematici pojam funkcija koristi se za predstavljanje zavisnosti jedne veli¢ine od
druge. Funkcija je pravilo po kome se uzimaju neki brojevi kao ulazne veli¢ine i
svakom od njih dodeljuje se odreden izlazni broj. Funkcija ili preslikavanje je jedan od
najvaznijih matematickih pojmova i predstavlja preslikavanje ¢lanova jednog skupa
(domena) u drugi (kodomena). [18]

Funkcije koje preslikavaju skup realnih brojeva R u skup realnih brojeva R
nazivaju se realnim funkcijama jedne realne nezavisne promenljive. Ovakve funkcije
mogu biti zadate na razli¢ite nacine. Na primer: funkcije mogu biti zadate tabelarno,
graficki, mada se najc¢esce zadaju analiticki, i to eksplicitno u obliku y = f(x) odnosno
implicitno kao F(x,y) = 0. Takode, funkcije mogu da se zadaju i parametarski tj. sa
x=¢(t) | y=1(t) definise se jedna funkcija izmedu promenljivih x i y, ali
posredstvom parametra t € R.

Realna funkcija jedne realne promenljive na skupu X je pridruzivanje koje svakom
elementu skupa X dodeljuje ta¢no jedan elemet iz R, $to piSemo na sledeci nacin:
f:X—>R, XCcR y=f(x).

Neprekidne funkcije predstavljaju jednu od najvaznijih klasa funkcija koje se
proucavaju u razliCitim matemati¢kim disciplinama. Za funkciju f kaze se da je
neprekidna u tacki x, ako funkcija poseduje vrednost u toj tacki i ako se njena vrednost
kada se sa leva ili desna priblizava posmatranoj tacki takode priblizava njenoj vrednosti
u posmatranoj tacki. Ako se posmatra grafik funkcije gde je domen interval, onda se
moze reci da je funkcija neprekidna ako se njen grafik moZe nacrtati “neprekidno bez
odvajanja olovke od papira”. Za funkciju koja nije neprekidna u nekoj tacki kaze se da
je prekidna u toj tacki, odnosno da ima prekid u posmatranoj tacki. Ovo poglavlje
zapocece definisanjem neprekidne funkcije u odredenoj tacki zatim se objaSnjava
znacenje funkcija ograni¢ene varijacije koja ima veoma vaznu ulogu u matematickoj
analizi.

Definicija 2.1. [9] Funkciju f:A - R je neprekidna u tacki xy € A ako za svako
€ > 0 postoji broj 6 = 6(¢g, xy) > 0 tako da vazi implikacija:

(Vx € A)lx — x| <& =>|f(x) = f(xo)| <e.

Jednu u analizi vrlo vaznu klasu funkcija ¢ine funkcije ograniCene varijacije.
Funkcije ograniCene varijacije mogu se predstaviti kao razlika dve monotono
neopadajuce funkcije i generisu naboj (meru sa predznakom). Takve funkcije obi¢no se
koriste za definisanje duzine krivulje. Naredna definicija govori kada funkcija ima
konac¢nu varijaciju na odredenom intervalu.
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Definicija 2.2. [4] Neka je f:[a, b] = R. Neka se interval [a, b] podeli na k delova
tackama: a = xg < x1 < - < x; < x;41 < --- X, = b. AKo postoji realan broj M takav
da je:

k-1

Zlf(xi-i-l) —f(x)| €M < 4o
i=0

za svaku podelu intervala [a, b], tada se kaZze da funkcija f ima kona¢nu varijaciju na
[a, b] (ograni¢enu varijaciju).

Definicija 2.3. [1] Varijacija F na [a, b] definisana je na slede¢i nacin:
V(F, [a, b]) = Sup {zIF(dl) - F(Q)I}l
i=1

gde je {lc;,d;]:1<i<n} konatna kolekcija nepreklapaju¢ih intervala koji
imaju krajnje tacke u [a, b].
Funkcija F je ogranicene varijacije na [a, b] ako je V(F, [a, b]) konacan.

Postoji neprekidna funkcija koja nije ograniCene varijacije na [a, b]. Sledeci
primer pokazuje slucaj kada je funkcija neprekidna na odredenom intervalu, ali nema
konac¢nu varijaciju na tom intervalu.

Primer 2.1. [4] Funkcija:

T
xcos—,x # 0,
2x

-]
0, x=0.

je neprekidna na R. Za svaku podelu 0 < i <L <1< % <1 k=1.2,..

) . 2k—1 2k-2"
intervala [0,1] dobija se:
k-1

D 1 G = £ G
i=0

|1 2km 0| N | 1 k- 1 2km N
~2k%° 2 2% -1 2 2k 2
4 |1 2t 1 31T N | T 1 2T
) coS ) 3 CcoS ) CcoS ) ) coS 2
= 1+1+ ! + 1 + +1+1
"2k 2k 2k—2 2k-2 2 2
—1+ 1 + +1+1+1
Tk k-1 3 2

Kada k — oo, harmonijski red 7k =1+ % + % + -+ divergira u beskonac¢nost, pa

sledi da f nije ograni¢ene varijacije na [0,1].
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Slika 2.1. Grafik funkcije f(x) = xcos -~

Postoji veliki broj kretanja koji se posle odredenog vremenskog perioda
ponavlja na isti ili priblizno isti nacin, kao §to su: kretanje planete, oscilovanje klatna
zidnog cCasovnika, ljuljanje deteta na ljuljaSci i slicno. Periodi¢no kretanje se nakon
odredenog vremenskog intervala ponavlja na isti nacin ili priblizno isti na¢in. Oscilatno
kretenje je periodi¢no kretanje koje se ponavlja duz jedne putanje. [20]

Klasi¢an primer oscilatnog kretanja u matematici jeste funkcija sinx, ova
funkcija je periodi¢na i njena vrednost se ponavlja za period 2m, tj. vazi jednakost:
sin(x + 2m) = sinx. Slede¢a definicija sluzi da se definiSe oscilovanje funkcije na
nekom intervalu.

Definicija 2.4. [1] Oscilovanje funkcije F na intervalu [a, b] je:
w(F,[a,b]) = sup{|F(y) — F(x)|:a < x <y < b}.
Zac € [a, b] vazi: w(F,[a,b]) < w(F,[a,c]) + w(F, [c, b]).

Totalna varijacija funkcije F na intervalu [a, b] moZe da se shvatiti kao ukupna
vertikalna duzina putanje tacke koja se krec¢e po grafiku funkcije od (a,F(a)) do
(b, F(b)). Ako F ima neprekidan prvi izvod tada je totalna varijacija integral
f:|F'(x)|dx. Medutim, ako F nije dovoljno glatka funkcija totalna varijacija se
definiS¢e pomocu particionisanja intervala [a,b] na podintervale [x;_q,%;],
aproksimiraju¢i funkciju F na svakom podintervalu sa linearnom funkcijom ¢iji grafik
spaja tacku (x;_q, F(xj_1)) sa tackom (x;, F(x;)) uzimajuc¢i supremum nad ukupnim
duzinama, kako se particije profinjuju ([6]). Dalje se uvodi pojam slabe i jake varijacije.
Pitanje varijacije na intervalu je neophodno prosiriti i na proizvoljan skup, Sto je i
uradjeno narednom definicijom.

Definicija 2.5. [1] Neka je F:[a,b] = R inekaje E C [a,b].
a) Slaba varijacija F na E i jaka (jaca) varijacija F na E definisu Se sa:

V(F,E) = sup {Z|F(di> - F(ci)|}.
i=1

V.(F,E) = sup {Z w(F, [c, di])},
i=1
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b)

d)

Primer 2.2. [4] Funkcija: f(x) = { 2x

a)
b)

c)

gde je {[c;,d;]:1 <i <n} konatna kolekcija nepreklapaju¢ih intervala koji
imaju krajnje tacke u E.

Funkcija F je ograni¢ne varijacije na E (F je BV na E) ako je V(F, E) konacan.
Funkcija F je ograni¢ne varijacije u ograni¢enom smislu na E (F je BV, na E)
ako je V,(F, E) konacan.

Funkcija F je generalizovane ogranic¢ene varijacije na E (F je BV G na E) ako se
E moze zapisati kao prebrojiva unija skupova na kojim je F BV.

Funkcija F je generalizovane grani¢ne varijacije u ogranicenom smislu na E (F
je BVG, na E) ako se E moze zapisati kao prebrojiva unija skupova na kojim je
F BV,

Funkcija F je apsolutno neprekidna na E (F je AC na E) ako:

Ve > 0 postoji § > 0 takav da je Y71 |F(d;) — F(¢)| < ¢

gde je {[c;,d;]:1 <i < n} kona¢na kolekcija nepreklapajucih intervala, koji
imaju krajnje tacke u E i zadovoljvaju Y:i-,(d; — ¢;) < 6.

Funkcija F je apsolutno neprekidna u ogranicenom smislu na E (F je AC, na E)

ako je F ograniCena na intervalu koji sadrzi E i ako za svako & > 0 postoji

& > 0 takav da je X1y w(F,[c;, d;]) < € kada je {[c;,d;]:1 < i < n} kona¢na

kolekcija nepreklapajuéih intervala, koji imaju krajnje tacke u E i zadovoljvaju
i=1(d; —¢;) <6.

Funkcija F je generalizovano apsolutno neprekidna na E (F je ACG na E) ako je
F|g neprekidna na E i tada se E moze zapisati kao prebrojiva unija skupova i na
svakom skupu je F AC.

Funkcija F je generalizovano apsolutno neprekidna u ograni¢enom smislu na E
(F je ACG, na E) ako je F|p neprekidna na E i tada se E mozZe zapisati kao
prebrojiva unija skupova i na svakom skupu je F AC,.

Svaka apsolutno neprekidna funkcija je neprekidna funkcija na [a, b], obrnuto

ne vazi Sto ¢e se videti u slede¢em primeru.

m

, x €(0,1],
0, x = 0.

XCoS

je neprekidna, ali nije ograniene varijacije na [0,1]. Takva funkcija ne moze biti
apsolutno neprekidna.

Teorema 2.1. [1] Neka je F: [a,b] = Rinekaje E C [a, b].

Ako je F AC (ACG) naE, tadaje F BV (BVG) naE.
Ako je F AC,(ACG,) naE, tada je F BV, (BVG,) naE.

Ako je F BV, naE, tada je F BV, na E17.

Y E zatvaranje skupa E.
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d) Ako se pretpostavi da je F|z neprekidna na E.Ako je F BV (AC,AC,) naE, tada

je F BV (AC,AC,) naE.
e) Neka se pretpostavi da je E zatvoren a,b € E i neka je G linearno proSirenje od
F na[a,b]. Ako je F BV (AC) naE, tada je G BV (AC) na|a, b].

Dokaz. c) Neka je ¢ = infE i d = supE. F je BV, naE, te je ograni¢ena na [c,d] sa M.
Neka je {[c;, d;]: 1 < i < n} kona¢na kolekcija nepreklapaju¢ih intervala koji imaju
krajnje tacke u E i neka je U™ ,[c;, d;] = [c,d]. Neka je {I;:1 < k < p} kolekcija
intervala [c;, d;] urastuéem redosledui neka se seku u E, neka su {K;:1 < < q}
preostali intervali takode u rastucem redosledu. Za svako k postoji tatka v, U E N I,. Za
svako j postoji jedinstven ceo broj k;, takav da je K; < [vkj’vkjﬂ]' Neka se pretpostavi
dajel, = [a,B] zasvako k u {2,3,....,p — 1} i sada je:

W(F, Ik) < W(F, [Of, vk]) + W(F, [Ukﬂ B]) < W(F, [vk—llvk]) + W(F' [vk'vk+1])'

Dalje je:
n q p
; w(F, [, di]) = ; w(F,K) + Z w(F, 1)

q

< z w(F, [vkj,vkj+1]) +w(F, 1)+ W(F,I ) + w(F, [vy,v,])

J'=pl_2

+ 2 Z w(F, [y, Ves1]) + W(F, [vp_l,vp])

k=2

< V.(F,E) + 2w(F, [c,d]) + 2V.(F,E) < 3V.(F,E) + 4M.

Otuda je V,(F, E) kona¢na i funkcija F je BV, naE.

d) pokazace se rezultat za AC.
Neka je &> 0,postoji 6 >0 takav da je: X} |F(d;,) —F(c;)| <e&/2, kada je
{[c;,d;]:1 < i <n} konacna kolekcija nepreklapajucih intervala koji imaju krajnje
tacke u E i zadovoljvaju Y- (d; —¢;) < 8. Neka je {[u;, v;]:1 <i < n} kona¢na
kolekcija nepreklapajuéih intervala koji imaju krajnje tacke u E i Y™ (v; — u;) < 8 /2.
Posto je E qust U E i F|z je neprekidna na E, postoji kona¢na kolekcija:
{[c;,d;]: 1 < i < n} nepreklapajuéih intervala koji imaju krajnje ta¢ke u E i tada je:
i=1(d; — ) <6, X5 |F(w) — F(e)l < % i i F(v) — F(d)| < i- Dalje je:
n
D IF@) - Faw)

i=1

< D IF@) = F(dy)
i=1

n n
& & &
+ Y IFE) = Fe)l + Y IF(e) — Fu)l+< 5+ 5+ =e.
i=1 i=1
Otuda je F AC naE.
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Teorema 2.2. [1] Neka je E ogranicen, zatvoren skup sa granicama a i b i neka je
F:[a,b] = R. Tada je F AC,(ACG,) naE ako i samo ako je F BV, i AC (BVG, 1 ACG)
nakE.

Teorema 2.3. [1] Neka je F:[a,b] = R i neka je E € [a, b] zatvoren skup, neka se
pretpostavi da je F|; neprekidna na E. Tada je F BVG (ACG,BVG,,ACG,) naE ako i
samo ako svaki neprazni savrSen podskup od E sadrzi deo na koji je F BV (AC, BV,
AC,).

Definicija 2.6. [1] Funkcija F: E — R zadovoljava uslov (N) na E ako je:
u*(F(A)) = 0, za svaki skup A € E mera je 0.

Teorema 2.4. [1] Neka je E zatvoren skup sa granicama a i b i neka je F:[a,b] = R,
neka se pretpostavi da je F|g neprekidna na E. Tada je F ACG (ACG,) naE ako i samo
ako je F BVG (BVG,) na E i zadovoljava uslov (N) na E.

Posledica 2.1. [12] Neka je F:[a,b] = R neprekidna na [a,b]. Ako je F

diferencijabilna skoro svuda na [a, b], tada je F ACG, na [a, b].

Posledica 2.2. [12] Neka je F:[a, b] = R ACG na [a, b]. Ako je F' = 0 skoro svuda na
[a, b], tada je F konstanta na [a, b].

3. Denojev integral

Arnaud Denoj'® (1884 — 1974) bio je francuski matemati&ar.
Radio je na univerzitetu u Parizu od 1922. do 1955. godine.
Denoj proucava funkcije realnih promenljivi, kombinuje
topoloske 1 metricke metode pri reSenju problema realne
analize (bavi se analitiCkim svojstvima realnih funkcija i
nizova, ukljucuju¢i konvergenciju limese nizova realnih
brojeva, neprekidnost, diferencijabilnost i srodna svojstva
realnih funkcija). Njegov rad u analizi svakako je upamcen
kroz Denojev integral ([13]).

Arnaud Denjoy*®

Denojev integral je prosto uopsStenje Lebegovog integrala.

¥ Arnaud Denjoy
Y slika preuzeta sa internet stranice
http://biblio.mat.uc.pt/bbsoft/woc_ucma/matematicos/January10EN.pdf
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Motivacija za konstrukciju Denojevog integrala, kao i integrala koji ¢e biti obradeni
u narednim poglavljima, je slicna motivaciji za konstrukciju Lebegovog intgrala. Kao
Sto znamo jedan od glavnih razloga za razvoj Lebegovog integrala jeste ¢injenica da
Rimanov integral ima neke nedostatke. Lebegov integral nudi slede¢e prednosti u
odnosu na Rimanov integral:

1. Ako je {f,} niz uniformno ograni¢enih Lebeg integrabilnih funkcija koje
konvergiraju ka f na [a, b], tada je f Lebeg integrabilna na [a, b] i vazi:

ff—llm fn

n—oo

2. Ako F ima ograni¢en izvod na [a, b], tada je F' Lebeg integrabilna na [a, b] i
vazi:

fole(x)—F(a)VxE [a, b].

3. Neka je F neprekidna funkcija definisana na [a, b]. Ako je F diferencijabilna
skoro svuda na [a, b] i neka je F' Lebeg integrabilna na [a, b], tada vazi:

fole(x)—F(a)VxE [a, b].

a

Uslov integrabilnosti za F' u prethodnom tvrdenju je zaista neizostavan §to 1 ilustruje
naredni primer.

Primer 3.1. [1] Neka je data funkcija:

T
F(x )_{x cosxz, 0<x<1,
0, x=0.

Ova funkcija ima izvod u svakoj tacki na intervalu [0,1], ali nije apsolutno neprekidna

a [0,1], pa F' nije Lebeg integrabilna na [0,1]. Neka se pretpostavi da je F' Lebeg
integrabilna na [0,1] i neka je: G(x) = fOxF',vXE [0,1]. Funkcije F (na oshovu
posledice 2.1.) i G su ACG, na [0,1] i njihovi izvodi su jednaki skoro svuda na [0,1]. Na
osnovu posledice 2.2. i F(0) = G(0) funkcije F i G su jednake na [0,1], te je F AC
(apsolutno neprekidna) na [0,1], $to dovodi do kontradikcije. [1]

Postavlja se pitanje da li je moguce definisati integral za koji vazi: neka je
[a b] - R neprekidna funkcija ako je F diferencijabilna skoro svuda na [a, b], tada
je F'integrabilna na [a, b] f F = F(x) — F(a) Vx € [a, b].
Integral sa ovakvim svojstvima moZe da povrati funkciju iz njenih izvoda. Svaki
integral koji ima ovo svojstvo treba da ukljuci i Lebeg-ov integral, tj. svaka funkcija
koja je Lebeg integrabilna treba da je integrabilna u novom smislu, a integrali trebaju da
budu jednaki. (Koriste¢i ovu terminologiju Lebegov integral ukljucuje Rimanov
integral). Dalje se u radu predstavljaju tri razlicita reSenja za ovaj problem Denojev,
Peronov i Henstokov integral. [1]
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Funkcija f:[a,b] = R je Lebeg integrabilna na [a, b] ako i samo ako postoji
apsolutno neprekidna funkcija (AC) F:[a,b] — R takva da je F' = f skoro svuda na
[a, b]. Denojev integral je prosto uopstenje ove karakterizacije Lebegovog integrala.[1]
Definicija 3.1. [1] Funkcija f:[a,b] = R je Denoj integralna na [a, b], ako postoji
generalizovano neprekidna funkcija (ACG,) F:[a,b] = R takva da je F' = f skoro
svuda na [a, b].

Funkcija f je Denoj integrabilna na mjerljivom skupu E < [a, b], ako je fxr Denoj
integrabilna na [a, b].

Na osnovu posledice 1.1. Denojev integral funkcije je jedinstveno odreden do na
konstantu. Ako se doda uslov da je F(a) =0, tada je funkcija F jedinstvena. Ova

funkcija se oznacava sa f; f i koristi se prefiks (D) ako je potrebno da se ovaj integral
razlikuje od Lebegovog integrala. [1]

Sledeca teorema govori da Denojev integral moze da oporavi, tj. povrati
prvobitnu funkciju od svojih izvoda.

Teorema 3.1. [1] Neka je F:[a,b] = R neprekidna funkcija i neka je F
diferencijabilna skoro svuda na [a, b]. Tada je F' Denoj integrabilna na [a, b] i vazi:
JJF'= F(x) — F(a) za svako xe[a, b].

Denojev integral ima sva uobiCajna svojstva integrala, koja se navode u
slede¢im teoremama.

Teorema 3.2. [1] Neka je f:[a, b] = R ineka c € (a, b).

a) Ako je f Denoj integrabilna na [a, b], tada je f Denoj integrabilna na svakom
podintervalu od [a, b].

b) Ako je f Denoj integrabilna na intervalima [a,c] i [c,b], tada je f Denoj
integrabilna na [a, b] i tada je: f:f = facf + fcb f.

Teorema 3.3. [1] Ako se pretpostavi da su f i g Denoj integrabilne na [a, b]. Tada:
a) je kf Denoj integrabilna na [a, b] i fab kf =k fabf za svako k € R;
b) f + g je Denoj integrabilna na [a, b] i ff(f +9) = fff + fabg;
c) akoje f < g skoro svuda na [a, b], tada je fff < ffg;

d) ako je f = g skoro svuda na [a, b], tada je fff = fabg.
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Teorema 3.4. [1] Neka je f:[a,b] = R Denoj integrabilna na [a,b]. Ako je f =g
svuda na [a, b], tada je g Denoj integrabilna na [a, b] i vaZi jednakost: fab g= fab f.

Teorema 3.5. [1] Neka je f: [a, b] = R Denoj integrabilna na [a, b] i neka je:
F(x) = [T f zasvako x € [a, b]. Tada je:

a) funkcija F neprekidna na [a, b],
b) funkcija F diferencijabilna svuda na [a, b] i F' = f svuda na [a, b],
c) funkcija f merljiva na [a, b].

Teorema 3.6. [1] Neka je f: [a, b] = R Denoj integrabilna na [a, b].
a) Ako je f ograni¢ena na [a, b], tada je f Lebeg integrabilna na [a, b].
b) Ako je f nenegativna na [a, b], tada je f Lebeg integrabilna na [a, b].

c) Ako je f Denoj integrabilna na svakom merljivom podskupu od [a, b], tada je f
Lebeg integrabilna na [a, b].

Dokaz.

a) AKo je f ograni¢ena na [a, b], tada je f Lebeg integrabilna na [a,b], jer je
ograniCena i merljiva.

b) Ako je f nenegativna na [a, b], tada je funkcija F(x) = f;‘ f neopadaju¢a® na
[a, b]. Posto je F nesmanjujuca njeni izvodi su Lebeg integrabilni na [a, b].
Kako je F' = f svuda u odnosu na [a, b], tada je i funkcija f Lebeg integrabilna
na [a, b].

c) Ako je f Denoj integrabilna na skup {x € [a, b]: f(x) = 0} tada je f* Denoj
integrabilna i otuda je Lebeg integrabilna na [a, b].
Sliéno tome f~ je Lebeg integrabilna na [a, b], ako je f Denoj integrabilna na
skup {x € [a, b]: f(x) < 0}. Zato je f = f* — f~ Lebeg integrabilna na [a, b],
ako je f Denoj integrabilna na svaki merljivi podskup od [a, b].

?® Funkcija f je neopadajuca na (a, b) ako je za svako x iz intervala (a, b) f (x) = 0.
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3.1. Razlike i sli¢nosti Denojeve integrabilne funkcije i Lebegove integrabilne
funkcije

U ovom delu navode se razlike Denojeve integrabilne funkcije i Lebegove
integrabilne funkcije. Neodredeni Denojev integral vise je ACG, nego $to je AC. Ove
razlike su bitne, jer omogucavaju da Denojev integral poseduje svojstva koja Lebegov
integral ne poseduje. Postavlja se pitanje: Da li je moguce prepoznati razliku izmedu
Lebegove integrabilne funkcije i Denojeve integrabilne funkcije? Nude se sledec¢e dve
primedbe.

Merljiva funkcija f je Lebeg integrabilna na [a, b] ako i samo ako je |f| Lebeg
integrabilna na [a, b]. Ako se pretpostavi da je f Denoj integrabilna na [a, b], ali da nije
Lebeg integrabilna na [a,b], tada |f| nije Denoj integrabilna na [a, b]. Neka se
pretpostavi da je |f| Denoj integrabilna na [a, b], tada je po teoremi 3.6.(b) funkcija f
Lebeg integrabilna na [a, b]i to dovodi do kontradikcije. Iz ovog razloga Denojev
integral je poznat kao neapsolutni integral. Odnosno, ako je f Denoj integrabilna na
[a, b] ne sledi da je |f| Denoj integrabilna na [a, b]. [1]

Po definiciji ako je funkcija f Lebeg integrabilna na [a,b], tada je Lebeg
integrabilna na svaki merljiv podskup od [a, b]. Neka se pretpostavimo da je f Denoj
integrabilna na [a, b], ali da nije Lebeg integrabilna na [a, b]. Tada po teoremi 3.6.(c)
postoji merljiv podskup od [a, b] na koji f nije Denoj integrabilna. [1]

Ove razlike su veoma bitne jer omogucavaju da Denojev integral poseduje
svojstva koja Lebegov integral ne poseduje. Medutim, Denojev integral ne odstupa tako
daleko od Lebegovog integrala. Slede¢e dve teoreme ¢e pokazati tu ¢injenicu.

Definicija 3.2. [10] Skup A je savrSen (perfektan), ako mu pripadaju sve njegove tacke
nagomilavanja (oznac¢ava se sa 4'), tj. ako je svaka njegova tacka istovremeno i njegova
taCka nagomilavanja. Tacka xy € R je tacka nagomilavanja skupa A ako za svaku
okolinu x postoji bar jedna tacka iz skupa 4 razli¢ita od x,.

Primer 3.2. Za skupove:

a) A=[01],
b) B={012,%,...=},
c) C= {ZinlneN}.

Tacke nagomilavanja su: A'=[0,1], B'= {0}, C' = {0}. Pa se moze zakljuciti da je
skup A savrsen skup.

Sledi teorema koja pokazuje vezu izmedu Denojevog i Lebegovog integrala. U
teoremi se navode uslovi koji su potrebni za postojanje veze izmedu Denojeve i
Lebegove integrabilne funkcije.
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Teorema 3.7. [1] Neka je f:[a, b] = R Denoj integrabilna na [a, b]. Ako je E savrsen
(perfektan) skup na [a, b], tada postoji savrSeni deo E N [c,d] od E takav da je f Lebeg

integrabilna na E N [c,d]. Osim toga, hiz Z}f:lw(f:{ f, [ck,dk]) konvergira gde je
[c,d] — E = Ug=1(cx, di).

Dokaz. Funkcija F(x) = f(ff je ACG, na [a,b] i F' = f svuda na [a, b]. Na osnovu
teoreme 2.3. postoji savrSeni deo E N [c,d] od E, takav da je F AC, na E n [c,d]. Neka
je G:[c,d] — R linearno prosirenje od F na [c,d]. G je AC na [c,d] po teoremi 2.1.(e),
funkcija G' postoji skoro svuda i ona je Lebeg integrabilna na [c,d]. Kako je:
G = F' = f skoro svuda na E n [c,d], funkcija f je Lebeg integrabilna na E n [c,d].
Kako je F BV, na E n [c,d], niz oscilacija F konvergira u E pa konvergira i u [c, d].

Dakle, niz ¥7_; w (fcxk i [Ck,dk]) konvergira.

Prosta posledica na prethodnu teoremu je: Ako je f Denoj integrabilna na [a, b],
tada svaki interval sadrzi podinterval na kojem je f Lebeg integrabilna. Skup koji se
sastoji od svih zavr$nih tacaka intervala na kojem je f Lebeg integrabilna, formira gust
skup od [a, b].

Tvrdenje 3.1. [1] Neka je f:[a,b] » R Denoj integrabilna na [a,b], tada je
[a,b] = Uy =1 E,, E,, je zatvoren skup i f je Lebeg integrabilna na svako E,,.

Dokaz. Neka je F(x) = fax f zasvako xe€[a, b]. F je ACG, na [a, b], pa se moZe zapisati
la,b] = U= E, gde je F AC, na svako E, iE, je zatvoren skup. Kao u dokazu
teoreme 3.7. funkcija f je Lebeg integrabilna na svako E,,.

Lema 3.1. [1] Neka je f:[a,b] » R merljiva funkcija i neka su A i B merljivi
podskupovi od [a, b], A € B. Ako se pretpostavi da je f Lebeg integrabilna na B i da je
L broj izmedu [, f i [, f, tada postoji merljiv skup C takavdaje AS C S Bi [.f = L.

Teorema 3.8. [1] Neka je f:[a,b] - R Denoj integrabilna na [a, b]. Tada za svako
€ > 0 postoji merljiv skup E < [a, b], takav da je u([a,b] — E) < ¢ i tada je f Lebeg
. . o .. b

integrabilna na E i pri tom vazi: [ f = [ ' f.

Dokaz. Neka se pretpostavi da f nije Lebeg integrabilna na [a, b]. Za svaki pozitivan
broj n definisu se skupovi:

A, ={x€lablin—1<f(x) <n}
B,={x€labl:—n<f(x)<-—n+1}

neka je: a, = [, fib, = [, f.Kako je [a,b] = Uy_1(4, U B,) postoji ceo broj N,
takav da je skup: X = UN_,(4,, U B,). Skup X zadovoljava u([a, b] — X) < . Posto je
f ograniCena na X tada je i Lebeg integrabilna na X. Pretpostavlja se da je: [, f < f: f.

Posto f nije Lebeg integrabilna na [a, b], niz Y5 _; a,, divergira, pa se moze izabrati
indeks (indikator) M > N takav da je:
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b
ff+aN+1+aN+2+"'+aM>fff
X
a

nekajeY = X UAy;q UAynso U ..U Ay. Sada je f Lebeg integrabilnana Y i

fxf<aff<fyf.

Po prethodnoj lemi postoji merljiv skup X € E € Y takav da je: fEf = fab f.

Pazljivo ¢itanje prethodnog dokaza otkriva slede¢e: Ako je f Denoj integrabilna
na [a, b], tada postoji niz {f,,} od Lebegove integrabilne funkcije, gde {f,} konvergira
ka f naintervalu [a, b] i vaZi jednakost:

b b
[ £ =timp [ £

3.2. Svojstva Denojevog integrala koja ne vaze za Lebegov integral

Slede¢e dve teoreme predstavljaju svojstva Denojevog integrala koji ga
izdvajaju od Lebegovog intgrala, tj. svojstva koja ne vaze za Lebegov integral.

Teorema 3.9. [1] Neka se pretpostavi da je f:[a,b] - R Denoj integrabilna na svaki
interval [c,d] € (a,b). Ako de f konvergira do kona¢ne granice kada ¢ — a™ i
d - b~, tada je f Denoj integrabilna na [a, b] i vazi:

b d
[ £ =timewran | £
a c

Teorema 3.10. [1] Neka je E ograni¢en zatvoren skup Cije su granice a i b i neka je
{(ay,b,)} niz intervala koji konvergira ka E u [a,b]. Ako se pretpostavi da je
f:la,b] > R Denoj integrabilna na E i na svakom intervalu [ay,b,] i ako niz

D=1 w(f;k f, [ak,bk]) konvergira, tada je f Denoj integrabilna na [a, b] i tada je:

Lbf=ijxE+kZ:1Likf-
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Slede¢i primer ¢e primeniti dve stvari odjednom i to postojanje funkcije F koja je
diferencijabilna (beskona¢ne vrednosti su dozvoljenje) u bilo kojoj tacki iz [a, b] i to
tako da je F' Lebeg integrabilna na [a, b] (samim tim i Denoj integrabilna), ali F nije
neodreden integral od F' s jedne strane i postojanje funkcija F i G takvih daje F' = G’
(beskonacne vrednosti su dozvoljenje) u bilo kojoj tacki iz [a, b], ali funkcija F — G nije
konstanta na [a, b] s druge strane.

Primer 3.3. [1] Neka je E neprazan savrSen skup merljive nule sa granicom a i b i neka
je:

[a: b] —FE= U(an'bn)
n=1

Neka je za svako n

1

=== (=), dn = e,
k=n

ada je lim,_,—— =1 ),_;d, = 1. Definise se funkcija g: [a, b] = R pomocu
Tada je ! bd_a Y*_.d, = 1. Defi funk [a,b] > R

d

9(x) =[x —ap\/b, — x
0, akox € E.

, akoje a, <x <b,,

v, i (bn
Posto je [ " g = md, zasvako n,

[-2]

Funkcija g je Lebeg integrabilna na [a, b]. Neka je G(x) = f;g za svako x € [a, b].
Sada je G'(x) = g(x) zasvako x & E jer je g neprekidna u svakoj tacki na (a,, b,,). Isti
rezultat vazi i kada x € E. Zakljucak je da je funkcija G diferencijabilna u svakoj tacki
(beskonacne vrednosti su dozvoljene) na [a, b] i G' = g na [a, b].

by

g=2ndn = .

n n=1

Neka je H:[a,b] = R neprekidna nesmanjujuca funkcija, takva da je H konstanta na
svakom intervalu (a,,b,). Neka je F =G + H. Dalje je H(x) =0 za x ¢ E jer H
nema nenegativne razliCite koli¢nike, funkcija F je diferencijabilna (beskonacne
vrednosti su dozvoljene) u svakoj tacki na [a, b] i F' = g na [a, b]. F nije AC na [a, b]
(jer nije H) pa nije neodreden integral od F.
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Definicija Denojevog integrala koja je ovde data, ne govori kako da se nade vrednost
F(b) — F(a), zato se definicija Denojevog integrala odnosi na oblik opisne definicije
Denojevog integrala. Ona govori da F mora da bude ACG,, tj. opisuje karakteristike od
F bez obezbedivanja pravog metoda za pronalazak reSenja F(b) — F(a). Originalna
definicija Denoja je konstruktivna definicija kroz proces od Lebegovog integrala i
grani¢nih operacija. Da bi se ilustrovao ovaj proces racunanja: F(b) — F(a) od f,
sagledace se prvo prostiji slucajevi. Neka se pretpostavi da je f Lebeg integrabilna na
[a,c] za svako c¢ € (a,b). Tada se moze izraCunati F(c) — F(a), koriste¢i definiciju
Lebegovog integrala i iz toga sledi da je:

F(b) — F(a) = lim._,-F(c) — F(a).

F je neprekidna. Iz ovog sledi da se F(b) — F(a) mozZe izraCunati iz f U ovom
specijalnom slu¢aju. Pojavom Lebegovog integrala govorilo se da je Lebegova funkcija
sumirajuca, pa se tacka b u ovom slucaju odnosi kao tacka nesumiranja.

Definicija 3.3. [1] Neka je f:[a, b] = R merljiva funkcijai E < [a, b] zatvoren skup.

a) TacCka x € [a,b] se naziva tacka nesumirajuc¢e sposobnosti od f ako f nije
Lebeg integrabilna na [a, b] N I, gde je I interval koji u sebi sadrzi tacku x kao
unutrasnju tacku. Skup od ovakvih tac¢aka je zatvoren.

b) Tacka x € E se naziva tacka nesumirajuée sposobnosti od f u odnosu na E, ako
f nije Lebeg integrabilna na E N I, gde je I interval koji u sebi sadrzi tacku x
kao unutrasnju tacku.

Ako funkcija f ima samo jednu tacku nesumirajuce sposobnosti ili konacan broj tacaka
tada se moze izraCunati F(b) — F(a). Ako je skup broj¢ano beskonacan (i zatvoren) i
tada je moguce izraCunati F(b) — F(a). Neka se sa D ozna¢i skup svih tacaka
nesumirajuc¢ih sposobnosti od f i neka je (a,b) —D = Uj_1(a,, b,). Tada svaki
F(b,) — F(a,) moze da se ponade kao konacan slucaj. [1]

Teorema 3.11. [1] Neka je f: [a, b] = R izvod neprekidne funkcije F na [a, b], neka je
E zatvoren skup unutar [a,b] i neka je (a,b) — E = Uy -1(a,, b,). Ako je f Lebeg
integrabilna na E i ako niz }5_,|F (b,,) — F(a,)| konvergira, tada je:

FO)=F@ = [ £+ (F,) - F@)),
E n=1

Ova teorema omogucava da se izratuna F(b) — F(a) u mnogim sluéajevima,
ukljucujuéi najcesce primere izvoda koji nisu Lebeg integrabilni.
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Tvrdenje 3.2. [1] Neka je Y.>—_; ¢, neapsolutno konvergentni niz realnih brojeva i neka
je: I, = (27,271 za svako n. Funkcija f:[0,1] - R definisana sa f(x) = 2"c,, za
x€Il, i f(x)=0 za x &1, Funkcija f je Denoj integrabilna, ali ne i Lebeg
integrabilna na [0,1].

Dokaz. Funkcija f nije Lebeg integrabilna na [0,1] jer:

f:m :ZLW =Z|cn| -

Za svako 0 < a < 1, funkcija f je ograni¢ena na [a, 1] i Lebeg integrabilna na [a, 1].
Neka je F(x) = fxlf za svako x € (0,1]. Po teoremi 3.9. dovoljno je dokazati da

lim, o+ F(x) postoji. Funkcija F je linearna na svakom I,,. Sledi da je F(x) izmedu
F(2™™) i F(27™*1) zasvako x € I,. Sada je:
F(z—n) = Z;clzl Ck [ limn—moF(z_n) = Z?cozl Ck-

Dakle lim, o+ F(x) = )5—1 ¢, 1 dokaz je zavrsen.

4. Peronov integral

Oskar Peron? (1880 - 1975) je bio nemacki matematicar.
Bio je profesor na Univerzitetu u Hajdelbergu od 1914. do
1922. i na Univerzitetu u Minhenu od 1922. do 1951.
godine. Dao je brojne doprinose u razvoju diferencijalnih
jednacina i parcijalnih diferencijalnih jednacina. Peronov
rad u analizi svakako je upamcen kroz Peronov integral.

Oskar Perron®

Godine 1914. Peron razvija jos$ jednu ekstenziju Lebegovog integrala. Peronov
integral ima svojstvo da svaki izvod bude integrabilan. Peronov rad je nezavisan od
Denojevog rada i prema tome, ima drugaciji pristup. U ovom poglavlju uvodi se pojam
glavnih i pomo¢nih funkcija, a ove funkcije se odreduju uz koriséenje gornjh i donjih
izvoda koje se navode u sledecoj definiciji. [1]

21 - . .

Slika preuzeta sa internet stranice
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Perron.html
*? Oskar Perron
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Definicija 4.1. [7] Neka je data funkcija F: [a, b] — R. Gornji desni i donji desni izvodi
od F za x € [a, b) definisani su na sledec¢i naéin:

F(y) -F(x)

+ — 1 . .

D F(x)—6lir(§1+sup{ —x x<y<x+6g;
o FO) - F(x)

D+F(x)—alirgl+lnf{yT.x<y<x+8 :

Gornji levi i donji levi izvodi od F za x € (a, b] definisani su na slede¢i nacin:

D‘F(x)=61L%1+sup{w:x—6<y<x};
D FOO = Tim i F(y)—F(x)
_ (x)—all)r(l)1+lnf yT.x—6<y<x.

Naravno, izvodi funkcija mogu biti beskonacani. Funkcija F je diferencijabilna na
x € (a, b), ako su sva Cetiri izvoda ogranic¢ena i jednaka. Gornji i donji izvodi funkcije
Fnax € [a,b]su:

— F - F(x o

DF(x) = lim sup {% 0<|y—x[< 5} = maxifD*F(x), D" F(x)};
F(y) - F(x)

y —

. 0<|y—x| < 6} =min{D,F(x), D_F(x)}.

DF(x) = 51l%1+ inf{
Teorema 4.1. [1] Neka je F:[a,b] > R i E C [a,b]. Ako je DF < + ili DF > —oo

skoro svuda na E, tada je F BVG, na E.

U slede¢em primeru, vidi se kako se nalazi gornji izvod uz pomo¢ gornjeg
desnog i gornjeg levog izvoda.

Primer 4.1. [7] Data je funkcija:

1
F(x) = {xsin (;), ako je x # 0,
0, inace (x = 0).
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Iz ove funkcije mogu da se izracunaju gornji desni izvod i gornji levi izvod, na sledeci
nacin:

F(y)—0
D*TF(0) = 511r(r)1+sup{(y)T:0 <y< 0+6}
ysin(l)—O
=61Lr51+sup =0 0<y<é

: e
= 51Lr(§l+ sup {sm (;) 0<y< 6} =1,

D-F(0) = 1i F(y)-0
(O)—élirggrsup W.O—6<y<0
ysin(%)—o
:61Lr51+sup T:—6<y<0

: (1
51LI(I)1+ sup {sm (;) =i <y< 0} = —1.
Gornji izvod je:
DF(0) = max{D*F(0),D"F(0)} = max{1,—1} = 1.

Peronov integral je odreden u terminima glavnih i pomo¢nih funkcija, koje se
navode u narednoj definiciji.

Definicija 4.2. [1] Nekaje f:[a,b] - R, R, = [—o0, +].

a) Funkcija U:[a, b] — R je glavna funkcija od f na [a, b], ako je DU(x) > —oo i
DU(x) = f(x), Vx € [a,b].

b) Funkcija V:[a, b] = R je pomoéna funkcija od f na [a, b], ako je DV (x) < +o
i DV (x) < f(x), Vx € [a, b]. Funkcije U i V su BVG, na [a, b], funkcije U i V
su merljive i diferencijabilne skoro svuda na [a, b].
Koristi se oznaka: U2 umesto U(b) — U(a).
Teorema 4.2. [8] Merljiva funkcija f: [a, b] — R, je Lebeg integrabilna na [a, b], ako i
samo ako za svako € > 0 postoji apsolutno neprekidna glavna i pomo¢na funkcija U 1 V

od f na [a, b] i pri tome je: U2 — VP < e.

Gornji i donji izvodi imaju vaznu ulogu u razvoju Peronovog integrala, pa su
neki od njegovih osobina zabelezeni u narednoj teoremi.
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Teorema 4.3. [1] Neka su U i V funkcije definisane na [a, b] i neka c € [a, b]. Tada je:
a) DU(c) <DU(c);
b) D(=U)(c) = -DU(c);
¢) D(U+V)(c) <DU(c) + DV (c);
d) DU +V)(c) <DU(c) + DV (c);
e) AkojeDU(c) > —oiDV(c) < +ow tada je:
D(U =V)(c) 2 DU(c) = DV (o).

Teorema 4.4. [1] Neka je F:[a,b] > R. Ako je DF =0 na [a,b], tada je F
neopadajuca na [a, b].

Neka je U glavna i V pomoc¢na funkcija od f na [a, b]. Po teoremi 4.3.e) i 4.4.
funkcija U — V je nesmanjujuca na [a, b], pa je: VP < UL i vazi:

0<Ud-VE<UZ -V,
[c,d] je podinterval od [a, b].
Vazii:
—o0 < sup{V} < inf{UL} < o0,

gde supremum (najmanje gornje ograni¢enje nekog skupa) preuzima sve manje funkcije
od f, a infimum (najmanje donje ograni¢enje nekog skupa) preuzima sve vece funkcije

od £ ([1]).

Definicija 4.3. [1] Funkcija f:[a, b] = R, je Peron integralna na [a,b], ako f ima
najmanje jednu glavnu i jednu pomoénu funkciju na [a, b] i ako su:

inf{UL: U je glavna funkcija od f na [a, b]} i
sup{V,l:V je pomocéna funkcija od f na [a, b]} jednaki.

Kao i obi¢no, prefiks (P) se koristiti ukoliko je potrebno da se ovaj integral razlikuje od
drugih, tj. da se istakne. Funkcija f je Peron integralna na merljivom skupu E < [a, b],
ako je fxy Peron integrabilna na [a, b].

Teorema 4.5. [1] Funkcija f: [a, b] = R, je Peron integrabilna na [a, b] ako i samo ako
za svako € > 0 postoji glavna funkcija U i pomo¢na funkcija V od f na [a, b] i ako
vazi: Ul — VP < e.

Teorema 4.6. [1] Neka je F:[a, b] — R neprekidna na [a, b]. Ako je F diferencijabilna
a [a,b], tada je F' Peron integrabilna na [a,b] i f;F’z F(x) — F(a) za svako
x € [a, b].
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Naredna teorema pokazuje vezu izmedu Peron integrabilne funkcije na
odredenom intervalu i podintervalu.

Teorema 4.7. [1] Neka je f:[a,b] —» R, i neka c € (a, b).

a) Ako je f Peron integrabilna na [a,b], tada je f Peron integrabilna na svaki
podinterval od [a, b].

b) Ako je f Peron integrabilna na [a,c] i [c,b], tada je f Peron integrabilna na
T b
[a,b]ipritomje: [ f = [T f+ [ f.
Dokaz.
a) Neka su U i V glavna i pomo¢na funkcija od f na [a, b]. Jasno jedasu UiV
glavna i pomo¢na funkcija od f na svakom podintervalu od [a, b], pa se dolazi

do zakljucka da ako je f Peron integrabilna na [a,b], tada je f Peron
integrabilna na svakom podintervalu od [a, b].

b) Nekaje e > 0. Neka je:
e U glavna funkcija i ;V pomo¢na funkcija od f na [a, c], tako da je:
1Ug =1V <e.
e ,U glavna funkcija i ,V pomoc¢na funkcija od f na [c, b], tako da je:
2U(C) = 1U(0), .V (c) = 1V(0) i ,Uf — VP <e.
Neka je:

1U(x),ako jea < x <c,
2U(x),ako jec < x < b.

1V(x),akojea < x <c,
,V(x),ako jec <x <b.

U(x) = { V(x) = {

Sada je U glavna a V pomoéna funkcija od f na [a, b] i vazi:
Ug = Vg = QU — V) + (LU — 1Vs) < 2e.

Funkcija f je Peron integrabilna na [a, b] na osnovu teoreme 3.5. Dalje je:

b c b
jf<Vab+26=1VaC+2VCb+2€SJf+ff+4€,
a a Cc

b c b
ff>U};—26=1U5+2U£—262ff+ff—4e.
a a c

Sledidaje: [\ f=[f+ f.
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Teorema 4.8. [1] Neka je f:[a,b] = R, Peron integrabilna na [a,b]. Ako je g = f
skoro svuda na [a, b], tada je g Peron integrabilna na [a, b] i vazi: fab g = fab f.

Dokaz. Neka je E = {x € [a,b]: g(x) # f(x)}inekasum i M funkcije na [a, b], takve
dajem(x)=Mx)=0zax ¢ Eim(x) =—wiM(x)=ownzax€E.Nekajee>0.
Funkcija f je Peron integrabilna na [a, b], pa postoji glavna funkcija ;U od f na [a, b],
tako da je:

b
oslug—ff<e.
a

M je Lebeg integrabilna na [a, b] i ima integral 0, pa postoji glavna funkcija ,U od M
na [a, b], tako da je: 0 < ,U? < €. Funkcija:

U = ,U + ,U je glavna funkcijaod g na [a,b] i 0 < U? — fabf < 2e.

Sliéno ovome, postoji pomo¢na funkcija ¥V od g na [a, b], takva da je:
b
—ZESV;lb—f f<o.

a

Zakljucuje se da funkcija g jeste Peron integrabilna na [a, b] i da je: f: g= f: f.
Neka je f:[a, b] = R, Peron integrabilna na [a, b] i neka je definisana funkcija:

fG),  akoje|f(x)] <,

g(x)={ 0, akojel|f(x)| = oo.

Funkcija g je konaéne vrednosti na [a, b] i g = f na [a, b]. Po prethodnoj teoremi g je
Peron integrabilna na [a, b] i vazi jednakost: [ g = [ f, x € [a,b]. Pa se u mnogim
slu¢ajevima moze pretpostaviti da je Peron integrabilna funkcija kona¢ne vrednosti. [1]

Peronov integral ima sva uobicajna svojstva integrala, pa se dalje u radu navode
linearna svojstva Peronovog integrala, a posle se sagledaju svojstva beskonac¢nog
Peronovog integrala.

Teorema 4.9. [1] Neka se pretpostavi da su f i g Peron integrabilne na [a, b]. Tada:
a) je kf Peron integrabilna na [a, b] i ff kf = kfabf za svako k € R;
b) f + g je Peron integrabilna na [a,b] i ['(f + ) = [ f + [. g;
c) akoje f < g skoro svuda na [a, b], tada je fabf < fab g,
. . b b
d) ako je f = g skoro svudana [a,b], tadaje [ f = [ g.
Lema 4.1. [1] Neka je f:[a, b] = R Peron integrabilna na [a, b] i neka je F(x) = fax f,

za svako x € [a, b]. Ako je U glavna i V pomoc¢na funkcija od f na [a,b], tada su
funkcije U — F i F — V neopadajuce na [a, b].
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Teorema 4.10. [1] Neka je f: [a, b] = R Peron integrabilna skoro svuda na [a, b] | neka
je: F(x) = [ f, zasvako x € [a, b]. Tada je:

a) funkcija F neprekidna na [a, b],
b) funkcija F diferencijabilna svuda na [a, b] i F' = f svuda na [a, b],
c) funkcija f merljiva na [a, b].

Teorema 4.11. [1] Neka je f: [a, b] = R Peron integrabilna na [a, b].
a) Ako je f ograniena na [a, b], tada je f Lebeg integrabilna na [a, b].
b) Ako je f nenegativna na [a, b], tada je f Lebeg integrabilna na [a, b].

c) Ako je f Peron integrabilna na svaki merljivi podskup od [a, b], tada je f Lebeg
integrabilna na [a, b].

4.1. Peronov P i Py integral

U ovom poglavlju navode se promene u Peronovom integralu do kojih dolazi pri
modifikovanju glavne i pomo¢ne funkcije. Nekoliko modifikacija u definiciji glavne i
pomo¢ne funkcije ne menja vrednost integrala, niti integrabilnost funkcija. Medutim, u
nekim slucajevima velika je prednost da se koristi neka od ovakvih modifikacija.

Prva promena desava se kada su glavna i pomo¢na funkcija neprekidne, a druga
promena povezana je sa izvodima nejednakosti koji su zadovoljeni skoro svuda.
Naredna definicija ukljucuje prvu promenu Peronovog integral, tj. neprekidnost glavne i
pomoc¢ne funkcije.

Definicija 4.4. [1] Funkcija f:[a,b] = R, je P; integrabilna na [a,b] ako f ima
najmanje jednu neprekidnu glavnu i jednu neprekidnu pomo¢nu funkciju na [a, b] i ako
su:

inf{UL: U je neprekidna glavna funkcija od f na [a,b]} i

sup{V?:V je neprekidna pomocna funkcija od f na [a, b]} jednaki.

Simbol P, predstavlja Peronovu neprekidnost, tj. predstavlja Peronov integral sa
neprekidnom glavnom i pomo¢nom funkcijom.

Lema 4.2. [1] Neka je W neprekidna funkcija na [a, b]. Tada za svako € > 0 postoji

neprekidna funkcija U na [a, b], takva da je DU > DW na [a,b], DU(b) = + i
Ub < WP +e.
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Dokaz. Neka je € > 0 i neka je n < Hij_m Posto je W neprekidna funkcija, tada

postoji ¢ € (a, b) tako da je: w(W, [c, b]) < n. Funkcija U:[a, b] = R definiSe se na
slede¢i nacin:
W(x) —wW,|[c,b]) + n3\/x — b, akojea < x <c,

v = {W(x) —w(W,[xbD)+nVx—b,  akojec<x<b.

U je nepekidna na [a, b]. Kako su n¥x —b i —w(W, [, b]) neopadajuée funkcije na
[a, b], sledi da je: DU = DW na [a, b]. Za svako x € (c, b) vazi:

Ub) —U(x) W) — W) +wW, [x,b]) —n¥x — b . nWb—x 7
b—x b—x ~ b—x _W'

Ovo pokazuje da je DU(b) = +oo i konac¢no:

Ul =wp +wW,[c,b]) =nVa—b<Wl +n+n¥b—a=W) +e.
I ovim se zavrSava dokaz.

Dalje se navode dve teoreme za P, integral koje su analogne teoremama i za
Denojev integral.

Teorema 4.12. [1] Neka je f:[a,b] > R P integrabilna na svaki podinterval
[c,d] < (a,b). Ako de f konvergira do kona¢ne granice kada ¢ » a® i d — b7, tada je
f P integrabilna na [a, b] i

b d
f f= limc—>a+,d—>b_f f-
a c

Teorema 4.13. [1] Neka je E ogranicen, zatvoren skup sa ograni¢enjima a i b i neka je
{(ay,b,)} niz intervala koji konvergira ka E u [a,b]. Neka se pretpostavi da je
f:la,b] > R P, integrabilna na E i na svaki interval [ay,b,]. Ako red

D=1 w(f;kf, [ay, b, ]) konvergira, tada je f P, integrabilna na [a, b] i tada je:

Lbf=LbeE+ZLikf-

Dalje se posmatra druga promena u definiciji glavne i pomocne funkcije.
Promena ukljucuje nejednakosti koje vaze skoro svuda.
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Definicija 4.5. [1] Neka je f:[a, b] - R,.

a) Neprekidna funkcija U: [a,b] = R je proSirena glavna funkcija od f na [a, b],
ako je DU(x) > —oo priblizno svuda na [a, b] i DU(x) = f(x) skoro svuda na
[a, b].

b) Neprekidna funkcija V: [a, b] — R je prosirena pomoéna funkcija od f na [a, b],
ako je DV(x) < 4o priblizno svuda na [a, b] i DV (x) < f(x) skoro svuda na
[a, b].

Koriste¢i prosirenu glavnu i pomoénu funkciju, definiSe se integral koji se zove Py
integral (kao Peronov integral).

Svaka Py integrabilna funkcija je P; integrabilna, vazi i obrnuto. Da bi se ovo
dokazalo moraju se navesti sledece leme koje su potrebne za dokaz ove jednakosti.

Lema 4.3. [1] Neka je W:[a, b] = R neprekidna funkcija na [a, b], neka c € [a, b] i
neka je € > 0. Tada postoji neopadajuca neprekidna funkcija ¥: [a, b] = R i pozitivan
broj &, tako da je Y (a) = 0,yY(b) < €

W) = W(e) +v) -yl 0

X—cC

)

zasve x € [a, b], koji zadovoljava 0 < |x — c| < 6.

Dokaz. Neka: ¢ € (a, b). Funkcija W je neprekidna na c, pa postoji 6 > 0 tako da je
[c~6,c+61S (ab) i IWx) ~W(c)| <3 za sve x € [c — §,c + 6]. Definie se
funkcija: ¥: [a, b] = R pomocu:

0, akoa<x<c-96,
(x) = w(W,[c—6,c]) —w(W,][x,c]), akoc—6<x<c,
Ylx) = wW,[c—6,c]) + wW,][c, x]), akoc <x<c+3§,

wW,[c—=6,c])+wW,[c,c+8]), akoc+6<x<bh.

Y je neopadajucéa neprekidna funkcija i Y(a) = 0,(b) < €. Neka x € (c,c + 6), dalje
se racunanjem dobija:

W(x) W) +Px) =)  W(x) —W(c)+wW,[c x]) -
xX—c B xX—c -

Za x € (c — 6, c) se dobija isti rezultat.

Lema 4.4. [1] Neka je W:[a,b] = R neprekidna funkcija i neka je € > 0. Neka je
DW > —oo skoro svuda na [a, b]. Tada postoji neprekidna funkcija Y: [a, b] — R, takva
daje DY > DW iDY > —wona[a,b]liY? < W +e.
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Dokaz. Neka je {c,} niz tataka unutar [a, b] za koje je DW = —x, neka je {e,} niz
pozitivnih brojeva takvih da je }.5_; €, < % i neka je {a, } niz pozitivnih brojeva takvih
da je ¥*_, a, < ——. Za svako n koristi se prethodna lema da se izabere ,, i &, koji

43Vb—a
odgovaraju c, i €,. DefiniSe se Y: [a, b] = R pomocu:

Y(x) = W(x) + Z P, (x) + 2 a,ix —c,.
n=1 n=1

Funkcija Y je neprekidna funkcija i DY > DW, jer oba reda predstavljaju neopadajuce
funkcije. Ako se odredi indeks j, tako daje 0 < |x — ¢;| < &, (x>¢;) dobija se:

Y -Y(g) W -w(g) Ztl)n(x) ¥n(g) i Vx—c, =3 —cn
x—¢g  x—g x—¢ x—¢
W - W(e) + 1,00 - v(G) V-9 9
g e =

Dalje, sledi da je DY(¢;) = .

= wp +Zzpn(b) +Zan(\/b —cp —Ja—cy)

n=1 n=

<wp + Z +22an\/ b—a<W}+e.

Lema 4.5. [1] Neka je f:[a,b] = R.. Ako je W prosirena glavna funkcija od f na
[a, b] i € > 0, tada postoji neprekidna glavna funkcija U od f na [a, b] i vazi:
Ub <wp +e.

Teorema 4.14. [1] Funkcija f: [a, b] = R, je P integrabilna na [a, b] ako i samo ako je
Py integrabilna na [a, b].

Dokaz. Neka je f Py integrabilna na [a, b]. Neka je € > 0 po definiciji postoji prosirena
glavna funkcija W i prosirena pomoc¢na funkcija X od f na [a, b] i vazi nejednakost:
W} — Xb < e. Po prethodnoj lemi, postoji neprekidna glavna funkcija U od f na [a, b],
takva da je U2 < W + €. Primenjujuéi prethodnu lemu na - f i - Z postoji neprekidna
pomocéna funkcija V od f na [a, b] i vazi: V? > X? — €. Sada je:

Ub—vb < (WP +e)— (X2 —e) = WP — Xb + 2¢ < 3e.

Po Kosijevom?® kriterijumu funkcija f je P, integrabilna na [a, b].

2 A. L. Cauchy (1789 — 1857), francuski matemati¢ar. Da bi nesvojsveni integral fab f(x)dx
konvergirao, neophodno je i dovoljno da za Ve > 0 postoji by, a < by < b, tako da za svaki par by, by,

by < by < b, < b vazi: |<e.
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Tvrdenje 4.1. [1] Ako je f:[a,b] — R Peron integrabilna na [a, b], tada je funkcija
F(x) = f(f f, xe[a,b] BVG, na[a, b].

Dokaz. Neka je U glavna funkcija od f na [a, b]. Funkcija U je BVG, na [a, b], po lemi
4.1. funkcija U — F je neopadajuca na [a, b]. Otuda je funkcija F = U — (U — F) BVG,
na [a, b].

Tvrdenje 4.2. [1] Ako je f:[a,b] » R Peron integrabilna na [a,b], tada je
[a,b] = Uy=1 E,, E,, je zatvoren skup i f je Lebeg integrabilna na svako E,,.

Dokaz. Neka je F(x) = [ f za svako xe[a, b]. F je BVG, na [a, b], pa se moZe zapisati
[a,b] = Uy =1 E,, F je BV, na svako E,, i svaki E,, je zatvoren. Kao u dokazu teoreme
3.7. funkcija f je Lebeg integrabilna na svako E,,.

5. Henstokov integral

Ralf Henstok® (1923-2007) je bio engleski matematiGar i autor. Veéina
Henstokovog rada bavi se integracijom. Henstok je objavio cetiri knjige o analizi
(Teorija integracije 1963; Linearna analiza 1967; Predavanja o teoriji integracije 1988,
Opsta teorija integracije 1991). Njegovi postupci doveli su do integrala koji su po
izgradnji i jednostavnosti vrlo slicni Rimanovom integralu. U prethodna dva poglavlja
definisani su Denojev i Peronov integral koji su generalizacije Lebegovog integral. Dok
se u ovom poglavlju daje prikaz generalizacije Rimanovog integrala.

Ovo poglavlje pocinje definisanjem zavisnog intervala od pozitivne funkcije na
odredenom intervalu, koja je potrebna za definisanje Henstokovog integrala.

Definicija 5.1. [1] Neka je §(-) pozitivna funkcija odredena na intervalu [a, b]. Interval
(x,[c,d]) se sadrzi od intervala [c,d] S [a,b] i tacke x € [c,d]. Ovaj interval je
zavisan od § ako je [c,d] € (x — §(x), x + §(x)).

4 Ralph Henstock
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Primer 5.1. Neka je f(x) = —x? + 4 pozitivna funkcija na intervalu [—2,2]. Interval

(x,[—1,1]) se sadrzi od intervala [—1,1] € [—2,2] i tatke x € [—1,1]. Ovaj interval je

zavisan od f jer je [-1,1] € (x — f(x),x + f(x)). Proverava se vrednost za sledece

promenjive: x = —1,x = —0.5, x =0.5i x = 1.

@ zax=-1f(-1)=—(-1)?2*+4=-1+4=3,

% zax=—05,f(—0.5) = —(—-0.5)?2+4 = —0.25 + 4 = 3.75,

(—0.5—£(—0.5),—0.5 + f(—0.5)) = (0.5 — 3.75,—0.5 + 3.75) = (—4.25,3.25),
[-1,1] € (—4.25,3.25).
% zax=0.5,£(05) = —0.52 + 4 = —0.25 + 4 = 3.75,
(0.5 £(0.5),0.5 + £(0.5)) = (0.5 — 3.75,0.5 + 3.75) = (—3.25,4.25),

[—1,1] € (-3.25,4.25).

$ zax=1f1)=-1>+4=—-1+4=3,

(1-f,1+f(1))=(1-31+3)=(-24), [-1,1] € (—2,4).

-2

Slika 5.1. Grafik funkcije f(x) = —x? + 4
Slovo P se koristi da se odredi kona¢na kolekcija ne-preklapanja oznacenih
intervala. Neka je P = {(x;,[c;,d;]):1 <i <n} kolekcija intervala unutar [a,b].
Uvode se termini:
a) Tacke {x;}su oznake od P i intervala {[c;, d;]} (intervali od P).
b) Ako je {(x;,[c;,d;]):1 < i < n} zavisan od § za svako i, tada je P zavisan od §.
c) Neka je E € [a,b]. Ako je P zavisan od & i svako x; € E, tada je P E zavisan

od 6.
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d) Ako je P zavisan od § i [a,b] = Uj,[c;, d;], tada je sa P oznacena podela od
[a, b] koja je zavisna od 6.

Oznacene podele uvek sadrze konacan broj intervala, a oznaka celog intervala su tacke
u intervalu ([1]).

Sledec¢a lema garantuje postojanje oznaéenih podela od [a, b], koje su zavisne od
& za svaku pozitivnu funkciju 6 na [a, b]. Dokaz moze da se vidi u [1].

Lema 5.1. [1] Ako je 6 pozitivna funkcija odredena na [a, b], tada postoji podela od
[a, b] koja je zavisna od §.

Neka je P ={(x;[c;,d;]):1<i<n} konatna kolekcija nepreklapanja
oznacCenih intervala unutar [a, b]. Neka je f:[a,b] - R i neka je F funkcija definisana
na osnovu podintervala od [a, b]. Uvode se oznake:

FP) =) fad@i—c),  FP) =) FlendD) @ u(P)= ) (d-c)
i=1 i=1 i=1

f(P) - oznaka za Rimmanovu sumu, F(P) - funkcija intervala, p(P)-mera intervala
Ako je F:[a,b] — R, tada se prema F odnosi kao prema funkciji intervala:
F([c,d]) = F(d) — F(c).

Za takvu funkciju je: F(P) = F(b) — F(a), ako je sa P oznacena podela od [a,b].
Beskonacni interval se uvek tretira kao funkcija intervala koja je ozna¢ena na odredene
podele. Uopsteno kada se oznaka f ili g primeni na P tada je ona namenjena za
Rimanovu sumu, a kada se F ili G primeni na P, tada su F i G tretirane kao funkcije
intervala ([1]).

Neka je & pozitivna funkcija na [a, b], interval (x, [c,d]) je zavisan od § ako i
samo ako je: {(x, [c, x]), (x, [x,d])} zavisan od ¢ i ako je:

fG)d—c)=fl)(x—c) + fx)(d—x),
F(d) —F(c) =F(x) —F(c) + F(d) — F(x).
Dakle, ako je P zavisan od & vrednosti f(P) i F(P) ostaju ne promenjene ([1]).

Iz gore navedene diskusije zakljucuje se da je svaka Riman integrabilna funkcija
Henstok integrabilna. Dalje se navodi definicija Henstokovog integrala.

Definicija 5.2. [1] Funkcija f:[a,b] —» R je Henstok inegrabilna na [a, b] ako postoji
realan broj L sa slede¢im svojstvima: za svako € > 0 postoji pozitivna funkcija § na
[a, b] takva da je |f(P) — L| < €, sa P je oznaCena podela od [a, b] koja je zavisna od
&. Funkcija f je Henstok inegrailna na merljivom skupu E < [a, b], ako je f yz Henstok
integrabilna na [a, b].

46



Teorema 5.1. [1] Neka je f:[a, b] = R. Ako je f = 0 skoro svuda na [a, b], tada je f
Henstok integrabilna na [a, b] i fabf =0.

Dokaz. Neka je {a,:n € Z*} ={x € [a,b]: f(x) # 0} (Z- celi brojevi) i neka je
€ > 0. DefiniSe se pozitivna funkcija § na [a, b] pomocu:

1, ako x € [a,b] — {a,;:n € Z*},
S(x) ={ €2t _
Faol ako je x = a,.
n

Neka je sa P = {(x;, [c;,d;]): 1 < i < q} oznaena podela [a, b] koja je zavisna od § i
neka se svaka oznaka deSava samo jednom. Neka je m skup svih index-a i takvih da je
x; € {a,:n € Z*} i zasvaki i € m neka se izabere n;, tako da je x; = a,,,. Tada je:

lf(P)I =

< z 2|f(ani)|6(ani) = Z €27 < e.

iET iET

PIDICETD

iET

Otuda je funkcija f Henstok integrabilna na [a, b] i f:f = 0. Teorema pokazuje da je
ova funkcija Henstok integrabilna i da integral ima vrednost nula.

Teorema 5.2. [1] Neka je funkcija F:[a,b] = R neprekidna na [a,b] i neka je F
diferencijabilna skoro svuda na [a, b]. Tada je F' Henstok integrabilna na [a, b] i vazi:
JJF' = F(x) — F(a), za svako xe[a, b].

Dokaz. Neka je C = {c,:n € Z*} skup svih tadaka x € [a, b] za koje F'(x) ne postoji.
(F' je definisana na [a, b] i F'(x) = 0 za x € C). Neka je € > 0, definise se funkcija §
na [a, b]:

% ako x € [a,b] — C, koristi se postojanje F'(x) da se izabere 5(x) > 0, tako da je:
u € [a,b] N (x—8(x),x+8(x)) => |F(w) — F(x) = F'(x)(u — x)| < €lu — x|,

% ako x = c,, Koristi se neprekidnost od F na x da se izabere §(x) > 0, tako da je
u,v € [a,b] N (x —0(x),x+ 6(x)) =>|F(v) — F(u)| < e2™.

Sa P je oznac¢ena podela od [a, b] koja je zavisana od & i svaka oznaka se desava samo
jednom. Neka je P, podskup od P koji ima oznake od C ineka je P, = P — P..

Ako (x,[u,v]) € P; tada je:

|[F(v) = F(w) — F(x)(v —w)|
<|FW)=Fx) —F ) —-x)|+|F(x) = F(w) — F'(x)(x — w)|
<e(v—x)+elx—u)=€elv—u).

Ako je (c,,[u,v]) € P; tada |F(v) — F(u)| < €2™™. Neka je m skup celih brojeva n,
takav da je c,, oznaka od P, a F je interval funkcije. Posto je:
F(b) —F(a) = F(P) = F(P¢) + F(P),

47



|F'(P) — (F(b) — F(a))| = |F'(P0) + F'(P,) — F(P;) — F(Py)|
< |F(P) = F(P| +IF(PO| < eu(P) + ) €27 < (b —a+ De.

Otuda funkcija F’ je Henstok integrabilna na [a, b] i ff F'=F(b) — F(a).

Poslednje dve teoreme pokazuju da ova blaga modifikacija Rimanovog integrala ima
daleko dosezne posledice, a dokazi otkrivaju kako upotrebiti promenjivu & kao
prednost.

5.1. Osobine Henstokovog integrala

U ovom poglavlju navode se osnovna svojstva Henstokovog integrala. Kao i kod
Rimanovog integrala postoji Kosijev kriterijum da bi funkcija bila Henstok integrabilna.
Dalje se pokazuje odnos izmedu Henstokove integracije i podintervala i linearna
svojstva Henstokovog integrala.

Teorema 5.3. [1] Funkcija f:[a, b] = R je Henstok integrabilna na [a, b] ako i samo
ako za svako € >0 postoji pozitivna funkcija & na [a,b], takva da je:
|f(P1) — f(P,)| <€, qgdesusaP; i P, oznacene podele od [a, b] koje su zavisne od §.

Teorema 5.4. [1] Neka je f:[a, b] = R ineka c € (a, b).

a) Ako je f Henstok integrabilna na [a, b], tada je f Henstok integrabilna na svaki
podinterval od [a, b].

b) Ako je f Henstok integrabilna na intervalima [a,c] i [c, b], tada je f Henstok
integrabilnana [a,b]i [, f = [ f + [ f.
Dokaz.
a) Neka je [c,d] S [a, b] i neka je € > 0. Bira se pozitivna funkcija § na [a, b], takva
daje: |f(Py) — f(P;)| <€, gde susa P; i P, oznacene podele od [a, b] koje su zavisne
od é. Fiksira se P, podela od [a, c] i P, podela od [d, b] koje su zavisne od §. Neka su
sa P, i P, oznacene podele od [c,d] koje su zavisne od &, definese se:

P, =P,UP,UP,iP,=P,UP,UP,, gde jesa P, i P, oznatene podele od [a, b] koje
su zavisne od § i vazi:

IF(PD) = FPYI = If(P) ~ f(P)] <&
Funkcija f je Henstok integrabilna na [c, d] po Kosijevom Kriterijumu.

b) Neka e > 0. Postoji pozitivna funkcija 6; na [a, c] takva da je:

|F(P) — facf| < %, sa P je oznaCena podela od [a, c] koja je zavisna od §;.
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Postoji pozitivna funkcija &, na [c, b], takva da je:
|f(P) — fcb f| < %, sa P je oznacena podela od [c, b] koja je zavisha od &,.
Definise se & na [a, b] na sledeéi nacin:

min{d;(x),c —x}, zaa<x<c,
5(x) = {min{d;(c), 6,(c)}, zax =c,

min{d,(x),x —c}, zac<x <bh.
sa P je oznaCena podela od [a,b] koja je zavisna od &. Neka je P forme
P, U (¢, [u,v]) U Py, 0znake od P, su manje od ¢, a oznake od P, su vece od c. Neka je:
P, =P, U(c[ucl)iP,=P,U(c[c,v]), sa P; je oznatena podela od [a, c] koja je
zavisna od &;, a sa P, je oznaCena podela od [c, b] koja je zavisna od §,. Kako je:
f(P) = f(P1) + f(Py), sledi da je:

’ﬂm—LV—LZ +V@9—ff

Funkcija f je Henstok integrabilna na [a, b] f f= f f+f f.

<eE.

ﬂﬂm—ﬂ}

Sledeca teorema se ogleda u linearnom svojstvu Henstokovog integrala.

Teorema 5.5. [1] Neka su f i g Henstok integrabilne na [a, b]. Tada:

a) je kf Henstok integrabilna na [a, b] f kf = kf f zasvako k € R;
b) f + g je Henstok integrabilna na [a, b] f (f+9)= fbf + ffg
c) akoje f < g skoro svudana [a, b], tada je fabf < fab g,

. . b b
d) ako je f = g skoro svudana[a,b], tadaje [ f = [ g.

Teorema 5.6. [1] Neka je f:[a, b] = R Henstok integrabilna na [a,b]. Ako je f =g
skoro svuda na [a,b], tada je g Henstok integrabilna na [a,b] i vazi jednakost:

Lg=1f.

Dokaz. Na osnovu teoreme 5.1. funkcija g — f je Henstok integrabilna na [a, b] i
f;(g —f) =0.Na osnovu teoreme 5.5. funkcija g=f+(g—f) je Henstok
integrabilna na [a, b] i dalje je:

LZ=L@+K@—ﬂ=L&
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Dalje se razmatra svojstvo beskona¢nog Henstokovog integrala. Ova diskusija
pocinje sa jednostavnom, ali mo¢nom lemom Koja se ¢esto koristi u teoriji Henstokovog
integrala. Svaki glavni (veliki) rezultat koji ukljuc¢uje Henstokov integral koristi narednu
lemu u dokazivanju. Temu je prvi zabelezio Henstok u svom prvobitnom ra¢unu ovog
integrala, ali se obraca Saksu® za ideju koja stoji iza leme. Pa se zbog toga ovaj rezultat
naziva Saks-Henstokova lema. Lema tvrdi da su Rimanovi iznosi (sume) ne samo
priblizni integralima preko celog intervala, ve¢ i preko unije podintervala ([1]).

Lema 5.2. [1] (Saks-Henstokova lema) Neka je f:[a, b] - R Henstok integrabilna na
[a, b] i neka je: F(x) = f;‘ f, zasvako x € [a,b] i € > 0. Neka se pretpostavi da je &
pozitivna funkcija na [a, b], takva da je: |f(P) — F(P)| <€, sa P je oznacena podela
[a, b] koja je zavisna od §. Ako je: Py = {(x;,[c;,d;]) : 1 < i < n} zavisna od §, tada
je:

|f(Po) = F(Po)| < € i iy |f (x)(di — c)—(F(dy) — F(c))| < 2e.

Dokaz. Neka je {K;:1 < j < m} kolekcija zatvorenih intervala unutar [a, b]. Neka je
n > 0, za svako j neka je P, oznacena podela od K; koja je zavisna od § i zadovoljava:

|f(Fj) — F(K])| < % Neka je P = U/, B. Sa P je oznaCena podela na [a, b] koja je
zavisna od § i vazi:

£ (Po) = FCP)] = |F(Po) + D F(BY = F(Po) = Y F(K) + Y (F(K) = f(B))
j=1 j=1 j=1

<IF®) = FPI+ ) |f(B) = F(K)| < e +7.
=1

Kako je n > 0 prva nejednakost je proverena.
Neka je Py~ podskup od P, za koji je:
fO)(di — ¢)=(F(d;) —F(c)) =2 0,

neka je Py = P, — P;. Dalje se koristi prvi deo Saks-Henstokove leme i dobija se:

Zlf(xi)(di —c)=(F(d) = F(e))| = If(Po) — F(PO| + |f (Pg) — F(Py)| < 2e.
i=1

Teorema 5.7. [1] Neka je f:[a,b] » R Henstok integrabilna na [a,b] i neka je:
F(x) = [ f,zasvako x € [a,b]. Tada je:

a) funkcija F neprekidna na [a, b],
b) funkcija F diferencijabilna skoro svuda na [a, b] i F' = f skoro svuda na [a, b],
c) funkcija f merljiva na [a, b].

% Stanislav Saks (1897-1942) — poljski matematicar
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Teorema 5.8. [1] Neka je f: [a, b] = R Henstok integrabilna na [a, b].
a) Ako je f ograni¢ena na [a, b], tada je f Lebeg integrabilna na [a, b].
b) Ako je f nenegativna na [a, b], tada je f Lebeg integrabilna na [a, b].

c) Ako je f Henstok integrabilna na svaki merljivi podskup od [a, b], tada je f
Lebeg integrabilna na [a, b].

Dalje se navodi opisna karakterizacija Henstokovog integrala koja je sli¢na definiciji
Denojevog integrala. Drugim re¢ima, postoji neophodni i dovoljni uslovi za funkciju F
da bude beskonac¢an Henstokov integral. Funkcija F je beskona¢an Lebegov integaral na
[a, b] ako i samo ako je F AC na [a, b], funkcija F je beskonacan Denojev integaral na
[a, b] ako i samo ako je F ACG, na [a, b]. Kao $to je za o¢ekivati opisna karakterizacija
Henstokovog integrala ukljucuje uslove o apsolutnoj neprekidnosti.

Definicija 5.3. [1] Neka je F:[a,b] = R, E < [a,b] | neka je F funkcija intervala.
Funkcija F je ACs na E ako za svako € > 0 postoji pozitivan broj n i pozitivna funkcija
d na E, takva da je |[F(P)| < € gde je P E-zavisan od § i u(P) < n. Funkcija F je ACGg
na E ako se E moze zapisati kao unija skupova i na svakom skupu je F ACjs.

Lema 5.3. [1] Ako je f:[a,b] = R, E S [a,b] i ako je u(E) = 0, tada za svako € > 0
postoji pozitivna funkcija & na E i tada je: |f(P)| < €, P je E-zavisan od §.

Lema 5.4. [1] Ako je F:[a,b] » R ACGs na [a,b], E < [a,b] i ako je u(E) = 0, tada
za svako € > 0 postoji pozitivna funkcija 6 na E i tada je: |[F(P)| < €, P je E-zavisan
od§.

Teorema 5.9. [1] Funkcija f:[a, b] = R je Henstok integrabilna na [a, b] ako i samo
ako postoji ACGy funkcija F na [a, b], takva da je F' = f skoro svuda na [a, b].

Dokaz. Neka je f Henstok integrabilna na [a, b] i neka je:
X
F(x) =J f Vx € [a,b].

Po teoremi 5.7. F' = f skoro svuda na [a, b]. Za svaki pozitivan ceo broj n neka je:
E,={x€lablin—1<|f(x)| <n}.

Neka je € > 0. Kako je f Henstok integrabilna na [a, b] postoji pozitivna funkcija § na
[a, b] i vazi: |f(P) — f: f| < €, sa P je oznaCena podela od [a, b] koja je zavisna od §.
Neka je n = % Neka se pretpostavi da je P E, zavisna od & i u(P) < n. Dalje se koristi
Saks-Henstokova lema:

IF(P)| < [F(P) = f(P)I + |f (P)| < € +nu(P) < 2e.

Pa je funkcija F ACs na E, jer je [a,b] = U;,—1 E,,, te sledi da je F ACGs na [a, b].
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Sada se pretpostavlja da postoji ACGs funkcija F na [a, b], takva da je: F = f
skoro svuda na [a,b]. Neka je: E = {x € [a,b]: F'(x) # f(x)} i neka je € > 0. Za
svako x € [a, b] — E birase §(x) > 0 tako da je:

|F(y) = F(x) = fO)(y —x)| < ely — x|,

kada je |y —x| < 6(x) i y €[a,b]. Po lemi 4.3 i lemi 4.4. moze da se definiSe:
d(x) > 0 naE tako da je: |f(P)| <€ i |[F(P)| <e€, P je E zavisna od §. Ovo definise
pozitivnu funkciju & na [a, b]. Dalje se pretpostavlja da je P zavisan od & na [a, b].
Neka je P podskup od P koji ima oznake unutar E i neka je: P; = P — Pg. Dalje je:

lf(P) —F(P)I < |f(Py) = F(POI + If (Pe)I + |IF(Pe)l <e(b—a) + € +e.
Zato je f Henstok integrabilna na [a, b] f f =F(b) — F(a).

Teorema 5.10. [1] Neka je f:[a, b] = R Henstok integrabilna na intervalu [a, b], tada
postoji niz {E;} od zatvorenih skupova takvih da je [a,b] = U1 E; i f je Lebeg
integrabilna na svaki E;.

Posledica 5.1. [1] Ako je f:[a,b] - R Henstok integrabilna na intervalu [a, b], tada
svaki savrSen skup na [a, b] sadrZi deo na kojem je f Lebeg integrabilna. Svaki interval
[a, b] sadrzi podinterval na kojem je f Lebeg integrabilna.

Teorema 5.11. [1] Neka je f:[a,b] = R Henstok integrabilna na svaki interval
[c,d] € (a,b). Ako fdf kOnvergira ka kona¢noj granici kadac —>a’id - b, tadaje

f Henstok integrabilna na [a, b] f f—hmc_)a+f f.
d-b*

Primer 5.2. [1] Neka je f(x) = —, za x # 0 i neka je f(x) =0, za x = 0. MozZe se
pokazati da je f Henstok mtegrabllna tj. moguce je odrediti funkciju §.

Ovom prilikom oslanjamo se na pristup iz dokaza teoreme 5.2., kao i na ¢injenicu da je
. 1

2+/x izvod od =

Neka je € > 0, neka se pretpostavi da je € < %’ definise se pozitivna funkcija § na [0,1]

na sledeéi nacin:

€X zald<x <1,
500 ={% b
€°, zax =0.

Neka je sa P oznacena podela od [0,1] koja je zavisna od 6. Mora se napomenuti da 0
mora da bude oznaka od x — ex? > 0, za svako x > 0. Neka (x, [c,d]) € P, za x > 0.
Kako je ¢ > x — ex? 2x—€x>§,

VEWE AV > &wm\/g)z _ 9x§ > x> o,
sledi da je:
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|2\/§—2\/E 1 ‘ 2 1’ Vx —+e x—c <ex2
— | = === = = €.
x—c Vx| Wx++ve Vxl Vx@x++ve) Vx(Wx+Veo? o x?
Na isti nacin moze da se pokaze da je:

2Vd—2vx 1 -

e N €.

Kombinacijom ove dve nejednakosti dobija se:

%(d — o) —(2Vd - 2\/2)|

1 1
< |ﬁ(d—x)—(2\/a—2\/§)| +|ﬁ(x—c)—(2\/§—2\/z)|
2Vd —2vx 1 2Vx—24/c 1

d—x Vx —-c Vx
<e(d—-—x)+e(x—c)=¢€(d—-c).

= d—x)+ (x—c¢)

Neka je P = (0, [co, do]) U {(x;,[c;, d;]) : 1 <i < q}, dalje se dobija:

q q
FPY =21 = ) feddi =) = ) 2Jd — 2@
i=0

i=1

q
<2/do+ )
i=1
q

Jix_i(di ~ )~ @4 - 2/

<26+Z e(d; —¢;) <3e.
i=1

Ovim se zavrSava dokaz.
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6. Ekvivalencija integrala

U ovom poglavlju pokazuje se da su Denojev, Peronov i Henstokov integrali
ekvivalentni. To znaci da funkcija koja je integrabilna u jednom smislu je integrabilna u
druga dva smisla i da su integrali jednaki. Ovo je znaajan rezultat jer su osnovne
definicije ovih integrala vrlo razli¢ite. Svrha ovog poglavlja je da se ustanovi
ekvivalencija ova tri integrala. Najlakse je dokazati ekvivalenciju Denojevog i
Henstokovog integrala i Peronovog i Henstokovog integrala.

Kako su Denojev, Peronov i Henstokov integrali generalizacija Rimanovog i
Lebegovog integrala, na pocetku ovog poglavlja se navodi razlika izmedu Rimanovog i
Lebegovog integrala. Razlika izmedu Rimanovog i Lebegovog integrala je u pristupu
problema. Rimanov pristup se zashiva na podeli x-ose (domena), pa racunanja
integralnih suma, a Lebeg integral defiSe pomocu prostih funkcija, pa je integral
merljive nenegativne funkcije f definisan kao supremum integrala prostih merljivih
funkcija koje su manje ili jednake od f. Taj pristup moze da se shvati kao pravljenje
podele po y-osi (kodomenu). Slede¢i primer pokazuje da je Dirihleova funkcija
integrabilna po Lebegu, ali ne i po Rimanu. [19]

Primer 6.1. [17] Neka postoji karakteristi¢na funkcija racionalnih brojeva u [0,1],

1,ako je x racionalan broj,
0, inace.

1000 = |

Ova funkcija, poznata kao funkcija Dirihlea, nije Riman integrabilna. Da bi
se ovo videlo, uzima se proizvoljna podela intervala [0,1]. Supremum od 1, na bilo
kom intervalu je 1, dok je infimum 0. Dakle, gornja suma od 1, je 1, dok je donja suma
0. Gornja i donja suma se spajaju na 1 i 0, ocigledno je da granice nisu iste. Funkcija je
Riman integrabilna ako i samo ako se gornja i donja suma priblizavavaju na isti broj, pa
Rimanov integral od 1, ne postoji.

ruge strane, 1, jeste Lebeg integrabilna. Neka se interval [0,1] podeli tatkama
S druge strane, 1, jeste Lebeg integrabilna. Neka se interval [0,1] podeli tack
{go, g1, ..}. Za svako g; otvoren skup O; je veli¢ine % Dakle, skup {go, g1, ..} je

sadrzan u skupu G, = Uj2,0;. Sada je poznato da svaka prebrojiva unija otvorenih
skupova formira Lebeg merljiv skup. Dakle, G, je takode Lebeg merljiv skup. Shodno
tome, Lebegova karakteristi¢na funkcija ovog skupa je:

1,ako je x € 0O,
0, inace.

15,0 = {
Integral 1 je manji ili jednak od € Y72, 2! = ¢, ukupna duzina unije skupova 0; je

manji ili jednak od e. (Mozda postoji preklapanja izmedu O;). Sada, uzimajuéi
ogranicenje € — 0, sledi da je za sve €:

J.lex <f 1g.dx <e.

S obzirom da je e > 0 na levoj strani mora biti 0.
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Dalje se pokazuje ekvivalencija Denojevog integrala i P (Peronovog integrala).
Denoj integrabilna funkcija je P, integrabilna ako zadovoljava Cetiri uslova sledece
leme.

Lema 6.1. [1] (Rimanovski lema) Neka je F kolekcija otvorenih intervala u (a, b). Ako
F ima sledece karakteristike:

1) Ako (a,B) 1 (B,y) pripadaju F, tada («, y) pripada F.
2) Ako (a, ) pripada F, tada svaki otvoreni interval u (a, 8) pripada F.
3) Ako (a,B) pripada F za svaki interval [a, 8] € (c,d), tada (c, d) pripada F.

4) Ako svi intervali perfektnog skupa E € [a, b] pripadaju F, onda postoji interval
ITuF takodajelI NE + Q.
Tada F sadrzi interval (a, b).

Teorema 6.1. [1] Ako je f:[a,b] » R Denoj integrabilna na [a,b], tada je f P,
integrabilna na [a, b] i integrali su jednaki.

Dokaz. Neka je F(x) = (D) f;f za svako x € [a,b]. Neka je F kolekcija svih
otvorenih intervala (c, d) u (a, b), takvih da je f P, integrabilna na [c,d] i

F(x)—F(c) = (Py) fcx f, za x € [c,d]. Dovoljno je pokazati da F zadovoljava Getiri
uslova Rimanovski leme (leme 6.1.).

Po teoremi 4.7. (za P integral) F zadovoljava uslove 1) i 2). Neka se dalje
pretpostavi da (a, ) pripada F za svaki interval [a, 5] € (c,d). Kako je F neprekidna,

(P) fff = (D) fff konvergira ka F(d) — F(c) za a > c* i B > d~. Po teoremi
4.12. funkcija f je P integrabilna na [c, d] i vazi:

B B d
F@-F@=_lim @ f=_lim ¢o|f=w]r

Zatim sledi da (c, d) pripada F, ¢ime se zadovoljava uslov 3).

Neka je E savrSen skup u [a, b], tako da se svaki interval grani¢i sa E u [a, b] koji
pripada F. Po teoremi 3.7. postoji savrSen deo E N [c,d] od E, takav da je f Lebeg
integrabilna na F N [c,d] i nizovi:

[oe]

3w [ Ftenad )= wl @ [ 1.l
n=1 tn ‘n

n=1

konvergiraju, gde je [c,d] — E = Uy-(c,,dy,). Po teoremi 4.13. funkcija f je P
integrabilna na [c, d] i vazi:
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(Pe) fcdf - W) fcdfxE ¥ Z(m fdf = (1) fcdfxE ¥ Z(D) fdf = D) fcdf
= F(d) — F(c).

Slican razlog je validan i za druge intervale [c, x], gde x € (¢, d), pa sledi da interval
(c,d) pripada F, ¢ime se zadovoljava uslov 4).

Sledi teorema u kojoj se pokazuje da je Peron integrabilna funkcija Denoj integrabilna.

Teorema 6.2. [1] Ako je f:[a,b] = R Peron integrabilna na [a, b], tada je f Denoj
integrabilna na [a, b].

Dokaz. Funkcija F(x) = (P) faxfje neprekidna na [a, b] i F' = f skoro svuda na [a, b]
po teoremi 4.10. treba pokazati da je f Denoj integrabilna na [a, b], dovoljno je da se
dokaze da je F ACG, na [a,b]. Neka je U glavna funkcija od f na [a, b]. Kako je
DU > —oo na [a, b], funkcija U je BVG, na [a, b] po teoremi 4.1. U — F je neopadajuca
na [a, b], funkcija F je takode BVG, na [a, b]. Pokazace se da je F ACG, na [a, b],
odnosno da svaki neprazni savrSen skup u [a,b] sadrzi deo na kojem je F AC, i
primenice se teorema 2.3.

Neka je E savrSen skup u [a, b]. F je neprekidna i BVG, na [a,b], pa postoji
savrSen deo E N [c,d] od E, takav da je F BV, na E n [c,d]. Neka je G funkcija koja je
jednaka F na E N [c,d] i linearna je na susedne intervale ka E u [c, d]. Funkcija G je
BV na[c,d] po teoremi 2.1. i zbog toga je njen izvod G Lebeg integrabilan na [c, d].
Da bi se zavr$io dokaz treba se pokazati da je: G¥ = (L) fcx G',za svako x € [c,d]. Jer
jetada G AC na[c,d] i F =G je AC na E N [c,d]. Kako je F AC i BV, na E n [c,d],
ondajei AC, na E N [c,d] po teoremi 2.2,

Neka je € > 0 i neka je funkcija U glavna funkcija od f na [c, d], takva da je:
0 < U — F4 < e. Neka je W funkcija koja je jednaka U na E N [c,d] i linearna je na
susedne intervale ka E u [c, d]. Posto je DU > — na [c,d] i U — F je neopadajuc¢a na
[c,d], DW > —c0 na [c,d] | W — G je neopadajuc¢a na [c,d]. Sada je DW > DG na
[c,d] jer je: W =G+ (W — G) i W — G neopadajuca. Odatle je DW glavna funkcija
od DG na [c,d] i to implicira da je:

X X
W[ 6 =-w| o6 =w,
c c
zasve x € [c, d]. Zato je:
X
G- [ 6 26wz G W = R - U >
Cc

za sve x € [c,d]. Ako se uzme u obzir pomo¢na funkcija od f na [c,d], koriste¢i isti
argument, dobija se:
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X
Ggf—(L)f G <e,
c

zasve x € [c,d]. Cime se zavriava dokaz.

Dalje se pokazuje ekvivalencija Denoj i Henstok integrala. Prvo se pokazuje da je Denoj
integrabilna funkcija Henstok integrabilna.

Teorema 6.3. [1] Ako je f:[a, b] = R Denoj integrabilna na [a, b], tada je f Henstok
integrabilna na [a, b] i integrali su jednaki.

Dokaz. Funkcija F(x) = (D) J. f je ACG, na [a,b] i F' = f skoro svuda na [a, b].
Neka je D skup svih tataka x € [a, b] takvi da F’ (x) postoji i neka je E = [a,b] — D i
E = U1 E,, F je AC, nasvako E,. Za svako n neka je E,, = B, U C,,, B, je sastavljen
od svih tacaka iz E,, koje su obostrane grani¢ne tacke u E,, i neka je C = U;—; C,, skup
C je prebrojiv.

Neka je €; > 0 i neka je: € = e;(b—a + 4)7L. Posto je F AC, na E, postoji
n, >0 tako da je X7_, w(F, [, v]) <e27",gde je {[w,v]:1<j<q} konatna
kolekicija nepreklapajucih intervala koji imaju krajnje tacke u E, i zadovoljavaju:
Y1_1(v — ) <1, Kako je u(E,) = 0, postoji otvoren skup 0, takav da je E, < 0,
i u(0,) <mn,. Za svako x € B, bira se c¢},d} € E,, tako da je ¢} <x <d} i
[c),d¥] € 0,. Kako je F diferencijabilna u svakoj tacki od D, postoji pozitivna funkcija
&4 na D, takva da je |f(P) — F(P)| < eu(P), gde je sa P oznacena podela da je D
zavisan od 8. Kako je F neprekidna na [a,b] i C je prebrojiv, postoji pozitivna
funkcija 8. na C takva da je |f(P)| < €, sa P je oznacena podela da je C zavisan od ..
Po lemi 5.3., postoji pozitivna funkcija 8, na E takva da je |f(P)| < €, sa P je oznaCena
podela da je E zavisan od §,. Sada se definiSe pozitivna funkcija § na [a, b] pomocu:

6q(x), akox € D,
6(x) = {min{6,(x),x — ¢}, d} — x}, akox € B,
min{8, (x), 6.(x)}, ako x € C.

Neka je P oznacena podela od [a, b] koja je zavisna od §. Neka je P; podskup
od P koji ima oznake u D, neka je P, podskup od P koji ima oznake u E, neka je P.
podskup od P, koji ima oznake u C, neka je B, podskup od P, koji ima oznake u B,,.
Kako je |F(B,)| < 2e27™", za svako n nalazi se da je:

If(P) = F(P)I < If (Pa) = F(P)I + If (B)| + |F (R

<eb—a)+e+|F(P)I+ ) |[F(B)|<e(b—a)+e+e€+2e=¢.

n=1

Dakle funkcija f je Henstok integrabilna na [a, b] i fab f=(D) fab f.
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Da bi se pokazalo |F(B,)| < 2€2™™ za svako n, fiksira se n za koje je B, # @,
svaka 0znaka se desava samo jednom. Neka je P, = {(s;, [, v;]: 1 < j < m} i s;-ovi su
u rastu¢em redosledu. Neka je:

! S . ! S .
w =c iy =max{s_y,c,'} za2 <j<m,

’ L Sj .
Up =dy" iV =max{syq,d,)}zal<j<m-—-1

Dalje se {[uj,sj] 1<) < m} i {[Sj,vj’]: 1<j< m}, sastoji od nepreklapajucih
oznacenih intervala koji imaju krajnje tacke u E,,. Kako su ovi intervali unutar 0,, sume,
nizovi: ¥/ (s; — ;) 1 X721 (v; — s;) sumanje od 7,,. Dalje se dobija:

m

PRI < Y |F(y) - Fay)| <

j=1 J

< > w(F [5.3]) +wE [1,5])
=1

(F(v) = Fsp| +|F(s) = F)D
=1

< ZW(F, [sj,vj']) + w(F, [uj',s]-]) < 2e27™,

j=1

Teorema 6.4. [1] Ako je f:[a, b] = R Henstok integrabilna na [a, b], tada je funkcija
F(x) = [ f BVG,nala,b].

Dokaz. Za € = 1 bira se pozitivna funkcija & na [a, b], tako da je |F(P) - fabf | <1,

sa P je obelezena podela od [a, b] koja je zavisna od &. Za svaki pozitivan ceo broj
n, definiSe se:

1
E, = {x € [a,b]: |f(x)]| <nid(x) ZE}
Jasno je da je: [a, b] = U, —; E,. Treba pokazati da je F BVG, na svako E,,.

Neka se fiksira n i neka je: E¥ = E, n [kn;lﬂ za svaki ceo broj k. Neka je k
svaki ceo broj za koji je: E¥ #+ @i {[c;,d;]: 1 < i < q} konadan skup intervala koji se
ne preklapaju i imaju krajnje tacke u EX. Posto je F neprekidna na [a,b], postoji
u;,v; €[c;,d;] takodaje w; <v;i|F(v;) — F(w)| = w(F,[c;, d;]). Za svako i postoje
intervali: (c;, [c;, w; D), (d;, [v;, d;]) i (¢;, [c;,d;]) zavisni od 6. Dalje, koriste¢i Saks-
Henstokovu lemu dobija se:
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q

q
D Wi, lendil) = ) IF ) = F())
i=1

l=1
<Z(|F(u> F(e) = F(e) (= el + IF (e (g = e

+IF(C) F(dy) + f(c)(d; = el + [f (c)(d; = ;)
+I§(d)—F(v) fld)(d; = vl + If(d)(d; = v

= Y IF(d) ~ F() = f(e)(d; = )
i=1

q

+ Z(IF(u-) ~ F(e) = F(e)( = ¢

+F@) - Fo) - £ = )

+Z(|f<cl)|(ul ) + IF () (ds - v))+Z|f(cl)|(d )

S2+2+1+1—6

Zakljucuje se da je F BV, na E,'f, odnosno da je F BV G, na svako E,, i ovim se zavrSava
dokaz.

Naredna teorema pokazuje da je Henstok integrabilna funkcija Denoj integrabilna.

Teorema 6.5. [1] Ako je f:[a, b] = R Henstok integrabilna na [a, b], tada je f Denoj
integrabilna na [a, b] i integrali su jednaki.

Dokaz. Neka je F(x) = (H) f; f, za svako x € [a, b]. Po teoremi 5.9. funkcija f je

ACGg na [a,b] i F' = f skoro svuda na [a, b]. Potrebno je dokazati da je F ACG, na
[a, b]. Po teoremi 2.4. dovoljno je dokazati da je F BVG, na [a,b] i da zadovoljava
uslov (N) na [a, b]. U prethodnoj teoremi dokazano je da je F BV G, na [a, b], tako da je
potrebno dokazati da F zadovoljava uslov (N) na [a, b].

Neka se pretpostavi da E < [a,b] ima meru 0 i € > 0. Po lemi 4.4. postoji
pozitivna funkcija 6 na E takva da je |F(P)| <e€, P je E zavisna od §. Za svaki

pozitivan ceo broj n, neka je: E,, = {x EE:6(x) > %} Fiksira se n i bira ceo pozitivan

(b-a) a)

broj q takav da je: g = < . Neka je:

I, =[a+ (k—1)B,a+ kp],

za k=1,2,..,q i neka je m skup celih brojeva k za koje je: E, NI, # @. Za svako
k € w skup F(E, N I},) je ograniéen jer je F neprekidna na [a, b]. Dalje, postoje tacke
Xi, Vi € Ex N1 takve da je x;, < yy i

w(F(E, N 1)) < sup{F(E, N [})} — inf{F(E, N [,)} < |[F(yx) — F(xp)| + Zik
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Neka je P, = {(xx, [xk, vk ]): k € m}, neka je P}t podskup od P, koji sadrzi interval za
koji je F(y,) — F(x;) = 0,inekaje B, = P, — B,. Oba B; i B su E zavisna od §.

WFED) < ) W (FE 1)) < ) (FO0) = Fe)l +57)
kerm kem

<|FBHI+|FB)| + € < 3e.

Kako je nejednakost vazeca za svako n sledi da je:
wi(F(E)) = lim p*(F(E,)) < 2e.
Sada je u*(F(E)) = 0 kao $to je i € > 0 birano proizvoljno i ovim se zavriava dokaz.

Poslednji par integrala koji se razmatra su Peron i Henstok integrali. Dokaz
ekvivalentnosti ova dva integrala je najlaksi. Ekvivalencija ova dva integrala je priznata
skoro odmah nakon razvoja Henstokovog integrala. Direktan dokaz ekvivalentnosti
Henstokovog i Denojevog integrala nije otkriven sve do 1980-tih, direktan razvoj moze
da se vidi u ¢asopisu “Real Analysis Exchange”.

Prvo se pokazuje da je Peron integrabilna funkcija Henstok integrabilna.

Teorema 6.6. [1] Ako je f:[a,b] — R Peron integrabilna na [a, b], tada je f Henstok
integrabilna na [a, b] i integrali su jednaki.

Dokaz. Neka je € > 0. Po definiciji postoji glavna funkcija U i pomo¢na funkcija V od
f nala,b]ivazi:

b b
—e<Vab—(P)jfsosuf;—(P)ff<e.

Kako je DV < f < DU na [a, b], za svako x € [a, b], postoji §(x) > 0 tako da je:

U(y) -U(®) Vy) -V(x)
y—

) —x >f(x)—€i ~ < f(x) +¢

zasvako 0 < |y — x| < 8(x) iy € [a, b]. Dalje se pretpostalja da je :
P={(x;[c,d;]):1<i<q}

oznacena podela od [a, b] koja je zavisna od 6 i vazi:
q

> Fe - - ) [ 7 =i(f(xi><di ey U+t [ f

i=1
q

< Z(f(xi)(di —x;) = Uy))

i=1
q

+ > (fx) i —c) = U ) +e<
Z

q
e(di—xi)+ZE(xi—ci)+e
i= i=1
=e(b—a+1).

i

1=
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Na sli¢an nacin za pomo¢nu funkciju V' se dobija:
1 b
> f@di=e) = @) [ f>-etb-a+ .
i=1 a

Sledi da je f Henstok integrabilna na [a, b] i vazi: (H) fabf =(P) fab f.
Naredna teorema pokazuje da je Henstok integrabilna funkcija Peron integrabilna.

Teorema 6.7. [1] Ako je f:[a, b] = R Henstok integrabilna na [a, b], tada je f Peron
integrabilna na [a, b].

Dokaz. Neka je € > 0. Po definiciji postoji pozitivna funkcija § na [a, b], takva da je:
|f(P) — (H) fab f| < €, sa P je oznadena podela od [a, b] koja je zavisna od §. Za svako
x € (a,b] neka je

U(x) = sup{f(P): P je oznacena podela od [a, x] koja je zavisna od 6},
V(x) = inf{f (P): P je oznacena podela od [a, x] koja je zavisna od &},

neka je U(a) = 0 =V(a). Po Saks-Henstokovoj lemi, funkcije U i V su konaéne
vrednosti na [a, b].

Neka se fiksira tacka c € [a,b]. Za x € (¢c,c + 6(c)) N [a,b] i za oznaCenu
podelu P od [a, x] koja je zavisna od &, nalazi se da je:

Ux) =z f(P) + f(c)(x — o).
Sledidaje: U(x) = U(c) + f(c)(x — ¢).

Za x € (¢c,c+6(c)) N [a,b] i za oznacenu podelu P od [c,d] koja je zavisna od &,
nalazi se da je:

U(e) = f(P) + f(e)(c —x),
sledidaje: U(c) = U(x) + f(c)(c — x).
Ovo pokazuje da je:

U(x) —U(c)
— = f(0),

X—cC
zax €(c—6(x),c+8(c))n[a,b] kada je x # ¢, DU(c) = f(c) > —oo. Zakljucuje
se da je funkcija U glavna funkcija od f na [a, b]. Dokaz da je funkcija V pomoéna
funkcija od f na [a, b] je dosta sli¢an.

Kako je: |f(P;) — f(P;)| < 2€ za bilo koje dve oznaene podele P; i P, od
[a, b] koje su zavisne od &, sledi da je U2 — V? < 2¢, pa je po Kosijevom kriterijumu
za Peronov integral funkcija f Peron integrabilna na [a, b].
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Zakljucak

Teoma ovog rada su razli¢iti pristupi problemu integracije, te analiza, kako
njihovih razlicitosti, tako i njihovih sli¢nosti. Dva klasi¢na integrala koja se koriste u
matematici su: Rimanov i Lebegov integral. Kroz rad pored ova dva integrala
predstavljeni su i Denojev, Peronov i Henstokov integral.

Navedene su razlike izmedu Denojeve integrabilne funkcije i Lebegove
integrabilne funkcije. Pokazano je da je Lebegov integral poznat kao neapsolutni, dok to
za Denojev integral ne vazi. Funkcija koja je Lebeg integrabilna na [a, b] je Lebeg
integrabilna na svakom merljivom podskupu od [a, b], dok to za Denojev integral ne
vazi. Ove razlike su bitne jer omogucavaju da Denojev integral poseduje svojstva koja
Lebegov integral ne poseduje. Medutim, sli¢nosti izmedu ova dva integrala pokazala su
da: funkcija koja je Denoj integrabilna na intervalu [a, b] sadrzi podinterval na kojem je
funkcija Lebeg integrabilna. Svojstva Denojevog integrala koja ne vaze za Lebegov
integral otkrivaju da je Denojev integral mo¢niji u odnosu na Lebegov integral.

Peronov integral je odreden u terminima glavnih i pomo¢nih funkcija. Pokazano
je da funkcija koja je Peron integrabilna na odredenom intervalu je Peron integrabilna i
na podintervalu. Odredene promene u Peronovom integralu definisale su P, i Py
integral. Pokazano je da je svaka Py integrabilna funkcija P, integrabilna.

Definisan je pojam pozitivne funkcije & koja se koristi pri konstrukciji
Henstokovog integrala. Pokazano je da ova blaga modifikacija Rimanovog integrala
ima dosezne posledice i dokazi otkrivaju kako upotrebiti funkciju & kao prednost.
Navedena je Saks-Henstokova lema koja tvrdi da su Rimanovi iznosi (sume) ne samo
priblizni integralima preko celog intervala, ve¢ i preko unije podintervala. Pokazano je
da je funkcija koja je Henstok integrabilna na intervalu istovremeno i Henstok
integrabilna na podintervalu.

Denojev, Peronov i Henstokov integral ima sva uobicajna svojstva integrala.
Pokazano je da su Denojev, Peronov i Henstokov integrali ekvivalentni, tj. funkcija
koja je integrabilna u jednom smislu je integrabilna u druga dva smisla i integrali su
jednaki. Ovo je znacajan rezultat, jer su osnovne definicije ovih integrala vrlo razlicite,
a dokazi pokazuju da se sva tri integrala poklapaju.

Predstavljena materija je dovoljna da bi se savladali osnovni pojmovi razlicitih
pristupa integracije, te se moze iskoristiti za dalja istrazivanja.
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Abstract: Different approaches to the problem of integration, and analysis of both,
their diversities and similarities, are exposed in this work. They are defined as Denjoy,
Perron and Henstock integrals. Denjoy and Perron integrals are generalizations of
Lebesgue integrals, while Henstock integrals are generalization of Riemann integrals,
so both, Lebesgue and Riemann integrals, are defined in the work. Descriptive
definition of Denjoy integrals is given, which describes the characteristic functions.
Perron integrals are defined in terms of the main and auxiliary functions. Perron PX
and Perron Pc integrals are defined by adding conditions on main and auxiliary
functions. At Henstock integrals, positive function and division of certain integrals is
defined. Integrable functions of Denjoy, Perron and Henstock integrals have the same
characteristics. It is shown that Denjoy, Perron and Henstock integrals overlap even
though the basic definitions of these integrals are different, ie. the equivalence of these
three integrals is demonstrated.
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