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1.Uvod

Poreski sistem jedne zemlje ¢ini ukupnost svih oblika poreza, odnosno javnih prihoda.
Javni prihodi se javljaju u raznim oblicima: porezi, doprinosi, takse, naknade i sl. Opste
karakteristike poreza su da u njegovoj osnovi leZi prinuda, da porez predstavlja davanje
bez direktne protivnadoknade, to je takav prihod kod kojeg nije unapred utvrdena svrha
za koju Ce se upotrebiti i naplacuje se isklju¢ivo u novcu (samo izuzetno u naturi).

Teorija optimalne kontrole (upravljanja) je ono ¢ime rad poc€inje, da bi se nakon nekoliko
primera, Herod-Domarovog i Solouovog modela rasta doSlo do Remzijevog modela rasta,
koji je ustvari osnova ovog rada o poreskim sniZenjima. Poreska snizenja (olakSice) Cine
sastavni deo poreskog sistema i predstavljaju jedan od instrumenata poreske politike.
Poreska sniZenja predstavljaju ustupak koji drzava ¢ini obveznicima kroz umanjenje
poreske osnovice, umanjenje obracunatog poreza i kroz odlaganje poreskih obaveza. Cilj
je stimulisanje privrednog rasta, ulaganje stranog kapitala, poboljSanje ekonomske
situacije 1 dr. Ovaj rad o smanjenju poreza i dinamickom skoringu se najve¢im delom
oslanja na radove Gregori Mankiva'. Ono §to se ovde pokusava otkriti jeste da li
smanjenja poreza mogu sama da se otplate kroz ekonomski rast ili ne. Kroz moguce
realne primere dolazimo do zakljucka da smanjenja poreza jednim svojim delom mogu da
se otplate kroz ekonomski rast. Cilj rada je da sistematski predstavi i obradi datu temu.

! Gregory Mankiw (1958- ), americki ekonomista



1.1 Teorija optimalne kontrole

U makroekonomskoj analizi osnovne institucije su privreda, stanovnistvo, finansijske
institucije (bankarski sektor, osiguranje, finansijsko trziste i sl.) i drzava.

Ekonomski problemi koji se posmatraju u datom trenutku spadaju u probleme staticke
optimizacije. Tehnike koje se koriste u statickoj optimizaciji su, na primer, klasicno
programiranje, linearno programiranje, nelinearno programiranje i teorija igara.
Navedene tehnike se primenjuju u problemima raspodele kod stanovniStva 1 preduzeca,
problemima opSte ravnoteze i socijalnoj ekonomiji.

Problemi definisani u nekom vremenskom intervalu reSavaju se tehnikama dinamicke
optimizacije. Posebno, pri reSavanju problema optimalne kontrole Kkoristi se varijacioni
racun, dinamicko programiranje 1 princip maksimuma. Problem optimalnog ekonomskog
rasta spada u dinamicke probleme.

O optimalnoj kontroli

Dinamicki proces se odvija u nekom sistemu Cije stanje se u svakom vremenskom
trenutku opisuje nekom funkcijom stanja. Osnovni zadatak optimalne kontrole je
ispunjavanje odredenog kriterijuma optimalnosti za dati sistem. Matematicki model
dinamickog procesa je najceSce sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina. Od modela se
zahteva da odgovori na pitanje ponasanja dinamickog sistema pri promeni parametara
koji karakteriSu njegovo stanje.

Osnovni paramatri dinamic¢kog sistema su: vreme, promenljive stanja, promenljive
kontrole i slucajni parametri.

Vreme ¢ uvek je nezavisna promenljiva i vazi t€[r,,1,]. Sa t, je oznafen pocetni
trenutak u kome pocinje da se odvija posmatrani proces, a f, oznacava finalni (krajnji)
trenutak u kom se proces zavrSava. Pocetni trenutak je uvek zadat, na primer 7, =0, a
krajnji trenutak ¢, =T je Cesto nepoznat.

Stanje sistema u zadatom vremenskom intervalu karakteriSe n funkcija stanja
x, (1), x,(),...x, (), koje se nazivaju promenljive stanja i koje su neprekidne funkcije
vremena. Vektor x(t)= ( (), %, (£)500s X, (t)) zove se vektor stanja i moZe imati razli¢it

fizicki smisao. x(t) predstavlja trajektoriju stanja sistema, koja ima pocetak u pogetnom

stanju sistema x(z,) = &, gde je o unapred zadat vektor.

Parametri kontrole u, (¢),u, (t),...,u,, (t),me N, su takode funkcije vremena, kojima je
moguce uticati na sistem u skladu sa odredenim zahtevima. Ove funkcije mogu biti
neprekidne, ali i po delovima neprekidne funkcije. Vektor kontrole je dat sa
u(t)=(u,(t),u,(),....u, (t)). Zadaci optimalne kontrole mogu se podeliti na one u
kojima vektor kontrole nije podvrgnut nikakvim ogranicenjima i one kod kojih se na

komponente vektora kontrole namecu izvesna ograni¢enja. Na primer, zahteva se da
jedna ili viSe funkcija budu ograni¢ene. Vektori kontrole koji u svakom vremenskom



trenutku ispunjavaju date uslove pripadaju dopustivom skupu vektora koji je najceSce
kompaktan i konveksan. Takve vektore zovemo dopustivim (odgovaraju¢im) vektorima i
oni pripadaju kontrolnom skupu U.

Kontrola sistema koja zavisi i od informacija o trenutnom stanju sistema, odnosno

u,=u, (t, x (1), x, (1),...x, (t)),jzl, 2,...m, naziva se poziciona kontrola, a u slu¢aju da

vektor kontrole zavisi samo od vremena, kontrola je programska. Primer programske
kontrole je automatsko suSenje odece sa unapred podeSenim vremenom rada. Primer
pozicione kontrole je kuéni sistem zagrevanja koji se ukljucuje i iskljucuje od zavisnosti
temperature u prostorijama. U ekonomiji, primer pozicione kontrole je izdvajanje iz
budzeta za nezaposlene, s obzirom na broj nezaposlenih, dok je primer programske
kontrole u ekonomiji izdvajanje iz budZeta za razvoj nauke.

Svaki dinamicki sistem zavisi i od slu¢ajnih parametara s, (¢),s,(t)....s,(¢), pe N, koji

se menjaju slucajno pri promeni vremena i koji se, po pravilu, ne mogu meriti. Procesi
kod kojih se dejstvo slu¢ajnih paramatara moZe zanemariti nazivaju se deterministicki
dinamicki procesi, a procesi kod kojih ovi parametri igraju znacajnu ulogu zovu se
stohasticki procesi. U ovom radu se bavimo samo deterministi¢kim procesima.

PonaSanje parametara stanja se karakteriSe sistemom od n diferencijalnih jednacina prvog
reda koje izrazavaju promenu parametara stanja u zavisnosti od vremena, paramatara
stanja i parametara kontrole

x;. (n)= f; (X0 Xy, ), j=1,..n. (D)

pri ¢emu su funkcije f;, j=1,..n zadate i neprekidno diferencijabilne. Ako one ne zavise

eksplicitno od vremena, kazemo da je sistem autonoman. Ove jednaine zovu se i
jednacine kretanja.
Vazan specijalan slu¢aj je linearni sistem diferencijalnih jednacCina, koji se moZe napisti u
obliku

X' =Ax+Bu,
gdejeAe R™ ,a Be R™.

Podetni uslov za posmatrani sistem je dat sa x(z,)=a, o€ R".
Kriterijum optimalnosti za posmatrani sistem je oblika

1=1(u)=["V(t,x.u)dt+F(1,x(1,)) @)

0

gde su F' ipodintegralna funkcija V zadate i neprekidno diferencijabilne. Navedeni oblik
kriterijuma optimalnosti se zove Bolcin problem. U slucaju da je F =0, problem je
LagranZovog tipa, a ako je V =0, problem je Majerovog tipa. MoZe se pokazati da su sva
tri navedena kriterijuma optimalnosti medusobno ekvivalentna.

Dakle, zadatak problema optimalne kontrole je odredivanje promenljivih stanja i
promenljivih kontrole tako da budu zadovoljene diferencijalne jednacine dinamickog
procesa (1) uz zadate pocCetne uslove, a da kriterijum optimalnosti (2) dostiZze minimalnu



ili maksimalnu vrednost. Pri tome na vektor stanja i vektor kontrole mogu biti nametnuta
razna ogranicenja. [1]

Primer 1 [2]:

Posmatramo ribe u jezeru. One imaju svoju prirodnu stopu rasta (kao populacija) i1
posmatramo ulov. PreviSe ulova moZe da ugrozi opstanak riba, no ukoliko je ulov ribe
mali, izostaje nam zarada. Naravno, ulov i rast populacije riba u jezeru je tokom vremena.
Namece se o€igledno pitanje: koja je najbolja tj. optimalna stopa ulova (da ne ugrozimo
opstanak riba, a da pri tome imamo maksimalnu dobit)?

Odgovor zahteva da se identifikuje optimalna putanja ili trajektorija. Optimalna ili

najbolja trajektorija treba da se izabere iz skupa mogué¢ih. Ako sa x(7) oznatimo
okolnosti tj. stanje situacije u jezeru u vremenu #, a sa u(¢) kontrolu u vremenu ¢, tada je
PROBLEM OPTIMALNE KONTROLE na¢i trajektoriju {x(¢)} birajuéi iz kontrolnog

skupa {u(t)} , tako da odgovarajuca funkcija cilja dostize maksimalnu ili minimalnu

vrednost. Jedan od nacina da se reSi ovaj problem je Pontriaginov princip maksimuma,
koji je inaCe najzastupljeniji u ekonomiji.

Pretpostavke za dalji rad u problemima optimalne kontrole:

1. Posto je minimizacija neke funkcije cilja isto $to i maksimizacija njene negativne
vrednosti, posmatracemo samo problem maksimuma.

2. Problem optimalne kontrole moZe da se posmatra u neprekidnom i diskretnom

vremenu. Ukoliko se problem posmatra u neprekidnom vremenu Koriste se

diferencijalne jednaCine da opiSu model, inaCe, kod diskretnih modela su

diferencne jednacine, rekurzije te koje opisuju model.

Svi problemi koje posmatramo su autonomni.

Problem je vremenski zavistan, odnosno radi se o dinamickom problemu.

nalie

5. U vecini modela grani¢na vrednost F (xT) je nula, Sto znaci da je kriterijum

optimalnosti LagranZovog tipa.



Tabela 1

Neprekidni slucaj Diskretni slucaj
T-1
rr%a(x)}Jz :‘V(x,u,t)dt+F(x1,t) m{aux}fZZV(X,,M,J)CZHF(XTJ)
u(t 0 ! =0
)'sz(X,l/l,t) xt+l_xt:f(xt’ut’t)
x(1,)=x° x,=x"kadat=0
x[l):xl )Ct:XT kadat=T
{u(r)}eU lu}eU

1, (ili £ =0) je pocetno vreme

t,(ili T) je krajnje vreme

(1)= {x1 (1),....x, (t)} ili x, ={x,,,....x,,} je n promenljivih stanja
x(1,)=x"ili x, = x” za t =0 je podetno stanje

x(#,)=x"ilix, =x" zat =T je krajnje stanje

u(t)={u,(t),...us, (¢)} iliu, ={u,,,...,,, } je m—kontrolnih promenljivih
{u()} je neprekidna kontrolna trajektorija f, <t <1,

{u,} je diskretna kontrolna trajektorija 0 <t <T

U je skup svih dopustivih kontrolnih trajektorija

x()= f(xu,t) ilix,,, —x, = f(x,,u,,¢) oznadava jednacinu kretanja
J je funkcija cilja

V (x(t).u(t),t) ili V(x,,u,,t) je pomoéna funkcija

F(x',t) ili F(x",t) je grani¢na funkcija

U tabeli 1 je prikazan opsti oblik neprekidnog i diskretnog problema optimalne kontrole
za Cije reSavanje ¢emo Koristiti princip maksimuma, i fabela 1 navodi oznake koje ¢u
ubuduce koristiti za promenljive stanja, promenljive kontrole, pomo¢nu i grani¢nu
funkciju, funkciju cilja 1 jednacine kretanja.

Primer 2 [2]:

Tipican neprekidni model optimalne kontrole sa slede¢im pretpostavkama:
1. konacan je
2. sve jednacine su autonomne
3. funkcija je nula u krajnjem stanju
4. postoji jedna promenljiva stanja i jedna kontrolna promenljiva




Xzf(x,u) , (3)

gde je x promenljiva stanja, u je kontrolna promenljiva, a obe zavise od vremena t.
Graficki prikaz je dat na slici 1.

X

xT

Xy 4

Slika 1.
Trajektorije u"iu"" su reSenja jednacine % = f (x, u), Problem je izabrati putanju koja maksimizira J i zadovoljava

granicni uslov (,* ) A x([**) =

1.2 Pontriaginov princip maksimuma

Ojlerova jednacina

Posmatrajmo problem nalaZenja neprekidno diferencijabilne funkcije koja daje ekstremnu
vrednost funkcionele J (x)= I "f (t,x(¢),x’(t))dt , pri &emu su unapred zadati grani¢ni

uslovi x(a)=A i x(b)=B.

Da bi prirastaj x(z)+h(r) nezavisno promenljive x() ispunjavao navedene grani¢ne

uslove, pretpostavicemo da vazi h(a)=h(b)=0.

Neka je, sada, J (x) =ij(t,x(t),x'(t))dt . Vazi
A (x) = j[ 7 (1o m) ) () 1)) - f(t,x(t),x'(t))}dt,
ft,x+h,xX'+0)=f(t,x,x) =(aih+ai,h'j+r(t,x,x',h,h'),

ox  o0x
gde je r(t,x,x',h,h")= 0(||h||1) kada ||h||1 —0,paje

-8-



_(of, o
57=] (ax Lo jdt. 4)

Prema tome, potreban uslov za ekstrem funkcionele J je dat sa
S5J :Ib(aih+ af,h’jd =0.
aldx  ox

Teorema I: Neka je data funkcija f € C[a,b] ineka vazi .[hf (t)x(z)dt =0, za sve

xe C'[a,b] sa osobinom x(a)=x(b)=0.Dokazati da je tada f =0.

Dokaz : Pretpostavimo da postoji #, € (a,b) u kojoj je f(z,)#0. Neka je, na primer,

f (#,) > 0. Iz neprekidnosti funkcije f sledi da postoji interval (c,d) < (a,b) koji sadrzi
tacku 7, tako da vazi f (1)>0, zasve re(c,d). Neka je

x(t):= (c—t)2 (d—t)2 € (c,d), a x(r)=0 za re (a,b)\(c,d) . Kako x ispunjava
uslove teoreme 1, vidi se da je K f (¢)x(#)dr >0, §to je u kontradikciji sa uslovom

teoreme

Teorema 2: Neka je data funkcija g € C[a,b] i neka vazi .[h g(1)x'(#)dt =0, za sve

xe C'[a,b] sa osobinom x(a)=x(b)=0. Dokazati daje g(t)= const.

Dokaz: 1z teoreme o srednjoj vrednosti za integral sledi da postoji ce R tako da vazi

jj(g(t)—c)dtzo.

Pokazimo da za proizvoljnu neprekidnu funkciju f (7),7€ [a,b] , vazi

jj(g(t)‘c)f(t)dtzo.

Jasno, f moZemo napisati u obliku f ()= A(7)+ e, pri emu je jb/i(t)dt =0,a aje
odgovarajuéa konstanta (a' = J. ’ f (t)dt).

Primetimo da je funkcija x(7) = J.bxl(r)df ispunjava uslove zadatka (x'(t) = A(t)).
Dakle,
b b b b
L (g(t)—c)f(t)dr =L g(t)/l(t)dt—cL ﬂ(t)dt+aL (g(t)-c)dt=0,

Za proizvoljnu funkciju f € C[a,b]. Ako stavimo f(t)=g(t)—c, dobijamo



odnosno g (1) =cq

Teorema 3 (Dibua Rejmonda’): Neka su date funkcije f, g€ C[a,b] ineka vazi

K[f(t)x(t)"'g(t)x'(t):ldt:0

zasve xe€ C'[a,b] sa osobinom x(a)=x(b)=0.Tadaje g diferencijabilna i vazi
f(1)-¢’(r)=0.
Dokaz: Neka je F (t I f (7)d7 . Parcijalnom integracijom dobijamo
L f(0)x(t)dr=— J' F(1)x
Na osnovu prethodne teoreme dobijamo g(r)= (t) +c,zaneko ce R. S obzirom da je

desna strana ove nejednakosti diferencijabilna F’(¢)= f(¢), sledi ge C'[a,b] i

g (t)=f(1)a

Na osnovu teoreme Dibua Rejmonda, iz (4) sledi

g 29 _y. 5
ox dt ox )

Jednacina (5) zove se Ojlerova jednacina.

Teorema 4: Potreban uslov da funkcionela J (x .[ f t,x( (t))dt , definisana na

klasi neprekidno diferencijabilnih funkcija xe C' ([a,b]) , koje ispunjavaju uslove

x(a)=A i x(b) =B, ima ekstrem u funkciji x, je da je ta funkcija reSenje Ojlerove

jednacine

Dokaz: Sledi na osnovu prethodnih razmatranja

2 Dubois Reimond (1831-1889), nemacki matematicar

-10 -



Hamiltonijan’

Kako je potreban uslov za ekstrem funkcionele

b

J (x) =If(t,x(t),x'(t))dt

a

dat sistemom 7 diferencijalnih jednacina drugog reda

of _dof
- =0, k=1.n, 6
dx, dt ox, " ©

Hamilton je predloZio da se navedeni sistem na odgovaraju¢i nain zameni sa 2n
diferencijalnih jednaCina prvog reda. Osim n promenljivih funkcija x,,k=1,..n,
Hamilton je uveo n konjugovanih promenljivih A (¢),4(t),...,4,(¢). To su medusobno
nezavisne funkcije definisane relacijom

ﬂ%z—af,,kzl,...,n. (7)
ox;,
9’ f

Xj Xy

Pretpostavlja se da je ispunjen uslov det #0, j,k=1,...,n. Tada se, na osnovu

teoreme o implicitnim funkcijama, iz jednagine (7) moze izraziti x, = x, (t,x,1), gde je
A=(A,4,,...A,). Zajedno sa funkcijama A4, uvodi se i Hamiltonova funkcija ili

Hamiltonijan

H(t,x,4)= Zn:/?,(xk — f (1, x,x). 8

Diferenciranjem dobijamo

dH:ixk,dﬂ% +Zn:ﬂ%dx;—a—fdt— o dx, - o dx,
k=1 k=1

ot o X, k=1 axk’

odnosno koriste¢i (6) 1 (7)

n

dH =" x/d2, —%dt -3 Xy, .
k=1

k=1

* W. R. Hamilton (1805-1865), britanski matematicar

-11 -



Odavde sledi da je aa—H=—a—f, kao i (izjednaCavanjem clanova uz iste diferencijale)
t

ot

sledeci sistem 2n jednacina
A, =——k=1,..n. 9

To je trazeni sistem kanonskih ili Hamiltonovih diferencijalnih jednacina.
Integracijom kanonskog sistema (9) dobija se reSenje

X, =X, (t,Cl,....,CZn ), A =1 (t, Cl,....,CZn),

gde se konstante C,,....,C, odreduju iz unapred zadatih pocetnih uslova. Na primer
x (0)=a,,4(0)=b,,k=1,..,n.

Dakle, sistem Ojler-Lagranzovih jednacina (6) ekvivalentan je sistemu (9). Interesantno
je uociti da se kanonske jednaCine mogu izvesti iz uslova stacionarnosti sledeceg
integrala

f(gﬂ%x; —H(t,x,/i)]dt, (10)

pri ¢emu se xi A tretiraju kao nezavisne promenljive. Zbog toga se (10) naziva kanonski
integral dejstva dinamickog sistema.

Osnovna ideja principa maksimuma
Posmatrajmo najpre slucaj kada na komponente vektora kontrole nisu nametnuta nikakva
ograni¢enja. ReSavanje ovakvog problema moguce je sprovesti u okviru varijacionog

ratuna. OgraniCi¢emo se takode na jednodimenzionalan slu¢aj i Lagranzov problem.
Posmatra se, dakle, problem odredivanja ekstremne vrednosti funkcionele

J =I§V(t,x,u)dt,
gde je T zadato, proces je opisan jednacinom
X (t)=f(t,xu),

a stanje sistema u trenutku 7 =0 je dato sa x(0)=«.

Uvodimo LagranZov mnoZitelj A= A(r) i posmatramo novu funkcionelu

T= [ (V(txa)= A1) (x = f (t..0))

-12-



Diferenciranjem nezavisnih promenljivih x, # i A dobijamo

LRI _ alaw-L
dJ = j ( -+ du - dA(X ~ f (1, x,u)) l(dx S auduIPa

koristeéi dx’ = (dx)/, a zatim parcijalnu integraciju integrala od Adx” dobijamo

dJ =—A(T)dx(T)+ 2 j( (x +a—V+zafj d/l(x'—f(t,x,u))+du(?)—v+/1afDdt

ox ox u Ju

Odavde, iz uslova stacionarnosti dJ =0 dobijamo sistem

, , dV af
= s Ny s l :___ 11
X=f(6xu) ox ox (i
av af
=0, 12
au au (12)

kao i —A(T)dx(T)+A(0)dx(0)=0. Kako je dx(0)=0 sledi da mora biti ispunjen
prirodni graniéni uslov A(7)=0, kojeg nameée sama varijaciona formulacija. 1z
jednacine (12) odreduje se funkcija kontrole u =u(#,x,4). Na osnovu konstrukcije sledi
da je ta kontrola u, =¢(t,x,A)optimalna. Uvr§tavanjem ove relacije u (11) dobijamo
=@(r,x,A4) i A'=v(t,x,A). Opste refenje ovog sistema zavisi od dve proizvoljne
konstante koje se odreduju iz zadatog uslova x(0) =« i prirodnog uslova A(7)=0.
Posmatrajmo sada slu¢aj viSe promenljivih, odnosno x=(x,,...,x,) i u=(u,,...,u, ). Ovo

. . , . v . .. . e . . . . 4
uopStenje ¢emo izloZziti u duhu principa maksimuma, koji je formulisao Pontrijagin”.
Dakle, traZimo maksimum ili minimum funkcionele

T
J=[ V(X s Xyt (13)
pri Cemu je ponaSanje sistema odredeno sa
x, = f (t,xl,...xn,ul,...,um),k=1,...,n, (14)

a pocetno stanje sistema je poznato

X, (0)=0,k=1,...,n (15)

* Lev Pontryagin (1908-1988), ruski matemati¢ar
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Napomenimo da je T poznato, kao i da komponente vektora kontrole nisu podvrgnute
nikakvim dodatnim uslovima (izuzev da su po delovima neprekidne funkcije).
Pontrijaginova ideja je da se uvede nova funkcija, u vezi sa (13) i (14), koja ¢e imati
relativno jednostavnu strukturu. Pokazalo se da se takva funkcija moZe konstruisati.
Stavise, njen oblik je identi¢an obliku Hamiltonove funkcije. S obzirom na fizi¢ki smisao
Hamiltonijana koji predstavlja ukupnu energiju dinamickog sistema, postavlja se sledece
pitanje: da li se optimalna svojstva Hamiltonijana po vektoru kontrole u mogu uzeti kao
kriterijum za nalaZenje optimalnih svojstava problema optimalne kontrole (13), (14),
(15)? Odgovor je potvrdan, a upravo ta Cinjenica naziva se Ponrijaginov princip
maksimuma.

Polazimo od funkcionele

J= j( (t.x,u)

gde su funkcije A, LagranzZovi mnozitelji, koje ¢emo nazvati dualne promenljive. U

@ng—ﬁpxm»}n (16)

skladu sa kanonskim integralom dejstva dinamickog sistema (10) uvodimo Hamiltonijan
H=H (t,x,u,A) =V (t,x,u)+ Z/L(fk (,x,u).
k=1

Diferenciranjem integrala (16), po analogiji sa raCunom izvedenim u
jednodimenzionalnom slu¢aju dobijamo sledeci sistem jednacina

17)

u,
kao i A (T)=0,k =1,...,n.Jednacine (17) sa 2n+m nepoznatih nazivaju se kanonske

diferencijalne jednacine i one ostaju nepromenjene u Citavoj teoriji optimalne kontrole.
Posmatrajmo sada m algebarskih jednacina

OH 3V &, of
=0,k=1,.. 18
auk auk 121:27 ou, (1%

One daju potreban uslov optimalnosti Hamiltonijana s obzirom na komponente vektora
kontrole. Ova tvrdnja je suStina principa maksimuma (podrazumeva se da je nazivom
,»princip maksimuma* obuhvacen i problem odredivanja minimuma). Princip maksimuma
glasi: Ako je vektor kontrole w optimalan, to jest, ako je za vrednost a kriterijum

-14 -



optimalnosti J maksimalan, onda je Hamiltonijan H maksimalan u odnosu na
komponente vektora kontrole u u dozvoljenom skupu kontrole.

U primenama principa maksimuma, iz jednacine (18) odredujemo wu, , optimalna
kontrola, a zatim iz sistema kanonskih jednac¢ina (17) odredujemo x i A, kako je ve¢
opisano u jednodimanzionalnom slucaju.

Dovoljan uslov za minimum je pozitivna definitnost matrice drugog izvoda funkcije H po
2
u, to jest — H >0.
ou

Sledi ilustracija ovog problema kroz primer.
Primer 3 [2]:

Problem kontrole je

nggx—j;%(xz +u’)dt

X=x+u
x(O):2
x(1)=0.

Pokazujem kako na¢i optimalnu trajektoriju x (7).

Hamiltonijan za ovaj problem je

—(x*+u?)

H (xu) =V () + Af (xu) =——

+A(x+u).

Uslovi prvog reda su

a_H:_ﬁ+/1:0,odakle sledi u =24,
ou 2
zz—a—H:—(_—x-Fﬂ,j:lx_ﬂz
ox 2 2
oA

x=x+u odaklesledi x=x+24

Zamenjujudi i eliminiSuéi u, stiZemo do dve linearne diferencijalne jednacine po x, i po 4,
x=x+21

/izlx—/l ’
2
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¢ija su reSenja:

x(t) = cleﬁ’ + cze_ﬁ’

M= (2-1)e" -2 ({2 1)

¢ 1 ¢, se dobijaju koriste¢i uslove x(0)=2 i x(1)=0, i dobija se ¢, =-0.1256 i
¢, =2.1256.

2
1.5
1
0.5
t
0.2 0.4 0.6 0.8 1
o
-1.5
-2
-2.5
-3
-3.5
-4
-4.5
t
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Slika 2.

Na slici su prikazne trajektorija koju opisuje promenljiva stanja i trajektorija koju opisuje promenljiva kontrole

Optimalna kontrola sa diskontovanjem

Primetili smo da je sustina kontrolnog problema maksimizovati funkciju cilja V (x,u).

Za mnoge ekonomske probleme V (x,u) predstavlja profit ili neto dobit. Ekonomisti

nec¢e maksimizovati prihod pre nego Sto ga diskontuju u sadaSnjost. Stoga ako p
oznacava diskontnu stopu cilj problema optimalne kontrole je

(" -m
r{il(a}))}(J— eV (xu)dt (19)
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u odnosu na ograni¢enja na koja diskontovanje ne uti¢e. Tipian problem maksimizacije
u neprekidnom vremenu je

T
maxJ = | eV (xu)dt
{u()} 0

= f (xu) . (20)
x(0)=x"
x(T)=x"
Lagranzijan je
L= [e"V (xu)+Af (x.u)- A it 1)

a Hamiltonijan za ovaj problem je

H(xu)=e?V(xu)+Af (xu). (22)
DefiniSimo sada trenutni Hamiltonijan, H., kao

H, (x,u)=V (xu)+uf (xu), (23)
gde je

H.=He” ili H=He"”

(24)
u=Ae"” i A=pue™”

Sada razmatramo uslove za optimalnost . Po$to je e” konstanta u odnosu na promenu

H
kontrolne promenljive, onda dobijamo jednostavno uslov oH, =0za0<tr<T. Sledec¢i
u

uslov ¢emo dobiti iz

/iz—a—H:—aH" e,
ox ox
sada iz A= ue™ dobijamo
A=fte™ — pue™,
odnosno
e e e
ox
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ili

pri cemu je

1vazi

Dakle, prvo smo definisali trenutni Hamiltonijan H. tj.
H, (x,u)=H (x,u)e” =V (x,u)+uf (x,u)

a uslovi optimalnosti su

oA, =0, 7za0<t<T, (25)

ou

,L'lz—aa—l;cl+p,u, 7a0<t<T, (26)

. OH

x= a,uc =f(xu) 27)

x(0)=x" , (28)
u(T)e ”=0 (ili x(T)=x"). (29)

Ovi uslovi optimalnosti nam dozvoljavaju da eliminiSemo kontrolnu promenljivu u
koriste¢i uslov (25), i da posmatramo sistem dve diferencijalne jednacCine: jedna po
promenljivoj stanja x, a druga jednacina po promenljivoj 4 .

Primer 4 [2]:

maxJ =| u’e™"dt
{u}

X=u

x(0)=0
x(10)=1000

Pokazujem kako na¢i optimalnu trajektoriju x (7).
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Trenutni Hamiltonijan je

H, = —u’ + Uu,
a uslovi optimalnosti su
H
oH, =2u+u=0
Ju
1=0+0.1u
X=u

Iz prvog uslova dobijamo jednacinu u =0.54, koju kad zamenimo u trecu dobijamo
x=0.54 . Zato imamo dve diferencijalne jednacine

x=0.5u
[L=01u

ReSavanjem istih dobijamo

x(t)=c +c,e""

1(t)=0.2c,e™"

Ukoliko iskoristimo pocetne uslove dobijamo ¢, =-581.1256 i ¢, =581.9767 i zato je
konacno reSenje

X' (1) =-581.9767+581.9767¢™" =581.9767 (¢ -1).

X

1000
800
600
400

200

t
2 4 6 8 10

Slika 3.
Na slici je prikazana trajektorija koju opisuje promenljiva stanja
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Fazni dijagrami za neprekidne modele optimalne kontrole

Rad sadrzi kvalitativnograficku analizu sistema nelinearnih jednaCina pomocu faznih
dijagrama. Za primenu te tehnike osnovni preduslov je da radimo sa autonomnim
sistemima diferencijalnih jednacina. Fazni dijagram, kao tehnika, ogranicen je time Sto
moze odgovoriti samo na kvalitativna pitanja - ona koja se odnose na lokaciju i
dinamicku stabilnost ravnoteze. U slu€aju da imamo zadat autonomni sistem
diferencijalnih jednac¢ina na ovaj nacin

X zf(x,y)
y=g(xy)’

uocavamo dve linije razgranicenja koje dobijamo za

i one dele fazni prostor na Cetiri dela. Presek te dve linije razgrani¢enja predstavlja
ravnoteZnu tacku sistema, ozna¢imo je sa £ (X.Y). Fazne trajektorije predstavljaju linije

toka i sluze za crtanje dinamickog kretanja sistema iz bilo koje moguce pocetne tacke. U
zavisnosti od linija toka u okolini ravnotezne, moguce je razlikovati kategorije: ¢vor,
sedlasta tacka, fokus i centar (vrtlog).

(@) (b)

Slika 4.
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Cvor je takva ravnoteza gde sve linije toka koje su s njom povezane ili se kreéu
neciklicno prema njoj (stabilni ¢vor) ili se neciklicki udaljavaju od nje (nestabilni ¢vor)
Sto je prikazano na slici 4 (a).

Sedlasta tacka je prikazana na slici 4 (b), i ima linije toka koje nazivamo stabilnim
granama sedlaste tacke koji se konzistentno kre¢u prema ravnotezi i linije toka,
nestabilne grane, koje se konzistentno udaljavaju od ravnoteze. Sedlasta tacka se
klasifikuje kao nestabilna ravnoteza.

Fokus je vrsta ravnotezne tacke koju karakteriSu vrtlozni putevi od kojih svaki ciklicki
vodi prema ravnoteZi (stabilni fokus), prikazan na slici 4 (c), ili se ciklicki udaljava od
nje (nestabilni fokus).

Centar (vrtlog) je ravnotezna tacka prikazana na slici 4 (d), to je ravnoteZa sa vrtloZnim
linijama toka, gde te linije Cine skup prstenova (koncentri¢nih krugova) koji kruze oko
ravnoteZze u neprekidnom kretanju. Centar je nestabilan.

Sve ilustracije na slici 4 pokazuju jednu jedinu ravnotezu. Medutim, kada postoji
dovoljno nelinearnosti, dve krive razgrani¢enja mogu da se seku viSe od jednog puta i
tako dovesti do viSestruke ravnoteze.

Jedna tehnika za kvalitativhu analizu sistema nelinearnih diferencijalnih jednacina je
izvodenje zakljucka iz linearne aproksimacije tog sistema na osnovu Tejlorove formule

zadatog sistema oko njegove ravnoteze. U tacki ravnoteze E ()_CJ), linearna
aproksimacija moze dosti¢i upravo istu ravnotezu kao pocetni sistem nelinearnih
jednacina. I u dovoljno bliskom okruzenju E (¥.¥), linearna aproksimacija treba da ima

opsti polozaj linije toka kao i pocetni sistem. Navedena analiza je ustvari analiza lokalne
stabilnosti.

xX'=f(xy)
Za zadati nelinearni sistem (x.y) linearizaciju oko tacke razvoja (%, Y0) moZemo

b

pisati kao

X = f(xo’)’o)"'fx(xo’)’o)(x_xo)"'fy (xo’)’o)(y_)’o)

y,:g(xmyo)"'gx(x()’yo)(x_xo)"'gy(xo’yo)(y_yo). (30)

Radi analize lokalne stabilnosti, prethodna linearizacija se moze dovesti na jednostavniji

oblik koji se zove redukovana linearizacija. Posto je tacka ravnoteZe (f,?), treba
(x,,,) zameniti sa (x,y). A posto je u ravnoteznoj tacki ¥’ =y =0 po definiciji sledi da

jei f(x,y)=g(x,y)=0, zatim transformiSu¢i (30) dobijamo

(31

Prethodni sistem moZemo u matri¢cnom obliku
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MEEA NN
v] L8 g, lyv] o) (32)

Moze se primetiti da jedino karakteristicno svojstvo redukovane linearizacije leZi u
matrici parcijalnih izvoda, tj. Jakobijevoj matrici nelinearnog sistema izraCunatih u tacki

ravnoteZe (X.Y). Stoga je, u kona¢noj analizi, lokalna stabilnost ili nestabilnost
ravnoteze utvrdena iskljucivo na strukturi navedene Jakobijeve matrice.

Primer 3 (nastavak):
Iz primera 3 gde smo izveli sistem od dve diferencijalne jednacine
x=x+24
A= 1 x—A
2
Kada je x=0 sledi da je A= —%x i A=0 sledi daje A= %x . Imamo dve razlicite

izokline’ za ovaj problem. Jog,

ako x>0 tadaje x+24>0 Sto implicira 4 > —%x
Stoga, iznad x-izokline, x raste dok ispod opada. Sli¢no,
ako 4>0 tada je %x—/l > (0 $to implicira A< %x

Stoga, ispod A -izokline, A raste dok iznad opada. Ovo znaci da je reSenje sedlasta

tacka.
1 2
3 -1

Jakobijan za ovaj sistem je

Karakteristi¢ni koreni su r=+/2 i s =—/2. Pogto su realni i razli¢itog znaka, reSenje je
sedlasta tacka.

Iz pocetnih uslova dobijamo pocetnu tatku (x(0),4(0))=(2,-2.6), $to zna&i da
trajektorija pocCinje ispod x-izokline, i vektori sile su usmereni gore i levo. Prikazano je na
slici 5.

> Data je difrencijalna jedna¢ina y’ = f (x, y) , gde je f definisana na nekoj oblasti D — R* i neka je
<x0, y0> e D.Tadaje f(x,,y,) tanges ugla koji tangenta zaklapa sa x-osom. Uredenu trojku

<x0, Yoo f (%05 Yo )> nazivamo linijski element. Skup svih linijskih elemenata zovemo polje pravaca. Krivu

na kojoj svi linijski elementi imaju jednak nagib zovemo izoklina.
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Slika 5.
Slika predstavija fazni dijagram i prikazuje optimalnu trajektoriju za sistem jednacina iz primera 3

1.3 Ekonomski pojmovi

U ovom delu ¢u navesti i objasniti pojmove i pojave iz ekonomije koje ¢u koristiti u
daljem radu.

Makroekonomija

Makroekonomija potice od grckih reci macros (veliki) 1 oikonomia (privreda), §to znaci da
proucava ekonomske agregatne velicine. U tom smislu makroekonomija se bavi
izuCavanjem pojava, procesa i problema, kao Sto su: bruto proizvod, druStveni proizvod,
nacionalni dohodak, potroSnja, Stednja, investicije, ekonomski rast, spoljnotrgovinska
razmena, druStvena reprodukcija, platni bilans, cikli¢na kretanja privrede, budzet, fiskalna 1
monetarna politika, agregatna traznja i ponuda, zaposlenost, inflacija itd. Prema tome,
makroekonomija proucava funkcionisanje i upravljanje ekonomijom u celini.
Makroekonomija dobija na zna€aju posle velike ekonomske krize (1929-1933. godine),
kada su obelodanjeni ekonomski problemi sa nesagledivim posledicama, koji se nisu mogli
razreSiti putem mehanizma Smitove "nevidljive ruke". Medu ekonomistima je to najbolje
uocio DZon Majnord Kejnz (1883-1946. godine), te se nastanak makroekonomske teorije 1
politike vezuje za njegovo ime.

GDP

Za merenje ekonomskog rasta ekonomisti koriste podatke o bruto domacem proizvodu
(GDP), kojim se meri ukupan dohodak svih u ekonomiji jedne drZzave. Mada se realni
GDP tokom godina povecava, taj rast nije stalan. Postoje periodi u kojima GDP stagnira i
oni u kojima GDP pada. Takvi periodi se nazivaju recesije, ako su srednje jacine, ili
depresije ako su velike jacine.
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Stokovi i tokovi

Mnoge ekonomske promenljive mere koli¢inu necega: koli¢inu novca, koli¢inu roba i
slicno. Ekonomisti razlikuju dve vrste kvantitativnih promenljivih: stokove i tokove.
Stok je koli¢ina merena u datom trenutku, dok je tok koli¢ina merena u jedinici vremena.
Ukupan bruto proizvod (GDP) je verovatno najvaznija promenljiva toka u ekonomiji: ona
govori koliko evra te¢e u ekonomskom kruznom toku u jedinici vremena. Stokovi i
tokovi su Cesto vrlo povezani. Kada se postavljaju teorije za objasnjenje ekonomskih
promenljivih, korisno je odrediti da li su te promenljive stokovi ili tokovi, 1 da 1i su
povezane nekim odnosima. Npr, licno bogatstvo je stok,dohodak i troskovi su tokovi;
Broj nezaposlenih radnika je stok, broj ljudi koji gube posao je tok;

Veli¢ina kapitala u ekonomiji je stok, veli¢ina investicija je tok; Javni dug je stok;
drzavni budZetki deficit je tok.

Neoklasic¢na politicka ekonomija

Neoklasi¢na politicka ekonomija predstavlja znacajan pravac u savremenoj ekonomsoj
misli 19. veka. Glavni predstavnici su Karl Menger, Leon Valras, Vilfredo Pareto, Alfred
Marsal, Gustav Kasel i1 dr. Ova teorija ekonomije u prvi plan istiCe pojedinca koji ima
svoje potrebe 1 nastoji da maksimizuje svoje korisnosti i preferencije. Najznacajniji
doprinos ove ekonomske analize su marginalne veli¢ine, odnosno ukupne, prosecne i
marginalne (grani¢ne) veli¢ine kod svih ekonomskih pojava .

Kob-Daglasova funkcija proizvodnje

Pol Daglas je bio predsednik Ilinoisa od 1949. do 1966. godine. On je jos 1927. godine, kada je bio
profesor ekonomije, zapazio iznenedujucu cinjenicu: podela nacionalnog dohotka izmedu kapitala i rada
bila je skoro konstantna u dugom vremenskom periodu. Drugim recima, kako je ekonomija uspesno rasla,
ukupan dohodak radnika i ukupan dohodak vlasnika kapitala povecavao se po skoro istoj stopi. Ovo
zapaZanje je navelo Daglasa da se zapita koji to uslovi dovode do ovih konstantnih udela faktora. Daglas
je pitao Carls Koba, matematicara, koja bi funkcija proizvodnje, ako uopste takva postoji, proizvodila
konstantne  udele  faktora, ako bi faktori uvek zaradivali svoj marginalni  proizvod.

Ova funkcija proizvodnje ima osobine:

Dohodak od kapitala= MPK XK =Y
Dohodak od rada=MPN xN =(1-a)Y

Y je koli¢ina autputa, jednaka je MPN-marginalni proizvod rada je dodatna koli¢ina
autputa preduzeca koju preduzece dobije od dodatne jedinice rada. MPK-marginalni
proizvod kapitala je dodatna koli¢ina autputa preduzeca koju preduzece dobije od
dodatne jedinice kapitala. « je konstanta izmedu nula i jedan, koja meri udeo kapitala u
dohotku. Naime, & odreduje koji udeo dohotka se odnosi na kapital, a koji na rad. Kob je
pokazao da je funkcija sa ovom osobinom sledeca
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Y=F(K,N)=AK*N"“,

gde je A parametar ve¢i od nule i meri produktivnost raspolozive tehnologije. Ova
funkcija je postala poznata kao Kob-Daglasova funkcija proizvodnje. Funkcija ima
osobinu da je homogena stepena jedan, odnosno da ima konstantne povracaje u srazmeri.

F(zK,zN)=zF(K,N), gde je ze R.

Egzogene i endogene velicine

Ekonomski modeli sadrZze dve vrste promenljivih: endogene i egzogene promenljive.
Endogene promenljive su one koje model pokuSava da objasni. Egzogene promenljive su
one koje model prihvata kao date. Svrha modela je da pokaze kako egzogene promenljive
deluju na endogene promenljive. Egzogene i endogene veli€ine predstavljaju nezavisne i
zavisne veliCine.

Neoklasic¢ni model rasta

Neoklasi¢ni model rasta je makroekonomski model u kome je stopa rasta autputa po
radniku na dug rok odredena egzogenom stopom tehnoloskog napretka, kao $to se moze
sresti kod Remzija (1928) i Soloua (1956).

Izoelasti¢na funkcija korisnosti

Izoelasti¢na funkcija korisnosti ima sledecu formu:

c’ -1

, za y<lLy#0 . i
U(c)=1 v r=Lv , gde je ¢ potro3nja.

logec, zay=0

Ukoliko umnoZavamo bogatstvo po nekoj konstantnoj veli¢ini k, dobijamo istu funkciju
korisnosti. Formalno, za sve k >0 dobijamo

U(ck)=f(k)U(c)+g (k).

zaneke f(k)>0 1 g(k) koji su nezavisi od c. MoZemo ovo i proveriti u dva slucaja:
1. Za y#0

ke) =1 v _ y_ v _
U (ke) = <) =H(C q+k Lowy(e)+ 2L
v v v v

U (kc) =logke =logk +logc=U (c)+logk .
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Ova osobina izoelasti¢nosti funkcije ima veoma vaznu posledicu kod optimizacije
portfolia. 1z nje sledi da ako je dati procenat raspodele resursa optimalan za neki trenutni
nivo bogatstva, isti procenat raspodele resursa je takode optimalan za sve druge nivoe
bogatstva.

2. Modeli rasta

2.1 Herod-Domarov model rasta

Evsey Domar (1914-1997), americki ekonomista poljskog porekla, je dao veliki doprinos za tri vaZne
oblasti ekonomije: ekonomski rast, komparativu ekonomiju i istoriju ekonomije. Njegov rad na
ekonomskom rastu pocinje 1944. godine tako Sto proucava zaduZenost drZave i pokusava da napravi model
u kome ekonomski rast treba da utice na dug tako Sto ¢e ga smanjiti. U tome i uspeva 1946. godine.
Parelelno sa njim, Roy Harrod (1900-1978), britanski ekonomista, je razvio isti model rasta ekonomije,
tako da se taj model danas naziva Herod-Domarov model rasta. Roj Herod u svojoj knjizi ,,Towards a
Dynamic Economics* iz 1948, kao i u seriji eseja iz 1960, 1963, i 1975. razvija ovaj model i rasvetljava
njegove nedostatke, zatim predstavlja ceo program istraZivanja postratnog privrednog rasta i oZivljava
teoriju privrednog ciklusa. Ovaj model je preteca modelima rasta u modernoj teoriji ekonomskog rasta.
Sustina modela je u tome da pokazuje kako stednja deluje na nivo ekonomskog autputa i njegov rast tokom
vremena, pri Cemu je stopa Stednje egzogena.

U ovom modelu se pretpostavlja da je Stednja, S, proporcionalna prihodu, Y; investicije, 1,
jednake promeni kapitalnog stoka, a proporcionalne promeni prihoda tokom vremena. U
ravnoteZi su investicije jednake Stednji. Ako sa s ozna¢imo prosecnu sklonost ka Stednji,
a sa v koeficijent za investicije, model moZe da se posmatra na slede¢i nacin

S=sY

I=K=vY (33)

=S

zamenjujuci sledi
VY =sY
; ) 34

Y- (ijy =0 G

1%

uz pocetni uslov [, =S, =sY,.
Resenje je putanja koja zadovoljava pocetne uslove i izgleda ovako

y=v W (35)
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s : ‘
gde se — naziva ,,garantovana stopa rasta“.
14

Model ima mnogo nedostatke, ne posmatra uticaj mnogih faktora na nivo ekonomskog
rasta kao Sto su rast stanovniStva, tehnoloski napredak i sli¢no, i zato je nastao Solouov
model rasta.

2.2 Solouov model rasta

Solouov model rasta je dobio ime po ekonomisti Robert Solow-u (1924- ), a razvijen je 1950-ih, 1960-ih
godina. Solou je 1987. dobio Nobelovu nagradu za svoj rad iz oblasti ekonomskog rasta.

Model pokazuje kako Stednja, rast stanovniStva, i tehnoloski napredak deluju na nivo
ekonomskog rasta i njegov rast tokom vremena. Krecemo od funkcije proizvodnje, u
kojoj se tvrdi da autput zavisi od stoka kapitala, K, i radne snage, N pa imamo

Y=F(K,N),
i pretpostavljamo da vazi
¥ =F(zK,zN),

Sto znaci da je ' homogena funkcija stepena 1, odnosno da ta funkcija ima konstantne

L. . . . . " . . 1. ..
povracaje u srazmeri. Nastavljamo dalje analizu tako Sto stavimo da je z = N i dobijamo

%:@:F(g, j:f(k,l):f(k).

Funkcija y = f (k) ima sledece osobine

£(0)=0
fi(k)>0
f"(k)<0
k>0

. . . . .Y o .
Ova jednacina pokazuje da je iznos autputa po radniku N funkcija iznosa kapitala po

v

radniku % Uvodimo oznake y =§ Sto predstavlja autput po radniku, 1 k :% Sto

predstavlja kapital po radniku. Nagib funkcije proizvodnje pokazuje koliko dodatnog

-7 -



autputa radnik proizvede uz dodatnu jedinicu kapitala. Ovu koli¢inu zovemo marginalni
proizvod kapitala MPK.
Autput po radniku y se deli izmedu potrosnje i investicija

y=c+i.

Solouov model pretpostavlja da svake godine ljudi Stede deo s svog dohotka i troSe deo
1-5;0<s<1odnosno c= (I-s) y, paiz toga sledi

y=(1-s5)y+i,
tj.
i=sy,
dakle, investicije su jednake Stednji.
Da bismo ukljucili amortizaciju u ovaj model, pretpostavimo da se izvestan deo kapitala
O pohaba svake godine. Ovo J se zove stopa amortizacije. Npr. ako kapital traje u
proseku 25 godina, onda je stopa amortizcije 0 =4% godisnje.

Uticaj investicija i stopa amortizacije na stok kapitala se moZe izraziti putem jednacina:
k=i-0k,

gde je k promena u stoku kapitala u odnosu na vreme. PoSto su investicije jednake
sf (k) , dobijamo

k =sf(k)-0k.

Iz k=0 dobijamo reSenje k* za koje je iznos investicija jednak iznosu amortizacije; k *
se zove nivo kapitala stanja mirovanja. Stanje mirovanja je znacajno iz dva razloga:
ekonomija u stanju mirovanja ¢e na tom nivou i ostati. Uz to, ekonomija koja nije u
stanju mirovanja Zelec€e da to stanje dostigne.To znaci da, bez obzira na nivo kapitala sa
kojim ekonomija pocinje, ona stize do nivoa kapitala za stanje mirovanja. U ovom smislu
stanje mirovanja predstavlja dugorocnu ekonomsku ravnoteZu.

Kada se bira stanje mirovanja, cilj kreatora politike jeste da maksimizuje dobrobit
pojedinaca koji ¢ine druStvo. Pojedinci ne vode racuna o sumi kapitala u ekonomiji, niti o
iznosu autputa. Oni vode brigu o koli¢ini roba i usluga koje mogu potrositi. Vrednost
stanja mirovanja k koja maksimizuje potro$nju zove se nivo kapitala zlatnog pravila i

W r *
OzZnacavacemo ga sa k

zlato *

Potro$nja po radniku je ¢ = y —i. Naravno, potroSnja po radniku u stanju mirovanja je

¢ =f(k")-5k".

Iz zlatnog pravila sledi da je MPK=0.
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Treba imati na umu da broj radnika tokom vremena raste. Solouov model rasta
pretpostavlja da stanovniStvo raste po konstantnoj stopi n. Onda je promena u stoku
kapitala po radniku

k=sf(k)—(n+3)k. (36)

Do sada je pokazano kako promene u kapitalu (Stednja i investicije) i promene u radnoj
snazi (rast stanovniStva) deluju na ekonomski rast. Ostaje da vidimo kako tehnoloske
promene uti¢u na ekonomski rast. Da bi se u model ugradio tehnoloski napredak, vratimo
se na funkciju proizvodnje f (K,N) koju sada zapisujemo f(K,NxE), pri ¢emu je E

nova (i donekle apstraktna) promenljiva koja se zove efikasnost radne snage. Kako se
raspoloZiva tehnologija usavrSava, tako se povecava i efikasnost radne snage. N X E meri
broj efikasnih radnika. Najjednostavnija pretpostavka za tehnoloski napredak jeste da on
uzrokuje da se efikasnost radne snage povecava po konstantnoj stopi g. PoSto se radna
snaga N povecava po stopi n, a efikasnost svake jedinice radne snage E po stopi g, broj
efektivnih radnika N X Eraste po stopi n+g. Jednacina koja je pokazivala rast k tokom
vremena sada se menja u

k=sf(k)—(n+d+g)k. (37)

Prema Solouovom modelu samo tehnoloski napredak moZe da objasni postojan rast
zivotnog standarda. Uvodenje tehnoloskog napretka menja i kriterijum za zlatno pravilo.
Nivo kapitala zlatnog pravila sada se definiSe kao stanje mirovanja koje maksimizira
potrosnju po efektivhom radniku. Sada je potros$nja u stanju mirovanja po efektivnom
radniku
c =f(k*)—(5+n+g)k*,
MPK =6+n+g,
MPK -d6=n+g.

Jednacina Solouovog modela (36) je dobijena na sledeci nacin.

Iz modela
I=K+06K
S=sY
K +0K =sY
K (O) =K,
sledi da je
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(L) (£ s

Kako je
g_sY—éK_g(Nj_5_sf(k)_5
K K N K k ’
i
N nN
—:—:n,
N N
to imamo

k = sf (k)— 6k —nk = sf (k)—k(S5+n),
uz pocetni uslov

k(0)=2e
N()

Pretpostavimo da je funkcija proizvodnje Kob-Daglasova tj.

=k, .

Y =aK*N" %, O<a<l
Y (Kj“
—=aqal| — s
N N

y=f(k)=ak”.

ili

Dobijamo k = sak® —(n+8)k.
Dakle, Solouov model rasta je redukovan na diferencijalnu jednacinu

k.+(n+§)k=sak“ ,

Sto je Bernulijeva jednacina i njeno resenje je
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1

—a

k (t) _ as + (ké—a _ as je—(l—a)(n+5)t .
n+o n+o

Resenje jednacina (37), uz pretpostavku da je funkcija proizvodnje Kob-Daglasova je

1

1-a

k(t): as + k(l)—a_ as o (Ima)(nrg o) _
n+g+o n+g+o

Solov u svom modelu pretpostavlja da je ponuda rada od domacinstva n fiksirana, a i da
je Stednja konstantna. Jasno je da to nije u stavarnosti zadovoljeno i da to koliko ¢e jedno
domacinstvo Stedeti ima uticaja na model, stoga je uvedena maksimizacija funkcije
korisnosti u Remzijevom modelu. Sada se odlu€uje koliko ¢e se Stedeti, (n je i dalje
€gzogeno).

2.3 Remzijev model rasta

Frank Plumpton Ramsey (1903-1930), britanski matematicar, ekonomista i filozof. Remzi je 1927. godine
napisao rad o ekonomskom rastu u kome je izloZio model rasta u kome je glavno pitanje na koje je on
pokusao da odgovori bilo koliko jedno domacinstvo treba da Stedi godisnje . Medutim u to doba ekonomisti
ga ne razumeju sve dok Tjalling Koopmans (1910-1985), holandski ekonomista, koji je 1975. godine dobio
Nobelovu nagradu za rad iz oblasti ekonomije, i David Cass (1937-2008), americki ekonomista, uglavnom
poznat po svom doprinosu za teoriju opste ravnoteZe u ekonomiji, nisu modifikovali 1965. godine Remzijev
model rasta i u literaturi se moZe naci i pod imenom Remzi-Kes-Kupmans model. Sustinu tog modela ¢emo
ukratko izloZiti.

Posmatrajmo Remzijev model rasta u neprekidnom vremenu koji je osnova mnogih
modela u teoriji optimalnog rasta. Poe¢emo sa jednostavnim definicijama prihoda i
investicija

Posmatramo
Y(r) _c(r) +K(t)+§K(t)
N(t) N(t) N(t) N(t)°
4. y(t)=c(t)+§—8+5k(t),
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. . d(K) NK-KN K K N K N
ali k=—| —|=—F—=—- == L
dt\ N N N \NJN N N

. . . . N . .
Pretpostavljamo za rad da raste po konstantnoj stopi n, tako da je N =n 1izato je

£:k+kn
N

y(t)=c(t)+k(t)+(n+8)k(r).

Ukoliko imamo homogenu funkciju proizvodnje stepena jedan, onda moZemo izraziti
autput, y, kao funkciju od k. Dakle, y = f (k). Izostavljaju¢i vreme u zapisu imamo

k=f(k)—(n+8)k-

Pretpostavimo da je U (¢) funkcija korisnosti za svakog potrofa¢a ponaosob. Cilj nam je

da maksimizujemo diskontovanu vrednost korisnosti u odnosu na jednacine koje smo
izveli, t.

maxJ = [ e U (c)dr
{c} 0

k=f(k)—(n+8)k-c

k (0) =k,
0<c< f(k)
Trenutni Hamiltonijan je
H, = +,u[f —(n+8)k- c]
a uslovi prvog reda su
oH, U (c) - p
o
=—ﬂf (k)+u(n +5)+,5,U
= f(k)=(n+8)k-
ili
U'(c)=u

fr=—uf'(k)+u(n+d+p)
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k=f(k)=(n+8)k-c.

Transformacijama ovih uslova dobijamo dve diferencijalne jednacine po promenljivoj
stanja k, i po kontrolnoj promenljivoj c.
Prvi uslov diferenciramo po 7 i imamo

d[U'(c):I
dt
U ()L = ie==p1f (k) +(n+ 6+ Ba.

G. U"(c)é=p=—ul f'(k)=(n+5+p)]

= i

ili

é=f'(k)-(n+5+p) (jerjeu=U"(c)).

i imamo dalje

o(c)

c

1
= f'(k)-(n+d+p)ili ¢c=——| f'(k)—(n+I+ .
= 1) (8 B) i =S (1) (n54.5) Je
Dobijamo dve diferencijalne jednacine

1
a(c)
k=f(k)=(n+8)k-c. (39)

c=

[ f'(k)=(n+5+p) e (38)

Ako je ¢=0 sledi f'(k*)=n+5+,b’. Dok, sa druge strane, kada je k=0 onda je
¢ =f(k")=(n+8)k". Jo§ imamo i da ako je ¢>0 sledi daje f(k')>(n+5+p) iz

Cega sledi k< k" $to se vidi na slici 6. Stoga, levo od ¢ =0 izokline, c raste; desno
od¢ =0, ¢ opada. Sli¢no, ako k>0 onda je c<f(k*)—(n+5)k*. Stoga, ispod k =0

izokline k raste, dok iznad izokline k =0, k opada. Vektor sila jasno pokazuje da je
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reSenje (k*,c*) sedlasta taCka. Jedina optimalna trajektorija je stabilna grana (ona

konzistentno krece ka ravnoteZzi). Za bilo koji k, jedini dopustiv i mogu¢ nivo potroSnje

je onaj na stabilnoj grani. Za datu pocetnu tacku na stabilnoj grani, sistem direktno tezi ka
ravnoteZzi. Primetimo da je u ravnoteZi k konstanta i tako kapital raste sa istom stopom
kao i rad. Kako je k konstanta u ravnotezi onda je i y, i Y takode raste istom stopom kao i
rad. Naravno radi se o izbalansiranom rastu u ekvilibrijumu. Graficki prikaz dat je na slici
6.

K k, \\k

k=0

Slika 6.
Slika predstavija fazni dijagram za jednacine Remzijevog modela rasta.

Primer 5:

Numericki primer Remzijevog modela rasta

Razmotrimo problem optimalnog rasta

max J = [ e U (c)dr
{c} 0

k=f(k)=(n+8)k-c
k(o):ko
0<c< f(k)

gdeje £=0.02, f (k) =k°*,n=0.01,6 =0.05,k (0) =2

1-6
C

1-6
Ako je =1 tada je U (c)=2+c . Problem se svodi na

1 U(c)=
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max J = Jm PN

fe} 0
k=k*®-0.06k—c |,
k(0)=2

Trenutni Hamiltonijan je H, = 2+/c + [ko'zs —-0.06k — c} ,

dok su uslovi prvog reda

oH, 1) -y
c=2|—|lc2—u=0
oc (2)6 #

[ =—110.25k7 +0.08 11
k=k"%—0.06k—c.

Iz prvog uslova imamo = M . Diferenciramo po ¢ i dobijamo

— L7 =—p(0.25)k™ +0.08¢ 7, ali posto je 4 =c* imamo

— L7 == (0.25)k 7 +0.08¢ ™, i kada sve podelimo sa ¢* dobija se
CLeE=—(0.25) k7 +0.08 4.

¢=2¢(0.25) k™" +2(0.08)c
=(0.5k7 -0.16)c

Sad imamo dve diferencijalne jednacine po c i k, koje izgledaju ovako
¢=(0.5k"7-0.16)c
k =k"* —0.06k —c

¢ija su reSenja
k' =4.5688, ¢ =1.1879

Druga stvar koju uo¢avamo je da je izoklina potro$nje data formulom ¢ =k"" —0.06k .
Diferencirajuci po k i izjednacavajuci sa nulom dobijamo k.,

c=k""” —-0.06k
d—; =0.25k"" -0.06=0 .

k.. =6.7048
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Za ovu vrednost k, potroSnja je ¢, =1.2069.
Da bi utvrdili osobine ekvilibrijuma, linearizujemo sistem oko tacke
(", c")=(4.5688, 1.1879).
Neka je
¢=f(c,k)=(0.5k°7-0.16)c
k=g(c.k)=k">—006k—c

Sistem moZe da se zapiSe u linearizovanoj formi

K )(e=c")+ £ (k) (k=k")
k= gc(c*,k*)(c—c*)+ & (c*,k*)(k—k*)’
gde je
£ k)=0  f(c".k")=-0.0312

g (ck)=-1 g k")=0.02

pa je matrica sistema
0 -0.0312
A= ,
-1 0.02
¢iji su karakteristi¢ni koreni » =0.1869 i s =—0.1669 . Posto su suprotnog znaka reSenje
u ravnoteZi je sedlasta tacka.

MoZemo aproksimirati sedlastu putanju koristeci linearnu aproksimaciju sistema. Prvo
razmotrimo slucaj kada je r =0.1869

(A—r)v" =0
t.
-0.1869 -0.0312 | v/ | |0
{ -1 —0.1669}[1{}_{0}
odatle je
v =—0.1669
v, =1

Ova sedlasta putanja ima negativan nagib i oznacava nestabilnu granu (konzistentno se
udaljuje od ravnoteze).
Sada razmotrimo slucaj kada je s =—0.1669 i tada je
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0.1669 —0.03127[vs] [0
-1 01869 ||vi| |0

v =0.1869

S_
v, =1

i dobijamo

Ova sedlasta putanja ima pozitivan nagib i predstavlja stabilnu granu. Jednacina za
stabilnu granu moze da se odredi iz

c—c =0.1869(k k")
¢ =-0.33399+0.1869%

Graficki prikaz je dat na slici 7, u okolini kriticne tacke. Data pocetna taCka je
(k(0),c(0))=(2,0.70779).

B
e e
R R R s o e e S IO P Py

2'5 A R SR i s S S PP g
e e e e e
2]
/\,
«~  Stabilna grana
1.5 A AR AR A
k=0
1-
0.5
i
-
0 o 4 6 8 10 k

Slika 7.
Fazni dijagram za dati Remzijev problem.

Smanjenje poreza podstice ekonomiju

Kada je DZon F. Kenedi 1961. godine postao predsednik SAD, on je u Vasington doveo
neke od briljantnih mladih ekonomista onda$njeg vremena da rade u Savetu ekonomskih
savetnika. Ovi ekonomisti, koji su Skolovani na Kejnsovoj ekonomiji, uneli su
kejnsijanske ideje u razmatranja ekonomske politike na najviSem nivou.

Jedan od prvih predloga bio je da se poveca nacionalni dohodak kroz smanjenje poreza.
To je dovelo do znaCajnog smanjenja privatnih i korporativnih poreza 1964. u SAD.
Smanjenje poreza je trebalo da podstakne potroSnju i investicije, Sto bi uticalo na
povecanje nivoa dohotka i zaposlenosti.

Kao $to su Kenedijevi ekonomski savetnici i predvidali, prelaz na smanjenje poreza
pracen je ekonomskim bumom. Rast realnog GDP-a je bio 5,3% 1964. godine, a 6,0%
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1965. godine. Stopa nezaposlenosti je pala sa 5,7% u 1963. godini na 5,2% 1964. godine,
ina4,5% 1965. godine.

Ekonomisti su nastavili raspravu o izvorima ovog brzog rasta pocetkom 1960-ih. Grupa
koja se zvala ekonomisti ponude tvrdila je da je ekonomski prosperitet rezultirao iz
podsticajnih efekata smanjenja poreskih stopa na dohodak. Prema ekonomistima ponude,
kada je radnicima dopusteno da zadrZe veci deo svojih zarada, oni su ponudili znatno vise
radne snage i povecali agregatnu ponudu roba i usluga. Kejnsijanci su, medutim, isticali
uticaj sniZenja poreza na agregatnu traZznju. Oba pristupa su najve¢im delom sadrzala
istinu: SniZenje poreza stimulise agregatnu ponudu putem povecanja podsticaja za
radnike i povecava agragatnu traZnju putem raspoloZivog dohotka. [5]

3. Dinamicki skoring

O stati¢kom i dinamickom skoringu

Kada se predlaze smanjenje poreza u drzavi ekonomisti treba da izracunaju koliko ¢e to
smanjenje da koSta drzavni budZet. Nakon Cega, drzavna odlucuje da li ¢e smanjiti poreze
ili nece. Postoji dva nacina koja koriste ekonomisti da informiSu drZavne organe o
mogucem koStanju smanjenja poreza, a to su static¢ki i dinamicki skoring.

Staticki skoring podrazumeva da smanjenje poreza nece izazvati promenu ponasanja
pojedinaca u drzavi. To bi znacilo da ako se 100 evra od zarade pojedinca u drzavi
oporezuje sa 50%, to daje drZavi prihod od 50 evra. Smanjenje poreske stope za 25% ce
dati 25 evra manje prihoda za drZzavu. Po statiCkom skoringu niZe poreske stope nece
uticati na pojedince da promene svoje ponaSanje u smislu da ako su npr. sniZzene poreske
stope za rad, pojedinac nece ulagati dodatni rad (koji je mogu¢) bez obzira §to mu je data
mogucénost da zadrZi viSe zaradenog novca.

Dinamicki skoring se odnosi na izraCunavanje troskova smanjenja poreza na osnovu
predvidljivih promena u ekonomskom ponaSanju koje ¢e izazvati poresko sniZenje.

Ako je 50% porez na 100 evra, to daje 50 evra u drZzavni budZet, i ako opet posmatramo
smanjenje poreza od 25%, pojedinci ¢e biti u dobitku za 25 evra, ba§ kako staticki
skoring predvida. Medutim, po dinamickom skoringu, pojedinci ¢e tada raditi viSe jer ¢e
moci da zadrZe viSe svog novca. Ova promena ponasanja ¢e proizvesti dodatnih 100 evra,
koje ¢e drZzava oporezovati sa 25%, i to je onda ukupno 50 evra za drZavni budzet, Sto
znaci da nema gubitaka za drzavu. [14]

Godine 1920. je u SAD- u osnovan zajednicki komitet za oporezivanje (JCT) sa ciljem da
vrsi procenu efekata promene poreza na prihod. Isprva su ekonomisti iz JCT-a posmatrali
podatke o porezima za godine za koje su postojali ti podaci i izraCunavali prihode za
poreski sistem koji je bio na snazi u to vreme. To znaci da su izraCunavanje promena
poreza vr$ili na statickoj osnovi. Odnosno, podrazumevajuci da se ne menja ponasanje
poreskih obveznika pri promeni poreza. Ekonomisti su znali da ovaj metod daje netacne
podatke o tome kako poreske promene stvarno uticu na prihod. Koristili su takozvane
ading maSine (slicne obi¢nom kalkulatoru) pomocu kojih su izracunavali prihode od
poreza tako Sto su preracunavli prihode za godine za koje su postojali podaci ukoliko je
bilo nekog sniZenja poreza i na osnovu toga vrSili procene. Ono §to je sigurno je da ce
ljudi promeniti svoje ponasanje ukoliko dode do promene poreske situacije, a naravno da
to onda uti¢e i na celu ekonomiju. Do 1970. godine ne postoji alat da se ovaj posao
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obavlja bolje. Konacno, te godine se uvode racunari i onda je bilo moguce u analizu
ukljuciti i ekonomske efekte od promene poreza, ali su se u JCT-u opirali promeni
metodologije rada bez obzira Sto su sada postojali alati koji su poboljSavali tacnost
njihovih izracunavanja. JCT je ostao pri statiCkom skoringu uglavnom iz politi¢kih
razloga. Demokrate su tada bili vecina u skupStini SAD-a, i protivili se dinamickom
skoringu jer su se plasili da ukoliko prihvate dinamicki skoring bi¢e im teze da
povecavaju poreske stope, 1 da ¢e to izazvati gubitke u budZetu.

Kada su 1995. godine republikanci preuzeli ve¢inu u skupstini bili su u poziciji da
primene dinamicki skoring, ali nisu iskoristili priliku jer su hteli da gubitak od smanjenja
poreza prikazu Sto vecim. Posledica svega toga je da je JCT radio staticki skoring
godinama. U martu 2003. godine predsednik skupStinske vec¢ine i odbor za budzet
nareduju JCT-u da treba da poboljsa svoj nacin rada i da primenjuje dinamicki skoring.
Konacno, cilj je bio da treba da se obuhvate svi ekonomski efekti poreskih promena,
pozitivni i negativni, i da se $to preciznije proceni prihod. Politika ne treba da stoji tome
na putu. [15]

Dinamicki skoring predvida uticaje promena fiskalne politike tako Sto prognozira reakcije
ekonomskih agenata tj. njihove imovine.

To je ustvari adaptacija statickog skoringa, tradicionalne metode za analizu ekonomsko-
politickih promena.

Dinamicki skoring daje tacnije prognoze uticaja ekonomsko-politiCkih promena na
drzavni fiskalni balans i ekonomski autput. Mogucénost za vecu tacnost se dostize kada
domacdinstava i firme menjaju svoje ponasSanje slede¢i maksimizaciju dobrobiti
(domacdinstva), ili profita (firme) pri novoj ekonomskoj politici. Takode, dinamicki
skoring je mnogo ta¢niji od statickog skoringa kada ekonometrijski modeli tacno
odreduju kako domacinstva i firme reaguju na promenu ekonomske politike.

Dinamicki skoring je teSko primenljiv zbog kompleksnosti modeliranja ponaSanja
ekonomskih agenata. Ekonomisti moraju zakljuciti iz trenutnog ponasanja agenata kako
¢e se agenti ponasati pri novoj politici. TeSkoce rastu kada je nova ekonomske politika
znacajno razliita od postojece. Isto tako, teSkoce sa dinamickim skoringom rastu §to je
vreme duZ koga se posmatra dinamicki skoring duze. Ustvari, svaki model je suStinski
nemocan da objasni nepredvidene Sokove u buduénosti. [16]

3.1 Dinamicki skoring i smanjenja poreza

Koji deo smanjenja poreza je samofinansiraju¢i? Ovo pitanje se javlja kod ekonomista
koji rade u vladinim organima gde se mere budzetski prihodi. Tradicionalni pristup ovom
problemu, staticki skoring, pretpostavlja da smanjenja poreza uticu na nacionalni prihod
tako Sto se on smanji za to poresko snizenje. Drugi pristup, ilustrovan Laferovom krivom,
kaZe da se smanjenja poreza u potpunosti samofinansiraju tj. kroz ekonomski rast ona se
otplate u potpunosti. Vec¢ina ekonomista su skeptici za oba ova slucaja i veruju da porezi
utiCu na nacionalni prihod, ali sumnjaju da je ekonomski rast toliko veliki da bi
smanjenja poreza bila samofinansiraju¢a. Drugim refima, smanjenja poreza jesu jednim
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svojim delom samofinansiraju¢a, ali kojim, to je otvoreno pitanje kojim ¢emo se
pozabaviti u ovom radu.

Osnovni Remzijev model

Pre nego se pozabavimo detaljnijom analizom, posmatratemo poznati specijalni slucaj-
ravnotezno stanje za Remzijev model rasta. Malo ¢emo izmeniti ovaj model ukljucujuci
poreske stope 7, za prihod od kapitala, 1 7, za prihod od rada. Pretpostavlja se da je

ponuda rada neelasticna. MoZemo zapisti:

(k) (40)
= f(k)—kf (k) (41)
(1 T )r=p+78 (42)
Y=trk+7w. (43)

Ovaj sistem od 4 jednaCine potpuno odreduje ravnotezno stanje po 4 endogene
promenljive

k - kapital po jednoj jedinici rada,
w - cena rada

r - cena kapitala po jedinici rada

Y - ukupan prihod po jedinici rada.

I, dalje imamo da je

f (k) - ukupan autput po jedinici,
¥ - koeficijent u trenutnoj funkciji korisnosti,

g - stopa povecanja tehnologije rada, 1
p - subjektivna diskontna stopa.

Pretpostavljamo da je funkcija proizvodnje Kob-Daglasova
y=f(k)=k",

gde je y autput za jednu jedinicu rada, a « je udeo kapitala u autputu. Cilj nam je da
izraunamo uticaj poreskih promena na ravnotezno stanje prihoda od poreza Y.
Tradicionalni skoring daje sledece rezultate, u kojima nema dinamike

d—Y =rk=ay 44)

k | staticki
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ar =w=(l-a)y. (45)

n \staticki

Ove jednacine pokazuju uticaj promene poreza na prihod od poreza, pretpostavljajuci da
su nacionalni prihod i ostale makroekonomske promenljive konstantne. Primetimo da je
svaki od ova dva izvoda jednak poreskoj osnovi odgovarajuceg poreza.

Dinamicki skoring predstavlja uticaj promene poreza, uzimajuci u obzir kako smanjenja
poreza uti¢u na ekonomski rast. Ako iskoristimo jednakosti (40)-(43) sledi

dy :{1_ark+(l—a)fn}dy| 46)
|, .. (1-7,)(1-a) |dz,| ..
ary - _d4r 47)
dT” dinamicki Tn staticki

1

a-1
Jednacinu (46) smo dobili kada iz jednacine (42) izrazimo k, tj. k = (%J , zatim

zamenimo u Y i diferenciramo Y =k“ (a7, +(1-a)z,) po .

Ove jednacine pokazuju uticaj promena poreza na prihod od poreza. Glavni zadatak je da
se uporede staticki i dinamicki rezultati. U tradicionalnom pristupu Remzijevom modelu,
sa pretpostavkom o neelasti¢nosti ponude rada, uticaj na prihod pri promenama poreskih
stopa za rad je isti pri statickom i dinami¢kom skoringu. U (46) se posmatra uticaj
promene poreske stope 7, na prihod od poreza. Ako uzmemo empirijski moguce

vrednosti parametara 7, =7, =, 1 & = )4 . Onda iz (46) sledi

ar
dr,

dinamicki k \staticki

Smanjenja poreza za kapital na dug rok uti¢u na prihod polovinom u odnosu na staticki
skoring. Drugim recCima, ekonomski rast otplati 50% smanjenja poreza na kapital u
ravnoteZnom stanju.

Mozemo zakljuciti dve stvari, prvo, dinamicki 1 staticki skoring mogu nam dati razlicite
rezultate, drugo, ravnotezno stanje Remzijevog modela nam daje proste izraze koji nam
dalje koriste za dinamicki skoring.

Uopsteni Remzijev model rasta

ProSirujemo osnovni Remzijev model tako $to ¢emo ukljuciti elastiCnost ponude rada. I
dalje nam je funkcija proizvodnje Kob-Daglasova. Potrosnja je vodena korisnosScu.
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Problem potroSaca je da Sto viSe troSi u sadaSnjosti ostaje mu da manje investira u
sadaSnjosti, Sto implicira manju proizvodnju, i naravno manju proizvodnju u buduénosti.
Iz ovoga sledi da moZda postoji neka potro$nja koja je najbolja, ili optimalna. Jasno,
najbolje resenje za to koliko Ce se investirati u sadaSnjosti zavisi¢e od toga koliko dugo se
smatra da ¢e buducénost trajati. Ovde, predstavljemo problem potroSaca pretpostavljajuci
da potrosac ne zna koliko ¢e buducnost trajati ili smatra da Ce trajati beskonacno.

Firme

Kre¢emo od proizvodnje. Pretpostavimo da ima mnogo firmi koje su konkurentne na
trzistu, proizvode autput sa konstantnim povracajima u srazmeri i funkcija proizvodnje je

Y=F(K,N).
Y - ukupna koli¢ina autputa koji firma proizvodi
K - ukupna kolicina kapitala kojim firma raspolaze
N - ukupna koli¢ina rada koju firma pruza, ukljucuju¢i podeSavanja zbog povecanja
tehnologije rada, tj. n je input rada za reprezentativno domacinstvo i g je stopa povecanja

tehnologije rada, i zato je N =ne® .

MozZemo zapisati

y=f(k,n),
gde je k=—-, kapital po jedinici efikasnosti rada i y=—-, autput po jedinici
e e
efikasnosti.
I dalje imamo da je
y=kn"" . (48)

Ova funkcionalana forma je realna i Siroko koriS¢ena pri analizi ekonomskog rasta.
Za dato konkurentno trZiSte vazi

r=f(k,n)=ak®'n'™“. (49)
Svaka efikasna jedinica rada je placena sa w i jednaka je

w=f, (k,n)=(1-a)k*n™® (50)
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Domacinstvo

Posmatramo konvencionalno, reprezentativno domacinstvo, za koje se pretpostavlja da
zivi beskonacno. Trenutna funkcija korisnosti ima izoelasticnu formu” sa parametrom
zakrivljenosti ¥ . Funkcija korisnosti za domacinstvo je

gde je v(n) diferencijabilna funkcija ponude rada, a sve ostale promenljive su iste kao i

ranije.

Dinamicka budzetska ogranicenja u uslovima efikasnosti po jedinici rada su

k=(1-z,)wn+(1-7,)rk—c—gk+T

limke™ " =0,

t—>o00

gde je k izvod po t kapitalnog stoka za jedinicu efikasnosti, a 7 su vladini transferi.
Druga jednacina je standardni prelazni uslov.
Iz maksimizacije korisnosti za domacinstvo slede uslovi prvog reda
—(I-7)w
p(n) = —UZE)V (51)
c

{p+7(§+g}+(1—7)v'(n)ﬁ} : (51

r =
-7,

Iz jednacine (51) moze da se izvede izraz za elasti¢nost ponude rada, koji se oznacava sa
o 1vazi

U ravnoteznom stanju, potroSnja po jedinici efikasnosti ¢ i plata po jedinici efikasnosti w
su konstante. Kao rezultat toga dobijamo da je i ponuda rada n takode konstanta. Tada se
uslov prvog reda redukuje na

r= PrY8 , (52)

-7,

isto kao i u osnovnom Remzijevom modelu.
U ravnoteZnom stanju je k =0, i moZemo zapisati da je nivo potrosnje jednak

% Izoelasti¢na forma funkcije korisnosti je navedena u delu 1.3 ovog rada
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c=f(k,n)—gk. (53)

Jednacine od (43)-(48) potpuno odreduju ravnotezno stanje Sest promenljivih:
v, k,n,r,wic.

Jednacine (51) i (51') su dobijene na slede¢i nacin.
Trenutni Hamiltonijan je

(Cegt+v(n) )1_7 ~1

1=y

Hc =

+,u((1—2'n)wn+(1—fk)rk—c—gk+T),

a uslovi prvog reda su

0Hc
97¢ 9 *
o (*)
0Hc
':__+ skk
p=—m =t ()
oHc
=0 Heokesk
= (*+)

Kada (*) uslov logaritmujemo i nademo prvi izvod po ¢t dobijemo jednacinu
Ao er(1=p)v'(n)i-Sy—yg . dok iz (**) dobijamo £ =—(1-7,)r+g+p. kada te
H ¢ H

poslednje dve izjedna¢imo dobije se (51'). Iz (*) 1 (***) se dobija (51).
Viada-DrZava

Ukupni prihodi po jedinici efikasnosti, u oznaci Y, je zbir placenih poreza od kapitala 1
rada
Y=trk+7wn. (54)

Prvi sabirak na desnoj strani (54) je poreska stopa za kapital pomnoZena sa prihodom od
kapitala, dok je drugi sabirak poreska stopa za rad pomnoZena sa prihodom od rada.
Vlada sakuplja prihode od poreza i rasporeduje ih putem transfera ka domacinstvima.
Ovde vreme ne igra bitnu ulogu, moZe se pretpostaviti da potroSaci Zive beskonacno.
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Dinamicki i staticki skoring u ravnoteZi

Konvencionalni skoring kod koga nema dinamike daje sledece rezultate

dy

— =rk=af (k,

di staticki " f( n)

dy '
| =w=(-a)f(k
dT" staticki " ( ) f ( n)

Nasuprot, da bi odredili stvarni uticaj poreskih promena na prihod u ravnotezi,
iskoristicemo sve ravnotezne uslove i iz njih sledi

dY _|_o% +(l1-a)7, ar, +(1-a)r, o |ar] 55)
di dinamicki (1 - a) (1 _Tk ) (IO + yg ) - a(l - Tk )g 1+ (o} di staticki
ar| [ _en+(-a)r, o |ar| -
dT” dinamicki (l_a)(l_z-n) 1+O— dTn staticki '

Primetimo da elasti¢nost ponude rada o ulazi u rezultat (55) i (56). U slu¢aju smanjenja
poreza na kapital, elastiCnost ponude rada igra malu ulogu. Ako je g =0, tada je (55)
isto kao 1 (46) tj. u osnovnom Remzijevom modelu. U slucaju sniZenja poreskih stopa za
rad, elasti¢nost ponude rada igra kljuénu ulogu. Sto je veéa elasti¢nost ponude rada, to je
manji dinamicki uticaj na prihod od smanjenja poreza poreskih stopa na rad. Radi
ilustracije efekta elasticnosti ponude rada, posmatrajmo slede¢e moguce vrednosti
parametara: 7, =+,7, =+,a=1,7=1,=0.02,0=0.05 i 0=1.

Tada je
day. _04797
di dinamicki Tk staticki
d—Y = O.83d—Y
dTn dinamicki 7 |staticki

Pod ovim pretpostavkama, smanjenja poreza na kapital imaju na dug rok samo 47%
uticaja od statickog uticaja. Odnosno, rast otplacuje 53% smanjenja poreza.

Smanjenja poreza za rad imaju na dug rok uticaj na prihod 83% svog statickog uticaja,
rast placa 17% smanjenja poreza. [17]
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4. Konacéni modeli

Dosada smo posmatrali reprezentativno domacinstvo u neoklasicnom modelu rasta tako
da se za njega pretpostavljalo da zivi beskonacno. Pitamo se $ta ¢e se desiti u modelu ako
je domacinstvo kona¢nog Zivota, i da li ¢e biti neke bitne razlike u zakljuccima o
dinamickom skoringu.

Blandcardov model

Olivier Blanchard (1948- ), francuski ekonomista, predaje na MIT (Massachusetts Institute of Tehnology) .
On je makroekonomista koji se bavi razlicitim pitanjima pocevsi od monetarne politike, preko prirode
trZista rada i nezaposlenosti do tranzicije bivsih komunistickih republika. S obzirom na to radio je za
brojne internacionalne organizacije. Autor je mnogih knjiga i eseja ukljucujuci i dve knjige iz
makroekonomije. Nama je znacajan njegov rad u kome je opisan model, tj. Blancardov model koji éemo
ukratko predstaviti .

Pretpostavimo da je Remzijev model konacan. Po Blancardovom modelu, svako
domacinstvo se susrece sa konstantnom verovatno¢om p da ¢e nestati u svakom periodu 1
biti zamenjeno novim domacinstvom. Domacinstvo reaguje na ovaj rizik tako $to troSi
svoje bogatstvo ne ostavljaju¢i nasleda.

Pretpostavimo da je o =0, y=1. Funkcija proizvodnje je Kob-Daglasova. Nema

tehnoloskog napretka, g =0. RavnoteZa je postignuta za

r= p+p(p+p)s],
I-7, y
N . . . . dY
i vaze (40), (41) 1 (43). Pitamo se Sta se deSava sa — ?
z.k dinamicki

Posto je ponuda rada neelasticna, porezi na rad ne proizvode neke znacajne dinamicke
efekte, dok za poreske stope na kapital imamo

ay =rk=ay,

di staticki
it
dy _ 1_( a j [z, +(1-a)z, |2p(p+p) dy |
dfk dinamicki I-a p2 +4p(p+p)05(1—Tk)—,0\/,02 +4p(p+p)0!(1—2'k) di staticki
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Ukoliko p tezi 0, ova jednacina postaje ista kao (46). Ako je p=0.02, i prosecno vreme
koje posmatramo je npr. 50 godina, povratni dinamicki efekat opadne sa 50% na 45%.
Dok, ako je p=0.05, i posmatrani period je npr. 20 godina, povratni dinamicki efekat pada
na 39%. Blancardov model je uopStenje Remzijevog modela, i ne menja zaklju¢ke od
ranije.

5. Prelazna dinamika

Dosadasnji rezultati su se uvek odnosili na ekonomiju u ravnoteZi. Sada ¢emo razmotriti
Sta se deSava van ravnoteze. Posmatrajmo diferencijalne jednacine koje opisuju ponudu

radarn () i kapital k(¢) . Nakon nekog smanjenja poreza, kapital i ponuda rada ce
naravno odmah da odreaguju da bi se pribliZili svom novom ravnoteZnom stanju.
Izvodimo rezultate iz log-linearizovane verzije sistema diferencijalnih jednacina koje
opisuju dinamicki model. Pojednostavljujemo tako Sto pretpostavljamo da je y =1, da
imamo Kob-Daglasovu funkciju proizvodnje i da nema tehnoloSkog napretka g =0.

Da bi videli Sta se deSava sa prihodom od poreza potrebno je da znamo izgled funkcija
n(t) i k(r), i vrednost n i k u tri tacke: pre smanjenja poreza, odmah nakon smanjenja

poreza i dugo nakon smanjenja poreza. Oznacimo te vrednosti za n 1 k u te tri tacke sa
E * . .y * v . .

ny,n.,n 1 kg, k., k respektivno. Sli¢no, Y,Y.,Y oznacavaju prihode od poreza pre

smanjenja poreza, odmah nakon smanjenja poreza i dugo nakon smanjenja poreza.

Koriste¢i te oznake prelazna putanja iz po€etnog u novo ravnotezno stanje moze da se

zapiSe kao

Inn,—Inn’ =(ln n,—In n*)el’ (57)

Ink,~Ink"=(Ink,—Ink")e* | (58)

gde je A negativni karakteristi¢ni koren matrice sistema diferencijalnih jednacina. Prihod
u svakom vremenu ¢ je

Y =(ar, +(1-a)7, ) kin™".

Sa ove tri poslednje jednacine i uslovima za ravnotezu iz poglavlja 3, moZemo izracunati
koliko od statickog uticaja smanjenja poreza Ce se platiti za bilo koji dati period.

. . 1 1 1 1 N .
Pretpostavimo da je 7, :Z’T" =Z,a=§,6=§. Za sniZzenje poreske stope za kapital,
povratni efekat u ravnotezi je 50%. Nasuprot, trenutni povratni efekat je 10.6% kada
ponuda rada reaguje kao odgovor na poresko sniZenje. Povratni efekat je 21.3% u petoj
godini, 29.1% u desetoj godini, i 42% u dvadesetpetoj godini.

Za sniZenja poreskih stopa za rad povratni efekat u ravnotezi je 16.7%, trenutni efekat je

12.5%. U petoj godini je 13.5%, 14.3% je u desetoj godini, a 15.8% u dvadesetpetoj.
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Nakon svega analiza prelazne dinamike pokazuje da je zadatak o dinami¢kom skoringu
posebno vazan za duze vremenske periode koji se posmatraju. U prakti¢nim raspravama
budzetske politike, skoring okvir je samo od 5 do 10 godina.

Sada sledi objasnjenje kako smo dosli do jednacina (57) i (58).

Imamo 9 vrednosti za tri promenljive da izratunamo, a to su ¢,,n,,k,,c,,n,,k,,c ,n k.
Pocetne 1 nove ravnotezne vrednosti mogu da se izraCunaju sa standardnim uslovima
ravnoteZe. Kod promenljivih primetimo da je kapitalni stok fiksiran, tj. k, =k, . MoZemo
da izraCunamo preostale vrednosti ¢, i n, pomocu diferencijalnih jednacina.

Da bi izveli ove diferencijalne jednacine po¢e¢emo sa Hamiltonijanom

+¢(t)[(1—fﬂ)wn+(l—fk)rk—c—gk+T:|,

gde pretpostavljamo da je =11 g =0 radi jednostavnosti. Primenjuju¢i uslove prvog
reda dobijamo

% =(1-7,)ak“'n"" - p (59)
o pr(l-7)akn™ —a%
~= 1 : (60)
—+a
o

Gde je o elastinost ponude rada. Akumulacija kapitala je data sa
k ¢
—=k"'n"" = 61
. X (61)

Sada linearizujemo sistem (59)-(61) oko ravnotezZe. ZapiSimo sistem pomocu logaritama

dnc _ 0((1— T, )e(a—l)(lnk—lnn) (62)
dt
dt 1
a+—
o
d ln k _ e(a—l)(lnk—lnn) _ e(lnc—lnk) . (64)
dt

Ove tri jednacine (60)-(62) mozemo da reSimo za ravnotezu po parametrima i dobijamo
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e(a—l)(lnk'«—lnnvﬁ) _ p
a(l-7,)
(lnc*—lnk*) _ p
¢ a(l-7,)

Pravimo aproksimaciju prvog reda za log-linearizovani sistem (62)-(64) oko promena c, n
1 k od njihovog ravnoteznog stanja. Matrica sistema je

0 “(a-Dp  (a-1)p
A= —P _(a_l)Tkp (1+(0{_1)Tk)p
(a'+;j(1—rk) (a'+;j(1—rk) (a+;j(1—rk)
P —(a-1)p p
L a’(l_fk) a(l_Tk) (1_7k) N

MozZemo da iskoristimo karakteristicne korene i karakteristicne vektore matrice A i da
izvedemo prelaznu putanju za naSe promenljive do njihovog nivoa u ravnotezi. Od tri
karakteristi¢na korena matrice A koja se mogu izracunati dobija se da je jedan od njih
pozitivan, jedan negativan, a tre¢i nula. Oznali¢emo ih @, A, @, respektivno. Matricu

odgovarajucih karakteristicnih vektora oznacavamo V. Sada moZemo opisati trajektorije
za log vrednostiod ¢, n ik sa

_ * ot At wt
Inc=Inc +v,,e”b +v,,e”b, +v,,e”b,
Inn=Inn"+v,e”b +v,e"b, +v,e”b, ,

_ * ot At wr
Ink=Ink +v,e"b +v,,e”"b, +v;;e”b,

gde su v, ij-te komponente matrice Karakteristicnih vektora, a b,,b,,b, su koeficijenti
odredeni granicnim uslovom. Za grani¢ne uslove, posmatramo ¢t — oo . PoSto je ¢ >0 i
lime, =¢” znamo da je b, =0. Sli¢no, posto je @=0onda jei b, =0 takode. Ostaje nam
t—o0

dakle samo
Inc=Inc" +v,e"b,
Inn=Inn"+v,e"b, .
Ink=Ink"+v,,e"b,

Posto je k, =k, dobijemo

(Ink,~Ink") (Ink,—Ink")

)
Vi, Vi)
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Koriste¢i prethodnu relaciju dobijemo

. Ink,-Ink”

Inc—Inc =—%———ve (65)
Vi

Inn—lnp =DK1k Ve (66)
Vi

Ink—Ink"=(Ink,—Ink")e* . (67)

Posto je t =& imamo
(ln n, — In n* ) e_/lg = M\;zz
Vi
(lnn —Inn’ )e‘k = (ln n,—In n*)e". (68)

Jednakosti (67) i (68) predstavljaju formu za veli¢ine k i n odmah nakon smanjenja
poreza do njihovih novih veli¢ina u novom ravnoteznom stanju po stopi A .

Jednakosti (67) i (68) nam omogucavaju da izraCunamo nivoe kapitalnog stoka i ponude
rada u bilo kom vremenu. Da bi (67) 1 (68) mogli da iskoristimo trebaju nam pocetni 1
nivoi klju¢nih promenljivih u novom ravnoteznom stanju. To moze da se izvede pomoc¢u
uslova u ravnoteZzi

y:kanl—a
r=ak®'n"
w=(1-a)kn™
1—
V'(n):( Z'n)w .
c
o,
"‘:
(1_Tk)
c=y

Pretpostavimo da v(n) ima izoelasti¢nu funkcionalnu formu.

Sa vrednostima za n i k pre smanjenja poreza, odmah nakon smanjenja poreza i u novom
ravnoteZznom stanju, koristimo (67) i (68) i karakteristicne korene generisane matricom A
da izraCunamo vrednosti kapitalnog stoka i ponude rada u bilo kom vremenu. To nam
omogucuje da izraCunamo prihod u bilo kojoj tacki u vremenu, jer je

Y=(ar, +(1-a)7,)k“n'"™.
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6. Moguénosti za finansiranje smanjenja poreza

Postoje dva pitanja koja su vazna za dinamicki skoring. Prvo, kako fiskalni troskovi od
smanjenja poreza variraju primenjuju¢i neke od mogucih metoda: redukciju javne
potrosnje, podizanje drugih poreza ili povecavanje duga? Drugo, ako se smanjenja poreza
finansiraju kroz pozajmljivanje, tj. povecavanje duga, koliko snaZno onda troskovi
variraju u odnosu na poravnavanje budzZeta zbog rasta duga?

Mankiw i Weinzierl (2006) se bave dinamickim skoringom u neoklasi¢cnom modelu rasta,
sa pretpostavkom da se u viSe perioda transferi podeSavaju da bi se izbalansirao budzet.
Eric M Leeper i Shu-Chun Susan Yang (2008) proucavaju konvencionalni neoklasi¢ni
model rasta koji je diskretna verzija Mankiw-Weinzielr-jevog modela, pri ¢emu imaju
uvid u vladino izdavanje vredonosnih papira da bi se finansirala smanjenja poreza, imaju
pristup ukupnoj sumi (budZetu) i moguénost menjanja finansijskih Sema da bi se odrzala
budzetska solvesnost. Razmatraju trajnu redukciju poreskih stopa na rad i kapital.
Fiskalnu stabilnost obezbeduju jednim od tri instrumenta:

e NiZi vladini transfer-autput razmeri

¢ NiZi vladini potroSac¢-autput razmeri

e Povecanje drugih poreskih stopa.
Oni dalje proucavaju kako trajne olakSice za rad i kapital uticu na ekonomiju, obe na
postojano stanje u dugom roku i duZ prelazne putanje do novog ravnoteznog stanja.
Navodimo i dva zakljucka. Prvi, povecavanje bogatstva od smanjenja poreza zavise
krucijalno od izbora fiskalnog instrumenta koji podeSavaju i jaCine reakcije na pogorsSanje
stanja budZeta. Sto je veca reakcija, manji dug se nagomilava i mnogo su bolji efekti od
smanjenja poreza. Drugo, poreske obveznike interesuju budzetski troskovi narocito za
smanjenja poreza na dug rok: Sto je veca reakcija na pogorSanje stanja budZeta to vodi
smanjenju dug-autput razmera i smanjenja poreza manje kostaju.
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7. Zakljuéak

Rad se bavio teorijom optimalne kontrole, zatim razli¢itim modelima ekonomskog rasta,
dinamickim skoringom i smanjenjem poreza u tom okviru. Cilj je bio uociti kako
smanjenje poreza uti¢e na prihod. Naravno, zakljuc¢ak je da su sniZenja poreskih stopa
jednim svojim delom samofinansirajuca i da je dinamicki skoring tesko primenljiv zbog
kompleksnosti modeliranja ponaSanja ekonomskih agenata, ali da daje tacnije prognoze u
odnosu na staticki skoring.
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