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Predgovor

Uopstena teorija mere nastala je uopStavanjem klasicne teorije mere. Klasicne mere su
nenegativne skupovne funkcije sa vrednostima na skupu realnih brojeva, koje su definisane na
odredenoj klasi podskupova datog univerzalnog skupa, koje mogu zadovoljavati odredene uslove
[10],[14]. Glavna karakteristika klasicnih mera je uslov prebrojive aditivnosti. Osobina
aditivnosti se u nekim slucajevima pokazala suviSe restriktivno pa se javila potreba da se uvede
nova, §ira klasa skupovnih funkcija kod koje se pretpostavlja samo uslov monotonosti. Kada se
uslov aditivnosti zameni nizom uslova koji su, kao celina, slabiji od prebrojive aditivnosti, dobija
se klasa skupovnih funkcija koje su opstije od klasi¢nih mera i koje se takode nazivaju mere.
Dakle, uopstena teorija mere koja se jos§ naziva i teorija fazi mere razmatra uopstenje mere ¢ije je
aditivno svojstvo zamenjeno slabijim svojstvom monotonosti. Kako se uopstena teorija mere
bavi raznim vrstama mera, znac¢enje termina mera u uopstenoj teoriji mere je znatno Siri od svog
originalnog znacenja u klasi¢noj teoriji mere. Svaki pridev koji karakteriSe odredenu meru,
dodaje se ispred naziva mera, pa ¢emo u ovom radu, za mere iz klasi¢ne teorije mere, koristiti
termin klasicne mere ili aditivne mere [14].

Klasi¢ne mere imaju svoje korene u metrickoj geometriji koji su okarakterisani dodeljivanjem
brojeva duzini, povrsini ili zapremini. Ovaj proces dodeljivanja, ili merenja, prvobitno je
predstavljen samo kao poredenje sa standardnom mernom jedinicom i zahtevao je da dodeljeni
broj bude invarijantan u odnosu na geometrijski objekat. Problem merenja duzine dijagonale
kvadrata ¢ije su duzine stranica jednake jedinici, doveo je do zakljucka da je problem daleko
komplikovaniji od ovog jednostavnog procesa i da merenja zahtevaju beskonacne skupove 1
beskonacne procese. U devetnaestom veku razvijen je integralni racun, baziran na Rimanovom
integralu, koji je mogao da se nosi sa ovim problemom. Medutim, Rimanov integral imao je
brojne nedostatke medu kojima je njegova primena samo na funkcijama koje su neprekidne osim
u kona¢nom broju tacaka, osnovne operacije diferenciranja i integracije nisu reverzibilne u
kontekstu Rimanove teorije integracije itd. Javila se potreba za preciznijim matematickim
analizama i nametnula nova pitanja u vezi merenja. Na primer, ako posmatramo skup realnih
brojeva izmedu 0 i 1 na realnoj pravoj i uklonimo krajnje tacke skupa, 0 1 1, Sta je mera
preostalog skupa (ili duzina preostalog otvorenog intervala na realnoj pravoj). Francuski
matemati¢ar Emil Borel je dao odgovor na ovo pitanje i razvio teoriju koju mi danas nazivamo
klasicna teorija mere. U drugoj polovini devetnaestog veka doslo je do sve veceg interesovanja
za funkcijama Cije su vrednosti iz skupa realnih brojeva, posebno u kontekstu integracije [14].

Francuski matemati¢ar Gustavo Soke, predloZio je najraniji izazov klasi¢ne teorije mere iz
teorije kapaciteta. Sokeov kapacitet je funkcija sa vrednostima iz skupa realnih brojeva, koja je
definisana na klasi podskupova datog univerzalnog skupa, koja je monotono rastu¢a u odnosu na
inkluziju i koja, u zavisnosti od vrste kapaciteta, ima jos jednu dodatnu osobinu [14].



Drugi doprinos u razvoju uopS$tene teorije mere, ucinio je istaknuti japanski nau¢nik Mihio
Sugeno kada je pokuSao da da vezu izmedu funkcije pripadnosti fazi skupova sa verovatno¢om.
Kako to nije bilo mogucée, Sugeno je uopStenje klasicne mere u neaditivne mere posmatrao
analogno uopstenju klasi¢nih skupova u fazi skupove. Koriste¢i ovu analogiju, dodelio je
neaditivnim merama naziv fazi mere. Na osnovu Sugenove teorije, fazi mere su dobijene kada je
uslov aditivnosti klasicnih mera zamenjen slabijim uslovima rastu¢e monotonosti u odnosu na
inkluziju i neprekidnoscu [14].

U prvom delu rada bi¢e dati osnovni pojmovi vezani za monotone (neaditivne, fazi) mere na
kojima su bazirani integrali koje ¢emo posmatrati u nastavku rada. Zatim ¢e biti navedena
definicija i osobine prvo Sugenovog, a zatim i Sokeovog integrala [9],[14].

Drugi deo rada ¢e se baviti funkcijama agregacije. Prvo ¢e biti data definicija funkcije agregacije
sa osnovnim osobinama, a zatim ¢e biti navedeni neki primeri ovih funkcija. Takode ¢e biti
istaknuto koje uslove treba da zadovoljava monotona mera da bi se Sugenov i Sokeov integral
svodili na minimum, maksimum, projekciju, ponderisanu aritmeti¢ku sredinu itd. Monotona
mera, posmatrana kao neaditivna mera, moZe posluziti da se definide novi integtal. Sokeov
integral je upravo sinonim Lebegovog integrala kada je mera neaditivna [4].

Poslednji deo rada bi¢e posveéen primeni Sugenovog i Sokeovog integrala u odredenim fazama
obrade slike koje su bazirane na fuziji podataka i donoSenju odluka. Uprkos uspes$noj primeni
metoda koje su zasnovane na ovim integralima, njihova prakti¢na primena moze biti veoma
komplikovana. Naime, sam odabir odgovaraju¢e monotone mere, na kojoj se baziraju pomenuti
integrali, moze biti veoma zahtevan i komplikovan. Stoga su razvijeni mnogi algoritmi koji
olakSavaju identifikaciju neaditivnih mera 1 koji se uspesno primenjuju u praksi. Algoritmi koji
¢e biti opisani se zasnivaju na osobini da se vrednosti monotonih mera u kona¢nom 1 diskretnom
slu¢aju mogu predstaviti u obliku resetke [6],[11]. Unutar tih algoritama se formule iterativnih
postupaka, kojima se procenjuje fazi mera, razlikuju. Takode ¢e biti dato poredenje rezultata
dobijenih pomoc¢u metoda baziranih na pomenutim integralima sa drugim metodama koje se
koriste prilikom obrade slika [1],[8],[13].

Posebnu zahvalnost u odabiru teme i izradi master rada dugujem svojoj mentorki, dr Mirjani
Strboji, koja mi je u svakom trenutku pomagala, savetovala i pruzala podrsku.

Takode se zahvaljujem i &lanovima komisije, dr Arpadu Takagiju i dr Ivani Stajner-Papugi Koji
su svojim komentarima i sugestijama doprineli upotpunjavanju ovog rada.



1. Osnovni pojmovi

Najpre ¢emo uvesti pojam opSte mere, a zatim dati osnovne pojmove vezane za monotone mere

na kojima su bazirani Sokeov i Sugenov integral. Takode éemo navesti definicije i osobine tih
itegrala [9], [14].

Neka je X neprazan skup koga nazivamo univerzalni skup. Sa € ¢emo oznaciti nepraznu klasu
podskupova skupa X koja moze biti poluprsten, prsten, algebra ili o-algebra. p : € - [0, o] ¢e
oznacavati nenegativnu skupovnu funkciju sa vrednostima u proSirenom skupu realnih brojeva
definisanu na € koja poseduje neke dodatne osobine kao Sto su monotonost u odnosu na
inkluziju, neprekidnost, poluneprekidnost,... Koristicemo sledece jednakosti:

supxep{x|x € [0,00]} = 0,
infrepfxlx € [0,1]} =1,
O0Xoo=0x0=0,

1

(0]

=0,

co —oo =0,
z a; = 0,
1<)

gde je {a;} niz realnih brojeva.

Definicija 1.1.[14] Skupovna funkcija u : € — [0, ] naziva se opsta mera na (X,C) ako je
u(®) = 0 kada je @ € C.

Dakle, pojam mera ne odnosi se na meru u klasicnom smislu nego predstavlja skupovnu funkciju
ali se termin mera koristi zbog jednostavnosti i laks$eg Citanja.

Klasa € na kojoj je u definisano moze biti monotona klasa, poluprsten, prsten, algebra, o-prsten,
o-algebra ili partitivni skup skupa X.

Uredeni par (X, F) je merljiv prostor pri ¢emu F predstavlja o-prsten (o-algebru), a uredena
trojka (X, F, u) je prostor sa opstom merom pri ¢emu u predstavlja op$tu meru.

Definicija 1.2.[14] Skupovna funkcija u : € — [0, o] naziva se monotona mera na (X, C) ako su
zadovoljeni slede¢i uslovi:

(MM1) u(@) = 0 kada @ € C
(MM2)E € C,F € CiE c F sledi u(E) < u(F) (monotonost).

Napomenimo da se u ovom radu pod pojmom monotona mera u stvari podrazumeva samo
monotona skupovna funkcija koja ima jos osobinu da je njena vrednost na praznom skupu nula.



Primer 1.1: Posmatrajmo merljiv prostor (X,C) gde je € = P(X) i X = {a, b,c}. Skupovna
funkcija p definisana na sledeci nacin:

u(@) =0,
u({a}) = u({b}) = u({ch = 0.2,
u({a,b}) = u({a,c}) = 0.4,
u({b,c}) = 0.5,
n(X) =1,
je monotona mera na (X, P(X)).
U okviru primene, poZeljno je da monotone mere zadovoljavaju jo§ neke uslove.
Ukoliko monotone mere zadovoljavaju uslov
(CB) {E,}cC,E; cE, C - iUpE, € Csledi
lim, u(E,) = u(Un=1 E,) (neprekidnost od dole)
nazivamo ih poluneprekidne odozdo (ili donje poluneprekidne monotone mere).
Ukoliko monotone mere zadovoljavaju uslov
(CA){E,} cC,E; D E; D, u(E;) < 0, iNy-q E, € Csledi
lim, u(E,) = u(Ny=1 E,) (neprekidnost od gore)
nazivamo ih poluneprekidne odozgo (ili gornje poluneprekidne monotone mere).
Monotone mere koje zadovoljavaju oba uslova nazivamo neprekidne monotone mere.
Definicija 1.3.[14] Monotona mera u na (X, C) je normiranaakoje X € Ci u(X) = 1.
Monotona mera u data u Primeru 1.1 je normirana monotona mera.

Ako je monotona mera definisana kao zbir ili proizvod druge dve neprekidne, konac¢ne ili o-
kona¢ne monotone mere, tada je i ona sama neprekidna, konac¢na ili o-konacna monotona mera.
Preciznije tvrdenje dato je u slede¢oj lemi.

Lema 1.1.[14] Ako su u; i u, neprekidne, nenegativne, skupovne funkcije na (X,C) sa
vrednostima u proSirenom skupu realnih brojeva i p; + u, i 4y X p, definisani na sledeéi nacin

(U1 + px)(E) = py(E) + pp(E) i



(ug X p)(E) = py(E) X pp(E)

zasve E € C,tadasui py + pu, i pug X u, neprekidne. Ako su p; i u, konacne ili o-konaéne
monotone mere (ili poluneprekidne monotone mere) tada su i pq; + p, 1 py X @, takode.

Za svaku normiranu monotonu meru u na (X, C), pri ¢emu pretpostavljamo da je € zatvoren u
odnosu na komplement i sadrzi @ i X, mozemo definisati drugu monotonu meru v, takvu da je

v(4) =1 - pu(4)
zasve A € C, i nazivamo je dual monotone mere .

Dual bilo koje aditivne mere je ba$ ta mera, tj. aditivne mere su autoduali. Za bilo koju
normiranu aditivnu meru g, njen dual v je takode normirana monotona mera, a takode vazi i da
je dual normirane, monotone i donje poluneprekidne mere normirana, monotona i gornje
poluneprekidna mera.

Nekaje A€eC,BEC,ANB€ECiAUB € C. Tada, za bilo koju monotonu meru u na (X, C),
vazi

u(A N B) < min(u(A), u(B)),

#(A U B) = max(u(A), u(B)).

Ove nejednakosti slede iz monotonosti y i ¢injenicedaje ANBCc AiANBcBkaoi AUB D
AiAUBDB.

Iz Definicije 1.2, vidimo da su, tako definisane, monotone mere rastuée skupovne funkcije. Ako
uslov (MM2) zamenimo uslovom

(MM2") E€CF€CE cFsledi u(E) > u(F)
dobi¢emo monotonu opadajucu skupovnu funkciju.

Sustinska razlika izmedu ove dve vrste skupovnih funkcija je ta $to uslov (MM2") nije mera jer
ne zadovoljava uslov (MM1) opste mere.

U primeru Kkoji sledi date su monotone mere na (X, P(X)) koje ¢emo koristiti kasnije u radu.
Primer:

1) Najmanja normirana monotona mera je p,in(A):= 0, VA G X.
2) Najveéa normirana monotona mera je fyq(4): =1, VA € X, VA # Q.
3) Zasvako i € X, Dirakova mera centrirana na i je definisana kao



1, akoi €A,
8i(4) = {0, inace

zasvako A € X.
4) Zasvaki ceo broj k, 1 < k < n, mera praga t; definiSe se kao
1, ako je |A| = k
A):=
() {0, inace.

1.1. Vrste monotonih skupovnih funkcija

Sa stanovista aditivnosti, monotone mere mozemo klasifikovati u ¢etiri klase:

aditivne mere

superaditivne mere

subaditivne mere

aditivne mere koje ne pripadaju ni jednoj od prethodne tri klase.

owphPRE

Definicija 1.4.[14] Neka je AUB€E€C, A€ C,B€eCiAnB = @. Monotona mera u na (X, C)
je:

a) aditivna ako vazi
(AU B) = u(A) + u(B),
b) simetricna ako vazi
|A| = |B| implicira da je u(A) = u(B),

c) maksitivna (eng. maxitive) ako vazi

p(AUB) = u(A) v u(B),
d) minitivna (eng. minitive) ako vazi

p(A N B) = u(A) A pu(B).

Definicija 1.5.[14] Neka je A€ C, BEC, ANB=0 i u(B)=0. u:C - [—o, ] je nula
aditivna ako vazi

u(A U B) = u(A).

U uopstenoj teoriji mere, superaditivne i subaditivne mere su od velike vaznosti. Naime, pomocu
superaditivnih mera je moguce izraziti zajednicki uticaj dva skupa u smislu osobine ¢iju vrednost
(meru) one odreduju, dok je pomocu subaditivnih mera moguce izraziti nekompatibilnost izmedu



skupova u smislu osobina ¢iju meru ove skupovne funkcije predstavljaju. Pomocu aditivnih mera
nije moguce izraziti bilo koji od ovih interaktivnih efekata, one se mogu primeniti samo u
situaciji kada ne postoji interakcija izmedu skupova koji predstavljaju osobine kojima se
dodeljuje neka vrednost (mera).

Definicija 1.6.[14] Nekaje AUB € C,A€ C,B € Ci An B = @. Monotona mera u na (X, C) je
superaditivna ako vazi

u(AU B) = u(4) + u(B).

Definicija 1.7.[14] Nekaje AUB € C, A € Ci B € C. Monotona mera u ha (X, €) je subaditivna
ako vazi

u(AU B) < u(4) + u(B).

A-mera ima Siroku primenu u mnogim oblastima medu kojima je obrada slika, posebno u
procesima restauracije slika, prepoznavanju oblika na slikama i drugim problemima vezanim za
donosenje odluka. Za definisanje ove vrste monotone mere potreban nam je pojam A-uslova.

Definicija 1.8.[14] Monotona mera u zadovoljava A-uslov na C ako postoji
1
1€ (—m,oo) V) {0},

gde je supu = supgeci(E), tako da vazi

H(EUF) = u(E) + p(F) + A - u(E) - u(F),
kadaje EEC,FEC,EUFECIENF = 0.

Monotona mera u zadovoljava konacan A-uslov na € ako postoji A takvo da je

#(OEi>= z<i

i=1

n
(1+/1-,u(Ei))—1>, zald # 0
=1

n
Z u(E;), zal=0
i=1

za bilo koju kona¢nu klasu disjunktnih skupova {Ej, ..., E,} u C, &ija je unija takode u C.

Monotona mera u zadovoljava o-1-uslov na € ako postoji A takvo da je



(1<°°
% [ (1+)1'M(Ei))—1>, zal# 0
(o0

u(E;), zal=0
k 2

za bilo koji niz disjunktnih skupova {E,,} u C, ¢ija je unija takode u C.

Kada je 4 = 0, A-uslov je samo aditivnost, konacan A-uslov konacna aditivnost, o-A-uslov o-
aditivnost.

Teorema 1.1.[14] Ako je € = R prsten i u zadovoljava A-uslov, onda p zadovoljava i konacan A-
uslov.

Dokaz: Kada je 1 = 0 zaklju¢ak je ocigledan. Pretpostavimo da je A # 0 i {Ey, ..., E,,} Klasa
disjunktnih skupova u R, i matemati¢kom indukcijom dokazimo da vazi

U Q:J Ei> = %Qj@ +A-u(E)) — 1).

1z definicije sledi da vazi za n = 2. Pretpostavimo da vazi i zan = k — 1. Dokazimo da vazi i za
n=k:

k k-1
el [ e ) =ul (B ) vE
k-1 k-1
= Ei |+u(E)+21-u UEi - p(Ey)
i=1 i=1
k-1
=pu Ei |- (1 +A1- M(Ek)) + u(Ey)
e
=] | +2-uE) - 1) (142 u(E)) + (B
s
=] [A+2-pE)) - (1+2: u(E@)) + u(Ey)
e
=71 h(l + 24 u(E)) — (142 u(E) + A+ u(Ey)

=1

10



k
1
= Z(H@ + A u(E)) - 1).
i=1
Definicija 1.9.[14] u je A-mera na C ako zadovoljava a-A-uslov na C i postoji najmanje jedan

skup E € C, takav da je u(E) < oo.

A-meru oznacavamo sa g;, a kada je C o-algebra i g;(X) = 1, A-meru g, nazivamo Sugenova
mera.

Teorema 1.2.[14] Ako je g, A-mera na klasi C koja sadrzi prazan skup @, tada vazi
92(0) =0
i g, zadovoljava konacan A-uslov.

Dokaz: Ako je g, A-mera, na osnovu Definicije 1.9 postoji skup E € C takav da je g;(E) < oo.
U slucaju kada je 1 =0, g, je Klasi¢na mera i vazi g;(@) = 0. U slucaju kada je 4 # 0,
{E,E;, E5, ...} je niz disjunktnih skupova u C ¢&ija je unija E, pri ¢emu je E, = E3 = - = 0,
imamo da je

1 [ee]
gi(E) = z(l_[(l +2-g2(E))-(1+2-g2(E)) — 1>.
i=2

gdeje E; = @, i = 2,3, ... Ako malo sredimo izraz, dobijamo da je
142+ g2(E) = (14 2+ ga(E)) - <1_[(1 +2- g,l(El-)))
i=2
Iz ¢injenice da A € (—1/supg,,©) i g; < o, sledi da je
0<1+A-g;(E) <o

pa imamo da je

i=2

odakle sledi
1+2-920)=1
Sto implicira da je
92(9) = 0.
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Teorema 1.3.[14] Ako je g; A-mera na poluprstenu S, onda je g, monotona.

Dokaz: Kada je A = 0, mislimo na monotonost klasi¢nih mera. U slu¢aju kada je 1 # 0, E € §,
FeS i EcF, kako je S poluprsten, F —F = Ui, D;, pri ¢emu je {D;} kona¢na klasa

disjunktnih skupova iz S, vazi
n
1

=1
izad > 0izaA<0.Naosnovu Teoreme 1.2, g, zadovoljava konac¢an A-uslov pa vazi

92(F) = ga(EUuD; V..U Dy)

1 n
- Z(l_[(l +2-g2(0)) - (1+ A+ g2(E)) — 1)

i=1
n

1
= ga(E) + Z(H(l +1-g:(Dy)) — 1) (1+2-g2(E))
i=1
= ga(E).

Na osnovu Teoreme 1.2, Teoreme 1.3 i ¢injenice da su A-mere neprekidne, zakljucujemo da je
bilo koja A-mera na poluprstenu monotona mera.

Teorema 1.4.[14] Neka je g; A-mera na poluprstenu S. Ona je subaditivna kada je 1 <0,
superaditivna kada je A > 0 i aditivna kada je A = 0.

Teorema 1.5.[14] Neka je g, A-meranaprstenu R, E € Ri F € R. Tada vazi:

_ 1 — 92(E)-ga(ENF)
1L giE—F)= 1+1-g,(ENF)

gr(E)+ga(F)—ga(ENF)+21-g(E)-g;(F)
1+A~gA(EﬂF)

Ako je R algebra i g; je normirana, vazi i:

= _ 1-g,(E)

Dokaz: 1. Kako je

g1(E)=g2((ENF)U (E - F))
=gr(ENF)+g,(E-F)+A-g,(ENF)-g,(E—-F)

= ENF)+gr(E-F)(1+21-g2(ENF))

sledi da je

12



gr(E) — gr(ENF)

GlE =B = En )
2. Kako je
G(EUF) =g, (EU(F-(EnP))
=gaE)+ 2(F = (EnF))-(1+2- ga(E))
_ 9r(F) —ga(ENF)
=0+ Ty (12 9(E)
sledi da je
_E)+ ga(F) —ga(ENF)+A-g,3(E) - gi(F)
ga(EVF) = 1+2-g2(ENF) '
3. Da vazi
—_ 1—g,(E)
gir(E) = 1510,

zakljuéujemo iz dokaza 1. i toga da je g; normirana.

Znacajan i zanimljiv problem je kako konstruisati A-meru na poluprstenu (ili prstenu, algebri, o-
prstenu, a-algebri).

Ako je X = {xq,...,x,} konaCan skup, Klasu C ¢ine skup X i svi njegovi jednoelementni
podskupovi, monotona mera u definisana na C tako da vaze sledeéi uslovi:

1L u({x) <uX)<owzai=1.2,..,ni
2. postoje najmanje dve tacke x; i x;, takve da zadovoljavaju u ({xlj}) >0,j=1,2,

onda je takva funkcija u uvek A-mera na € za neki parametar A. U slucaju kada je u(X) =
ou({x;}), A = 0, usuprotnom, A se moze odrediti izrazom

n

uX) = %(H(l + 24 u({x}) - 1>-

=1
Nesto vise, govori nam sledeca teorema.

Teorema 1.6.[14] Pod gore pomenutim uslovom, jedna¢ina

142 u(X) = ]_[(1 + 2 u(fx)
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jedinstveno odreduje parametar A na slede¢i nacin:

1. 2> 0kadaje ¥iz; u({x;}) < u(X);
2. A=0Kkadaje X", u({x;}) = u(X);

3. —ﬁ <A< 0kadaje Y™, u({x;}) > u(X).

Dokaz: Ozna¢imo sa a = u(X), a; = u({x;) zai=12,..,n,i (D) =11, (1+21-qa)) za
k = 2,3, ...,n. Bez gubitka opstosti, pretpostavimo da je a; > 0 i a, > 0. 1z datog uslova znamo
daje(1+A-a,)>0zak=1,..,nibilokoje 1 € (—1/a,»). Kako je

k-1

=] |a+1-a)+2 @) =0+2-a0fi, ),

i=1

imamo

f) = ag - froa(D + A+ 2 a) fr—1 (D)

K (D) =2a, frroeqD + A+ 24-a1)fil1 (D).
Za bilo koje k = 2, ...,n i bilo koje A € (—1/a, ), kada je f;,_;(1) > 0 vazidajei f,_; (1) >
0, i kada je fy (1) > 0 vazidajei f;' (1) > 0. Dakle

LA =a;(1+2-a))+a,(1+A:-a;) >0

2”(1) = 2a1a2 > O,

znamo da je f;'(4) > 0. To znadi da je funkcija f,,(1) konveksna na intervalu (—1/a, ). Iz
izvoda funkcije f,, (1) sledi

n

RO =) a

i=1

Kako je limy_ e f(1) = 0, znamo da, ako je Y7, a; < a, tada kriva funkcije f,(1) ima
jedinstvenu tacku preseka sa pravom f(1) =14+ A1-a za neko A > 0 (Slika 1.1 a)). Ako je
Yiia; = a,tadaje prava f(1) = 1 + 1 - a samo tangenta na f;,, (1) u tacki A = 0 i nema drugih
tacaka preseka sa krivom f,,(1) (Slika 1.1 b)). Ako je >, a; > a, a znamo da je f,,(4) >0 i
f(A)=14+21-a<0kada je A < —1/a, kriva f,,(1) mora imati jedinstvenu tacku preseka sa
pravom f(1) =1+ A1-azaneko 1 € (—1/a, ) (Slika 1.1 ¢)) i time je dokaz zavrSen.

14



f fn(X)

Slika 1.1.[14]

Posmatracemo a-prsten F kao klasu C.

fA)=1+a- A

(a) a0

(b)

f(A)=1+a- A

fiA)=1+a- A

Jedinstvenost parametra A

Teorema 1.7.[14] Ako je u kona¢na monotona mera, onda vazi

lig:nu(En) =u (li;n En)

za svaki niz {E,} c F za koji lim,, E,, postoji.

Dokaz: Neka je {E,} niz skupova u F ¢&iji limesi postoje i E = lim, E,, = lim sup, E, =
lim, E, =lim inf, E,. Ako iskoristimo osobinu da je u kona¢no dobijamo

u(E) =pu (lim sup En> =limu <U Ei> =limsuppu
n

n
> lim sup u(E,) =
n

> liminf u (ﬂ E;
n

i=n

. n
1=n

liminf u(E,)
n

) —u (limninf En> = u(E).

(

o0}

s

i=n

)
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Dakle, lim,, u(E,,) postoji i lim, u(E,) = u(E).
Definicija 1.10.[14] Monotona mera u je potpuna (engl. exhausitive) ako vazi

limu(E,) =0
n

za bilo koji niz disjunktnih skupova{E,} iz F.

Teorema 1.8.[14] Ako je u konacna gornje poluneprekidna monotona mera, onda je ona
potpuna.

Dokaz: Neka je {E,,} niz disjunktnih skupova iz F. Ako je F, = U;2, E;, onda je {F,} opadajuci
niz skupova iz F i vazi

[0e]

limF, = ﬂ E, =limsup E, = 0.
n n

n=1

Posto je p konacna gornje poluneprekidna monotona mera, ako iskoristimo osobinu da je
konacna i neprekidna od gore, sledi

lim u(F,) = u (limF, ) = p(8) = 0.
n n
Vidimo da je
0 < u(En) < u(ky),
pa dobijamo da vazi

limu(E,) = 0.
n

Posledica 1.1.[14] Svaka kona¢na monotona mera na merljivom prostoru je potpuna.

1.2. Sugenov integral

Japanski nau¢nik Mihio Sugeno 1974. godine uveo je pojam, kao i osnovne osobine,
Sugenovog integrala (fazi integrala) za merljivu funkciju f: F — [0,1] na normiranom prostoru
monotone mere (X, F, 1) [12].

Pretpostavimo da je (X,F) merljiv prostor pri ¢emu X € F, u: F — [0,00] je neprekidna
monotona mera i G je klasa svih kona¢nih nenegativnih merljivih funkcija definisanih na (X, F).
Za svaku datu funkcija f € G, definisacemo skupove F, = {x|f(x) = a} i F,, = {x|f (x) > a},
za svako a € [0, oo]. Posto je skup vrednosti funkcije koju posmatramo interval [0, o) koristimo
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inf f(x) = oo.

XED

Definicija 1.11.[12] Neka A € F i f € G. Sugenov integral od funkcije f na skupu A u odnosu na
u definiSemo kao

ff—Afdu = sup (aAu(ANF)).
a€[0,0]

Kada je A = X, Sugenov integral ozna¢avamo kao 4~fdu, a u literaturi se nekad pojavljuje i pod
nazivom fazi integral.

Dakle, smatra¢emo da simbol ;f—Afd/,t implicira da A€ F i f € G. Ako je X = (—o0,00), F
Borelovo polje B, monotona mera u Lebegova mera i f: X — [0,00) unimodalna neprekidna

funkcija, onda {~fdu predstavlja duzina ivice najveceg kvadrata izmedu krive f(x) i x-ose
(Slika 1.2).

/ f tdu

Slika 1.2.[14] Geometrijska interpretacija Sugenovog integrala

U praksi se naj¢es¢e primenjuje Sugenov integral na kona¢nom skupu. U slede¢em primeru
opisano je na koji nacin se moze izracunati Sugenov integral na skupu X koji ima tri elementa.

Primer 1.2. Posmatrajmo merljiv prostor (X, P(X)) gde je X = {a, b, c}. Monotona mera u je
definisana kao u Primeru 1.1. Neka je funkcija f definisana sa

fl@) =1,
fb) =2,
f(c) =3.
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Kako je f(a) < f(b) < f(c) to Sugenov integral od funkcije f na skupu X u odnosu na p ima
slede¢i oblik

ffdu = sup( sup (anu({ab,c})), sup (anubc))), sup (a
a€lo,f(a)] a€lf(a).f(b)] a€[f(b),f(c)]
Au({cd), i ](a A u(¢)))
= sup(f(a) Au({a,b,c}), f(b) Au({b,c}), f(c) Au{c}),0)
= sup(1A1,2A0.5,3A0.2) = sup(1,0.5,0.2) = 1.

U sledecoj lemi data je veza izmedu nerastu¢ih funkcija Fy, i Fy .

Lema 1.2.[14]

1. F, i Fyy sunerastuce funkcije u odnosu na a i F,, O Fgkada je a < .

2. lim[;_)a_ F[; = lim[;_)a_ Fﬁ+ = Fa - Fa+ = lim[;_,a+ F[)’ = limﬁ_)a+ Fﬁ+
Dokaz:

1. Tvrdenje je ocigledno.
2. Jednakosti proizilaze iz slede¢ih ¢injenica:

(et == )exire>p

p<a B<a
= (xlf () 2 @) 3 (2lf () > )
- Jur@=zp = Jurw > 5,
B>a p>a

U sledeCoj teoremi date su ekvivalentne formule Sugenovog integrala izrazene pomocu
nerastuc¢ih funkcija F, i F,,, kao i infimuma posmatrane funkcije nad merljivim skupovima.

Teorema 1.9.[14] Ako je F(f) o-algebra generisana sa f, najmanja o-algebra takva da je
funkcija f merljiva, tada vazi:

1. DLAfd.u' = SUPgelo,) (Cl A .u(A N Fa)) = SUPgelo,00] ((X A ,LL(A N Fa+))
2. $,fdu = supaeomy(@ A (AN F)) = subaeo.) (@ A (AN Fyy))
3. JLAfd.“ = SupEeF(f)((infer f@x)Au(An E)) = SupEeF((infer f) AulAn E))»

Dokaz:

1. Uslucajukada je a = oo, F, = F,, = @, jednadine

J—Afd,u = sup (a: Au(An Fa))
a€[0,00)
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sup (a Au(ANF,)) = sup (a Au(ANFyy)

a€l0,:0]
su ocigledne.
2. U slu¢aju kada a € [0, ), na osnovu Leme 1.2 i monotonosti u imamo
nANF,) =u(AnFy,)
pa vazi

sup (a Au(ANE)) = sup (a Au(ANF,)).

a€lo

Sa druge strane, za svako ¢ > 0 i a € (0, ), ako uzmemo da &’ € ((a — ) v 0, ) imamo

aANu(ANE) <(a"+¢&) Nu(AUF,,,),

pa, imamo

s[up (a Au(An Fa)) = sup (a Au(An Fa+))

< sup ((a'+¢) Au(AnFa,+))

ar€(0,00)

< sup (&’ Ap(ANF,y))+e

ar€(0,0)
= sup (a: Au(An Fa+)) + €.
a€[0,00)

PoSto € moze biti proizvoljno blizu nuli, dobijamo

sup (a Au(ANE, )) < sup (a Au(An Fa+))
a€[0,0)

Prema tome, vazi

sup (a/\,u(AnF))— s[up (aAy(AnF+))

a€l0,00

3. Uslucaju kada a € [0, ], posto je infyer, f(x) = a, pri ¢emu F, € F(f), imamo

(a Au(ANE, )) < sup ((Lnf f(x)) Au(An E))

E€EF(f) X€EE

pa stoga vazi
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J—Afdy = aé%;zo](a Au(An Fa)) = sup ((inff(x)) Au(An E)).

E€EF(f) X€EE

Dalje, kako je f F-merljivo, imamo da je F(f) c E paotuda i

sup ((inff(x)) Au(An E)) = sup <(inff(x)) Au(An E)).

E€EF(f) X€EE EEF X€EE

Na kraju, za svako dato E € F, ako uzmemo da je a' = inf,cg f(x), onda E c F,,. 1z toga sledi
daje

HANE) <u(ANnF,)

zbor monotonosti u, i vazi

(inff(x)) ANUANE)<a ANu(ANE,)< a:gé;zo](a Au(An Fa)) = ff—Afd,u

XEE

zasvako E € F. Dakle, imamo da je

sup <(inff(x)) Au(An E)> < ;f—Afdu.

E€EF XEE

Za dato (X,F,u), f € G i A € F, izratunavanje Sugenovog integrala moZe se pojednostaviti
pomocu formule

f—Afd,u = sup(a A u(A N FY).
a€erlr
pri ¢emu je

= {a|a € [0,],u(ANE,) > ,u(A N Fﬁ) za svako > a}.

1.2.1. Osobine Sugenovog integrala

Naves¢emo sada najelementarnija svojstva Sugenovog integrala i dati poredenje tih osobina sa
osobinama Lebegovog integrala koji je predmet istrazivanja klasi¢ne teorije mere (videti [10]).

Teorema 1.10.[12]
. Akoje u(A) =0, onda je {—Afdu =0, zasvako f € G;
. Ako je u neprekidna odozdo i {—Afdu = 0,ondaje u(A n {x|f(x) = 0}) = 0;

1
2

3. Akoje f; < f,, ondaje £ fidu < £ fodu;

4. - fdu =+4f - xadp, gde je x4 karakteristi¢na funkcija od A;
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5. {—Aadu = a A u(A) za svaku konstantu a € [0, «);
6. £, (f + a)du < £, fdu + -, adu za svaku konstantu a € [0, o).

Dokaz: Potrebno je da dokazemo 2. i 6. jer sve ostale osobine slede direktno iz definicije
Sugenovog integrala.

2. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da je
u(An{x|f(x) =0}) =c>0.
Posto je
An{x|f(x) =1/n} 27 An{x|f(x) > 0},
ako iskoristimo da je u neprekidna odozdo, imamo
li711n/,t(A N{x|f(x) =1/n}) =c.
Dakle, postoji neko n, takvo da je
u(ANFy,) =p@n{x|f(x) =1/n}) = c/2.
Prema tome, vazi

f—AfdM = sup (aAp(An Fa)) >1/nygAc/2>0
a€[0,0]

Sto je u kontradikciji sa f—A fdu =0.

6. Na osnovu Teoreme 1.9, vazi

£, (f + a)du = Sup< inf (f (x) + a)) Ap(AN E))

E€EF X€EE

< sup mff(x) /\,u(AnE)>+(a/\,u(AnE))>

E€EF XEE

< sup mff(x) Au(An E)) + (a /\.U(A))>

E€EF XEE

= ffg (;ré];f(x)) Au(An E)) + (a Au(A))

= f—Afdu + ULAadu.

Treba napomenuti da Lebegov integral poseduje osobinu linearnosti, tj.
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fA(f1 + f2)du = fAf1dM + fAfzdll

Jafdu = af ,fdu,
dok Sugenov integral ne poseduje.
Kada se operacija + zameni sa A ili vV dve funkcije, vaZe nejednakosti date u posledici koja sledi.

Posledica 1.2.[12]

7. Akoje A > B,ondaje ffdu = f fdu;
8. £,(fiv)duzFf fiduvf, frdu

9. £, (i Af)du < £ fidu A frdus

10. f, pfdu = £, fdu v £ fdu;

11§, pfdu < F fdu nf fdu.

Lema 1.3.[14] NekaA € F,a € [0,), f €EG i f, € G. AKo je |f; — f2] < a na A, onda vazi
| fidu — £ fodu| < a.

Dokaz: Kako je f; < f, + a na A, na osnovu osobina 3,5 i 6 Sugenovog integrala, vazi

£ fidu < £,(f, + @)du < £, fodu + Fadu = £, fodu + (a A u(A)) < £ fodu + a.

Sli¢no tome, iz f, < f; + a na 4, sledi
fufodu < 4 frdp + a,

pa dobijamo da je
[f frdu — £, fodul| < a.

Lema 1.4.[14] Za svako a € [0, 0], vazi f- fdu < a V (AN Fpy) < a vV u(ANFy).

Dokaz: Na osnovu Teoreme 1.9 i Leme 1.2, za svako a € [0, o] imamo

J—Afdy = sup (a’ Au(An Fa/+)) v ’S%tp ]( a' Au(An Far+))
ar a’e(a,o

€[0,a]
< sup a'V sup u(AnFy)<aVu(AnF,) <aVu(AnE,).
are0,a] a'e(a, o]

Lema 1.5.[10] Za svako a € [0, ), vazi {—Afdy = oo ako i samo ako je u(A N F,) = oo.
Dokaz:
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Potreban uslov: Ako je {—Afdu = o0, na osnovu Leme 1.4 sledi da je
aVu(AnFE,) =ox,
pa, u slu¢aju kada a € [0, ), vazi
u(ANFy) = oo.
Dovoljan uslov: sledi direktno iz Definicije 1.11.

U sledecoj lemi dati su potrebni i dovoljni uslovi kada je mera skupa F, veca ili manja od neke
konstante u zavisnosti od vrednosti Sugenovog integrala.

Lema 1.6.[14] Za svako a € [0, ) vazi
1 £ fdu=a e u(AnFp) =azasvako B < a < u(AnE,) = a;
£.fdu < a = postoji f < atakvodaje u(ANFp) <a = pu(ANF) <a=

nANF.) <a

N

: f—Afd,uSa@,u(AnFm)Sazu(AnFa)Sa;

J'—Afdu>a<=)u(AnFa+)>a=>,u(Ar\Fa)>a;

w

. Ffdu=aozasvako B < a,u(ANFp) = a>pu(ANnF,) =u(AnF) =a;
Kada je u(A) < oo, imamo:

4, —f—Afd,u >a<= u(ANFE) = a;
5. ffdu=a< u(AnF) =a=u(ANF,,).

Dokaz:

1. Treba samo da razmotrimo slu¢aj kada a € (0, ). Ako je ,u(A N Fﬁ) > a za svako
B < a,vazi

du = ANu(ANE = Au(ANE = A
Bt g, rean )z g, ruani) 2 g )

= sup B =a.
Bel0,0)

Suprotno tome, ako postoji 8 < a takvo da je u(A N Fg) < a, onda je

£ fdu<pvu(AnF) <a.
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Druga jednakost sledi iz Leme 1.2 i monotonosti u.
2. Akoje u(ANFg.) < a,sledi
f—Afdu <aVu(AnF,)=a.

Suprotno tome, na osnovu Leme 1.2 i neprekidnost odozdo u, vazi
BZLT+”(A n F/;) =u(ANFE,,).

Ako je u(ANF,,) > a, onda postoji a, > a takvo da je u(ANE, ) > a. Pa na osnovu
Definicije 1.11 vazi

f—Afdu > /\/,t(A N Fao) > q.

3. Sledi iz kombinacije 1. i 2.
4. Kadaje u(A) < oo imamo

gﬁyMn@)=MAn&)

Dakle, u(A N F,) = a ako i samo ako je u(A N Fﬁ) > a zasvako § < a.

U klasi¢noj teoriji mere, ako su dve funkcije jednake skoro svuda, onda su i njihovi integrali
jednaki (videti [10],[14]), Sto nije slucaj sa Sugenovim integralima u prostoru monotone
mere. U nastavku ¢e biti razmatrano koji dodatni uslovi trebaju biti zadovoljeni da bi ova
osobina vazila i kod Sugenovog integrala.

Definicija 1.12.[14] Neka A € F i neka je P tvrdnja koja vazi za tacke iz A. Ako postoji
E € F,uz uslov da je u(E) = 0, takvo da je P ta¢no na A — E, tada kaZzemo da je P ta¢no na
A skoro svuda.

Teorema 1.11.[14] §f,du =4f,du kad god je f, = f, skoro svuda ako i samo ako je u
nula-aditivna pri ¢emu funkciju smatramo nula-aditivnom ako vazi u(E U F) = u(E), kad
godje EEF,FEF,ENF=0i u(F) =0.

Dokaz:

Dovoljan uslov: Ako je u nula-aditivna, onda iz

u({x|fi(x) # f(x)}) =0,

Znamo da vazi

u(xlf(x) =z a}) < p({xlfi(x) = a} U {x|fi(x) # f,(0)}) = u({x|fi(x) = a})
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za svako a € [0, o]. Obrnuta jednakost vazi takode, pa imamo
u{xlfi(x) = a}) = p({x|f2(x) = a})
za svako a € [0, o], pa sledi da vazi
:f‘f1dﬂ =‘f‘f2dll-

Potreban uslov: Za svako EEF i FEF i u(F)=0, ako je u(E) = o0, na osnovu
monotonosti u, vazi u(E U F) = oo = u(E). Kontradikcijom ¢emo dokazati da vazi u(E U
F) = u(E).

Pretpostavimo da vazi u(E) < oo i uy(EUF) > u(E),a € (,u(E),,u(E U F)) i

a, ako x € F . _(a, akox EEUF
fl(x)_{O, akox ¢ F ' fz(x)—{O, akox ¢ EUF’

tada je u({x|f1(x) # f2(x)}) = u(F — E) < u(F) = 0, pa vazi
fi = f, skoro svuda.
Dakle, trebalo bi da sledi
Ffridu =4fodu.
Ali mi imamo

Ffidu = anpu(E) = u(E)

ffrdu=aAp(EUF) =a# uE),
Sto je kontradikcija.

Posledica 1.3.[14] Ako je u nula-aditivna, onda je f-, fydu = £, f,du kad god je f; = f;
skoro svuda na A.

Dokaz: Ako je f; = f, skoro svuda na A, onda je f;x4 = f2xa Skoro svuda i na osnovu
Teoreme 1.11 i Teoreme 1.10 sledi dokaz.

Posledica 1.4.[14] Ako je u nula-aditivna, onda je za svako f € G, vazi

Fopfdu = 4§ fdu

kadgod A€ F,Be Fiu(B)=0.
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Razmotricemo sada kako da transformisemo Sugenov integral ;f—A fdu koji je definisan na

prostoru monotone mere (X, F, i), u drugi Sugenov integral ~gdm na prostoru Lebegove
mere ([0, ], B, m), gde je B, klasa Borelovih skupova u [0, 0] i m je Lebegova mera.

Teorema 1.12.[12] Za svako A € F, vazi

£ fdu = fu(An F)dm,
gde je F, = {x|f(x) = a} i m je Lebegova mera.

Dokaz: Ozna¢imo sa g(a) = u(A N E,). g(a) je opadaju¢a u odnosu na a. Za svako
a € [0, 0], ozna¢imo B, = {E|supE = a,E € B, } i {B,|a € [0,]} je particija B, i
supgeg, m(E) = a. Sledi da je

Fuan E)ydm =fg(@)dm = sup (infg(ﬁ) A m(E))

EEB, \ fEE

a€[0,0]EEB,

= sup sup (lnfg(ﬁ) /\m(E))

Kako je g(B) opadajuca, imamo

gla—) = ;’gg(ﬁ) = g(a)

zasvako E € B, gde je g(a —) = limg_,_ g(B). Dakle, sa jedne strane imamo

Fu(AnE)dm > sup <g(a) A sup m(E)) = sup (g(a) Aa)
EE€B,

a€l0,:0] a€[0,0]

= sup (a: Au(An Fa)) = :f—Afd,u;
a€l0,0]

sa druge strane, za svako dato € > 0, vazi

fu(AnE)dm < sup (g(a —) A sup m(E)) = sup (g(a -)Aa)

a€l0,:0] E€EB, a€[0,00]

< sup (aAg(a ))Ve< sup (a/\g(a—e))Ve

a€lg, o] a€le,o0]

< sup ((a—e)Ag(a—e))+s
(a—e)€[0,00]

= sup ((@a—e)Au(ANF,_ E))+£—3f—fdu+e
(a—¢&)€[0,00]

Kako & moze biti proizvoljno blizu nuli, sledi da je
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fuAn F)dm = £ fdu.

1.3. Sokeov integral

Francuski matemati¢ar Gustavo Soke je 1953. godine prvi uveo pojam Sokeovog integrala [2],
dok se kasnije 1980. godine u literaturi intenzivno razmatralo o ovom integralu.

Neka je (X, F, u) prostor monotone mere, tj. X je neprazan skup, F je o-algebra podskupova od
X i w:F - [0,00] je monotona mera. Neka A € F i f je merljiva funkcija na (X, F). Lebegov
integral od f u odnosu na p ne moze biti dobro definisan zbog neaditivnosti u. Zaista, za dva

niza neopadajucih jednostavnih funkcija {sj} i {t]-} sa limje Sj = limjt; = f, gde je

S.

] Z:nsl(]) @jiXa, 1t = Zﬁtl(j) bjiXp;, za svako j, moguce je da vazi

ms(j) me(j)
]lirglo Z aﬁu( )i llm Z l,u(
i=1

Lebegov integral se definise pomoc¢u Rimanovog integrala na slede¢i nacin

(0]

[ o= [ k0 e,

A 0

gde je u mera u klasi¢nom smislu na skupu X [10]. Uz pretpostavku da je u monotona mera koja
u opStem sluéaju ne mora biti aditivna, analogno se definiSe integral koji se naziva Sokeov
integral. Sledi definicija tog integrala.

Definicija 1.13.[2] Sokeov integral nenegativne merljive funkcije f u odnosu na monotonu meru
u na merljivom skupu A, oznacen sa (C)fAfdu, definiSe se kao

[0e]

O fdu = j u(F, N A)da,

0

gde je F, ={x|f(x) = a}, za a € [0,»). Kada je A =X, (C)fodu se obi¢no piSe kao
©J fdu.

Kako je f merljiva, znamoda F, = {x|f(x) > a} € Fzaa € [0,) i stoga i F, N A € F. Dakle,
u(E, n A) je dobro definisano za sve a € [0, ). Osim toga, {F,} je klasa skupova koji su
nerastuci u odnosu na «a i takode su skupovi u {F, N A}. Kako je monotona mera u neopadajuca
skupovna funkcija, znamo da je u(F, N A) neopadajuca funkcija od « i stoga Rimanov integral
ima smisla. Prema tome, Sokeov integral nenegativne merljive funkcije u odnosu na monotonu
meru na merljivom skupu je dobro definisan.
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Sledeca teorema uspostavlja ekvivalentnu formu za definisanje Sokeovog integrala u odnosu na
kona¢nu monotonu meru.

Teorema 1.13.[14] Neka je 1 (A) kona¢na. Vazi

o)

(O pfdu = | u(Fer 0 A)da,
0

gde je Fpy = {x|f(x) > a} zaa € [0, o).

Dokaz: Za svako dato € > 0 imamo

(O pfdu= | w0 Ada = [ p(Exlf @) = @) 0 A)da
0 0

> f uldx|f(x) > a}nA)da > f udx|f(x) =2 a+ e} nA)da

0 0
- f W(XIf GO = @+ e} n Ad(a + &) = f w(xIf (O = a} n A)da
0 £

co

> f w(xIf () = a} 0 Adex — e - u(A)

0
= (O)f fdu — & - u(A).

Kako je u(A4) < oo, kad pustimo da € — 0, dobijamo

(O fdu= [ Wl @) > @) 0 Ada = [ u(Fes 0 Mda
0 0

U specijalnom sludaju kad je monotona mera o-aditivna, Sokeov integral poklapa se sa
Lebegovim integralom $to nas dovodi do zaklju¢ka da je Sokeov integral realno uopstenje
Lebegovog integrala.

1.3.1. Osobine Sokeovog integrala

Za razliku od Lebegovog integrala, Sokeov integral je generalno nelinearan zbog neaditivnosti .
To znaci da u opStem slucaju vazi

Of (f + g)dp = (Of fau+ (CO)f gdu

za neke nenegativne merljive funkcije f i g.
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Lebegov i Sokeov integral imaju zajedni¢ke osobine Koje su date u slede¢oj teoremi.

Teorema 1.14.[2] Neka su f i g nenegativne merljive funkcije na (X,F,u), A i B merljivi
skupovi i a nenegativna realna konstanta. Tada vazi:

(O ,1du = u(4),

O fdu = (O f - xadu,

Ako je f < gnaA,ondaje (O)f ,fdu < (C)f ,gdu,
Ako je A c Bondaje (O)f ,fdu < (C)f ,fdu,
O jafdp=a-(O)f fdp.

ok~ wn

Sledeca teorema daje potreban i dovoljan uslov kada je Sokeov integral jednak nuli.

Teorema 1.15.[2]

1. (C)fAfdu =0 ako je u({x|f(x) >0} nA) =0, skoro svuda, i f =0 na A, skoro
svuda;
2. Suprotno, ako je monotona mera u neprekidna od dole i (C)fAfdu = 0, onda je

u(x|f(x) > 0}n A) = 0.
Dokaz:
1. 1zu({x|f(x) > 0} n A) = 0 znamo da je
ulxlf(x) za}nA) < u({x|f(x) > 03N A) =0
za svako a > 0. Kako je u nenegativna, vazi
uxlf(x) za}nA) =0

za svako a > 0. Prema tome,

(O pfdu= | w0 Ada = [ pClxlf @) = @) 0 A)da = 0.
0 0

2. Prvo ¢emo kontradikcijom pokazati da je u({x|f(x) = a} n A) = 0, zasvako a > 0, ako
je (O)f fdu = 0.

Ustvari, u({x|f(x) = a} n A) = c > 0, za neko a, > 0, implicira u({x|f(x) = a}NA) =c za
sve a € (0, ay], posto je i neopadajuca. Prema tome, vazi

(O fdu = [ W) = @0 g > [ wllxlf ) = @) 0 Ay
0 0
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To

chd,u=c-a0>0

0
Sto je u kontradikciji sa (C)fAfdu =0.

Drugo,

xIf(x) > 0}NA = O({x FO0) = %}nA),
j=1

gde je {x|f(x) >0}NA granica neopadaju¢ih podskupova skupa {{x | f(x) > }} n A}. Na

osnovu neprekidnosti u, vazi

KIS () > 0} 0 A) = Lim u ({x|f(x) > ]1} n A) -y

Osobina data u sledecoj teoremi se naziva translatornost (eng. translatability) Sokeovog
integrala.

Teorema 1.16.[2] Za svaku konstantu ¢ koja zadovoljava f + ¢ = 0, vazi

O ,(f + Adu = (Of ,fdu + ¢ - u(A).

Dokaz: Iz definicije Sokeovog integrala, f(x) + ¢ > a, za svako x € X, kada je a izmedu 0 i c,
vazi

©f ,(f +c)dps = j W(xIf GO + ¢ = a} n A)da

0
(o] C

=f,u({x|f(x)+c2a}nA)da+fu({x|f(x)+cZa}nA)da

c 0
1) c

= j pl{x|f(x) = a—c}ﬂA)d(a—c)+fu(XnA)da

c 0
o) c

- f u(xlf () = a}nA)da+f,u(A)da
0 0
= (O)f ,fdu+ c - u(A).
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1.3.2. lzratunavanje Sokeovog integrala na konaénom skupu

U svakoj bazi podataka broj osobina je uvek konacan. Neka je X = {x;, x5, ..., x,,} kona¢an skup
osobina (atributa), (X, P(X)) merljiv prostor. Svaki zapis (posmatranje) x;, x, ..., X, oznacen sa
f(x1), f(x2), ..., f(xy),respektivno, je funkcija f na skupu realnih brojeva X. Kako je partitivni
skup skupa X uzet kao o-algebra, svaka funkcija na skupu realnih brojeva X je merljiva.
Monotona mera u definisana na P(X) se obi¢no koristi da opiSe zajedni¢ki znacaj kao
pojedinacni znacaj osobina na X.

Kako je X konaCan skup mozemo razviti jednostavnu formula za izraGunavanje vrednosti

(C)J fdu kada su dati f i p.

Neka je by = miny<j<n, f(x;) | by = max,<;<, f (x;). Kako je funkcija f izmedu b, i b,, imamo
F,=X kada je a < b, i F, = @ kada je @ > b,. Koristeéi translatornost Sokeovog integrala
imamo

© j fdu = (C) j (f — by)du + by - u(X)
by—by
- j u(xIf G0) — by = adda + by - u(X).
0

Ako vrednosti funkcije f, {f (x1), f(x3), ..., f (x,)} poredamo u neopadajuéi niz kao

by = f(x1) < f(x3) <+ < fxp) = by
gde je (xi,x;,...,x; ) permutacija od {xy,x,,...,x,}, onda je skup {x|f(x) —b; = a} uvek
{x/, x{11, ., xpy Kada @ € [f(x;_;) — by, f(x{) —by] zai = 2,3,...,n. Prema tome, vazi

n

(©) [ fau =Y 170 = FOL )] - WO, e 330) + by - 1K)

=2
n

= ) [f(x) = fxiD] - n(xd, Xy, s x03)

i=1
uz uslov da je f(x3) = 0.

Primer 1.3. Posmatrajmo merljiv prostor (X,P(X)) gde je X = {a, b, c}. Monotona mera u je
definisana kao u Primeru 1.1, funkcija f kao u Primeru 1.2. Kako je f(a) < f(b) < f(c)
moZemo izratunati Sokeov integral

(©) f fdu = (f(@) — 0)u({a,b,c}) + (f(b) — f(@))u({b,c}) + (f(c) — f(b))u{ch)
=1-1+(2-1)-05+(3-2)-02=1+05+02=17
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2. Funkcije agregacije

U drugom delu bavi¢emo se funkcijama agregacije i uslovima koje monotona mera (monotona
skupovna funkcija koja ima osobinu (MM1) iz Definicije 1.2) treba da zadovolji da bi se
Sugenov i Sokeov integral svodili na minimum, maksimum, projekciju...[4]

Agregacija je proces kombinovanja ili spajanja vise ulaznih, najce$¢e numerickih, vrednosti u
jednu izlaznu vrednost. Funkcija koja opisuje taj proces naziva se funkcija agregacije. Glavna
karakteristika funkcija agregacije je da se koriste u velikom broju oblasti i disciplina, kao i da se
koriste u reSavanju problema vezanih za fuziju podataka. Najpoznatije funkcije agregacije su
aritmeti¢ka sredina, geometrijska sredina, minimum, maksimum, medijana. Sugenov i Sokeov
integral u diskretnom, kona¢nom slu¢aju odereduju posebnu klasu funkcija agregacije.
Definisanje ili odabir prave klase funkcije agregacije za specifi¢an problem je tezak s obzirom na
velik izbor potencijanih funkcija agregacije [4].

Ako se uzme u obzir aritmetic¢ka sredina, moglo bi se zakljuciti da su funkcije argregacije stare
koliko i sama matematika. Medutim, one su pocele intenzivno da se proucavaju tek osamdesetih
godina proslog veka i njihova teorijska osnova se od tada ubrzano razvija ¢ime se mogu svrstati
u aktuelnu oblast matematike. Funkcije argregacije imaju $iroku primenu u razli¢itim oblastima,
a naroCito u primenjenoj matematici (verovatnoci, statistici, teoriji odlucivanja), informatici
(vestackoj inteligenciji, operacionim istrazivanjima), fizici (astronomiji, optici), medicini
(magnetna rezonanca, medicinska dijagnoza, neurologiji), ekonomiji, obradi slika i mnogim
drugim poljima.

Pretpostavimo da promenljive svake funkcije agregacije imaju zajednicki domen I Koji je
neprazan realan interval. U nekim posebnim slucajevima I ¢e predstavljati neprazan interval u
prosirenom skupu realnih brojeva R:= [—o0, +]. Sa int(I) éemo oznacavati unutra$njost
skupa I, a sa I zatvaranje skupa.

Neka je n prirodan broj, skup X: = [n] = {1, ...,n}ix = (xq, ..., x,).

Pre nego Sto bude data definicija funkcije agregacije, posmatracemo njen specijalan slucaj. Neka
je 1=10,1]. Funkcija agregacije na [0,1]" je samo funkcija A®™:[0,1]" = [0,1] koja je
neopadajuca za svaku promenljivu i zadovoljava grani¢ne uslove

AM@,...00=0i A™(,..,1)=1.
U opstem slucaju funkcija agregacije se definiSe na slede¢i nacin:
Definicija 2.1.[4] Funkcija agregacije na I" je funkcija A™: 1" — I koja

1. je neopadajuca za svaku promenljivu
2. zadovoljava grani¢ne uslove
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infrem A™(x) = infl i suprep A™ (x) = supl.

Ceo broj n predstavlja arnost funkcije agregacije, tj. broj promenljivih pa da ne dodje do zabune,
funkciju agregacije oznagavaéemo sa A umesto sa A™,

Aritmeticka sredina definisana kao

n

1
AM™ (x) = —z X;
n

i=1
je funkcija agregacije na svakom domenu I" € R™.

Specifi¢an slucaj je agregacija jednoelementnog podskupa tj. unarna funkcija AW: 1 — I. Kako
agregacija jednoelementnog podskupa nije stvarno agregacija, smatramo da je

AV =x (xeD.

Proizvoljnu funkciju sa viSe promenljivih ozna¢avacemo sa F ili G ili H i sli¢no, a funkciju
agregacije sa A. Rang bilo koje funkcije F oznac¢avacemo sa ran(F).

Vidimo da je svaka funkcija F: 1" — R koja zadovoljava uslove 1 i 2 iz Definicije 2.1, takva da
je ran(F) <€ I, uopsteno svaka funkcija agregacije A u I" zadovoljava ran(4) < I.

Svaka n-torka x = (x4, ..., x,) € I, ¢ije ¢e koordinate biti agregirane u funkciju agregacije A4,
moze se smatrati funkcijom iz X u IL.

Definicija 2.2.[7] Dijagonalna sekcija (eng. diagonal section) svake funkcije F:I1" - R je
unarna funkcija §: I — R definisana kao §z(x) = F(x, ..., x).

Funkcija agregacije ne moze biti definisana ako ne odredimo domen.

Teorema koja sledi daje potreban i dovoljan uslov da neopadajuc¢a funkcija F: 1™ — R bude
funkcija agregacije na 1"™.

Teorema 2.1.[4] Neopadajuc¢a funkcija F: 1" — R je funkcija agregacije na I" ako i samo ako je
ran(8y) € i vazi

infrer 8p(x) = inf I i supyey 6p(x) = sup L.
Dokaz: Za svaku datu neopadajucu funkciju F: I" — R vazi
Sp(min(xy, ..., x,)) < F(x) < §p(max(xy, ..., x,)) (x € 1),
Sto imlicira
inf e F(x) = infrer 6p(x) 1 supyer F(x) = supyer 8¢ (x).
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Teorema 2.2.[4] Neka je F: 1" — R neopadajuca funkcija i neka su a: = inf 11 b: = sup . Tada
je

infép(x) =a © d8p(a) =a (pricemua €l) ili limdp(x) = a,
x€I x-a

sup6g(x) =b < 6g(b) =b (pricemub €1) ili 9lcl_r)rl} 6rp(x) = b.

x€l

Dokaz:
(=) Pretpostavimo da

infrar(x) =a (2.1)
i 6p(a) # a. Tada je neophodnoda a ¢ 1.

Neka je € > 0. Na osnovu (2.1), postoji x* € I takvo da je §x(x*) —a < . Sledi da, za svako
x €1, takvo da je x < x*, vazi

0<6r(x) —a<6pr(x*)—a<ce,
odnosno,
lim,_ 4 6p(x) =a. (2.2)
(&) Akoa €1 d8p(a) = a tada direktno vazi (2.1).

Pretpostavimo da vazi (2.2). Nekaje e > 0. Tadaje 0 < n < b — a takvo da x < a + n implicira
Op(x) —a < e. Ako izaberemo x* = a +n,imamo x* € 1i §z(x*) — a < & pavazi (2.1).

Posledica 2.1.[4] Neka je F: 1" — R neopadajuca funkcija. Ako je F idempotentna, tj. §z(x) = x
za sve x € I, onda je ona funkcija agregacije na I" i na svakom podintervalu.

Definicija 2.3.[4] Prosirena (eng. extended) funkcija iz U,y I™ je preslikavanje
F: U " - R
neN
Prosirena funkcija agregacije 1Z Uney 1™ je proSirena funkcija A iz U,en ™, Cija je restrikcija

A™M: = A|;n u I™ funkcija agregacije na I, za svako n € N.

Kako je prosirena funkcija definisana za bilo koji broj argumenata, moze se posmatrati kao niz

(F (n))neN &iji je n-ti element n-arna funkcija F™: 1" —» R. Nekad ¢emo prosirenu funkciju
zvati samo funkcija.
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2.1. Najpoznatije funkcije agregacije

e Funkcija aritmeticke sredine AM:R"™ - R 1 funkcija geometrijske sredine

GM: [0,4+o0]™ - [0, +0] su definisane na slede¢i naéin:

n

AM(x):= %Z X;

i=1

GM(x):= (ﬁ xl-)l/n.

i=1

Kada je n > 1, geometrijska sredina nije funkcija agregacije na bilo kom domenu. Moramo

razmatrati domen I" takav da je I € [0, +oo], uz uslov da je 0 - c0o = 0.
e Zasvako k € X, projekcija je funkcija P,: R® — R definisana sa
P (x): = xi
Projekcija na prvu i poslednju koordinatu definisane su kao
Pp(x):= Py (x) = x4
Py (x): = By(x) = xp
e Statistika poretka reda k (eng. order statistic) je funkcija 0S;: R™ — R definisana kao
0S8k (x): = x(
gde je
Xy < S Xy < v < X
e Minimum i maksimum definisani su na slede¢i nacin:
Min(x): = min(xq, ..., X,),
Max(x): = max(xq, ..., X,),

a zapisuju se i pomocu simbola A i V na slede¢i nacin:

n

Min(x) = /\xi I Max(x) = \n/xi.

i=1 i=1

Moze se primetiti da su minimum i maksimum respektivno statistike prvog i n-tog reda.
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Sa 0S; mozemo oznaciti termine samo u smislu minimumam i maksimuma kao

OSk(x)z/\\/xiz \/ /\xl-.

TSX ieT TCSX ieT
|T|=k |T|=n—-k+1

Medijana neparnog broja vrednosti (x4, ..., x5,—1) je definisana kao
Med(xq, ..., Xok—1):= X() = /\ \/xl- = \/ X;.
TCS[2k—-1] i€T TCS[2k—1] i€T
IT|=k IT|=k
Za bilo koje a € I, a-medijana u oznaci Med,: R™ — R definisana je kao
Med,(x) = Med (xl, vy X, @, ...,a) = Med(Min(x), a, Max(x)).
n-—1

e Za svaki podskup S € X, parcijalni minimum (eng. partial minimum) Ming: R" - R i
parcijalni maksimum (eng. partial maximum) Maxs: R™ — R, u odnosu na S, definisani

su kao
Ming(x): = /\xl-

Maxg(x): = \/xl-.

€S

e Za svaki vektor tezine w = (wy, ...,wy) € [0,1]", takav da je };i=, w; = 1, ponderisana
(tezinska) aritmeticka sredina je funkcija WAM,,: R™ - R u odnosu na w, i funkcija
ponderisane aritmeticke sredine poretka OWA,,: R™ — R, definisane su kao

n
WAMW(X): = Z Wi X;
i=1

n
OWAW(X): = Z WiX()-
i=1

e Funkcije suma }: R® = R i proizvod []: R™ — R definisane su kao

n

Y@= x

i=1
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n

[[e:=] ]

i=1

Treba napomenuti da, kada je n > 1, poslednje dve funkcije nisu funkcije agregacije na svakom
domenu. Za sumu treba da razmatramo domene R", |0,+oo|™ i |—o0,0|™, pri ¢emu |a,b|
predstavlja realan interval takav da su a i b krajnje tacke. Za proizvod, kada je ogranicenje
[0, +o0]™ razmatramo domene [0,1]|™, |1, +o|™, |0, +o|" itodaje 0 - o = 0.

e Pretpostavimo da je I = [a, b] zatvoren interval. Najmanja i najveca funkcija agregacije
na [a, b]™ definisane su kao

A (x)-—{b’ ako je x; =b,zasvei € X
L7 a, inate

_fa, ako je x; = a,za svei € X
Ar(x): = {b, inace.

Iz definicije sledi A, < A < A; za svaku funkciju agregacije A: [a, b]™ — [a, b].
e Konstantna funkcija C.: R™ - R, data sa
C.(x):=c,
gde je ¢ € R fiksna konstanta, je trivijalni primer funkcije koja nije funkcija agregacije sem u
slu¢aju kada je I = {c}.
2.2. Osnovne matematic¢ke osobine

Najpre ¢emo navesti osnovne osobine potrebne za agregaciju.

2.2.1. Monotonost

Definicija 2.4.[4] Funkcija F:I™ - R je neopadajuca (za svaki argument) ako, za svako
x,x' € I", vazi

x<x = F(x)<F(x').

Dakle, za neopadajuc¢u funkciju vazi da povecanje ulazne vrednosti ne uti¢e na smanjenje izlazne
vrednosti. Osobinu neopadaju¢e monotonosti poseduju sve funkcije agregacije.

Definicija 2.5.[4] Funkcija F: 1" — R je strogo rastuéa ako, za svako x, x' € 1", vazi

x<x'ix#+x'" = F(x)<F(x).
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Funkcija je strogo rastu¢a ako je neopadajuca i predstavlja pozitivnu reakciju na bilo koje
povecanje ulazne vrednosti. Stroga monotonost zahteva neopadaju¢u monotonost.

Definicija 2.6.[4] Funkcija F: 1" - R je osetljiva (eng. sensitive) ako, za svaki indeks i € X i
svaki realan broj A # 0, vazi F(x) # F(x + A1y;).

Kada je K € X, sa 1; oznaGavamo karakteristi¢ni vektor skupa K u {0,1}", tj. n-torku ¢ija je i-ta
koordinata 1, ako i € K, i 0, inace.

Teorema 2.3.[4] Neopadajuca funkcija F: 1" — R je strogo rastuca ako i samo ako je osetljiva.

Jednoglasno rastuca funkcija, drugacije reCeno, zajednicka strogo rastuc¢a funkcija je
neopadajuca funkcija koja predstavlja pozitivan odgovor kad god su sve ulazne vrednosti strogo
rastuce.

Definicija 2.7.[4] Funkcija F: 1" - R je jednoglasno rastuca ako je neopadajuca i ako, za sve
x,x' € I" vazi

x; < x'i, VieX = F(x) < F(x').

Ako je funkcija strogo rastu¢e monotona onda je i jednoglasno rastu¢e monotona. Na primer,
aritmeti¢ka sredina je strogo rastuca pa i osetljiva 1 jednoglasno rastu¢a. Funkcije minimum i
maksimuma su jednoglasno rastuce ali ne i strogo rastuce itd.

2.2.2. Neprekidnost
Definicija 2.8.[4] Funkcija F: 1" — R je neprekidna ako je

3}1361 F(x) =F(x*) (x*€I™).

x€eln

Neprekidnost zna¢i da male promene argumenata ne bi trebalo da podrazumevaju veliku
promenu agregatne vrednosti.

Teorema 2.4.[4] Za neopadajucu funkciju F: 1" — R sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) F je neprekidna.
2) F je neprekidna za svaku promenljivu, tj. za svako x € 1" i svako i € X unarna funkcija

uU— FOxq, o, Xjm 1, Uy X1y s X))
je neprekidna.
3) zasvako x,y € I, x < y i za svako c € [F(x),F(y)], postoji z € I, x < z < y, takvo

daje F(z) =c.
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Dokaz:
Daiz 1) = 2) je trivijalno.
2) > 1) Fiksiramo x* €1", >0 i neka je (x™) _ niz u I" koji konvergira ka x".

Definisemo nizove (a®) _ i (b®) _ uI™ koji konvergiraju ka x*, takve da vazi a® <
alert) plrd) < pl j k) < x0) < pM) | € N,

Neprekidnost F u i-toj promenljivoj znaci da postoji K; € N takvo da je, za svako k > K;,

F(x*)—e<F ((ai(K")){i} x*) <F ((xi(k)){i}x*> <F ((bi(Ki)){l} x*) <F(x*)+e.

Sledi da, za svako k > K: = max;cx K;, vazi
F(x*) —ne < F(x®) < F(x*) + ne
pa je F neprekidna.

1) = 3) Poznato je da za neprekidnu unarnu funkciju ova implikacija vazi (nezavisno od toga da
li je neopadajuca ili ne). Za svako x,y € I" takve da je x < y i x # y mozemo definisati unarnu
funkciju £:[0,1] - R kao

f@© =F((1-tx+ ty).

Ova funkcija je neprekidna i za svako c € [F(x),F(y)] = [f(0), f(1)] postoji neko t, € [0,1],
takvo da je f(ty) = c. Postoji z = (1 —ty)x + t,y koje zadovoljava x < z < y, takvo da je
F(z) =c.

Definicija 2.9.[4] Neka je ||]|: R™ — [0, +o) norma i D < I". Funkcija F: 1™ — R je uniformno
neprekidna na D (u odnosu na ||-||) ako, za svako & > 0 postoji § > 0 takvo da je |F(x) —
F(y)|<ekadgodijel|lx—yl|<dix,y€D.

Uniformno neprekidna funkcija je neprekidna, dok obrnuto ne vazi. Medutim, obrnuto vazi za
funkcije na specijalnim domenima kao $to su zatvoreni i ograniceni intervali.

Teorema 2.5.[4] Funkcija F:[a,b]™ - R je uniformno neprekidna u [a, b]™ ako i samo ako je
neprekidna u [a, b]™.

Dokaz: Pretpostavimo da je F neprekidna u [a, b]™ ali ne i uniformno neprekidna. Tada postoji
g > 0 takvo da, za svako k € N, postoje x®, y®) € [a, b]™ koji zadovoljavaju ||x® — y®|| <
1/ki |[F(x®) = F(y®)| > e.
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1z niza x® mozemo izdvojiti podniz x*m) koji konvergira ka x* € [a, b]™. Onda i podniz y®*m)
takode konvergira ka x* jer

< ”y(km) - x(km)” + ”x(km) —x*|.

||y(km) —x*

Dakle, iz neprekidnosti F(x*m)) — F(y®%m)) sledi konvergencija F(x*) — F(x*) = 0, §to je
kontradikcija jer je

|F(xCem)) — F(ykm))| > e.

Definicija 2.10.[4] Neka je f:1 — R funkcija i D podskup R. Varijacija (eng. variation) od f na
D, u oznaci Varp(f), se definiSe na sledeci nacin : Ako je D NI = @ onda je Varp(f) =0,
inace Varp (f) je data kao

n
sup {Zlf(ai) — f(ai_1)]:ag, .an €D Nlay < < ayy,
i=1

gde supremum prolazi kroz sve kona¢ne familije {a,, ... a,} zan € N. Ako je Varp(f) konacna,
kazemo da je f ogranicena varijacija na D.

Teorema 2.6.[4] Neka je f:1 — R funkcija ograniCene varijacije. Onda je f diferencijabilna
skoro svuda na I, i f' je integrabilna na celom 1 i vazi

f F©ldt < Var(f).
I

Definicija 2.11.[4] Unarna funkcija f: [a, b] = R je apsolutno neprekidna ako, za svako ¢ > 0,
postoji § > 0 takvo da za svaki konadan sistem disjunktnih intervala (a;, b;) < (a,b), i =
1, ...,n, za koje je

n

D hi-ay<s

i=1

vazi
Do - flal<e

Svaka apsolutno neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu je neprekidna na tom intervalu.
Teorema 2.7.[4] Apsolutno neprekidna funkcija f: [a, b] = R je ograniGena varijacija na [a, b].

Teorema 2.8.[4] Neka je I = [a, b].
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1) Apsolutno neprekidna funkcija na I je uniformno neprekidna.

2) Ako je f:1 - R apsolutno neprekidna, ona je i ograni¢ena varijacija na I, pa je
diferencijabilna skoro svuda na I i njen izvod je integrabilan na celom 1.

3) Ako su f,g:[a, b] = R apsolutno neprekidne, onda su i f+ g i cf takode, za svako
c €R.

4) Akosu f, g: 1 = R apsolutno neprekidne, onda je f g takode.

5) Ako su g:1 - [c,d] i f:[c,d] = R apsolutno neprekidne i g je neopadajuca, onda je
kompozicija f o g: 1 - R apsolutno neprekidna.

Teorema 2.9.[4] Neka je f: [a, b] = R. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

1) Postoji integrabilna realna funkcija g: [a, b] - R takva da je

X

fﬁﬂ=ﬂ®+fgﬁwt&€mwh

a

2) f;f’(t)dt postoji i jednak je f(x) — f(a) zasvako x € [a, b].
3) f je apsolutno neprekidna.

Teorema 2.10.[4] Neka je f:[a, b] = R neprekidna funkcija koja je diferencijabilna na (a, b).
Ako je njen izvod f' integrabilan nad [a, b], tada je f apsolutno neprekidna i vazi

b
ﬂm—ﬂ@=ffﬁma

Definicija 2.12.[4] Kazemo da je F: [a, b] X [c,d] — R apsolutno neprekidna ako su zadovoljeni
slede¢i uslovi:

1) Zadato € > 0 postoji § > 0 takvo da je

PNGIEE

gde je R konac¢an skup pravougaonika koji se po parovima ne preklapaju R = [a’,b"] X [c¢',d]
koji su podskupovi pravougaonika [a, b] X [c, d],

Ap(F) = F(a',c) = F(b',c") = F(a',d) + F(b',d),

1vazi
Z A(R) < &;
gde je A Lebegova mera na R?;
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2) funkcije F(-,d) i F(b,") su apsolutno neprekidne funkcije jedne promenljive na [a, b] i
[c, d], respektivno.

Definicija 2.13.[4] Neka je ||-]|: R™ — [0,4+) norma. Ako funkcija F:1" - R zadovoljava
nejednakost

|F(x) —F)| <cllx—yll (x,y€el™)

za neku konstantu ¢ € (0,+o0), onda kazemo da funkcija F zadovoljava LipSicov uslov, pri
¢emu ¢ > 0 nazivamo LipSicovom konstantom.

Ako funkcija F: 1" — R zadovoljava nejednakost

[F(x) —F)| < cllx—yll* (x,yel™),
gdeje0 <a <1ic € (0,+x), onda kazemo da funkcija F zadovoljava Lipsicov uslov stepena
a. U slucaju kada je 0 < a < 1, ovaj uslov nazivamo Holderov uslov stepena «.

2.2.3. Simetri¢nost
Definicija 2.14.[4] Funkcija F: 1" — R je simetricna ako je
F(x) =F([x],) (x€el" o€ &),

pri ¢emu je Sy skup svih permutacijana X, a [x], = (xg(l), s X ())-

Simetricnost ustvari znaci da agregatna vrednost ne zavisi od redosleda argumenata. Simetricne
funkcije su AM, GM i OWA,,, dok WAM,, nije.

Teorema 2.11.[4] Funkcija F: 1" — R je simetri¢na ako i samo ako, za sve x € ", vazZi

1) F(xZ, XLX3, ...,Xn) = F(xl, XZ’X3, ...,Xn)
2) F(xp,X3, 0, Xp,X1) = F(xl,xz,x3, ...,xn).

2.2.4. ldempotentnost
Definicija 2.15.[4] Funkcija F: 1" — R je idempotentna ako je 6 = id, odnosno

F(n-x)=x (x€l).

Idempotentne funkcije su AM, WAM,,, OWA,,, Min, Max i Med, dok Y i [] nisu. Svaka
neopadajuca i idempotentna funkcija F: 1" - R je funkcija agregacije.

Definicija 2.16.[4] Funkcija F: U,en I™ = R je strogo idempotentna ako, za svako n € N, vazi
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F(n-x) =F(x) (x € UpenI™).
Na primer, ako je F: U,en I™ — R strogo idempotentna, imamo
F(x1, %2, %1, %) = F(x1,x2,)-

Teorema 2.12.[4] Pretpostavimo da je F:U,eyI™ — R strogo idempotentna. Onda je F
idempotentna ako i samo ako je F(x) = x zasve x € I.

Dokaz: Ako je F strogo idempotentna, imamo F(n-x) = F(x) za sve x € I pa otuda i vazi
teorema.
2.3. Sokeov integral kao funkcija agregacije

Ako je I ograni¢en, samo normirana monotona mera obezbeduje da ¢e granice I biti ouvane i
zbog toga Sokeov integral je funkcija agregacije ako i samo ako je u normirana monotona mera.
Ako je I: = R, ovaj uslov viSe nije neophodan.

Neka je u monotona mera na (X,P(X)), gdeje X ={1,...,n} i x € R}. Ako je o permutacija na
X takva da vazi Xy(1) < Xg2) < 0 < Xg(n)s UZ USIOV Xg0): = 0 1 Ay = {0(i),...,c(n)}, za
Sokeov integral od x u odnosu na u koristiéemo oznaku C,(x) koja je preuzeta iz [8]. Uzimajuéi
u obzir prethodne oznake i oblik Sokeovog integrala na kona¢nom skupu, dat u odeljku 1.3.2,
moze se zakljuéiti da Sokeov integral od x u odnosu na y ima slede¢i oblik

n
Cu(2): = Z(xo(i) = %(-0)H(Asm)-
i=1
Jasno se vidi da je ekvivalentna formula

Cu(x):= Xy X (i) (M(Aa(i)) - M(Aa(i+1))) (2.3)
uz uslov Asne1): = 0.
Nekad cemo koristiti x; umesto x, ;).

U sledecoj teoremi dati su uslovi koje monotona mera treba da zadovolji da bi se Sokeov integral
svodio na specijalan slu¢aj funkcije agregacije.

Teorema 2.13.[4] Neka je u normalizovana monotona mera na (X, P(X)) i1 =R,. Vazi

1) C, = Min ako i samo aKo je u = ppn.
2) C, = Max ako i samo akKo je u = pmqgy-
3) C, = 0S) ako i samo ako je u mera praga T,_j41-
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4) C, = Py ako i samo ako je u Dirakova mera &y.
5) C, = WAM,, ako i samo ako je u aditivna i vazi u({i}) = wy, Vi € X.
6) C, = OWA,, ako i samo ako je u simetriéna i vazi w; = u(Ap_j41) — u(Ap_p),
i=2,.,niw; =1-Y",w; gde je A; svaki podskup od X za koji vazi
|A;| = i odnosno, u(A4) = Yi_fwy,_;, VA, |A] = i.
Dokaz: 1), 2) i 3) su specijalni slu¢ajevi 6). 4) je specijalan slucaj 5).

5) neka je w tezinski vektor. Koristeci (2.3) jednostavno mozemo proveriti da, uzimajuci da je p
aditivna i vazi u({i}): = w, zasve i € X, imamo WAM,, = C,. Sa druge strane, posto je WAM,,
aditivna, neophodno je da je i u aditivna u C, [4].

6) Dovoljno je koristiti (2.3) i proveriti da li 4 vodi ka OWA,,. Nasuprot tome, posto je svaka
OWA,, simetri¢na, neophodno je da je i u simetri¢na [4].

2.4. Sugenov integral kao funkcija agregacije

Kao i za Sokeov integral, u ovom odeljku ¢emo posmatrati Sugenov integral kao funkciju
agregacije nad I"™ i, umesto oznake (S) [ fdu, koristiéemo S,(x) dok x € 1",

U prvom delu smo definisali Sugenov integral.

Neka je 4 monotona mera na (X,P(X)), gdeje X ={1,...,n}, x € [0, u(X)]™ i o permutacija na
X takva da je xg(1) < Xg2) < ** < Xg(n), UZ UslOv da je Agp):={o(i),..,a(n)}. Sugenov
integral od x u odnosu na p ima slede¢i oblik

n

Su(x): = \/ (xo(o A #(Aoa)))-

i=1
Takode, Sugenov integral od f u odnosu na 4 mozemo definisati i na sledeci nacin.

Teorema 2.14.[4] Za svako x € [0, u(X)]™ i svaku monotonu meru y na (X,P(X)), Sugenov
integral od x u odnosu na p moze se napisati kao

S,(x) = \/ ( /\ % A m(A))

S,(x) = /\ (\/ X%V r?z(A))

gde je m svaka skupovna funkcija takvada je m, <m < m*,uzuslovm*: = pu i
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u(A), akoje u(A) > u(A\i),Vie A

L VA C X,
0, inace

m*(A):z{

i m je svaka skupovna funkcija takva da je m, < m < m”*, uz uslov m,(4):= u(X \ A),A S X i

u(X\ 4), akojepu(X\ A) <u((X\A)Ui)VieA
1, inate ’

ﬁ*(A):z{ VA € X.

Teorema 2.15.[4] Neka je 4 monotona mera na (X, P(X)). Sledece formule Sugenovog integrala
su ekvivalentne:

n

Su(x) = /\ (xa(i) v #(Aa(i+1)))

=1
= \/(xl Au{jlx: = x))
= Med (xl, v X ,LL(AO-(Z)), 'H(Aa(n)))-

Definicija 2.17.[4] Neka w € [0,1]" zadovoljava Vi, w; = 1,i 1 = [0,1].

1) Ponderisani maksimum u odnosu na w je funkcija agregacije definisana kao
n
WMax,,(x): = \/(wi A X;), vx € 1™,
i=1
2) Ponderisani minimum u odnosu na w je funkcija agregacije definisana kao

n
W Min,, (x): = /\((1—wi)in), VeI,
i=1

3) Funkcija ponderisanog maksimuma poretka u odnosu na w je funkcija agregacije
definisana kao

n
OW Max,,(x): = \/(wl Axp),  Vx el
i=1

uz uslov x¢qy <+ < X
4) Funkcija ponderisanog minimum poretka u odnosu na w je funkcija agregacije

definisana kao
n

OW Min,, (x): = /\ (A-w)vxy), vxer

i=1
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U sledecoj teoremi dati su uslovi koje monotona mera treba da zadovolji da bi se Sugenov
integral svodio na specijalan slu¢aj funkcije agregacije.

Teorema 2.16.[4] Neka je  monotona mera na (X, P(X)), I = [0, u(X)], tada vazi:

1) S, = Min ako i samo ako je p = fyin.

2) = Max ako i samo ako je u = tmax-

3) S, = 0S5 ako i samo ako je 4 monotona mera praga Ty_j41-

4) S, = Py ako i samo ako je u Dirakova mera 6.

5) S, = WMax,, ako i samo ako je u normirana maksitivna monotona mera, takva
daje u({i}) = w; zasvei € X.

6) S, = WMin,, ako i samo ako je p normirana minitivna monotona mera, takva da
jeuX\{i}) = u(X) —w;, zasvei € X.

7) S, = OWMax,, ako i samo ako je u normirana simetrina monotna mera, takva
daje u(A) = wy_jaj+1, 2aSVe AS X, A # Q.

8) S, = OWMin,, ako i samo ako je p normirana simetri¢na monotna mera, takva da
je u(4) = wy_j4, zasve A G X.

‘:V)

Dokaz:1), 2), 3) i 4) slede iz Teoreme 2.13

5) Pretpostavimo da je u normirana maksitivna i definiSimo w;: = u({i}) za svako i € X. Ovako
definisan teZinski vektor w zadovoljava v; w; = 1. Znamo da je S, takode maksitivna [4], pa za
svako x € I = [0,1]™ vazi

n

S#(x) = \/Su(xll A\ 11)
i=1
n

= \/ (xi A Su(li)> (A —homogenost)

i=1
n

= \/(xi A ;).
i=1

Sa druge strane, posto je WMax maksitivna, neophodno je da i u bude maksitivna [4]. Cak §ta
vise, WMax,,(1;) = w; = u({i}).

6) sledi na osnovu 5).

7) Uzmimo neki tezinski vektor w, takav da je V; w; = 1, i defini§imo simetriénu monotonu
meru u(A) = wy_ja+1, Zasvako A € X, A # @. Imamo
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n

Su(x) = \/ (xo Au(4w))

i=1

=1

n
_ \/(x(i) Aw;) =OWMax, (x).

Sugenov integral je simetriCan ako i samo ako je u simetriCna i vazi OWMax,, (1) =

Wn—|Al+1 = u(A).

8) sledi iz 7).
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3. Primena Sugenovog i Sokeovog integrala u obradi slika

Kako u danasnje vreme postoji sve veca potreba za vizualizacijom i analizom slika u mnogim
oblastima tako su se razvile razne metode koje se koriste za poboljSanje kvaliteta slike,
izdvajanje bitnih karakteristika slike, prepoznavanje oblika itd. U postupku poboljsanja kvaliteta
slike veoma je vazno uklanjanje Suma iz slike. Uklanjanje Suma se moze vrsiti pomocu filtera
koji su zasnovani na funkcijama agregacije. Primena Sugenovog i Sokeovog integrala kao filtera
je proucavana od strane viSe autora u [3],[5],[7],[9] itd.

3.1. Sugenov i Sokeov integral kao filter za uklanjanje Suma

Posmatrajmo u jednom delu slike piksel & i piksele xi,x5,...,x, Koji se nalaze u njegovoj
okolini. Okolinu piksela & predstavlja prozor koji je najées¢e kvadratnog oblika dimenzija k X k
gde je k obi¢no neparan broj i u ¢ijem centru se nalazi & (Slika 3.1). Neka je f funkcija koja
predstavlja nijanse sive u prozoru na crno-beloj slici. Sugenov i Sokeov integral se mogu
primeniti kao filteri tako §to se boja piksela & zameni sa vrednosti ovih integrala funkcije f na
skupu X = {x, x5, ..., x,}. Razli€it izbor mere na kojima su bazirani ovi integrali daje razliite
vrste filtera [1]. S obzirom da postoji veza Sugenovog i Sokeovog integrala sa najpoznatijim
funkcijama agregacije, koja je data u prethodnom poglavlju, specijalni slucajevi filtera baziranih
na ovim integralima su filteri bazirani na aritmetickoj sredini, ponderisanoj aritmeti¢koj sredini
poretka, statistici poretka, minimumu, maksimumu itd. Ovi filteri se ¢esto koriste u praksi kako
bi se uklonio Sum iz slike.

prozor

prozor

slika slika

Slika 3.1. Okolina piksela &

U primeru koji sledi Sokeov integral je definisan u odnosu na Sugenovu meru, tj. A-meru g, na
merljivom prostoru (X,P(X)), za koju je g,(X) = 1. Prilikom odredivanja A-mere gde skup X
ima n elemenata, problem se svodi na utvrdivanje vrednosti A-mere samo nad jednoelementnim
podskupovima skupa X. Vrednosti A-mere nad drugim podskupovima skupa X, potrebnim za
izratunavanje Sokeovog integrala na tom skupu, mogu se odrediti pomo¢u vrednosti te skupovne
funkcije na jednoelementnim podskupovima. Naime, ako koristimo oznake iz odeljka 1.3.2,
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jednakost datu u Teoremi 1.6 i g;(X) = 1, dobijamo da se A moze odrediti reSavanjem sledeéeg
polinoma:

14+2= 1_[(1 +2-g.({x{D),

dok se na osnovu Definicije 1.8 wvrednosti g; Sugenove mere nad skupovima
Xi ={x{,x{11, -, xn}, 1 < i < nodreduju pomocu slede¢ih formula:

91 (Xn) = ga({xn}),
91(Xic1) = 92X U {x[_1}) = g2(X) + ga({xi_1 D) + 4 - ga(X) - ga({xi_1}),

gde se vrednosti broja i uzimaju u opadaju¢em redosledu, tj. po¢evsi od n — 1. Posle utvrdenih
vrednosti A-mere na skupovima X; za svako i € {1,2, ..., n} na prethodno opisan nacin, vrednost
Sokeovog integrala se dobija pomoéu formule za izradunavanje ovog integrala na kona¢nom
skupu, date u odeljku 1.3.2.

Sada ée biti opisan primer primene Sokeovog integrala kao filtera [8],[9].

Na Slici 3.2 je dat laserski snimak terena (eng. LADAR range image). Potrebno je dobiti jasnu
sliku kolone vozila koja se nalazi u sredini. Slika prikazuje 6 od 9 meta (ciljeva). Ru¢no su
ucrtani beli pravougaonici koji okruzuju vozila koja se nalaze u koloni.

Slika 3.2.[1] Laserski snimak terena

Na originalnu sliku su primenjena sledeca tri filtera:

a) standardni 5x5 medijana filter (filter baziran na medijani),

b) 3x3 OWA filter sa tezinama 0, 0, 0, 0.25, 0.5, 0.25, 0, 0, 0 (filter baziran na ponderisanoj
aritmetickoj sredini poretka),

C) 5xS5 filterom baziranim na Sokeovim integralom u odnosu na Sugenovu meru.

Umesto 5x5 OWA filtera se primenjuje 3x3 OWA filter jer 5x5 OWA filter daje iste rezultate
kao 5x5 medijana filter [9].
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¢) 5x5 Sokeov filter

Slika 3.3.[1] Primena filtera

Nagin na koji se definie monotona mera u odnosu na koju je definisan Sokeov integral je opisan
u [9]. Naime, vrednost monotone mere na jednoelementnom skupu koji sadrzi posmatrani piksel
predstavlja stepen sli¢nosti sa bojama piksela koji se nalaze u njegovoj okolini. U sva tri
posmatrana slucaja se vrednost posmatranog piksela zamenjuje sa vrednoscu koja se dobija
pomocu filtera.

Prednost filtera zasnovanog na Sokeovom integralu u odnosu na druga dva filtera se ogleda u
tome §to bolje oCuvava ivice oblika.

Na Slici 3.3 prikazani su rezultati dobijeni primenom ova tri filtera na originalnu sliku. Zbog
malog formata slika teze je videti da u prva dva slucaja postoji odredena tekstura u pozadini dok
je na trecoj slici uklonjena. Dakle, filter baziran na Sokeovom integralu se takode pokazao
boljim i u procesu ublazavanja (eng. smoothing).

3.2. Sugenov i Sokeov integral u prepoznavanju oblika

Fazi integrali se mogu Koristiti i za reSavanje problema prepoznavanja oblika [1]. Prepoznavanje
oblika igra znacajnu ulogu jer se svodi na proces donosenja odluke. Slike koje se obraduju ne
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moraju biti samo slike koje se dobijaju pomoc¢u kamere nego i slike koje se dobijaju putem
satelita, letelica, telekomunikacionih uredaja za prenos, uredaja za medicinsku dijagnostiku,
radara kao 1 mnogih drugih uredaja. U nastavku ¢e biti opisano na koji nacin se mogu primeniti
Sugenov i Sokeov integral prilikom Klasifikacije objekta na slici. Identifikuju se izvori
informacija koji mogu biti pojedina¢ne funkionalnosti, klasifikatori oblika, informacije o
kontekstu, itd. Za oblik koji je potrebno klasifikovati, raCuna se funkcija hi(xj) (eng. evidence
function) za svaki izvor informacija x; i svaku Klasu i. Zatim se integrale funkcije {h;} u odnosu
na njihovu odgovaraju¢u klasu fazi mere i rezultiraju u jednu vrednost poverenja (eng.
confidence value) za svaku klasu. Ove vrednosti poverenja se koriste da bi se donela kona¢na
odluka o Klasifikaciji, na primer, oblik se svrstava u klasu sa najve¢im poverenjem. U sledecoj
tabeli je opisan postupak kojim se integrali Sugena i Sokea primenjuju u klasifikaciji.

Dato e Skup izvora informacija X = {x4, ..., x,}

e Oznaka: objekat z

e Za 1l<ic<c, funkcija h;: X — [0,1] koja pokazuje
pripadnost objekta z klasi i u odnosu na x;

Dobiti A-mere{g;}pricemujel <i<c
Pronaci h;(x;) za sve izvore j i svaku klasu i za objekat z
Sortirati X:{hi(x)) < hj(xy) << hi(xy):1<i<c}
Izradunati ( n
| Sg.(Ri) = \/ (hi(xj) A gi(Xj)) viili
fi(hi) = o
Cg;(hi) = Z (hi(x) = hi(xj-1)) - 9:(X;) Vi
=1

gdeje X; = {xj, Xj41, ) Xn}
Dy, (@) = (f5, (@), ., fgc(hc(z)))T gde je f=SiliC i
9= (g1, 9c)

H(ng (z)) =e; & f5,(hi(2) = £, (hj(z)) Vj#i

Niz

Odluka

Tabela 3.1.[1] Klasifikatori bazirani na fazi integralim

U Tabeli 3.1, vrste Sortirati i Izracunati, postupak za raunanje integrala je prilagoden prvom
delu ovog rada, dok se u [1] vrednosti h;(x;), h;(x3), ..., h;(x,) za svako 1 < i < ¢ sortiraju u
opadaju¢em redosledu, a zatim se pimenjuju ekvivaletne forme ovih integrala.

U polju Niz je data formula kojom se dobija vektor verovatnoca koji odgovara objektu z koriste¢i
bilo Sugenov ili Sokeov integral. Dakle, D f je Klasifikator verovatnoc¢a koji zavisi od

Sugenovog ili Sokeovog integrala. U poslednjem redu Tabele 3.1 je dato na koji se na¢in donosi
odluka kojoj klasi pripada objekat z pomocu prethodno izracunatih vrednosti, §to je oznaceno sa

H (ng (z)) [1]. 1zraz dat u polju Niz autori ¢esto nazivaju fazi klasifikator.
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Sada ¢emo opisati primenu Sokeovog i Sugenovog integrala kao klasifikatora koji se koristi u
automatskom prepoznavanju oblika od interesa na slici. Tacnije, pokazatemo primenu na
primeru Sugenovog integrala [1], [13].

Godine 1990. Tahani i Keler razvili su Klasifikator baziran na fazi integralima za automatsko
(ciljano) prepoznavanje (eng. ATR - automatic target recognation) i testirali ga pomocu
infracrvene FLIR kamere (eng. FLIR - forward looking infrared camera) [13]. Infracrvene FLIR
kamere su kamere koje formiraju sliku na osnovu toplote koju otkrivaju. Posmatrali su sliku
dobijenu kamerom, koja sadrzi dva tenka i jedan oklopni transporter (eng. APC — armored
personnel carrier). Cilj im je bio da se donese odluka kojoj klasi pripada vozilo, tj. da li je tenk ili
oklopni transporter na osnovu prepoznavanja oblika sa slike. Koristili su tri sekvence od 100
prozora (deo slike) i u svakoj sekvenci vozila su se pojavljivala pod razli¢itim uglom u odnosu
na senzor (0°,45°90°). U cetvrtoj sekvenci oklopni transporter je zaobiSao jedan tenk
pomerajuéi se u i iz uvale i kona¢no doSao pred sensor. Ova sekvenca se Koristi za obavljanje
uporednih testova. Slike se prethodno obraduju kako bi se izdvojili prozori koji sadrze objekte
koji nas zanimaju.

Klasifikacija objekta zavisi od vrednosti Sugenovog integrala Sy, u odnosu na A-mere g; na
skupu X koji se sastoji od Cetiri elementa koji se dobijaju pomocu Cetiri statisticke funkcije koje
se primenjuju na posmatrani deo slike (prozora), tj. X = {x;, x5, x3,x,} Koji predstavljaju
{srednju vrednost, varijansu, koeficijent nagiba (eng. skewness), koeficijent spljostenosti (eng.
kurtosis)} susednih slika. Da bi se dobile procene, h,(x;) (za k=tenk, APCs=oklopni
transporter), za svaku funkciju, u [13] je koristen algoritam Kkoji se naziva FCM algoritam, §to je
skracenica od fuzzy c-means, za ¢ = 2 na podacima za obuku.

Sugenove mere g;, zasvako 1 < i < ¢ nad skupovima X; = {x;, Xj41, ..., Xp}, 1 <j <n mogu
se odrediti pomocu postupka opisanog u odeljku 3.1.

Vrednosti g™ = g;({x}) za 1 < m < 4, koje se nazivaju fazi gustine su stepen vaznosti za
svaku karakteristiku (obelezje) i dodeljene su na osnovu toga koliko dobro svaka karakteristika
razdvaja dve klase (na podacima za obuku). Ovo je prikazano u slede¢oj tabeli

g* g° g° g* A
Tenk 0.16 0.23 0.19 0.22 0.760
APC 0.15 0.24 0.18 0.23 0.764

Tabela 3.2.[1] Izracunate gustine i A vrednosti
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U Tabeli 3.3 dato je poredenje izlaznih rezultata za tri klasifikatora pri ¢emu Dg oznacava

klasifikator baziran na Sugenovom integralu, D, standardni Bajesov klasifikator i Dpg
klasifikator koji koristi Dempster-Saferovu teoriju za integraciju informacija [15].

Fazi integral Ds, Bajesov klasifikator D, Dempster-Safer D g
tenk APC tenk APC tenk APC
Tenk 175 1 176 0 176 0
APC 17 49 22 44 22 44
92.6% tacno 90.9% tacno 86.4% tacno

Tabela 3.3.[1] Rezultati klasfikacija za tri klasifikatora

Svaki 2x2 blok celija u Tabeli 3.3 je tzv. matrica gresaka (eng. confusion matrix) dobijena od
klasifikatora kada se primene na podacima koji se testiraju na uobicajeni nacin (Cetvrta sekvenca
slike). U ovom testu, klasifikatori koji su napravljeni pomocu fazi integrala su nesto bolji od dva
koja su dizajnirana pomocu verovatnoce (eng. probabilistic).

3.3. Algoritmi za identifikaciju monotonih mera

Kao $to smo ve¢ pomenuli, uprkos uspesnoj primeni metoda koje su zasnovane na Sugenovom i
Sokeovom integralu, njihova primena moZe biti veoma komplikovana jer odabir odgovarajuce
monotone mere, na kojima se integrali baziraju, moze biti veoma zahtevan i komplikovan. U
prethodnom odeljku je opisan nadin odredivanja specijalnog sluc¢aja monotone mere - Sugenove
mere. Medutim, odredivanje monotone mere u opStem slucaju je dosta komplikovanije. 1z tog
razloga, razvijeni su mnogi algoritmi koji olaksavaju identifikaciju monotonih mera. U nastavku
¢e biti opisana dva algoritma za identifikaciju monotonih mera iz [6] i [11].

Neka je X = {x4,..,x,} 1 (X, P(X)) merljiv prostor.

Kako je osobina aditivnosti zamenjena slabijom osobinom monotonosti, definicija fazi mere
zahteva 2™ koeficijenata koji predstavljaju vrednost monotone mere na svim podskupovima
skupa X. Pogodan nacin za predstavljanje fazi mere je reSetkasta prezentacija. Svi koeficijenti,
koji definiSu fazi meru, mogu se poredati u resetku i dodeliti im se realni brojevi. Slika 3.4 daje
ilustraciju kada je n = 4, pri ¢emu u,3 oznacava u({x,, x3}).
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Slika 3.4.[6] Resetka koeficijenata monotone mere

Resetka monotone mere je napravljena od c¢vorova koji su povezani granama. Sastoji se od
n + 1 horizontalnih nivoa, numerisanih od 0 (za nivo koji sadrzi samo pug) do n (za nivo Koji
sadrzi samo puy). Staza (eng. path) je skup povezanih grana, pocev od ¢vora g do ¢vora uy (na
Slici 3.4 je naglaSena staza koja prolazi kroz s, U, 1 ly34). Za dati ¢vor u nivou [, njegovi donji
(gornji) susedni ¢vorovi su ¢vorovi koji se nalaze u nivou [ —1 (I + 1) i povezani su sa njim.
Postoji [ donjih i n — [ gornjih susednih ¢vorova.

Pretpostavimo da imamo sistem S sa n ulaznih promenljivih i jednu izlaznu $to Zelimo da
modeliramo pomocu fazi integrala, odnosno

S(x) = F,(x)

gde je x = [x4,..,x,] n-dimenzionalni vektor, a u normirana monotona mera na skupu X,
X ={xq,..,x,}. Neka je sa (x, y) obelezen skup podataka za obucavanje (eng. learning data) pri
Cemu y oznaava izlaz sistema kada je x ulaz. U nastavku ¢emo podatak za obucavanje
algoritma krace nazivati podatak. Javlja se problem kako za dati fazi integral (Sokeov, Sugenov
ili neki drugi) na¢i najbolju monotonu meru u takvu da greska bude minimalna §to se najcesce
postiZe tako Sto se minimizira suma kvadrata greSaka izmedu modela i sistema.

Analiza problema otkriva sledece:

e Jedan od glavnih problema je da koeficijenti moraju zadovoljavati ograni¢enja
monotonosti koja se mogu staviti u formu resetke

e Bez obzira koji je integral izabran, ulazna vrednost x podrazumeva upotrebu svih
koeficijenata koji se nalaze na stazi od @ do X

e Poznato je da se fazi integral nalazi izmedu min i max, pa je model pogodan za sistem
za koji vazi za svaki ulazni vektor x; A..Ax, <S(xq,..,x,) <x;V..Vx, U
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odsustvu bilo kog skupa podataka ili bilo koje informacije, jedino razumno resenje je da
se izabere srednja vrednost ulazne veli¢ine 1/nY; x;. Na osnovu Teoreme 2.13 se moze
videti da ovo odgovara Sokeovom integralu u odnosu na fazi meru koja je aditivna i vazi
u({x;}) =1/n, zasvel.

Algoritam opisan u [6] daje odgovor na ova razmatranja i zasniva se na dva osnovna koraka:

Korak 1: za dati podatak (informaciju) x, modifikujemo samo koeficijente na stazi koji su
ukljuceni u x u cilju smanjenja greske. Modifikacija se vrsi u cilju o¢uvanja osobine monotonosti
na stazi. Monotonost je takode proverena i za susedne ¢vorove. Ovo se radi za sve podatke
nekoliko puta.

Korak 2: ako ima premalo podataka, onda su mozda neki ¢vorovi ostali nemodifikovani. Ti
¢vorovi se ovde modifikuju kako bi se postigla najbolje uravnotezena resetka, tj. udaljenost
izmedu susednih ¢vorova bi trebala da bude jednaka §to je vise moguce.

Posle Koraka 2 ideja je da se, u odsustvu bilo kakvih informacija za neki ¢vor, ¢vorovi
organizuju u resetku tako da se dobije, sto je vise moguce, homogena resetka. Ocekujemo da ovo
bude robusno kada je dato samo nekoliko podataka, tj. ofekujemo bolju sposobnost
generalizacije.

Opisac¢emo detaljno dva koraka.
Korak 0: monotona (fazi) mera se postavlja u stanje ravnoteze.

Korak 1.1: Razmatramo skup podataka (x,y). Izracunamo greSku modela e = F,(x) —y.
Oznac¢imo sa u(0),u(1), ..., u(n) vrednosti ¢vorova na putu koji su ukljuceni u x. Na primer, na
Slici 3.4 imamo u(1) = pz, u(2) = Up3, u(3) = Ua34, pri ¢emu je 5,(0,1,0,..,0) = u({x;}).
Dakle, imamo da je uvek u(0) = 0iu(n) = 1.

Korak 1.2: Ra¢unamo novu vrednost u™°7° (i) na sledec¢i nadin:
U (i) = ustero (i) — @ —— (x(noiy — X(noi-1) (3.1)
€max

gde je @ € [0,1] konstanta i e,,,, maksimalna vrednost greske. e,,,, = 1 ako y uzima vrednost
iz intervala [0,1]. x(;y oznaCava i-tu vrednost od x; u rastu¢em redosledu.

Korak 1.3: Provera monotonosti. Ako je e > 0, provera se vrsi samo sa ¢vorom ispod (nize), a
ako je e < 0, samo sa ¢vorom iznad. Sta viSe, provera se vrsi samo sa ¢vorovima koji su veé
modifikovani u prethodnim koracima. Ako je monotonost naruSena, onda za ¢vor y;, ] € X vazi

u(i) = uy.

Ponavljati Korake 1.211.3zai = 1,...,n — 1 na sledeci nacin:

55



e akojee > 0, pocetisau(l),u(2),..,u(n—1)
e akojee < 0,pocetisau(n—1),u(n—2),..,u().

Ponavljati Korake 1.1 do 1.3 za sve podatke. Ovo se naziva jedna iteracija. Moze se vrSiti
nekoliko iteracija, tj. isti skup vrednosti se moze koristiti viSe puta.

Korak 2.1: Za svaki ¢vor koji je ostao nemodifikovan u Koraku 1 (poceti od nizih ¢vorova),
proveriti da li je ispunjen uslov monotonosti sa nizim i vis§im susednim ¢vorovima. Ako uslov
monotonosti nije ispunjen, modifikovati ¢vor kao u Koraku 1.3. Moze se desiti da gornji i donji
susedni ¢vorovi medusobno ne zadovoljavaju uslov monotonosti. U ovom sluc¢aju, mi ¢emo prvo
ispraviti ¢vorove kod kojih je narusena monotonost.

Korak 2.2: za svaki ¢vor Koji je ostao nemodifikovan u Koraku 1 (poceti od nizih nivoa), podesiti
vrednosti uzimajuci u obzir vrednosti gornjih i donjih susednih ¢vorova, kako bi resetka bila
homogena. To se radi izratunavanjem sledecih veli¢ina. Neka je u(i) ¢vor koji posmatramo, tada
je:

e srednja vrednost gornjih susednih ¢vorova m(i) = 1/(n — i) X.gornjin susednin tvorova 4y

e srednja vrednost donjih susednih ¢vorova m_(i) = 1/(i) Xaonjin susednin evorova hj

e minimalna razdaljina (udaljenost) izmedu w(i) i njegovog gornjeg (donjeg) susednog

&vora, u oznaci dp;y, (i) (d_in (D)

Ako je m(i) + m_(i) — 2u(i) > 0, onda je u(i) povecan

(M) + m_(@) — 2u(®) ) dmin (D)
2(m(@) + m_(i))

unOUO(i) — uStaT'O(i) + B

inace je smanjen

(Mm@ +m_() — 2u(@®)d__, ()

unevo({) = yStaro({) + B Z(m(i) + m_(i))

gde je B konstanta iz [0,1].

Primeniti Korak 2.1 i 2.2 na sve ¢vorove koji su ostali nemodifikovani u prvom koraku. Ovo se
naziva jedna iteracija i moze se vrsiti nekoliko iteracija.

Mogu se uociti sledece osobine algoritma:

e Kada podatak prode Korake 1.2 i 1.3 monotonost na stazi je osigurana kao i monotonost
sa susednim, ve¢ modifikovnim, ¢vorovima
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e Ako bismo koristili terminologiju masinskog ugenja, tada za Sokeov integral, jednadina
data u Koraku 1.2 odgovara algoritmu opadajueg gradijenta primenjenog na E =
(C,(x) - y)z, sa korakom (eng. learning rate) a/2eax.

e Ako neprestano ulazi isti podatak, tada algoritam konvergira. Zbog jednostavnosti,
posmatracemo podatak (x,y) gde je y = C,(x). Oznacimo sa u® (i) vrednost ¢vora u(i)
u k-toj iteraciji i u(i) pravu vrednost. Tada imamo:

() =u@() —«a (Cﬂo (x) — Cﬂ(x)) (Xtn—i) = Xni—1))-

Posmatrajuéi samo termin u* (i) imamo

ul(@) = Ku®() + (1 — K)u(@)
gdeje K =1 — a(xm_y — x(n_i_l))z, za K € [0,1]. Tada se moze dokazati da je
uk() = K*u°@) + (1 — K*¥)u(i), takvo da u* (i) konvergira pravoj vrednosti u(i).
e Ako je @ =1, i u algoritam ubacimo skup podataka koji odgovara broju 2™ ¢vorova iz

skupa [0,1]™, tada algoritam konvergira ta¢no ka reSenju jedne iteracije.
(skica dokaza: y su 2™ koeficijenti fazi mere, takvi da je

(i) = u®(@) = (Coo () — u(@)) = u(®).)

Navescemo sada rezultate testa poredenja prethodno opisanog algoritma iz [6] autora Grabis sa
algoritmom koji su posmatrali Mori i Murofusi u [11]. Mori i Murofusi su predlozili algoritam
slican prethodno opisanom algoritmu, s’ tim §to je u Koraku 1 formula za azuriranje podataka

x,y)

. e
unovo (l) — ustaro (l) _ KCTl'L S
X(n)
Test se sastoji od identifikacije fazi mera datih u Tabeli 3.4 koriste¢i uzorak od 81 podatka
(x,¥), gde je y = C,(x) + n, n je centrirani Gausov Sum, x je svaka ulazna tacka iz [0,1]* ije
koordinate pripadaju skupu {0,0.5,1}.

A p(A) A p(A) A p(A)
{1} 0.1 {12} 0.3 {1.2,3} 05
{2} 0.2105 {13} 0.3235 {124} 0.8667
{3} 0.2353 {14} 0.7333 {134} 0.8824
{4} 0.6667 2,3} 0.4211 {2,3.4} 0.9474

{24} 0.8070
{34} 0.8235

Tabela 3.4.[6] Fazi mere koje se identifikuju
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Rezultat identifikacije za razli¢ite vrednosti varijanse §uma dat je u Tabeli 3.5, gde je E? =

1/81% (y - C#(x))z.

2 Mori i Murofusi Grabis
g sum n. iteracija E? n. iteracija E?
0.0 97 0.0000 8 1.4e-7
0.00096 116 0.00087 10 0.00083
0.0125 70 0.0117 11 0.0108
0.00625 74 0.0605 11 0.0530
0.01250 79 0.1211 9 0.1054

Tabela 3.5.[6] Rezultati identifikacije za dva algoritma

Performanse su jasno bolje za algoritam dat u [6], posebno u brzini konvergencije. Eksperiment
je realizovan za a = 0.5 i indicirani broj iteracija odgovara stabilnosti E? na 10~°. Broj iteracija
prosiren je na 100 da bi proverio stabilnost rezultata. Sa nizom vredno$¢u a preciznost je
poveéana po ceni duzeg vremena konvergencije. Ovo je sumirano u Tabeli 3.6 kada je o2 =

0.0125.

a n. iteracija E?
0.5 11 0.0107846
0.25 27 0.00964529
0.1 52 0.00899498
0.05 86 0.00878478

Tabela 3.6.[6] Uticaj parametra a

Takode, prvi algoritam se bolje pokazao i u odnosu na standardni optimizacioni algoritam koji se
naziva Lemkeov algoritam ili metod kvadratnog programiranja [6].
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Zakljucak

U ovom radu opisana je uopstena teorija mere (teorija fazi mere) koja razmatra uopS$tenje mere
¢ije je aditivno svojstvo zamenjeno slabijim svojstvom monotonosti. Jedna od prednosti uopstene
mere je ta Sto je njena primena mnogo $ira od primene mere koja je predmet izucavanja klasicne
teorije mere.

U prvom delu dali smo osnovne pojmove monotonih mera na kojima se baziraju Sugenov i
Sokeov integral. Ovi integrali bazirani su na skupovnim funkcijama odnosno neaditivnim
merama i pokazali su se veoma pogodnim prilikom reSavanja problema u kojima je potrebno
doneti odluku na osnovu vise kriterijuma i njihove medusobne interakcije. Takode su navedene
osnovne defnicije i osobine Sugenovog i Sokeovog integrala i veza Sokeovog i Lebegovog
integrala, odnosno Sokeov integral je realno uopstenje Lebegovog integrala kada je monotona
mera o-aditivna, ali je, za razliku od Lebegovog, Sokeov integral nelinearan.

U drugom delu data je definicija i osobine funkcija agregacije koje se koriste u velikom broju
oblast i disciplina, narocito u primenjenoj matematici, informatici, medicine, ekonomiji, obradi
slika kao i u reSavanju problema vezanih za fuziju podataka. Najpoznatije funkcije agregacije su
aritmeti¢ka sredina, geometrijska sredina, minimum, maksimum, medijana... Sugenov i Sokeov
integral u diskretnom, kona¢nom slu¢aju odreduju posebnu klasu funkcija agregacije. Navedeni
su uslovi koje monotona mera treba da zadovolji da bi se Sugenov i Sokeov integral svodili na
minimum, maksimum, projekciju, ponderisanu aritmeti¢ku sredinu..

U tre¢em delu data je primena Sugenovog i Sokeovog integrala u obradi slika kao i njihove
prednosti. Navedeni su primeri algoritama za identifikaciju monotonih mera Kkoji se zasnivaju na
osobini da se vrednosti monotonih mera u kona¢nom diskretnom sluc¢aju predstavljaju u obliku
reSetke. Unutar tih algoritama razlikuju se formule iterativnih postupaka kojima se procenjuju
fazi mere. Takode su dati rezultati poredenja dobijeni pomo¢u metoda baziranih na Sugenovom i
Sokeovom integralu sa drugim metodama koje se Kkoriste prilikom obrade slika. Filter za
uklanjanje $uma baziran na Sokeovom integralu pokazao se bolje u odnosu na druga dva filtera.
Klasifikatori koji se koriste za automatsko prepoznavanje oblika na slici bazirani na Sugenovom
integralu pokazali su se boljim od klasifikatora dizajniranih pomocu verovatnoca.

Mozemo zakljuciti da se problem odabira odgovoraju¢e monotone mere, na kojoj se baziraju
Sokeov i Sugenov integral, uspesno re$ava razvojem algoritama koji olak3avaju identifikaciju
neaditivnih mera koji se sve viSe primenjuju u praksi.
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