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Predgovor

Osnovna ideja u radu je da se utvrdi koliko je zaista efikasna 1/N diverzifikacija u
poredenju sa modernom portfolio optimizacijom. Odnosno, ideja je da se utvrdi pod
kojim uslovima je bolja moderna portfolio teorija a pod kojim naivna diverzifikacija.

Rad sadrzi pet poglavija. Prvo poglavije je posveceno uvodenju citaoca u problematiku
koja je obradena u radu i sadrzi pregled osnovnih definicija i teorema. Drugo poglavlje
sadrzi objasnjenje portfolio strategija koje poredimo u radu. Trec¢i deo rada objasnjava
na koji nacin éemo da poredimo strategije. Cetvrto poglavlje je posveéeno empirijskim
rezultatima. Poslednji deo je, naravno, zakljucak u kom su ukratko dati rezultati do kojih
se doslo kroz rad.

Svom mentoru, dr Milosu BoZovi¢, dugujem zahvalnost kako na pomoci prilikom odabira
teme tako i na brojnim konsultacijama koje su mi bile od velike pomocéi prilikom izrade
ovog rada. Zanimljiva i veoma poucana predavanja iz Finansija 2 svakako su bila motiv
da odaberem temu iz ove oblasti.

Takode bih se zahvalila ¢lanovima komisije, dr Natasi Kreji¢ i dr Zorani Luzanin, pre
svega ha interesantnim predavanjima tokom studija.

Zahvaljujem se svojoj tetki Slavki kod koje sam stanovala tokom osnovnih studija na
razumevanju. Svojoj dragoj prijateljici Mimi Zelim da se zahvalim na iskrenom
prijateljstvu i vremenu koje provodimo zajedno. Takode, Mariji i Mileni bih se zahvalila
na druzenjima tokom studija i na vremenu koje i sada jedna za drugu nademo.

Bratu Vladimiru dugujem zahvalnost za podrsku i razumevanje, posebno mu se
zahvaljujem na sposobnosti da me uvek nasmeje i oraspolozi. Miljanu bih se zahvalila na
konstantnom ohrabrivanju i podrsci tokom poslednjih sedam godina.

Na kraju, svojim dragim roditeljima, Dusanu i Andeliji, Zelim da se zahvalim na ljubavi,
pomoci i podrsci koju mi svakodnevno pruzaju tokom citavog zivota.



1 Uvod

Jedan od najvecih problema u svetu investicija jeste naéi optimalan portfolio za
skup raspolozivih aktiva i datu koli€inu kapitala. Savremena portfolio teorija tezi
da nade optimalan model koji ¢e da da najbolje rezultate. Kroz ovaj rad ¢emo
pokuSati da saznamo da li zaista portfolio teorija uspeva da nadjaca naivnu
portfolio diverzifikaciju koja svakoj aktivi dodeljuje isti tezinski koeficijent (1/N).
Harry Markowitz je jedan od prvih koji uvodi modernu portfolio teoriju. U njegovim
modelima optimizacije investitiori vode raCuna samo o ocCekivanju i varijansi
oCekivane stope prinosa. U radu ¢e biti data dva modela portfolija kojima se on
bavio, portfolio koji se dobija minimizacijom rizika i portfolio koji se dobija
maksimizacijom ocekivane stope prinosa. Pored ovih modela poredi¢e se i
vrednosno ponderisani portfolio (Value Weighted portfolio) koji takode neki autori
smatraju za naivnu portfolio strategiju jer su tezinski koeficijenti ovog portfolija
dati kao proporcije trziSnih kapitalizacija.

Da bismo mogli da utvrdimo koja od strategija daje najbolje rezultate za svaku od
njih raunamo sledeée veliéine: oéekivani visak prinosa, varijansu, Sarpov
koli¢nik i sigurnosni ekvivalent. Da bi podaci bili Sto dosledniji optimizacija ¢e biti
izvrSena na skupu podataka koji se sastoji od 30 akcija i na seriji od 7 indeksa.

Autori rada [5] pokazali su da ni jedan od 14 modela moderne portfolio
optimizacije nije dosledno bolji od naivne (1/N) diverzifikacije. U njihovom radu
nasla sam motivaciju za svoju temu. Za razliku od nekih dosadasnjih rezultata u
literaturi, a posebno onih navedenih u [5], pokazacemo da, kakvi rezultati ¢e se
dobiti zavisi od serije podataka na kojoj raCunamo gore navedene veli€ine, od
veli€ine uzorka na kom ocenjujemo parametre i od broja aktiva koje ucestvuju u
optimizaciji.



1.1 Lista oznaka

U nastavku su uvedene oznake koje se koriste u daljem tekstu.

Skup realnih brojeva

Ocekivanje slu¢ajne promenljive X
Varijansa slucajne promenljive X
Stopa prinosa portfolija
Ocekivana stopa prinosa portfolija
Vektor tezinskih koeficijenata (ponderi)
Jedinicni vektor

Varijansa portfolija

Kovarijansa

Matrica kovarijansi

Koeficijent korelacija

Stopa bez rizika

Ocena oCekivane stope prinosa
Ocena varijanse

Ocena tezinskih koeficijanata
Ocena matrice kovarijansi

Cena aktive i u trenutku t

TrziSni kapital aktive i u trenutku t
Sarpov koli&nik

Sigurnosni ekvivalent



1.2 Pregled definicija i teorema

Navedimo sada osnovne definicije i teoreme koje su neophodne za razuemavnje
teorije izloZzene u nerednim poglavljima.

Osnovni pojmovi linearne algebre

Definicija 1.1 Kvadratna matrica A je regularna ako postoji kvadratna matrica B
takodajeA-B =E.

Definicija 1.2 Kvadratna matrica B koja zadovoljava uslov A - B = E naziva se
inverzna matrica matrice A i obeleZzava se sa A™1.

Definicija 1.3 Kvadratna matrica za koju ne postoji inverzna matrica naziva se
singularna matrica.

Definicija 1.4 Kvadratna matrica A je pozitivno definitna ako za svaki ne nula
vektor x vazi xTAx > 0.

Definicija 1.5 Kvadratna matrica A je pozitivno semidefinitna ako za svaki ne
nula vektor x vazi xTAx > 0.

Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

Q — skup elementarnih dogadaja

Definicija 1.6 Podskup F partitivnog skupa P (Q) je a-polje (o-algebra) nad Q
ako vaZze uslovi:
1. QeF,

2. ako A€ F,ondaA € F,
3. ako {A;}iey € F,onda U2, 4; € F.

Borelovo o-polje, B = B(R), je jedno o-polje definisano nad skupom realnih
brojeva.

Definicija 1.7 Neka je F o-polje nad Q. Funkcija P - [0,1] se zove verovatnoca
na prostoru (Q, F) ako zadovoljava uslove:

1. P(Q) =1,

2. akO {Ai}iEN c :F,Ai ﬂA] = @,l ?‘:] y l,] = 1,2,"‘, Onda



P21 41) = XiZ1 P(A).

Prostor verovatnocéa je uredena trojka (Q, F, P), gde je Q skup svih
elementarnih dogadaja, F je o-polje nad , a P je verovatnoca nad (Q, F).

Definicija 1.8 Neka je (Q,F, P) prostor verovatnoca i X: (1 » R. Preslikavanje X
je slu€ajna promenljiva ako Vx € R vaZi

{wlwe Q,X(w) <x}EF.

One slucajne promenljive X: Q ~ R koje uzimaju konacno ili prebrojivo mnogo
vrednosti, odnosno postoji najviSe prebrojiv skup

Ry ={x1, x5, } C R,
takav da je

Pwlw € O, X(w) ERx} =1,
nazivamo diskretne slu¢ajne promenljive.

Slu€ajna promenljiva X je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji nenegativna
integrabilna funkcija ¢y (x), —o0 < x < oo, takva da je za svaki skup S € B(R),

P{X € S} =f px(x)dx.
s

Funkcija ¢x(x) se zove gustina raspodele verovatnoca.

Definicija 1.9 Funkcija Fx(x): R ~ [0,1] definisana sa
Fy(x) = Py((=%,x)) = P({w € Q| X(0) < x}),

naziva se funkcija raspodele slucajne promenljive X.

Definicija 1.10 n-dimenzionalna slu€ajna promenljiva X = (X, -+, X;,) je diskretna
ako postoji prebrojiv skup tacaka u R":

Ry = {(xikl)' ""xr(lkn));kl' ek = 1,2’...}



takav da P{X € Ry} = 0. Skup Ry je skup svih mogucih vrednosti za X.

Definicija 1.11 Slu€ajna promenljiva X = (Xy,--+, X;,) je n-dimenzionalna slu¢ajna
promenljiva apsolutno neprekidnog tipa ako postoji integrabilna funkcija
@x(x1, %) = 0,—0 < x4+, x, < 0, takva da je, za svaki Borelov skup S € B,

PUCG X) €8) = [ [ pxtn e )i  dxy
S

Funkcija ¢@x(x) zove se gustina raspodele verovatnoca slu¢ajne promenljive X.

Teorema 1.1 Neka su X;, -+, X,, slu€ajne promenljive na prostoru verovatnoca
(Q,F, P). Potreban i dovoljan uslov da slu¢ajne promenljive X;, -+, X, budu
nezavisne je da vaZzi

Fixy e xn) (X1, %) = Fx, (xq) - Fx, (xn)-

Definicija 1.12 Ako je X diskretna slu¢ajna promenljiva zadata na sledeéi nacin

X = (xl Xy o xn>’
P1 D2 " Pn

tada je E(X) = Y;ey X;p; matematicko o€ekivanje sluc¢ajne promenljive X, ako
red Y;enlx;|p; konvergira.

Ako je X slu€ajna promenljiva neprekidnog tipa sa funkcijom gustine raspodele
px(x) , tada je matematic¢ko oCekivanje E(X) sluCajne promenljive X definisano
sa

E(X) = fxgox(x) dx,

pod uslovom da integral ffooolx|<px(x) dx konvergira.

Osobine ocekivanja:
1. [E)| < E(XD.
2. E(c)=c.
3. E(cX) = cE(X).
4. Ako slu€ajne promenljive X;,---, X,,n € N, imaju oCekivanja onda



E (i Xk> = ZE(Xk) .

=1

5. Ako je za svako w € O, X(w) = 0, tada je E(X) = 0.
Akoje X > Y (zasvako w € Q,X(w) > Y(w) ), tada je E(X) = E(Y).
7. Ako su slucajne peomenljive X, -+, X,,n € N, nezavisne i imaju oCekivanja

onda je
k=1 k=1

8. Ako slu€ajna promenljiva X ima oCekivanje onda
E(X-EX))=0.

o

Definicija 1.13 Disperzija (varijansa) slu¢ajne promenljive X se definiSe na
sledeci nacin:

D) =E((x - E(X))Z).
Jednosnavniji izraz za disperziju je: D(X) = E(X?) — E?(X).

Osobine disperzije:
1. D(X) = 0.
2. D(X) =0 © X = const.
3. Ako je ¢ = const, onda je D(cX) = ¢*D(X) i D(X + ¢) = D(X).
4. Ako su slu€ajne promenljive X;,:--,X,,,n € N nezavisne i imaju disperzije
onda je

D (Zn: Xk> = zn: D(X) .
k k=1

=1

Definicija 1.14  Standardna devijacija (standardno odstupanje) slu€ajne
promenljive X se definise sa a(X) = /D(X).

Definicija 1.15 Kovarijansa slu¢ajne promenljive (X,Y) se definiSe na slededi

nacin:
oxy = cov(X,Y) =E[(X —EX))(Y —E(Y))] = E(XY) — EQ)E(Y).

Definicija 1.16 Koeficijent korelacije slu¢ajne promenljive (X,Y) je



~ X—EX) Y —E()
pXY_COU( /D@ D) >
vazi sledece
EXY)-EX)E(Y)  cov(X,Y)  oxy

P T S OD)  JDX)D{)  x0r

Kazemo da su X i Y pozitivho korelisane ako je pyxy > 0, negativno korelisane
ako je pxy < 0 i nisu u korelaciji ako je pyy = 0.

Za koeficijent korelacije pyy vazi |pxy| < 1.

Ako su X 1Y nezavisne slu€ajne promenljive onda je pyy = 0.

Osnovni pojmovi teorije optimizacije

Definicija 1.17 Funkcija f, diferencijabilna na U, raste (opada) na U, ako i samo
akovazi f'(x) 20 (f'(x) <0),vx e U.

Definicija 1.18 Funkcija f definisana nad konveksnim skupom U je konveksna
na U ako Vu,veU i za sve a€ (0,1) vazi flau+ (1 —a)v) <af(u)+

(1 —-a)f ().

Definicija 1.19 Dvaput diferencijabilna funkcija f je konveksna (konkavna) na
Uakoisamoakoje f""(x) =20 (f"(x) <0),x e U.

Definicija 1.20 Ako je funkcija f dvaput neprekidno diferencijabilna i ako je
f'xg) =0 i f"(x9) >0(f"(xy) <0) onda funkcija u x, ima minimum
(maksimum).

Problem optimizacije:

Zadatak je na¢i x = (x,..,x,) tako da se minimizira funkcija f(x) uz uslov
gix)=b;, i = 1,..,m.

Pri ¢emu su f(x) i g;(x),i =1,...,m, date funkcije n promenljivih za koje se
pretpostavlja da su diferencijabilne.



Najpre se formira Lagranzova funkcija
m
L&A = ()= ) 24(giC) = by).
i=1

A= (A4,+, ) je vektor Lagranzovih mnozitelja.

Potrebni uslovi za optimalno reSenje Lagranzove funkcije su

m
oL of 39

—_— - 1 :O,j:1,"',n,
ax] ax] e~ lax]

dL ,
a_/ljzgi(x)—bi=0, i=1..m.

Navedeni uslovi koje treba da ispunjava reSenje da bi bilo optimalno nazivaju se
KKT uslovi (Karush, Kuhn, Tacker) .
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2 Modeli optimizacije portfolija

Optimizacija portfolija podrazumeva optimalan izbor investicija za skup
raspolozivih investicija i datu koliCinu kapitala. U momentu odluCivanja se ne zna
Sta ¢e se deSavati sa nov€anim tokom koji opisuje investiciju ve¢ samo postoji
oCekivano ponaSanje novCanog toka, zbog toga je stopa prinosa investicija
sluéajna promenljiva koja ima ocekivanu vrednost i standardno odstupanje
(varijansu). Postoje i investicije kod kojih unapred znamo nov€ani tok, u tom
sluCaju je prinos deterministiCka vrednost i standardno odstupanje je nula.
Ovakve investicije se nazivaju investicije bez rizika. lako u praksi investicije bez
rizika ne postoje jer ¢ak i najsigurnije investicije nose malu koliinu rizika [16],
Cesto se investicije kao Sto su depozit (kredit) koji nosi fiksnu, unapred poznatu
kamatu ili drzavne obveznice tj. portfolijo sastavljen od njih uzimaju kao stope
bez rizika.

2.1 Ocekivani prinos i varijansa portfolija

2.1.1 Prinos aktive

Pretpostavimo da posmatramo jedan period i u nultom vremenskom trenutku
kupujemo neko dobro, a na kraju perioda ga prodajemo. Neka su:

P, - uloZeni iznos novca
P; — vraceni iznos novca
R - prinos

Prinos investicije raunamo na sledeci nacin:

R=p 2.1)

Stopa prinosa definisana je sa:

11



gde r predstavlja stopu prinosa a P, i P; su, kao Sto je ve¢ navedeno, uloZeni i
vraceni iznos novca.

Cesto se u literaturi sre¢e termin prinos iako se misli na stopu prinosa, ali iz
konteksta treba da bude jasno o kojoj je veli€ini recC.

Iz dve gornje jednakosti jasno se vidi da je veza izmedu prinosa i oCekivane
stope prinosa sledeca:

R=1+r.
Jednakost (2.1) sada mozemo napisati i u obliku

P1=(1+T)P0.

2.1.2 Prinos portfolija

Neka je dato n dobara od kojih formiramo investicioni portfolio. Ulog P, delimo na
n dobara. Dakle, biramo iznose Py; ,i = 1,---,n takve da vazi

n
ZPOL':PO'
i=1

gde je P,; iznos koji investiramo u i-to dobro. Ukoliko je dozvoljena kratka
prodaja’ iznosi P,; mogu biti i negativni, u protivnom ovi iznosi su nenegativni.

Iznos investiran u pojedinacno dobro moze biti predstavijen i kao udeo u ukupnoj
pocetnoj investiciji. Tj. moZemo da piSemo

! Kratka prodaja (short selling) podrazumeva prodaju nekog sredstva koje investitor ne
poseduje(trgovina pozajmljenim sredstvom).Kratkom prodajom se ostvaruje profit ako cena pozajmljenog
sredstva opada, u suprotnom dolazi do gubitka.Ovo je jedan od razloga zasto je kratka prodaja zabranjena
na pojedinim finansijskim trZistima.

12



Poi:WiP(), i:1,"',n,

vrednosti w; su tezinski koeficijenti (ponderi) i-tog dobra u portfoliju. Jasno je
da mora da vazi Y ,w; =1 . Ova jednakost nam garantuje da sve investicije
uCestvuju u formiranju portfolija.

Ukoliko je kratka prodaja dozvoljena neki od tezinskih koeficijenata w; mogu biti
negativni, a u suprotnom su svi nenegativni.

Ako sa R; oznacCimo prinos dobra i onda je iznos, generisan tim dobrom, koji
dobijamo na kraju perioda dat sa

RiPy; = Riw;P, .

Stoga, totalni prinos portfolija je:
n
* L Rw;P
R =Zl—1Pl ifo =zWiRi-
0 i=1

Kako je

Dobijamo da je

stopa prinosa portfolija.

Kao Sto smo vec rekli stope prinosa su veli€ine Cije vrednosti ne znamo sa
sigurnoscu. Razlog tome je Sto u momentu ulaganja iznosa P, ne znamo koji ¢e
iznos P; biti vraéen (ne moZzemo znati cene dobara u narednom trenutku pa tako
u momentu kupovine ne znamo koji iznos ¢e se ostvariti prodajom nekog dobra).

13



Shodno tome, stope prinosa r posmatramo kao sluCajne promenljive. Kao
slu€ajna promenljiva stopa prinosa ima svoju o€ekivanu vrednost i varijansu
koje respektivno oznaavamo sa E[r] =7 i 62 = E[(r —7)?] . Takode zanimace
nas i kovarijansa datog dobra sa ostalim dobrima koja nas interesuju, i nju c¢emo
oznacavati sa g;; = (r; —1)(1; — 7;) (kovarijansa izmedu i-tog i j-tog dobra).

Posmatrajmo ponovo slu€aj kada imamo n investicija, sa slu€ajnim stopama
prinosa r; i standardnim odstupanjima o;, i =1,---,n . Od ovih investicija
formiramo portfolijo koristecCi tezinske koeficiente w; ,i = 1,---,n . Dobijamo da je
stopa prinosa portfolija:

n
Te = Wil + wary + -+ wyh, = E w; T .
i=1

Iz ove jednakosti dobijamo da je o¢ekivana vrednost stope prinosa portfolija
data sa:

7w = E[r] = wiE[r1] + woE[ry] + -+ + WaE[1r,] = witg + woiy + - + wy iy,

= Z?:l wiTy.

Recima mozZemo reéi da je oCekivana stopa prinosa portfolija jednaka tezinskoj
sumi ocCekivanih stopa prinosa pojedinacnih investicija od kojih se portfolio
sastoji.

2.1.3 Varijansa portfolija

Oznagimo sa ¢? varijansu i-tog dobra, i = 1,---,n , a sa o;; kovarijansu prinosa i-
tog i j-tog dobra, i,j=1,---,n. Varijansu (standardno odstupanje) celog
portfolija raCunamo na sledeéi nacin:

14



= F (Zl w; (1 —ﬁ))(; w; (r; — 7))

=E Z ww; (r — 1)1 — 1)

ij=1

n
= Z Win O-l'j .

ij=1

Dakle, varijansa prinosa portfolija moze se izraCunati preko kovarijansi parova
investicija i tezinskih koeficijenata.

Uvedimo sada matriéni zapis, neka je £ = [o;;] matrica kovarijansi, r = [rl,...,rn]T

vektor prinosa, 7 = [f..7,] vektor odekivanih prinosa i w = [w;..wy]  vektor
tezinskih koeficijenata, tada je:

. =wlr =Y, w;r; prinos portfolija,
7 =wlF =Y, w;; ocekivani prinos portfolija,

o? =w'Ew = ¥';_, w;w; 0;; varijansa portfolija.

Kao &to vidimo, svaka investicija i svaki portfolio ima svoju oCekivanu stopu
prinosa 7 i standardnu devijaciju o. Shodno tome, svaki portfolio mozemo
predstaviti kao tacku u ¥ — ¢ ravni.

Pretpostavimo da na raspolaganju imamo dve aktive, A1 i A2. Uvodenjem
realnog broja m definisatemo Citavu familiju portfolija tako Sto ¢emo tezinske
koeficijente da definiSemo kaow; =1 —-mwiw, =, € (0,1). Kako m varira od
0 do 1 portfolio koji posmatramo moze da sadrzi samo aktivu A1, kombinaciju
aktive A1 i A2 ili samo aktivu A2. Ukoliko ¢ (0, 1) onda postji mogucnost kratke
prodaje. Izgled ovog portfolia je dat na slede¢em grafiku. Bitno je uoditi da izgled
krive zavisi od kovarijanse izmedu aktiva, o, .

15



Grafik 1

Diagram portfolia

Ocekivani prinos

Al

Standardna devijacija

Ovaj rezultat je formalno dat slede¢om lemom.

Lema 2.1 [10] (Portfolio dijagram lema)

Kriva u ¥ — o ravni definisana nenegativnom kombinacijom aktiva A1 i A2 lezi
unutar trougaone oblasti odrdene taCakama A1, A2 i A, gde je A tacka na 1,
f10'2+f20'1
rovtio ).
o1+0;

odnosno 4 ima koordinate A (

Dokaz. Stopa prinosa portfollija definisanog pomocu = je data sa
r(n) = (1 —m)r, +nry,

oCekivana vrednost ove stope je data sa
r(m) = (1 —m)r, + nr,.

Na osnovu definicije za standardno odstupanje portfolija imamo da je za ovaj
portfolio, sa dve aktive, standardno odstupanje dato sa

o(m) = \/(1 —1m)20? + 2n(1 — m)oy, + w202 .

012

standardno

Kako je koeficijent korelacije aktiva A1 | A2 dat sa p=

)
0102

odstupanje mozemo predstaviti kao

o(m) = \/(1 —m)20% + 2pn(1 — m)o,0, + 203 .
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Kakoje —1 <p <1 ikakoje a(m) rastu¢a funkcija po p moZzemo odrediti donju
i gornju granicu funkcije o(m) .

Za p =1 gornja granica je data sa:

o(n)" = \/(1 — )20 + 2n(1 — m)o,0, + 207

= J[A =m0, + na, ]2

=1 —-mn)o, + mo, .

Analogno, za p = —1, donja granica je data sa:

o(n), = \/(1 —n)20? — 2n(1 — m)oy0, + m202

= VI - o, — o, 12

=|(1—-m)o; — moy|.

Kada se ova apsolutna vrednost raspiSe dobijamo sledece dve jednakosti:

o
1-m)oy —mo,, w< ! ,
0, + 0y,
o
no, — (1 —m)o;, m= L
0, + 0y,

Upravo u preseku ove dve prave se dobija tacka A sa grafika. m

2.2 Jednakoponderisani portfolio (% portfolio)

Ova strategija pretpostavija da je ufeSée svake aktive u portfoliju jednako.
Drugim reCima, ako posmatramo n aktiva onda je vektor tezinskih koeficijenata

portfolija dat saw = [3, ,3].

n n
Kako smo ve¢ naveli da je oCekivani prinos portfolija dat sa 7 =Y, w;7; , za
v . 1. .
teZinske koeficijente —imamo da je:
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_ _ 1 1 _
_\"n _yn 1—-_1gn
T =X Wi, = i=1;h = i=1" -

Varijansa ovog portfolija je:

=1 =1
c1 o1
= F zg(n—n))(;g(n—r,)) -

1
= E| Y — -0 -5)| =

ij=1
n n n
1 ey 1 _ _
=E|) -7+ SO -R-n(=
. n . . . .n
i=1 =1 j=1,j#i
n n n
1 2, z 1
= — 0 —0;; .
n2 i n2u
i=1 i=1 j=1,j#i

Posmatrajmo sada sledecu situaciju:

Na raspolaganju imamo n investicija sa jednakim ocCekivanim prinosom pu i
jednakom varijansom s2,tj, vazi 7; = u,o? = s?,Vi.Takode, pretpostavimo da
investicije nisu u medusobnoj korelaciji.

Za ovakav portfolio o€ekivani prinos je dat sa

Odgovarajuca varijansa je
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Ovde smo iskoristili Cinjenicu da aktive nisu u medusobnoj korelaciji.

Kao $to vidimo oc€ekivani prinos ne zavisi od broja raspolozivih aktiva dok se
varijansa smanjuje sa povecanjem broja aktiva.

Pretpostavimo sada da kovarijanse nisu jednake nuli ali da jesu medusobno
jednake, g;; = ks*, i # j, gde je k konstanta. Tada dobijamo da je

1 1
0% = nﬁs2 +n(n— l)ﬁks2

52 ks?
= —+Mm-1)—
n
2
- S—+(1——)k52
1 —k)s?
_( )s es?
n

Vidimo da u ovom sluéaju ne mozemo uticati na smanjenje ks? ma koliko da

pove¢avamo broj aktiva. MoZzemo uticati samo na smanjenje jednog dela
(1-k)s?

varijanse koji zavisi od n | , i time dovesti do smanjenja o2 ali samo do

neke odredene granice. Odnosno, vidimo da je o2 > ks? , $to znadi da rizik ne
moze biti maniji od ks? .

Ovaj proces kojim se nastoji smanjiti varijansa dodavanjem aktiva naziva se
diverzifikacija.[10]

Visok nivo rizika koji je izraZzen velikim standardnim odstupanjem se uglavnom
javlja kod portfolija sa malim brojem aktiva. OpSte je pravilo da se varijansa
smanjuje na taj nacin Sto se dodaju nove aktive, tj. primenjuje se proces
diverzifikacije. Kao $to smo videli diverzifikacijom mozZe da se smanji varijansa,
odnosno rizik, samo do odredene granice.

Naime, ukoliko su prinosi nekorelisani, diverzifikacijom je moguce smanijiti
varijansu portfolija do nule dodajuci veliki broj aktiva, n je dovoljno veliko.
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Nasuprot tome, ukoliko su prinosi pozitivno korelisani, varijansu je teSko smanijiti
tj. postoji moguénost smanjenja samo do odredene granice.[10]

Dakle, ako su investicije negativno korelisane rizik se moze smanijiti ali samo do
odredene granice. Sa povecanjem korelacije mogucnost smanjenja rizika je
manja.

Vidimo da povecanje aktiva u portfoliju ne mora nuzno da dovede do smanjenja
rizika, naprotiv mozZe ¢ak da dovede i do povecanja.

2.3 Markovicov portfolio

Markovicov model predstavlja konstrukciju optimalnog portfolija u smislu
minimizacije rizika. Kako rizik merimo varijansom portfolija, trazimo portfolio
minimalne varijanse. Ovaj portfolio éemo oznacCavati sa Min-Var u rezultatima.
Neka je dato n investicija oCekivanih stopa prinosa 7, i kovarijansi a;;, i,j =
1,--,n.

Problem koji treba da reSimo je da se odredi portfolio minimalne varijanse. Dakle,
imamo problem minimizacije sa ograni¢enjem:

17
min-w w, 2.2)
eTw=1.

Gde je e = [eq, -, e,]T jedinicni vektor i pretpostavljamo da je £ simetriéna i
pozitivno definitna matrica, pa reSenje postoji i jedinstveno je.

Umesto standardnog odstupanja posmatramo polovinu varijanse iz tehnickih
razloga.

DefiniSimo Lagranzovu funkciju za dati problem:
1
Lw, 1) = EWTZW —A(eTw —1),

Gde A oznaCava Lagranzov mnoZitelj.
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Teorema 2.1 [13] Problem (2.2) ima jedinstveno reSenje dato sa:

w=Ax"1e, A

RIr

Gdeje a =eTXx 7 1e.

Dokaz.

Uslovi optimalnosti prvog reda su dati sa:

V,L(w,1) =0,
VaL(w, 1) =0 .
Odnosno,
Jw—21e =0,
eTw=1

Dakle, reSavamo ovaj sistem sa dve jednacine i dve nepoznate:

Kada prvu jednacinu pomnozimo sa X~ sa leve strane dobijamo da je:

w=21x"le.

Uvrstavanjem ovog u drugu jednacinu dobijamo:

AeTy e =1,

a odatle sledi:

1

eTY"le a

A

Uvrstimo sada ovo A u izraz za w i dobijamo:

21



y1le Y 1le
w = = .u
eT¥X-1le a

Uvedimo oznaku za standardno odstupanje portfolija: @(w) = ¢, odnosno

o(w) = wWlzw)'/? .

Lema 2.2 Funkcija ®(w) je konveksna.

Dokaz.
d(w)? =wliw,
Diferenciramo ovu jednakost i dobijamo:
200, =2Iw.

Diferenciramo sada dobijeni izraz pa dobijamo:

P, +o,0," = 2.

Kakoiz &®, =3w = &, ==
Imamo da je:
TwwTx
OB,y = L~

Hoéemo da pokazemo da je @,,,, pozitivnho semidefinitna matrica (jer odatle sledi
da je ® konveksna).

Neka je z € R™ proizvoljan vektor, imamo da je:

r r zTIwwT Xz
Qz' D,z =2z ZZ—T,
(zTIw)?
(DZT(I)WWZ = ZTZZ - m .
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Na osnovu Kosi-Svarcove nejednakosti sledi da je

®z7d,,,z>0.m

Lema 2.3 Ako je @(w) konveksna funkcija i

o =minfew):wir=r,,wle = 1}

onda je o(7) konveksna funkcija.

Dokaz. Oznadimo sa 7! i 72 dve realne vrednosti i neka su w! i w? odgovarajuéi
argumenti za koje funkcija @ (w) dostize minimum uz uslove:

wTr =71 odnosno wT# = 2.

Neka p € [0,1] , tada je za portfolio

pwl+ (1-pw?, (2.3)

T (pw! + (1 — p)w?) = pF* + (1 — p)7?,

eTpwl+(1—-pw?)=1.

Znaci, portfolio formiran sa (2.3) je dopustiv. Koriste¢i osobine minimuma i
konveksnosti funkcije @ (w) dobijamo:

olpt+ (A —-p)F) <o(pw' + (1 —p)w?)
< pd(wh) + (1 —p)oWw?)

<po() + (1 -plo(?) .

Odvde sledi da je a(r) konveksna funkcija. m
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Dakle, pokazali smo da je skup efikasnih portfolija konveksna kriva u v — o
ravni.

Markovicov model se moze definisati na joS jedan nacin, ukoliko
maksimizujemo oc¢ekivanu stopu prinosa. U rezultatima ova strategija ¢e biti
oznaCena sa Mean-Var. U ovom slu€aju, u obzir se uzima koeficijent averzije
prema riziku, y. Ovaj problem mozZemo zapisati u obliku:

_ 1
1naerW-—5yWTZW,

n
ZWi:l.
i=1

Diferencirajuci funkciju korisnosti i izrazavajuci tezinske koeficijente dobijamo da
je:

Posto ¢emo posmatrati relativne tezinske koeficijente u ovom slucaju, dobijamo
da je:

w

Jetw]’
dakle, dobijamo da su teZinski koeficijenti u ovom slu€aju dati sa:

Ty
X =—.
eX~ 1y

Efikasnu granicu portfolija mozemo predstauviti i graficki na sledeci nacin:
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Grafik 2

Efikasna granica rizicnih aktiva

Ocekivani prinos

* g

Standardna devijacija

Razmotricemo sada slu€aj kada je investitorima na raspolaganju i investicija
bez rizika. Portfolio se sada sastoji iz rizicnog dela i dela bez rizika. Investiciju
bez rizika éemo oznadavati sa r/, vazi sledeée:

E[rf]= 1/,
O'f=0,

o =E[(ri =) —r)]=0.

Navedeni uslovi nam govore da je investicija bez rizika deterministiCka vrednost
océekivane stope prinosa r/, varijanse g = 0, i kovarijanse sa bilo kojom drugom
(i —tom) investicijom g; = 0. Zbog poslednje osobine jednostavno je odrediti
skup (granicu) efikasnih portfolija koji sadrzZe i investiciju bez rizika.

Posmatrajmo prvo slu€aj kada se portfolio sastoji samo od dve investicije, rizine
i bezrizi¢ne:

(1 —p)r+pr.

25



Ocekivani prinos ovog portfolija je:

m=0-p)F+pr’,

dok je standardno odstupanje dato sa:

anz(l—p)0+p0f,

o = (1—-p)o,

jerieos =0.

Zbog toga $to i oCekivana stopa prinosa i standardno odstupanje linearno zavise
od p, variranjem p dobijamo dve prave u 7 — ¢ ravni.

Sta se de$ava ukoliko je investitorima na raspolaganju n riziénih aktiva i jedna
bez rizika?

Situacija je sledeca, dato je n rizinih investicija sa oekivanim stopama prinosa
7, i standardnim odstupanjima o;,i = 1,+-,n , i data je investicija bez rizika r/.

Prvo se od rizicnih investicija konstruise portfolio minimalne varijanse, na
uobiCajen nacin. Nakon toga se za svaki portfolio iz dopustivog skupa pravi
kombinacija sa investicijom bez rizika. Kombinacija se pravi tako da kratka
prodaja rizicnog dela nije dozvoljena. Svaka od ovih kombinacija daje pravu koja
je odredena dvema tatkama, tatkom (7, o) rizitnog dela i tatkom (r7,0). Prava
koja je tangenta na skup efikasnih portfolija iz tacke (r/,0) jeste efikasna
granica. Odnosno, ako sa M ozancimo tacku dodira tangente i skupa efikasnih
portfolija, onda je efikasna granica prava koja je odredena tackama M i (7, 0).

Ovim smo pokazali da vazi teorema o jednom fondu:

Teorema 2.2 [10] Ako je na raspolaganju n riziCnih investicija i investicija bez
rizika, onda se svaki efikasan portfolio moze konstruisati pomocu jednog rizi¢nog
portfolija (odredenog tatkom M) i investicijom bez rizika.

Logi¢no pitanje koje se postavija jeste kako do¢i do portfolija M. Odgovor je da
se do ovog portfolija dolazi tako $to on mora da sadrzi sve investicije koje se
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nalaze na nekom trzistu, zbog toga se i naziva trziSnim portfolijom (market
portfolio).

Teorema 2.3 [10] Za stopu bez rizika r/ tezinski koeficijenti w;,i=1,-,n
trziSnog portfolija zadovoljavaju slede¢u jednakost:

X —r1Te)
CeTrY(F—rfe)

w

Dokaz.

Koeficijent pravca prave koja prolazi kroz tacku (r/,0) ma kog dopustivog
portfolija je dat sa:

f—rl  Yw(@—1))

k = —
n
\/Zi.j=1 WiWj 0y

O

Jasno je da takva prava postaje tangenta na skup efikasnih portfolija kada je k
maksimalno pa se trazenje trziSnog portfolija svodi na reSavanje sledeceg
problema:

max k,

n
ZWi:l.
i=1

Lagranzova funkcija ovog problema je data sa:

n oW —rf .
bon ) =T a1 ).

(WTZW)1/2 .
i=1

Uslovi optimalnosti su dati sa:
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VyL(w,1) =0,
V,L(w,A) = 0.

Odnosno, dobijamo sistem od sledecée dve jednacine:

Vo, L(w, ) = WTEw) Y2[f — WTEw) *WTF —r)Zw] — le=0 (2.4)

ViLw,D)=1-wTe=0.

Iz (2.4) imamo da je

7F— WTEw) tWTF — rNHEw = AwTTw)/2e

Odakle sledi da je:
%7 — (fy —rM)Zw = Ac3e. (2.5)

Ukoliko iskoristimo ¢&injenicu da je we = 1 i pomnozimo prethodnu jednakost sa
wT sa leve strane, dobijamo:

o%r — (fy —rHe? = 103 .

Odavde sledidajezao #0:

Kada ovo A uvrstimo u (2.5) dobija se:

%7 — (fy —rH)Zw = rfo?e
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PomnozZimo sada gornju jednakost sa X1, dobijamo:

T_'M—T'f

o2

w=3X"1(F—-rle).

Iskoristimo e"w = 1 i dobijamo:

Ako ovo uvrstimo u (2.6) dobijamo:
e’s 17 —rfe)w=2"1(F —-rle),
a odavde sledi:

_ XiF-rle)
= eTs-1(F—rfe)’

Sto smo i zeleli da dokazemo. =

Prikazimo sada efikasnu granicu portfolja kada je uklju¢ena

investicija:

(2.6)

nerizi¢na
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Grafik 3

Efikasna granica sa nerizicnom aktivom

Ocekivani prinos

Standardna devijacija

Na grfiku je plavom bojom predstavljena efikasna granica ukoliko nije uklju¢ena
investicija bez rizika. UkljuCivanjem nerizicne aktive efikasna granica se menja,
odnosno svi investitori teZe da dostignu portfolio koji se dobije kada se iz taCke
(0,v/) povuée tangenta na efikasnu granicu riziénih portfolija. Ta tacka je
oznacena na grafiku sa M.

Analiza portfolija koju ¢emo vrSiti u ovom radu nece ukljucivati stopu bez rizika,
optimizacija ¢e biti radena samo na rizi€nim investicijama. Dakle, portfoliji koje
budemo posmatrali ¢e se sastojati samo od rizi¢nih aktiva.

2.4 CAPM (model ravnoteznog vrednovanja)

Da bi CAPM vazio sledece pretpostavke moraju da budu zadovoljene:

e Svi investitori reSavaju Markowitz-ev problem optimizacije, odnosno
odbojni su prema riziku i maksimiziraju oCekivani prinos.

e Sviimaju iste procene oekivane stope priniosa, varijanse i kovarijanse tih
stopa.

e Na trziStu postoji bezrizi€na investicija koja je dostupna svim investitorima.

e Sve investicije se mogu kupiti u proizvoljno malim delovima.

e Nema transakcionih troskova. Znaci da ne postoji troSak kupovinom ili
prodajom bilo koje aktive. U slu€aju da uzmemo u obzir postojanje
transakcionih troSkova svaka odluka bi zavisila od nase pozicije u svakoj
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aktivi u prethodnom periodu, S§to, naravno, dovodi do velike
kompleksnosti.

e Moguca je kratka prodaja.

e Sve investicione odluke se donose u jednom vremenskom trenutku,
odnosno svi investitori posmatraju isti vremenski period.

e Informacije su dostupne svim investitorima.

U Markovicovom modelu smo naveli teoremu o jednom fondu koja nam kaze da
se svaki efikasan portfolio mozZe konstruisati kombinovanjem trziSnog portfolija i
investicije bez rizika. Dakle, potrebno je ulagati u trziSni portfolijo koji se sastoji
od svih rizi¢nih aktiva koje su dostupne na trzistu i u investiciju bez rizika. TrziSni
portfolio (market portfolio) oznagi¢emo sa M. Skup efikasnih portfolija se nalazi
na pravoj koja je odredena tatkama M i (r/, 0) (grafik 3).

Tezinski koeficijenti u portfoliju su definisani kao proporcije trziSnog kapitala.
Naime, tezZinski koeficijent svake aktive u trziSnom portfoliju je jednak odnosu
ukupnog kapitala te aktive sa ukupnim trziSnim kapitalom.

Ako svi investitori posmatraju oCekivanje-varijansa portfolije i imaju iste procene
parametara znamo da je efikasan portfolio (fond) koji se sastoji od samo rizi¢nih
aktiva upravo trzisni portfolio. Dakle, pod tim pretpostavkama nema potrebe za
formulacijom oCekivanje-varijansa problema za izraCunavanje parametara, niti je
potrebno reSavati sistem jednacina za dobijanje optimalnog portfolija. Znamo da
je optimalan portfolio koji bi se dobio ovim reSavanjem trzidni portfolio a gore smo
naveli kako izraCunavamo njegove tezZine.

Radi lakS§eg razumevanja formiranja trziSnog portfolija dacemo sledeci primer.

Primer 1.

Tezisni koeficijenti trziSnog portfolija

Odnos
broja
Akcije Broj chija akcije sa Cena Kapital Ponsi_gri na
u opticaju ukupnim trzistu
brojem
svih akcija
Akcija 1 20 2/9 500 10000 5/23
Akcija 2 30 1/3 400 12000 6/23
Akcija 3 40 4/9 600 24000 12/23
p) 90 1 46000 1
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Ovim primerom se htelo pokazati da se tezinski koeficijenti portfolija dobijaju kao
odnos kapitala svih akcija koje uCestvuju na trzisStu i kapitala pojedinacne akcije.

Prava koja je odredena trzisnim portfoliom M (o, 7y) i nerizicnim portfoliom r/
naziva se linija trziSta kapitala (capital market line - CML). Ova prava se moze
predstaviti slede¢om jednaCinom

Svaki efikasan portfolio koji se nalazi na liniji trziSta kapitala zadovoljava gornju

S
jednakost. Nagib te prave 24—

. neziva se cenom rizika jer pokazuje za koliko se
M

poveca ocCekivani viSak prinosa portfolija ako se standardna devijacija poveca za
jednu jedinicu.

U sledecoj teoremi naves¢emo CAPM tako da u vezu budu dovedeni oCekivani
prinos pojedinacne investicije i oCekivani prinos trziSnog portfolija.

Teorema 2.4 [4] Ako je trzidni portfolio (M) efikasan, onda ocekivani prinos 7;
svake investicije A; zadovoljava sledecu jednakost

7 =1l + Bl — 171, (2.7)

gde je B = 22

oy’

Pomocu parametra g izloziéemo ekonomsko tumacenje CAPM-a.

Parametar S;,, se naziva beta investicije i, oznaavaéemo ga samo sa S u
daljoj diskusiji. Razlika 7; —r/ naziva se oéekivani viSak prinosa (expected
excess rate of return) investicije A;. Kao §to se iz gornje relacije vidi CAPM tvrdi
da je o&ekivani viSak prinosa investicije 4;, ©; —r/ , proporcionalan o&ekivanom
viku prinosa trzidnog portfolija M, 7, —r/ , sa koeficijentom proporcionalnosti
Bim-

Pretpostavimo sada da investicija nije u korelaciji sa trzistem, dakle g = 0. Tada
iz CAPM-a imamo da je ¥ =1/. Ova jednakost nam govori da iako je aktiva
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veoma rizina (sa velikim ¢) o&ekivani prinos ¢e biti jednak r/, nema premije
rizika. Razlog tome je Sto, rizik investicije koja nije u korelaciji sa trziStem moze
biti lako diverzifikovan. Ako imamo nekoliko takvih investicija, koje nisu u
medusobnoj korelaciji i nisu u korelaciji sa trziStem, moZzemo dodati mali deo
svake od njih i rezultovati time da ukupna varijansa bude manja. Kako ukupan

prinos ima malu varijansu odgovarajuéi o¢ekivani prinos ¢e biti priblizno jednak
f
r’.

Posmatrajmo sada slu¢aj kada je B negativno. U ovakvoj situaciji je ¥ < r/, §to
nam kazZe da iako pojedinacna aktiva ima veoma visok rizik (veliko o), o€ekivani
prinos ¢e uvek biti manji od nerizicne aktive, r/. Ovakve investicije smanjuju
ukupan rizik portfolija kada se kombinuju sa trzistem. Investitori su zbog toga
spremni da prihvate nizu oCekivanu vrednost da bi smanijili potencijalni rizik.
Takva sredsta obezbeduju oblik osiguranja. Ona se pona$aju dobro kada se sve
ostalo (celo trziSte) ponasa loSe.

GrafiCka interpretacija CAPM-a preko ocekivane stope prinosa portfolija () i 8
daje karakteristicnu liniju hartije (security market line).

Kao Sto mozZzemo videti sa grafika trziSte (trzisni portfolio) oznaceno tackom M
odgovara vrednosti S = 1. Nagib SML predstavlja ocCekivani visak prinosa
trziSnog portfolija.

Grafik 4

SML

ocekivani prinos

ES

B beta

Predstavimo stopu prinosa kao slu€ajnu promenljivu:

rn=r"+B;,(ry —1") +¢,
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& su slu€ajne vrednosti (greSke koje r; Cine slu¢ajnom promenljivom). 1z CAPM
formule dobijamo nekoliko osobina za ¢;. Iz (2.7) imamo da je E(g;) = 0.
Odredimo sada kovarijansu izmedu prinosa aktive A;, r;, i prinosa na trzisni
portfolio, r,.

cov(ry, 1)
= Bicov(ry, 1) + cov(e;,1y)

= Bioyg + cov(e;, )

Oim

_ 2

= —-0oy + cov(g;, Ty).
o5

Dakle, dobijamo da je g, = o) + cov(e;, 1), 0dakle sledi da je cov(e;,ry) = 0.

Sada mozemo izracunati varijansu o7 :
var(r;) = var(r/ + B;(ryy — 1) + &) = pPvar(ry) + var(g;) + 2cov(ry, & ).
Kada iskoristimo cov(e;, 1) = 0, dobijamo:

of = Bt + var(s;) .

Vidimo da se ¢ sastoji iz dva sabirka. Prvi sabirak p?sZ naziva se sistematski
rizik ili trziSni rizik. Ovaj rizik je povezan sa Citavim trziStem i na njegovo
smanjenje se ne moze uticati diverzifikacijom. Drugi sabirak var(e;) naziva se
specifi€ni ili idiosinkratski rizik (nesistematski rizik). Ovaj rizik nije u korelaciji sa
trziStem pa se na njega moze uticati diverzifikacijom, moze se smanijiti.

Aktive koje leze na CML sadrZze samo sistematski rizik, nema specificnog rizika.
Ogekivani prinos tih aktiva je ¥ = r/ + B(ry, — r/) . Aktive koje sadrze i specifiéni
rizik nalaze se ispod CML.
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2.5 Vrednosno ponderisani portfolio (Value-Weight portfolio)

Vrednosno ponderisani portfolio ukljuCuje sve riziCne aktive koje se nalaze na
trziStu koje posmatramo. TeziSne koeficijente ovog portfolija dobijama tako Sto u
odnos stavljamo trziSnu kapitalizaciju jedne aktive i ukupnu kapitalizaciju (market
capitalization) svih aktiva koje uc€estvuju u portfoliju (na trZistu) u trenutku t. Ovu
portfolio strategiju ¢emo oznacCavati sa VW u rezultatima. Dakle, ako je na trzistu
N aktiva, formula za izraCunavanje tezinskih koeficijenata vrednosno
ponderisanog portfolija je sledeca:

MC;,

Wit =SSN 7~
. N )
i=1 MCiy

MC;, — trziSna kapitalizacija (market capitalization) aktive i u trenutku t.

TrziSna kapitalizacija aktive se dobija na sledeci nacin:
MCi,t = Pi,t *Nn.

Gde je P;, cena akcije i u trenutku t a n broj tih akcija koje su dostupne javnosti
na trziStu (shares outstanding).

Kao Sto vidimo, model vrednosno ponderisanog portfolija je dat u CAPM-u.
Znaci, CAPM daje trziSni portfolio odnosno vrednosno ponderisani portfolio.
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3 Vrednovanje rezultata

U ovom poglavlju predstavljen je naCin na koji dolazimo do rezultata pojedinacnih
strategija. lzlozeni su metodi uzorkovanja koje koristimo da bismo doSli do
rezultata. Zatim su izloZene veli€ine pomoc¢u kojih merimo, odnosno ocenjujemo,
koja strategija je bolja. Na kraju ovog poglavlja naveSs¢emo na kojim skupovima
podataka je ova analiza uradena. Dobijeni rezultati ¢e biti predstavljeni u
narednom poglavlju.

3.1 Metode uzorkovanja

Pre nego Sto budu izloZene veliCine na osnovu kojih ¢emo meriti efikasnost
razliCitin strategija treba napomenuti da ¢emo koristiti dva metoda uzorkovanja,
odnosno da ¢emo posmatrati rezultate na istim skupovima podataka ali da ¢e se
uzorkovanje vrsiti u uzorku (in sample) i van uzorka (out of sample).

Takode, bitno je ista¢i da ¢e se sve portfolio optimizacije vrsiti na skupovima
podataka koji se sastoje iz o¢ekivanog viska prinosa (iznad r/), odnosno umesto
ocekivanih prinosa 7, posmatracemo 7 — r/.

Pretpostavimo da imamo uzorak veli€ine T, neka je M <T duzina na kojoj
ocenjujemo parametre.? Ocene dobijamo na sledeéi nagin, uzimamo seriju od
prvih M podataka i na njoj ocenimo parametre koji su potrebni da bismo dobili
tezinske koeficijente u trenutku t, potom dobijene vrednosti koristimo da bismo
dobili parametre (o€ekivanje, varijansu,...) u trenutku t + 1. Ovako opisan nacin
uzorkovanja je van uzorka (out of sample). Dobijene tezine drzimo samo jedan
period (za mesecne podatke to je jedan mesec a za dnevne jedan dan). Nakon
toga, procedura se ponavlja na naredni period (,rolling window*” procedure),
pomeramo ,prozor‘ M za jedan, tako Sto uvrStavamo novu seriju podataka iz
novog perioda, a izbacujemo prvu seriju iz prethodnog perioda. Znaci, za svaki
naredni period dobijamo nove ocene parametara i nove tezinske koeficijente.
Dakle, ukupno imamo T — M ocena, odnosno dobijemo seriju podataka duZine
T — M. Na kraju, za svaku od portfolio strategija izraCunamo veli€ine koje Zelimo
da saopstimo .

? Rezultati Ce biti dati za M=60, $to je 5 godina ukoliko posmatramo mesecne podatke i priblizno
tri meseca ukoliko imamo dnevne podatke;, M=120, Sto odgovara vremenskom periodu od 10 godina
ukoliko su mesecni podaci u pitanju, a priblizno pola godine ukoliko su dnevni podaci. Za dnevne podatke
¢emo jos uzeti u razmatranje i M=1260 sto predstavlja 5 godina i M=2520 Sto predstavlja 10 godina.
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Ukoliko se ocene vrSe u uzorku procedura je mnogo jednostavnija, tada je T =
M, i raCunamo ocene parametara na ovoj seriji podataka i pomocu tako dobijenih
ocena dobijamo tezinske koeficijente svake strategije. Dakle ukolliko radimo u
uzorku ukupna serija podataka jednaka je seriji podataka na kojoj se vrSe ocene
parametara (T = M).

3.2 Ocene parametara

U ovom poglavlju bi¢e izlozene veliCine pomocu kojih ¢emo meriti u€inak svake
strategije. Na osnovu ovih veli€ina (ocena) mocéicemo da kazemo koja je
strategija najbolja.

Veli¢ine na osnovu kojih ¢emo odredivati koja strategija daje najbolje rezultate su

o&ekiavana vrednost stope prinosa portfolija, varijansa portfolija, Sarpov koli¢nik i
sigurnosni ekvivalent.

Oznacdimo sa i i £ ocene momenata date serije podataka prinosa (iznad r7).

U drugom poglavlju je vec izlozeno detaljno kako se dolazi do oCekivane stope
prinosa i varijanse za portfolijo. Dakle, ukoliko raCunamo o€ekivanu stopu
prinosa portfolija u uzorku imamo da je

A

e = w7

a
gdejew = [wl_...,wn]T vektor teZinskih koeficijenata date strategije.

Kako ocekivanje predstavlja srednju vrednost oko koje se podaci grupisu,
prilikom vrednovanja rezultata, boljom strategijom ¢e se smatrati ona koja ima
vecu ocCekivanu stopu prinosa.

Varijansa portfolija u uzorku se racuna na sledeci nacin:
~2

62 =wlsw,

gde je X =[o;] matrica varijansi i kovarijansi, a w = [wl,...,wn]T kao i kod
oCekivanog prinosa vektor tezinskih koeficijenata date strategije.
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Posto varijansom merimo rizik portfolija onda ¢emo prilikom odabira strategija
birati portfolio sa $to manjom varijansom.

Sarpov koliénik (Sharpe ratio) se defini$e na sledeéi nagin:

= f
1 r
S 3

g

Dakle, u odnos se stavlja oCekivani visak prinosa i varijansa portfolija. U CAPM-u

T‘_M—T‘f

smo se susreli sa Sarpovim kolignikom trzinog portfolija, , koji je

predtavljao nagib linije trZista kapitala (CML).

Kako su podaci koje koristimo u radu takvi da posmatramo viSak prinosa, a ne
prinos, za sve aktive onda ée Sarpov koliénik u uzorku biti definisan sa

W

S = —
wTXw

q>|=l>

Kao $to iz same konstrukcije Sarpovog koli¢nika vidimo, $to je veéa vrednost
Sarpovog koliénika bolji je portfolio. Ukoliko dva portfolija imaju isti nivo rizika
(istu varijansu) veéi Sarpov koli¢nik ima onaj portfolio koji ima veéi ocekivani
visak prinosa. Dakle, bolji je portfolio sa ve¢im Sarpovim koli¢nikom, odnosno
vec¢im oCekivanjem. S druge strane, ukoliko imamo dva portfolija koji imaju iste
o&ekivane viskove prinosa (iznad r/), veéi Sarpov koliénik ima onaj portfolio kod
kog je varijansa manja. Kako varijansom merimo rizik portfolija svakako da
biramo onaj portfolio sa manjom varijansom odnosno sa veéim Sarpovim
koliCnikom.

Sarpov koli¢nik je veoma koristan kada poredimo efikasnost portfolija koji nemaju
isti rizik (predstavljen varijansom) niti isti oCekivani prinos, odnosno kada na
osnovu neke od te dve ocene ne mozemo doneti odluku koji je portfolio bolji.
Tada, ukoliko izradunamo Sarpov koliénik moZzemo da odredimo da je bolji onaj
portfolio koji ima veéi Sarpov kolinik.

Ukoliko imamo podatke van uzorka, gde je M < T, i kao Sto smo vecC rekli T je
ukupna serija podataka a M je serija podataka na kojoj vrS$imo ocene
parametara, onda se ocene stope prinosa portfolija, varijanse portfolija i
Sarpovog koliénika razlikuju od ocena koje smo dobili u uzorku.
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Da bismo izraCunali oCekivani prinos (iznad stope bez rizika) portfolija van uzorka
i na gore opisani nacin (,rolling window* procedure) momente ocenjujemo u prvih
M perioda, tako dobijamo ocene u trenutku t, te ocene potom koristimo za
dobijanje stope prinosa u trenutku t + 1. Dakle, postupak je sledeéi za svaku od
strategija: frp 4 = WiTryq,

;41 Predstavlja prinos iznad stope bez rizika u trenutku t + 1.
Nakon izvrSenog uzorkovanja dobijamo seriju podataka od T — M prinosa r;.

Sada na ovoj seriji podataka dobijamo ocene stope prinosa, varijanse i Sarpovog
kolicnika na sledeci nacin:

- . . . A 1 —M A
Ocekivana stopa prinosa van uzorka je [i = mﬂ;:’l” P

. . . A~ 1 — — A
Varijansa portfolija van uzorka je 6% = mZ};:’l”(rk - Q).

U skladu sa ovim vrednostima i Sarpov koliénik za portfolio van uzorka je dat
sa

S =

SRS

, za gore navedene f i 62

Procedura pri odabiru je svakako ista kao kada smo posmatrali ove ocene u
uzorku, odnosno biramo portfolio sa $to ve¢om oclekivanom stopom prinosa,
manjom disperzijom i $to ve¢im Sarpovim koliénikom.

Da bismo odredili da li se Sarpovi koli¢nici strategija optimizacije portfolija
statistiCki znacajno razlikuju od jednostavne (1/N) strategije izraCunaéemo p
vrednost za svaku strategiju. Hipoteze testiramo na sledeci nacin:

Neka su data dva portfolija i i n, sa ocenjenim oCekivanjima f; , fi,,, varijansama
62,62 i kovraijansama &6;, na uzorku duZine T — M. Zelimo da vidimo da li se
Sarpovi koliénici statisticki znacajno razlikuju. Testiramo hipotezu: Hy: = B _En_

4 On

protiv alternativhe Hy:> B &— # 0. Jobson i Krokie test statistika je definisana na
n
sledeci nacin:

5 _ OnRi=8ifin
k=T
Test statistika Z]K asimptotski ima N'(0,1) raspodelu pod pretpostavkom da su
prinosi nezavisni, jednaki tokom vremena i normalno raspodeljeni.[5], [8]

. 6 _ 1 A2 A2 INPNIPN AzAz »\zAz #iﬁn 2
’ gde e v T T—M (20 On — 2O-io-no-in-l' :ul nts .un i no-in :

6:6

Kao Sto vidimo Z-statistika koju koristim vazi asimptotski te nije pogodna za male
uzorke pa je u tim sluajevima bolje koristiti t-statistiku koja ima Studentovu
raspodelu.
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U empirijskim rezultatima dacemo p vrednost test statistike Z,K:N(O,l) , sa
pragom znacajnosti « = 0,05.

Oblasti prihvatanja i odbacivanja hipoteze su dati na slede¢em grafiku.

Grafik 5

Kriti€na oblast za testiranje hipoteze Hoi?—i—"= 0 protiv alternativne Hl:?—
i n i
? # 0 pomocu statistike Z;x = % je (—o,—c] U[c, ), gde je ¢ kvantil

reda 1 —%, normalne V' (0,1) raspodele. Dakle, posto mi ho¢emo da vidimo da i
se Sarpovi koliénici statisticki zna&ajno razlikuju, hoéemo da testiramo hipotezu

Ho:2t =22 =0.
l n

Statisticki test se takode moze sprovesti pomocéu p-vrednosti, gde je p-vrednost
velicina kriti€ne oblasti Cija je granica registrovana vrednost test statistike.

Na primer, ako je
a = PH0{|Z| > C}I

tada se verovatnoca

b= PHO{lzl > Zreg}'
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Naziva p-vrednost.
Pomocu p-vrednosti odluka se donosi na sledeci nacin:

e Akojep < a, Hyse odbacuje;
e Akojep>a, Hyse ne odbacuje.

U programskom paketu Matlab postoji ugradena funkcija ztest pomocéu koje
mozemo da izraCunamo p-vrednost Z statistike i koja nam govori da li se
hipoteza prihvata ili odbacuje.

JoS jedna veli¢éina koju uvodimo, na osnovu koje ocenjujemo efikasnost
strategija, jeste sigurnosni ekvivalent (certainty equivalent). Sigurnosni
ekvivalent slu¢ajne promenljive X, koja predstavlja bogatstvo investitora, jeste
sigurno bogatstvo (bez rizika) Cija funkcija korisnosti daje istu vrednost kao i
oCekivana vrednost funkcije korisnosti slu¢ajne promenljive X. Drugim re€ima,
ako sa CE oznacimo sigurnosni ekvivalent onda treba da bude zadovoljena
sledeca jednakost:

U(CE) = E[U(X)].

Dakle, sigurnosni ekvivalent predstavlja zagarantovani prinos koji ¢e investitor
radije prihvatiti nego da =zaradi viSe sa odredenim nivoom rizika (sa
neizveSnoscu).

MoZe se pokazati da je za investitore sa kvadrathom funkcijom korisnosti
U(X) = X — bX?, sigurnosni ekvivalent dat sa:

gde je y koeficijent averzije prema riziku. U radu ¢e rezultati biti dati za y = 1.

MozZzemo uociti da je sigurnosni ekvivalent jednak funkciji korisnosti koju
investitori maksimiziraju prilikom trazenja portfolija sa maksimalnim prinosom

(maxvTw — %waZw).

Iz definicije sigurnosnog ekvivalenta vidimo da, $to je veci sigurnosni ekvivalent
strategija je bolja. Veci sigurnosni ekvivalent garantuje veéi prinos (bez rizika).
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3.3 SKkupovi podataka

Da bismo mogli da uradimo optimizaciju portfolija moramo imati podatke na
kojima ¢emo izvrsiti optimizacije navedenih strategija. Dakle, moramo odrediti na
kojoj seriji podataka ¢e se vrSiti analize. Kako bismo bili sigurni u tacnost
rezultata optimizaciju ¢emo uraditi na nekoliko skupova podataka.
Posmatracemo cene 30 akcija koje ulaze u sastav Dow Jones indeksa, kao i
vrednosti sledecih indeksa: Russell 1000, Russell 2000, Russell 3000, S&P 100,
S&P 500, S&P 600 i Nyse Composite Index. Istorijski podaci o vrednostima ovih
indeksa i cenama akcija mogu se nac¢i na internet stranici
http://finance.yahoo.com/.

Kao Sto vidimo, navedeni su istorijski podaci o cenama investicija, kako su nama
potrebni prinosi njih ¢emo izraCunati na sledeci nacin:

P
rtzln—t,tz 1,---T.
P4

gde je P, cena investicije u trenutku t, a P,_; cena u trenutku t — 1.

Pored toga, kako poredimo viskove prinosa (iznad r/), potrebni su nam i istorijski
podaci za stopu bez rizika r/. Za odredivanje stope bez rizika uze¢emo stopu na
tromesecne trezorske zapise SAD (T-bill). Kao izvor za stopu na trezorske zapise
u radu su korisceni zvani¢ni podaci Federalnih Rezervi u St. Louisu,
http://research.stlouisfed.org/fred2/series/DTB3/ . Frekvencija preuzetih podataka je
dnevna i mesecna.

Takode, bitno je istaCi da ¢e se podaci posmatrati na mese¢nom i dnevnom
nivou, dakle dobicemo mesecCne i dnevne rezultate. Koju duzinu serije podataka
(T) ¢emo uzeti i koliki vremenski okvir za ocenjivanje parametar (M) ¢emo
posmatarti bi¢e navedeno iznad svake tabele sa rezultatima.

Svi rezultati ¢e biti dati u procentima.
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4 Empirijski rezultati

U ovom poglavlju izloZzeni su rezultati dobijeni na navedenim skupovima
podataka. Portfolio optimizacije na ovim skupovima podataka su izvrSene u
programskom paketu Matlab.

Kako posmatramo rezulate koje dobijamo iz uzorka i van uzorka, vremenski okvir
koji koristimo za dobijanje rezultata van uzorka ¢emo menjati. U sluaju kada
posmatramo mesecCne podatke za vremenski okvir na kome se ocenjuju momenti
uzimacemo 5 godina (M = 60 meseci) i 10 godina (M = 120 meseci). Za dnevne
podatke, posmatracemo takode M = 60 Sto je priblizno tri meseca, M = 120 Sto
predstavlja priblizno pola godine. Pored toga posmatracemo i M = 1260 $to
odgovara vremenskom periodu od 5 godina kada su u pitanju dnevni podaci i
M = 2520 Sto predstavlja 10 godina.

Rezultati van uzorka

30 Akcija koje u€estvuju u Dow Jones Industrial Average (DJIA) indeksu
Dnevni podaci

(2001-2007)

N =30

T=1708;, M = 60

Model | Ogekivanje | Varijansa | Sarpov kolicnik Sigurnosni
ekvivalent
1/N 0.0088 1.0630 0.0086 -0.5227
-0.0161
Min-Var -0.0161 0.9911 (p = 1.1013 x -0.5116
10—255)
-0.0226
- - 4 _ 4
Mean-Var 3.8932 | 2.9753 x 10 (p=0.8839) 1.4880 x 10
VW 0.0075 0.9966 0.0075 -0.4908
(p=0)
Tabela 1

Na osnovu ovih podataka i vremenskog okvira za ocene parametara M = 60
vidimo da 1/N model ima najbolje ofekivanje koje iznosi 0.0088, Sto je za
0.0013 vece nego prvo sledeée ocCekivanje koje iznosi 0.0075 koje ostvaruje VW
model. Medutim ukoliko bi trebalo odluciti na osnovu varijanse izmedu ove dve
strategije, odlucili bismo se za Min-Var, jer ima manju varijansu. Sigurnosni
ekvivalent VW portfolija je veéi nego sigurnosni ekvivalent 1/N portfolija, tako da
bi na osnovu ovog kriterijuma rekli da je VW bolja strategija. U ovakvim
situacijama dobar pokazatelj je Sarpov koli¢nik. Na osnovu njega moZemo da
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odlu¢imo koji portfolio je bolji ukoliko su razli€iti i varijansa i oCekivani prinos
(iznad r/). Sarpov koliénik 1/N strategije je za 0.0011 veéi od Sarpovog koliénika
VW strategije, koja ima slede¢i po redu najveéi Sarpov kolignik, tako da na
osnovu ovog kriterijuma odludujemo da je 1/N strategija bolja. Takode, Sarpovi
kolinici se statistiCki znac¢ajno razlikuju (p = 0) tako da mozemo reéi da je u
ovom sludaju 1/N strategija statisticki bolja, §to se tice Sarpovog koli¢nika, od
VW strategije.

N =30
M =120
Model Ocekivanje | Varijansa Sarpov Sigurnosni
koliénik ekvivalent
1/N 0.0102 1.0010 0.0102 -0.4903
Min-Var -0.0045 0.6416 -0.0056 -0.3253
(p=0)
0.0019
_ 3 _ 3
Mean-Var 0.1010 2.9489 x 10 (p=0.9005) 1.4744 x 10
VW 0.0086 0.9632 0.0088 -0.4730
(p=0)
Tabela 2

Pogledajmo sada Sta se deSava ukoliko M povecamo, tj. ako stavimo da je
M = 120. Markovicovi modeli (Min-Var i Mean-Var) imaju vece ocCekivanje i
manju varijansu, a samim tim i veéi Sarpov koliénik (grafik 6). Ovo je i bilo za
oCekivati jer sa povecanjem ,prozora“ M ocene parametara su bolje, matrica
varijansi i kovarijansi daje verodostojnije rezultate i samim tim ovi modeli su bolji.
Ipak, i u ovom slu¢aju dobijamo sli¢ne rezultate kao i za M = 60. lako je
oCekivani prinos Mean-Var strategije veci nego prinos 1/N portfolija, varijansa je
dosta loSija (mnogo je veca) nego kod 1/N strategije. Sarpov koliénik je maniji za
portfolio Mean-Var ali se takode statisticki znagajno ne razlikuje od Sarpovog
koli¢nika 1/N portfolija. Sigurnosni ekvivalent je manji za Mean-Var portfolio od
sigurnosnog ekvivalenta 1/N portfolija. lako je vecina rezultata u korist 1/N
strategije u odnosu na Mean-Var portfolijo, ne mozemo reci da je 1/N strategija
statisti¢ki bolja jer se Sarpovi koli¢nici statistiéki znacajno ne razlikuju. Ukoliko
posmatramo ocCekivanje 1/N portfolija i Min-Var portfolija, vidimo da 1/N portfolio
ima vecCe ocCekivanje za 0.0147. Medutim, ako za kriterijum uzmemo varijansu,
1/N portfolio ima veéu varijansu, odnosno Min-Var strategija je bolja. Takode,
sigurnosni ekvivalent Min-Var var strategije je vedi, tj. daje bolji rezultat od 1/N
strategije za 0.1650. Medutim, Sarpov koli¢nik 1/N portfolija je za 0.0158 bolji
nego Sarpov koliénik Min-Var portfolija, takode Sarpovi koliénici ovih dveju
strategija se statistiCki znacajno razlikuju tako da mozemo reci da je po ovom
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kriterjumu 1/N portfolio bolji. Ostaje joS da uporedimo rezultate dobijene za VW
portfolio. O&ekivani prinos 1/N portfolija je bolji u odnosu na VW portfolio. VW
ima manju varijansu nego 1/N, odnosno ukoliko bi na osnovu varijanse
odlucivali, odlucili bismo se za VW strategiju. Takode, sigurnosni ekvivalent VW
portfolija je veéi nego sigurnosni ekvivalent 1/N portfolija, tako da bi se i na
osnovu ovog kriterijuma odlucili za VW portfolio. Medutim, ukoliko posmatramo
Sarpov koliénik, 1/N portfolio ima za 0.0014 ve¢i nego VW portfolio, ovi Sarpovi
kolicnici se statistiCki znacajno razlikuju tako da na osnovu ovog kriterijuma
mozemo reci da je 1/N portfolio bolji. Kao $to mozemo zakljuditi iz ove analize,
nijedna strategije nije dosledno bolja od 1/N portolija.

N =30
M = 1260
Model Ogekivanje Varijansa Sarpov koliénik Sigurnosni
ekvivalent
1/N 0.0314 0.6567 0.0388 -0.2970
Min-Var 0.0477 0.3966 0.0757 -0.1507
(p=0)
-0.0409
Mean-Var -0.4640 128.9317 (p = 2.4571 x -64.9298
10739)
VW 0.0393 0.6320 0.0494 -0.2767
(p=0)
Tabela 3

Kao Sto vidimo, ukoliko je veremenski okvir za ocenu parametara M = 1260 (5
god.) Min-Var portfolio je najbolji. Ovo je bilo i oCekivano, da ¢e se na dovoljno
velikom vremenskom okviru dobiti dovoljno dobre ocene parametara tako da
mogu da ,pobede* 1/N portfolio. Vidimo da je Sarpov koliénik znatno bolji nego
kada je M manje (grafik 6). Ukoliko kao kriterjum za poredenje uzmemo
oCekivani visak prinosa vidimo da prva sledeéa strategija (VW) ima za 0.0084
maniji. Sto se varijanse ti¢e, takode je Min-Var strategija najbolja, ima najmanju
varijansu. Sarpov koli¢nik Min-Var portfolija je veéi za 0.0263 od VW portfolija.
Sigurnosni ekvivalent Min-Var strategije je takode najbolji. Kako se Sarpovi
koli¢nici 1/N portfolija i Min-Var portfolija statistiCki zna¢ajno razlikuju, u ovom
slu€aju mozemo reéi da je Min-Var statisti¢ki najbolji portfolio.
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Grafik 6

Min-Var strategija

Sarpov kolicnik

60 120 1260

Na kraju jo$ uo¢imo da na ovoj seriji podataka koja je duzine T = 1708, i 1/N
strategija daje bolje rezultate, Sto se tiCe svih veli€ina, sa porastom ,prozora“ M.
Ova promena je, za Sarpov koliénik, grafiéki predstavljena na sledeéem grafiku.
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Sada ¢emo da posmatramo rezultate koji su dobijeni ukoliko se sve strategije
posmatraju u uzorku. | dalje posmatramo seriju podataka od 2001-2007. godine,
odnosno imamo seriju od 1708 podataka i analiza se vrSi u uzorku, na Citavoj
seriji.

Rezultati u uzorku
DJIA index (2001-2007)

N =30
T =1708
Model Ocekivanje Varijansa Sa_rpqv Slggrnosnl
koli¢nik ekvivalent
1/N 0.0029 1.0595 0.0028 -0.5268
Min-Var 0.0179 0.5005 0.0253 -0.2323
Mean-Var 0.2822 7.8912 0.1005 -3.6634
VW 0.0028 0.9946 0.0028 -0.4945
Tabela 4

Sto se oéekivane vrednosti viska prinosa ti¢e najbolje rezultate daje Mean-Var
portofolio. Medutim varijansa ovog portfolija je veoma visoka tj. najveé¢a u
poredenju sa ostalim strategijama tako da na osnovu ovog kriterijuma Mean-Var
daje najloSije rezultate. Da bismo videli koji portfolio je zaista bolji korisno je
porediti Sarpove koli¢nike, tako da na osnovu Sarpovih koli¢nika dobijamo
ponovo da je Mean-Var najbolji. Medutim sigurnosni ekvivalent ove strategije je
najlosiji Sto nije zaCudavajuce zbog veoma visoke varijanse. Mozemo zakljuciti
da je Mean-Var najbolja strategija ukoliko strategije poredimo na osnovu
o&ekivanja i Sarpovog koliénika. Dok najbolju (najmanju) varijansu daje Min-Var
portfolio. Takode najveci sigurnosni ekvivalent ima Min-Var portfolio. U svakom
slu¢aju vidimo da najbolje rezultate daju startegije koje se oslanjaju na ocene
parametara. Odnosno, mozemo zakljuCiti da se dobijaju bolji rezultati kada
posmatramo 1/N strategiju van uzorka nego u uzorku jer u uzorku 1/N portfolio
ne daje najbolje rezultate ni po jednom kriterijumu poredenja.

Sada ¢emo povecati uzorak da vidimo Sta se sa kojom strategijom deSava.
Posmatrajmo ponovo dnevne podatke 30 Dow Jones akcija ali na duzem
vremenskom periodu. Situacija je sledeca:

47




Rezultati van uzorka

Dnevni podaci

DJIA index (06.2001-01.2012)

T =2752
N=30; M =60
. N X . Sigurnosni
Model Ocekivanje Varijansa Sarpov kolicnik ekvivalent
1/N —6.7763 x 10™* 1.8569 —4.9727 x 10™* -0.9292
0.0207
Min-Var 0.0237 1.3097 (p = 3.3380 x -0.6311
10—181)
7.7392 -0.0364 —3.8706
Mean-Var -10.1305 % 10% (p = 0.9003) x 10*
2.7308e x 107*
VW 3.4892 x 10~* 1.6325 (p = 1.7828 x -0.8159
10—129
Tabela 5

Posmatrajmo prvo ocCekivanje (oCekivani prinos) portfolija. Iz tabele se vidi da
najbolje (najvece) oCekivanje ima Min-Var portfolio, ono iznosi 0.0237, sto je za
0.0244 vise nego ocekivanje koje ima 1/N strategija. Takode, $to se varijanse
tite, najmanja je kod Min-Var strategije. Logi¢an sled jeste da su i Sarpov
koli¢nik i sigurnosni ekvivalent ove strategije najbolji, a tabela nam to i potvrduje.
Kao $to vidimo p vrednost nam pokazuje da se Sarpovi koliénici ove strategije i
1/N strategije statistiCki znacCajno razlikuju, stoga Min-Var portfolio mozemo u
ovom sluéaju smatrati za najbolju strategiju. Sarpov koli¢nik Min-Var strategije je
za 0.0212 bolji od 1/N strategije.

U poredenju sa ostalim strategijama, 1/N pravilo ima bolje o¢ekivanje, varijansu,
Sarpov koliénik i sigurnosni ekvivalent od Mean-Var portfolija ali kako se Sarpovi
koli¢nici ova dva portfolija statisticki znac¢ajno ne razlikuju, ne mozemo tvrditi da
je 1/N strategija bolja. U poredenju sa Value Weight portfolijom vidimo da Value
Weight daje bolje rezultate Sto se tiCe sve Cetiri veliCine na osnovu kojih
poredimo strategije. Takode, Sarpov koliénik Value Weight portfolija i 1/N
portfolija se statistiCki znacajno razlikuju, tako da mozemo reéi i da je Value
Weight portfolio bolji od 1/N portfolija u ovom slucaju.
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N =30

M =120
Model Ocekivanje Varijansa | Sarpov koliénik Sigurnosni
ekvivalent
1/N —5.7122 x 107> 1.8377 —4.2137 x 107> -0.9189
. 0.0023
Min-Var 0.0021 0.8601 (» = 0.0095) -0.4279
-0.0030 —1.5653
- - 3
Mean-Var 0.1662 3.1303 x 10 » = 0) % 103
3.6661 x 107>
VW 47749 x 107° 1.6964 (p = 9.5285 x -0.8482
10—12)
Tabela 6

Prvo 8ta mozemo uoCiti jeste da sa poveCanjem M Mean-Var portfolio daje
znatno bolje rezultate. Razlog ovome jeste $to se ova strategija oslanja na
procenu matrice kovarijansi pa na ve¢em uzorku mozemo dobiti bolje rezultate.
Sada mozemo da kazemo da je 1/N portfolio bolji od Mean-Var portfolija, kao $to
vidimo 1/N portfolio ima o&ekivani prinos —5.7122 x 10~°, §to je za 0.1661 vece
nego prinos Mean-Var portfolija. Takode, Sarpov koli¢nik 1/N strategije je za
0.0030 veci od Mean-Var strategije. Ovi koli¢nici se i statistiCki zna€ajno razlikuju
pa mozemo reci da je u ovom slu€aju 1/N strategija bolja od Mean-Var strategije.

Ostale strategije, kao sto vidimo, nadjacavaju 1/N pravilo, a ponovo je Min-Var
strategija najbolja. Sarpov koliénik ove strategije je éak za 0.0023 bolji od 1/N
pravila.

N =30
M =1260
Model Ocekivanje Varijansa Sarpov koli&nik Slggrnosnl
ekvivalent
1/N -0.0021 2.3742 -0.0014 -1.1892
Min-Var 0.0267 0.8608 0.0287 -0.4037
(r=0)
-0.0455
Mean-Var -0.6209 186.2533 (» = 0.0218) -93.7476
—4
VW 7.1245 x 10~ 2.0949 4'92(;4:(01)0 -1.0467
Tabela 7

U slu€aju kada posmatramo vremenski okvir od 5 godina (M = 5) vidimo da
najbolje rezultate daje Min-Var portfolio, najveCe oCekivanje, 0.0267. Takode,
ovaj model daje i najmanju varijansu a samim tim i najveéi Sarpov koliénik. Bitna
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stvar je da se Sarpovi koliénici 1/N strategije i Min-Var u ovom sluéaju statiséki
znacajno razlikuju te je zaista Min-Var strategija najbolja u ovom slu€aju u
terminima Sarpovog koli¢nika. 1z tabele zakljiéujemo da je i sigurnosni ekvivalent
ove strategije najveci te je i po tom kriterijumu Min-Var portfolio najbolji. Takode,
Sarpov koliénik Min-Var portfolija je bolji sa porastom M (grafik 8).

Pogledajmo Sta ¢e se desiti ukoliko pove¢amo okvir za procene momenata (M).
Kako duzi period za procenu moze da poboljSa rezultate kod matrice kovarijansi,
ovo povecanje bi moglo da dovede do joS boljih rezultata za Markovicove modele
jer su oni zasnovani na proceni momenata. Takode, duzi vremenski okvir Cesto
dovodi do slabijih rezultata za jednakoponderisani portfolio.

Dakle, posmatramo kada je okvir za procenu 10 godina, odnosno M=2520.

N =30
M = 2520
Model Ocekivanje Varijansa Sarpov koli&nik Slgqrnosnl
ekvivalent
1/N -0.0274 2.1093 -0.0189 -1.0821
Min-Var 0.0747 0.6435 0.0932 -0.2470
(p=0)
0.0665
Mean-Var 0.2143 10.3906 (p = 1.0041 x -4.9810
10—179)
AW -0.0175 1.8937 -0.0127 -0.9643
(p=0)
Tabela 8

Kao S§to vidimo, rezultati za jednakoponderisani portfolio su zaista loSiji nego u
slu¢aju kada je M = 1260 (5 godina), o&ekivani prinos i Sarpov koliénik su maniji
(grafik 9).

Min-Var model daje dosta bolje rezultate za ovaj vremenski okvir. DoSlo je do
poboljSanja u svim veli€inama koje posmatramo. Grafi¢ki prikaz poboljSanja
Sarpovog koliénika je predstavljen na grafiku 8. Sarpov koliénik ove strategije je i
dalje najbolji, kao i sigurnosni ekvivalent. Da je ova strategija zaista najbolja
potvrduje i to $to se Sarpovi koliénici Min-Var strategije i 1/N strategije statisticki
znacajno razlikuju.
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Bitna stvar je istaéi da je doslo i do poboljSanja kod Mean-Var portfolia, $to
potvrduje da se na duzim vremenskim periodima dobijaju bolje ocene momenata.
U ovom slu¢aju Mean-Var strategija je druga po redu strategija koja daje najbolje
rezultate, dok je u slu€aju za M =120 i M = 1260 bila poslednja, odnosno
najloSija strategija.

Grafik 8

Min-Var strategija

60 120 1260 2520

Grafik 9

UN strategija
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Sa grafika 9 takode uoCavamo da ukoliko imamo seriju podataka duZine
T = 2752 sa porastom okvira M dobijamo sve loSije rezultate za Sarpov koliénik
1/N portfolija.

Dakle, dok je duzina serije podataka bila T = 1708, sa porastom M, 1/ N portfolio
je davao bolje vrednosti Sarpovih koli¢nika (grafik 7), sa poveéanjem serije
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podataka na T = 2752 situacija se menja, odnosno sa porastom M dobijamo sve
losije vrednosti za Sarpov koli¢nik (grafik 9).

Takode, ukoliko poredimo graficki prikaz Sarpovih koli¢nika Min-Var strategije na
vremenskoj seriji duzine T = 1708, za razliCite vrednosti M, (grafik 6) sa grafickim
prikazom na vremenskoj seriji duzine T = 2752 (grafik 8) vidimo da su rezultati
na duZzoj seriji podataka znatno bolji.

Posmatrajmo sada ove podatke u uzorku, odnosno posmatrajmo sledecéu
situaciju:

DJIA index (2001-2012)

N =30
T = 2752
Model Ocekivanje Varijansa Earpqv Slggrnosm
oli¢nik ekvivalent
1/N -0.0043 1.8374 -0.0032 -0.9230
Min-Var 0.0216 0.7170 0.0255 -0.3369
Mean-Var 0.2341 7.7806 0.0839 -3.6562
VW -0.0042 1.7038 -0.0032 -0.8561
Tabela 9

UocCimo sledece, sa povecanjem uzorka (sa T = 1708 na T = 2752) doSlo je do
pada prinosa jednakoponderisanog portfolija a time i do manjeg Sarpovog
koli¢nika i sigurnosnog ekvivalenta. Dakle, za ovu strategiju jo$ jedan put se
pokazalo da daje bolje rezultate za kraci vremenski period.

Sto se tie prinosa i Sarpovog koliénika najbolje rezultate daje Mean-Var
portfolio. Ali, takode ova strategija ima najveéu varijansu i najmanji sigurnosni
ekvivalent pa ne moZzemo sa sigurnosScu reci da je najbolja. U odnosu na Min-
Var portfolio, Mean-Var ima manje o&ekivanje i Sarpov koli¢nik, ali i manju
varijansu i veci sigurnosni ekvivalent. Znaci da u ovom slu€aju ni za jednu od ove
dve strategije u potpunosti ne mozemo reéi da je najbolja. MoZzemo samo redi
koje veliCine su kod koje strategije bolje.

Za isti uzorak izlozicemo i rezultate koji su dobijeni kada se posmatraju mesecni
podaci. U ovom slu€aju duzina Citavog uzorka je T = 132 a vremenski okvir za
ocenu parametara M = 60 predstavlja 5 godina.
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Mesecni podaci

DJIA index (2001-2012)

N =30
T=132: M =60
Model Ocekivanje Varijansa SarP ov Sigurnosni
koliénik ekvivalent
1/N -0.0354 28.4376 -0.0066 -14.2542
0.1055
Min-Var 0.4595 18.9512 (p = 9.6785 X -9.0162
10—39)
-0.0174 —1.5381
- - 3
Mean-Var 0.9663 3.0743 x 10 (p=0.9626) % 103
VW 0.0719 20.9767 0.0157 -10.4165
(p=0)
Tabela 10

Iz tabele se vidi da najbolje rezultate daje Min-Var portfolio. O¢ekivanje ove

strategije

iznosi 0.4595 Sto je za 0.3876 viSe od ocCekivane vrednosti sledece

njabolje strategije koju daje Value Weight portfolio i koja iznosi 0,0719. Takode,

bitno je istaéi da se Sarpovi koli¢nici jednakoponderisanog portfolija i Min-Var
portfolija statisti¢ki znacajno razlikuju te u ovom slu¢aju mozemo reci da je Min-
Var strategija zaista najbolja.

Povecéajmo sada vremenski okvir M sa 60 na 120.

N =30
M =120
Model Ocekivanje | Varijansa | Sarpov koliénik | Sigurnosni ekvivalent
1/N -0.1958 22.7406 -0.0411 -11.5661
Min-Var 1.2318 5.2881 0.5357 -1.4122
(p=0)
-0.1217
Mean-Var -2.1712 318.3546 (p=0.1459) -161.3484
VW 0.0283 15.0913 0.0073 -7.5174
(p=0)
Tabela 11

Rezultati za jednakoponderisani portfolio su l0Siji sa pove¢anjem M u smislu
oekivanog prinosa i Sarpovog koli¢nika, dobijamo manje vrednosti. Dok je
varijjansa manja i sigurnosni ekvialent veci, odnosno $to se ovih veli€ina tice

rezultati su bolji.
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Min-Var strategija je i u ovom slu€aju najbolja. Bitno je uoCiti da ova strategija
daje znatno bolje rezultate sa povecanjem M za sve veli€ine koje posmatramo,
Ocekivana vrednost je veca, varijansa je manja, Sarpov koli¢nik i sigurnosni
ekvivalent su takode veci. Sarpovi koliénici jednakoponderisane strategije i Min-
Var strategije se statisticki znaCajno razlikuju pa i u ovom slu€aju Min-Var
strategiju mozemo proglasiti najboljom.

Pogledajmo sada rezultate na ovoj seriji podataka koje daju optimizacije kada ih
posmatramo u uzorku.

N =30
T =132
Model Ocekivanje Varijansa Earf)qv Slggrnosm
olicnik ekvivalent
1/N -0.2462 24.3415 -0.0499 -12.4170
Min-Var 0.3550 7.1213 0.1330 -3.2057
Mean-Var 5.4766 188.7874 0.3986 -88.9171
VW -0.0987 19.0540 -0.0226 -9.6258
Tabela 12

Ukoliko posmatramo ocekivanje najbolje rezultate daje Mean-Var portfolio ali
ovaj portfolio ima jako veliku varijasu tako da je na osnovu tog kriterijuma
najlosiji. U slu€aju kada posmatramo varijansu portfolija najbolji portfolio je Min-
Var jer ima najmanju varijansu. Sto se Sarpovog koliénika ti¢e najbolje rezultate
daje Mean-Var strategija ali opet ova strategija ima i najloSiji sigurnosni
ekvivalent. U slu¢aju da poredimo na osnovu sigurnosnog ekvivalenta odabrali bi
Min-Var portfolio. Svakako mozemo uociti da najbolje rezultate i u ovom uzorku
daju modeli portfolija koji se oslanjaju na procene ocekivanja i varijanse.

Sada c¢e biti izlozeni rezultati koji se dobiju ukoliko optimizaciju vrSimo na 7
indeksa. Indeksi koji su ucestvovali u optimizaciji su sledeci: Russell 1000,
Russell 2000, Russell 3000, S&P 100, S&P 500, S&P 600 i Nyse Composite

Index.
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Rezultati za 7 indeksa van izorka
Dnevni podaci (08.1995-01.2012.)
N=7

T =3113; M =60

Model Ocekivanje Varijansa Sa_rP ov Sigurnosni
koli¢nik ekvivalent
1/N 0.0186 0.7829 0.0210 -0.3729
0.0239
Min-Var 0.0212 0.7842 (p = 3.0526 % -0.3709
10—57)
0.0280
_ 3 _ 3
Mean-Var 2.3571 7.0921 x 10 (p=0.8867) 3.5437 x 10
VW 0.0111 1.4551 0.0092 -0.7165
(p=0)
Tabela 13

Za ovu seriju podataka najbolje oCekivanje daje Min-Var portfolio. Najmanju
varijansu ima 1/N portfolio ali Sarpov koli¢nik i sigurnosni ekvivalent su veéi za
Min-Var portfolio. Sarpov koliénik Min-Var portfolija se statisticki znadajno
razlikuje od Sarpovog koliénika 1/N portfolia pa mozemo raéi da je Min-Var
portfolio statistiCki najbolji u ovom slu€aju. lako Mean-Var portfolio ima bolje
ogekivanje i Sarpov koli¢nik od Min-Var portfolija, ne mozemo prihvatiti ovaj
portfolio kao bolji jer se Sarpovi koliénici 1/N portfolija i Mean-Var portfolia ne
razlikuju statisti¢ki znacajno. Ovde jo§ mozemo da uo€imo da je 1/N strategija
znatno bolja od VW portfolija.

N=17
M=120
Model Ocekivanje Varijansa | Sarpov koli¢nik Sigurnosni
ekvivalent
1/N 0.0165 0.7952 0.0185 -0.3811
0.0147
Min-Var 0.0111 0.5669 (p = 1.7644 x -0.2724
10—24—5)
0.0138
. 3 }
Mean-Var 0.5406 1.5334 x 10 (p=0.8426) 766.1570
VW 0.0081 1.4750 0.0067 -0.7294
(p=0)
Tabela 14

Kada povec¢amo vremenski okvir za ocene parametara sa 60 na 120 1/N
portfolio ima najbolje oéekivanje i Sarpov koliénik, dok Min-Var portfolio i dalje
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ima najbolju varijansu i sigurnosni ekvivalent. U ovom slu¢aju ne mozemo reci ni
za jednu strategiju da je dosledno bolja od 1/N portfolija.

N=7
M = 1260
Model Ocekivanje Varijansa Sarpov koliénik Slgqrnosnl
ekvivalent
1/N 0.0017 0.9577 0.0017 -0.4772
Min-Var 0.0250 0.8165 0.0276 -0.3833
(p=0)
0.0281
Mean-Var 0.2516 79.9915 (p =3.9527 x -39.7442
107%)
VW -0.0110 1.1763 -0.0101 -0.5991
(p=0)
Tabela 15

Kada je doslo do bithog poveéanja vremenskog okvira M, sa 120 na 1260,
Markovicovi modeli (Min-Var i Mean-Var) su znatno poboljSani. Kao sto je veé
nekoliko puta u radu navedeno razlog tome je Sto se na vecoj vremeskoj seriji
podataka momenti (oCekivanje i varijansa) mogu bolje oceniti a ovi modeli
optimizacije se oslanjaju na ocene momenata. Iz tabele mozemo zakljuciti da je
Min-Var i Mean-Var strategije daju najbolje rezultate.

N=7
M = 2520
Model Ocekivanje Varijansa | Sarpov koli¢nik Sigurnosni
ekvivalent
1/N 0.0194 0.7870 0.0218 -0.3741
Min-Var 0.0356 0.8236 0.0392 -0.3762
(p=0)
0.0401
Mean-Var 0.0514 1.6466 (p = 8.9209 x -0.7719
10—222)
VW 0.0191 0.6488 0.0237 -0.3053
(p=0)
Tabela 16

U ovom slucaju rezultati su raznoliki, ne mozemo ni za jednu strategiju tvrditi da
je najbolja. Ako posmatramo ocekivanje, najvece ima Mean-Var portfolio.
Najmanju varijansu daje VW portfolio. Najveéi Sarpov kolignik daje Mean-Var
strategija i on se statistiki znadajno razlikuje od Sarpovog koliénika 1/N
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strategije tako da se po tom kriterijumu mozZe smatrati boljim od 1/N. Medutim,
najbolji sigurnosni ekvivalent ima VW portfolio. Dakle, ni jedan model ne moze
biti smatran najboljim za ovaj skup podataka.

Pogledajmo sada rezultate u uzorku za ovu seriju podataka od 7 indeksa.

Rezultati u uzorku

N=17
T =3113
Model Ocekivanje Varijansa Sarpov koli¢nik Sigurnosni
ekvivalent
1/N 0.0192 0.7693 0.0219 -0.3654
Min-Var 0.0379 0.6071 0.0487 -0.2656
Mean-Var 0.0451 0.9926 0.0452 -0.4512
VW 0.0229 1.4306 0.0191 -0.6924
Tabela 17

Kada posmatramo dobijene rezultate u uzorku vidimo da 1/N strategija daje
najlosije rezultate. Ono Sto sa sigurnoScu mozemo za sada da tvrdimo jeste da
1/N pravilo daje bolje rezultate u odnosu na druge strategije samo u slu€aju da
se radi van uzorka.
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5 Zakljucak

U radu je izvrSena analiza portfolija na Cetiri razliCite strategije sa ciliem da se
utvrdi koliko je efikasna 1/N strategije u poredenju sa ostalim portfolio
strategijama koje smo posmatrali (Markovicovi portfoliji i vrednosno ponderisani
portfolio). Pokazano je da efikasnost svake od strategija zavisi od duzine serije
podataka (T), veliCine uzorka na kom ocenjujemo parametre (M) i od broja
aktiva u portfoliju (N).

|z rezultata koji su izloZeni na kraju rada mozemo zaklju€iti da ukoliko poredimo
strategije u uzorku, portfolio optimizacija koja se oslanja na ocene momenata
uvek daje bolje rezultate od 1/N portfolija. Razlog tome je Sto na itavom uzorku
ocenjujemo parametre tako da dobijamo dobre ocene. Rezultati vrednosno
ponderisanog portfolija nisu uvek bolji od rezultata koje daje 1/N portfolio u
uzorku. Takode, vidimo da sa povecCanjem serije podataka (T) 1/N strategija
daje loSije rezultate.

Kao Sto smo ve¢ rekli i uoCili u rezultatima, kada raCunamo van uzorka, rezultati
zavise od duzine serije podataka na kojoj poredimo strategije (T), od veli€ine
uzorka na kom ocenjujemo parametre (M) kao i od broja aktiva koje su uklju¢ene
u portfolio (N).

Ukoliko posmatramo duzinu serije podataka (T) van uzorka, situacija je ista kao
kada poredimo rezultate u uzorku. Odnosno, ukoliko imamo duzu seriju
podataka T rezultati za jednakoponderisani portfolio su loSiji nego u slu¢aju kada
je T manje.

Sto se ti¢e okvira za ocene parametara (M) zakljuGujemo da Markovicovi modeli
(Min-Var i Mean-Var) daju bolje rezultate sa porastom M.

Jo$ jedan od zakljuCaka koji se namecée kroz analizu rezultata je da ukoliko
imamo veci broj aktiva i ukoliko radimo optimizaciju van uzorka rezultati koje
dobijamo su loSiji za Min-Var i Mean-Var strategiju nego kada imamo manje
aktiva. MoZzemo zakljuciti da je potreban veci uzorak za ocene parametara da bi
optimalne strategije bile bolje kada imamo viSe aktiva. Kada imamo 7 aktiva vec
za M = 60 Markovicovi portfoliji daju bolje rezultate, a kada imamo 30 aktiva za
M = 1260 ovi modeli postaju bolji.

Mozemo zakljuc€iti da su modeli optimizacije bolji od 1/N strategije ukoliko imamo
mali broj aktiva i dug period posmatranja. Ukoliko se broj aktiva poveca i period
smanji veCe su Sanse za dobru diverzifikaciju 1/N strategije.
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