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Predgovor

2-faktor nekog grafa predstavlja pokrivajuéi 2-regularni podgraf posmatranog grafa. U
specijalnom slucaju, kada je 2-faktor kao graf povezan govorimo o Hamiltonovoj konturi.
Hamiltonove konture se izucavaju kako u matematici, tako i u fizici i hemiji, gdje nalaze veliku
primjenu. U fizici polimera Hamiltonove konture se povezuju sa problemom savijanja proteina,
a broj Hamiltonovih kontura nekog grafa je povezan sa entropijom pridruzenog polimernog
sistema [14]. U prvoj glavi pored osnovnih pojmova i tvrdenja koja se odnose na 2-faktore
1 Hamiltonove konture dati su i potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju 2-faktora, odnosno
Hamiltonovih kontura u nekim mreznim grafovima kao Sto su: kvadratna i trougaona mreZa
oblika pravougaonika, cilindri¢na kvadratna i trougaona mreZa.

Druga glava se bavi metodologijom pristupa rijeSavanju problema prebrojavanja 2-faktora
u mreznim grafovima P,, X P,, C;, X P, i njihovim triangularnim variantama. Posebna paznja je
posvecena transfer matri¢noj metodi kao i1 postupku dobijanja generativnih funkcija za nizove
brojeva 2-faktora %, (n). Postoji viSe pristupa rijeSavanju ovog problema. Ovdje obradujemo
dva moguca pristupa koji se odnose na nacine kodiranja: po ¢vorovima mreze ili, pak, po
oblastima (éelijama) posmatrane mreze a koji su primjenjivani u nedavnim radovima koji se
odnose na prebrojavanje Hamiltonovih kontura na ovim grafovima.

Sada, umjesto Hamiltonovih kontura posmatraju se proizvoljni 2-faktori. U trecoj glavi
dajemo nove karakterizacije 2-faktora za navedene grafove i primjenjujemo opisani postupak
za dobijanje generativnih funkcija ovih nizova za neke pocetne vrijednosti od m, a $to do sada,
prema nasim saznanjima, jo$ nije izvedeno.

Vecinu crteza u tezi je autor sam nacrtao. Pojedini crtezi su preuzeti iz radova koji se citiraju
uz dozvolu autora tih radova.

Na ovom mjestu koristim priliku da se zahvalim svom mentoru, Dr Olgi Bodroza-Panti¢, re-
dovnom profesoru PMF-a u N.Sadu, na nesebi¢noj, svestranoj pomoci i usmjeravanju prilikom
izrade ovog rada.

Posebnu zahvalnost dugujem svojim roditeljima na kompletnoj podrsci tokom studiranja.

Novi Sad,2017.

Jelena Dokié



1. 2-faktorii Hamiltonove konture

1.1. Uvod

U nauci o polimerima, Hamiltonovi lanci!, specijalno Hamiltonove konture mogu da posluZe
kao jednostavan model za globularne proteine zbijene strukture[18, 19, 21]. Za ispitivanje
termodinamike savijanja ovih proteina korisno je znati postupak generisanja i prebrojavanja
Hamiltonovih kontura. Takode, Hamiltonove konture mogu biti i matematicki model topljenja
polimera [25]. Broj Hamiltonovih kontura se dovodi u vezu sa entropijom polimernog sistema
[14].

Funkcije proteina zavise od njihovih razlicitih trodimenzionalnih struktura. Ove specifi¢ne
strukture nastaju usljed savijanja odredenih nizova aminokiselina polipeptidnog lanca. Za
rijeSavanje takozvanog problema savijanja lanaca (the protein folding problem) potrebno je:
a) razviti model proteina koji sadrZi bitne osobine sistema, ali koji je, u isto vrijeme, dovoljno
jednostavan da nam omogucava izracunavanje razli€itih dinamickih 1 stati¢kih osobina sistema,
b) prepoznati ¢injenicu da je neophodno uprostiti sile koje djeluju izmedu aminokiselina [6].
U pojednostavljenom mreZznom modelu, protein je predstavljen kao niz ¢vorova rasporedenih
na kubnoj mrezi. IzuCavanje Hamiltonovih lanaca je prihvaceno kao prva aproksimacija za
kvalitativno razumijevanje mehanizma savijanja proteina, pri ¢emu se zapremina zanemaruje.
[14, 26].

Radijus obrtanja R polimera duzine [ > 1 se oCekuje da raste kao 1

R~

gdje je v standardni kriticni eksponent. Odnos broja C; Hamiltonovih otvorenih lanaca 1 broja
Cp Hamiltonovih kontura u hiperkocki L% u d dimenzija iznosi:

ﬂ ~ Y o prDd
Co

Y

gdje je yneki drugi kriti¢ni eksponent.
Vjerovatnoc¢a da ¢e se dva otvorena kraja polimera spojiti kako bi formirali polimerski prsten
je

C()Ld
Padj = C—l

S druge strane, Hamiltonove konture su matamaticka idealizacija topljenja polimera. Broj
Hamiltonovih kontura na grafu odgovara entropiji polimerskog sistema. Entropija po ¢voru je
]% = ]%[ In CN,P,

gdje je Cy p broj Hamiltonovih kontura u mreZzi sa N-taCaka sa periferijom P.

Iz ovih razloga, radovi [14, 18, 19, 21, 25, 20] su posveceni , izmedu ostalog, i problemu
prebrojavanja Hamiltonovih kontura u dvodimenzionalnoj i trodimenzionalnoj mreZi koriS¢enjem
transfer-matri¢nog pristupa [27]. Problem prebrojavanja Hamiltonovih kontura na m x n cilin-
drima, tj. C, X P, je diskutovan u [25] 1 [20] (primjetimo da je 2 X 2 x n mreZza (Slika 1b)
izomorfna sa 4 x n cilindrom).

Matematicari su se, takode, bavili ovim problemom prebrojavanja za dvodimenzionalne
mreze (Slika la), tj. m x n mreZnim grafom (m,n € N). Prebrojavanje Hamiltonovih kontura,

"Hamiltonov lanac grafa je lanac koji prolazi kroz svaki ¢vor grafa ta¢no jedanput. Zatvoren Hamiltonov lanac
je Hamiltonova kontura.



skraceno HK, za male vrijednosti m, fiksiraju¢i m 1 puStajuéi n da raste, je istrazeno ad hoc
metodama [23, 22, 24, 29]. Algoritam koji nam omogucuje da sistematski izraCunavamo gen-
erativne funkcije za ove nizove (sa brojacem n) za bilo koje m je bio prvi put opisan u [1] i
nesto kasnije, nezavisno u [28]. Problem je zatim istraZen na drugim mreZnim grafovima kao
Sto su kvadratni cilindar [5] i torus [11, 16], kao i trougaoni mreZni graf oblika paralelograma
[3, 17] 1 trougaoni cilindar [4].

T e a—

PADTT I LI L) Qlln)
EEmEiREiEml

B(m,1) C(m,n)

a) b)
Slika 1. MreZni graf pravougaonog i cilindri¢nog oblika (svaki) sa jednom od svojih
Hamiltonovih kontura

Slika 2. Trougaoni mrezni graf oblika paralelograma i cilindri¢nog oblika

1.2. Osnovni pojmovi i tvrdenja

Prost graf G = (V,E) se sastoji od kona¢nog nepraznog skupa elemenata V = V(G) koje
nazivamo ¢vorovima i skupa E = E(G) dvoclanih podskupova skupa V(G) koje nazivamo
granama. Kada se dozvoli viSestruko pojavljivanje iste grane govorimo o multigrafu, odnosno
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opStem grafu ako dozvolimo i pojavu petlji, tj. jednoclanih podskupova skupa V (G).

Put je naizmjeni¢an niz ¢vorova i njima incidentnih grana. DuZina puta je broj grana
u njemu. Ako se put sastoji od razliitih grana tada se on naziva lanac. Lanac u kome
su svi ¢vorovi razli€iti izuzev, mozda, prvog i posljednjeg ¢vora (u tom sluc¢aju govorimo o
zatvorenom lancu) nazivamo prost lanac. Prost otvoren lanac sa n ¢vorova oznacavamo sa P,.
Prost zatvoren lanac nazivamo kontura i oznaCavamo C,,.

Prost digraf D = (V, E) se sastoji od kona¢nog nepraznog skupa elemenata V = V(D) koje
nazivamo ¢vorovima i skupa E = E(D) uredenih parova (u,v) ¢vorova iz V(D) gdje je u # v
koje nazivamo granama digrafa D. Ako (u,v) € E, tada zapisujemo u — v. Kada se dozvoli
viSestruko pojavljivanje istog uredenog para kao 1 pojava petlji (u slucaju kada je u = v), govo-
rimo o opstem digrafu.

Orijentisani put duZine [ u digrafu je naizmjenican niz ¢vorova i njima incidentnih grana
Viis (V,’l,viz), Viss (v,-z,vi3), Vigs «+ 5 Vips (vil,vim), Vi1 gdje je Vi, € V(G), k e {1,2,.. L+ 1}
DuZina orijentisanog puta je broj grana u njemu.

Dva ¢vora su povezana ako postoji put koji pocinje u jednom a zavrSava u drugom cvoru.
Graf je povezan ako su svaka dva ¢vora povezana. Relacija povezanosti u skupu V(G) pred-
stavlja relaciju ekvivalencije. Klase te relacije ekvivalencije nazivamo komponentama.

Za ¢vorove kazemo da su susjedni ako postoji grana sa krajevima u ta dva ¢vora. Dvije
grane su susjedne ako su incidentne sa istim ¢vorom.

Suma je graf bez kontura. Stablo je povezana $uma.

Stepen ¢vora d(v) je broj grana incidentnih sa v (visestrukost se ura¢unava kod multigrafa
1 opSteg grafa). Graf je regularan stepena regularnosti r ako su svi ¢vorova grafa jednakog
stepena r. Kompletan graf K, je (n-1)-regularan prost graf sa n ¢vorova (svaka dva ¢vora su
susjedna).

Unija grafova G1 = (V1,E1) i G, = (Va,E3), u oznaci G UGy, je graf G = (V,E) gdje je
V =Vi1UW,, a E = E{ UE; pri ¢emu se podrazumeva da V; NV, = 0.

Za dva grafa G| i Gy sa istim skupom &vorova (V(G1) = V(G2)) koji su granski disjunktni
(E(G1)NE(Gy) =0) graf G = G| ® G2 = (V(G1),E(G1) UE(G2)) nazivamo granska suma
grafova G1 1 Gs.

Graf G| = (V1,E}) je podgraf grafa G = (V,E) akkoje Vi CV aE; CE.
Graf G| = (V1,E)) je pokrivajuci podgraf grafa G = (V,E) akkoje V; =V aE; CE.

Graf G| = (V1,E1) je indukovani podgraf grafa G = (V,E) akkojeV; CV,a
E ={{vi,m} €Evi €eViAv; €V }.

Dekartov proizvod grafova G1 = (V1,E1) 1 Gy = (Va,E») je graf G = (V,E), u oznaci
G X Gy, gdjeje V=V xV, = {(VI,V2)|V1 ceViAwn e Vz} i
E = {{(x1,51), (x2,2) } [({x1,x2} € Ex Ay1 =y2) V (x1 = xa A{y1,y2} € E2)}



Na Slici 1a) je prikazan Dekartov proizvod lanaca Py 1 Py, tj. graf P X Pj1, dok je Dekar-
tov proizvod konture Cjq i prostog lanca Py, tj. mreZni cilindar Cyg X Pyj prikazan u gornjem
dijelu SI. 1b).

Definicija 1.1.  Matrica susjedstva opsteg grafa (digrafa) sa skupom cvorova {vi,va,...,v,}
je kvadratna, cijelobrojna matrica A = [a,~7 j] reda n gdje je a; j jednako viSestrukosti grane
{v,-,vj} grafa (odn. grane (v;,v;) digrafa) u slucaju da ona postoji, a jednako nuli u slucaju
da ne postoji.

Definicija 1.2.  r-faktor nekog grafa (r € N) je pokrivajuci podgraf koji je regularan stepena
regularnosti r.

Jasno, 1-faktor nekog grafa predstavlja uniju grafova K (ili P»), dok 2-faktor nekog grafa
predstavlja uniju kontura (Slika 3).

Slika 3. Tri moguca 2-faktora grafa P, x P;. Prva dva su Hamiltonove konture dok treci nije.

Pod faktorizacijom nekog grafa podrazumevamo prikazivanje polaznog grafa kao granske
sume nekih njegovih faktora. Tako za neki graf kazemo da ima r-faktorizaciju ako se moze
prikazati kao granska suma nekih r-faktora. Jasno, takav graf je takode regularan.

Definicija 1.3.  Hamiltonova kontura nekog grafa (r € N) je kontura koja sadrZi sve ¢vorove
grafa.

Drugim rijeCima, povezan 2-faktor predstavlja Hamiltonovu konturu.

Podsjetimo se sada samo nekih tvrdenja koja se odnose na faktorizaciju kompletnog grafa
K, kao i egzistenciju Hamiltonove konture u nekom grafu.

Teorema 1.1.  Kompletan graf K, gde je n paran broj ima 1-faktorizaciju, dok kompletan
graf K, gde je n neparan broj ima 2-faktorizaciju.

U slucaju kada je n neparan broj, graf K, se moZe razloziti na Hamiltonove konture, tj. prikazati
kao granska suma Hamiltonovih kontura. Takav graf ne sadrZi nijedan 1-faktor zbog broja
¢vorova. U slu€aju da je n paran broj, graf K, sadrzi Hamiltonovu konturu (koja moze biti
odredena proizvoljnom permutacijom ¢vorova), ali nema 2-faktorizaciju jer je stepen svakog
¢vora neparan (jednak n—1).

Koristeci prethodna tvrdenja moze se lako dokazati da kompletan graf K4, 11 (n € N) ima
4-faktorizaciju, dok kompletan graf Kg,—» (n € N) ima 3-faktorizaciju.

Teorema 1.2.  [Ore] Ako je zbir stepena svaka dva nesusedna ¢vora jednak barem broju
¢vorova u grafu, tada graf sadrZi Hamiltonovu konturu.

Teorema 1.3.  [Diraka] Ako je stepen svakog ¢vora u grafu jednak barem polovini ukupnog
broja ¢vorova u grafu, tada graf sadrZi Hamiltonovu konturu.
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Nazalost, navedeni dovoljni uslovi za egzistenciju Hamiltonove konture u grafu nisu i
potrebni uslovi. Jedan od potrebnih uslova za egzistenciju Hamiltonove konture je da graf
ne sadrZi artikulacioni ¢vor (Evor Cijim brisanjem se poveéava broj komponenti grafa). Takode,
vazi i sledece tvrdenje:

Teorema 1.4.  Ako graf G sadrZi Hamiltonovu konturu, tada za svaki neprazan podskup S
(S CV(G)) vazi da je broj komponenti grafa dobijenog od G brisanjem &vorova iz S najvise
Jjednak broju ¢vorova skupa S.

Tvrdenja poput ovog, koja daju potrebne uslove za egzistenciju Hamiltonovih kontura, mogu
da posluZe za dokazivanje da neki konkretni graf nema Hamiltonovu konturu.

1.3. Egzistencija 2-faktora istaknutih mreznih grafova

Sledece Cetiri teoreme govore o egzistenciji Hamiltonovih kontura u posmatranim mreZnim
grafovima.

1.3.1. Slucaj grafa P, .| X P, (sa m-n kvadratica)

Teorema 1.5. U grafu P41 X P,+1 Hamiltonova kontura (HK) postoji akko je bar jedan od
brojeva m ili n neparan.

Dokaz:
(«<=) U slucaju da je m ili n neparno konstruisemo HK kao na Slici 4.

(=)

Prvi dokaz:
Neka postoji HK. Pretpostavimo suprotno, da su i m 1 n parni brojevi. S jedne strane duZina
pomenute HK je jednaka broju ¢vorova u grafu (m+1) - (n+ 1), dakle, neparna. S druge strane,
ako bismo orijentisali HK 1 krenuli da je obilazimo, broj koraka ,na lijevo” mora biti jednak
broju koraka ,na desno”, dok broj koraka ,na dole” mora biti jednak broju koraka ,na gore”
obzirom da se moramo vratiti u pocetni ¢vor. Dakle, duzina HK mora biti parna. Kontradikcija.
O

Drugi dokaz:

Pretpostavimo suprotno, da su i m i n parni brojevi. Obojimo ¢vorove u dvije boje: bijelo i crno,
tako da su susjedni Corovi obojeni razli¢itom bojom. Ne umanjujuéi opstost, pretpostavimo da
su ¢vorovi stepena 2 svi crni. Primetimo da je broj crnih ¢vorova za jedan veéi od broja bijelih
¢vorova. U cilju primjene potrebnog uslova za egzistenciju HK (teorema 2.4) izaberimo za skup
S skup bijelih ¢vorova. Kako je broj komponenti grafa dobijenog brisanjem bijelih ¢vorova
jednak broju crnih, dobijamo da je taj broj ve¢i od kardinalnosti skupa S Sto je u kontradikciji
sa tvrdenjem pomenute teoreme. O

1.3.2. Slucaj grafa T,, , (sa 2-m-n trouglova)

Pravougaoni mrezni graf P, X P,4+1 ima m - n kvadratia. Njegove ¢vorove oznacimo sa
(i,7), gdje 1 <i<m+1al<j<n+ 1. Trougaoni mrezni graf 7,,, konstruiSemo tako Sto
dodajemo dijagonale dobijene spajanjem &vorova (i,j) i (i+1,j+1),zai<mi j <n. Svaka
dijagonala dijeli kvadrati¢ na dva trougla, koje emo oznaciti sa u; ; i d; j (od "up” i "down”),
iznad 1 ispod dijagonale respektivno. Ovako konstruisan graf ima 2 - m - n trouglova. Lako se
dokazuje (konstrukcijom primera) da u 7,, ,, uvijek postoji bar jedna Hamiltonova kontura.
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P(1,1) Q(,n+1)

P(L,1) Q(,n+1)

M (m+1,1) N(m+1,n+1) M (m+1,1) N(m+1Ln+1)
m - neparno n - neparno

Slika 4. Egzistencija Hamiltonovih kontura za P, 1 X P, 1.

1.3.3. Slucaj grafa C,, x P, (sa m-n kvadratica)

Posmatramo mrezni graf C,, X P, cilindri¢nog oblika za fiksirano m > 2 i razliCite vri-
jednosti n > 1. Ako m fiksiramo, dobijamo niz grafova (po n) ije ¢lanove niza nazivamo uski
mreZni cilindar, za razliku od slucaja kada fiksiramo n i dobijamo niz grafova po m ¢ije clanove
nazivamo siroki mreZni cilindar.

R H

=gt

nc (&

HC HC

Slika 5. Dva tipa Hamiltonovih kontura.

Razlikujemo dvije vrste HK u ovim grafovima (Slika5). U smislu homotopije: jedna vrsta
Hamilton-ovih kontura je kontraktibilna u tacki (kao Zordanova kriva koja lei na cilindri¢noj
povrsi), a druga nije. Oznaci¢emo ih sa HK® i HK", respektivno. HK"“ je ona koja omotava
cilindar, kao narukvica ruku i dijeli beskonacnu cilindri¢nu povr§ na kojoj se nalazi na§ graf
na dvije neograni¢ene oblasti. S druge strane, HK® se moze ,nalijepiti” na cilindri¢nu povrs,
preciznije, ona razbija cilindri¢nu povrs na jednu ograni¢enu oblast i jednu neogranicenu oblast.
Ako sa hll€ (n) i hS,(n) oznaimo redom broj HK™ i HK¢, tada imamo da je ukupan broj HK u
grafu Cp, X P41 jednak hy,(n) = kS (n) + h,(n). Sada nas interesuje koji uski mrezni cilindri
imaju Hamiltonovu konturu.

Teorema 1.6 Za m > 2 i n > 1, imamo da je h'‘(n) = 0 ako i samo ako su i m i n neparni
brojevi, a h, (n) = 0 ako i samo ako je m neparno i n parno.

Dokaz: Lako se konstruise HK"*¢ za parno m ili parno n, kao i HK® za parno m ili neparno
n (moguéi nacini za sve sluCajeve prikazani su na Slici 6). Ostaje da se pokaze pod kojim
uslovima u datom grafu ne postoji HK"“, odnosno HK¢. Jasno, HK za proizvoljnomin (m > 2
in > 1) uvijek postoji.

Posmatrajmo “vertikalne” grane koje spajaju ¢vorove (m,i) i (1,i), gdjeje 1 <i<n+1.
Broj tih grana koje pripadaju nekoj HK je neparan za slu¢aj HK"“, odnosno paran za HK®.

Krecuéi se po nekontraktibilnoj Hamiltonovoj konturi, broj koraka koje napravimo “na li-
jevo” jednak je broju koraka “na desno”, dok razlika u broju koraka “na gore” i “na dole” mora
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P(L1) Q(l,n+1)

P(L,1) Q(l,n+1)
M (m, 1 N(m,n+1 \
(m,1) ™D (m. N(m,n+1)
nc
HC " (m - parno) HC " (n - parno)
P(1,1) I,n+1
P(1,1) Q(l,n+1) e
M (m,1) N(m,n+1)  M(m,1) N(m,n+1)
HC® (m - parno) HC® (n -neparno)

Slika 6. Konstrukcija dva razlicita tipa Hamiltonovih kontura.

biti m. Kako je duzina HK" m(n+ 1), zaklju¢ujemo da mora biti m(n+ 1) = m(mod 2). Ovo
znaci da HK" u slucaju da su i m i n neparni ne postoji.

Sli¢no, ako postoji kontraktibilna Hamiltonova kontura, onda m(n + 1) mora biti parno, jer
je jednak broj koraka na lijevo i desno, kao i broj koraka na gore i dole. Iz ovoga slijedi da HK¢
ne postoji ako je m neparno, a n parno. O

1.3.4. Slucaj grafa TC,, , (sa2-m-n trouglova)

Sli¢no kao i za graf 7, ,, dodavanjem dijagonala koje spajaju ¢vorove (i, ) i (i+1,j+1),
zai < m1 j <n ali sada na kvadratnoj mrezi cilindri¢nog oblika C,,, X P,1, uzimaju¢i da je
(m+1, j) ustvari ¢vor (1, j) za svako j < n dobijamo trougaoni cilindri¢ni mrezni graf 7C,, .

Hamiltonove konture za ovaj graf takode dijelimo na dvije grupe: kontraktibilne HK® i
nekontraktibilne HK"“.

Za razliku od grafa C,, X P41, u TGy, , uvijek mozemo konstruisati HK® i HK"“. Primjer
na Slici 7. prikazuje jednu HK" za graf C,, X P,41 gde su m i n neparni i jednu HK® za graf
Cpn X Py41 gde je m neparno a n parno.

P(1,1) Q@ ,n+1) P(l’1)| ‘ QUn+1)
M (m,1) N(m,n+1) M(m1) -
HC " (m - neparno, n - neparno ) HC® (m - neparno, 1 -parno)

Slika 7. Konstrukcija dva razli¢ita tipa Hamiltonovih kontura.
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1.3.5. Egzistencija 2-faktora u grafovima P, | X Pyy1, Ty s Cn X Py 1 1 TGy,

Teorema 1.7. U grafu P11 X P, 2-faktor postoji akko je bar jedan od brojeva m ili n
neparan, dok za grafove T, , Cy X Pyy1 i TCyy (m,n € N) uvijek postoji 2-faktor.

Dokaz: Egzistencije Hamiltonovih kontura (u sluajevima kada postoje) garantuju i egzisten-
ciju 2-faktora. Slu¢aj u kome ne postoji Hamiltonova kontura (za graf P, | X P,+1, kad je broj
¢vorova (m—+ 1) x (n+ 1) neparan) je takodje i jedinstveni slu¢aj kad ne postoji ni 2-faktor i
dokaz ide potpuno analogno prvom dokazu Teoreme 2.5. Naime, ako bi postojao 2-faktor, on
bi bio unija konacnog broja kontura parnih duZina, te bi i ukupan broj grana tog 2-faktora a
time i1 broj ¢vorova grafa morao biti paran, $to nije tacno. O

1.4. Generativne funkcije

Obzirom da je matematicki aparat za rad sa funkcijama i stepenim redovima dobro razvijen,
za rijeSavanje kombinatornih problema cesto se koriste generatrise. Na ovaj nacin, niz kao
beskonacni skup objekata se zamijenjuje jednim objektom- stepenim redom.

Definicija 1.4.  Funkcija g(x) = Z ax* = ag+arx+arx® + ...+ apx* + ... pridruzena nizu
k>0
brojeva {an }nen, (an € C) naziva se generativna funkcija ili generatrisa niza {an } nen,-

Navedimo neka jednostavna ali korisna tvrdenja koja se odnose na generativne funkcije.

Teorema 1.8.  Ako funkcije gi(x) i g2(x) generisu redom nizove {an}nen, i {bn}nen, tada
funkcija ag (x) +Bga(x) (o, B € R(C) generise niz {0, + Bby tnen,-

Teorema 1.9.  Ako funkcija g(x) generise niz {ay }nen, tada funkcija x*g(x) generise niz
0,0,...,0,ap,a1,a2,... sa k nula ispred ¢lana aq (ceo niz je translatorno pomijeren).

Teorema 1.10.  Ako su funkcije g1(x) i g2(x) generatrise redom nizova {ay }nen, i {bn}neny
k

tada funkcija g1(x)g2(x) generise niz {c, }nen,, gde je cn = Z ajbi_;.
j=0
Teorema 1.11.  Ako je g(x) generatrisa niza {an}nen, tada funkcija xg'(x) generativna
X

1
funkcija (sa pretpostavkom da postoji) niza {nan}nen, a — / g(t)dt generativna funkcija (sa
X JO

1
pretpostavkom da postoji) niza {n—f——lan}neNO'

Teorema 1.12.  Generativna funkcija niza {a, fnen, koji je odreden rekurentnom formulom
m-tog reda a, = kjay—1 +kyap— + ...+ knay—m (kn, # 0) je racionalna funkcija

P
g(x) = . kzxgxi gt pri Cemu je P(x) polinom najvise (m — 1)-og reda.
Dokaz:
MnoZenjem g(x) redom sa —kjx, —kox2,—kax3, ..., —kpypx™, dobijamo:

12



8(x>= ao +aix +a2x2 +... F+a,x" +... +ax" +...

—kixg(x) = —kjaopx —kjaix* —... —kjay_1x™ —... —kjagp_1x" —...
—kox?g(x) = —kpaox® —... —kpamoxX™ —... —kpap_ox" —...
—kmx"g(x) = —kpapx™ —... —kpan_mx" —...

Sabirajudi lijeve i1 desne strane gornjeg izraza dobijamo
(1 —kyx —kox® — ... — kypX™)g(x) = ao + (a1 — k1aop)x + (az — kyay — koag)x* + ...+
(am—1 —kiam—2— ... —km_1a9)x™", §to je i trebalo da se dokaze. O

[lustrujmo ovo poslednje tvrdenje slede¢im primjerom.

Primjer 1 Za niz f3(n) (n > 2) koji predstavlja broj 2-faktora grafa Py X P, odrediti gener-
ativnu funkciju F3(x) koja zadovoljava rekurentnu formulu niza f3(n) (n > 2)

f3(n)=2f3(n—1)—=T7f3(n—2)+2f3(n—3)+3f3(n—4)— f3(n—5) =0.

Poznati su pocetni uslovi:

f3(1> = 27f3(2> = 37f3(3 = 187f3(4) = 547f3(5) = 2227f3<6) =719, ...

Sli¢nim postupkom kao u dokazu prethodne teoreme dobijamo:

Fx) = +2x! 43x% +18x3 4540 42228 47796 ...
—2xF3(x) = —4x>  —6x> —36x* —108x° —444x0 +...
—7x> F3(x) = —14x3 —21x* —1260° —378x° ...
223 F3(x) = +4xt e 3¢ 4.
3t 3 (x) = +6x° +9x% ...
—x F(x) = 25 ...
(1 —2x—7x* +2x3 4+ 3x* — ) K (x) = x(2 —x — 2x> +x3), odakle dobijamo
2—x—2 2 3
F(x) = x1 —5 7;2 n 2);31)(3)6 rm (Ovim smo potvrdili rezultat iz [1].)
7"(0)
Sada, proizvoljni ¢lan niza f3(n) moZemo dobiti sa f3(n) = =0
n!
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2 . Metodologija pristupa resavanju problema prebrojavanja
2-faktora

U vedini radova koji se odnose na odredivanje broja Hamiltonovih kontura koristi se ista
metodologija koju ¢emo primijeniti i na nas postupak odredivanja 2-faktora. Stoga ga izlazemo
u kra¢im crtama.

2.1. Odredivanje orijentisanih puteva fiksne duzine u digrafu

Neka nam je dat neki (opsti) digraf D = (V,E) (E C V?) sa skupom &vorova V(D) =
{vi,v2,...,v,} i matricom susjedstva [a; j],xn (1 € N).

Teorema 2.1 Broj orijentisanih puteva koji polinju u ¢voru v; a zavrsavaju u ¢voru vj, za
proizvoljno i, j € {1,2,...,n} zadovoljavaju istu rekurentnu formulu koja je odredena matricom
susjedstva digrafa.

Dokaz:

Oznacimo sa fvvl.j (k) broj svih orijentisanih puteva duZine k koji polaze iz v;, a zavrSavaju u
v;. Nas zadatak je da se odrede brojevi f;; (k) za k € Ny.
Radi kradeg zapisa oznagimo dalje sa f;(k) vrijednost f,; (k) (tretiramo da je &vor v; fiksiran).
Lako se vidi da vazi:

fi(k) fitk=1)
AON B U
(k) folk=1)

gdje se uzima da je
Ho=1 g 157
’ 0, i#]

Iz ovoga slijedi, da za svako p, 1 < p <k, vazi:

fi(k) fik—p)
fsz) AP fz(k:—P) KN
£lk) falk—p)

Iz Kejli-Hamiltonove teoreme slijedi da svaka matrica, pa i nasa A=[a; j|nx», zadovoljava
svoju karakteristinu jednacinu koja je reda n.

Akoje P(A) = N' — b M~ 1 —byA" "2 — ... — b, |\ — b, karakteristi¢ni polinom matrice A
tada vazi: A" —bjA" ! —b)A" 2 — ... —b, |A—b,E =0
( E-jedini¢na matrica, O-nula matrica).

Ako ovu jednaginu pomnoZimo vektorom [f](k—n), fa(k—n),---, fulk—n)]" (k > n) i

primijenimo za p =n,n— 1,---, 1 redom, dobijamo:
fi(k) fi(k—1) fi(k—=2) fi(k—n) 0
fa(k) fa(k—1) fa(k=2) fa(k—n) 0
: —bh : 72 : — b : ||
fn(k) fn(k_l) fn(k_2> fn(k_n> 0
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n
odakle slijedi da za svako i,1 <i < nvazi: fi(k)= Y b;- fi(k—j),k>n.
j=1

Odnosno broj orijentisanih puteva iz v; u v; duZine k raCunamo po istoj rekurentnoj formuli
za proizvoljno i, j € {1,2,...,n}. O

NAPOMENA: Prethodna teorema bi se mogla uopstiti, tako da posmatramo broj fﬁ(k) orijen-
tisanih puteva duzine k (k > 0) koji po¢inju u nekom skupu F C V(D), a zavrSavaju se u nekom
skupu L C V(D).
Tada imamo da je fk(k) = Y fi(k), pri ¢emu sada f;(k) predstavlja ukupan broj svih
vieF

puteva duZzine k koji pocinju u ¢voru v; a zavrSavaju u nekom od ¢vorova iz skupa L. Jasno,
vrijednost za f;(0) se odreduje sa:

I, vielL

f"(O):{ 0, mi¢L

Primjenjujuéi sada prethodnu teoremu dobijamo fk(k) = Y. b;- f(k— j),k > n. Dakle, niz
j=1

cijelih brojeva fk(k) (k € NU{0}) zadovoljava istu rekurentnu formulu kao i niz brojeva ori-
jentisanih puteva koji po€inju u jednom i zavrSavaju se u drugom proizvoljnom ¢voru digrafa -
formulu koja je odredena karakteristicnom jedna¢inom matrice susjedstva digrafa.

Primjer 2
Za niz f3(n) (n > 2) koji predstavlja broj 2-faktora grafa Py X P,y pridruZeni digraf ima
matricu susjedstva

000007101
000011011
0000000 1
000000T10

Mi=10 1000101 (D
11001101
00010000
(11101 100]

Broj f3(n) se dobija kao broj orijentisanih puteva duZine n — 1 koji poinju i zavrsavaju se u ve
ili vg (skup pocetnih ¢vorova, a ujedno i skup zavrsnih ¢vorova).
Odrediti rekurentnu formulu niza f3(n) (n > 2) i pocetne uslove.

Karakteristicni polinom matrice M3 moZze se dobiti koriS¢enjem programskog paketa Wolfram
Mathematica: 1 —2z— 67> + 77>+ 14z* — 472> — 10— 7/ + 2 =
(—142)(142)%(=143z4+27> — 7z —2z* +2°), dok se poletni uslovi dobijaju stepenovanjem
matrice M3. Naime, za n > 2 vrijednost f3(n) se dobija kao zbir Cetiri elementa matrice Mg‘_l
koji se nalaze u Sestoj ili osmoj vrsti a takode i u Sestoj ili osmoj koloni. Tako dobijamo da je
f3(0> = 07f3(1> =2, f3<2) = 3af3(3) = 187f3(4) = 547f3(5) = 2227f3(6> = 7797f3<7) =
2953, f3(8) = 107712, f3(9) = 40043, ...

MoZemo primijetiti da je dobijena rekurentna formula (za n > 10) osmog reda:

filn)=f3(n—1)+10f3(n—2)+4f3(n—3)—14f3(n—4)—-Tf3(n—5)+6f3(n—6)+
2f3(n—=T) = f3(n—8).
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Medutim, to ne znaci da se ne moze dobiti i rekurentna formula manjeg reda za posmatrani niz.
Naime, za dobijenu rekurentnu formulu i pocetne uslove, poznatim postupkom opisanim gore
dobijamo generativnu funkciju ovog niza:

F ) 2x+x% —5x3 —2x* 40 +x0 — &7 (=2+x)(—14+x)x(1+x)
x)= =— :
. (—1+x)(14+x)2(—1+2x+7x2 — 2x3 — 3x* +x9) —14+2x+7x2 — 223 — 3x* + X7

Jasno, zaklju¢ujemo da nas niz zadovoljava rekurentnu formulu petog reda

f3<n) —2f3(n— 1) —7f3(n—2) +2f3(l’l—3) +3f3(n—4) —f3(n—5) =0,

Sto je u saglasnosti sa ve¢ dobijenom formulom u [1]. O

2.2. Karakterizacija objekata prebrojavanja i transfer matri¢na metoda

U osnovi naSeg zadatka - zadatka odredivanja broja 2-faktora (specijano, Hamiltonovih
kontura) lezi tzv. ,transfer matricni metod” (metod matrice prelaza) [9, 27].

Primijetimo da nam struktura posmatranih mreznih grafova omogucava da skup ¢vorova ili
elementarnih ¢elija - plo€ica (kvadratiéa ili trouglova) posmatramo kao elemente matrice m X n,
odnosno da svakom ¢voru (ili ¢eliji) pridruZzimo jednoznacno odredenu vrstu i kolonu. Na taj
nacin mi pokusavamo da izvr§imo kodiranje izabranih objekata, te tako razlikujemo kodiranje
¢vorova i kodiranje oblasti (Celija).

Postupak kodiranja elemenata grafa, koji zavisi od 2-faktora (specijalno, Hamiltonove kon-
ture) treba tako izvrSiti da se
- sa jedne strane, obezbijedi bijekcija izmedju skupa svih 2-faktora (Hamiltonovih kontura) i
skupa svih mogucih (obi¢no m x n ili (m+ 1) x n) binarnih (cijelobrojnih) matrica B = B,y , =
b;j] dobijenih tim kodiranjem (ovo nazivamo karakterizacijom 2-faktora, odn. Hamiltonovih
kontura), a
- s druge strane, obezbijedi prebrojavanje svih navedenih matrica tako Sto se odredi

a) skup svih mogucih cijelobrojnih rijeci duzine m koje se mogu pojaviti kao prve kolone,
recimo, by1by1 ... b, matrice B, zatim,

b) za svaku rije¢ duzine m koja se moZe pojaviti kao k-ta kolona matrice B (byboy . - . by,
k > 1) skup svih mogucih reci duzine m koje se mogu pojaviti u istoj matrici kao k+ 1 kolona
1+ 1)D2(k+1) - - - Dm(k1)» k = 1), ona koja neposredno slijedi iza k-te kolone, i na samom kraju,

¢) skup svih mogucih cijelobrojnih reci duZine m koje se mogu pojaviti kao posljednje
kolone by,by,, .. . by, matrice B.

Kada se to postigne, formira se pomo¢ni digraf D = D, Ciji se skup ¢vorova sastoji od svih
mogucih cijelobrojnih rijeci duzine m koje se mogu pojaviti kao kolone matrice B, dok je skup
grana odreden na sledeci nacin: iz ¢vora u (u € V(D)) ide grana u ¢vor v (v € V(D)) akko se
rijei u 1 v mogu pojaviti tim redom kao dvije uzastopne kolone u matrici B. Matricu susjedstva
ovog digrafa nazivamo matricom prelaza . Na ovaj naCin, uspostavlja se bijekcija izmedu svih
mogucih matrica B, , i svih mogucih orijentisanih puteva duZine n — 1 (sa n ¢vorova koje
predstavljaju kolone matrice B) koji poinju u podskupu skupa V(D) koji se sastoji od svih
mogucih rijeci koje se mogu javiti kao prve kolone matrice B = B, ,,, a zavrSavaju u podskupu
skupa V (D) koji se sastoji od svih moguéih rijeci koje se mogu javiti kao posljednje iste matrice
B.

Dakle, na ovaj nacin se problem prebrojavanja Hamiltonovih kontura sveo u datom mreZnom
grafu na problem odredivanja svih orijentisanih puteva koji polaze i zavrSavaju se u odredenim
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skupovima ¢vorova pridruZzenog pomoc¢nog digrafa D,,. Ovim se garantuje linearna rekurzija
za brojeve 2-faktora, odn. Hamiltonovih kontura kao nizove f,,(n), odnosno A, (n) koji zavise
od reda karakteristicne jednacine matrice susjedstva ovog digrafa. Red ovih matrica susjedstva
digrafa D = D,, eksponencijalno raste sa brojem m. Medutim, moguce je i ove matrice reduko-
vati sazimanjem corova digrafa. Tako se omogucava postizanje rekurentnih formula manjeg
reda posmatranog niza f,(n), odnosno h,,(n) za fiksno m kojima se i dalje isti niz pokorava.
Na ovaj nacin je omoguceno dobijanje rekurentnih formula 1 za neke vrijednosti m za koje se
zbog kardinalnosti skupa ¢vorova digrafa to nije moglo uraditi ni kompjuterskim putem, zbog
ograni¢enja memorije.

2.3. Redukovanje matrice prelaza

Primjecéeno je da se primenom gore opisanog postupka dobijaju matrice susjedstva pridru-
zenih digrafova koje su Cesto velikog reda, ali sadrze identi¢ne vrste. To znaci da se ¢vorovi
pridruZeni tim vrstama mogu saZeti u jedan ¢vor i na taj nacin dobiti digraf sa matricom sus-
jedstva manjeg reda koja i dalje nosi informaciju o traZenoj rekurentnoj formuli.

Redukcija matrice prelaza se vrsi na sledeci nacin: Skup (S) svih ¢vorova digrafa D, koji
imaju za svoje moguce sljedbenike iste Corove iz D,, zamijenimo sa jedinstvenim ¢vorom s
koji zadrZava grane jednog od saZetih ¢vorova (bez dupliranja). Medutim, ako imamo granu
koja ide iz istog ¢vora u visSe ¢vorova koji se sazimaju, tada se viSestrukost grane koja se dobija
nakon saZimanja ura v cunava.

Matrica susjedstva redukovanog digrafa 9’ digrafa ne mora biti binarna matrica. Ipak,
1 komplikovanija forma takve matrice omogucava dobijanje rekurentne formule manjeg reda
nego Sto se u startu ocekuje.

Nije tesko uociti da je broj puteva zadate duZine sa datim pocetnim i krajnjim ¢vorovima
u digrafu D, jednak broju puteva iste duZine u redukovanom digrafu D), ali sa pridrzenim
¢vorovima kao pocetnim i krajnjim, vodeci raCuna da ukoliko se saZima veci broj pocetnih
¢vorova taj broj se sa tom viSestrukoS¢u uracunava.
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3 . Prebrojavanje 2-faktora u mreznim grafovima P, | X P, |,
Cin X Poity Ty i TG,

Za svaki od Cetiri mreZna grafa, primijenjujuci najprije pristup kodiranja po ¢orovima, a
zatim 1 pristup kodiranja po oblastima, dajemo po jednu karakterizaciju 2-faktora posmatranog
mreznog grafa. KoriS¢enjem te karakterizacije moguce je za svako fiksno m € N odrediti niz
fm(n) brojeva 2-faktora (istu oznaku koristimo u sva Cetiri sluCaja, a isto vazi i za oznake
pridruZenih digrafova i specijanih podskupova ¢vorova). Za neke od pocetnih vrednosti m € N
odredjujemo generativne funkcije.

3.1. 2-faktori u grafu P, | x P, - Kodiranje ¢vorova

Oznaceni graf P, X P,11 ima (m+1)-(n+ 1) &vorova i m - n kvadratnih oblasti (¢elija,
prozora). Kako se kodiranje moZe vrSiti i po ¢vorovima i po oblastima, u sadrZaju koji slijedi
izlaZemo oba nacina.

3.1.1. Karakterizacija 2-faktora

Svaki ¢vor grafa P, X P,y je oznalen uredenim parom (i,j) (1 <i<m+1,1 <<
n—+1). Posmatrajmo proizvoljni 2-faktor ovog grafa. Svaki Cor je incidentan sa bar dvije a
najviSe Cetiri grane, od kojih tano dvije pripadaju tom 2-faktoru. Stoga kod svakog ¢vora
(i, j) moguéa je jedna od 6 mogudéih situacija, prikazanih na Slici 8. po pitanju poloZaja te
dvije grane. Slovne oznake a,b,c,d,e i f nazivamo alfa-slova. Za svaki ¢vor (i, j) pridruzeno
alfa-slovo oznaCavamo sa ; ;.

-t =
a p ¢ 4 e f

Slika 8. Sest mogucih situacija za dati 2-faktor u bilo kom &voru.

Primijetimo da ukoliko znamo alfa-slovo ¢vora (i, j), tada alfa-slovo njegovog susjednog
¢vora ne moze biti bilo koje od slova iz skupa {a,b,c,d,e,f}, ve¢ je odredeno digrafovima Dy, i
D,4, kao Sto je prikazano na Slici 9., u zavisnosti od uzajamne pozicije ta dva susjedna ¢vora.
Na primjer, ako je o; j = a, tada 011 j € {b,c, f} 10 j+1 € {d,e, f}.

Za graf P, X P41 alfa-slova za ugaone Cvorove (stepena 2) moraju biti 0y | = a, Q1.1 =
C, O pt1 = di Q41,041 = f- Rijec 0y, jO0 jO3 . Oy, jOUp i1, gdjeje 1 < j<n+1 senaziva
alfa-rijeC za j-tu kolonu. Primijetimo da se ona moZe dobiti konkatenacijom (nadovezivanjem)
viSe rijeci sledeéeg tipa: ab'c,ab’ f,db'c,db' f i e, gdje je t > 0.

Ovim kodiranjem ¢vorova, na ovaj nacin smo zapravo svakom 2-faktoru grafa Py,41 X P41
pridruzili jednu (m+ 1) x (n+ 1) matricu nad azbukom {a,b,c,d,e, f} sa osobinama koje su
iskazane u sledecoj teoremi.

Teorema 3.1 (karakterizacija 2-faktora grafa P, | x P, pristupom Kodiranja ¢vorova)
Svaki 2-faktor grafa Py X P,11 odreduje jedinstvenu (m+ 1) x (n+ 1) matricu [OL," j} (alfa-
matricu) nad azbukom {a,b,c,d,e, f} sa osobinama:
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Slika 9. Susjednost stanja dva ¢vora, slijeva na desno i odozgo na dole

(1) Uslov prve kolone: Alfa-rije¢ za prvu kolonu je iz skupa {a,b,c}™ ', pri demu je
1 =aiOyy11 =C.

(2) Uslov kolone:
Za svako fiksno j (1 < j <n+1) vaZi da je ureden par (0 j,0iy1 ), gdje je 1 < i < m, orijen-
tisana grana u digrafu D,q pri cemu je oy j € {a,d,e} i 01 € {c,e, f}.

(3) Uslov susjednosti kolona:
Za svako j, gdje je (2 < j < n+ 1), uredeni parovi (0 j—1,0; ;), gdje je 1 <i<m+1, su
orijentisane grane u digrafu Dy,

(4) Uslov poslednje kolone:

Alfa-rije¢ za poslednju kolonu je iz skupa {b,d, fY"*1, pri cemu je O 1 =d i Oppyipr1 = f.
VaZii obrnuto: svaka matrica [O(i, j} m-+1xn+1 Sa elementima iz skupa {a,b,c,d,e, '} koja zado-
voljava uslove (1)-(4) odreduje jedan 2-faktor u oznacenom grafu P41 X Py 1.

Dokaz.

Iz gore opisanog nacina kodiranja lako se dobijaju osobine (1)-(4), tj. jedinstvenost alfa-
matrice. Razmotrimo sada slucaj kad je data matrica [0@7 j} m+1xn+1 Sa elementima iz skupa
{a,b,c,d,e, f} koja zadovoljava uslove (1)-(4). Ovi uslovi obezbeduju da istaknute dvije grane
(boldirano) na slici alfa slova koje je pridruzeno ¢voru grafa P, | X P,+1 budu medu granama
ovog grafa, a takode i da dobijeni podgraf odreden ovim istaknutim granama bude pokrivajuci
2-regularni graf, tj. 2-faktor O

Algoritam je sledeci: Formiramo najprije skup %, - skup svih alfa rijeci koje se mogu
javiti kao prve kolone alfa-matrice, zatim za svaku ot tih rije¢i odredujemo sve moguce sledece
kolone u alfa-matrici ali i sve moguce sljedbenike za novoformirane alfa-rijec¢i. Na ovaj nacin
formiramo pomo¢ni digraf D, = (V;y,E;n) sa skupom &vorova V(D,,) = V,, i skupom grana
E(D,,) = E,, koji je odreden uslovima (2) i (3). Broj svih mogucih alfa-matrica, tj. traZeni broj
2-faktora grafa P, X P,y predstavlja broj svih orijentisanih puteva duZine n koji poCinju
u ¢voru iz f,, a zavrSavaju u ¢voru iz L, koji se odreduje kao podskup skupa ¢vorova koji
zadovoljavaju i uslov (4).
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3.1.2.  Slucaj m = 1: Prebrojavanje 2-faktora u grafu P, x P,

Koristeci naprijed opisanu karakterizaciju 2-faktora, za slucaj m = 1 dobijamo da su moguce
alfa-rijeci (kolone u pridruzenoj alfa-matrici) iz skupa V| = {ac,df,ee} pri Cemu je prva kolona
iz skupa F; = {ac}, a poslednja iz skupa £; = {df}. Formiramo (opsti) digraf D; = (V},E))
sa skupom ¢vorova V(D;) =V i skupom grana E (D)) = E; koji je odreden uslovima (2) i (3).
Tako dobijamo da je matrica susjedstva digrafa 2, jednaka

My =

S = O

11
00
11

(redoslijed vrsta i kolona odgovara redoslijedu navedenih ¢vorova grafa). Broj svih mogucih
alfa-matrica, tj. traZeni broj 2-faktora grafa P, x P, predstavlja broj svih orijentisanih puteva
duzine n koji poCinju u ¢voru iz #; a zavrSavaju u ¢voru iz L. Lako se dobijaju pocetni uslovi
(crtajuéi sve mogucénosti ili stepenovanjem matrice): f1(0) =0, f1(1) = f1(2) = 1,/(3) =
2,f1(4) =3, f1(5) = 5,.... Kako je karakteristi¢ni polinom matrice M| jednak z(z> —z — 1), tj.
kako vazi

filn) = filn—=1)+ fi(n—2), zan >2

a imajuéi u vidu pocetne uslove, vidimo da se radi o Fibonacijevom nizu.

n=1

n=2

n=3

n=4

Slika 10. 2-faktori grafa P> X P,

Dakle, fi(n) = F,, gde je F, n-ti ¢lan Fibonaclijevog niza. Jasno, generativna funkcija

Fil) = ¥ Al =5

k>o

x—x2

3.1.3.  Slucaj m = 2: Prebrojavanje 2-faktora u grafu P; x P, |

Nas digraf je sada D, = (V»,E») sa skupom ¢vorova Vo = {abc,dbf,eaf,dce,afe,edc}
1 matricom susjedstva (redoslijed vrsta i kolona odgovara redoslijedu pojavljivanja ¢vorova u
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zapisu skupa V»):

01 1100
100000
000O0O0 1

M=10900010
011100
01 1100

Pri tome je skup %, = {abc}, dok je skup zavr$nih &vorova £, = {dbf}. Digraf se mozZe
redukovati sazimanjem najprije ¢vorova abc,afe,edc} pri ¢emu se dobija digraf D) = (Vy,E})
sa skupom &vorova V) = {abc,dbf,eaf,dce} i matricom susjedstva

1
0
0
00O

Kako su druga, treca i Cetvrta vrsta jednake, to se sada i ¢vorovi iz dbf,eaf i dce mogu sazZeti.
Tako da se dobija novi digraf D = (V}', E}) sa skupom &vorova V;' = {abc,dbf} i matricom

susjedstva
n 10 3
w=[03]
Lako se dobija da je niz f>(n) odreden rekurentnom formulom

fa(n)=3f(n—-2)zan>2
i poCetnim uslovima f>(0) =0, f>(1) = 1. Tako sada dobijamo da je

01 1
, |1 00
M2_100
1

3%, ako je n neparan broj
fa(n) = . .
0, ako je n paran broj

3.14. Slucaj m = 3: Prebrojavanje 2-faktora u grafu Py x P,

Skup ¢vorova digrafa 7% jeste

V(D3) ={vi,va,...,vio} = {abbc,acac,dbbf ,dbce,dcaf,eabf,eace,dfdf,dfee,
eedf,eeee,edfe,abfe,acdf,acee,afdf,dfac,eeac,edbc,
sa skupom polaznih évorova F3 = {vi,v2} = {abbc,acac} i skupom zavr$nih ¢vorova L3 =
{v3,vg} = {dbbf,dfdf}. Dobijena matrica susjedstva je 19-og reda. Medutim, zbog jed-
nakosti nekih vrsta moguce je redukovati digraf i sazeti ¢vorove: vi,vi2,v13,Vi6 1 Vi9; Za-
tim ¢vorove: Vvo,Vv7,Vi1,Vis 1 vig; Cvorove: v3 1 vg; Cvorove: v4,vg 1 vi7 1 ¢vorove: vg,Vig
i vi4. Tako dobijamo digraf D’'3 sa skupom ¢Evorova V(D5) = {vi,v2,v3,v4,vs,v6}.” Skup
F{ = F3={vi,m}, dok je L3 = {v3}. Redukovana matrica susjedstva je

M =

S oo~
SO O = =

1
1
0
0
0
1

oo O~ —

1
1
1
1
0
1

[0
1
1
1
1

_1 -

sa karakteristicnim polinomom
— 14224522522 —97* — 22 + 8 = (142)(—1 4+ 32+ 27 — 77> — 2z* +2°). Pocetni uslovi su
dati u razvoju generativne funkcije koja se dobija:
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Falx) = (—24+x)(—1+x)x(14+x)
3() = T Fox T2 —2x3 =34+ x5
2xV 4 3x2 + 18x3 + 54x* + 222X +779x% +2953x7 + 1077 1x® 4+ 40043x° + 147462x10 +
545603x'! +2013994x!2 4 7442927x13 + 27490263x'* + 101563680x! + 375176968x10 +
1386004383x'7 4+ 5120092320x!8 + 18914660608x? 4 69873991466x20 + ...

Vidimo da je rekurentna formula za brojeve f3(n) petog reda:

fa(n)=2f3(n—1)=T7f3(n—2)+2f3(n—3)+3f3(n—4)— f3(n—5)=0, zan>5
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3.2. 2-faktoriu grafu P, | X P, - Kodiranje oblasti

3.2.1. Karakterizacija 2-faktora

Graf P41 X P,+1 ima m - n kvadrati¢a (prozora). Svakom prozoru grafa pridruzujemo
jedan elemenat iz skupa {0, 1} na sledeéi nacin: ako se prozor w nalazi u unutra$njosti parnog
broja kontura datog 2-faktora ili u spoljasnjosti svih, tada mu se pridruzuje 0 dok se u ostalim
slucajevima prozoru pridruzuje 1 (Slika 11).

Ly1j1{rjogrqopr|efrfrj1jrf1j1
1jojojr1jojrjojojijojijojojoj}1
T{L]1{1jo)1|{110f1J0f1Jof1]0}1
1jo(ojOjO|oJ1jof1[1]|1]Of1]O}!1
Ljojrjojrjojijojolojojojojof1
T{L{1|{If{1({1|1]1}jo}1]1]|1]|1]1]1
Slika 11. Kodiranje po oblastima grafa P11 X P41

Na ovaj nacin smo datom 2-faktoru ovog oznacenog grafa pridruzili jednoznacno odredenu
binarnu matricu M,, = [ah j} formata m x n koja zadovoljava uslove iskazane u sledecoj teo-
remi:

Teorema 3.2 (karakterizacija 2-faktora grafa P, | x P, pristupom kodiranja oblasti)
Svaki 2-faktor grafa P,, 1 X P,+1 odreduje jedinstvenu binarnu m X n matricu [ah j} nad azbukom
{0,1} sa osobinama:

(1) Uslovi prve i posljednje kolone:
Za prvu i poslednju kolonu vazi: (a1 = am) = a1y = amp = 1) kao i (Vi)(1 <i<m—
)=(ai1 =air11 =0V ain=ai11,=0)
(dvije uzastopne nule ne mogu da se pojave niti u prvoj niti u poslednjoj koloni)

(2) Uslovi susjednosti kolona:
(VA <j<n—1)=(a1;=a1js1 =0V (am; = amj+1=0)
(dvije uzastopne nule ne mogu da se pojave niti u prvoj niti u poslednjoj koloni) i

Vi) 1<i<m-1)(Vj)1<j<n—1)

(ai,j7ai+1,j7ai,j+l aai+1,j+1) ¢ ((0707070)7 (17 17 17 1)7 (170707 1)7 (07 17 17()))

VaZi i obrnuto: svaka binarna matrica [ai, j}mxn koja zadovoljava uslove (1) i (2) odreduje
jedinstven 2-faktor u oznacenom grafu P11 X Pyy1.

Dokaz.

Kako je svaki 2-faktor grafa unija kontura koje su zatvorene Zordanove krive (proste zatvorene
krive) to je njima ravan naSeg planarnog grafa razbijena na oblasti i pridruZivanje tim oblastima
vrijednost 0 ili 1 na opisani nacin zaista daje binarnu matricu koja zadovoljava osobine (1)1 (2)
zbog regularnosti grafa i njegovog stepena regularnosti 2.

Obrnuto, ako je data binarna matrica koja zadovoljava osobine (1) i (2), uoCavanjem svih grana
grafa P, 11 X P41 koje pripadaju kvadrati¢ima sa razli¢itim vrijednostima dobijamo jedan pod-
graf naSeg grafa. Uslovi (1) 1 (2) obezbeduju da se ne moze pojaviti ¢vor sa kojim je incidentno
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4 ili 0 grana (pojava neparnog broja grana je nemoguca iz razloga Sto se kod svakog ¢vora
sastaje isti broj 1 regija i O regija koje se alternativno mijenjaju u krug, te je broj grana koje
ih u tom ¢voru razdvajaju paran). Dakle, uoCene grane odredjuju jedinstven 2-faktor grafa
Ppi1 X Pyyq. O

Na ovaj nacin je uspostavljena bijekcija izmedu skupa svih 2-faktora oznaCenog grafa
Pu+1 X Py41 1 skupa svih binarnih matrica tipa m X n koje zadovoljavaju gore navedene uslove.
Problem prebrojavanja se, dakle, sveo na problem prebrojavanja ovakvih matrica.

Definicija 3.1.  Binarna reprezentacija broja p (p € Ny) duZine m je rije¢ pips--- pm nad
azbukom {0, 1} gdje je

n .
p=Y pi-2""
i=1

Sada formiramo pomo¢ni digraf D, za dato m sa skupom ¢vorova

V(Dn) =40,1,...,2" — 1} gdje se susjednost definiSe na sledeci nacin: &vorovi p i ¢ su
susjedni akko binarna reprezentacija broja p duzine m 1 binarna reprezentacija broja g duZine
m zadovoljavaju uslove susjednosti dvije kolone redom, tj. akko se mogu pojaviti kao susedne
kolone u binarnoj matrici opisanoj u prethodnoj teoremi. Primijetimo da je matrica susjedstva
M,, digrafa D,, uvijek simetri¢na zbog specificnosti uslova (1) i (2).

Skup svih mogucih prvih kolona 4%, je jednak skupu svih moguéih poslednjih kolona L,,.
Predstavlja skup svih binarnih rijeci sa zabranjenom podrijeci 00 i kardinalnosti je F,, gdje je
F;, m-ti ¢lan Fibonacijevog niza (poznati zadatak sa kursa Kombinatorike). Takode, do ovog
broja mozemo do¢i i koristeci izomorfizam grafa P, x P, sa grafom P, X P, 1 vrijednost
broja 2-faktora ovog poslednjeg.

Na ovaj nacin problem prebrojavanja svih binarnih matrica formata m x n koje zadovol-
javaju uslove prve 1 posljednje kolone i uslove susjednosti kolona dalje svodimo na prebroja-
vanje svih puteva du zine n — 1 u opStem digrafu D, sa poCetnim i krajnjim ¢vorovima u skupu
istaknutih ¢vorova ¥, = £, ovog digrafa.

NAPOMENA: Tako nulti ¢lan niza postoji u smislu kao broj 2-faktora u grafu P, x Py,
tj. fm(0) = 0, ipak karakterizacija 2-faktora preko binarnih matrica vazi za n > 1, te ako je
dobijena rekurentna formula k-tog reda, za nju mozemo da garantujemo tek pocevsi od k + 1-
og Clana (na osnovu ovog pristupa). Da se u tu rekurentnu formulu uklapa 1 nulti ¢lan, tj. da
formula vazi za sve ¢lanove niza poCevsi od k-og ¢lana slijedi iz Cinjenice f,,(0) jednak broju
orijentisanih puteva duzine 0 u digrafu koji se formira pristupom po ¢vorovima i iz ¢injenice
da su skupovi F,, i £, u tom pristupu disjunktni. Kao potvrda da se nulti ¢lan kao vrijednost
0 uklapa u rekurentnu formulu moZe posluZiti ¢injenica da je brojilac generativne funkcije
polinom manjeg stepena od imenioca generativne funkcije.

3.2.2. Sluc¢aj m = 1: Prebrojavanje 2-faktora u grafu P, x P, |
Skup ¢évorova digrafa D je {0,1}, dok je matrica susjedstva
0 1
m=[71]
, a skup istaknutih ¢vorova F; = £; = {1}. Karakteristi¢na jednacina z
rekurentnu formulu:

2 _z—1 =0 odreduje
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‘ filn)=filn—=1)+ fi(n—-2) zanZZ‘

Sto sa poCetnim uslovima f1(0) =0, f1(1) =1, f1(2) = 1... daje
fi(n) = F,, gdje je F, n-ti ¢lan Fibonalijevog niza. Jasno, generativna funkcija
X

5”'1()6) = Zfl(n)x" = m

k>o

3.2.3. Slucaj m = 2: Prebrojavanje 2-faktora u grafu P; x P, |

Skup ¢Evorova digrafa D, jeste V(D,) = {00,01,10, 11}, pri tome je skup F> = L, = {11}.
Matricom susjedstva

M> =

- o O O
— o O O
— o O O
O = = =

Kako su prva, druga 1 treca vrsta jednake, to se sada i ¢vorovi iz 00,01 1 10 mogu sazeti. Tako
da se dobija novi digraf 2 sa skupom ¢vorova {11,00} i matricom susjedstva

0 1
Mé:{3 01.

Lako se dobija da je niz f>(n) odreden rekurentnom formulom

fa(n)=3f(n—2)zan>2

i poCetnim uslovima f»(0) =0, f>(1) =1, f2(2) =0, f(3) = 3..... Tako sada dobijamo, kao i u
slucaju kodiranja ¢vorova, da je

B 3k ako je n neparan broj . . .. X
fa(n) = { 0. ako je n paran broj , dok je generativna funkcija F3(x) = 132"

3.24. Slucaj m = 3: Prebrojavanje 2-faktora u grafu P, x P,

Skup ¢vorova digrafa s jeste V(23) = {000,001,010,011,100,101,111}, pri tome je
skup F3 = L3 = {101,111}.

Matrica susjedstva je M3 je formata 8 x 8 i data je u (1). Pocetni uslovi, rekurentna formula
1 generativna funkcija su dati u Primjeru 1 1 Primjeru 2.
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3.3. 2-faktori u grafu C,, x P, - Kodiranje ¢vorova

Najprije se cilindri¢na povrs datog grafa C,, x P, “isijeCe i razvije u ravan”, Slika 1b.,
tj. posmatra se pridruZeni pravougaoni mrezni graf, pri ¢emu je izvedena identifikacija svakog
¢vora u vrsti ispod m-te (ispod dijela MN) sa pridruzenim ¢vorom u prvoj vrsti (dio PQ). Za
razliku od grafa P, 1 X P, 1 ovdje je broj 2-faktora zan = 0 (m > 2) jednak 1.

3.3.1. Karakterizacija 2-faktora

Svaki &vor grafa Cp, X P41 je oznaCen uredenim parom (i,7) (1 <i<m,1 < j<n+1).
Posmatrajmo proizvoljni 2-faktor ovog grafa. Kao i kod grafa P41 X P,+1, postoji 6 mogucih
situacija zastupljenosti grana 2-faktora kod proizvoljnog ¢vora (i, j), Slika 8. Analogno kao i
u poglavlju 3.1.1 definiSemo pojmove alfa-slovo i alfa-rije¢, stom razlikom Sto se alfa-rije¢ se
tretira kao cikli¢na rije¢, tj. (., j,01,;) mora biti orijentisana grana u digrafu 2,4 koji je dat
na Slici 9.

Teorema 3.3 (karakterizacija 2-faktora grafa P, | x P, pristupom kodiranja ¢vorova)
Svaki 2-faktor grafa C,, X P, odreduje jedinstvenu m X (n+ 1) matricu [0(,-7 j} (alfa-matricu)
nad azbukom {a,b,c,d e, f} sa osobinama:

(1) Uslov prve kolone: Alfa-rijec za prvu kolonu je ciklicna rijec iz skupa {a,b,c}™.

(2) Uslov kolone: Za svako fiksno j (1 < j < n+ 1) vaZi da ureden par (0i; j,0i11 j), gdje
je 1 <i<im, (Q,41,j = Oy ), jeste orijentisana grana u digrafu D,q sa Slike 9.

(3) Uslov susjednosti kolona:
Za svako j, gdje je (2 < j < n+ 1), uredeni parovi (0 j—1,0; ), gdje je 1 < i < m, su orijenti-
sane grane u digrafu Dy, sa Slike 9.

(4) Uslov poslednje kolone:
Alfa-rije¢ za poslednju kolonu je cikli¢na rijec iz skupa {b,d, f}"".
VaZi i obrnuto: svaka matrica [(xly j} mxn+1 sa elementima iz skupa {a,b,c,d,e, f} koja zado-
voljava uslove (1)-(4) odreduje jedan 2-faktor u oznacenom grafu C,, X P, 1.

Dokaz.

Iz naprijed opisanog nacina kodiranja, kao i u slucaju grafa P, X P,4+1 lako se dobijaju
osobine (1)-(4), tj. jedinstvenost alfa-matrice. Razmotrimo sada slucaj kad je data matrica
[0‘1', j] mxn+1 sa elementima iz skupa {a, b, c,d, e, f} koja zadovoljava uslove (1)-(4). Ovi uslovi
obezbeduju da istaknute dvije grane (boldirano) na slici alfa slova koje je pridruZeno ¢voru
grafa C,, X P, 11 budu medu granama ovog grafa, a takode i da dobijeni podgraf odreden ovim
istaknutim granama bude pokrivajuéi 2-regularni graf, tj. 2-faktor O

Ovom teoremom smo uspostavili bijekciju izmedu svih 2-faktora grafa C,, x P,41 i svih
alfa-matrica formata m x (n+ 1). Skup svih moguéih prvih i poslednjih kolona tih matrica
oznacavamo sa ‘f,,, 1 £,,,, redom.

Formiramo pomo¢ni digraf Dy, = (V;,, E,) kao skup svih alfa (cikli¢nih) rijeci koje se mogu
javiti kao kolone alfa-matrice koriste¢i osobine iskazane u prethodnoj teoremi.

Broj svih mogucih alfa-matrica, tj. traZeni broj 2-faktora grafa C,, x P, sada predstavlja
broj svih orijentisanih puteva duZine n koji pocinju u ¢voru iz %, a zavrSavaju u ¢voru iz L.
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3.3.2. Slucaj m = 2: Prebrojavanje 2-faktora u grafu C, x P, |

Koristeci naprijed opisanu karakterizaciju 2-faktora, za slucaj m = 2 dobijamo da su moguce
alpha-rije¢i iz skupa V, = {ac,ca,bb,df, fd,ee} pri Cemu su skupovi F, = {ac,bb,ca} i
Ly ={df,fd,bb}. Opsti digraf D, sa skupom &vorova V(D,) = V, ima matricu susjedstva

O = = = O O
O = = = O O
O === O O

—_—0 O O = =
—_— O O O = =
_0 O O = =

(redoslijed vrsta i1 kolona odgovara redoslijedu navedenih ¢vorova digrafa). Broj svih mogucih
alfa-matrica, tj. traZeni broj 2-faktora grafa C; x P, predstavlja broj svih orijentisanih puteva
duZine n koji poCinju u ¢voru iz %, a zavrSavaju u ¢voru iz L.

Lako se dobijaju pocetni uslovi (crtajuéi sve mogucnosti ili stepenovanjem matrice): f>(0) =
1,f2(1) =5,£(2) = 13, f2(3) = 41, f(4) = 121,.... Karakteristi¢ni polinom matrice M> je
(=3 —-27+7%) =z*(142)(—3+z), te standardnim postupkom dobijamo generativnu funkciju

14+ 3x
X)) = — =
Falx) (1+x)(—1+3x)
14+ 5x+ 13x%2 +41x3 + 121x* + 365x° 4+ 1093x° + 3281x7 +9841x8 +29525x + 88573x10 +
265721x!1 +797161x12 +2391485x!3 +7174453x!4 +21523361x!5 + 64570081x10 +

193710245x'7 +581130733x!8 + 1743392201x!° 4 5230176601x%° + . ..

Do istog rezultata smo mogli do¢i saZimanjem ¢vorova ac,ca i ee, a takode 1 saZimanjem
¢vorova bb,df, fd, redukujuéi na taj nacin digraf D, na digraf ) ¢ija matrica susjedstva sada

izgleda
w=ly 1]

i &iji karakteristiéni polinom —3 — 2z + 7 odreduje rekurentnu formulu za f>(n):

fr(n)=2Hn—1)+3fH(n—2), zan > 2.

3.3.3. Slucaj m = 3: Prebrojavanje 2-faktora u grafu C; x P,

Skup ¢vorova digrafa 7% jeste
V(D3) ={vi,va,...,vi3} = {abc,bbb,bca,cab,dbf ,dce,eaf ,bfd,ced,afe, fdb,edc, fea}

pri tome je skup F3 = {abc,bbb,bca,cab}, a skup L3 = {bbb,dbf,bfd, fdb}.
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Matrica susjedstva M3 je reda 13. Moguce je saZimanje ¢vorova iz sledecih grupa (svaka
grupa se saZzima u jedan ¢vor):
{vi,vio,vi2}, {v2,vs,vs,vi1}, {v3,ve,v13} i {va,v7,v9}. Tako dobijamo matricu susjedstva

011 1
, 11
M3_1101
1 110

redukovanog digrafa 95, sa karakteristicnim polinomom (1 +2z)?(—1 —3z+2z?) (koji garantuje
rekurentnu formulu Cetvrtog reda) a broj f3(n) (n > 0) je odreden brojem orijentisanih puteva
duzine n koji po¢inju u F = {vi,v2,v3,v4} a zavrSavaju se u ¢voru vo. Pocetni uslovi su dati u
razvoju dobijene generativne funkcije:

1+x
%(x) | +3x+x2
1 4 4x 4 13x% + 4323 + 142x* + 469x° + 1549x° + 5116x7 + 16897x3 + 55807x° +
184318x!10 4+ 608761x!! +2010601x'2 + 6640564x'3 +21932293x!4 4 72437443x15 +
239244622x1° +790171309x!7 +2609758549x'8 4 8619446956x'° +28468099417x%0 + . ..

ZakljuCujemo da rekurentna formula za traZeni niz izgleda:

f3(n) =3f3(n—1)+ f3(n—2), zan > 2.
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3.4. 2-faktoriu grafu C, x P,; - Kodiranje oblasti

Za prebrojavanje 2-faktora u grafu P, x P, koristili smo karakterizaciju tog grafa koja
mu pridruZuje binarnu matricu sa m X n elemenata, tj. onoliko koliko ima i kvadrati¢a pos-
matrani graf. U slu€aju grafa C,,+1 X P,y to nije dovoljno. Naime, svakom 2-faktoru grafa
Cpn+1 X Py+1 moZemo pridruziti jedinstvenu binarnu matricu koja se formira slicno kao i u
slucaju grafa P,,;1 X P,11 vodeéi raCuna o tome da svaka grana 2-faktora pripada kvadrati¢ima
koji su razli¢ito kodirani. Svakom prozoru grafa pridruZzujemo jedan elemenat iz skupa {0,1}
na sledeci nacin: ako se prozor w nalazi u unutraSnjosti parnog broja kontura datog 2-faktora
tada mu se pridruzuje O (isto vaZi i za prozore koji se nalaze u spoljasnjoj oblasti svih kontura)
dok se u ostalim slucajevima prozoru pridruZuje 1.

No, ovo pridruzivanje svakom 2-faktoru jedne takve matrice nije injektivno. Primjer za to
je dat na Slici 11. Graf C, X P, ima pet 2-faktora, dok je broj binarnih matrica formata 2 x 1,
tj. binarnih rijeci duzine 2 samo 4. Naime, na ovaj opisani nacin pridruZivanja dva 2-faktora bi
bila pridruZena koloni 01, dva 2-faktora koloni 10, a jedan 2-faktor koloni 11.

WAIQ0€009

Slika 12. 2-faktori grafa C; x P,

pm—

Ipak, moguce je ,doskociti” ovom problemu. O tome govori sledeca teorema:

3.4.1. Karakterizacija 2-faktora

Teorema 3.4 (karakterizacija 2-faktora grafa C,, x P, | pristupom kodiranja oblasti)
Svaki 2-faktor grafa Cy, X P,+1 odreduje jedinstvenu binarnu m x (n+ 1) matricu [a,-7 j} nad
azbukom {0, 1} sa osobinama:
(1) Uslovi prve i poslednje kolone:
Prva kolona je ciklicna binarna rije¢ duZine m sa zabranjenom podrijeci 00, dok je poslednja
kolona ciklicna rije¢ 00...0ili 11...1 (sve nule ili sve jedinice).

(2) Uslovi susjednosti kolona (a1 ; défal, pzasve j(1<j<n+1)):
(Vi1 <i<m)(Vj)(1<j<n)
(ai,jait1,j:aij+1,aiv1,5+1) € {(0,0,0,0),(1,1,1,1),(1,0,0,1),(0,1,1,0) }.
VaZi i obrnuto: svaka binarna matrica [ai koja zadovoljava uslove (1) i (2) odreduje

7J'}m><(n+1)
jedinstven 2-faktor u oznacenom grafu P41 X P,+1 dobijen razdvajanjem 0-oblasti od 1-

oblasti.

Dokaz.

Svaki 2-faktor grafa jeste unija kontura koje su zatvorene Zordanove krive (proste zatvorene
krive). Svakom tom konturom neograni¢ena cilindri¢na povr§ na kojoj lezi nas graf razbi-
jena je ili na dve neograniCene povrsi (i za takvu konturu kazemo da je nekontraktibilna) ili
na jednu ogranienu 1 jednu neograni¢enu oblast (za takvu konturu kazemo da je kontrak-
tibilna). Primijetimo da nekontraktibilne konture su uredene slijeva-nadesno. Ako je njihov
broj paran imamo samo jednu neogranicenu oblast koju moZemo tretirati kao 0-oblast, dok u
slu¢aju neparnog broja tih nekontraktibilnih kontura imamo dvije neograni¢ene oblasti i one Ce
biti razli¢itim brojem oznacene (prvoj pridruZzujemo 0 a drugoj 1). Dakle, svakom 2-faktoru

29



sa parnim brojem nekontraktibilnih kontura pridruzujemo binarnu matricu koja ¢e se zavrsiti
rijecju: 00...0, dok preostalim 2-faktorima pridruZujemo binarnu matricu koja ¢e se zavrsiti
rijeCju: 11...1. I dalje vaZi da su razli¢itim oblastima sa zajednickim dijelom ruba pridruZeni
razliCiti brojevi. Npr., za slu¢aj grafa sa Slike 11. tim 2-faktorima pridruzujemo redom matrice:

ool Lol Lo ililie]

Da dobijena binarna matrica zadovoljava uslove (1) 1 (2) se lako dokazuje.

Obrnuto, ako je data binarna matrica koja zadovoljava osobine (1) i (2), uoCavanjem svih
grana grafa C,, x P, koje pripadaju kvadrati¢ima sa razli¢itim vrijednostima dobijamo jedan
podgraf naSeg grafa (poslednja kolona 00...01li 11...1 se piSe iza duzi QN sa Slike 1). Uslovi
(1) 1 (2) obezbeduju da je dobijeni podgraf 2-regularni pokrivajuéi graf. Dakle, uoCene grane
odreduju jedinstven 2-faktor grafa C,,, X P,41. O

Na ovaj nacin je uspostavljena bijekcija izmedu skupa svih 2-faktora oznaCenog grafa
Cin X P,11 1 skupa svih binarnih matrica tipa m x (n+ 1) koje zadovoljavaju gore navedene
uslove. Problem prebrojavanja se, dakle, sveo na problem prebrojavanja ovakvih matrica, tj.
na odredivanje svih orijentisanih puteva duZine » u pridru v zenom digrafu D,,, koji pocinju
u skupu %, (mogudéih prvih kolona), a zavrSavaju u skupu L, (moguéih poslednjih kolona),
pri ¢emu su ovi skupovi odredeni gornjom teoremom. Primijetimo, da je skup £, dvoclani,
tj. L, ={00...0,11...1}, dok skup %, predstavlja skup svih sljedbenika prvog ¢vora 00...0.
Tako da se za odredivanje pocetnih vrijednosti broja f,(n) moZze koristiti i zbir dva elementa:
elementa prve vrste i prve kolone i elementa prve vrste i poslednje kolone (n+ 1)-og stepena
matrice M.

3.4.2. Slucaj m =2: Prebrojavanje 2-faktora u grafu C, x P,

Skup ¢vorova digrafa P, Cine cikli¢ne binarne rijeci duzine 2: 00,01,10,11, sa matricom
susjedstva:

M, =

__;—LO
—_—_— -

1
1
1 )
0

—_— O = =

&iji je karakteristiéni polinom: (—34-z)(—1+2)(142z)2.
Broj 2-faktora f>(n) grafa C; x P,41, se dobija kao broj orijentisanih puteva duzine n koji
pocinjuu % = {01,10,11} a zavrSavaju se u prvom (00) ili poslednjem 11) &voru, tj. kao zbir

Sest elemenata n-tog stepena matrice M koji se nalaze u drugoj, trecoj ili Cetvrtoj vrsti, a prvoj
ili Cetvrtoj koloni. Generativna funkcija je

e B 14 3x B 143x B
2(%) = (1+x)(—14+3x) 1—-2x—3x2
14 5x+ 13x2 +41x3 + 121x* 4+ 365x° + 1093x° +3281x7 +9841x% 4 29525x7 + 88573x10 +
265721x' +797161x!2 4 2391485x!3 +7174453x' + 21523361x 4 6457008 1x16 +
193710245x'7 + 581130733x!8 4 1743392201x!° + 5230176601x2° +-. ..

30



nam daje rekurentnu formulu drugog reda:

fa(n)=2fHn—1)+3f(n—2), zan>2.

3.4.3. Slucaj m = 3: Prebrojavanje 2-faktora u grafu C; x P,

Digraf D5 ima za svoj skup ¢vorova sve moguce cikline binarne rijeci duZzine 3, tj |
V(Ds) |= 8, a matrica susjedstva tog digrafa je:

000T10T1T11
00010T1O0°1
000T100O0T 1
11100000
Ms=1690000111
11001000
10101000
(1110100 0]

Broj 2-faktora grafa C3 X P,11, tj. broj f3(n) se dobija kao broj orijentisanih puteva duZzine n
koji pocinju u ¢voru iz skupa %4 kojeg Cine binarni zapisi brojeva 3,5,6 i 7, a zavrSavaju se
u prvom ili poslednjem ¢voru (binarni zapis broja 0 1 7) ili, pak, kao broj orijentisanih puteva
duzine n + 1 koji pocinju u ¢voru 000 a zavrSavaju se u ¢vori 111.

lako je karakteristi¢ni polinom osmog reda:

(—142)%(1 +z)2(—1 —3z+2%)(—1+43z+7%),

dobijena generativna funkcija

1+x
}}(x) ] +3x+x2
1 4 4x 4 13x% + 4323 + 142x* + 469x° + 1549x° + 5116x7 + 16897x3 + 55807x° +
184318x10 + 608761x! +2010601x'2 4 6640564x"3 + 219322934 ++ 72437443x15 +
239244622x'° +790171309x!7 + 2609758549x'8 4 8619446956x'° + 28468099417x%0 + . ..

nam daje rekurentnu formulu drugog reda:

f3(n)=3f3(n—1)+ f3(n—2), zan > 2.

3.4.4. Slucaj m = 4: Prebrojavanje 2-faktora u grafu C; x P,

Digraf D, ima za svoj skup ¢vorova sve moguce cikli¢ne binarne rijeci duZine 4, tj.
| V(Dy) |= 16 a matrica susjedstva tog digrafa se moze redukovati na matricu M} 14.-tog reda
sa ¢vorovima koji predstavljaju binarne zapise redom brojeva:
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0,1,2,4,8,3,5,9,10,7,11,13,14,15:

000O0OO0OO0OT1TO0OT1T1T1T1T1!1
0001001O0O01T1T1SQO0]1
00001 00O0O111O0T1]1
01 000O01O0O01O0T1TI]1
001 000O0OO0OT1O0OT1T1TI]1
0 00O0O0O0OO0O0O0O2O0O0O0O0TO00PO0
M — 1101001001010 1
471000002 000000O00
101 010O0O01O01O0T1]1
111 100100O0O0T1TTO0O0
1110100O0T1O0O0O0T1F@P0
1101101001O0O0°O00O0
1 01110001O0T1O0°O0¢O0
1111101010000 0]

Broj f4(n) se dobija kao broj orijentisanih puteva duzine n koji po€inju u &voru iz skupa %4
kojeg ¢ine binarni zapisi brojeva 5,10,7,11,13,14 1 15, a zavrSavaju se u prvom ili poslednjem
¢voru (binarni zapis broja 01 15). Primijetimo da su ¢vorovi skupa %4 zapravo sljedbenici prvog
¢vora 00...0, te se do istog broja moZe doci i traZzenjem broja orijentisanih puteva duZine n+ 1
koji po€inju u ¢voru 00...0 a zavrSavaju ili u istom ili u ¢voru 11... 1. Karakteristicni polinom
gornje matrice je:

(2422 (1+2)2+2) @4 -T2+ ) (-2 -3z+22) (-2 +3z+7%),

1 garantuje rekurentnu formulu 11 stepena. Medutim, izvodenjem generativne funkcije za
traZeni niz dobijamo :

1 +3x — 4x? (—1+x)(1+4x)
Falx) = 243 2y
1 —6x—3x> +4x (1+x)(1—=7x+4x?)

1 +9x +53x% +341x3 +2169x* + 13825x° + 88093x0 +561357x7 + 35771218 +
22794425x° + 145252485x'0 +925589701x!! 4+ 5898117961x!2 + 37584466929x!3 +
239498796653x'* + 152615370886 1x'° +9725080775409x'° + 61970950592425x!7 +
394896331045333x!% +2516390514947637x'° + 16035148280452121x20 + . ..

vidimo da se radi o rekurentnoj formuli treceg reda:

fa(n)=6fs(n—1)4+3fa(n—2)—4fs(n—3), zan>3|
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3.5. 2-faktori u grafu 7, , - Kodiranje ¢vorova

Oznaceni graf T,, , ima 2mn trouglova i (m+1)(n+ 1) ¢vorova.

Svaki ¢vor grafa T, , je oznacen uredenim parom (i,j) (1 <i<m+1,1<j<n+1).
Posmatrajmo proizvoljni 2-faktor ovog grafa. Svaki ¢vor je incidentan sa bar dvije, a najviSe
sa 6 grana, od kojih tacno dvije pripadaju tom 2-faktoru. Stoga, postoji 15 mogucih situacija
pridruzenih ¢voru (i, j) zavisno od polozaja te dvije grane. Moguce situacije ¢emo oznaditi
slovima: a,b,c,d,e, f,g,h,i, j,k,[,m,n1okao Sto je prikazano na Slici 12.

= il Sl NS
S/ g  h

a c d e
NS

l

W

k

Slika 13. Kodiranje ¢vorova trougaone mreze

\_LIKTI\“\
j m  an 0

Oznake ovih mogucih situacija nazivamo alfa-slova nekog ¢vora i oznaCavamo sa q; ;.

Ukoliko znamo alfa-slovo ¢vora (i, j), tada alfa-slovo njegovog susjednog ¢vora ne moze
biti bilo koje od slova iz skupa {a,b,c,d,e, f,g,h,i, j,k,l,m,n,0}, ve¢ je odredeno na sledeéi
nacin:

(Uslov 1:) ,gore - dole”:
Ako je &vor (i,j) (1 <i<m,1 < j<n+1)kodiran sa elementima iz {a,b,d, j,n}, tada i samo
tada je ¢vor (i + 1, j) kodiran sa elementima iz {b, ¢, f, h,l}.

(Uslov 2:) ,lijevo-desno™:
Ako je &vor (i, j) (1 <i<m+1,1 < j <n)kodiran sa elementima iz {a,c,e,i,m}, tada i samo
tada je ¢vor (i, j+ 1) kodiran sa elementima iz {d, e, f,k,0}.

(Uslov 3:) ,gore lijevo - dole desno’:
Ako je ¢vor (i,j) (1 <i<m,1 < j<n) kodiran sa elementima iz {g,/,m,n,0}, tada i samo
tada je ¢vor (i+ 1, j+ 1) kodiran sa elementima iz {g, h, 1, j, k}.

Za graf T, , alfa-slova za ugaone Cvorove stepena 2 moraju biti 0,41,1 = ¢, Ol 441 = d,
dok za ugaone ¢vorove stepena 3 moraju biti iz skupova oy | € {a,m,n} 1,11 041 € {f,h,k}.
3.5.1. Karakterizacija 2-faktora

Sli¢no kao i u slu€aju grafa P, X P,11, uspostavljamo bijekciju izmedu svih 1-faktora
grafa T,, , i specijalnih matrica formata (m+ 1) x (n+ 1) sa elementima iz skupa alfa-slova
koje su opisane sledeCom teoremom:
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Teorema 3.5 (karakterizacija 2-faktora grafa 7, , pristupom kodiranja ¢vorova)

Svaki 2-faktor grafa T, , odreduje jedinstvenu (m+1) x (n+ 1) matricu (o, ;| nad azbukom
{a,b,c,d,e, f,g,h,i,jk,l,mn,o} sa osobinama:

(1) Uslov prve kolone:
Alfa-rije¢ za prvu kolonu se sastoji od slova iz skupa {a,b,c,l,m,n}, oy 1 € {a,m,n} i Opi11 =
C.

(2) Uslov kolone:
Za svako fiksno j (1 < j<n+1)
a) uredeni parovi (0; j, i y1,j), gdje je 1 < i < m, zadovoljavaju Uslov 1 (,gore - dole”)
b)ay € {a,d,e,mn,o0} i1 ;€ {ce, f hik}

(3) Uslov susjednosti kolona:
a) Za svako j, gdje je (1 < j <n), uredeni parovi (o j,0; j+1), gdje je 1 <i <m—+1, zadovol-
Jjavaju Uslov 2 (,lijevo - desno”)
b) Za svako j, gdje je (1 < j <n) isvako i, gdje je 1 <i < m, uredeni parovi (0 j,0lit1,j+1)
zadovoljavaju Uslov 3 (,gore lijevo - dole desno”).

(4) Uslov poslednje kolone:
Alfa-rije¢ za poslednju kolonu je rije¢ koja sadrZi samo slova iz {b,d, f,h, j,k}, za koju vazi
jofdaje O n+1 = di Obn4-1,n+1 € {f7h7k}

Vazi i obrnuto: svaka matrica [0(,-7 j} mtlxnil 5G4 elementima iz skupa
{a,b,c,d,e, f,g,h,i,j k,l,mn o0} koja zadovoljava uslove (1)-(4) odreduje jedan 2-faktor u
oznacenom grafu Ty p.

3.5.2. Slucaj m = 1: Prebrojavanje 2-faktora u grafu 7 ,

Koristeci naprijed opisanu karakterizaciju 2-faktora, za sluc¢aj m = 1 dobijamo da su moguce
alfa rije¢i iz skupa V| = {ac,nc,df,0e,ee, mk,dh,oi,ei} gdje su Fy ={ac,nc} i Ly ={dh,df}.
Matrica susjedstva M je reda 9.

<

|
S o~ OO O~ OoO 0o
oS o~ OO O~ OO0
— O OO = OO O -
— O OO~ OO o
— O OO~ OO O
=l R el el =]
S oo~ OO OO0
S o O~ O OO OO
S OO~ OO O OO

. Moguce je sazimanje ¢vorova iz sledecih grupa: {ac,ee,ei},{nc,oe,o0i} i {df,dh}. Dobijeni
digraf D] ima skup &vorova V| = {ac,nc,d f,mk} i matricu susjedstva

— = O

1
0
0
1

o o = O



Kako su prva i Cetvrta vrsta jednake, to se sada ¢vorovi ac 1 mk mogu dalje saZeti. Tako se
dobija novi digraf D} = (V{’,E{) sa skupom ¢vorova V|" = {ac,nc,d f} i matricom susjedstva

1
M/=|10
1

S O =

1
1
1
sa karakteristicnim polinomom 1 42z + 7> — z>. Gore opisano saZimanje ¢orova je ilustrovano
na Slici 13.

Broj fi(n) (n > 0) je odreden brojem orijentisanih puteva duZine n koji po¢inju u F/ =
{ac,nc} i zavrSavaju u &voru {df}. PoCetni uslovi su dati u razvoju generativne funkcije koja
se dobija na poznati nacin:

x(1+x)
Fi(x) = S I
x4 2x% 4+ 43 4+ 9x* + 1907 + 41x° + 88x7 + 189x3 + 406x” + 872x19 + 1873x!1 4+ 4023x12 +
8641x13 + 18560x'* 4 39865x!5 + 85626x10 + 183916x!7 +395033x!® + 848491x!° +
1822473x%0 + .. ..

Vidimo da je rekurentna formula za fj(n) treceg reda:

filn)=filn—1)+2fi(n—2)+ fi(n—3), zan > 3.

lzceoeez'O
N
nce *df
oi® .dh
.Y
ik
D . O D’
A
6, °
@)}

Slika 14. SaZimanje ¢vorova digrafa
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3.6. 2-faktori u grafu 7, , - Kodiranje oblasti

Graf Tj» ima 2m - n trouglova (prozora). Zvacemo ih gornji (a; D, i donji prozor (af{ ;) za-
visno da li se nalaze iznad ili ispod dijagonale kvadratica, resprektivno. Tada se j-ta kolona
zapisuje kao rijec abf./ ja‘ﬂ jag jai I .ay m.j m g Svakom prozoru grafa pridruzujemo jedan eleme-
nat iz skupa {0, 1} na sledeéi nacin: ako se prozor nalazi u unutrasnjosti parnog broja kontura
datog 2-faktora, tada mu se pridruzuje O (isto vazi i za prozore koji se nalaze u spoljasnjoj

oblasti svih kontura), dok se u ostalim slu¢ajevima prozoru pridruzuje 1.

Pridruzujemo 2-faktoru ovog oznacenog grafa jednoznacno odredenu binarnu matricu A =

[a;‘ j} ) tako da su trouglovi iz unutraSnjosti parnog broja kontura (ili iz spoljaSnjosti svih)
’ mxn

oznaceni sa 0, dok su ostali trouglovi oznaceni sa 1. Ova matrica zadovoljava uslove opisane
sledeCom teoremom:

3.6.1. Karakterizacija 2-faktora

Teorema 3.6 (karakterizacija 2-faktora grafa 7, ,, pristupom kodiranja oblasti)
Svakom 2-faktoru grafa T,, ,, jednoznacno je pridruiena binarna matrica A = [ai’ j*}men
koja zadovoljava:

(1) Uslov prve kolone:

afi 1a11+a117é011asve1<l<mak0a ?+171’0”daaz+11 1.

2) Uslov suSJedstva

d d d ;
Zal <i<mil < j<n, binarna ciklicna rijec¢ a; ;a l] UHaHI 191, ]+1a1+1 ]formlrana od

6 trouglica oko ¢vora (i+ 1, j+ 1) (na Slici predstavljeni kao Sestouglovi u Wy, ,) sadrZi tacno
Jjedan niz uzastopnih pojavljivanja nula i tacno jedan niz uzastopnih pojavljivanja jedinica.
(3) Uslov poslednje kolone:

u o _ d u : : u _ d _
ai, =1, ay,+ay, #0 izasvel <i<makoaf,=a onda af , = 1.

u
i+1,n

Vazi i obrnuto: svaka binarna matrica A = [ai7 j*]
odreduje jedan 2-faktor u oznacenom grafu Ty, .

smxn KOJ@ zadovoljava uslove (1)-(3)

3.6.2. Slucaj m = 1: Prebrojavanje 2-faktora u grafu 7 ,

Skup &vorova digrafa Dy je V(D) = {1',1°,01,0°}, edje su F = {1',1°} i £ = {1',0'}.
Matrica susjedstva je formata 4 x 4:

M, =

p—t e O
—_—— O =
oS O = O
S = O =
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Slika 15. 2-faktori grafa Tj ,,

ali se moZe redukovati na 3 x 3 saZimanjem &vorova {1!,0'}. Dobijena matrica izgleda ovako:

111
Mi=|100
110

sa karakteristi¢nim polinomom 1+ 2z +z> — z3. Broj fi(n)(n > 1) je odreden brojem orijenti-
sanih puteva duzine n — 1 koji pocinju u 7/ = {1!,1°} i zavrSavaju u &voru {1'}.

‘D
Slika 16. DigrafPoOblastiM 1.eps

Generativna funkcija jeste
x(1+x)
Fi(x) = Clx224x3
X+ 202 +4x3 +9x* +19x° +41x° + 88x7 + 189x3 + 406x° + 872x10 + 1873x!! +4023x12 +
8641x!3 + 18560x'* + 39865x!5 + 85626x1° + 183916x!7 +395033x!8 + 848491x!° +
1822473x20 + .|
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a rekurentna formula za f(n) je treéeg reda:

filn)=filn=1)+2fi(n—2)+ fi(n—3), zan>3.

3.6.3. Slucaj m = 2: Prebrojavanje 2-faktora u grafu 7, ,

Oznaci¢emo &vorove pridruzenog digrafa D» sa V(D») = {vi,v2,v3,...,vi6} =
{1t1t 1119, 1101, 1100, 1011, 1919, 1%, 1°0°, 01 11,0'19,0'0!,0'0°,0°1",0°1°,0%!,0°0°} .
Skup %> = {v1,vs,v9,vi0}, a skup L = {vy,v2,v3,vip}. Podijelimo sada skup ¢vorova u
grupe sa istim skupom sljedbenika: {vi,v3}, {v2,vio}, {va,vo,vi1,vi2}, {vie}, {ve}, {vs}.
{vs,v7,v13,vi5} i {vi4}. Matrica susjedstva je formata 16 x 16, ali kako ima ¢vorova sa istim
sljedbenicima, matrica se moze redukovati na Mé formata 8 x 8.

2

SO OO OO

—_ = O O = = = =
— O OO = OO~
— N O = O =
O = OO OO = -
SO OO OO O
SO OO OO~

1
1
1
0
0
1
1

0

Karakteristi¢ni polinom redukovane matrice M} je:

473 =102 =925 27" + 8 =3 (1 +2)(4 — 47— 622 — 373 + 7).
Broj f2(n) (n > 0) je odreden brojem orijentisanih puteva duZine n — 1 koji po¢inju u ) =
{vi,v2,v4,vs}, a zaviSavaju u L] = {vi,v,} (Slika 17).

Generativna funkcija datog niza je:

x(—2—2x+x%+4x°
Fa(x) = 2 3 5=
—142x+9x* 4 10x° — 4x
2x 4+ 6x2 4+ 29x3 + 128x* +577x> +2588x0 + 11625x7 + 521963 + 234385x% + 1052476x10 +
4726025x +21221684x'2 4+ 95293569x!3 + 427905004x'* + 1921459065x1° +
8628094756x'6 4 38743484401x'7 + 173973237980x!8 4 781207163113x!° +
3507922475796x%0 + . ..

Rekurentna formula je oblika:

fr(n)=2fHn—-1)+9f(n—2)+10f2(n—3)—4f2(n—5), zan > 5.
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Slika 17. Formiranje 2-faktora grafa 7> 3 pomocu orijentisanih puteva duZine 2
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Slika 18. Susjednost ¢vorova digrafa pridruzenih grafu 7> ,,

3.7. 2-faktori u grafu 7C,, , -Kodiranje ¢vorova

Za odredivanje broja 2-faktora u grafu T'C,, ,,, kodiranjem po ¢vorovima, odnosno oblastima
grafa, koristimo postupke izloZene za graf T, , uz male modifikacije.

3.7.1. Karakterizacija 2-faktora

Svaki ¢vor grafa TCy,,, je oznaCen uredenim parom (L,j)) A<i<ml<j<n+1).
Analogno kao za T, ,, razlikujemo 15 mogucih situacija pridruzenih ¢voru (i, j) (Slika 13).
Sada, umjesto rije¢i nad azbukom {a,b,...,0} mi sada koristimo cikli¢ne takve rije¢i koje se
mogu javiti kod nekog 2-faktora i te rijeci su sada ¢vorovi pridruzenog digrafa. Susjednost se
opet odreduje preko uslova ,gore - dole”, ,lijevo-desno ,gore lijevo - dole desno” iz poglavlja
3.5, vodeci racuna o tome da je afnﬂyl = ail 1 afnﬂyl = ail.

Dakle, osnovna razlika izmedu kodiranja 2-faktora u grafovima 75, , 1 TCp, je u nacinu
na koji se tretira alfa-rijeC, jer u TC,, , zahtijeva se da je ona ciklicna. Ova razlika dovodi do
promjene u kodnoj matrici, te se analogno odgovarajucoj teorimi koja e odnosi na graf T, ,

dokazuje sledeca teorema:

Teorema 3.7 (karakterizacija 2-faktora grafa 7C,, , pristupom kodiranja ¢vorova)
Svaki 2-faktor grafa T, , odreduje jedinstvenu (m+1) x (n+1) matricu [OLL j} b nad azbukom
{a,b,c,d e, f,g,h,i,j,k,l,mn, o0} sa osobinama:
(1) Uslov prve kolone:
Cikli¢na alfa-rijec za prvu kolonu se sastoji od slova iz skupa {a,b,c,l,m,n}.
(2) Uslov kolone:
Za svako fiksno j (1< j<n+1)
uredeni parovi (Q; j, ;1 1,j), gdje je 1 < i < m, zadovoljavaju Uslov 1 (,gore - dole”).
(3) Uslov susjednosti kolona:
a) Za svako j, gdje je (1 < j <n), uredeni parovi (0 j, 0 j+1), gdje je 1 <i < m, zadovoljavaju
Uslov 2 (,lijevo - desno”)
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b) Za svako j, gdje je (1 < j <n)isvako i, gdje je 1 <i < m, uredeni parovi (0 j,0li+1,j+1)
zadovoljavaju Uslov 3 (,gore lijevo - dole desno”).

(4) Uslov poslednje kolone:
Alfa-rije¢ za poslednju kolonu je rijec koja sadrZi samo slova iz {b,d, f,h, j,k}.

Vazi i obrnuto: svaka matrica [0657 j} mt1xcng1 5@ elementima iz skupa
{a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k,l,mn, o0} koja zadovoljava uslove (1)-(4) odreduje jedan 2-faktor u
oznacenom grafu T Cy, p,.

Broj 2-faktora f,,(n) (n > 0) je odreden brojem orijentisanih puteva duZzine n koji po¢inju
u 7, 1 zavrsavaju u skupu ¢vorova %,,. No, iz prakti¢nih razloga je moguce taj broj dobiti
traZenjem broja svih orijentisanih puteva duzine n 4 1 koji po€inju i zavrSavaju se u cikli¢noj
rijeCibb...b.

3.7.2.  Slucaj m = 2: Prebrojavanje 2-faktora u grafu 7C, ,

Koristeci naprijed opisanu karakterizaciju 2-faktora, za slucaj m = 2 dobijamo da su moguce
pocetne (cikli¢ne) alfa rije¢i F» = {ac,ca,bb,mm,nc,cn,la,al,nl,In}, a zavrine
Ly ={dh,df,fd,fj,hd,hj,jf,jhkk,bb}. Ostali Corovi se dobijaju kao sljedbenici ¢vorova
iz 7, i sljedbenici ovih novodobijenih. Tako se dobija digraf D; sa | V(D) |= 37 &vorova.
Uocavanjem istih vrsta u matrici susjedstva M; moguce je sazimanje Corova. Dobijene klase
¢vorova (koje se sazimaju) odreduju redukovanu matricu M) sa vrstama i kolonama redom
pridruZenih slede¢im klasama:

{bb,df,fd, jh,hj,dh,fj,jf hd,kk}, {ac,ca,ee,ii,ei ie}, {la,oe, oi,nc,gi,ge},
{al,eo,eg,ig,io,cn}, {In,nl,00,08,80,8¢}, {mm}, {mk}, {km}.

12222100
21111000
00 0O0O0OO0OT1TFPO
M — 000 O0O0OO0TO0?1
27121111000
1 0000O0O0O
21111000
| 2 1. 1.1 100 0]
Matricu je moguce i dalje redukovati, te se dobija
1 4 41
n 12220
M=10 100
1 000

sa karakteristi¢nim polinomom 2 — 4z — 97> — 323 + z* koji odredjuje rekurentnu formulu

fo(n)=3fHn—1)+9fH(n—=2)+4fr,(n—3)—2fr(n—4), zan > 4.
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Pocetni uslovi su dati u razvoju dobijene generativne funkcije:

B 1+ 7x+4x2 —2x3 B
PN =3 o s e
14 10x 4 43x% 4 221x3 4 1088x* 4 5405x 4 26805x° + 132970x7 4+ 6595998 + 32719377 4+
16230472x'0 + 80511305x! 4 399376713x!2 + 1981109898x'3 4 9827304387x!4 +
48748386485x'5 +241816585104x'0 + 1199532231429x!7 + 5950284897389x'8 +
29516414342474x" 4 146416302859431x20 + . . ..
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3.8. 2-faktori u grafu 7C,, , -Kodiranje oblasti

Graf T'Cy, » ima 2mn trouglova (prozora). Zadrzacemo oznake za gornji (a;’ D) i donji prozor

(a,dj)

3.8.1. Karakterizacija 2-faktora

Prozori ay, ;i i se nalaze u Cetvorouglu odredenom &vorovima (m, j), (m,j+1),(1,j) i

(1, j+1). Svakom prozoru grafa pridruzujemo jedan elemenat iz skupa {0, 1} na sledeéi nacin:
ako se prozor nalazi u unutras$njosti parnog broja kontraktibilnih kontura datog 2-faktora, koji
se nalaze prije (lijevo od) prve nekontraktibilne konture, ili izmedu druge i tree nekontrak-
tibilne konture, ili Cetvrte 1 pete nekontraktibilne konture, ...ili, pak, ako se prozor nalazi u
unutras$njosti neparnog broja kontraktibilnih kontura datog 2-faktora, koji se nalaze izmedu
prve i druge nekontraktibilne konture, ili treCe 1 Cetvrte nekontraktibilne konture, ... tada mu
se pridruzuje 0, dok se u ostalim slucajevima prozoru pridruzuje 1. Takode, kao i u slucaju
kvadratnog cilindra, potrebno je jo§ dodati n + 1.-vu ciklié¢nu rije¢: 0°0°...0%ili 1'1'... 11 u
zavisnosti da li imamo paran broj ili neparan broj nekontraktibilnih kontura u posmatranom
2-faktoru.

Pridruzujemo 2-faktoru ovog oznacenog grafa jednoznacno odredenu binarnu matricu A =
[a,-7 j*} 2mx (n+1) Koja zadovoljava uslove zapisane u sledecoj teoremi:

Teorema 3.8 (karakterizacija 2-faktora grafa 7C,, , pristupom kodiranja oblasti)
Svakom 2-faktoru grafa T Cy, , jednoznacno je pridruZena binarna matrica A = [a,;, j*} 2mx (1)

2 koja zadovoljava:
(1) Uslov prve kolone:

. d _ d =
Zasve 1 <i<makoa; =ap,, ondaal ;=1
(2) Uslov susjedstva:

d d d
Zal <i<mil < j<n, binarna cikli¢na rije¢ al]al 4 ]+1al+1,]+1al+l J+laz+1 Jformlrana

od 6 trouglica oko ¢vora (i+ 1, j+ 1) sadrZi tacno jedan niz uzastopnih pojavljivanja nula i
tacno jedan niz uzastopnih pojavljivanja jedinica.
(3) Uslov poslednje kolone:

Zasvel <i<m vazlaanrl —OzamH =0ilizasve ]l <i<m aln+l =1 zamH =1
VaZi i obrnuto: svaka binarna matrica A = [ai, j*} amx(nt1) koja zadovoljava uslove (1)-(3)
odreduje jedan 2-faktor u oznacenom grafu TC,, ;.

3.8.2. Slucaj m = 2: Prebrojavanje 2-faktora u grafu 7C, ,

d u .d J; N fa i X o ,d o u d
1445 digrafa 7, oznaCavamo sa v, ako je binarna rijeC af 47545
binarni zapis broja k. Tako je &vor vg re¢ 0°0° 3 Tako dobijamo matricu susjedstva M» kao bi-

narnu matricu reda 16. No, i ova se moze redukovati sazimanjem ¢vorova v, V3, vg 1 v7 u jedan,

)4 . v Y u
Cvor (cikli¢nu rijec) af a

2Oznaka *”je zamjena za d ili u.

3Akojed = a ; au = dj;, tada piSemo d".
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kao 1 ¢vorova vg,vg,v12 1 vi3 u jedan. U sledeCem koraku moZemo saZeti i cvorove vig 1 v4.
Dobijamo digraf ) sa matricom susjedstva devetog reda:

012202111
001000000
111001011
000001000

My=|100000000
101201001
000000O0O 1
001000000

(11221201 0]

sa karakteristiénim polinomom —z(—2 + z2)(1 +z + z%)(2 — 4z — 9z — 32> + z*). Koristeéi
pocetne uslove koji se dobijaju stepenovanjem matrice dobijamo generativnu funkciju za traZeni
niz:

1+ 7x44x*> — 223
Falx) = 7 _ 4.3 =
1—3x—9x2 —4x3 +2x*
1+ 10x +43x% +221x3 + 1088x* + 5405x° +26805x° + 132970x7 + 659599x3 + 3271937x° +
16230472x19 +80511305x!! +399376713x!2 + 1981109898x!3 + 9827304387x!4 +
48748386485x! +241816585104x'0 + 1199532231429x!7 4 5950284897389x!8 +
20516414342474x"° 4+ 146416302859431x20 + .. .

Vidimo da je rekurentna formula Cetvrtog reda, tj.

fo(n)=3fHn—1)4+9fH(n—2)+4fo(n—3)—2fr(n—4), zan > 4.
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4 . Zakljucak

U ovom radu je opisan postupak prebrojavanja 2-faktora u mreznim grafovima: Py, 1 X Py 1,
Cmt1 X Pyy1 kao 1 trougaonim varijantama ova dva grafa koje oznacavamo sa T, , 1 TCyp .
Postupak koji koristimo ovdje je primjenjivan u nedavnim radovima koji su se bavili prebroja-
vanjem povezanih 2-faktora, tj. Hamiltonovih kontura na ovim grafovima. Sli¢no, i mi ovde
dajemo karakterizacije 2-faktora ovih grafova, i to za svaki tip grafa po dvije, shodno pristupu
koji se primjenjuje. Ove karakterizacije obezbeduju svodenje osnovnog problema prebroja-
vanja 2-faktora na problem prebrojavanja orijentisanih puteva u pridruZenom digrafu.

U slucaju grafa P, X P41, zam=2,3,4 ponovljeni su poznati rezultati koji su dobijeni u
referenci [1] primjenom jednog pristupa (kodiranjem oblasti), dok su isti rezultati (generativne
funkcije za trazene nizove) dobijeni 1 primjenom drugog pristupa (kodiranjem ¢vorova grafa).
U slucaju preostala tri niza grafova C,,4-1 X Pyy1, Tinpn 1 TCpp, za poCetne vrijednosti m su
dobijeni novi rezultati. Dobijanje istih generativnih funkcija nizova brojeva 2-faktora grafa
Cpn X Py41 (za sluéaj m = 2 1 m = 3), kao i dobijanje istih generativnih funkcija kod grafova
Tun (slucajm = 1)1 TC,y, , (sluCaj m = 2) primjenom oba opisana pristupa potvrduju ispravnost
dobijenih rezultata. Za grafove C4 X P, 11, 1>, izvedene su generativne funkcije nizova brojeva
2-faktora samo drugim pristupom. Problem je u velikom poveéanju broja ¢vorova pridruZzenog
digrafa kad vrijednost m raste, posebno u prvom pristupu, te postaje veoma teSko odredivanje
digrafova bez primjene raCunara. Na primjer, u sluCaju grafa TC; , dobijena matrica susjedstva
pridruzenog digrafa je reda 37.

Opisani postupak omogucava implementaciju putem racunara Sto se ocekuje u perspektivi
da se i uradi, tj. postignu generativne funkcije ovih nizova i za vece vrijednosti broja m).
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