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Predgovor

Jedan od problema koji unosi veliki strah medu osiguravajuca i reosiguravajuca drust-
va, jesu prirodne katastrofe i teroristicki napadi, koji su poslednjih godina sve ucestaliji. Kor-
iste¢i potencijale trzista, a u cilju smanjenja rizika od gubitaka koji upravo nastaju kao
posledica velikih katastrofa, osiguravajuce kompanije su uvele finansijske derivate kojima se
moze trgovati. Ovi derivati prikazani su osnovnim indeksom koji predstavlja osiguranje
imovine od gubitaka u slucaju prirodnih katastrofa, i u ovom radu ¢e upravo biti obraden
indeks gubitaka, odnosno PCS opcije koje su date ovim indeksom. Takode, razmatran je prob-
lem cena Evropskih opcija koje su date indeksom gubitaka i eksplicitno su izracunate cene za

tipove opcija kojima se najcesce trguje na trzistu.

Svom mentoru, dr Dori Selesi, se zahvaljujem na predlozenoj temi kojom sam prosirila i
obogatila svoje znanje steceno na osnovnim a kasnije i na master studijama, kao i na

izuzetnoj saradnji, savetima i razumevanju koje mi je pruzila tokom izrade master rada.

Takode, zahvaljujem se clanovima komisije, prof. Danijeli Rajter Ciri¢ i prof. Sanji

Konjik, na pruzenom znanju i savetima tokom osnovnih i master studija.
Na kraju, Zelim bezuslovno da se zahvalim svojoj porodici, prijateljima, a posebno mo-

joj mami Svetlani, koja mi je bila velika podrska i snaga tokom izrade ovog rada i master

studija.

Novi Sad, septembar 2013. godine Jasna Mitrovié
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Uvod

Osiguravajuce i reosiguravaju¢e kompanije izrazavaju sve vecu zabrinutost zbog pri-
rodnih katastrofa, koje se poslednjih godina dogadaju povecanim intenzitetom stvarajuci ve-
oma velike finansijske gubitke. Ukupna Steta prouzrokovana prirodnim katastrofama, na
globalnom nivou, u 2012. godini iznosi 160 milijardi dolara, od ¢ega ¢e 65 milijardi dolara
biti nadoknadeno iz osiguravaju¢ih drustava, objavio je nemacki reosigurava¢ Munich Re.
Oko 67 odsto Stete izazvane prirodnim katastrofama dogodilo se na podruc¢ju Sjedinjenih
Americkih Drzava, kojoj pripada 90 odsto osiguranih gubitaka. Najvecu $tetu pri¢inio je ura-
gan Sandy, koji je u oktobru prosle godine pogodio isto¢nu obalu Sjedinjenih Americkih
Drzava. Ekiket (Egecat), kompanija za procenu rizika od katastrofa, je saopstio da se procen-
juje da bi ekonomski gubici prouzrokovani uraganom Sandy mogli biti izmedu 30 i 50 mili-
jardi dolara, a da bi troSkovi osiguravaju¢ih kompanija tada bili izmedu 10 1 20 milijardi
dolara, pri ¢emu je kasnije i utvrdeno da su ukupni troskovi nastali zbog uragana Sandy 25
milijardi dolara. Medutim, gubici u 2012. godini su bili znatno manji u odnosu na gubitke u
2011. godini, kada su zemljotresi u Japanu i na Novom Zelandu, te velike poplave na Tajlan-
du, prouzrokovale ukupne materijalne gubitke od 400 milijardi dolara, dok su osigurane Stete
iznosile 119 milijardi dolara. Drugi veliki gubitak u 2012. godini osiguravaci su pretrpeli zbog
enormnih sus$a u SAD koje su unistile useve kukuruza i soje, a osigurana $teta iznosi od 15 do
17 milijardi dolara. U saopStenju Munich Re se navodi da je 2012. godina pokazatelj na koje
vrste Steta prouzrokovane prirodnim katastrofama ¢e se osiguravaci u buducnosti suocavati.
Medutim, ovakve velike prirodne katastrofe dogadale su se i ranije. Uragan Andrew je 1992.
godine prouzrokovao gubitke u vrednosti od 16 biliona dolara zbog ¢ega je viSe od Sesnaest
osiguravaju¢ih kompanija bankrotiralo.

U cilju smanjenja rizika od katastrofa osiguravajuc¢e kompanije se trude da iskoriste potenci-
jale trzista kapitala uvodeéi finansijske derivata' kojima se moze trgovati. Ovi derivati zasno-

vani su na indeksu koji predstavlja osiguranje imovine u slucaju prirodnih katastrofa.

! Finansijski derivati su specifican oblik vrednosnih papira koji su izvedeni iz neke baze (deonice, obveznice,
valute itd). Derivati su jedna vrsta trzi$no regulisanih ugovora u kojem dve strane unapred odreduju predmet,
cenu i termin kupoprodaje. Osnovna namena derivata je osiguranje od trzisnih rizika, ali ujedno i jedan od najs-
pekulatnijih vrsta vrednosnih papira kojima se trguje na trziStu. Postoji vi§e vrsta finansijskih instrumenata a
najéesce se trguje forvard ugovorima i opcijskim ugovorima.
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Chicago Board of Trade (CBOT) je 1992. godine prvi uveo finansijske derivate za katastrofe,
odnosno CAT ?fjuéers ugovore. Zbog veoma male trgovinske aktivnosti na trZistu ovi ugovori
su 1995. godine zamenjeni PCS opcijama koje su zasnovane na indeksu gubitaka. PCS opcije
je uvela nezavisna statisticka agencija Property Claim Services (PCS). Ukupni kapaciteti
kreirani ovom verzijom opcija osiguranja iznose 89 miliona dolara po godini. Trgovanje PCS
opcijama je opalo u 1999. godini zbog nelikvidnosti trzista i nedostatka kvalifikovanih ljudi.
Struktura PCS opcija katastrofa je opisana na sledeé¢i na¢in. Opcija je data indeksom koji pro-

lazi kroz dva perioda, period gubitaka i period dogadaja. Tokom perioda gubitaka [0,T,] in-

deks broji katastrofe koje se mogu desiti. Uz period gubitaka, korisnici opcija biraju period

dogadaja [T,,T,]. Tokom perioda dogadaja, Stete koje su se desile u periodu gubitaka se

ponovo ocenjuju i nastavljaju da utiéu na indeks. Ugovor isti¢e na kraju izabranog perioda
dogadaja.

Odredivanje cena derivata za katastrofe zbog nekompletnog trzista predstavlja veliki problem
ali i veliki izazov. Prirodne katastrofe prouzrokuju skokove slu¢ajne veli¢ine na indeksu
gubitaka u slucajnom vremenskom trenutku i zbog toga nije moguce odrediti jedinstvenu cenu
procesa derivate za katastrofe, uz pretpostavku da arbitraza nije moguca.

Do sada, u literaturi je uvodeno nekoliko aproksimacija modela indeksa gubitaka za katastrofe
i cena opcija date ovim indeksom. U pojedinoj literaturi indeks gubitaka za katastrofe je pred-
stavljen kao slozen Poasonov proces sa nenegativnim skokovima. Medutim, tu nije napravlje-
na razlika izmedu perioda gubitaka i perioda dogadaja. S druge strane, neki autori prave
razliku izmedu perioda gubitaka i period dogadaja, gde je model indeksa gubitaka pred-
stavljen kao Lévijev proces nad svakim periodom. Dok tehni¢ke pojedinosti za odredivanje
cena su pojednostavljene, pretpostavka eksponencijalnog modela za nagomilane gubitke
tokom perioda gubitaka je priliéno nerealna. Na primer, ovo implicira da je kasnija katastrofa
mnogo veca nego prethodna, i tada indeks gubitaka startuje u pozitivnoj vrednosti umesto u
nuli.

U ovom radu razmatra¢emo razlike izmedu perioda gubitka i perioda dogadaja, pri ¢emu se
predlaze mnogo realniji model za indeks gubitka. Pretpostavicemo da je tokom perioda gubit-
ka indeks gubitaka opisan nehomogenim slozenim Poasonovim procesom, dok tokom perioda
dogadaja indeks je ponovo procenjen ali sada faktorom koji je dat nehomogenim Lévijevim

procesom. Takode, razmatracemo problem odredivanja cena Evropskih opcija pisane na in-

% Fjuters ugovori (ili buduéi ugovori) su trzisni ugovori kojima se ekonomska lica obavezuju na isporuku od-
redene koli¢ine neke robe u buduénosti.
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deksu gubitaka za katastrofe. Posmatranjem isplate opcija na dvodimenzionalnom skupu

mozemo dobiti analiticku formulu za cene pomoc¢u Furijeovih transformacija.
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Osnovni pojmovi verovatnoce i stohasti¢ke analize

U ovom delu podseti¢emo se odredenih definicija i teorema iz verovatnoce i stohas-

ticke analize, koje ¢emo koristiti kasnije u radu.

2.1 Prostor verovatnoce

Oznagimo sa P(Q) partitivni skup skupa Q.

Definicija 2.1.1 Neka je Q=@ i P(Q) partitivni skup skupa Q. Topologija 7 na

skupu Q je familija skupova sa osobinama:
1. B,QeT;
2. 0,0,eT=0n0,eT;

3. anT,aeA:UanT.

ach
Skup Q sa topologijom T je topoloski prostor, oznadavamo ga sa (€, 7).
Definicija 2.1.2 Neka je F podskup partitivnog skupa P(Q) . Ako su zadovoljeni uslovi:
1. QekF;
2. AcF=AcF;
3. AeFneN=U, A €F
tada je F o - algebra nad Q.

Skup Q sa o - algebrom F nazivamo prostor sa o - algebrom i ozna¢avamo ga sa

(Q, F). Elemente o - algebre F nazivamo merljivim skupovima.

Definicija 2.1.3 Borelova o - algebra je najmanja o - algebra koja sadrzi zatvorene sku-

pove. Sa B(R) oznacava se Borelova o - algebra definisana nad skupom realnih brojeva
R.
Definicija 2.1.4 Neka je (Q,F) prostor sa o - algebrom F. Mera « na F je funkcija

u:F —[0,00] za koju vazi da ako je A €F, neN disjunktna familija skupova, tada je
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ﬂ(OA‘j = i,u(ﬂh) (o - aditivnost).

Uredena trojka (€, F, 1) se naziva merljiv prostor ili prostor sa merom. Ako bar za jedno
AeF, u(A)<w, tada kazemo da je mera netrivijalna. Mera je konatna ako za svako
AeF, u(A)<o

Definicija 2.1.5 Neka je x netrivijalna mera na prostoru sa o —algebrom (€, F).

Tada vazi:
1. u(@)zO;
2. Akoje ABeF i ANNB=U, tadaje u(AUB)=pu(A)+u(B);

Sledi konaéna aditivnost: Ako su A € F, i=1,...,n disjunktni, tada vazi

3. Akoje ABeF i AcB tadaje u(A)<u(B);

(
4. Ako A eF, ieN, tadaje y(UA]Siu(A);

i=1 =1

Definicija 2.1.6 Neka je G neopadaju¢a desno neprekidna funkcija na R. Tada postoji

jedinstvena mera x na B(IR) tako da je
((a b]) ((a b]) G(b)-G(a)

za svaki ograniceni interval (a, b].
Ako je G=1d (Id je identicko preslikavanje), tada se odgovaraju¢a mera naziva Lebe-
gova mera na B(R) i predstavlja najvazniju meru na realnoj pravoj.
Teorema 2.1.7 Neka su (X,F, ) i (Y,G,v) prostori sa o - algebrama F i G i konacnim
merama x i v . Postoji jedinstvena mera » na H=F ®G tako da je
1(AB) = u(A)v(B)
za sve pravougaonike AxB,AeF,BeG.

Generalizacija za beskonaéne proizvode je takode moguca.
Definicija 2.1.8 Neka je F < X xY . Defini§imo za date xe X,y eY ,

={yeY:i(xy)eF} P ={xeX;(xy)eF}.
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F. se naziva X - odsecak skupa F, a F” se nazivay - odsecak skupa F.
Ako je f:XxY —C, definisemo
f.(y)=f(xy), yeY (xeX je fiksirano),
fY(x)=f(xy), xeX (yeY je fiksirano).
Teorema 2.1.9 (Fubinijeva teorema) Neka su (X,F,u) i (Y,G,v) prostori sa o - alge-
brama F i G i konacnim merama i neka je n=u®v merana F®&G. Ako je funkcija f na

XxY u R 7-integrabilna, tada

J-X (-[Y f.d V)d'u:.[xw fdn:IY(J‘x fd ,u)dv.

Dalje, neka je x mera na (Q,F,u) koja ima osobinu da je 1(€2)=1. Mera sa ovak-
vom osobinom normiranosti se naziva mera verovatnoce ili verovatnosna mera, a prostor
verovatnoce se obi¢no oznacava sa (Q, F, P). Aksiomatska teorija verovatno¢e upravo se

zasniva na teoriji mere i integrala. Elementi prostora Q su svi moguci ishodi nekog procesa,
ili sva moguca stanja, a merljivi skupovi se nazivaju dogadajima. Na dalje, u radu mera ¢e se

0dnositi na meru verovatnoce.

Neka je (Q, F, P) prostor verovatnoce. Funkcija X : Q — R, takva da za svako xeR
skup (a) eQ: X (a)) < x) pripada o —algebri F, naziva se slucajna promenljiva.
Kada opisujemo osobine slu¢ajnih promenljivih koje vaze za (skoro) sve @ e Q, na skupu
mere 1, kazemo da vaze skoro sigurno (ili P-skoro sigurno, ako Zelimo da naglasimo u kojoj
meri).
Slucajne promenljive mogu biti diskretnog tipa i neprekidnog tipa. Svakoj slucajnoj
promenljivoj X odgovara funkcija raspodele F, u kojoj su sadrzane sve informacije vezane
za slu€ajnu promenljivu X.

Funkcija raspodele F, :R — [0,1] slucajne promenljive X definisana je sa

Fy (X)=P{oeQ: X (w)<x}.

Sada ¢emo uvesti pojam karakteristicne funkcije K, slu¢ajne promenljive X, koja je po svom
znacaju i upotrebi veoma bliska funkciji raspodele. Naime, svakoj funkciji raspodele F, od-
govara jedna i samo jedna karakteristi¢na funkcija K, .
Definicija 2.1.10 Ako je X slu¢ajna promenljiva X :Q— R, tada funkciju k, :R—>C

definisanu sa
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ky (t)=E(e"™)
g
Ye™p(x,), akojeX diskretnog tipa

Ky (t)_

B Te‘“(px(x)dx, ako je X neprekidnog tipa

nazivamo karakteristicnom funkcijom slu¢ajne promenljive X.

Karakteristi¢na funkcija je zapravo Furijeova transformacija funkcije gustine kod slucajnih
promenljivih neprekidnog tipa.

Osnovne osobine karakteristi¢ne funkcije su:

Lo [k (1) <1
Ky (_t) :m;

Kax.s (1) = €Ky (at);

4. Ako su X iY nezavisne, onda je k., (t)=k, (t)k (t);

N

w

o

ky (0)=1.
Definicija 2.1.11 Matematicko ocekivanje E(X) slucajne promenljive X je definisano na

sledeéi nacin:

X cee
e X je diskretnog tipa sa zakonom raspodele X :[ % ? ]

P(%) P(X) -
E(X)=2xp(x),
e X je neprekidnog tipa sa gustinom ¢,
E(X):ij Xy (X)dx .

Definicija 2.1.12 Uslovno o¢ekivanje slutajne promenljive X iz prostora (Q, F,P) za datu

o - algebru G je skoro sigurno jedinstveno odredena G- merljiva sluc¢ajna promenljiva
E[X|G] za koju vazi
[ E[X|c TP =] xdP

za svako AeG.

10
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Propozicija 2.1.13 Uslovno oc¢ekivanje ima sledece osobine:

1. E[aX +bY|G]=aE[ X|G|+bE[Y|G] (linearnost);

2. E[E[X|G]]=E[X];
3. E[XY|G]=XE[Y|G] akoje X G - merljivo;
4. E[X|G]=E[X] akoje X nezavisnood G ;

5. E[E[X|G]H]=E[X|H]za HcG.

U finansijskoj matematici se cesto javlja potreba za promenom mere verovatnoce. Zato
sada dajemo pregled osnovnih definicija i teorema koje omogucavaju prelazak sa jedne mere

na drugu.

Definicija 2.1.14 Dve mere verovatno¢e P i Q definisane nad istim prostorom (Q,F) su
ekvivalentne, u oznaci P ~ Q, ako imaju iste skupove mere nula, tj.
P(A)=0<=Q(A)=0, zasve AeF.
Teorema 2.1.15 (Radon-Nikodym) Neka su P i Q ekvivalentne mere verovatnoce na prostoru
(Q, F). Tada postoji nenegativna slucajna promenljiva Z takva da vazi
Q(A)=] zdP, AeF. (21

Slucajna promenljiva Z je jedinstveno odredena na skupu mere nula u odnosu na P.
Takva slucajna promenljiva se naziva Radon-Nikodimov izvod mere Q u odnosu na me-

ru P i oznaCava se sa d Q/d P . 1z jednakosti (2.1) sledi da za svaku sluéajnu promenljivu X

iz prostora (Q, F) vazi
dQ

Radon-Nikodimov izvod se moze interpretirati kao odnos gustina raspodela neke slucajne
promenljive u merama Q i P, respektivno.
Da bismo odredili uslovno ocekivanje slu¢ajne promenljive X u odnosu na o - algebru

G c F u ekvivalentnoj meri Q, primenjujuci osobinu 2 iz propozicije 2.1.13 dobijamo
Eo[ Eo[ XIG]Y [=Eo[XY]  (23)

zasveY €G. lzraz sa leve strane jednakosti (2.3) se moze napisati kao

11
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E, [EQ[X Gy 3—3} =E, {EQ[X G |E; E—&G}Y}.

Izraz sa desne strane jednakosti (2.3) je zapravo

E, [XY d—Q} =E, {E{x d—Q|G}Y}.
dP dP

Sledi da (2.3) vazi za sve Y € G ako i samo ako

dQ dQ
E,| X|IG|E,|—=|G |=E,| X—=|G |,
pa se uslovno oc¢ekivanje u ekvivalentnoj meri Q definise kao

E{x (£|G}
Eo[ X|G] :T

|G}
dP

2.2 Stohasticki procesi

Pretpostavimo da treba formirati matematicki model za slucajni sistem i njegovo
ponasanje tokom nekog vremenskog intervala. Kao primer takvog sistema mozemo uzeti sis-
tem od k sijalica od kojih svaka ima slu¢ajnu duzinu rada. Kako vreme protice, neke od njih
¢e prestati da rade, pregore¢e. U svakom momentu t, stanje sistema tj. broj ispravnih sijalica

¢e biti sluajna promenljiv X,. Matematicki model ovog sistema je beskonac¢na familija
slu¢ajnih promenljivih X,, te[O,T] tzv. slucajni proces. Mnoge pojave u finansijskoj ma-

tematici su stohasticki procesi, npr. cene akcija, kretanje kamatnih stopa, finansijski derivati
itd.
Definicija 2.2.1 Realni stohasticki proces je familija realnih sluéajnih promenljivih

X, teT <R definisanih na fiksiranom prostoru verovatnoce (Q,F,P). Promenljiva t
prolazi skupom T < R i obiéno je interpretiramo kao vreme.

Slucajna promenljiva preslikava Q u R S$to znaci da je slucajni proces
X, teT <R funkcija dve promenljive, X (@), teT, weQ. Ako fiksiramo t tada je

X, (a)) slucajna promenljiva koju nazivamo zaseokom slucajnog procesa, a ako fiksiramo

w tada je Xt(a)) realna funkcija realne promenljive koju nazivamo realizacijom, tra-

jektorijom ili uzorackom funkcijom. Isto kao i kod slu€ajnih promenljivih, uobicajeno je

12
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da se promenljiva o izostavlja u zapisu, tako da umesto X, (@) pisacemo samo X, . SKup

T kojim prolazi realna promenljiva t nazivamo indeksnim ili parametarskim skupom, a
promenljivu t indeksom ili parametrom. Ukoliko je T diskretan beskonacan skup, tada
proces nazivamo slu¢ajnim nizom ili lancem. Specijalno, ako je T konacan interval tada
imamo kona¢no mnogo slu¢ajnih promenljivih.

Mi ¢emo dalje za parametarski skup T uzeti skup {0,1...,T} jer je to vreme koje ¢emo

posmatrati, tj. vreme od pocetka osiguranja do njegovog isteka.
Definicija 2.2.2 Neka je A dogadaj na skupu €. Funkcija definisana na sledec¢i nacin

1 weA
0, wegA

Q
IA

je slu¢ajna promenljiva koja se zove indikator dogadaja A. Kada je jasno Sta je skup Q, ovu

funkciju mozemo zapisivati samo sa | ,.

Definicija 2.2.3 Familija o- algebra (F) . na Q naziva se filtracija stohastickog

teT
procesa ako je
F, cF

S ="t
zasve s,teT takve daje s<t.
o -algebra F, ¢e predstavljati informacije dostupne u trenutku t, odnosno istoriju sto-
hastickog procesa do trenutka t, ukljucujuciit. F, sadrzi sve dogadaje ¢ija je mera u trenutku

t poznata. Kako t raste, tih dogadaja je sve vise.

Ako je pored toga zadovoljeno i da je:

1. F, ,najgrublja®“ moguca particija, tj. F;, = {Q},

2. F, .najfinija“ moguca particija, tj. F :{{a)l},...,{a) }} u kojoj je svaki blok

m
veli¢ine jedan,
tada filtraciju F nazivamo informaciona struktura.
Informaciona struktura poc¢inje sa tim da nemamo informaciju o kona¢nom stanju 0sim
da je u Q, u svakom narednom trenutku t mozda dobijemo dodatne informacije (i nikada ih

ne gubimo) i na kraju imamo kompletno znanje o kona¢nom stanju.

Za proces (S, )teT kazemo da je adaptiran filtraciji (F,) _ ako je slu¢ajna promenljiva

teT

S, F, -merljiva zasvako teT.

13
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Definicija 2.2.4 Neka je (Q,F,P) prostor verovatnoce i (S,),_, stohasticki proces adaptiran
filtraciji (F,),_, . Proces (S,),_, je martingal u meri P ako je
E[S|F.]=S. P-skorosigumo, t=12,...T,
Sto je ekvivalentno sa
[ sdP=] s dP zasvako AcF ,t=12..,T.

Posto osobina martingala zavisi od mere verovatnoce, re¢i ¢emo da je proces S P-martingal,
kada je potrebno naglasiti u kojoj verovatno¢i. Martingal je matematicki izraz koji zapravo
oznacava fer igru. Prema definiciji, za martingal se oc¢ekuje da ostane na trenutnom nivou. Na
primer, ako je martingal bogatstvo jednog investitora, to znaci da je oCekivanje njegovog

buduceg bogatstva jednako trenutnom bogatstvu.
Neke klase slu¢ajnih procesa

U ovom odeljku da¢emo neke definicije i osnovna svojstva klasa sluc¢ajnih procesa

koji se naj¢eSce koriste u praksi.
Nezavisni proces

Ako su slu¢ajne promenljive X, X, ,...,X, nezavisne za svako neN i svako

t,t,,...,t, €T tada je proces X,, teT nezavisan proces sa nezavisnim vrednostima u

svakoj tacki.

Proces sa nezavisnim prirastajima

Slucajni proces X,, te[O,OO) je proces sa nezavisnim prirastajima ako za svaki izbor

O<t <t,<...<t, iz [0,0) vazi da su X, X, =Xy X, =X, ... X, =X, nezavisne

n tnl

slucajne promenljive.

Ako je X, proces sa nezavisnim prirastajima i ako za svako S,t,ae[O,oo), S<t, vazi da

sluc¢ajne promenljive X, —X; i X, ,—X,,, imaju istu raspodelu, tada kazemo da je X,

proces sa stacionarnim nezavisnim priraStajima.

14
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Stacionarni procesi

Razlikujemo strogo stacionarne i slabo stacionarne procese.
Slucajni proces X,, teT je strogo stacionaran ako su sve njegove raspodele kona¢nog
reda invarijantne u odnosu na translaciju vremena. Odnosno, za svako neN, svaki
moguéi izbor t,t,,..,t. €T i svako ceR za koje t+c,t,+cC,..,t.+CeT, n-
dimenzionalne slu€ajne promenljive X, , X, ..., X 1 X, o, X, ..,..., X, . imaju iste funkci-
je raspodele, tj.

I:xtl,xt2 ..... X, (Xl’ OTERY Xn): I:xw,xtzﬂ,...,x‘n+c (Xl’ Xgyeees Xn)’
za sve X, X,,..X, eR.

Slucajni proces X,, teT je slabo stacionaran ako je:

E(X,)=m=const.

Procesi Markova

Slucajni proces X,, teT je proces Markova sa diskretnim skupom stanja S ako za svako

ne{2,3,..} isvakiizbor t <t, <..<t izTisvex,X,..X €S

P(x - X

t, n

thil = xn_l).

Poslednjom relacijom izrazeno je tzv. svojstvo Markova koje zna¢i da ako su poznate

X, =% 10 X, =% )=P(X, =X,

thy  Jn-lic

“proslost” tj. ( X, , X, ,..., X i “sadasnjost” tj. X, onda buduénost X, zavisi samo od
t1 t2 [nfl tn

tho

“sadasnjosti” a ne od “proslosti”.
Primeri slu¢ajnih procesa

Poasonov proces

Definicija 2.2.5 Neka je N(t) ukupan broj dogadaja koji se desi u interval [0,t]. Sto-
hasti¢ki proces {N (t),t > O} zove se proces brojanja dogadaja ili proces prebrajanja.

Procesi prebrajanja imaju slede¢e osobine:

1. Zafiksirano t, N(t) je slu¢ajna promenljiva &ije su vrednosti iz skupa N.

15
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2. FunkcijaN (t) je neopadajuca, tj.
N(t,)-N(t,)>0,ako je t, >t >0,
gde je N(t,)—N(t,) broj dogadaja koji se desi u intervalu (t,,t,].
Definicija 2.2.6 Homogeni Poasonov proces sa stopom rasta 4, 4 >0 je proces prebra-
janja {N (1), tZO} za koji vazi:
1. N(0)=0,
2. Proces N(t) ima nezavisne prirastaje,

3. Broj dogadaja u proizvoljnom intervalu duzine t ima Poasonovu raspodelu sa par-

ametrom At tj.
P{N(t+s)—N(s)=n}=e“tﬂzasvako t>0ineN
n! - o

Definicija 2.2.7 (Slozen Poasonov proces) Neka je {N(t), t=0} Poasonov proces sa
stopom rasta A, a X,, X,,... nezavisne i jednako rasporedene slucajne promenljive koje su

nezavisne od procesa {N (t), t > 0}. Stohasticki proces {Y (t), t >0} definisan kao

()

N
Y (t)=)_ X, zasvako t>0,
1

K=
gde vazidaje Y (t) =0 ako je N (t) =0, zove se sloZen Poasonov proces.

Ocekivanje i1 disperzija slozenog Poasonovog procesa:
E(Y (t)) - E(N (t)) E(Xl) =/1t-E(X1),

D(Y (1)) = E(N(1))- D(X,)+D(N (1))-(E(X,)) = 2t:( D(X,)+(E(X,))’) = 2t-E ().
Braunovo kretanja

Definicija 2.2.8 Standardno Braunovo kretanje (Vinerov proces) je stohasticki proces

{X (t)}tzo koji ima slede¢e osobine:
e X (O) = 0;
e zasvako t=t, <t <..<t, prirastaji X(t,)—X(t;),.... X (t,)—X(t,,) su nezavisne

sluajne promenljive;

16
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. {X (t)}tZO ima stacionarne prirastaje;
e za svako 0<s<t slucajna promenljiva X (t)—X(s) ima normalnu raspodelu
N(0,t-s);

Standardno Braunovo kretanje ¢emo oznaCavati sa W, .

Jednodimenziona Itova formula

Teorema 2.2.9 Neka je X, stohasticki proces zadat svojim stohastickim diferencijalom
dX, = xdt + o, dW,..
Neka je g dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija. Onda je Y, = g(t,Xt) stohasticki

proces i njegov stohasticki diferencijal je dat sa:

dY, = g,dt + g,dX, +%gXX (dXt)z.

2.3 Prostori L°(Q), pe[1,o]

Neka je 1< p<oo, inekaje Q< R" otvoren, povezan skup. Prostor L° (Q) p e[l,oo)

je definisan na slede¢i nacin
LP () :{ f:Q—>R:f jemerljiva, Uf (x) dX<oo}.

Takode, ovo je Banahov prostor sa normom

[l =1 0O &)

Za p =2 dobijamo prostor L* (Q) koji je i Hilbertov, pri ¢emu je unutrasnji proizvod ( f |g)
definisan sa

(Fla)=1a t (x)g (),
gde Wx) ozna¢ava kompleksno konjugovanu vrednost od g(x). Ako radimo sa funkcijama
¢ije vrednosti pripadaju skupu realnih brojeva, onda je unutrasnji proizvod ( f |g) definisan sa

(flg)=1af (x)a(x)dx

Za p=oo imamo malo drugaciju definiciju:

17



Vrednovanje opcija polisa osiguranja za katastrofe

L*(Q)={f:Q—>R: f jemerljivai postoje M>0,Nc Q,
tako da vazi dajem(N):OiS(N)::sup‘f (X)‘S M}.
xeQ\N

L” (€2) je takode Banahov prostor sa normom

] =inf{S(N):N <@ m(N)=0}.

Znacajno mesto u L” (Q) prostorima zauzima Helderova nejednakost:

1 1
Uu(x)v(x)‘dxs”u”w M. uel’(Q)vel'(Q), —+==L1.

P q

Specijalan slu¢aj ove nejednakosti, za p=q=2, je Svarcova nejednakost.

2.4 Furijeova transformacija

Furijeova transformacija predstavlja uopstenje (grani¢ni slu¢aj) Furijeovih redova, a

inverzna Furijeova transformacija uopstenje Furijeovih koeficijenata.

Sada ¢emo definisati klasi¢nu Furijeovu transformaciju na prostorima Lp(Q), 1<p<2,
Q=R",

Definicija 2.4.1 Nekaje f eL?(R"),1<p<2

F(f)(x)=f (x)::(zﬁ)-%j f(y)e™dy e L' (R"),

gde je g odredeno iz relacije i+l =1.
P q

DefiniSimo formulu koja radi obrnuto, uzima Furijeovu transformaciju i pod izvesnim uslo-
vima vraca originalnu funkciju.

Definicija 2.4.2 Inverzna Furijeova transformacija je definisana sa

F2(9)(x)=(27) 2 [e ™g(y)dy.
Treba napomenuti da definicija Furijeove i inverzne Furijeove transformacije nije jedinstvena.

A ly<T

Primer 2.4.3 Odredimo Furijeovu transformaciju sledece funkcije h(y) = {0 |y| T

Resenje:

Primenom Furijeove transformacije na funkciju h(y) dobijamo
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F (n(y))()=(27) = ] h(y)e™dy = (2r) 2 A] ey

Sledi da je
A iX —ix
F(h(y))(x)=(27) 2 (e —e™).
Odnosno, ako iskoristimo jednakost
. eV —e™
sin(y)= o

dobijamo

F(h(y))(x):(zﬁ)EZ_XAsin(xT).

Definicija 2.4.4 Nekasu f,geL”(R"). Konvolucija ove dve funkcije je data sa
fxg(x)=] f(x=y)g(y)dy, xeR".
Rn

Teorema 2.4.5 Neka su f,gel’ (R“), p €[1,2] i neka su njihove Furijeove transformacije

oznacne sa Fi G, respektivno. Tada vazi:

F(af (y)+bg(y))(x)=aF (x)+bG(x); (linearnost)

=

2. F(fxg)=(27)2 F(f)F(g);:

3. F(fg)=(27)2F(f)*F(g):
FAH(R(F))=F(F™(f)=T;

5. F(f)(x)=F(f)(-x);

6. F(F(f))(x)="f(-x);

Dokaz:
1.
F [af (y)+bg(y)](x)=(27) = [af (y)+bg (y)]e™dy
—a(2z) 2 [ f (y)e™dy+b(27) 2 [g(y)e™dy
=aF (x)+bG(x).
2.

F(f*g)(y)=(27)2 J e [ F (1)g(x-t)dta
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~(2a)? v (t){ | ei(x“)yg(x—t)dx}dt

= [eYf(t)dt-F(g)(y)

Rﬂ

= (27)2 F(£)(y)F()(y).
3. Naosnovu 2. osobine imamo da je
F(F(1)*F(9))(x)=(27) F(F(£))()F (F(9))(x)

n

=(27)2 f(—x)g(—x).
Odavde sledi
(27) 2 F(F(1)*F(9))(-x)=F(x)9(x).
Primenjujuéi Furijeovu transformaciju na levu 1 desnu stranu dobijamo
(27) 2 F(1)*F(9)(x)=F(f(x)a(x)).
4. Ova osobina se dokazuje primenom Fubinijeve teoreme sli¢no kao i 2. 0sobina.

5. i6. osobina slede direktno iz definicije.

Teorema 2.4.6
1. Akoje fel!(R"), tadaje f eC’(R").

2. Akoje y;f(y)el'(R"),1<q<2, tada postoji 8Xjf,feL"(R“), %+é=1,iva2i

0y, f(x)ziyjf(y)(x),XGR”.
3. Akoje 9, f(y)el’(R"),1<p<2, tadaje
0, f (y)(x)=—ixjf(x),XER”.
Napomena: C* (Q) je skup svih funkcija u:Q — R (ili C) koja ima sve neprekidne izvode

zaklju¢no sa redom 0 <Kk <oo.

Dokaz: Dokaza¢emo 3. 0sobinu.

Bez ogranicenja opStosti pretpostavicemo da je n=1.
Parcijalnom integracijom dobijamo

F[f'(y)](X)Z(Zﬂ')_;[f (y)e™

0

—z f (y)ixeixydy} .

—00
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Kako je
lim f(y)=0i lim f(y)=0

X—>+00 X—>—0

(Sto vazi jer je f apsolutno integrabilna funkcija) prvi izraz nestaje i dobijamo

FL ()]0 =(-ix)(27) 2 | f(y)e"dy =(x)F[f (y)](x). o

—00

Sledeca teorema je poznata kao Parsevalova jednakost.

Teorema 2.4.7 Akosu f eL’(R"),ge L (R”),%+é =1 p,qe[12], tada vazi:

J T()F(a(y))ax=] F(f())a(y).

]Rn
Specijalno, za p=qg=2 imamo da je
HF( f ) LZ(R") :HF_l( f )

Prethodni identitet nas motiviSe da definiSemo Furijeovu transformaciju temperiranih dis-

12(r") :” f ”LZ(]R")'

tribucija na sledeci nacin:

Definicija 2.4.8 Za feS'(R") definiSemo F(f) dato preko dejstva na test funkciju
peS(R"):

(F(1).0)=(1.F(0)). pes(R")
gde je F (go) definisano kao u definiciji 2.4.1.

Primer 2.4.9 Nadimo Furijeovu transformaciju Delta funkcije, o .
Koriste¢i osnovne osobine distribucije i primenom Furijeove transformacije dobijamo

(F[o].6)=(o.F[4])

=F(¢(0))

= (27:)_% Oj;eox¢(x)dx

~(22) % | 19(x)dx=(27) 2 (1,(x)).

Odavde sledi da je F (&)=

wrd
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3 Lévijevi procesi

U finansijskoj matematici Lévijevi procesi su veoma popularani i pridaje im se veliki
znacaj, jer u obzir uzimaju modele koji su fleksibilniji u odnosu na modele izvedene pomocu
Braunovog kretanja. U ovom delu rada ¢emo se detaljnije upoznati sa Lévijevim procesima i
nekim njihovim osobinama.

Neka je X =(X (t) > 0) stohasti¢ki proces definisan na prostoru verovatnoce
(&, F,P). X je Lévijev proces ako vazi:
(A) X(0)=0;
(B) X ima nezavisne i stacionarne prirastaje;

(C) X je stohasticki neprekidno tj. za svako a>0 isvako s>0

limP (X (t)-X (s)|>a)=0.

t—s

Neka je karakteristiéna funkcija oblika k, (u)=€""", t=0,ueR?. Tada preslikavanje

n(t,-):R" — C zovemo Lévijev simbol. Mnogi autori 7 nazivaju karakteristi¢ni eksponent
ili Lévijev eksponent. Sada ¢emo objasniti vezu izmedu Lévijevih procesa i beskona¢no del-
jivih slu¢ajnih promenljivih.

Definicija 3.1.1 Kazemo da je X €R" beskona¢no deljiva slu¢ajna promenljiva ako za

vneNN, postoje slucajne promenljive Y,,Y,,...,Y, takve da je X =Y, +Y,+..+Y, i vazi

*n

Px = Py
Lema 3.1.2 Ako je X Lévijev proces, onda je X (t) beskona¢no deljiva slu¢ajna promenljiva

zat>0.

Teorema 3.1.3 Ako je X Lévijev proces, onda je
Ky (o (u)= )

zasvako ueR?, t>0, gde je  Lévijev simbol za X (1).

Dokaz: Pretpostavimo da je X Lévijev proces za svako ueR?, t>0. Definisimo da je
k,(t)= kx(t) (u).

Tada na osnovu (B) sledi da za svako s>0
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Sada, iz (A) sledi da je
k,(0)=1 (32)

dok iz (C) i leme 3.1.2 imamo da je preslikavanje t —k, (t) neprekidno. Jedinstveno nepre-
kidno reenje za (3.1) i (3.2) je dato sa Kk, (t)=e‘“(”), gde je a:R* —C. Sada na osnovu

leme 3.1.2 imamo da je X (1) beskona¢no deljiva slu¢ajna promenljiva. Kako je o Lévijev

simbol dobijamo trazeni rezultat. o
Lévy-Khintchine formula

Paul Lévy i A. Ya. Khintchine su 1930. godine prvi predstavili lepu formulu kojom je
data karakterizacija beskona¢no deljivih slu¢ajnih promenljivih preko njihove karakteristicne

funkcije.

Neka je v Borelova mera definisana na R —{0} = {x eR? x % O}. Tada kazemo da je

v Lévijeva mera ako je
J‘Rdf{o}(|y|2 Al)V(dy) < 0.

Teorema 3.1.4 (Lévy—Khintchine) ueM,(R®) je beskonacno deljivo ako postoji vektor
beR?, simetricna pozitivno definitna matrica Ae R™ i Lévijeva mera v na R* —{0} tako
da za svako u e R*

k, (u)=exp i(b,u)—%(u, Au)+ I [ei(“'y) ~1-i(u,y) 7, (y)}v(dy) . (33

R?—{0}

gde je B=B,(0).
Obrnuto, svako preslikavanje oblika (3.3) je karakteristicna funkcija beskonacno deljivih me-

, d
ra verovatnoce na R".
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Sada ¢emo navesti Lévy-Khintchine formulu za Lévijev proces X =(X (t),t>0):

E<ei(uX(t)))_expit{i(b’u)%(U,AU)‘F I [ei(u,y)1i(u,y);(B(y)]V(dy)H (3.4)

{0}

zasvako t>0, ueR?, gde je (b, A,v) karakteristika od X (1).

Primeri Lévijevih procesa
Braunovo kretanje

Standardno Braunovo kretanje u R? je Lévijev proces B =(B(t),t >0) za koji vazi

1. B(t)~N(0tl) zasvako t>0;

2. B ima neprekidne putanje;
Iz prve osobine sledi da ako je B standardno Braunovo kretanje onda je njegova karakteris-

tiCna funkcija data sa

zasvako ueR? t>0.

Poasonov proces

Poasonov proces sa gustinom A >0 je Lévijev proces N uzimaju¢i vrednosti u skupu N U{O}

u kome svako N(t)~ 7z (At), tako da imamo da je

Slozen Poasonov proces

Neka je (Z (n),neN ) familija nezavisnih slu¢ajnih promenljivih sa vrednostima u R® i istim
odstupanjem 4z, , i neka je N Poasonov proces sa gustinom A nezavisan od Z(n) za svako

n e N. Slozen Poasonov proces Y je definisan na sledec¢i nacin:

Y(t)=Z(1)+..+Z(N(t)) (35)
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zasvako t>0, pri cemu vazi Y (t) ~ 7 (At, 11, ).

Lema 3.1.5 SloZen Poasonov proces Y je Lévijev proces.

Y ima Lévijev symbol

m (u)= URd (ei(”’y) —1)2;12 (dy)]

Slozen Poasonov proces ima veliku ulogu i primenu u modelima koji se primenjuju za od-
redivanje rizika osiguranja.

Pre nego Sto navedemo slede¢i primer Lévijevih procesa definisaCemo stabilnu slucajnu
promenljivu.

Definicija 3.1.6 Neka su X,, X, nezavisne kopije od slucajne promenljive X. Kazemo da je
slucajna promenljiva X stabilna ako za proizvoljne konstante a,b>0 vazi da aX,+bX, i

cX +d imaju iste raspodele, za neku konstantu c¢ >0 i proizvoljno d.
Stabilan Lévijev proces

Stabilan Lévijev proces je Lévijev proces X u kom svako X (t) je stabilna slucajna

promenljiva.

Lévijev simbol za stabilan Lévijev proces je dat sa
n(u)=—ouf

gde je 0 < <2 indeks stabilnosti i vazi o >0.
Subordinatori

Subordinator je jednodimenzionalni neopadaju¢i Lévijev proces. Ovakav proces se
moze shvatiti kao slu¢ajan model Kkoji se razvija tokom vremena, odnosno ako je

T =(T (t),t>0) subordinator, imamo sledece

T(t)>0 zasvako t>0,
i
T(4)<T(t,) gdeje t, <t,.
Teorema 3.1.7 Ako je T subordinator, tada je Lévijev simbol oblika
n(u)=ibu+[7(e” ~1)2(dy).  (36)

gde je b>0 a Lévijeva mera A zadovoljava dodatni uslov
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A(=2,0)=01i ["(yAL)A(dy) <o,

Obrnuto, svako preslikavanje R® — C oblika (3.6) je Lévijev simbol za subordinator T.

Uredeni par (b, 1) nazivamo karakteristikama za subordinator T.

Primeri subordinatora

Poasonov proces

Poasonov proces je subordinator, §to je o¢igledno. UopSteno, sloZzen Poasonov proces ¢e biti

subordinator ako i samo ako Z(n) u jednacini (3.5) ima sve vrednostiu R*.

« - stabilni subordinator

ZaOD<a<liu=0

«_ ©r0 uy X
- _F(l—a)-[o (1-e )x““'

Lévijev subordinator

: : : : 3 : t?
E—stabllan subordinator ima gustinu datu Lévijevom raspodelom (1 =01 o = E) sa

t ) -3 tf
FT(t)(S):(—Z\/;]S e “ ),

za svako s>0. Lévijev subordinator ima lepu interpretaciju verovatno¢e kao vreme prvog
odstupanje za jednodimenzionalno standardno Braunovo kretanje B(t),t>0.
Preciznije,

T(t)=inf {s >0; B(s)zé}.
Jedna od najvaznijih primena verovatnoc¢e za subordinatore je takozvano “vreme promena”.
Neka je X proizvoljan Lévijev proces i neka je T subordinator definisan na istom prostoru

verovatnoc¢e kao i X, pri ¢emu su X i T nezavisni. Definisa¢emo novi stohasti¢ki proces
Z :(Z (t),t> 0) na slede¢i naéin
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Z(t)=X(T (1)),
zasvako t 20, tako da zasvako weQ, Z(t)(w)= X (T (t)(@))(®).

Teorema 3.1.8 Z je Lévijev proces.
Konvoluciona semigrupa za meru verovatno¢e

U ovom delu ¢emo razmotriti vaznu karakteristiku Lévijevih procesa.

Definicija 3.1.9 Kazemo da familija mera verovatno¢e (P,t>0) na R slabo konvergira ka

0, ako

lim| . f(y)R(dy)=1(0)

tvo

zasvako f eC,(R).

Familija mera verovatno¢e (R,t>0) gde je P, =4, ce biti konvoluciona semigrupa ako je

P

S+t

=P *P zasve s,t >0.

Ovakva semigrupa je slabo neprekidna ako slabo konvergira ka &,.

Modifikacija Lévijevog procesa

Neka su X =(X ().t ZO) iY =(Y ().t 20) stohasti¢ki procesi definisani na istom

prostoru verovatno¢e. Tada kazemo da je Y modifikacija od X ako za svako

t>0, P(X(t);tY(t)):O. Odavde sledi da X i Y imaju iste kona¢no dimenzionalne

raspodele.
Lema 3.1.10 Ako je X Lévijev proces i Y modifikacija od X, tada je Y Lévijev proces sa
istim karakteristikama kao X.

Dokaz: (A) je o¢igledno. Da bismo pokazali da i (B) vazi, fiksiracemo 0<s<t<oo ineka je
N(s,) ={@e X (s)(@) =Y (s)(@) i X (t)(@)=Y (t)(@)}.
Sledi da je P(N (s,t))zl posto je
P(N(s.t)7)={@e@ X (s)(@)#Y (s)(t) il X (t)() #Y (t)(«)}
<P(X(s)=Y(s))+P(X(t)=Y(t))=0

Da bismo pokazali da Y ima stacionarne prirastaje pretpostavicemo da A e B(Rd ) .
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Tada je

s)e AN (s,1))+P(Y (t)-Y (s) e AN(s,t)°)
) AN(s1))

P(X(t)- X(s)eA)

=P(X(t-s)e A)=P(Y(t-s)eA).

Sli¢ni argumenti se mogu koristiti da se pokaze da Y ima nezavisne prirastaje i da se dokaze

(©).
Odavde se lako moze uociti da X 1 Y imaju iste karakteristicne funkcije i takode iste karakter-

istike.
Lokalno vreme

Lokalno vreme Lévijevog procesa je slu¢ajno polje, koje za svako xeR® opisuje

ukupno vreme koje proces provede u tacki x u intervalu [0,t]. Preciznije, definisaéemo

merljivo preslikavanje L:R? xR*xQ —>R" sa

. 1
L(X,t) = IImSUsz Z{‘x(s)—x‘«?}ds’

&0

i imamo formulu gustine zauzimanje oblasti
t ©
[ F(X(s))ds=]" f(x)L(xt)dx
za sve nenegativne f eB, (Rd). Iz ovoga dobijamo intuitivno shvatanje lokalnog vremena

kao slucajnu raspodelu

L(x,t) :'[;5(|x— X (s)|)ds,

gde je o Dirakova delta funkcija.
Regularna varijacija i subeksponenti

Kao poslednju temu ovog poglavlja razmotricemo vaznu oblast U teoriji verovatnoce iz

koje su i nastali Lévijevi procesi i stohasticki integrali.
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Pretpostavimo da je X realna slucajna promenljiva. Nas u stvari zanima asimptotsko

ponasanje za F(X) =P(|X|>x) kada x —> oo, pri ¢emu je lim F(x)=0. Medutim, postavlja

X—00

se pitanje koliko je ova konvergencija lim If(x) =0 brza? Za Gausovu slu¢ajnu promenljivu

ovo konvergiranje ka nuli je eksponecijalno brzo, §to je tipi¢no za “lake repove”. Sa druge
strane, za stabilne slucajne promenljive opadanje ka nuli je sporije od polinomne brzine i ovo
je karakteristicno za takozvane “teske repove”.

Da bismo generalizovali ponasanje “teskih repova” za stabilne sluajne promenljive,
uvodimo sledece:
Fiksiracemo d >0 i neka je preslikavanje g:[d,o0] —[0,00) merljiva funkcija. Tada kazemo

da je g regularno varirajuca za stepen « € R ako je

jim ()

:Ca
X—0 g (X)

za svako ¢ > 0. Klasu funkcija koje regularno variraju za stepen o € R na R* ozna¢i¢emo sa

R . Za elemente klase R, kazemo da su sporo promenljivi. Jedan od primera funkcije u R,
je x—>log(1+x). Jasno, g € R, ako i samo ako postoji | € R, takvo da je
g(x)=1(x)x*

zasvako xeR".

U teoriji verovatnoce takode se istrazuju regularne varijacije za « <0 na F za nenega-

tivnu slu¢ajnu promenljivu X. U ovom slucaju pisSemo da X €R__ za neko o >0 kad god
Py €R_,. Tipi¢an primer je Pareto raspodela sa parametrima K, >0 koji imaju gustinu
f(x)=pBK"I(K+ x)”ﬂ. Ovde imamo da je F(x)=(K/K +x)ﬂ pri ¢emu je zadovoljeno da
Fe®R , zasvako K >0.

Da bismo stekli bolju sliku uvodimo drugu definiciju. Neka je & mera verovatnoce
definisana na R® i F funkcija raspodele, takva da za svako x>0, F(x)= u([O, x]) Kazemo

da je u subeksponencijalno ako je
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Ako je X slucajna promenljiva sa raspodelom s, kaze se da je X subeksponencijalna ako je
4 subeksponencijalno. U ovom slucaju, ako su X,, X, nezavisne kopije od X, tada gornja
jednacina postaje

lim P(X,+X,>X) 5
= P(X >X)

Na prvi pogled ova definicija moZe delovati poprili¢no nejasno.
Zato ¢emo prvo oznaciti da je
P(max{X,,X,}>x)=P({X, >x}U{X, >x})

=P(X,>x)+P(X,>x)-P(X;>x)P(X,>x)
=2P(X >x)-P(X >x)’
~2P(X >x),

tako da X je subeksponencijalno ako i samo ako je

P(X,+X,>X)~P(max{X,,X,}>x). (38)

U stvari u je subeksponencijalno ako i samo ako je

imF*n(X):n
meng - (9

zaneko n>2.
Medutim, slede¢i uslov je dovoljan za subeksponencijalnost

limsup—=—-—+<2, 3.10
Mg <2 (310)

gde prosirenje (3.8) na n slu¢ajnih promenljivih (3.9) daje jasniji uvid u znacaj verovatnoce za
subeksponencijalne raspodele.

Ovde se mogu postaviti dva pitanja. Prvo, zasto se ove raspodele zovu subeksponencijalne i
drugo, zasto se povezuje sa regularnim varijacijama? Odgovor na prvo pitanje se moze dati na

slede¢i nacin: ako je u subeksponencijalno tada za svako & >0 imamo

lime™F (x) =00,

X—>00

odakle sledi da If(x) opada u nuli mnogo sporije nego bilo koji negativan eksponencijal, pa
otuda sledi i prefiks “sub” u nazivu (subeksponencijal je ubedljivo manje od samo ekspo-
nencijal). Odgovor na drugo pitanje dobijamo iz sledece teoreme.

Teorema 3.1.11 Ako X €R_, zaneko a >0, tada je X subeksponencijal.
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Dokaz: Neka su X, i X, nezavisne kopije od X. Za bilo koje dato ¢>0, i za svako x>0

imamo

Takode,

P(X,+X,>X)
<P(X,>(1-£)x)+P(X,>(1-£)x)+P(X,> X, X, > £X)

= 2P(X > (1=&x))+P(X > &x) .

limsup P(;(E;)SX; X)

_ P(X >(1-¢)x)
<2limsup
X—>00 P(X >X) X—>00 P(X >X)
= 2(1—5)7{1 +e,

2
+IimsupMP(X > X)

Sada ako iskoristimo ograni¢enje da & — 0 i primenimo (3.10) dobijamo Zeljeni rezultat. [
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Modelovanje indeksa gubitka

Neka je (Q, F, P) kompletan prostor verovatnocée. PosmatraCemo bezrizi¢no finansij-

sko trziSte sa deterministickom kamatnom stopom I, uz pretpostavku da je dozvoljena

trgovina opcijama osiguranja od katastrofa koje su date indeksom gubitka.

Kod osnovnog indeksa gubitaka pravimo razliku izmedu dva vremenska perioda, peri-
od gubitka [0,T,] i period razvoja [T,,T,], T, <7, <oo. Period gubitka je period u kome se

katastrofa moze dogoditi pri ¢emu se nastali gubici gomilaju i odreduju vrednost indeksa. U
periodu razvoja gubici nastali u periodu gubitka se ponovo procenjuju i uti¢u na prvobitnu

vrednost indeksa.

Preciznije, indeks gubitka modelovaéemo pomocu stohastickog procesa L=(L,)__. na
<t<T,
sledec¢i nacin:

i. Zate[0,T],

N,
L= ZYJ'
j=1
je nehomogeni slozen Poasonov procesa, gde je:
N, nehomogeni slozen Poasonov proces sa deterministickom gustinom /1(t) >0,
Y;, J=12,..., su pozitivne slucajne promenljive sa funkcijom raspodele G nezavisnom
od N,
ii. Za te[Tl,Tz]
L=L, =LZ, u=t-T,€[0,T,-T,]
gde je Z, proces koji predstavlja faktor ponovne procene za koji vazi:
- Z,=0,

- (I_[)tSTl i (Z, )Ogugz_T1 su nezavisne.
Pretpostavicemo da svi investitori na trziStu uzimaju u obzir ponaSanje indeksa gubitka u
proslosti uklju¢ujuéi i njegovu sadasnju vrednost. Takode, protok informacija je dat filtraci-

jom (F? )O<t<T koja je generisana procesom L i to na slede¢i nain:
<t<T,
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o F’=o(L,ust) [ZYJ,u<tJ zate[0,T,],

o R'=o(Lust)=o(L,s<T)vo(Z,,.T,<u<t), za (T,T,],
o F cF.
Pretpostaviéemo da je filtracija (F )O<t<T neprekidna sa desne strane i da je (F,),., kom-

pletiranje filtracije (Ft0)0<t<T sa skupovima mere nula. Takode, pretpostavicemo da je

(Zt )OSthZ—Tl oblika Zt :ext: gde je X :(X )

oster, 1 nehomogeni Lévijev proces takav da je

X, =0 pozitivni martingal u odnosu na filtraciju (F)

0<t<T,

Dalje, pretpostavicemo da je zadovoljen eksponencijalni uslov integrabilnosti.
1. Postoji £>0 takvo da za svako ue|—(1+¢),1+¢ | vazi

E[e” <o, vte[0T].
Ovo je ekvivalentno sa zahtevom sledeceg uslova integrabilnosti za F; :

2. Postoji &>0 takvo da za svako U e[ —(1+¢),1+¢]

J-oT J.{\x\ﬂ} e K (dx)dS < o0,

Prakti¢no, imamo da je E[Z, ] <oo zasvako t<[0,T] na osnovu (1.).

Pored prethodna dva uslova, zahteva¢emo i treci uslov za karakteristike:
3.

t 1 et t y
0= bsds+§'|.0 cds+| [ (" —1-h(x))F, (dx)ds,
na osnovu kog sledi da je Z, = E* martingal.

Takode, X, mozemo posmatrati kao

X, jbds+j Je,aw, +H p(ds, dx) - F, (dx)ds),

gde je W, standardno Barunovo kretanje a g vrednost mere koja predstavlja skokove za X, .
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Cena osiguranja derivata za katastrofe

Mera cena

Na trzistu osiguranja od katastrofa indeksom L se ne trguje, jer je trziste nekompletno i
postoji beskona¢no mnogo ekvivalentnih mera martingala. Ovde ¢emo pretpostaviti da je

klasa za cenu derivata mere Q odredena pomoc¢u Radon-Nykodym na sledeci nacin:
dQ _
P exp{Zﬂ I A dsE[ 1]}
T 1,7
.exp{jo 7 (s)dw, _E-[O % (s)ds}.

~exp{.|.0TIn¢(s,x)( (ds,dx)—F, (dx)ds) J. J' - —In¢(s,x))FS(dx)ds}

za neku Borel funkciju B takvu da je E[eﬁ(m}«n i nenegativne funkcije ¢(t,x) iy(t)
takve da je E{d—Q} =1.
dpP

Prakti¢no, za meru Q proces L, ,t e[O,Tl] je opet nehomogen slozen Poasonov proces sa
gustinom
ﬂTQ Z/LE[eﬂ(Yl)]

i funkcijom raspodele za skokove

o e#l)
Takode, za meru Q proces X je i dalje nehomogen Lévijev proces nezavisan od L, , t[0,T,]
sa karakteristikama (b?,c®, F?) datim na slede¢i nacin:

th =bt_7t\/a'

FttQ_(d;(,) =k (t,x)F, (dx).
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Jedna od moguéih metoda za odredivanje cena mere Q jeste podeSavanje parametara

p.¢ 1 y sa cenama posmatranog trziSta. Na primer, cene su prilagodene cenama portfolia

osiguranja ( na osnovu premija ) i cenama derivata katastrofa.

Odredivanje cena pomoc¢u tehnike Furijeovih transformacija

Sada ¢emo razmatrati Evropske derivate koji su dati indeksom gubitka sa dospecem T,
i isplatom
h ( L, ) >0,
gde je h:R —> R, neprekidna funkcija isplata. Posto smo pretpostavili da je kamatna stopa r

deterministicka, bez gubitaka opStosti cenu procesa derivata osiguranja mozemo izraziti u

diksontovanoj vrednosti tj.r =0. Neka je data bezrizi¢na cena mere Q. Tada je cena procesa

72 =E°[h(L, )R]
~E°[h(L,Z; 1 I ]
—E° [h(LTleXTﬂ) Ft}

Ako potrazivanja predstavimo kao isplatu koja zavisi od dva faktora, cenu procesa tada

za opcije data sa

mozemo napisati kao
72 =E°| g(Ly, Xr 1 IR |, (5.1)
gde je g:R* — R, funkcija takva da je
9(%.%)=h(xe*) zasvako (x,x,)e R (5.2)

U nastavku ¢emo izracunati ocekivanu isplatu pomocu Furijeovih transformacija.
Zahtevac¢emo da slede¢i uslovi budu zadovoljeni:

I, = {(a,ﬁ) e R?

j e g (%, X, Jdxdx, < oo} #0
]RZ

I, = {(a,ﬂ) e R?

IRZ @t R )(dxi’dxz) <OO},

( LT1 ! XTz -
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gde je G(QL _ kumulativna funkcija raspodele za (LTl, XTZ_Tl) nad Q, i neka je 1,1, #O.

Kako L; i X; . ostaju nezavisne nad Q, sledi da je

I, ={(ap)eR2[E? e <o | E9[e7 0 <o), (5.9

Sada, funkcija isplata je oblika
f(%,%)=e""g(x,%) za (a, B) e l,N]1,. (5.4)
Na osnovu prve pretpostavke imamo da
(iii)) f(-)el(R?)

a (a, B) € 1,N1,. Takode, Furijeova transformacija

£ 1 i( XUy + XUy
f(ul,uz):§J‘Rze( 'F (%%, ) dx,dx,, (5.5)
je dobro definisana za svako u =(uy,u, )R,

Na osnovu pretpostavke da f(-)eL*(R®) i primenom inverzne Furijeove transformacije

dobijamo

f(x.%)= o € Cate) £ (u,,u, ) du,du,. (5.6)

Sada ako se vratimo u jednakost (5.1), dobijamo

72 =E° :g (LTI’ X 1 )|FJ =E° [eaLT1+,BxT241 f (LTl’ X1 )|Ft}

1 i aly +BXy, 5 —i(Uyly +Up X, 7y ) £
:EEQ e ije ( /f (ul,uz)duldu2|Ft}
1 Q B —i{(u1+ia)LT1 (up+ip) Xr, Tl} ¢
:EE _J.Rze f(ul,uz)duldu2|Ft}
1 =iy (upHia) Ly +(up +i ) X1y, A
=) EQ [e { / Ft} f (u,u,)du,du, (5.7)
1

_ Q i(up+ier )Ly,
i

F :| EQ |: UZ'Hﬂ)XTZ B

Ft}- f (u,,u,)du,du,,

pri ¢emu na jednakost (5.7) mozemo da primenimo Fubinievu teoremu jer je uslov

f()e R (Rz) zadovoljen. Takode je i poslednja jednakost zadovoljena §to proizilazi iz

nezavisnosti L, i X, . iprve pretpostavke

I, = {(a,ﬁ) e R?

j e g (%, X, Jdxdx, < oo} #0.
]RZ
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Kako je L nehomogeni slozen Poasonov proces nad T, a X nehomogeni Lévijev proces
nezavisan od L, t €[0,T,], moZzemo tacno odrediti uslovno matematicko ocekivanje koristeci

osobine karakteristi¢ne funkcije:

1. Akoje t<T, imamo
EQ |:e_i(u1+ia)LT1 |Ft:|

— e_i(u1+ia)Lt EQ |:e_i(ul+ia)(LT1_L‘)j|

_ e—i(u1+ia)L( eXp{_J'tTl lfdsj: (1—e‘i(u1+ia)x )GQ (dX)}

_ e—L /lstse i(u+a )L eXp{J'tTl ﬂstSJ-: e—i(u1+ia)XGQ (dX)},

E Q |:e—i(u2+iﬁ')XT2_T1

Ft} _E° [e—i(uzﬂmxh_ﬁ }
:exp{rz— ((u +if)b; _lco(u +'ﬁ)j }
exp{rz le ( (u+B)X _ —i(uz+iﬂ)x'{xgl})FsQ(dx)ds}.

2. Ako te[T,T,],

E Q |:e—i(uz+iﬁ')XT2,Tl

F|
— e—i(uz‘*'iﬂ)xﬂl EQ |:e_i(u2+i/8)(XT2—T1_xt—T1):|

:e—i(uer'ﬁ)XtTl exp{ T, T1( (u +|ﬂ) _%CSQ (u2+|ﬂ)2jds}

exp{ thTT1 ]R( pi(U+iA)x —1—i(u2 +i,8) ‘<1}) (dx)ds}

Takode, da bismo izracunali cenu procesa (ﬂ'tQ )t 0] potrebno je da izraCunamo Furijeovu
&Yl

transformaciju za zavisnu funkciju pla¢anja f . Nas rezultat sumira¢emo u slede¢oj teoremi.

Teorema 5.1.1 Neka su zadovoljeni uslovi (i)-(iii). Cena procesa 7z za opcije osiguranja od

katastrofa date indeksom gubitka sa dospecem T, i isplatom h( )> 0 jedatasa
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1. Zate[0T]
ﬂ.Q _ie I %QdSIRZ 1’;(ul’uz)efi(ulJrioc)L1
{ /Ist'[ g () GQ(dx)}
{TZ 1 (u, +i)b; —%cf(u2+iﬂ)2jds}

T2 T1

| (up+iB)x —1—i (u2 + |ﬁ) XI{‘x‘gl} ) FSQ (dX) dS} dulduz,

t>T,
ﬂ.Q :i f(U u )e_i(ul”“)'-ﬁe‘i(“2+i/7)xml
bW
T,-Ty( . . bQ 1 Q R 2 d
exp _|.I_T1 i(u,+iB)b; -5 G (u,+ip)" |ds
T~ (up+i . .
exp{j I ( A —|(u2+|,B)xl{xﬂ})FsQ(dx)ds}duldu2

gde je f funkcijaisplate data u (5.4), f Furijeova transformacija data izrazom (5.5).
U ovom delu smo za model izabrali nehomogeni Lévijev proces Z, . Ova grupa procesa

je veoma bogata i fleksibilna za Siroki spektar modela kojima su opisane prirodne pojave a

takode je i analiti¢ki lako obradljiva.
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Opcije

lako se ne zna precizno kada se prvi ugovor ovog tipa pojavio, zna se da su Rimljani i
Fenicani koristili slicne ugovore prilikom trgovanja. Takode, postoje dokazi da je gréki ma-
tematicar i filozof Tales koristio ovakve ugovore da osigura nisku cenu maslina pre berbe. U
Holandiji su se ovakvi ugovori koristili oko 1600. godine pri ¢emu im je cilj bio obezbedivan-
je odgovarajuce cene lala. Trgovci lalama su koristili call opcije da osiguraju nisku cenu lala
da bi mogli da zadovolje traznju. U isto vreme, proizvodaci lala su koristili put opcije da
osiguraju odgovarajucu prodajnu cenu. U Americi opcije su se pojavile negde u isto vreme
kada i akcije. U 19. veku, call i put opcije su bili ugovori izmedu dve strane i njima se nije
moglo trgovati na sekundarnom trzistu. Uslovi su zavisili od ugovora do ugovora, pa se broj
ovakvih ugovora povecavao jako sporo.

Godine 1968. CBOT (Chicago Board of Trade) uvidev§i mnoga neslaganja u ovim ugo-
vorima i u cilju njihovog jacanja predlozio je dve mere, da se standardizuju bitni uslovi u
ugovorima kao $to su strike cena, datum dospeca | da se stvori organizacija koja ¢e biti
posrednik i garant dobrog funkcionisanja trzista opcija. Taj posrednik je danas poznat pod
imenom Option Clearing Corporation. Godine 1973. osnovan je Chicago Board Options Ex-
change (CBOE). Da su predlozene mere dale rezultate, govori i Cinjenica da je do kraja 1974.
godine broj ovakvih ugovora bio oko 200 000 dnevno. Poredenja radi, do1968. godine broj
ovakvih ugovora na godi$njem nivou nije prelazio 300 000. Takode, godina 1973. je znacajna
i zbog toga $to su se tada pojavili radovi Black i Scholesa koji su imali ogroman uticaj na

povecanje broja ovih ugovora.

6.1 Osnovni tipovi opcija

Neki finansijski instrumenti imaju osobinu da njihova vrednost zavisi od vrednosti dru-
gog finansijskog instrumenta. Prvi finansijski instrumenti se nazivaju derivati, a drugi podlo-
ga (eng. underlying) za derivat.

Generalno, opcije su ugovori koji daju pravo, ali ne i obavezu da se neka podloga kupi ili
proda po unapred definisanoj ceni, u unapred definisanoj koli¢ini i na unapred definisan da-

tum. Podloga mogu biti akcije, deonice, obveznice, roba i valute.
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Postoje dva osnovna tipa opcija a to su call opcije i put opcije.

Definicija 6.1.1 Call opcija je ugovor koji daje pravo kupcu opcije (eng. buyer) da kupi od-
redenu podlogu od onoga ko je napisao opciju (eng. writer, seller), na odreden datum (koji se
naziva datum dospeca), po unapred utvrdenoj ceni (koja se naziva strike cena ili cena izvrse-
nja).

Definicija 6.1.2 Put opcija je ugovor koji daje pravo kupcu opcije da proda odredenu pod-

logu, na odreden datum, po unapred utvrdenoj ceni.

Prodavac opcije (eng. writer, seller) prima novac unapred, ali ima potencijalne obaveze kasni-
je. Datum dospeca ¢emo obelezavati sa T, a strike cenu sa K. U zavisnosti od toga kada ih
mozemo izvrsiti opcije se dele na americke opcije i evropske opcije. Americke opcije mogu
biti izvrSene u bilo kom trenutku od datuma kupovine do datuma dospeca. Za razliku od njih
evropske opcije mogu biti izvrSene samo na datum dospeca.

Napomena 6.1.3 Americke i evropske opcije nemaju veze sa podruc¢jem na kojem se trguje.
Evropskim opcijama se trguje u Americi i obrnuto.

Evropske opcije je generalno lakse analizirati nego americke i neke osobine americkih opcija
su izvedene bas iz evropskih opcija. Pored americkih i evropskih opcija postoje 1 drugi tipovi

opcija.
Evropske opcije

Definicija 6.1.4 Evropska call opcija daje pravo njenom vlasniku da kupi podlogu na datum
dospeca po strike ceni K.

Vlasnik ove opcije o¢ekuje da ¢e cena podloge rasti i biti ve¢a od strike cene na datum
dospeca. Sa druge strane pisac opcije ocekuje da ¢e cena podloge pasti ispod strike cene na
datum dospeca.

Cenu podloge u trenutku t ¢emo ozaCavati sa S(t) a na datum dospeca T sa S(T).
Prihod vlasnika evropske call opcije je dat sa:

S(T)—K, za S(T)> K
0, inace

f(S,K)z{
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Prihod pisca opcije, kada je S(T)> K, je dat sa:

K-S(T), za S(T)>K
(- feoST = 80>
0, Inace
Generalno, kada god je cena podloge veca od strike cene (na datum dospeca) call opciju

ima smisla izvrSiti.

Definicija 6.1.5 Evropska put opcija daje pravo njenom vlasniku da proda podlogu na datum
dospeca po strike ceni K.

Vlasnik ove opcije o¢ekuje da ¢e cena podloge padati i biti niza od strike cene na datum
dospeca. Sa druge strane, pisac opcije ocekuje da ¢e cena podloge biti iznad strike cene na
datum dospeca.

Prihod vlasnika evropske put opcije je dat sa:

K-S(T), zaK>S(T)

f(S,K)z{ .

inace

Prihod pisca opcije, kada je K >S(T), je dat sa:

Americke opcije

Americke opcije su finansijski instrumenti (ugovori) koji kupcu opcije daju pravo, ali ne
i obavezu, da kupi ili proda odredenu podlogu u bilo kom trenutku pre datuma dospeca T za

unapred odredenu cenu.

Definicija 6.1.6 Americka call opcija daje pravo vlasniku call opcije, ali ne obavezu, da kupi
odredenu podlogu u bilo kom trenutku pre datuma dospec¢a T za unapred odredenu strike cenu

K.
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Prihod vlasnika americke call opcije je dat sa:

f(S'K):{S(t)—K, ako je S_(t)>VK, t<T

0, inace
Americku call opciju ima smisla izvr$iti samo kada je cena podloge veca od strike cene K.
Definicija 6.1.7 Americka put opcija daje pravo vlasniku put opcije, ali ne i obavezu, da
proda odredenu podlogu u bilo kom trenutku pre datuma dospeca T, za unapred odredenu
strike cenu K.

Prihod vlasnika americke put opcije je dat sa:

K-S(t), akojeK>S(t), t<T
0, inace '

f(S,K)z{

Ucdesnici na trziStu

Opcije se primarno koriste za hedzing i Spekulaciju (naravno i arbitraza je dobra ako ju
je moguce ostvariti). Zbog toga se investitori, odnosno ucesnici na trziStu opcija dele na-

hedzere (eng. hedgers), Spekulante (eng. speculators) 1 arbitrazere (eng. arbitrageurs).

Hedzeri Zele da smanje rizik svoje investicije pomoc¢u druge investicije. Na primer, pret-
postavimo da investitor trenutno poseduje 1000 akcija ¢ija je trenutna cena 88$ po akciji. Ako
dode do veceg pada cene akcija u narednoj godini, investitor bi bio na ve¢em gubitku. On
zbog toga kupuje ameri¢ku put opciju sa strike cenom od 88% i rokom dospec¢a godinu dana.
Neka je cena ovakvog ugovora 1.5% po akciji. To znaci da ¢e investitor potrositi 1 500$ da bi

zastitio investiciju od 88 000 $.

Za razliku od hedZera koji kupuju opcije da bi se zastitili od neprijatnih pomeranja na trzistu,
Spekulanti Zzele da zauzmu poziciju na trzistu tako Sto se klade da li ¢e cena podloge otic¢i gore
ili dole. Na primer, ako predvidaju da ¢e cena podloge oti¢i gore, kupuju call opciju pa

pokusavaju da zarade kasnije.
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Arbitrazeri pokuSavaju da ostvare profit tako $to kupuju i prodaju na razli¢itim trziStima.

Najcesce su to London i Njujork, ali same moguénosti arbitraze traju kratko.
6.2 Call, put i spread opcije za katastrofe

U ovom delu razmatra¢emo opcije osiguranja za katastrofa. Opcije ovog tipa kojima se
najCeSce trguje na trziStu su call, put i spread opcije. Eksplicitnim racunanjem Furijeove
transformacije za isplate i koris¢enjem teoreme 5.1.1 mozemo dobiti formule za cene ovih

opcija, §to ¢emo 1 pokazati.
Call opcije

Neka je funkcija isplate call opcije za katastrofe oblika
hcaII (X) = (X - K)Jr (61)
za neku strajk cenu K >0. Tada odgovaraju¢a isplata na dvodimenzionalom skupu za

funkciju g (%, %, ) =h(xe*), (x,x,) € R* (kao &to smo uveli u (5.2)) je

Ocan (Xl’ XZ) = (Xiexz - K)+ I{X1>0} - (Xlexz B K) I{x >0, >|n5}

a zavisna funkcija isplate je
foa (Xl’ Xz) =g Oean (X1’ Xz)
— e*m‘rﬁ'xz (Xlexz _ K) |

(— (62)

1

sto pripada prostoru L' (R?) za svako (e, 8) € I, = (0,50)x(1,0).
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Za Furijeovu transformaciju fca,, dobijamo:

1 i( XUy +XoUy
fcall (u1' UZ) = ZJ.RZ € ( ) fcall (X1' X, ) dxldXZ

T P R

- 217; I x.e () 1j o e ey dx, — K'[ome’(””i“l)X1 L :oxK e(/”“”xzdxzdxl}
e T iuz)1 T Xfiuze(aiU1)X1dX1]
- % (B-1- iuz)(ﬂl— iu, ) K7 j: e

1 1

P —T(B+1-iu,),
27 (g1t (i i o)
gde jeI'(-) Gamma funkcija.

Da bismo dokazali da funkcija isplate call opcija za katastrofe (6.1) zadovoljava uslove

teoreme 5.1.1, treba pokazati da
fon (U, U,) € L (R?).  (6.3)

Odnosno, da bismo dokazali (6.3) dovoljno je da posmatramo asimptotsko ponaSanje

(A (T )‘ kada |u,|,|u,| > .

Kako je
Zlu, gt
fim r(B+1-iu,)[e?" |u,[ "2 =V2r
dobijamo
. iuz(ln\a—iul\—iarctan%J
IT(p+1-iu,)|le
Fan ()| ==
cal 272_ K A~ 1‘8 i, InK ‘(ﬁ—l—luz)(ﬂ iu )( —iu )(ﬂ+l)
11 r(p+i-in)e™™ 1 1 e Ay [ 6 o)
£+l ! '

2K (peteiv) (Bt )(@—in) ] 2T KT v,
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gde je

im |f1(u1,u2)| -1

f(u,u,)~ f , : =
() = F (U t) wdlial [ T, (U, U, )|

Sada ¢emo razmotriti sledece slucajeve:

1. Ako je uu, <0, onda (6.4) zadovoljava

s 1 1 e_%‘uz‘ |U |ﬂ_% e_ N arCta”%
fcall (ul’uz )‘ - \E Kﬂ& 2|L| |/3+1
1
1 1 e M) ¥

- ) (65)

T & o
gde desna strana (6.5) pripada L' (RR?).

2. Ako je u,u, >0 onda je (6.4) ekvivalentno sa

o]

L, ,B—E |uy|arctan™

- 1 1 e? |u,| 2e @
fcau(ul'uz)‘"'\/g K A1 | 2|L A1
1

T o
7 ‘ ~—arctan—

+ o)
1 1 e 2 u2|ﬂ 2@ 2 ‘Ul‘

J2r KA lu,

3 - ir
3 —Jup|arctan y

11 |ufze b
EKﬁ—l |ul|ﬂ+1

_3 —\Uz\u%
_ 11 fufee M (6.6)

\/ﬂ K,H—l |ul|ﬂ+1

u, |

p+1

Kako

e 2p 1), 2
J. Wduz =a2 F(ﬂ—§j|ul| 2

0

pripada L' (R?), sledi da desna strana (6.6) pripada L' (R?) kad |u,|,|u,| —oo.

Mozemo primeniti teoremu 5.1.1 i eksplicitno dobijamo cenu za call opciju.

Sada kada znamo cenu call opcije, cene put i spread opcije koje se odnose na osiguranje

od katastrofa mozemo svesti na cenu call opcije sa standardnim argumentima.
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Put opcije

Neka je

hput (X):(K _X)+
isplata put opcije osiguranja od katastrofa. Tada isplate put i call opcija sa strike cenom K se

mogu prikazati slede¢om formulom:
hput (X) hcall ( )+ K- I“'I'

Cenu 73, (t) put opcije mozemo odrediti preko cene 72, (t) call opcije, i kroz slede¢i call-

put
put paritet
73 () =7 () +K-E°[ L |F, ]

put

=7 +K-E°[ L Z, ;|F|.

call

Iz nezavisnosti (L[)tSTl [ (ZT1+U) , za uslovno matematic¢ko o&ekivanje E° [L'quz-n |Ft]

u<T,-T;
dobijamo:
1. akoje t<T,

EQ [LleH |Ft]

=E°[ L, R |E®[Z, 4 |F ]

(L+E°[L, -1 ])ER & ]
(L[-l-EQ J. ist) exp{j2 l(bQ-i- cQ+J' (e ~L+xl,, <1})F‘Q(dx)jds};

2. akoje te[T,T,]
EQ [I—leTz—Tl |Ft:|
=Lz [ (X X )]

1 X
=Lz exp{jt . [(bf +§CS +jR(e ~1+ xl{xq})FSQ(dx)jdsj}.

_EQ Xry,
= E°[ L™
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Call i put spread opcije

Call spread opcije su prosirene call opcije koje omogucavaju kupovinu call opcije sa

strajk cenom K, izatim prodaju call opcije na isti datum dospeca ali sa strajk cenomK, > K,.

Odgovarajuca funkcija isplate na datum dospeéa je oblika

hspread(X):(X_Kl)Jr_(X_KZ)+
0, ako 0<x<K;
=4 Xx—-K,, ako K, <x<K,;
K,-K,, ako x> K,.

Napomena 6.2.1 1z (5.3) sledi da raspodela G° za broj potrazivanja Y;, i =1,2,... zadovolja-
va
[ €7GY(dy)<w,zaneko @ >0.  (6.7)

Tipi¢ni primeri raspodela koje zadovoljavaju gornju nejednakost (6.7) su eksponencijalna i
Gamma raspodela. Vazna klasa funkcija raspodela koja takode zadovoljava (6.7), je klasa
funkcija raspodela ekvivalentnih konvolucija J(«), >0, koje su pogodne za modelovanje
broja potrazivanja. Inverzna Gauss-ova raspodela je jedna od najvaznijih primera Klase
funkcija raspodela ekvivalentnih konvolucija.

Sa druge strane, raspodela G© sa teskim repom definisana u (6.7) nije potpuna jer smo izos-

tavili uslov kada je  <0.
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Cene gubitaka sa teSkim repom

Da bismo mogli da govorimo o gubicima teskog repa, tj. da bismo mogli da koristimo
priguseni parametar a =0 (5.3), pretpostaviéemo da funkcija raspodele G° za Y., i=12,...,
pripada (&,0) zaneko &>0. Drugim re¢ima, pretpostavicemo da ako se katastrofa desi tada

odgovarajuci iznos gubitak veci je od proizvoljno malog &>0. Medutim, ako u obzir uz-
memo ¢injenicu da PCS definiSu katastrofu (vesStacku ili prirodnu) kao pojedina¢ni dogadaj ili
kao seriju povezanih dogadaja, Sto implicira osiguranje imovine na najmanje 25 miliona

dolara, onda je ova pretpostavka ocigledno neozbiljno ograni¢enje. Oznac¢imo
L >0f={L, >¢}, (7.0
gde je L nehomogeni slozen Poasonov proces nad T,.

U ovom delu pokusacemo da primenimo tehniku Furijeovih transformacija na cenu put
opcije za katastrofe. Da bismo ovo uradili prvo ¢emo uraditi slede¢e transformacije. Cena

procesa put opcija za katastrofe je data sa

Ft} (7.2)

Kako je L nehomogeni slozen Poasonov procesa po T, nad Q, gornji izraz (7.2) mozemo

d

Ft} (7.3)

:]

7 =B (K-Lye™)*

zapisati kao

ﬂ'tQ = EQ |:( K- I_-l—leXTTT1

) Vi

{NTl >O}

+EC [(K —Le )

a0 oot 1

pri cemu smo Koristili da je L; I{ =0.

Ny, :o}

Neka je L ==L, —&. Tadaiz (7.1) sledi

{LT1 >0}:{LTl >(9}:{I:T1 +g}:{I:T1 >O}.
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Dobijamo

Q X1 ’
E [(K L) b |FtJ
1 Xrpm "
- E° [(K—(LTI +5)e ) I{LT1>0}|Ft}. (7.4)
DefiniSimo sada funkciju isplate kao
g(xi,xz):(K—(x1+g)eX2) |oop-
Da bismo mogli da primenimo Furijeovu metodu iz teoreme 5.1.1, funkciju isplate g(x, x, )

prosiricemo iz R, xR u R? na slede¢i nagin

g(xl,xz)z(K—(|x1|+g)eX )+.

Tada imamo

(0, 1)) (K (B ) 1
+E° [(K _(‘ETl‘Jrg)exw )+ I{ETlso}

Kako je {I:T1 < 0} = { L, = O} = {I:T1 = —g} , drugi ¢lan sa desne strane gornje jednakosti (7.5) je

EQ[(K—<‘I:T1‘+8)eXT”) _ |F}

—EQ| (K —2ee ) 1 _ Ft}
-

Ft}. (7.5)

( )
=E°|(K-2s"") |F, [Q(L, =—¢[F)  (7:6)
—£°[(k-20¢") |F, |Q(L, ~0[F,)
_EQ (K 2 eXTle) |Ft_Q(NT1=0|Ft)

Zajedno, jednacine (7.3)-(7.6) nas dovode do sledeceq izraza za cenu procesa put opcija.

Teorema 7.1.1 Cena procesa put opcija za katastrofe je data sa

— KP[O + RIP[O + P[Z

gde je
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P =9 (k20”1 )| |

p? = E° [(K ~(|C [ +&)e )+|Ft}.

Dokaz: Na osnovu datih jednacina (7.3)-(7.6) lako mozemo potvrditi izraz za P°. Posto je N,

nehomogeni Poasonov proces sa deterministickom gustinom A° (t) >0 nad Q, imamo

Q(N;, =0|F)=Q((Ny, =N, )+N, =0]F

:Q((NTl—Nt)+n=O|Ft)|n: N,

Oznaci¢emo da je P' cena procesa put opcije na jednodimenzionalnom prostoru, koja je data
eksponencijalnim Lévijevim procesom. Pomoc¢u metode Furijeovih transformacija mozemo
dobiti cenu procesa put opcije, odnosno primenom iste u jednodimenzionalnom prostoru
isplata data sa
fz(xz)::(K—deXz )+ e zaf>1,

ima Furijeovu trasformaciju

. 1

f

K
= —J'Ingei““e'”xz (K —2¢ge” )dx2

,(u) o

:%%)M (ﬁ+iu)(1ﬁ+1+iu) cL(R).

Da bismo izracunali poslednji ¢lan P za cenu procesa z° mozemo iskoristiti teoremu 5.1.1

sa parametrom prigusivanja «=0. Prvo treba proveriti da li aksiome (Al)-(A3) vaze.

Razmotricemo zavisnu funkciju

f(%0 %) =G (%, %) =™ (K —(|x|+&)e* )+ zaf>1.
Kako f, el*(R*) imamo (0,—f)el, za svako f>1. Takode pretpostavka (Al) je zado-
voljena za B>1 i a=0. Pretpostavic¢emo da je E° [eﬁxw}<oo za neko f>1. Tada iz

(5.3), imamo (0, B) € I, N 1,. Na ovaj nacin je i (A2) takode zadovoljeno.

Primedba: Primetimo da sada mozemo dopustiti raspodelu gubitka sa teskim repom, jer nam

viSe nije potrebna zavisna X, , posto je @ =0.

50



Vrednovanje opcija polisa osiguranja za katastrofe

Da bismo dokazali aksiomu (A3) razmotricemo Furijeovu transformaciju za f, :

£ 1 U Xy +Up Xy )
f(u,u,)= o Rze( f, (X, X, ) dx,dx,
1

- e'(“1X1+“2X2)eﬂXZ(K—(|x1|+g)exz) { dx,dx,

2 IR’ % |<Ke™*2—&,x,<In— }

nk e X2 _g
pe o [ e (K ([ e o

N
1 Eeluzxze(m) 1— cosul(Ke —g)

279 u;

dx,.

Lema 7.1.2 Postoji C >0 takvo da je

Al(ul’u2)

(1+ uZ|u, " +u? +u§) <Czasvako u,u, € R. (7.7)

Dokaz:

Lemu 7.1.2 ¢emo dokazati u getiri koraka.

1. Posto f, eL'(R?), postoji 0<C, <oo takvo da je

<C, zasvako u,,u, eR.

fA(Xi'XZ)

2. Tada imamo

K

In— p+1
f,(u,u,)uf <i j 2Py SENE S =C, <.
21 - ﬂﬂ+1

3. Parcijalnom integracijom dobijamo

n In— 2
ACHTY (T i 7{0 %(emm) gl (1 cosu, (Ke™ —g))dxz
1 Iné 9 _
() 4 (o)) s oo,
1 In5

- jg gz {(ﬁ+1) glF e (1—cosu1(Ke’X2 —5)) -2(p+1)e”uKsin ul(Ke’Xz —g)

—0

+efy K (si nu, (Ke™ —)+u,Ke™ cosu, (Ke™ - g))} dx,
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K
1
27Ul

<

“(B+1) el (1— cosu, ( Ke™ — g))

~(2B+1)e”Ksinu, (Ke™ —£)+ufK?” " cosuy, (Ke ™ —g)‘dx2

cosu, (Ke™ - g)‘]dxz

Ke ™ —g|+ K/ dez = C, <o,

+ K Ze(ﬂ’l)xz

1 e LY el U7 (Ke™ —¢) 5 4 1) sinul(Ke‘XZ—g)|
__”I (B+1)e 2—uf+( B+1)e ‘ m ‘

2,-2%, 2
Szif (( 1) EE (26 1)e

4. Dalje razmatramo

u?|u,[~”. Posto za 0 <|u,|<1 imamo

Al(ul'uz)

Al(ul’uz) ! < fl(ul’uz)

mozemo pretpostaviti da je |u,|>1. Kao gore dobijamo

u2 |y u; <C,,

ulﬁ'ln—
"

27U}

fl(ul,uz) u22|u1|17ﬁ (ﬂ+l) glFipe

(1—cosul(Ke’X2 —g))—(2ﬂ+1)eﬂX2ulK sinu, (Ke™ —¢)
+ufK e "% cosu, (Ke™ —&)|dx, = G (u; ).
Oznagi¢emo da je G(—u,)=G(u,) tako da je dovoljno da pokazemo da je G(u,) ograni¢en

zau, >0.Akoje s:= ul(Ke’XZ —g) tada G(u,) mozemo ponovo zapisati kada je u, >0 kao

u Ky Y Ky Y .
G(u)= o J(ﬁ 1)’ [ug+sj (1-coss) —(28+1)y, K[ulg:sj sins
p-1 A+l
Ku 1= 2 K
G i = 1 1-
+U, (Ungrsj COS S 27l'£ (B+1) [u1g+sj (1-coss)

s p-1
—(2/3’+1)K[ K j sins+K2[ K J oSS
ue+S ue+s ue+$

1= o K Y™ K'Y _,( KY") ds
<E£(2(ﬂ+l) (Ej +(2ﬂ+1)K(§j +K (mj Jm

KM (ﬁ+1)+2,8+1+ 1
C2r | e gt (Bt

=C, <.
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Sada izraz (7.7) dobijamo kao C = ici. o
i=1

Posledica 7.1.3 Furijeova transformacija f, pripada prostoru Ll(IRiz).
Dokaz: 1z leme 7.1.2 imamo

Jo

1
#1tu? (1+|ul|ﬂ'l)+u

f,(u,u, )‘duldu2 <C - du,du,

1

o 1
=27C d ,
! \f(1+uf)(1+uf‘1) e

posto je S >1. o
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Zakljucak

Znacaj matematike u savremenom drustvu, u kom veliki problem predstavljaju fi-
nansijski gubici nastali kao posledica prirodnih katastrofa, svakim danom je sve veci. Zah-
valjujuéi postojanju i daljem usavr$avanju razli¢itih matematickih modela kao i njihovoj
primeni, gubici ovog tipa se mogu predvideti. U ovom radu je upravo prikazano na koji na¢in
se pomocu stohasti¢kih procesa i Furijeovih transformacija mogu vrednovati opcije polisa
osiguranja za katastrofe. Naime, posmatrane su opcije osiguranja za katastrofe koje su date
indeksom gubitka, uz pretpostavku da indeks gubitaka prolazi kroz dva vremenska perioda,

period gubitaka 1 period dogadaja. Tokom perioda gubitaka [O,Tl] indeks broji dogadaje ka-
tastrofe koji se mogu desiti, a tokom perioda dogadaja [Tl,TZ] , Stete katastrofe koje su se de-

sile u periodu gubitaka se ponovo ocenjuju i nastavljaju da uticu na indeks. Zatim je prikaza-

no na Koji nacin se indeks gubitaka moze modelovati pomocu stohastickog procesa

L :(L[) oci<r, + U zavisnosti da li indeks prolazi kroz perioda dogadaja ili perioda gubitaka.

Dalje u radu, pokazali smo na koji na¢in se primenom tehnike Furijeovih transformacija mogu
odrediti cene procesa derivata koji su dati indeksom gubitaka, $to je i sumirano u teoremi
5.1.1, koja se ujedno izdvaja i kao najvaznija teorema ovog rada. Takode, poseban osvrt je
napravljen na call, put i spread opcije osiguranja za katastrofe, pri ¢emu je za svaku od njih
pojedina¢no prikazana funkcija isplate. Kao poslednja tema ovog rada, ali ne manje bitna, je
predstavljen problem odredivanja cene procesa gubitaka sa teSkim repom.

lako gore prikazani rezultati ne odgovaraju stvarnosti u potpunosti, jer su pojedini
faktori poput arbitraze iskljuéeni, ovakvi i sli¢ni modeli predstavljaju veliki znacaj za nauku i

civilizaciju podsti¢uci na dalja usavr$avanja matematickih modela ovakvog tipa.
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Dodatak

Normalna raspodela N (m, )

Slucajna promenljiva X ima Normalnu raspodelu sa parametrima m i & ako je njena

funkcija gustine oblika

(x-m)?
1 - 2
X)= e ¥ xeR,
¢() eN2r
a funkcija raspodele
1 x (t=m)’
F(x)= [e 2 dt.
EN2T o

Poasonova raspodela P(1)

Slu¢ajna promenljiva X ima Poasonovu raspodelu ako je skup vrednosti

R, ={012,..,n,..} i

Poasonova raspodela predstavlja realan model za mnoge slucajne fenomene kao Sto su broj

saobracajnih nesre¢a u nekom period, broj telefonskih poziva u jedinici vremena i sl.
Gamma raspodela I'(k, 0)

Slu¢ajna promenljiva X ima Gamma raspodelu sa parametrima k i ¢ ako je njena

funkcija gustine oblika

f(x;k,e)zeiﬁ X< g @

za x,k,60>0.

Pareto raspodela
Slu¢ajna promenljiva X ima Pareto raspodelu sa parametrom « ako je njena funkcija

gustine oblika

i funkcija raspodele
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Dirakova 6 funkcija

Hevisajdova funkcija H (x)
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