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1.Predgovor

Agregacija i fuzija informacije koje za cilj imaju dobijanje novih, zbirnih informacija
prikladnijih za dalju obradu, od velikog su znacaja u mnogim oblastima kao S§to su teorija
odlucivanja, obrade slika, prepoznavanje oblika, itd. Moze se smatrati da agregacija omogucava
istovremenu upotrebu razli¢itih delova informacije (prikupljenih iz nekoliko izvora) kako bi se
doslo do zakljucka, pa samim tim i do optimalne odluke. Razvijeno je viSe pristupa problemu
agregacije. Svi pristupi su zasnovani na nekom numerickom operatoru agregacije. Drugim
reCima, postoji potreba agregacije numerickih vrednosti i tada numeri¢ka agregacija preuzima
osnovnu ulogu.

Uopsteno, operatori agregacije su matemati¢ki objekti koji imaju funkciju da preslikaju niz
brojeva u jedinstveni reprezentativan broj. Insistira se na matematickom aspektu agregacije posto
se bavimo agregacijom realnih brojeva, a ne fuzijom informacija na visem nivou. Neophodno je
da se napomene da bilo koji proces agregacije ili fuzije omoguéava obradu koja u osnovi ima
numericku agregaciju. Drugim rec¢ima, matematicki operatori agregacije su klju¢ ove vrste
procesa.

Ovaj master rad je podeljen u tri povezane celine. U prvom delu data je osnovna definicija
matematickog operatora agregacije. Kroz teoreme i definicije (date u [1],[2],[6].[9]), navedene su
i objasnjene osobine koje nisu u sklopu definicije, ali koje se zbog svojih svojstava vrlo ¢esto
zahtevaju pri radu sa operatorima agregacije.

U drugom delu dat je pregled najcesce koriS¢enih matematickih operatora agregacije. Opisane Su
njihove glavne osobine i karakteristike. Predstavicemo i neke znacajnije posebne slucajeve. Prvo
su predstavljeni osnovni operatori agregacije, opisani u [1]: aritmeticka sredina, ponderisana
sredina, medijana, (ponderisani) minimum i (ponderisani) maksimum. Zatim je predstavljena
kvazi-aritmeticka sredina (videti [2]), veoma znaCajna grupa operatora zasnovana na
transformacijama osnovne aritmeti¢ke sredine. Dalje je predstavljen uredeni ponderisani operator
usrednjavanja (eng. OWA - ordered weighted averaging operators) ukljucujuci i neke posebne
sluc¢ajeve ([1],[2],[10]). Zatim se dolazi do diskretnih fazi integrala: Choquet-ovog i Sugeno-
ovog integral navedenih u [2],[3],[4],[11]. Ovi integrali, koji se mogu posmatrati kao operatori
agregacije, imaju Siroku primenu. Nakon toga, predstavljene su t-norme i t-konorme,
predstavljene u [1],[2],[5]. Ovi operatori “ne daju” srednju vrednost, ali modeluju presek i uniju
(respektivno) fazi skupova. | na kraju drugog dela predstavljeni su kompenzacioni operatori i
uninorme ([1],[2]).

U tre¢em delu rada data je poredenje najceSc¢e koriS¢enih operatora agregacije kroz primere
(videti [2],[71.[8]).
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2. Definicija i osobine matematickog operatora agregacije

Problem agregacije se sastoji od toga da agregacionu n-torku objekata, koji pripadaju datom
skupu, preslika u jedan objekat iz istog skupa. U slu¢aju matemati¢kog operatora agregacije to je
skup realnih brojeva. Operator agregacije je jednostavna funkcija koja dodeljuje realan broj y
svakoj n-torki (x4, ..., x,,) realnih brojeva:

y = A(xq, o, Xp)

Operator agregacije se uvodi jer se prilikom agregacije podataka u aplikacijama svakoj n-torki
elemenata dodeljuje jedinstven broj. U ovom delu su prezentovane definicije i osobine navedene
u [1],[2],[6]. Sledi definicija operatora agregacije uz odgovarajuce uslove.

Definicija 2.1 [1] Operator agregacije je funkcija A: U,en[0,1]™ — [0,1] takva da je:
Q) A(x) = xzasve x € [0,1];
@)  A(,..,00 =0iA(,..,1) =1;
(i) A(xg, e, x) S AWV, e, Yp) aKO B (Xq, ey X)) < (V1 oeey, V).

Ovi uslovi se ponavaljaju u svim definicijama operatora agregacije. Osim ovih osnovnih, postoje
i druge osobine. Sada ¢emo predstaviti osobine koje mozemo ocekivati od operatora agregacije.

Ali ¢emo pre toga definisati i funkciju agregacije opisane u [2]. Neprazan realan interval
(ogranicen ili neogranic¢en) oznacava ¢e se u radu sa [.

Definicija 2.2 [2] Funkcija agregacije na 1" je funkcija A™:1" - I koja je neopadajuéa i
ispunjava grani¢ne uslove

inf A™(x) = infIi sup A™(x) = supl.

x€ln x€en

Funkcija agregacije se moze prosiriti kako bi se dobila proSirena funkcija agregacije. ProSirena
funkcija na U,y I™ preslikava
F: U " - R.

neN
Operator agregacije je ustavari proSirena funkcija agregacije na datom intervalu pod uslovom da
jeA(x) =xzax € [0,1].

Prirodan broj n predstavlja broj promenljivih. Neka je u daljem radu sa [n] oznaCen skup
{1,...,n}.
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2.1 Granic¢ni uslovi
Operator agregacije treba da ispunjava :

A(0,...,0) =0 (1)
AL, .. 1) =1 )

Uslov (1) znaci da ako se posmatra samo potpuno lo§, lazni ili nezadovoljavajuci kriterijum,
ukupna agregacija mora takode biti potpuno losa, lazna ili nezadovoljavajuca. Uslov (2) kaze da
ako se posmatraju samo pravi i potpuno zadovoljavajuéi kriterijumi, tada ukupna agregacija
mora biti potpuno tacna ili zadovoljavaju¢a. Ova osobina je osnovna u definisanju operatora
agregacije.

Ova osobina se moze prosiriti. Uslovi funkcije agregacije mogu biti slede¢i:
A(x,0) = A(1,0) - x zasvako x € [0,1] (3)
A(x,1) = (1-A(1,0)) - x + A(1,0) zasvakox € [0,1] (4

Mozemo primetiti da je vrednost A(x,0) ponderisana aritmeticka sredina za x i 0. Isto tako,
vrednost A(x, 1) je ponderisana aritmeticka vrednost za x i 1. Ova dva uslova ograni¢avaju vise
operatora agregacije. Zapravo, (1) i (2) su specijalni slucajevi (3) i (4), respektivno.

2.2 Monotonost
U ovom delu razmotricemo slede¢a svojstva monotonosti (opisanih u [2]): neopadajuca
monotonost, strogo rastu¢a monotonost, jednoglasna rastu¢a monotonost.

Definicja 2.3 [2] Funkcija F:1™ - R je neopadajuca (za svaki argument) ako je, za svako
x,x' el

x<x'"=F(x)<FX).

Neopadajucéa funkcija predstavlja nenegativan odgovor na svako povecanje argumenta. Drugim
reCima, povecanje svake ulazne vrednosti ne moze da smanji izlaznu vrednost.

Podsetimo se da je po definiciji, neopadaju¢a monotonost osnovna osobina koju dele svi
operatori agregacije (pogledati definiciju 2.1.)

Definicija 2.4 [2] Funkcija F:I™ - R je strogo rastuca (za svaki argument) ako je, za svako
x,x' el
x<x'ix#x=Fkx) <F(x).

Dakle, funkcija je strogo rastu¢a ako je neopadajuca i ako predstavlja pozitivnu reakciju na
proizvoljno povecanje od najmanje jedne ulazne vrednosti. Primecujemo da strogo rastuca
monotonost predstavlja neopadajué¢u monotonost.

7
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Definicija 2.5 [2] Funkcija F: 1" — R je osetljiva ako, za proizvoljni indeks i € [n] i proizvoljni
realni broj A # 0, imamo

F(x) # F(x + A1),
Iz predhodne dve definicije mozemo izvesti sledeéi zakljucak:
Tvrdenje 2.6 [2] Neopadajuca funkcija F: I™ — R je strogo rastuca ako i samo ako je osetljiva.

Jednoglasna rastuca funkcija, takode poznata kao zajedniCka funkcija rastu¢e monotonosti, je
neopadajuca funkcija koja predstavlja pozitivan odgovor kad su sve ulazne vrednosti strogo
rastuce.

Definicija 2.7 [2] Funkcija F: 1™ - R je jednoglasno rastu¢a ako je neopadajuca i ako je, za
proizvoljno x, x" € 1™,

x; < x;{,V€ [n] = F(x) < F(x').

Jasno, strogo rastu¢a monotonost omogucava jednoglasnu rastu¢u monotonost. Na primer,
aritmeticka sredina AM je strogo rastuca,pa je otuda i osetljiva i jednoglasno rastuca. Funkcije
Min i Max su jednoglasno rastuée, ali ne i strogo rastuce. Proizvod [] je jednoglasno rastuci na
[0,1]". Medutim, ako se 0 nade medu inputima, osetljivost kod proizvoda je narusena.
Ograni¢ena suma S;(x) = min(3L;x;,1) na [0,1]" je neopadajuca, ali ne i jednoglasno
rastuca.

2.3 Neprekidnost
Neprekidnost je vazna osobina operatora agregacije koja je prikazana na osnovu [2].

Definicija 2.8 [2] F: 1™ — R je neprekidna funkcija ako je
lim F(x) = F(x"),x" € I".
XX
x€ln
Osobina neprekidnosti u sustini znac¢i da bilo kakve promene u argumentima (moguée manje

greske) ne bi trebale da dovedu do velikih promena u agregacionim vrednostima (output greske).

Za neopadajuce funkcije, neprekidnost moze biti drugacije okarakterisana, Sto i sledece tvrdenje
pokazuje.

Tvrdenje 2.9 [2] Za neopadajucu funkciju F: 1" — R slede¢i uslovi su ekvivalentni:

Q) F je neprekidna,

(i) F je neprekidna za svaku promenljivu, odnosno, za proizvoljno x € I" i proizvoljno
i € [n] unarna funkcija u — (xq, ..., X;_1, U, X; 41, ---, X) j€ Neprekidna.

(ili)  zasvako x,y € I" pri ¢emu je x < y i svako ¢ € [F(x)F(y)] postoji z € I"™ pri ¢emu
jex <y<ztakodaje F(z) = c.
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Dokaz. 1z (i) sledi (ii) trivijalno.

Iz (ii) sledi (i) Neka je x* € 1™ fiksno, € > 0 i neka je (x("))kEN niz u I" koji konvergira ka x*.
Tada mozemo napraviti nizove (a(k)) LEN i (b(k)) ey U ™ koji konvergiraju ka x* i tako da je
a® < gU+D) p) < ptD) j () < () < pK)

pri cemu je k € N.

Neprekidnost od F za i-tu promenljivu znaci da postoji K; € N, tako da je, za svako k > K;,
*) — Ki * (k) *
F(x*)—&e<F ((ai " ) <F ((xl. ){i}x )
K; * *
SF((bi {i}x)SF(x)+e.

|z toga sledi da za svako k > K := max;ep, K; imamo F(x*) —ne < F(x®) < F(x*) + ne i
otuda je F neprekidno.

Iz (i) sledi (iii) Poznato je da neprekidne unarne funkcije imaju osobinu srednje vrednosti
(nezavisno od toga da li su opadajuce ili ne). Sada, za proizvoljno x,y € 1" tako daje x < y i
x #y (ovo je jedini netrivijalni sluc¢aj), mozemo definisati unarnu funkciju f:[0,1] - R na
slede¢i nacin:

f(@© =F((1-t)x+ty).

Ova funkcija je neprekidna i za svako ¢ € [F(x)F(y)] = [f(0), f(1)] postoji neko t, € [0,1]
tako da je f(t,) =c. Tada postoji z = (1 —ty)x + tyy pri Cemu je x <y < z tako da je
F(z) =c.

Iz (iii) sledi (ii). Kada bi se fiksirale sve promenljive funkcije F osim jedne promenljive, iz
osobine srednje vrednosti bi sledila sirjektivnost funkcije F kao funkcije jedne slobodne
promenljive, uzimaju¢i za kodomen najmanji interval koji sadrzi prihvatljive vrednosti.
Sirjektivnost je zbog neopadaju¢e monotonosti ekvivalentna neprekidnosti od F u slobodnoj
promenljivoj. [ ]

Neprekidnost je topoloska osobina realnih funkcija. Kao §to je ve¢ pomenuto, neprekidnost
funkcije F sprecava da imamo velike greske izlaznih vrednosti usled malih greski ulaznih
vrednosti. Uopsteno za neprekidne funkcije ne postoji odreden odnos izmedu greski izlaznih
vrednosti 1 ulaznih vrednosti. Da bismo izbegli ovaj problem, predlozeno je nekoliko vrsta jacih
oblika neprekidnosti. Prvo, posmatramo uniformnu neprekidnost. Zatim posmatramo i apsolutnu
neprekidnost, koja je u bliskoj vezi sa integracijom i diferencijacijom. Mozda najpoznatiji jaci
oblik neprekidnosti je osobina LipSicove neprekidnosti (ili krace LipSicova osobina) koja opisuje
odnos izmedu greski izlaznih 1 ulaznih vrednosti.

Kao s§to ¢emo videti u nastavku, sve ove osobine mogu se urediti na slede¢i nacin. Svaka
Lipsicova funkcija je apsolutna neprekidnost. Svaka apsolutno neprekidna funkcija je uniformna

9
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neprekidnost. Svaka uniformno neprekidna funkcija je neprekidna. Svaka neprekidna funkcija
ima osobinu srednje vrednosti.

Definicija 2.10 [2] Neka je [|*]|: R™ = [0, +o0) norma i neka je D € I". Funkcija F: 1" —» R je
uniformno neprekidna na D (u odnosu na |||]|) ako za svako & > 0 postoji § > 0 tako da
|[F(x) —F(y)|<ekada|lx —y||<dix,y €D.

Poznato je da je uniformna neprekidna funkcija neprekidna, dok obrnuto ne vazi (na primer
F(x) = x? u R ). Medutim, obe osobine se poklapaju za funkcije u posebnim domenima kao $to
su zatvoreni i ograniceni intervali.

Tvrdenje 2.11 [2] Funkcija F: [a, b]™ — R je uniformna neprekidna na [a, b]™ ako i samo ako je
neprekidna na [a, b]™.

Dokaz. Predpostavimo da je F neprekidno na [a, b]™, ali nije uniformno neprekidno. Tada postoji
g > 0 tako da za svako k € N postoji x®),y® € [a, b]™ koji zadovoljavaju ||x® — y®|| < % i
|[F(x®) = F(y®)| > «.

Od niza x®), moze se uzeti podniz x*m) koji konvergira ka granici x* € [a, b]™. Tada podniz
y®m) takode konvergira ka x* jer [a, b]™

< ”y(km) — x(km)” + ”x(km) —x*.

”y(km) —x*

Dakle, neprekidnost F(x(®m)) — F(y®*m)) konvergira ka F(x*) — F(x*) = 0. Dolazi se do
kontradikacije, jer

|F(x(km)) — F(y(km))l > ¢ =

Pre nego $to spomenemo definiciju apsolutne vrednosti, prvo ¢emo se podsetiti pojma varijacije
za unarne funkcije.

Definicija 2.12 [2] Neka je f:1 — R funkcija i neka je D podskup iz R. Varijacija od f na D, u
oznaci Varp(f), definiSe se na slede¢i nacin: ako je DNl =@ tada je Varp(f) =0. U
suprotnom, Varp(f), je dato sa

n
sup {Elf(ai) —f(ai_)|:ag,...,an €DNIay < < ayy,
i=1

gde supremum prolazi kroz konacan broj familija {aq,..,a,} za n € N. Ako je Varp(f)
konacan, kazemo da je f ograniCena varijacija na D. Jedna od osnovnih osobina ogranic¢ene
varijacije je sadrzana u sledecoj teoremi.

Teorema 2.13 [2] Neka je f:1 — R funkcija ograni¢ene permutacije. Tada je f diferencijabilno
skorosvuda u I, i f' (stavljamo f' = 0 na svim mestima gde izvod f ne postoji) je integral u I,

J; 1f'®ldt < Van(f).
10
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Definicija 2.14 [2] KaZzemo da je unarna funkcija f:[a, b] = R apsolutno neprekidna ako, za
svako € > 0 postoji § > 0 tako da za bilo koji ureden sistem neopadajucih intervala (a;, b;) c
(a,b),i =1,..,nzakoje je

n

D hi-a)<s

i=1

nejednakost
Dby —fan<e

vazi.

Svaka apsolutno neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu je neprekidna na ovom intervalu.
Zaista, uzevsi u obzir samo jedan proizvoljan, ali fiksni podinterval (x,y) u (a, b) pri ¢emu je
|x — y| < &, dobijamo

lf ) —fl<e
Tvrdenje 2.15 [2] Apsolutno neprekidna funkcija f: [a, b] = R je grani¢na varijacija na [a, b].

Dokaz. Neka je dato € > 0. Za proizvoljnu, ali fiksiranu podelu D intervala [a, b], mogu se
dodavanjem novih intervala podele, grupisati svi podintervali D', polazeé¢i od leve granice a ka
desnoj b, tako da je duzina svih podintervala ekvivalentna § iz definicije 2.14. Maksimalan broj
takvih podintervala je

C= 222+ 1.

Posto je f apsolutna neprekidnost, imamo da je Y|f(b;,) — f(a;)| < € na svakoj podgrupi
podintervala, §to implicira

D)~ fal < C

D

Takode

DB - f(@)l < Ce.m

D
Dajemo primer neprekidne funkcije, koja nije ogranicena varijacija, pa samim tim , na osnovu
tvrdenja 2.15, nije ni apsolutna neprekidnost.

Primer 2.16 [2] Funkcija
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i
F) = xcosﬂ,ako jex € (0,1]
0,akojex =0

neprekidna je na [0,1] (zadato e > 0 imamo da 0 < [x| < § = e implicira |x cos %| < |x| <
€), ali za svaki podinterval intervala [0,1]:

zai € N ispunjeno je
1 1 1
Var[oll](f) = ?+ 1 + -+ 2 + 1.
Kada i — oo tada Varpo 1;(f) — o, odnosno f nije ogranic¢ena varijacija.
Osnovna svojstva apsolutno neprekidnih funkcija su sadrzana u sledeca 3 tvrdenja.
Tvrdenje 2.17 [2] Neka je I = [a, b].

Q) Apsolutno neprekidna funkcija na I je uniformna neprekidna,

(i)  Akoje f:1 - R apsolutno neprekidna funkcija, tada je ona ograni¢ena varijacija na I,
tako da je diferencijabilna gotovo svugde na I i nejgov izvod je integrabilan na I,

(i)  Akosuf,g:[a, b] = R apsolutno neprekidne tada je f + g i cf za svako c € R,

(iv)  Akosu f, g:1 - R apsolutno neprekidne, tada je fg,

(V) Akosu g:1 = [c,d] i f:[c,d] — R apsolutno neprekidne, i g je neopadajuca, tada je
kompozicija f o g: 1 = R apsolutno neprekidna.

Teorema 2.18 [2] Neka je f:[a, b] = R. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

0] Postoji integrabilna funkcija realnih vrednosti g: [a, b] = R tako da je

X

F() = fa) + f g(Odt,  x€[abl,

a
(i) [T f'()dt postoji i jednak je f(x) — f(a) zasvako x € [a, b],
(iii)  f je apsolutno neprekidno.

Tvrdenje 2.19 [2] Neka je f:[a, b] = R neprekidna funkcija koja je diferencijabilna na ]a,b] .
Ako je f' integrabilan na [a, b], tada je f apsolutno neprekidno i
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b
Fb) - f(@) = f £1(0) dt.

Osobina neprekidnost moze se pojacati pomocu LipSicovog uslova.

Definicija 2.20 [2] Neka je ||-|l: R™ — [0,+) norma. Ako funkcija f:I™ —» R zadovoljava
nejednakost

|F(x) = F)| < cllx =yl x,y €I

za konstantu ¢ € (0, +), tada kazemo da F ispunjava LipSicov uslov ili da je LipSicova.
Preciznije, bilo koja funkcija f: 1 — R koja zadovoljava uslov (od malopre) je c-LipSicova.

c- Lipsicov uslov ima zanimljivu interpretaciju kada se primenjuje u agregaciji. On omogucéava
procenu greske izlazne vrednosti u poredenju sa greSkama ulaznih vrednosti.

|F(x) — F(Y)| < ce
svaki put kadaje ||lx —y|l < ezae > 0.

U svim slu¢ajevima kada je I € R, LipSicova osobina za unarne funkcije implicira apsolutnu

neprekidnost. Medutim, obrnuto ne vazi. Na primer, vx na [0,1] je apsolutno neprekidna, ali nije
LipSicova.

1
Norma Minkovskog se definiSe za p € [0,1] kao [|x|[,, := ™ |x;P)P zove se jos i L,- norma.

Tvrdenje 2.21 [2] Najmanja i najveca funkcija agregacije definisana na [a, b] koja je 1-LipSicova
u odnosu na normu ||-||,, su redom date kao A™; [a, b]™ = [a, b] pri Cemu je

A&n) = Max(b —|ln-b— xIIp,a)
i ™ [a, b]" - [a, b] pri &emu je A*™ = Min(a + |lx —n - all,, b).

Dokaz. Neka je B:[a, b]™ — [a, b] 1-LipSicova (u odnosu na normu [|:||,,) funkcija agregacije.
Tada za svako x € [a, b]™ vazi

|B(x) =B(n-a)| < |lx —n-all

odnosno B < A*(™. Sada, trivijalno se pokazuje da je A*™ funkcija agregacije. Stavise, A*™ je
1-LipSicova jer je

lx =n-all, = lly —n-all, < llx = yll,.

Sumirajuéi, A*™ je najvec¢a 1-Lipsicova n-arna funkcija agregacije na [a, b]™. Sludaj za funkciju

Ai”) moze se dokazati na sli¢an nacin. m
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Primer 2.22 [2] (i)Proizvod []:[0,1]? — [0,1] je 1-LipSicov. Zato je na osnovu tvrdenja 2.11 i
uniformno neprekidan na [0,1]™. Posebno, za normu [|-||; u definiciji 2.10 za proizvoljno € > 0
biramo § = ¢.

(ii) Geometrijska sredina GM: [0,1]? — [0,1] nije Lipsicova. Medutim, ona je neprekidna, pa je
samim tim i uniformno neprekidna.

Za prosirenu funkciju agregacije A:UpenI™ — R, neprekidnost za A podrazumeva i
neprekidnost za svako A™. Medutim, LipSicova funkcija A je ogranidena sa postojanjem
konstante ¢ € (0, o) tako da je svaka A™ c-Lipsicova.

Primer 2.23 [2] Aritemti¢ka sredina AM: U, ey 1" = Rje 1-LipSicova nezavisno od intervala I.
Prosirena funkcija agregacije Q: U,en[0,1]™ — [0,1] data sa Q(x) := []; x! nije Lipsicova, iako
je svaka Q" Lipsicova. Za Lipsicovu konstantu kod aritmeti¢ke sredine AM™ najbolje je da se
uzme %

Definicija 2.24 [2] Funkcija F: 1" — R se zove donje poluneprekidna ili levo neprekidna ako za
svako (x®) _ < (IMN tako da je Ax® € 1M(V,x ™), vazi

/\keNF(X(k)) = F(AkeNX(R)).

Definicija 2.25 [2] Funkcija F: 1™ — R se zove gornje poluneprekidna ili desno neprekidna ako
za svako (x("))kEN c (I")N tako da je Apx® € 1(Vyx®), vazi

VkeNF(X(k)) = F(VkeNX(R)).

Tvrdenje 2.26 [2] Neopadaju¢a funkcija F:1" — R je donje poluneprekidna (odnosno gornje
poluneprekidna) ako i samo ako je F donje poluneprekidna (odnosno gornje poluneprekidna) za
svaku promenljivu.

Dokaz. Dokaza¢emo samo slucaj donje poluneprekidnosti, jer se slu¢aj gornje poluneprekidnosti
pokazuje na slican nacin. Potreban uslov je ocigledan, pokazacemo samo dovoljan uslov.
Predpostavimo da je F donje poluneprekidna za svaku promenljivu i neka je (x("))k neopadajuci

)

niz elemenata iz 1" tako da je x = Vx® € I*. Tada je (xl ) neopadajuéi niz elemenata iz I
keN

tako da je Vxl.(k) =x; za svako i € [n]. Neka je € > 0 dato. Donja poluneprekidnost i
neopadajuc¢a monotonost od F za prvu promenljivu omogucava postojanje j; € N tako da je

£
F(xq1, X9, ) Xp) — F(xikl),xz, ...,xn) < -

za svako k; = j;. Sli¢no, zbog donje poluneprekidnosti i neopadaju¢e monotonosti za F postoji
J» € N tako da za svako k, > j, vazi
€

F(xfjl),xz, ...,xn) - F(xgl),xgkﬁ, ...,xn) < o
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itd. Sumirajuéi svih n nejednakosti, definisuci j := max {jy, ..., j,} 1 Koriste¢i da je F monotono
dobijamo da je F(x) — F(x(")) < ¢ za svako k = j. Posto su x i & proizvoljni, imamo da gore
navedene Cinjenice podrazumevaju donju poluneprekidnost za F. m

Sledi tvrdenje koje povezuje predhodno opisane pojmove.

Tvrdenje 2.27 [2] Funkcija agregacije F: 1™ — R je neprekidna ako i samo ako i donje i gornje
poluneprekidna.

2.4 Simetri¢nost

Sledec¢a osobina koju navodimo je simetri¢nost [2]. Naziva se jos i komutativnost, neutralnost ili
anonimnost. Standardna komutativnost za binarne operacije x * y = y * x koja je poznata iz
algebre, moze se lako generalizovati do n-arnih funkcija.

Definicija 2.28 [2] F: 1" = R je simetri¢na funkcija ako je
F(x) = F([x],), x €I",0 € Gpp).

Osobina simetrije zna¢i u sustini da agregaciona vrednost ne zavisi od rasporeda ulaznih
vrednosti u procesu agregacije.

Mnoge funkcije agregacije su simetri¢ne. Npr. aritmeticka sredina (koja je u radu oznacena sa
AM i u delu 3.1 bice detaljno razja$njena), geometrijska sredina (ili GM koja ¢e takode u delu
3.1 biti objaSnjena) i uredeni ponderisani operator usrednjavanja (ili operator koji ¢e biti u delu
3.3 biti razjasnjen) su simetri¢ne funkcije. Primer agregacione funkcije koja nije simetri¢na je
ponderisana aritmeti¢ka sredina u oznaci WAM,,,.

Tvrdenje 2.29 [2] F: 1" — R je simetri¢na funkcija ako i samo ako, za svako x € I", imamo
(1) F(x9, %1, X3, ey X)) = F (X1, X2, X3, e, Xp),
(i1) F(xg, X3, ey X, X1) = F (X1, X3, X3, vr )y X)-

Ovaj jednostavan test je veoma efikasan, posebno kada se simetrija ne pojavi odmah, kao u
izrazu sa 4 promenljive

(g Axy Ax3)V(xg Axy Axg) V(X Axg Axy) V(X Axg AXy),
koji nije niSta drugo nego 4-oro redna statistika x ;.

Tvrdenje 2.30 [2] F: 1" - R je simetri¢na funkcija ako i samo ako postoji funkcija G: 1" - R
tako da je

F(xq, .o, %) = G(x(l), ...,x(n)), x € I".
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2.5 ldempotentnost

U algebri, x je idempotentan elemenat u odredenom skupu ako je za binarnu operaciju *
definisanu na tom skupu ispunjeno x * x = x. Ovo algebarsko svojstvo moze se prosiriti do n-
arnih funkcija, sto definiSe osobinu idempotentnosti za n proizvoljnih funkcija. Idempotenstnost
se naziva i jednaglasnost, podudarnost ili refleksivnost. Navedena osobina znaci da ako su svi x;
jednaki (identi¢ni), F (x4, ..., X,) vraca istu vrednost.

U nastavku dajemo definiciju idempotentnosti.
Definicija 2.31 [2] F: 1" = R je idempotentna funkcija ako je §r = id, tj.
Fn-x)=x,x€l.

Evidentno je da su AM, WAM,,,, OW A,,, Min, Max i Med idempotentne funkcije, dok Y i [] nisu.
Takode svaka neopadajuca i idempotentna funkcija F: 1" — R je funkcija agregacije.

Definicija 2.32 [2] Funkcija F: U,ey I™ — R je jako idempotentna ako za svako n € N i za sve
X € UpenI™vazi F(n-x) = x.

Na primer, ako je F: Upeny I™ = R jako idempotentna tada vazi F (x4, X, X1, X3) = F(xq, x5).

Definicija 2.33[2] Elemenat x € 1 je idempotentni elemenat za F: 1™ — R ako je 6x(x) = x.

Lako se vidi da su jedini idempotentni elementi za A 0, L i c.

Definicija 2.34 [2] Element x € I je trivijalni idempotentni elemenat za F: U,y I — R ako je

lim 8. (x) = x.

Na primer, 0 i 1 su jedini trivijalni elementi za prosireni proizvod []: U,en[0,1]" = R.

Dalje, objasnjavamo kodomen idempotentne funkcije.

Definicija 2.35 [2] F: 1™ — R je kodomen idempotentna funkcija ako je 6 o F = F, tako da je
F(n-F(x)) = F(x), x €1,

Naravno, svaka idempotentna funkcija F:1™ — I je kodomen idempotentna. Obrnuto, ako je
F: 1" — T kodomen idempotentna onda je F idempotentna ako i samo ako je ran(F) = 1.

Primer 2.36 [2] Za proizvoljne brojeve a, b € I, pri cemu je a < b, i proizvoljnu idempotentnu
funkciju G: 1" = 1, funkcija F: 1" = [a, b] definisana na sledec¢i nacin:

F(x) = Med(a, G(x),b)

je kodomen idempotentna, ali nije idempotentna (osim ako je I = [a, b]). Specijalno, svaka
konstantna funkcija je kodomen idempotentna, ali nije idempotentna.

Tvrdenje 2.37 [2] Funkcija f: 1 - R zadovoljava jednacinu f o f = f ako i samo ako
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flran(f) = idlran(f)-

Osim toga, ako je I otvoren interval, tako da je funkcija neprekidna i neopadajuca ako i samo ako
postoje a, b € I, pri éemu je a < b, tada je

f(x) = Med(a, x,b).

Dokaz. Dokazujemo prvi deo.

(=) Nekaje fof =f,pri cemuje ran(f) € 1. Ako x € ran(f) tada postoji z € I tako da je
x = f(z) iotuda f(x) = f(f(2)) = f(2) = x.

(<) Zasvako x € I, f(x) € ran(f) i otuda je £(f(x)) = f(x).
Sada dokazujemo drugi deo.

(=) Posto je f neprekidna, ran(f) je otvoreni interval [a, b]. Dokaz potom sledi iz prvog dela i
neopadajuc¢e monotonosti funkcije f.

(<) Trivijalno. [

Napomena 2.38 [2] Primeri neneprekidnih i neopdaju¢ih funkcija f:1 — I koje zadovoljavaju
f o f = f, susignum funkcija f (x) = sign(x) i funkcija apsolutne vrednosti f(x) = |x|.

2.6 Konjunkcija, disjunkcija i unutrasnjost

Za date n-arne funkcije F: 1" - R i G: 1" — R, kazemo da G dominira nad F ako je F < G na
™. S obzirom da su funkcije Min i Max dominatne funkcije dolazimo do tri glavne klase funkcija
agregacije [2]: konjunktivne funkcije, disjunktivne funkcije i funkcije unutrasnjosti.

Definicija 2.39 [2] F: 1" = R je konjunktivna funkcija ako je inf I < F < Min.

Konjunktivne funkcije kombinuju vrednosti kao da su povezane logi¢kim operatorom ,,i*“. Prema
tome, rezultat kombinacije moze biti visok samo ako su sve vrednosti visoke. Otuda, niska
vrednost ne moze nikad da nadoknadi visoku vrednost. T-norme su pogodne funkcije (definisane
na [0,1]™) za obavljanje konjunktivne agregacije.

Definicija 2.40 [2] F: 1" — R je disjunktivna funkcija ako je Max < F < sup .

Disjunktivne funkcije kombinuju vrednosti kao operator ,,ili“, tako da je rezultat kombinacije
visok ako je bar jedna vrednost visoka. Otuda, visoka vrednost ne moze kompenzovati niske
vrednosti. Takve funkcije su dual konjunktivne funkcije. Najc¢eSce disjunktivne funkcije su t-
konorme (definisane na [0,1]™).
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Sledece tvrdenje pokazuje da, zbog monotonosti funkcije agregacije, konjunktivnost (odnosno
disjunktivnost) funkcije agregacije na domenu [a, b]™ se moze proveriti samo na gornjoj
(odnosno donjoj) granici tog domena.

Tvrdenje 2.41 [2] Funkcija agregacije A: [a, b]™ — R je konjunktivna (odnosno disjunktivna) ako
i samo ako je A(xyb) < x (odnosno A(xyya) = x) zasvako x € [a,b] i zasvako i € [n].

Dokaz. Dokaza¢emo samo slu¢aj konjunktivnih funkcija. Dokaz za slu¢aj disjunktivnih funkcija
je isti.
(=) Trivijalno.
(<) Neka je x € [a, b]™ i izaberimo i € [n] tako da je x; = Min(x). Tada je
infl < A(x) < A(xpb) < x = Min(x). m
Definicija 2.42 [2] F: 1" = R je unutrasnja funkcija ako je Min < F < Max.

Unutras$njost je osobina koju imaju aritmeticka sredina, geometrijska sredina kao i funkcije za
racunanje proseka koje se najvise koriste za agregaciju.

U problemu donoSenja grupne odluke moze se kompenzovati lo§ rezultat pomocu dobrog
rezultata, tako $to ¢e rezultat agregacije biti srednja vrednost.

Jasno je da osobina ran(F) <€ I vazi za bilo koju unutras$nju funkciju F: 1" — R. Slede¢i rezultat
neposredno govori da su unutrasnjost i idempotencija blisko povezani.

Tvrdenje 2.43 [2] Ako je F: 1™ — R unutrasnja funkcija, tada je i idempotentna. Obrnuto, ako je
F:1" - R neopadajuca i idempotentna, onda je unutrasnja.

Dokaz. Prvi deo se trivijalno dokazuje. Imamo
id = Syin < 0p < Opyax = id.
Drugi deo neposredno sledi iz nejednakosti
6p(min (x4, ..., %)) < F(x) < §p(max (xq, ..., X,)).
Imamo
Min =g oMin < F < g o Max = Max.m

Po definiciji, unutrasnja funkcija se nalazi izmedu Min i Max. Prema tome, moZe se predstaviti
na slede¢i nacin.

Tvrdenje 2.44 [2] F:1™ - R je unutra$nja funkcija ako i samo ako postoji funkcija G: 1™\
diag(I™) — [0,1] tako da je

F(x) = Min(x) + G(x)(Max(x) — Min(x)).
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2.7 Asocijativnost

Asocijativnost binarne operacije * zna¢i (x * y) * z = x * (y * z) $to mozemo da zapiSemo i kao
x*y=*z. Ako bi se binarna operacija zapisala u obliku funkcije f(a,b) = a b, tada bi
asocijativnost znacila f(f(a,b),c) = f(a, f(b,c)), i takav zapis se zove asocijativna
funkcionalna jednacina.

Definicija 2.45 [2] F: 1" - 1 je asocijativna funkcija ako, za svako x € I3, vazi
F(F(xq1,%3),%3) = F(xl, F(xy, x3)).
Veliki broj radova bavi se asocijativnim funkcionalnim jednac¢inama i u oblasti realnih brojeva.

U osnovi, asocijativnost se bavi agregacijom samo dva argumenta. Medutim, kako je navedeno u
sledecoj definiciji, pomocu asocijativnosti funkcija moze vrsiti agregaciju bilo kojeg kona¢nog
broja argumenata.

Za vektore x = (xq,...,xp) 1 x" = (x3, ..., x,;,) Koristi¢emo oznaku F(x,x") koja predstavlja

F = (X1, e, Xy, X1, e, X ). Slino je i za viSe od dva vektora. Ako je x € I° prazan vektor tada

ga mozemo jednostavno izostaviti iz funkcije. Na primer, F(x,x") = F(x") i F(F(x),F(x")) =

F(F(x).

Definicija 2.46 [2] F: U,en I™ = T je asocijativna funkcija ako F(x) = x zasve x € T i ako
F(x,x") = F(F(x),F(x")

zasve x,x" € Upen, I"

Kao $§to sledece tvrdenje pokazuje, asocijativnost znaci da svaki podskup od uzastopnih
argumenata moze biti zamenjen sa njihovom delimi¢nom agregacijom bez menjanja ukupne
agregacije.

Tvrdenje 2.47 [2] F: UnenI™ — 1 je asocijativna funkcija ako i samo ako je F(x) = x za sve
x€eli

F(x,F(x"),x") = F(x,x',x"")
zasve x,x', x"" € Upen, I™.
Dokaz. (=) Zasve x,x’,x" € Upen, I" vaze sledece jednakosti
F(x,F(x"),x") = F(F(x, F(x’)), F(x'))
= F(F(F(x),F(x")),F(x"))
= F(F(x,x"),F(x"))

=F(x,x',x").
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(<) Trivijalno. ]

Asocijativnost je takode poznata algebarska osobina koja omogucava da izostavite ,,zagrade™ u
skupu od najmanje tri elementa. Pod predpostavkom asocijativnosti se podrazumeva da ako
funkcija vrsi agregaciju od n argumenata onda ta funkcija moze da vrsi agregaciju i n+ 1
argumenata. Zato sledi da je bilo koja asocijativna funkcija, odredena pomoc¢u binarne funkcije
F?. To se vidi na osnovu sledeéeg primera : F(xq, ..., Xp41) = F(F (X, e, Xp), Xni1)-

Primeri asocijativnih funkcija su Min, Max, 3, T[], Pg, P,. Funkcije poput AM i GM nisu
asocijativne.

Takode moze se primetiti da se spajanjem osobina asocijativnosti i idempotencije ponistava
ponavljanje argumenata u proceduri agregacije, zato §to je:

F(m-x,n-y) =F(F(m-x),F(n-y)) =F(x,y)
zasvem,n € N.

Vazidaje F(x,y,...,y) = F(x,y) bez obzira na broj argumenta y.

2.8 Dekompozabilnost

MozZe se proveriti da aritmeti¢ka sredina kao proSirena funkcija ne zadovoljava asocijativnu
jednacinu (ne ispunjava uslov asocijativnosti). Zanima nas da li postoji funkcionalna jednacina,
sli¢na asocijativnosti, koja moze da zadovoljava geometrijska sredina, kvadratna sredina, itd.

Zato uvodimo novu osobinu, sli¢nu asocijativnosti, koju ima aritmetic¢ka sredina [2].
F(xq, oo, Xg, Xgeg1s eoer Xn) = F(k - F(X1, ey X)), Xigg1s o0 X))
za svaki ceo broj 0 < k < n, pri ¢emu je n > 1. To je ekvivalentno slede¢em zapisu
F(x,x") =F(k-F(x),x")
za svako k € Ny, za svako x € I* i za svako x’ € Upey, I".

Definicija 2.48 [2] F: U,y I™ — T je dekompozabilna funkcija ako je F(x) = x zasvako x € T'i
ako je

F(x,x'")=F(k-F(x),k" - F(x"))
zasvako k, k' € Ny, za svako x € I¥ izasvako x' € I¥.

Uzevsi u obzir da je k=0 ili k' =0 u jednacini iz definicije 2.45, vidimo da je svaka
dekompozabilna funkcija kodomen idempotenta. Staviie, sledeéa osobina pokazuje da
dekompozabilnost znaci da svaki element proizvoljnog podskupa uzastopnih argumenata moze
biti zamenjen sa njihovom delimi¢nom agregacijom bez menjanja ukupne agregacije.
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Tvrdenje 2.49 [2] F: U,enI™ — 1 je dekompozabilna funkcija ako i samo ako je F(x) = x za sve
x€eli

F(x, k' -F(x"),x") =F(x,x",x"")
zasve k' € Ny, zasve x' € I¥ izasve x,x" € Unen, I™.
Dokaz. Dokaz je slican dokazu teoreme 2.47.
(=) Za proizvoljne k, k', k"' € Ny i proizvoljne x € I¥, x’ € I¥', x"" € I¥" je ispunjeno
F(x, k' -F(x"),x") =F((k+k') - F(x, k' F(x"), k" F(x"))
= F((k+k')-F(k-F(x),k'-F(x")), k" - F(x'"))
=F((k+k") -F(,x"),k"-F(x'")
=F(x,x',x'"
pri ¢emu smo, u (*) koristili ¢injenicu da je F kodomen idempotentna.
(<) Trivijalno. [

Primeri dekompozabilnih funkcija su Min, Max, AM, GM, Pg, P;. Funkcije kao §to su Y i [] nisu
dekompozitivne.

Sledece tvrdenje obezbeduje dovoljan uslov da asocijativna funkcija bude dekompozabilna.

Tvrdenje 2.50 [2] Ako je F: U ey 1™ = T kodomen idempotentna i asocijativna funkcija, tada je i
dekompozabilna.

Dokaz. Neka je k, k' € Ny, x € I¥ i x' € I*'. Tada je ispunjeno

F(k-F(x),k'-F(x"))=FF(k-F(x)),F(k'-F(x"))) (asocijativnost)

=F(F(x),F(x") (kodomen idempotentnost)
= F(x,x") (asocijativnost).
Prema tome, F je dekompozabilna. [ ]

Definicija 2.51 [2] Funkcija F: UpenI™ = 1 je jae dekompozabilna ako je F(x) = x za svako
x € lTiakoje

F(x)=F ZF(x|K)1{i} + Z F(x|ge) 1

i€k jEK®

zasvako n € N, svako K < [n] isvako x € I".

21



Operatori agregacije i njihova komparacija kroz primere

2.9 Autodistributivnost
Sada ¢emo razmotriti osobinu autodistributivnosti navedenu u [2]. DefinisaCemo prvo za dva
argumentna, a onda se definicija lako moze prosiriti do n argumenata.

Definicija 2.52 [2] F: 1? - I je autodistributivna funkcija ako je, za sve x € I3, ispunjeno
F(xlf F(xz’xs)) = F(F(xq,x2), F (xq, x3))

F(F(xlf X2), F(xs)) = F(F(xllx3): F(x,, xs))-

Autodistributivne jednacine su ispitivane kako u opsStim algebarskim strukturama, tako i za
realne brojeve.

2.10 Bisimetrija
Definisa¢emo sada osobinu bisimetrije opisanu u [2].

Definicija 2.53 [2] F: 12 - I je bisimetri¢na funkcija ako je, za sve x € 1%, ispunjeno
F(F(xpxz): F(x3, x4)) = F(F(xl,x?,), F(xy, x4)).

Neposredna posledica ove definicije je da je idempotentna i bisimetri¢na funkcija F:1%2 - 1
nuzno autodistributivna.

Zan argumenata, bisimetrija ima slede¢u formu:
Definicija 2.54 [2] F: 1" - 1 je bisimetri¢na funkcija ako je
F(F(xll, vy X11)y s F (X1 ooes xnn))

= F(F(xll, ...,xnl), ...,F(xln, ...,xnn))

X11 X1n
za sve kvadratne matrice | P e,
Xn1 " Xnn

Bisimetrija pokazuje da se agregacija za sve elemente u kvadratnoj matrici moze primeniti prvo
na redove, a potom na kolone, ali i obrnuto. Medutim, posto je ovo primenljivo samo kod
kvadratnih matrica, ova osobina nema veliku primenu u agregaciji. Njena upotrebljivost ostaje
samo u domenu teorije.

Definicija 2.55 [2] F: Upen I™ = 1 je strogo bisimetri¢na funkcija ako je F(x) = x zasve x € i
ako je zasve n,p € N, ispunjeno

F (F(xll, s X1 e F(xpl, e xpn))
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=F (F(Xll, ...,Xpl), ...,F(xln, ...,xpn))

X117 Xin
za sve matrice < : : ) € [Pxm,

X X

pl pn

Ako je operator agregacije komutativan i asocijativan, onda je on nuzno bisimetri¢an. Ali
obrnuto, ne mora da vazi.

2.11 Neutralni elemenat i annihilator
Neutralni elemenat je pojam poznat iz oblasti binarnih operacija. Podsetimo se binarne operacije
+ definisane na domenu X: elemenat e € Xje neutralni elemenat (za operaciju *) ako je

X*e=exx =X.

Svaka binarna operacija * moze imati najvise jedan neutralni elemenat. 1z predhodne jednakosti
moze se zapaziti da neutralni elemenat u binarnim operacijama ima isti efekat kao i izostavljanje.
Slede definicije i tvrdenja koja su opisana u [2].

Definicija 2.56 [2] Neka je F:UpenyI™ = R prosirena funkcija. Element e € I je proSireni
neutralni elemenat od F ako je, za svako i € [n] i svako x € 1" tako da x; = e, vazi

F(xl, ...,Xn) = F(Xl, ...,xi_l,Xi+1, ...,xn).

Dakle prosiren neutralni elemenat moze biti izostavljen iz vrednosti argumenta i nece uticati na
agregacionu vrednost.

Sada ¢emo za n-arne funkcije definisati neutralni elemenat.

Definicija 2.57 [2] Elemenat e € T je neutralni elemenat funkcije F:1™ — R ako, za svako
i € [n]isvako x € I, vazi

F(x{i}e) = X.

Jasno, ako je e €1 prosireni neutralni elemenat proSirene funkcije F:U,eyI™ = 1 gde je
F®(x) = x, tada je e neutralni elemenat za sve F™,n € N. Na primer, e = 0 je proireni
neutralni elemenat prosirene suma funkcije Y. To je takode neutralni elemenat n-arne suma
funkcije Y™

Tvrdenje 2.58 [2] Posmatrajmo funkciju agregacije A: 1™ — I sa neutralnim elementom e € L.
Tada je A konjunktivna i b := supl € I ako i samo ako je e = b. Takode, A je disjunktivna i
a = infl € I ako i samo ako je e = a.
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Dokaz. Razmotricemo samo slucaj konjunktivne funkcije. Slu¢aj disjunktivne funkcije se
dokazuje na isti nacin. Predpostavimo da je A konjunktivna i b := supl € I. Tada za svako
i € [n] vazi

b= A(b{l}e) < Mln(b{l}e) =e<b
i otuda je e = b. Obrnuto direktno sledi iz tvrdenja 2.41. [

Definicija 2.59 [2] Elemenat a € 1 je annihilator funkcije F: 1™ — R ako za svako x € I" tako da
a € {xq,..,x,}, vazi F(x) = a.

Tvrdenje 2.60 [2] Neka je A: 1" — I funkcija agregacije. Ako je A konjunktivnaia :==infl €l ,
tada je a anhhilator elemenat. Dualno, Ako je A disjunktivna i b := supl € I, tada je b anhhilator
elemenat.

Dokaz. Razmotri¢emo slu¢aj konjunktivne funkcije. Slucaj disjunktivne funkcije se dokazuje na
isti nacin. Neka x € I" tako da a € {x4, ..., x,}. Kako je A konjunktivna, ispunjeno je

a<A(x) <Min(x) =a
Sto dokazuje tvrdenje. ]

Obrnuti smer u tvrdenju 2.60 ne vazi. Na primer, na [0,1]", O je annihilator geometrijske sredine
GM, koja nije konjunktivna.

Definicija 2.61 [2] Prosirena funkcija agregacije A: U,eyI™ = R se zove Arhimedova ako, za
svako x € I, vazi

lim;, 0 8,00 (x) € {inf1, supl} € E4 U Ay,

gde je E, skup prosirenih neutralnih elemenata od A i A4 skup anhhilator elemenata od A.

2.12 Aditivnost
Razmotri¢emo jednacine koje ispunjavaju odredene funkcionalne jednacine u formi

F(xxx") = F(x) * F(x"), x,x €1",
gde je * asocijativna operacija. Fokusira¢éemo se na sledece operacije: +, Ai V.
Definicije 1 tvrdenja koja slede opisani su u [2].
Definicija 2.62 [2] F: 1" = R je aditivna funkcija ako
F(x+x")=F(x)+ F(x") (2.1)

zasve x,x' € 1" gde x + x' € I™.
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Za unarne funkcije, funkcionalna jednacina (2.1) je poznata kao Kosijeva jednac¢ina. Uzimajuéi u
obzir neprekidnost i neopadajuéu monotonost, njena resenja u R su linearne funkcije.

Tvrdenje 2.63 [2] Neka f: R = R zadovoljava Kosijevu osnovnu jednaéinu
fOe+x) = f0)+ f(x).
Tada je f ili forme f(x) = cx zaneko ¢ € Rili je grafik od f svuda gust na R?.
Dokaz. 1z (2.1) sledi pomocu indukcije
fOq+ -+ 2x,) = fx) + -+ f(xn)
i takode f(nx) = nf(x) za sve realne brojeve x i prirodne brojeve n. Zatim se dobija prosirenje

f (% x) = % f(x) za sve prirodne brojeve m i n na slede¢i nacin

mf(x) = f(mx) = f(n%x) =nf (%x)

Tako je f(rx) = rf(x) za sve pozitivne racionalne brojeve r. Za r = 0 takode vazi jednakost
zato $to iz

F(x1'x2' X3) = F(F(xl' X'3), X2, F(Xl,X3))
sledida (0 + 0) = f(0) + £(0), odnosno f(0) = 0. Za negativno r vazi ista jednakost
{r1Cer, £ (1)) + 1 (x2, f(x2)) 1,12 € Q)
gust na R2. Takode,
T1(x1:f(x1)) +7 (xz»f(xz)) = (r1xy + 12x3, f(r1X1 + 12X3))
je tacka na grafiku f i zato grafik mora biti gust na R?. m
Za n-arne funkcije jednacina (2.1) se zove generalizovana KoSijeva jednacina.

Tvrdenje 2.64 [2] F: R? — R je aditivna funkcija ako i samo ako postoje aditivne unarne funkcije
fiiR? > R, i =1,..,ntako da je zasve x € R"

F(x) = Zn:fi(xi)-

Usled neprekidnosti (tj. neopadaju¢e monotonosti) svakog F(xl{i}), funkcija F je oblika

n

F(x) = Z CiX;

i=1

zasve x € R", pri ¢emu su ¢, ..., ¢, proizvoljne (nenegativne) realne konstante.
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Pri dokazu kombinujemo jednakost

n

x = Z F(xl{l-})

i=1
i jednacinu
F(xy, %2, x3) = F(F(x1,x3), %2, F (%1, %3))
i dobijamo
n n
FGO = ) F(xlg) = ) filw)
i=1 i=1

pri ¢emu je svaka unarna funkcija f;(x;) = F (xl{i}) aditivna.
Definicija 2.65 [2] F: 1™ — R je minitivna funkcija ako je

F(x Ax") =F(x) AF(x")
zasve x,x € I"™,

Vazno je napomenuti da je neopadajuca unarna funkcija F: I — R reSenje funkcionalne jednacine
fxAx") = f(x) A f(x"). Klasa neopadajuc¢ih unarnih funkcija se moze identifikovati sa klasom
minitivnih unarnih funkcija.

Definicija 2.66 [2] F: 1" — R je maksitivna funkcija ako je
F(xvx')=F(x)VF(x")

zasve x,x € I"™.
3. Pregled esencijalnih operatora agregacije

U drugom delu master rada, predstavljamo pregled ve¢ postoje¢ih matemati¢kih operatora.
Objasni¢emo njihove glavne osobine i karakteristike. Takode ¢emo predstaviti i neke znacajnije
posebne slucajeve.

Pocinjemo predstavljanjem nekih od najcesce koris¢enih operatora agregacije. Nazvali smo ih
osnovnim. U ovu grupu spadaju slede¢i operatori agregacije, opisani u [1],[6]: aritmeti¢ka
sredina, ali i medijana, (ponderisani) minimum i (ponderisani) maksimum, kao i neki klasi¢ni
oblik generalizacije kao Sto je ponderisana sredina.
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Nastavljamo sa predstavljanjem kvazi-aritmeti¢ke sredine [2], veoma znacajne grupe operatora
zasnovane na transformacijama klasi¢ne aritmeticke sredine. Dalje, predstavljamo odredeni
ponderisani operator usrednjavanja (OWA operator) [1], koji u sklopu aditivne forme ukljucuje
minimum i maksimum kao posebne slucajeve. Zatim prelazimo na diskretne fazi integrale:
Choquet i Sugeno integrali ([2],[3].[4],[11]). Choquet integral generalizuje ,,dodatne” operatore
kao OWA ili kao ponderisana sredina, dok Sugeno integral generalizuje ,,minimalne-
maksimalne” operatore. Ovi operatori daju reprezentativnu vrednost ,.kao sredi$nju” na skupu
agregacije.

Nakon toga, predstavljamo dve grupe specijalizovane za agregaciju proisteklu usled
neizvesnosti: t-norme i t-konorme (definisani u [1],[2],[5]). Ovi operatori ,,ne daju* srednju
vrednost, ve¢ umesto toga izraGunavaju presek i uniju (respektivno) fazi skupova. Ovi operatori
se Cesto koriste, jer se mogu posmatrati kao generalizacija logic¢kih operatora agregacije: ,,i” (t-
norme) i ,,ili” (t-konorme).

Uoceno je da se prilikom grupnog odluéivanja ne korisiti logika agregacije t-norme i t-konorme.
To proizilazi iz ¢injenice da klasi¢ni operatori koriste, ali ne kompenzuju ,,niske” sa ,,visokim”
numeri¢kim vrednostima. Predstavicemo neke od predloZenih reSenja zasnovanih na t-normi i t-
konormi: kompenzacione operatore [1].

Druge vrste operatora su se pojavile nakon otpustanja aksioma koji se inace razlikuje od t-norme
i t-konorme: uninorme [1].

U ovom delu predstavljen je objektivan pregled grupe operatora agregacije, kao i karakteristike,
prednosti i mane svakog od operatora.

3.1 Osnovni operatori agregacije

U ovom delu naves¢emo osnovne operatore agregacije opisane u [1]. Najpoznatiji operatori
agregacije su aritmeticka sredina AM, geometrijska sredina GM, harmonijska sredina HM,
kvadratna sredina QM i za p € (0, o) sredina M,, koji su dati redom:

n

1
AM(xy, ..., xp) = EZ X;,

i=1

GM(xq, ..., %x,) = (ﬁ xl-)ﬁ,

i=1
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n
HM (x4, ..., x,) = —
n 4
i=1 xi
1
1w .\
QM(xll --')xn) = _<Z xlz) ]
n ]
=1
1
1/ .\
My, (xq, ..., Xy) == lep .
i=1

Svi ovi operatori su komutativni, neprekidni i idempotentni, nisu asocijativni i nemaju neutralni
elemenat. Operatori AM,QM i M,, su strogo monotoni i nemaju annihilator. GM i HM imaju
annhilator i to je 0, i zbog toga nisu strogo monotoni.

3.1.1 Aritmeticka sredina

vvvvv

prosecna sredina). Matematicki gledano, aritmeticka sredina se definiSe na sledeci nacin [1]:

n

1
AM(Xl, ...,xn) = EZ xl

i=1

)

Ovaj operator je interesantan zato $to daje vrednost agregacije koja je manja od najveceg
argument,a ve¢a od najmanjeg. Aritmeticka vrednost je ¢esto koriStena zato $to je jednostavna i
zadovoljava osobine monotonosti, neprekidnosti, simetrije, idempotentnosti i stabilnosti za
linearne transformacije. Medutim, nema annhilator niti neutralni elemenat.

Il
.M:

i=1

3.1.2 Ponderisana sredina

Ponderisana sredina, klasi¢no prosirenje aritmeticke sredine, omogucava dodavanje ponderisanih
koeficijenata argumentima. Time se gubi osobina simetri¢nosti. Ovaj operator se izrazava
matematickom formulom [1]:

n

Moy iy (g oo ) = ) (W),

i=1

pri éemu su tezinski koeficijenti nenegativni i vazi Y-, w; = 1.
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Ponderisana sredina zadovoljava osobine monotonosti (rastu¢a je i jednoglasno rastuca),
neprekidnosti, idempotentnosti, aditivnosti i bisimetricnosti. Ovaj operator nije simetrican.

3.1.3 Medijana

Jos jedan operator koji prati ideju postojanja "srednje vrednosti" jeste medijana, navedena u [1].
Pomoc¢u medijane vrsi se agregacija vrednosti tako Sto se iz niza argumenata poredjanih od
najmanje do najvece vrednosti uzima elemenat koji je u sredini. U slucaju da je kardinalnost
skupa argumenata paran broj, tada ne postoji argumenat koji je u sredini, nego par u sredini.
Tada se uzima srednja vrednost tog para.

Ovakav operator agregacije zadovoljava grani¢ne uslove, monotonost, simetricnost i
idempotentnost.

Postoji uopstenje ovog operatora: statistika poretka reda k, kojim mozemo da odaberemo
elemenat na k-toj poziciji u nizu u kojem su vrednosti poredane od najmanje do najvece.

3.1.4 Minimum i maksimum
Minimum i maksimum su, takode, osnovni operatori agregacije navedeni u [1]. Minimum daje
najmanju vrednost skupa, dok maksimum daje najvecu vrednost.

Oni ne daju reprezentativnu "srednju vrednost", ali mogu biti od velikog znacaja u razliitom
kontekstu. Na primer, u procesu grupnog odlucivanja minimum se prevodi u konjunktivnu
osobinu (to je t-norma). A maksimumu je t-konorma i ima disjunktivnu osobinu.

Kao operatori agregacije oni zadovoljavaju aksiome definicije (identitet kada se pojedinacni
grani¢ni uslovi ne povecavaju). Osim ovih osnovnih osobina, ova dva operatora imaju osobinu
monotonosti, simetri¢nosti, asocijativnosti, idempotentnosti. Koriste¢i ove operatore nikada se
nece dobiti “ vrednost u sredini”.

Ako se radi o ograni¢enom intervalu [a, b], minimum daje vrednost a, a neutralni element je b,
dok ¢e za maksimum biti obrnuto: uvek se dobija vrednost b, a neutralni element je a.

3.1.5 Ponderisani minimum i ponderisani maksimum
Ponderisani minimum i ponderisani maksimum su operatori agregacije koji su dati na sledeci
nacin [1]:

miny, . (X1, .., ) = mini_;[max (1 — wy, x;)]

Maxy,,..wy, (X1, -+, Xn) = maxiz, [min (wy, x;)]
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pri éemu su tezinski koeficijenti nenegativni i vazi ),;—, w; = 1.

Ova dva operatora imaju interesantna svojstva. Na primer, ako se ponderisani koeficijent w;
izjednaci sa nulom tada argument x; necée biti uklju¢en u proces agregacije. Takode, ako su
ponderisani koeficijenti jednaki, tada se dobija minimum i maksimum, redom.

Ovi operatori imaju manu zbog postojanja mogucnosti povecanja jednog ponderisanog
koeficijenta, a da to nema nikakvog efekta na rezultat agregacije. To je zbog cinjenice da ovi
operatori nisu striktno monotoni u odnosu na ponderisane koeficijente, koji jesu striktno
monotoni.

Uvodenjem druge vrste ponderisanog minimum i maksimuma dobija se osobina striktne
monotonosti u odnosu na ponderisane koeficijente. Oni se definiSu na slede¢i naéin [1]:

n
minwlp_qwn (xl, ey xn) = Z[l ' (WO'(L') - Wo‘(i+1)) ' min(xa(l), ,xa(i))]
i=1

n
MaXy,, wy (X1, ) Xn) = Z[l (Woiy — Wogirny) - max(Xoay, - Xo (i) |
i=1
pri ¢emu su ponderisani koeficijenti nenegativni, vazi ),;—,w; = 1 i ¢ je permutacija za koju
vazi sledece: Wo(1) = We(2) = = Won) L Womer) = 0.

Znaci, ovi operatori imaju iste osobine kao prethodna dva definisana operatora, ali su oni striktno
monotoni u odnosu na ponderisane koeficijente. Drugim recima, varijacija bilo kojeg
ponderisanog koeficijenta menja rezultat agregacije. Ovi operatori su stabilni za bilo koju
linearnu transformaciju.

3.2 Kvazi — aritmeticka sredina

U ovom delu ¢emo predstaviti kvazi-aritmeti¢cku sredinu i opisati neke njene osobine (videti
[2],[6]). Kvazi-aritmeticka sredina predstavlja znafajnu grupu operatora koja Se bazira na
transformacijama klasi¢ne aritmeticke sredine.

Definicija 3.1 [2] Neka je f:I - R neprekidna i strogo monotona funkcija. n-arna kvazi-
aritmetiCka sredina generisana sa f je funkcija My: 1" — I definisana na slede¢i nacin:

1 n
Mp) = £ (;Z f(xi)) B.D

ProSirena kvazi-aritmeticka sredina generisana sa f je funkcija My: Upen I™ = T ogranicena na
™, to je n-arna kvazi-aritmeticka sredina generisana sa f.
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Napomena 3.2 [2] U pojedinim aplikacijama moze biti zgodno prosiriti rang od f na proSiren
realni interval R = [—oo, +00]. O¢igledno, u ovom slu¢aju potrebno je definisati izraz co — oo
koji ¢e Cesto biti predstavljen kao —oo.

Klasa kvazi-aritmeticke sredine obuhvata vecinu sredina za op$tu upotrebu, kao S$to su
aritmeticka sredina, geometrijska sredina, itd. Sledeca tabela prikazuje najpoznatije slucajeve
kvazi-aritmeti¢ke sredine.

f(x) My (x) Vrsta
1 n
X - Z X; Aritmeticka sredina
i=1
1
2

n
x? (lz x,2> Kvadratna sredina
niat
| o\ Geometrijska
08X 1_[ Xi sredina

1
x~t lan 1 Harmoni¢na sredina
n&i=ly;
n
e ( lln lzeaxi Eksponencijalna
€ R\{0}) a \n& sredina
i=
Tabela 3.1

Tvrdenje 3.3 [2] Neka su f,g:1 — R neprekidne i strogo monotone funkcije. Predpostavimo
takode da je g neopadajuca (odnosno opadajuca). Tada

(i) My < M, ako i samo ako je g o f~1 konveksna (odnosno konkavna);
(i) My = M, ako i samo ako je g o f~1 linearna, tako da je
gx)=rf(x)+s r,s ER,r # 0.

Dokaz. Predpostavimo da je bez umanjenja opstosti g neopadajuca. Stavljaju¢i u; = f(x;),

imamo
13 1\
M; <M, < ft (;Z f(xl-)> <gt (;2 g(xi)>
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1w 1w
e goft (;; ui) < 5;(9 o fTH(w).

Ovo je Jensen-ova nejednakost za funkciju g o f~1, koja je zadovoljena samo ako je ova funkcija
konveksna, ¢ime je dokazano (i).

Sada ¢emo dokazati (ii). Na osnovu (i), imamo My = M, ako i samo ako su funkcije g o f~1 i

feogt=(gef 1)1 konveksne. Ovo pokazuje da je g o f~1 i konveksna i konkavna, odakle
sledi da je ona ustvari linearna. [

Primer 3.4 [2] Predpostavimo da je I = (0,1) i razmotrimo funkciju M: 1" — 1 definisanu kao

GM (x)

MO = e 1 eMd =)

gde je GM geometrijska sredina. Lako moZemo videti da je funkcija M kvazi-aritmeticka sredina
ex
1+eX’

generisana sa neopadaju¢om funkcijom g(x) = log 1%, ¢ija je inverzna funkcija g~ 1(x) =
Uporedimo M sa geometrijskom sredinom GM, koja je generisana sa f(x) = log(x). Posto je
(g°fH) = log

1—e*
Sada predstavljamo aksiomatizaciju klase kvazi-aritmeticke sredine kao proSirene funkcije
agregacije.

konveksna, iz tvrdenja 3.3 dobijamo da je GM < M.

Lema 3.5 [2] Ako je F: Upen I™ = R idempotentna, simetri¢na i dekompozabilna funkcija, tada
za svaki ograniCen interval [a, b] € [, postoji funkcija ¥:[0,1] N Q = R pri ¢emu je Y(0) = a i
Y (1) = b, tako da je

1 n
Fp@), o () = ¥ (;Z zl-> (z e| Jaoarmn @n)>.

i=1 neN

Stavise, ako je F neopadajuca (ili strogo rastuca), tada je i .
Dokaz ove leme se moze pogledati u [2]. Ideja je da za proizvoljan racionalan broj z = § €

[0,1] N Q, posmatramo

Y(z)=F(@-b,(q—p)-a).

Teorema 3.6 [2] F:UnpenI™ = R je simetricna, neprekidna, strogo rastuca, idempotentna i
dekompozabilna ako i samo ako postoji neprekidna i strogo monotona funkcija f: 1 — R takva
da je F = M; proSirena kvazi-aritmeticka sredina generisana sa f,

Dokaz. (=) Trivijalno.
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(<) Prvo ¢emo predpostaviti da je I zatvoreni interval [a, b]. Na osnovu Leme 3.5, postoji
strogo rastuca funkcija ¥: [0,1] N Q = R, pri ¢emu je Y (0) = a i Y (1) = b, tako da je

1 n
F(l/)(zl)) '")lp(zn)) = ll} (EZZI) (32)

i=1
zasvako z € U,en([0,1]" N Q™).

Pokaza¢emo da funkcija 1) moze biti proSireno neprekidna na [0,1]. Predpostavimo suprotno, da
postoji x € (0,1) tako da je

Y(x—0)=u, Y(x+0) =, u < .
Neka su (zy)men | (Zm)men Nizovi u [0,1] N Q koji konvergiraju ka x, takvi da je z,, <m <
Zp 15 (Zm + 21,) < x. Tada, koriste¢i (3.2), dobijamo da je

4

u= lim y <@> =nlli£rgo FW(z),v(zn) = Fwv) > Fuu) =u

m-—oo
kontradikcija. Isti zakljucak vazi i za x=0 ili x=1.

Vidimo da je skup {¢(2):z € [0,1] N Q} gust svugde na [a, b] = [(0),¥(1)]. Prema tome, na
osnovu neprekidnosti, mozemo prosiriti funkciju ¥ u svakoj tacki intervala [a, b] i definisati
njenu inverznu funkciju na [a, b] Sto dokazuje rezultat kada je I = [a, b].

Sada ¢emo dokazati rezultat za opSti interval [, koji moZe biti ograni¢en. Razmatramo interval
[am, b ], 9de je () men (0dN0SNO (byy,)men) Proizvoljan monoton opadajuéi (odnosno rastuéi)
niz koji konvergira ka a (odnosno b). Zatim, prema onom $to je ve¢ dokazano, imamo F = My

na [a,, by]™, gde je f, generator od F na [am, by,]. Slicno tome, imamo F = M,  na
[am+1, bm+1]™, Qde j€ frn4q generator od F na [ay,1q, bypiq]. PoSto je Mg = Mg ., na osnovu
Tvrdenja 3.3 , moZemo izabrati f,,41 = fin Na [, by ]. Konacno, definiSuci

f&x) = lim f,(x)
m-—+oco
dobijamo F = M nall, gde je f:1 — R neprekidna i strogo monotona.m

Posledica 3.7 [2] F:UpenyI™ = R je neprekidna, strogo rastuca, idempotentna i Strogo
dekompozabilna ako i samo ako postoji neprekidna i strogo monotona funkcija f: 1 — R tako da
je F = Mg proSirena kvazi-aritmeticka sredina generisana sa f.
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3.3 Uredeni ponderisani operator usrednjavanja - OWA operator

OWA (eng. ordered weighted averaging) operatore je uveo Ronald R. Yager da obezbedi
sredstva za agregaciju rezultata pridruzene sa satisfakcijom u visekriterijumskom odlu¢ivanju i
pomocu ovog operatora dolazi do sjedinjavanja konjunktivnih i disjunktivnih osobina. OWA
operator se definiSe na slede¢i nacin [1]:

n
OWA(xy, ..., Xn) = Z WjXo(j),
j=1

gde je o permutacija tako da je x,(1) < -+ < Xxg(n). Tezinski koeficijenti su nenegartivni
(w; = 0) injihov zbir jednak je 1 (XL, w; = 1).

Pomo¢u OWA operatora se dobija parametrizovana grupa operatora agregacije koja obuhvata
mnoge poznate operatore kao $to su maksimum, minimum, statistika poretka reda k, medijana i
aritmeticka sredina. Da bi se dobio neki od ovih operatora, treba izabrati odgovarajuci tezinski
koeficijent.

OWA operator
Minimum { w, =1
w; =0,akojei #1
Maksimum { w, =1
w; = 0,akojei #n
Medijana wn+1 = 1,ako je n neparno
2
1, 1 o
W% =5 lW%+1 = Z,a 0 je nparno
k w; = 0, ostalo.
k-redosled statistika { w =1
w; = 0,ako jei # k

Aritmeti¢ka sredina w: = L za svako i

t n

Tabela 3.2: Specificni slucajevi OWA operatora

OWA operatori su komutativni, monotoni, idempotentni i stabilni su za pozitivne linearne
transformacije. Agregacija dobijena OWA operatorima je uvek izmedu maksimalne i minimalne
vrednosti. Kako OWA operator generalizuje minimum i maksimum, moze se posmatrati kao
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parametrizovan nacin prelazenja od minimum do maksimuma. U tom kontekstu, R. R. Yager
uvodi operator maxness koji se definiSe na sledeci nacin [1]:

n n
maxness(w w,) = Z W,,_; n- ] Z w; g
1 ¥Wn n—j+1° n— 1 j " n— 1

j:l ]=1

MozZe se primetiti da za minimum vazi maxness(1,0,..,0) =0, a za maksimum
maxness(0, ...,0,1) = 1.

Drugi operator su uveli R. R. Yager i O’Hagan u [1]. Ovaj operator opisuje disperziju tezinskih
koeficijenata i bazira se na ideji entropije:

dispersion(wy, ...,wy,) = —Z w; ln(wj).
=1

Jedna od najvaznijih primena OWA operatora je razvijanje odgovaraju¢e metodologije za
izvodenje tezinskih koeficijenata koji se koriste u OWA agregaciji. Koriste se dva glavna
pristupa.

Prvi pristup koristi meru maksimuma i meru disperzije. ldeja je da se maksimizuje disperzija
tezinskih koeficijenata uz uslov fiksnog maxness-a. Tezinski koeficijenti se izracunavaju,
koriste¢i dato @ € [0,1], na slede¢i nacin [1]:

Maksimum — ¥%_; w; - In (w;) (disperzija)

gde su uslovi:

o maxness(wy,...,Wp) = X7 W; n% =a,
o Yiawi=1,

Drugi pristup koristi informacije lingvistickog kvantifikatora radi agregacije. Koriste se
kvantifikatori definisani na sledec¢i nacin:

e Q(0)=0iQ() =1,
e akojex < ytadaje Q(x) < Q(y).

Na osnovu pristupa ove vrste kvantifikatora, R. R. Yager uvodi formulu kojom se izraGunavaju
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Da bi se doslo do reSenja Q kriterijum mora da bude zadovoljen. Na primer, ako zelimo da
kriterijum “najmanje 100%” bude zadovoljen, koristi se operator minimum. A kada je minimum
zadovoljen, tada su svi kriterijumi zadovoljeni.

3.4 Choquet i Sugeno integrali

U ovom delu da¢emo temeljnu studiju funkcije agregacije stvorene od integrala koji su definisani
u odnosu na neaditivne mere, sa naglaskom na Choquet integral i Sugeno integral. Prvo ¢emo se
upoznati sa neaditivnim merama (koje nazivamo kapacitet u celom poglavlju). A zatim ¢emo
predstaviti Choquet i Sugeno integrale, opisane u [2],[3].[4],[11].

Definicija 3.8 [2] (i) Skupovna funkcija & na [n] je funkcija iz [n]? u R.
(i) Igra v: 2™ - R na [n] je skupovna funkcija za koji vazi v(@) = 0.

(iii) Kapacitet u:2™ - R, na [n] je igra tako da je u(A) < u(B) kad god je ASB
(monotonost). Kapacitet je normalizovan ako je u([n]) = 1. Skup kapaciteta na [n] je oznacen
sa F(n), dok je F*(n) podskup normalizovanog kapaciteta.

U celom poglavlju, ¢ (odnosno v, u) ée oznacavati skupovne funkcije (odnosno igru, kapacitet).
Podskup A € [n] je ekvivalentan oznaci 1,0 € [0,1]™ ili je definisan na [n] karakteristicnom
funkcijom 1,.To je zbog bijekciju izmedu granica iz [0,1]™ i podgrupe iz [n].

Svaka skupovna funkcija ¢ bijektivno odgovara pseudo-Bulovoj funkciji f;: {0,1}" — R koja je
definisana na slede¢i nac¢in

fe(x) = §(Ay), vx € {0,13"

gde je A, = {i € [n]|x; = 1}. Nasuprot tome, pseudo-Bulovoj funkciji f odgovara jedinstvena
skupovna funkcija ¢ takav da je $¢(A) == f(1,). Pseudo-Bulove funkcije imaju Siroku primenu
u operacionim istraZivanjima.

Konjunkcija ili dual skupovne funkcije ¢ definise se kao
§(4) = ¢(InD) — £(49),vA € 2",
Skupovna funkcija je samokonjunktivni (eng. self — conjugate) ako je & = £.

Kada je rang od u {01}, kazemo da je u 0-1 kapacitet (sli¢no je za igru i skupovnu funkciju).
Skup 0-1 kapaciteta oznacava se sa Fy_;(n).

Definicija 3.9 [2] Neka je u kapacitet na [n]. Kazemo da je u:
()aditivno ako za svaki disjunktni podskup A4, B < [n] vazi u(A U B) = u(A) + u(B);
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(ii)simetri¢no ako za svako 4, B < [n], |A| = |B| implicira u(A) = u(B);
(iifymaksitivno ako za svaki podskup A4, B € [n] vazi u(A U B) = u(A) v u(B);
(iv)minitivno ako za svaki podskup A4, B € [n] vazi u(A N B) = u(A) A u(B);.
Gornja definicija vazi za svaki kapacitet. U nastavku navodimo neke primere.
Primer 3.10 [2] (i) Najmanji normalizovani kapacitet je p,,;n(4) == 0,VA & [n].
(i) Najveci normalizovan kapacitet je 4. (4) == 1,VA € [n], A # @.
(iii) Za svako i € [n], Dirak mera (eng. Dirac measure) centrirana na i definiSe se za svaki
A C [n] na slede¢i nain
{1, akoi €A
61’ = . v
0,inace

(iv) Za svaki ceo broj k, takav da je 1 < k < n pocetna mera (eng. Threshold measure) 7
definiSe se kao

1,ako je |A| = k
0, inace

T (4) = {

(v) Za svako A < [n] jednoglasna igra u, na [n] definise se sa

1,akoB 2 A
0, inace

ua(B) = {

Takode mozemo uvesti blazu varijantu definisanu na slede¢i nacin

1,akoB D A
0,inace

2(8) = {
(vi)Uniformni kapacitet pi,,,;r se definie kao

|A]
.uunif(A) = 7’VA c [n].

3.4.1 Choquet integral

Kapaciteti, posmatrani kao neaditivna mera, mogu da posluze za definisanje novih intregrala.
Takozvani Choquet integral je sinonim za Lebegov integral kada je mera neaditivha. Pojam
Choquet integrala prvi je uveo francuski matemati¢ar Gustavo Choquet 1953. godine.

Definisacemo Choquet integral kao agregacionu funkciju nad I". Samim tim ¢emo zameniti
uobi¢ajenu oznaku | . Posmatraéemo nenegativne vektore.

Definicija 3.11 [2] Neka je u kapacitet na [n] i x € R} . Choquet integral od x u odnosu na u
definiSe se sa
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Cu(x) = X1 (%oty — Xo(i-1))(As@iy) (3.3)
gde je o permutacija na [n] takva da je xg(1) <+ < Xg(ny, Pri Cemu je Xqo) = 0 1 Ay =
{c(1),..,0(n)}.
Postoji i ekvivalentna formula:

n

Cu(x) = Z (M(Aa(i)) - #(Aa(iﬂ))) (3.4)

i=1
pri ¢emu je Ag(nt1) = 0.
U ovom delu Cesto ¢emo koristiti oznaku x;), UMEStO x ;).

Napomena 3.12 [2] Vazno je napomenuti da u ne mora biti monotono da bi se Choquet integral
definisao, a to zna¢i da smo mogli uzeti u obzir i igru umesto kapaciteta. Monotonost od u je
ekvivalentna sa monotonosc¢u integrala.Ograni¢i¢emo 0vaj slu¢aj samo na kapacitet.

Definicija 3.13 [2] Neka je Q := [n], f: Q — R, i neka je u kapacitet na Q. Choquet integral od f
u odnosu na u definise se kao

© [ fau= [ uttw e 2l > e

0

Definicija 3.14 [2] Neka je x € R™, u kapacitet na [n] i neka su x* i x~ oznake za apsolutne
vrednosti pozitivnih i negativnih delova x, npr. x*:=xVv 0 i x~:= (—x)™", gde 0 predstavlja
nula vektor na R™.
Q) Simetri¢ni Choquet integral od f u odnosu na p definiSe se na sledeéi nacin:

é“(x) = C,(x*) = C,(x7).

(i)  Asimetri¢ni Choquet integral od f u odnosu na u definise se kao:
Cy(x) = C,(x*) — Cz(x7).

Dalje pokazujemo dva nacina uvodenja Choquet integrala, u smislu agregacije. Po¢injemo
interpolacijom. Po¢e¢emo sa ponderisanom aritmetickom sredinom (WAM). WAM,, (x) u odnosu
na neki ponderisani vektor w € [0,1]", za proizvoljno x € [0,1]" moze se dobiti kao linearna
interpolacija izmedu svih WAMW(l{i}),i =1,...,n,, pri ¢emu vazi WAMW(l{i}) = w;.

S obzirom da postoje mnoge vrste interpolacije, mi ¢emo ovde posmatrati samo linearnu
interpolaciju koriste¢i najmanje moguce poene. Za dato x € [0,1]™, neka je V(x) oznaka za skup
temena koje se koriste kod linearne interpolacije, Sto se zapisuje na sledec¢i nacin:
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4= ) (ao(A>+Zai<A)xi)Aﬂ<1A) (3:5)
i=1

AC[n]|14€V(x)
gdeje a;(A) ER,i =0,...,n; VA C [n].

Postoji mnogo razlicitih triangulacija, ali je jedna od posebnog znacaja, jer dovodi do
interpolacije gde su svi konstatni termini a,(A) jednaki nuli. Ova triangulacija koristi n!
kanonickih simpleksa na [0,1]™:

conv(V,) = [0,1]% = {x € [0,1]"|x(1) < ** < Xy},
za neku permutaciju ¢ od [n].

Tvrdenje 3.15 [2] Koriste¢i kanonicki simpleks, linearna interpolacija se zapisuje

Ay (x) = Z(xa(i) - xa(i_l))/,t({a(i), w,a(m)}), vx € conv(V,).
i=1

Stavise, 4, je neprekidna na [0,1]™.
Dokaz. Neka je x € [0,1]™ i neka je o oznaka za permutaciju od [n] pri ¢emu je
Xa(1) <.-< Xo(n)-

Uzmimo da je V(x) =V, = {laga) - laoey 1o}, pri Semu je Ay ={o()), 00+
1),..,0(n)}. Zapisujemo da se A, kada se grani¢ne vrednosti od V(x) moraju poklopiti sa
fiksnim vrednostima A4,(1,),A € V(x). Prvo primecujemo da su svi konstantni termini aq(A)
jednaki nuli jer temena 14 = (0, ...,0) pripadaju Vg, i A,(x) = 0. To nas dovodi do n sistema od
n linearnih jednacina, identifikacijom sa jednaCinom A, (x) = ¥ acqn]j1ev()(@o(x) +

=1 a; (A)x) A, (1,):
Z ai(4s(p) =1

iEAO'(j)

Z ai(Aey) =0,Vk =1, ..., mk #j
iEAO'(j)

za svako j = 1, ..., n. Grupisanjem svih jednacina koje se odnose na isti vektor a(AU(j)) dovodi
do n linearnih sistema sa n jednacina sa n nepoznatih

Z ai(Asp) =1

iEAo-(j)
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Z ai(AO'(k)) = O,Vk = 1, ,n,k -_/:]

iEAo-(j)

zasvako j = 1, ...,n. To su sistemi triangulacije ¢ije se reSenje moze lako naci

Aoy (Ao() = o) (Ae(p) = = to(j-2)(Ae(p)) = 0
Ag(j-1) = ~1
Ay =1
o(+1)(Ao() = Aoisz)(Ao(p) =+ = Ao (Ae(p) =0

zasvako j = 1, ...,n. Stoga, dobijamo

n
A, (x) = Z(Xo(j) - xo(j—l))A (1A<r(j))
=1

]

Sto je ocekivani rezultat. m

n-redna funkcija resetke polinoma p:[0,1]" — [0,1] je funkcija definisana za proizvoljno
formirane izraze od n realnih promenljivin x,,...,x, povezanih sa AV i proizvoljnom
kombinacijom zagrada. Npr. p(xy, x5, x3) = (x1 A x3) V x5 je 3-redna funkcija resetke polinoma.

Za datu pseudo-Bulovu funkciju f:{0,1}® - R, Lovasz prosirenje f:[0,1]* - R je jedinstvena
neprekidna funkcija, linearna za svaki kanonski simpleks, i poklapa se sa f na {0,1}". Tvrdenje
3.15 pokazuje da takvo proSirenje uvek postoji i dato je izrazom koji zapisujemo u oznaci
pseudo-Bulove funkcije:

n

flx) = Z(xcr(i) — %oi-1))f (Lio),..omy), VX € [0,1]™

=1

Sledece tvrdenje pokazuje odnos izmedu funkcije resetke polinoma i Lovasz proSirenja (otuda i
Choquet integrali).

Tvrdenje 3.16 [2] Klasa Lovasz proSirenja poklapa se sa linearnom kombinacijom funkcija
reSetke polinoma.

Dokaz. Razmotri¢emo svaku linearnu kombinaciju funkcija resetke polinoma

n

h(x) = Z aipi(x), a; € R.

i=1

Ovo je neprekidna funkcija Cije je ograni¢enje kononskog simpleksa linearna funkcija. Dakle, h
je Lovasz prosrenje ograni¢eno na [0,1]™.
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Nasuprot tome, svaka neprekidna funkcija h:[0,1]" = R koja smanjuje linearnu funkciju na
svakom kanonskom simpleksu je linearna kombinacija funkcije resetke polinoma

h(x) = mh(A4) /\ x;,vx € [0,1]"

gde je m™ Mobius transformacija od Ehl{o T skupovna funkcija koja odgovara pseudo-Bulovoj

funkciji hlg 1yn. Ovaj izraz je linearan u svakom kanonskom kompleksu i poklapa se sa h za
svako 1z, B € [n] zbog Mobius transformacije koja se definiSe na slede¢i nacin:

£(A) = z m(B),VA C [n]

BCEA

U nastavku ¢emo predstaviti neke specifiéne osobine Choquet integrala, a zatim ¢emo osobine
povezati sa agregacijom.

Definicija 3.17 [2] Neka x, x" € R™. Kazemo da su x, x" komonotivni ako postoji permutacija o
od [n] pri Cemu je Xg) < < Xgm) | Xg1) < < Xg(ny (EKvivalentno ako ne postoje
i,j € [n] tako da je x; > x; i x; < xj).

Tvrdenje 3.18 [2] Choquet integral ima sledece osobine:
(i)Za svako A < [n] i svaku igru v na [n], vazi C,(14) = v(A).

(ii) Choquet je linearan u odnosu na igru: za proizvoljne igre vy, v, € [n], proizvoljno 4,,1, € R
vazi

C/llv1+/12v2 = A‘lvl + A‘sz

Za kapacitete, osobina vazi za A;,1, € R, (pozitivan konus), a za normalizovan kapacitet, vazi
ako je 44 + 4, = 1 (konveksna kombinacija).

(iii) Choquet ispunjava komonotivnu aditivnost: za proizvoljne komonotivne vektore x,x" € R i
proizvoljnu igru v, vazi

C,(x+x") =¢C,(x) +C,(x".

(iv)Neka su v, v" igre na [n]. Tada je v < v' ako i samo ako C, < C,,.

C,(x) = \/ /\xi,Vx € R™.

Ac[n] ieA
ua)=1

(v)Ako je u 0-1 kapacitet, tada je

Ove osobine su oc¢igledne na osnovu definicije Choquet integrala (3.11). Dok (v) vazi jer je
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. _(lL,akojea<a
p(lilx; > a}) = {0, ako jea > a

pri ¢emu je @ = V rcn) Aier X;. ldeje za dokaz uzete su u [2].
u(M=1

Tvrdenje 3.19 [2] Neka je I:= R. Choquet integral C, i simetricni Choquet integral éu

ispunjavaju sledece osobine:

(1) Simetri¢nost (ili neutralnost, komutativnost) ako i samo ako je y simetri¢no.
(i) Aditivnost ako i samo ako je u aditivno.

Neka je I :== R, . Tada Choquet integral ispunjava:

(i) Maksitivnost ako i samo ako je u 0-1 kapacitet.

(iv)  Minitivnost ako i samo ako je u 0-1 kapacitet.

Dokaz. (i) Dokazujemo osobinu samo za nenegativne vektore. Za proizvoljno x € R, ispunjeno
je

n
Au(x) = Z(xa(w = Xg-1))H(Aon)-
i=1
Permutacija T dovodi nas do

n
Cu(Xe(ays s Xo(my) = Z(xa(i) - xcr(i—l)):u(Acror‘l(i))'

i=1
Ako vazi simetri¢nost, tada imamo u(A,q)) = (Ager1y), Za svaku permutaciju t na [n].
Jasno, to je moguce ako i samo ako u(A) zavisi od kardinalnosti skupa A.
(ii)Predpostavimo da je C, aditivno. Ako je A,B c [n] pri ¢emu je AN B = @ dobijamo na
osnovu tvrdenja 3.18 (i) C,(14 + 1) = C,(14u8) = H(A U B). Posto je C, aditivno, dobijamo
Cu(14 +1p) = C,(14) + C,(15) = u(A) U u(B), ¢ime dokazujemo aditivnost za p.
Obrnut smer: rezultat je ocigledan jer se Choquet integral svodi na ponderisanu aritmeticku
sredinu gde je w; = ({i}) za svako i.

(iii)Potreban uslov: predpostavimo da u nije 0-1 kapacitet. Tada postoji @ # A & [n] gde je
0<u(A) <1lisvaki A’ > A takav da je u(A’") = 1. Neka je 0 < a < u(A). Tada je za svako
A DA
Cu(1aV aly) = au(A) + (1 — a)u(A)
=a+ (1-a)u(d) > pu(4)
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cﬂ(lA) v cu(alA’) =) Va= ©(4)

Dosli smo do kontradikcije jer jednakost ne moze da vazi, tj. predpostavka ne vazi. Dovoljan
uslov direktno sledi iz uzajamne distributivnosti A,V.

(iv)Dokaz je sli¢an kao kod (iii). ]

Sada ¢emo navesti odnos Choquet integrala sa nekim funkcijama agregacije.

Tvrdenje 3.20 [2] Neka je u normalizovan kapacitet i I = R. Vazi sledece:

(i) C, = Min ako i samo ako je i = pyin.

(ii) C, = Max ako i samo ako je 4 = gy

(iii) ¢, = WAM,, = éu ako i samo ako je u aditivno pri ¢emu je u({i}) = w;, Vi € [n].

(iv) ¢, = OWA,, ako i samo ako je u simetri¢no pri cemu je w; = p(Ap_jy1) — u(Ap_), i =
1,...,ni wy = 1-Y",w; gde je A; svaki podskup od X takav da je |4;| =i (ekvivalentno
H(A) = b wa_;, VA, |A| = i),

(V) C, je funkcija reSetke polinoma ako i samo ako je p 0-1 kapacitet. Stavise, svaka funkcija
reSetke polinoma u R je Choquet integral u odnosu na 0-1 kapacitet.

3.4.2 Sugeno integral

Sugeno integral je uveo japanski nau¢nik Mihio Sugeno 1972. god. kao nacin da se izra¢una
ocekivana vrednost funkcije u odnosu na neaditivnu verovatnocu (poznata kao Sugeno kapacitet,
sa namerom da pruZi subjektivno svojstvo verovatnoée). Kao §to ¢emo videti u nastavku, ovaj
integral je formalno sli¢an Choquet integralu 1 ima sli¢ne osobine.

lako je matematicki veoma sliCan, grubo re€eno oni se razlikuju samo po matematickim
operatorima (zbir i proizvod se zamenjuju maksimumom i minimumom, respektivno).

Najpogodniji nacin da se definiSe Sugeno integral je da se koriste funkcije resetke polinoma,
koje predstavljaju kombinaciju izraza sa maksimumom i minimumom ukljuc¢ujuéi promenljive i
konstante.

Definicija 3.21 [2] Klasa funkcija reSetke polinoma iz I" na I je definisana na sledeéi nacin:
(i)Za svako k € [n], projekcija P, je funkcija resetke polinoma iz I" na I;

(i)Ako su p,g funkcije resetke polinoma iz I" na I, tada su pV qip Aq funkcije reSetke
polinoma iz 1" na I;

(iii)Svaka funkcija reSetke polinoma iz I"™ na I se formira od konacno mnogo kombinacija
pravila (i) i (ii).
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Funkcije reSetke polinoma mogu imati nekoliko ekvivalentnih oblika. Na primer, x; V (x; A x,)
I x; su ekvivalentne.

Funkcija restke polinoma je neopadajuca u svakoj promenljivoj. Moze se primetiti da se funkcija
reSetke polinoma jednoglasno povecava.

Funkecija reSetke polinoma moze biti u disjunktnom i konjunktivnom obliku.

Tvrdenje 3.22 [2] Neka je p: I — I funkcija reSetke polinoma. Tada postoje celi brojevi k, 1 > 1
. - koo l : .
i familije {Aj}j=1 i {Bj}j=1 nepraznih podskupova od [n] tako da je

=\ A=AV

j=1 iEAj j=1 iEBj

Ekvivalentno, postoji nekonstantna skupovna funkcija a: 2I™ — {0,1} i g: 2™ - {0,1} pri emu
je a(@) =0,B(P) = 0, tako da je

0=\ A= A\ Vo

Ac[n] ieA AC[n] i€eB
a(4)=1 B(4)=0

Napomena 3.23 [2] Skupovne funkcije a i # nisu jedinstvene. Na primer, x; V (x; A x;) i xq SuU
ekvivalentne. Uvek mozemo da izaberemo « (odnosno f) tako da bude monotono neopadajuca
(respektivno nerastuc¢a) u odnosu na uklju€ivanje i u ovom slucaju to je najviSe (odnosno
najmanje) jednom.

Koncept funkcije reSetke polinoma moZze se generalizovati tako $to se fiksira jedna promenljiva.

Definicija 3.24 [2] Klasa ponderisanih funkcija resetke polinoma iz I" na I definise se na sledeci
nacin:
(i)Za svako k € [n] i svako c € 1, projekcija P, i konstantna funkcija c je ponderisana funkcija

reSetke polinoma iz 1" na T,

(i)Ako su p,g ponderisane funkcije reSetke polinoma iz I™ na I, tada su pvVqg i pAgq
ponderisane funkcije resetke polinoma iz I" na [,

(i11)Svaka ponderisana funkcija reSetke polinoma se formira kao kona¢na kombnacija pravila (i) 1
(in).

Sada ¢emo sve to izraziti u konjunktivhom i disjunktivhom obliku, koriste¢i tvrdenje 3.22.
Dobijamo
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k l

p(X):\/ aj/\/\xl- :\/ b]/\/\xl ,VxE]]n.

j=1 iEA]' j=1 iEBj

Ekvivalentno, postoje skupovne funkcije a, 8: 2™ — 1T pri ¢emu je

p(x) = \/ (a(A)/\/\xi> - \/ <,8(A)A/\xi>.

AC[n] i€A AC[n] i€EB

Sledi da je n-arna ponderisana funkcija reSetke polinoma potpuno odredena sa najvise 2"
parametara. Skup funkcija a i § nisu nuzno jedinstveni.

Kao i kod Choquet integrala, posmatra¢emo Sugeno integral kao agregacionu funkciju na I"™ i
samim tim usvojiti oznaku S, (x) umesto uobicajene (S) [ f du . Takode ograni¢i¢emo se na

slu¢aj kapaciteta, iako definicija vazi 1 za nenegativne igre. Kao i kod Choquet integrala,
monotonost kapaciteta je neophodna da bi dobili neopadajucu funkciju agregacije.

Posmatra¢emo nenegativne vektore.

Definicija 3.25 [2] Neka je u kapacitet na [n] i x € [0, u([n])]™. Sugeno integral od x u odnosu
na u definise se kao

n

Su(x) = \/(xcr(i) Au(Asaiy))

i=1
gde je o permutacija na [n] takva da je x5 (1) < *+* < Xg(n) gde je Ay = {a (D), ...,a(n)}.
Sledi definicija koja se primenjuje u neprekidnim prostorima.

Definicija 3.26 [2] Neka je u kapacitet na Q := [n] i f: Q — [0, u()]. Sugeno integral od f u
odnosu na u definise se kao

(S)deu = sup (arp(o|f(w)>a}) (3.6)
a€lo,u(Q)]
= inf (@vulolf@) >ad) 37

Tvrdenje 3.27 [2] Za proizvoljno x € [0, u([n])]™ 1 proizvoljni kapacitet 4 na [n], Sugeno
integral od x u odnosu na u moze biti zapisan kao

S,(x) = \/ (/\xﬂ\m(A))

AC[n] \i€eA
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Su(x) = /\ (\/xl-VrTl(A)>

AC[n] \i€eA
gde je m proizvoljna skupovna funkcija takva da je m, < m < m*, pri Cemu je m" :== p i

u(A),ako je u(A) > u(A\i),vi € A

, VAC
0, inace ]

m,(A) =={
i m proizvoljna skupovna funkcija takva da je m, <m <m*, pri Cemu je m,(4) =
u([n\A),A < [n] i

m(4) = {u([n]\A),ako jeu(n\D) <p(((mN\AD Vi) vied i
1, inate ' T

Dokaz. Posto je Sugeno integral ponderisana funkcija reSetke polinoma, postoji skupovna
funkcije m na [n] takva da je S, = py, za svako m, < m < m”* pri ¢emu m,, m" odgovara a,, a*
iz tvrdenja 3.26. Posto je S, (14) = u(A), za svako A < [n], ovim je dokazana prva jednacina.
Drugi deo se dokazuje na sli¢an nacin.

Sledeca teorema pokazuje odnos ponderisanih funkcija reSetke polinoma 1 Sugeno integrala.

Teorema 3.28 [2] Neka je I1:=[0,1] i neka je F:I™ —» I funkcija. Slede¢e tvrdnje su
ekvivalentne.

(i)Postiji jedinstveni normalizovani kapacitet u tako daje F = §,.
(if)F je idempotentna ponderisana funkcija resetke polinoma.
(ii)F je ponderisana funkcija resetke polinoma za koju vazi F(0) = 0i F(1) = 1.

Dokaz teoreme se moze pogledati u [2]. (i) = (ii) = (iii) je trivijalno. A u (iii) = (i) ideja je da
se pokaze da za svaku ponderisanu funkciju resetke polinoma p postoji normalizovani kapacitet
u tako da je, za svako x € [0,1]",

p(x) = Med (p(0),5,(x),p(1)).
Tvrdenje 3.29 [2] Neka je u kapacitet. Slede ekvivalentne formule za Sugeno integral S, :
n
54 =y \ (o V 1Cgisn) (38)
i=1
n
= \/ (xi A ,u({jlx] = xi})) (39)

i=1
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= Med(xy, ..., Xn, W(As@2))s s H(Ag(my))  (3.10)

Dokaz. (3.8) se moze dobiti direktno iz (3.7). Formula (3.9) je samo prevod diskretnog slucaja
(3.8).

Dokazujemo (3.10). da bismo izbegli komplikovane oznake, koristicemo x(; i uvesti y; :=
H(Acpy). Primetimo da je §,(x) jednak ili sa x( ili sa py za neko k € [n] i tada imamo
X1y S S Xy 1 1= pqy = = fi(. Koriséenjem definicije 3.26, indeks k odgovara mestu
gde je xu |1 p. Predpostavimo da je S,(x) =xk). Tada je  xgpy < pgy |
X(1)s -+ » X(k=1)s K(k+1)s -+ By SU Manji ili jednaki od §,, (otuda n — 1 vrednosti). Sli¢cno tome,
X (k) » X(n)s (2)» - » K(icy SU veci ili jednaki od 8, (ponovo n — 1 vrednosti). Shodno tome, §,, je
srednja vrednost promenljivih x(qy, ..., X(n), U2y, - By Kada je S, (x) = ug), dokaz je gotovo
1sti.m

Tvrdenje 3.30 [2] Neka je x € [0, u([n])]. Sugeno integral ima slede¢e osobine:

(i)Zasvako A € [n] i svaku igru v na [n], vazi §,(1,) = v(A).

(i)Sugeno integral komutira sa max-min kombinacijama nenegativnih igara: za svaku
nenegativnu igru vy, v, na [n] isvako 44,1, € R,, vazi

5(/11AU1)V(/12/\172) = (/11 A Svl) v (/12 A sz)

S(/llel)/\(/lzvvz) = (Al v SU1) A (/12 v sz)'

(iii)Sugeno integral ima osobinu komonotone maksitivnosti i komonotone minitivnosti: za svaki
komonotoni vektor x, x" € I™ i svaku nenegativnu igru v, vazi

Sp(x v x') = 8,(x) v S, (x)
S,(xAx") =8,(x) AS,(x").
(iv)Neka su v, v' dve nenegativne igre na [n]. Tada je v < v’ ako i samo ako je S, < .

(v) ¢, = S, ako i samo ako je u 0-1 kapacitet.
. . . . . . .- 1
(vi)Za svaki normalizovani kapacitet u i svako x € 1", vazi |C’M(x) - Sﬂ(x)| =7

Za prvu, drugu i Cetvrtu osobinu prilikom dokazivanja koriste se osobine za AV. A ostatak
dokaza moze se pronaci u [2].

Sada ¢emo razmotriti neke osobine Sugeno integrala S, opisane u [2]. Sugeno integral je
simetrican, aditivan, ima osobinu maksitivnoti i minitivnosti ako postoji simetri¢an, aditivan,
maksitivan i minitivan kapacitet u. Naravno, predpostavljamo da je I = [0,u([n])]. Vazi i
obrnuto. PoSto je u 0-1 kapacitet, to implicira jednakost ¢, = §,,. Na osnovu tvrdenja 3.19 (ii)
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znamo da je C, aditivno ako i samo ako je u aditivan kapacitet. Na osnovu toga se moze
zakljuciti da je Sugeno integral simetri¢an ako i samo ako je p simetri¢an kapacitet.

U nastavku ¢emo pokazati odnos Sugeno integrala sa drugim funkcijama agregacije. Ali pre toga
moramo definisati neke funkcije agregacije.

Definicija 3.31 [2] Neka zaw € [0,1]™ vazi V=, w; = 1 i posmatrajmo I = [0,1].

(i)Ponderisani maksimum u odnosu na w je funkcija agregacije definisana kao

n
WMax,,(x) = \/(Wi Ax;),Vx €T

=1

(ii) Ponderisani minimum u odnosu na w je funkcija agregacije definisana kao

n
WMin,,(x) = /\((1 —wy)V xi),Vx e1nm.
i=1

(ii1)Odredeni ponderisani maksimum u odnosu na W je funkcija agregacije definisana kao

n

OWMax,,(x) = \/(Wl- /\x(l-)),‘v’x e

i=1
pri demu je X1y <+ < X(yp)-

(iv)Odredeni ponderisani minimum u odnosu na W je funkcija agregacije definisana kao

n

OWMin,,(x) = /\ ((1 —w;)V x(i)) ,Vx € 1™,

i=1
Jasno, WMax,,i WMin,, su respektivno maksitivna i minitivna funkcija.
Tvrdenje 3.32 [2] Neka je u kapacitet i neka je I = [0, u([n])]. Tada vazi sledece:
(i) S, = Min ako i samo ako je u = .
(ii) S, = Max ako i samo ako je pu = pyqy-

(v) §, = WMax,, ako i samo ako je p normalizovani maksitivni kapacitet pri ¢emu je u({i}) =
w; zasvakoi € [n].

(vi) §, = WMin,, ako i samo ako je y normalizovani minitivni kapacitet pri cemu je u([n]\
{i}h) = u([n]) — w; zasvako i € [n].

(vii) §, = OWMax,, ako i samo ako je p normalizovani simetricni kapacitet pri ¢emu je
p(A) = wp_ja+1 zasvak A c [n],A # 0.
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(viii) §, = OWMin,, ako i samo ako je u normalizovani maksitivni kapacitet pri cemu je
t(A) = wy_j4 zasvako A & [n].

(ix)Skup Sugeno integrala u odnosu na 0-1 kapacitete poklapa se sa skupom funkcija resetke
polinoma.

3.5 t-norme i t-konorme

Najpoznatija klasa konjunktivnih funkcija agregacije su trougaone norme, ili krace t-norme. Karl
Menger je prvi put uveo u matemati¢ku literaturu pojam trougaone norme. Upotreba ovih
operatora se Kkoristila za fuziju distributivnih funkcija koje su potrebne za generalizaciju
trougaonih nejednakosti od klasi¢nih metrickih normi do statistickih metrickih normi. Medutim,
postoje | mnoge druge primene ovih operatora. Ovo poglavlje se oslanja na [1],[2],[5].

Mengerova definicija je glasila: Neka je data funkcija T(a,f) definisana za 0 <a <1 i
0 < p < 1.T je trougaona norma ako vazi:

0<T(a,p)=<1,

T je neopadajuca funkcija za obe promenljive;
T(a,p) =T(B, ),

e T(1,1) =1,

e Akojea >0,tadajeT(a,1) > 0.

Sadasnji pojam t-normi i njegovog duala (t-konorme) uveli su B. Schweizer i A. Sklar.

Definicija 3.33 [1] Trougaona norma (t-norma) je funkcija T:[0,1]?> — [0,1] takva da za sve
x,Yy,z € [0,1] vazi sledece:

o T(x,y)=T(,x) (T1) Komutativnost

e T(x,y) <T(u,v)akojex <uiy<v (T2) Monotonost

e T(x,T(y,2))=T(T(x,y),2) (T3) Asocijativnost

e T(x,1)=x (T4) Jedan (1) je neutralni element

Tvrdenje 3.34 [1] T-norme imaju sledecu osobinu:
T(x,y) < min (x,).

Dokaz. Koriste¢i monotonost (T2) i aksiom (T4), dobijamo T(x,y) < T(x,1) = x. Koristeé¢i
komutativnost (T1) dobijamo T'(x,y) < T(1,y) = y. Sledi da je T(x,y) < min (x, y).
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Trougaone konorme ili krace t-konorme su uvedene kao dualne operacije t-normi.One spadaju u
grupu disjunktivnih opertora agregacije. Opisane su u [1] i [5].

Definicija 3.35 [1] T-konorma je funkcija S: [0,1]? — [0,1] takva da za sve x,y, z € [0,1] vazi
sledece:

e S(x,y)=S,x) (S1) Komutativnost

e S(x,¥) <S(u,v)akojex <uiy<v (S2) Monotonost

o S(x,S5(,2)) =5((xy),2) (S3) Asocijativnost

e S(x,0)=x (S4) Nula (0) je neutralni element

Moze se primetiti da se t-norme i t-konorme razlikuju jedino u pogledu grani¢nih uslova (sa
aksiomatske tacke gledista).

Tvrdenje 3.36 [1] T-konorme imaju slede¢u osobinu:
S(x,y) = max(x,y).
Dokaz. Ova osobina je posledica aksioma (S1), (S2) i (S4).
U pocetku je t-konorma uvedena kao dualna operacija za t-normu:
S(x,y)=1-T(A—-x,1-vy), (x,y)€[0,1].

T-norme i t-konorme definisane su za dva elementa. Ali kako su ovi operatori asocijativni, lako
se generalizuju na slucaj sa n elemenata.

Primeri osnovnih t-normi i t-konormi (definisanih za dva elementa) dati su u tabeli.

t-norme t-konorme
Minimum / Ty (x,y) = min (x,y) Su(x,y) = max (x,y)
maksimum
Algebarski proizvod To(x,y) =x-y Sp(,y)=x+y—x-y
[ zbir
LukaSevicova t — T, (x,y) =max (x +y — 1,0) S, (x,y) = min (x + y,1)
norma /t — konorma
Drasti¢an x,akojey =1 x,akojey =0
proizvod/suma Tp(x,y) ={y,akojex =1 | Sp(x,y) =1y,akojex =0
0, inace 1, inace
Tabela 3.3
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Asocijativnost operacija T, i1 T nije sasvim trivijalna. Za T, vazi:
T, (x, T, (y,2)) = max(0,x + y + z — 2) = T, (T, (x,¥), 2).

Ty je razlicito od nule samo ako su najmanje od dve vrednosti X, y 1 Z jednake 1, u suprotnom je
oc¢igledno min(x,y, z).

Definicija 3.37 [4] T-norma T; je slabija od t-norme T,, §to se pise T; < T,, ako vazi da je
T, (x,v) < T,(x,y) zasvako (x,y) € [0,1]?. Ekvivalentno, T, je jace od T;.

Za oshovne t-norme vazi:
Tp <T, <Tp <Ty

Znaci, drasti¢an proizvod T, i minimum Ty, su najslabija i najjac¢a t — norma. Minimum T, je
jedina t-norma gde je svako x € [0,1] neutralni element. Minimum T, je idempotentna t-norma.

Za t-konormu S kaze se da je dualna t-normi T, i obrnuto. Uporedujuc¢u osnovne t-norme i t-
konorme primecuje se da su jedna drugoj dualne. Upravo zbog te dualnosti menja se poredak
koji vazi za t-norme, pa za osnovne t-konorme vazi:

Su<Sp <S5, <Sp.
Znaci, Sy, je najslabija t-konorma, a Sp, najjaca. Maksimum Sy, je idempotentna t-konorma.

Spomenuc¢emo i parametrizovane t-norme i t-konorme. Primeri parametrizovanih t-normi i t-
konormi dati su u sledec¢oj tabelli.

t-norme t-konorme
Hamacher Xy X+y—x-y—(1-y)-x-y
(y 2 0) V-A-n ety -—xey) I=(@-pxy
Yager
max (1 -[A-xP+@1 - y)p]l/p, O) min ([xp + yp]l/P, 1)
(»>0)
Weber — .
Sugeno X+y—1+Ar-x-y ; x-
max( 151, ,0) min(x+y+As-x-y,1)
A As > 1)
Schweizer i
Sklar 1 1
1-[A-0T+1A-»1-A-x)1(1 —y)]d [x9 +y?—xTyT]a
(g >0)
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Frank 11 1
0 1 l 1+(Sx_1).(sy_1) o
(s>0,s#1) 09s 1 (s17% — 1) - (s17¥ — 1)
+
s—1
Tabela 3.4

Prime¢ujemo da su sve t-norme i t-konorme duali, osim u slu¢aju Weber — Sugeno. Ovde
dualnost vazi ako parametri ispunjavaju uslov: Ag = 13 .

T

Definicija 3.38 [1] T-norma je Arhimedova ako za svako (x,y) € (0,1)? postoji broj n tako da je

T(X,...X)< Y.
%,—J

n-puta

Podskup neprekidnih Arhimedovih t-normi (kao i t-konormi) je interesantna jer se moze
predstaviti pomocu funkcije koju nazivamo aditivni generator.

Tvrdenje 3.39 [1] Za svaku neprekidnu Arhimedovu t-normu T, postoji neprekidna opadajuca

funkcija f tako da je:
T(Xl, "'txn) = f_l (z f(xl)>
i=1

pri ¢emu za funkciju £:[0,1] = [0, +o] vazi f(1) = 01 £ je pseudo inverzna funkcija od f,
definisana formulom:

~1(2) ako je z € [0, f(0)]

e f
V() = { 0 ako je z € (£(0), +]

Sli¢no tvrdenje vazi i za t-konorme.

Mozemo zaklju€iti da minimum i maksimum nisu Arhimedove, ali mogu biti grani¢ni slucajevi
Arhimedovih parametrizovanih slucajeva.

3.6 Kompenzacioni operatori

T-norme i t-konorme imaju nedostatak kompenzatorske osobine, a ova osobina je od velikog
znacaja U procesu agregacije. U donosenju odluka ljudi ne prate taéne osobine t-norme (niti t-
konorme) u agregaciji. U cilju da se Coveku priblizi proces agregacije, postoji operator u jedinici
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intervala u odnosu na t-norme i t-konorme, a to je kompenzacioni operator definisan na sledeci
nacin [1]:

n 1~y n 14
Zy (X1, 00y Xn) = (1_[ xi> - (1 - 1_[(1 — xi)> :
i=1

i=1

Parametar y pokazuje stepen kompenzacije. Ovakav operator je poseban slucaj eksponencijalnih
kompenzacionih operatora [1]:

1-y Y
E;‘S(xl, vy Xp) = (T(xl, ...,xn)) . (S(xl, ...,xn))
gde T predstavlja t-normu, a S t-konormu.
Eksponencijalni kompenzacioni operatori nisu asocijativni za y razli¢ito od 0 ili 1.

Jo§ jedna vrsta neasocijativnih t-normi i t-konormi, koja se zasniva na kompenzacionom
operatoru je konveksno-linearan kompenzacioni operator [1]:

L (g, xn) = (L= y)  T(xg, e, X) + 7 - SO, o, %)

Postavlja se pitanje kako odrediti vrednost parametra y. Metod, zasnovan na fazi tehnikama
modelovanja, koja izraGunava parameter y je [1]:

B T (%1, o) Xp)
T(xq, ., xp) +T(1 — x4, ...,1 — x3,)

Y
gde se T(xy,...,x,) naziva uzviSenost (eng. highness) i T(1 —x4,...,1 —x,) niskost (eng.
lowness).

Drugi pristup konstukciji kompenzacionih operatora, koji se bazira na t-normama i t-
konormama, zasnovan je na dodatnim generatorima neprekidnih Arhimedovih t-normi i t-
konormi. Asocijativni kompenzacioni operator se definise na sledec¢i nacin [1]:

Cy) =@+ )

pri ¢emu je funkcija f definisana formulom:

fx) = —g(g) akojex <e

h(plc:Z) akojex > e

g je aditivni generator t-norme, h aditivni generator t-konorme i e neutralni element. Ovakav

operator je poseban sluc¢aj uninormi o kojima ¢e biti re¢ u narednom poglavlju.
53



Operatori agregacije i njihova komparacija kroz primere

3.7 Uninorme i nulanorme

T-norme i t-konorme igraju zapazenu ulogu u fazi logickoj teoriji. T-norme ne dozvoljavaju
kompenzovanje niske vrednosti sa visokim vrednostima i t-konorme ne dozvoljavaju da se
kompenzuju visoke vrednosti sa niskim vrednostima (neutralni element t-norme je 1, dok je
neutralni element t-konorme 0). Postoje mnoge vazne operacije Ciji je neutralni element
unutra$nja tacka intervala (0,1). Iz tog razloga uvodi se nova grupa binarnih operacija usko
povezanih sa t-normom i t-konormom. U pitanju su uninorme, opisane u [1],[2],[5] . Ovaj
operator ima neutralan element koji je unutrasnja tacka posmatranog interval, a to je interval

0,1).
Definicija 3.42 [1] Uninorma je funkcija U: [0,1]? — [0,1] koja ispunjava sledeée uslove:
o Ulx,y)=U(,x) (U1) Komutativnost
e U(x,y)<U(u,v)akojex <uiy<v (U2) Monotonost
e Ulx,U(y,2)=UU(,7Y),2) (U3) Asocijativnost

e IEE€][0,1],VX €[0,1],U(x,e) =x (U4) e je neutralni element

Mozemo primetiti da su prva tri uslova zajednic¢ki za uninorme, t-norme i t-konorme, ali Cetvrti
uslov (U4) vazi samo za uninorme. Ove 0sobine su posebno karakteristicne za agregaciju.
Asocijativnost uninorme implicira da U(x, y) € {0,1}. U slu¢aju da je U(0,1) = 0, tada se radi o
komutativnoj, asocijativnoj i monotonoj konjunktivnoj uninormi. A ako je U(0,1) = 0, tada je u
pitanju disjunktivna uninorma.

Jedna od karakteristika uninormi je kompletno pojacanje (eng. full reinforcement). Uninorme su
kompletno pojacane samo ukoliko je neutralni element e razlicit od nule ili jedinice. Konkretno,
uninorme koje imaju e =1 kao neutralni element predstavljaju t-norme, a koje imaju za
neutralni element e = 0 su t-konorme.

Uninorma se ponasa kao t-norma na [0, e]?,a kao t-konorma na [e, 1]?. Uninorma sa neutralnim
elementom e € (0,1) mozZe se predstaviti na slede¢i nacin [1]:

v(x,y) € [0,e]? U(x'y)ze'T(g%)

x—e y—e)

v(x,y) € [e, 1] U(x,y)=e+(1—e)-5(1_e,1_e

gde je T odgovaraju¢a t-normai S t-konorma.
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Sledeca interesantna karakteristika je kompenzaciono ponasanje. Ni t-norme ni t-konorme ne
pokazuju kompenzaciono ponasanje. Ako je [0,e) X (e,1] U (e, 1] X [0,e), tada uninorma
zadovoljava slede¢i uslov:

min(x,y) < U(x,y) < max(x,y).

Ako zelimo pronaci kompletno pojacanje za operator, uninorma mora imati neutralni element
razli¢it od 0 ili 1. Iz tog razloga uvodimo dve klase uninormi za proizvoljno e. U pitanju su
minimalna uninorma i maksimalna uninorma.

Definicija 3.40 [1] Minimalna uninorma je najslabija uninorma U data sa t-normom T, t-
konormom S i neutralnim elementom e. Ovaj operator se definiSe na slede¢i nacin [1]:

( (XY ;
4| e T(e,e)zaxSeLySe
. _ xX—e y—e
Unin(x,y) = e+(1_e)-5(1_e,31]_e)zaxZeiyZB
L min(x,y), inace

Definicija 3.41 [1] Maksimalna uninorma je najjaca uninorma U data sa t-normom T, t-
konormom S i neutralnim elementom e. Ovaj operator se definiSe na sledeci nacin:

e-T(z,g) zax <eiy<e

= X —e —e
Umax(x:y)_ e+(1_e).5(1_e,i]_e

max(x,y),inace

)zaxZeiyZe

Nula norme su dobijene iz reSenja Frankove jednaéine za uninorme [1]:
Ulx,y) +N(x,y) =x+y.

Nulanorma N je komutativni, asocijativni i rastuc¢i operator, annihilator je element a € [0,1].
Nulanorma ispunjava sledece uslove: Vx € [0,a] vazi N(x,0) = x i Vx € [a,1] vazi N(x,1) =
X.

Nulanorma moze biti zapisana na slede¢i nacin [1]:
( xy . .
S(=,=) ak < <
4| a (a a)aOJex aiy<a
= xX—ay—a
N(x, ) a+(1—a)-T( 24 a)zaxZaiyZa

L 1—a’l-
a,inace
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Iz ovoga se jasno vidi da su klasa t-normi (za a = 0) i t-konormi (za @ = 1) specijalni slu¢ajevi.

4. Komparacija operatora agregacije

U tabeli (4.1) predstavljeni su operatori agregacije i njihove osobine koje su opisane u [2] i [6].

Operator agregacije Osobine operatora agregacije

Aritmeticka sredina (AM) — Strogo monotona (strogo rastué¢a —
osetljiva i jednoglasno rastuca)

— Neprekidna

— Simetri¢na

— ldempotentna

— Unutrasnjost

— Nije asocijativna

— Dekompozabilna

— Nema neutralni elemenat niti
annihilator

Geometrijska sredina (GM) — Nije strogo monotona

— Neprekidna (uniformno neprekidna)

— Simetri¢na

— Unutrasnjost

— Nije asocijativna

— Dekompozabilna

— Nije konjunktivna

— Annihilator u [0,1]™ je 0,a neutralni
elemenat nema

Ponderisna aritemticka — Monotona (rastuca 1 jednoglasno
sredina (WAM) rastuéa)

— Neprekidna

— Nije simetri¢na

— ldempotentna

— Aditivna

— Bisimetri¢na
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Medijana Granic¢ni uslovi su zadovoljeni
Monotona
Simetri¢na
Idempotentna
Minimum (Min) i Monotoni (jednoglasno rastuce, ali ne i

makismum (Max)

strogo rastuce)
Simetri¢ni
Idempotentni
Asocijativni
Dekompozabilni

Uredeni ponderisani
operator usrednjavanja
(OWA)

Monoton (rastuca i jednoglasno
rastuca)

Simetric¢an

Neprekidan

Idempotentan

Komonotivno aditivan
Bisimetri¢an

Choquet integral

Monoton

Neprekidan

Nije simetri¢an

Idempotentan

Nije asocijativan

Choquet integral je pogodan za
osnovnu agregaciju jer je vazno
rastojanje izmedu brojeva

Sugeno integral

Monoton

Neprekidan

Nije simetri¢an

Idempotentan

Nije asocijativan

Sugeno integral je pogodan za rednu
agregaciju jer je jedino niz elemenata
vazan

t-norma

Simetri¢na
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— Asocijativna
— Neutralni elemenat je 1

t-konorma — Simetri¢na

— Asocijativna
— Neutralni elemenat je 0

Kompenzacioni operatori — Asocijativniakojey = 0iliy =1
Uninorma — Neutralni elemenat pripada (0,1)
Nulanorma — Komutativna

— Asocijativna

— Monotona (rastuca)
— Annihilator je elemenat a € [0,1]

Tabela 4.1

Kao §to se moze videti, monotoni operatori su: AM, WAM, medijana, Min, Max, OWA operator,
Choquet i Sugeno integrali i nulanorma, dok GM nije monotona. Osobinu neprekidnosti imaju:
AM, GM, WAM, OWA operator, Choquet i Sugeno integral. AM, GM, medijana, Min, Max,
OWA operator, t-norma, t-konorma, nulanorma su simetri¢ni, dok u opsStem slucaju nisu
simetricni: WAM, Choquet i Sugeno integral. Idempotenti operatori su AM, WAM, medijana,
Min, Max, OWA operator, Choquet i Sugeno integral. Svojstvo asocijativnosti imaju Min, Max,
t-norma, t-konorma, kompenzacioni operator (ukoliko je y = 0 ili y = 1), nulanorma, dok je u
opsStem slucaju nemaju: AM, GM, Choquet i Sugeno integral. Dekompozabilni operatori su: AM,
GM, Min, Max. Aditivni operatori su WAM i OWA operator (komonotivno aditivan). Osobinu
bisimetrije imaju WAM i OWA operator. Neutralni elemenat imaju t-norma (1), t-konorma (0),
uninorma (pripada unutraSnjosti intervala (0,1)), a nemaju ga u opStem slu¢aju AM i GM.
Annihilator ima GM (u [0,1]™ je 0) i nulanorma (pripada intervalu [0,1]), dok ga AM nema.

Svaki operator agregacije se moze namestanjem odgovarajuceg koeficijenta svesti na neki od
osnovnih matemati¢kih operatora agregacije. U tabeli 4.2, koja sledi, predstavljeni su primeri
kvazi-aritmeticke sredine, OWA operatora, Choquet i Sugeno integrala i na kraju primeri t-
norme i t-konorme [1].

Operatori agregacije Primeri operatora agregacije
Kvazi-aritmeticka Za f:x — x“ kvazi-aritemti¢ka sredina se moze
sredina o o ) =
definisati na sledeci nacin: M¢(x) = (; ?zle‘) :
Stavljajuci odredene vrednosti za a dobijaju se razlicite
srednje vrednosti:
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— za a = 1 dobija se aritmeticka sredina

— za a = 2 dobija se kvadratna sredina

— zaa = —1 dobija se harmoni¢na sredina

— kad @ - —oo navedena formula tezi
maksimalnom operatoru

— kad a = 400 navedena formula tezi
minimalnom operatoru

kad @ — 0 navedena formula tezi geometrijskoj sredini.

Odredeni ponderisani
operator usrednjavanja
(OWA)

Odabirom odgovarajuc¢eg ponderisanog vektora dobijaju
se ve¢ navedeni operatori. Specijalni slu¢ajevi OWA
operatora:

wy =1

w; =0,akojei #1
w, =1

w; =0,akojei #n

e minimum —{

e maksimum — {

e medijana —
wn+1 = 1, ako je n neparno
{W‘n
2

2
1. =1 gkoi
> Lw%H—z,a 0 je nparno
k w; = 0, ostalo.

. oy . 1 .
e aritmeticka sredina — w; = —7a svako i

Choquet integral

Generalizuje ponderisanu sredinu i OWA operator.
Specijalni slucajevi Choquet integrala:

u(A) =1,akojeA =0

* Mminimum { u(A) = 0,inace

, gde je Q

skup kriterijuma

u(A) =0,akojeA =0
u(A) = 1,inace

e ponderisani minimum — u(4) =1 —
maxyga[n({x: )] 1 u({x;}) = w; zasvako i

e ponderisani maksimum —
u(A) = maxyealpn({x; D11 p{x}) = w; za
svako i.

e maksimum — {

Sugeno integral

Generalizuje ponderisani minimum i ponderisani
maksimu.
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Specijalni slucajevi Sugeno integrala:

u(A) =1,akojeA=Q

u(4) = 0,inace ' gde je 0

e minimum —{
skup kriterijuma

u(A) =0,akojeA =0
u(A) = 1,inace

card(A)

card(Q)

e ponderisana sredina — u(A) = X 1 ({x;}) 1
ul{x;}) = w; zasvako i
e OWA operator — u(4) =),

e maksimum — {

e aritmeti¢ka sredina — u(4) =

card(4)-1

j=0 Wn—j-

t-norme Primeri t-norme:
e minimum — Ty (x,y) = min (x,y)
e proizvod verovatno¢e — Tp(x,y) = x -y
e LukaSevicova t-norma — T, (x,y) = max (x +
y = 110)
e drasti¢an proizvod —
x,akojey =1
Tp(x,y) =4{y,akojex =1
0, inace
t-konorme Primeri t-konorme:
e maksimum — Sy, (x,y) = max (x,y)
e zbir verovatno¢e — Sp(x,y) =x+y—x-y
e LukaSevicova t-konorma — S, (x,y) = min (x +
¥, 1)
e drasticna suma —
x,akojey =0
Sp(x,y) =4y,akojex =0
1, inace
Nulanorma Iz definicije za nulanormu (3.11) jasno se vidi da u

slu¢aju da je @ = 0 nulanorma predstavlja klasu t-normi,
a u slucaju da je « = 1 nulanorma predstavlja klasu t-
konormi.

Tabela 4.2
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Primer 4.1 Sada ¢emo dati konkretan primer kako operatori agregacije mogu da se iskoriste U
praksi ([7],[8]). Neka su u pitanju ocene lokacije za letovanje. Donosioc odluke treba da se
odlu¢i za jednu od dve ponudene lokacije na osnovu tri karakteristike. One ¢e nam biti
alternative. A karakteristike na osnovu kojih procenjuje lokaciju su: blizina mora (A), prirodna
hladovina (B) i usluga u hotelu (C). Procenu ¢emo vrsiti upravo na osnovu ovih karakteristika.
Procena se vrsi za svaku od osobina. Sada ¢emo oceniti svaku od ovih karakteristika kod prve
lokacije. Svakoj karakteristici dodeljujemo po jedan broj iz skupa {1, 2, 3,4, 5}. Neka je blizina
mora ocenjena sa 2, prirodna hladovina sa 5 i usluga u hotelu sa 4. Ocene kod druge lokacije su:
blizina mora — 3, prirodna hladovina — 3 i usluga u hotelu — 4. Ove ocene su dodeljivane na
osnovu kriterijuma donosioca odluke. Konafan rezultat se izraCunava na osnovu oOperatora
agregacije.

a) Maksumum izbacuje najbolju ocenu od unete tri: Max(2,5,4) =5 za prvu lokaciju i
Max(3,3,4) = 4 za drugu lokaciju. Posto maksimum izbacuje najbolju ocenu, donosilac
odluke, koji je optimista, smatra da ¢e najbolji faktor prevagnuti. Minimum izbacuje
najgoru ocenu: Min(2,5,4) = 2 za prvu lokaciju i Min(3,3,4) = 3 za drugu lokaciju. U
sluaju minimuma donosilac odluke posmatra najgore ocene, pa od dva zla bira bira
najmanje. Ovde je re¢ o pesimizmu. Ako pogledamo rezultate ova dva operatora, ukoliko
je donosioc odluke veéi optimista odluci¢e se za prvu lokaciju, a ukoliko je veci
pesimista odlucice se za drugu lokaciju.

b) Ako posmatramo medijanu za ove dve lokacije, prime¢ujemo da prva lokacija ima vecu
medijanu. Prva lokacija: Med(2,4,5) = 4, adruga lokacija: Med (3, 3,4) = 3.

Sada ¢emo pokazati kakve rezultate daju 1 drugi operatori agregacije.

€) Prvo ¢emo izracunati aritmeticku vrednost ocena za ove dve lokacije. Prva lokacija ima
aritmeti¢ku vrednost: AM(2,4,5) = %(2 +4+5) = % 11 = 3.67, dok druga lokacija

ima sledecu aritmeticku vrednost: AM (3, 3,4) = %(3 +3+4) = é 10 = 3.33. Mozemo

primetiti da prva lokacija ima vecu aritmeti¢ku vrednost.

d) Posmatrajuéi drugu lokaciju, primeéujemo da su sve karakteristike podjednako vazne, pa
bi iz tog razloga trebala biti bolja od prve. Ali takvo rangiranje se ne moze postici, jer se
u obzir moraju uzeti i interakcije izmedu datih karakteristika, tj. razlike u
karakteristikama, $to aritemti¢ka sredina ne moZe da pokaZe. Sta ustvari ovde trazimo?
Trazimo: 1. blizina mora i prirodna hladovina su jednako vazne karakteristike; 2. lokacija
koja je blizu mora je podjenako dobra koliko i lokacija koja ima puno hlada i iz tog
razloga ne treba previSe favorizovati jednu od te dve lokacije; i 3. lokaciju koja je blizu
mora (ili koja ima dosta hladovine) i koja ima vrhunsku uslugu u hotelu treba
favorizovati. Ovi uslovi odeduju kapacitet u na skupu P(Q),Q = {A, B, C} na slede¢i
nacin (kapacitet u nije aditivan, ali je monoton) :

1. u({A}) = u({B}) = 0.35,u({C}) = 0.2;
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2. u({4,B}) = 0.5 < u({A}) +u({B}) = 0.7,
3. u({A, ¢ =pu(B,C}H) =0.95 > u({A}) + u({C}) = 0.55;
4. pu(Q)=1,u(@) =0.

Primenjuju¢i Choquet integral u odnosu na ovako definisan kapacitet u i funkciju ocena dobija
Se:

Prva lokacija— f(A) =2,f(B) =5if(C) =4,pajexo =0<x; =2<x, =4<x3=5.
Neka je C; = {x|f(x) = x;}. Tada je

C,={x|f(x) =2x}={A,B,C} = u(C;) =1

C, = {x|f(x) =2 x,} ={B,C} = u(C,;) =0.95

C; = {x|f(x) =2 x3} ={B} = u(C3) =0.35

Sada se prose¢na ocena karakteristika za prvu lokaciju dobija na slede¢i naéin:

3
Cu(x1;x2;x3) = Z(‘xl —xi—1)  1(Cy)
i=1

= (%1 — x0) " u(Cy) + (xz — x1) - u(Cy) + (x5 — x3) - u(Cs)
=2-0)-14+(4-2)-095+(5—4)-0.35=4.25

Druga lokacija— f(A) =3,f(B) =3i f(C) =4,pajexo =0<x; =3<x, =3 <x3 =4
Neka je C; = {x|f(x) = x;}. Tada je

G ={xlf(x) 2x} ={4,B,C} = u(G) =1

C={xlf(x) =x}={AB,C} = u;) =1

C3={x|f(x) 2 x3} = {C} = p(C3) = 0.2

Sada se prosecna ocena karakteristika za drugu lokaciju dobija na sledec¢i nacin:

3
Cu(xpxz:xs) = Z(xi —xi—1) - 1(C;)
i=1

= (_xl—xo)-u(Cl)+(x2 —x1) - 1(C) + (x3 — x3) - u(C3)
=B3-0):1+B-3)'1+(4-3)-02=3.2

Vrednost za prvu lokaciju je veéa od vrednosti za drugu. Sto bi znaéilo da se donosioc odluke
treba opredeliti za prvu lokaciju.

Choquet integral moze se svesti na minimum, maksimum, aritmeticku sredinu, ponderisanu
sredinu ili OWA operator, zavisno od kapaciteta u (pogledati tabelu 4.2 u radu — deo Choquet
integral).
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e) Mozemo da primenimo i Sugeno integral, ali samo ako prilagodimo ulazne vrednosti
definiciji Sugeno integrala, tj. ako ulazne vrednosti svedemo na interval [0,1]:

Prva lokacija: x; = 0.4,x, = 1,x3 = 0.8

S, (x1, %, x3) = max;_, (min(xi,u(Ci)))

= max (min(xl,u(Cl)),min(xz,M(Cz)),min(xg,u(Cg)))
= max(min(0.4, 1), min(1,0.95), min(0.8,0.35) ) = max(0.4,0.95, 0.35)
= 0.95

Druga lokacija: x; = 0.6,x, = 0.6,x3 = 0.8

S, (1, %2, x3) = max, (min(xi,,u(Ci)))
= max (min(xl,,u(Cl)),min(xz,M(Cz)),min(xg,y(C3)))
= max(min(0.6, 1), min(0.6,1), min(0.8, 0.2)) = max (0.6,0.6,0.2) = 0.6

Na osnovu novih ocena karakteristika vidimo da je vrednost izratunata pomocu Sugeno integral
vecéa kod prve lokacije.

Sugeno integral moze se svesti na (ponderisani) minimum i (ponderisani) maksimum, zavisno od
kapaciteta ¢ (pogledati tabelu 4.2 u radu — deo Sugeno integral).

f) Dalje, primenjujemo OWA operator (na prvobitne ocene). Ako karakteristikama lokacija
dodelimo koeficijente, moguce je izracunati vrednosti za OWA operator za obe lokacije.
Neka blizina mora i prirodna hladovina imaju koeficijent w; = w, = 0.4, a usluga u
hotelu w; = 0.3. Podrazumeva se da je w; + w, + wg = 1.

Prva lokacija (vazi: x; =2 < x, =4 < x3 = 5):

3
OWA(xy, Xz, %3) = Zwi x;=04-24+03-44+04-5=14

=1

Druga lokacija (vazi: x; =3 < x, = 3 < x3 = 4):

3
OWA(xy, Xy, %3) = Zwi x;=04-3+04-34+03-4=36

=1

Ponovo se moze zakljuditi (¢ak i kada smo uveli koeficijente za karakteristike lokacije na osnovu
toga koliko je neka karakteristika bitna) da donosilac odluke treba da odabere prvu lokaciju.

63



Operatori agregacije i njihova komparacija kroz primere

Kod OWA operatora, odabirom odgovaraju¢eg ponderisanog vektora dobijaju se sledeci
operatori: minimum, maksimum, medijana i aritmeticka sredina (pogledati tabelu 4.2 — OWA
operatori).

Zaklju¢ujemo da su sve vrednosti izmedu Min i Max. Rekli smo da minimum daje najgori
rezultat (pesimizam), a maksimum najbolji (optimizam). Upravo je to razlog zbog kog se sve
vrednosti nalaze izmedu Min i Max. Na osnovu svih dobijenih rezultata moZzemo zakljuciti da se
donosilac odluke treba odluciti za prvu lokaciju. Treba primetiti da je prva lokacija bolja iako je
jedna karakteristika dobila najnizu ocenu. Rezultate dobijene pomocu operatora agregacije U
ovom primeru priodikutovéemo u tabeli 4.3 (koncentrisaéemo se na prvu lokaciju).

Operator agregacije Rezultati za prvu lokaciju

Minimum Minimum daje najgoru ocenu (2) -
pesimizam.

Maksimum Maksimum daje najbolju ocenu (5) -
optimizam.

Medijana Medijana za prvu lokaciju ima vrednost 4,
Sto znaci da naginje optimizmu, tj. najboljoj
oceni.

Avritmeticka sredina | AM za prvu lokaciju iznosi 3.65. Ova
vrednost takode naginje optimizmu, tj.
najboljoj oceni.

Choquet integral | C,, (x4, x5, x3) = 4.25—,,vuce ka optimizmu
(najboljoj oceni).

Sugeno integral Sugeno integral kod prve lokacije naginje
optimizmu, tj. najboljoj oceni.

OWA operator OWA operator ima vrednost 4 i ocigledno
naginje optimizmu, tj. najboljoj oceni.

Tabela 4.3

Primer 4.2 Sada ¢emo pokazati jo$ jedan primer ([5],[7],[8]). Alternative ¢e nam i dalje biti
lokacije za odmor. Donosilac odluke treba da se odlu¢i izmedu dve lokacije gde ¢e putovati.
Posmatra¢emo dve nove karakteristike: temperatura vazduha i cena aranzmana. Svakoj od ove
dve karakteristike dodeljujemo jedan broj iz skupa [0,1]. Neka je temperatura vazduha kod prve
lokacije ocenjena sa 0.5, a kod druge sa 0.45. Cena aranzmana kod prve lokacije ima ocenu 0.85,
a kod druge 0.95.
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a) Prvi operator koji posmatramo je t-norma. Vrednosti koje smo odabrali uvrsticemo u
osnovne primere t-norme.

Prva lokacija:

1. Minimum: T,,(0.5,0.85) = min(0.5,0.85) = 0.5

2. Proizvod verovatnoce Tp(0.5,0.85) = 0.5 - 0.85 = 0.425

3. Lukasevicova t-norma T;(0.5,0.85) = max(0.5 + 0.85 — 1,0) = max(0.35,0) = 0.35
4. Drasti¢an proizvod T (0.5,0.85) = 0

Druga lokacija:

1. Minimum: Ty,(0.45,0.95) = min(0.45,0.95) = 0.45

2. Proizvod verovatnoce Tp(0.45,0.95) = 0.45 - 0.95 = 0.4275

3. Lukasevicova t-norma T;(0.45,0.95) = max(0.45 + 0.95 — 1,0) = max(0.4,0) = 0.4
4. Drasti¢an proizvod Tp(0.45,0.95) = 0

Primecujemo da su Lukasevicova t-norma i drasti¢an proizvod isti za obe lokacije. Ty, je vece
kod prve lokacije, dok je Tp vece kod druge lokacije. S obzirom da je Ty, jaca t-norma (definicija
3.37), donosilac odluke treba da se odluci za prvu lokaciju.

b) Drugi operator koji posmatramo je t-konorma. Vrednosti koje smo odabrali uvrsticemo u
osnovne primere t-konorme.

Prva lokacija:

1. Maksimum: S,,(0.5,0.85) = max(0.5,0.85) = 0.85

2. Zbir verovatnoc¢e Sp(0.5,0.85) = 0.5+ 0.85 — 0.5-0.85 = 0.925

3. Lukasevicova t-konorma S;(0.5,0.85) = min(0.5 + 0.85,1) = min(1.35,1) = 1
4. Drasti¢na suma S,(0.5,0.85) = 1

Druga lokacija:

1. Maksimum: S,,(0.45,0.95) = max(0.45,0.95) = 0.95

2. Zbir verovatnoc¢e Sp(0.45,0.95) = 0.45 + 0.95 — 0.45-0.95 = 0.9725

3. Lukasevicova t-konorma S;(0.45,0.95) = min(0.45 + 0.95,1) = min(1.4,1) =1
4. Drasti¢na suma S,(0.45,0.95) =1

Primec¢ujemo da su Lukasevicova t-konorma i drasticna suma isti za obe lokacije. Sy, je vece kod
druge lokacije, dok je Sp vece kod prve lokacije. S obzirom da je Sp jaca t-konorma, donosilac
odluke treba da se odluci za prvu lokaciju (definicija 3.35 i dualnost t-norme i t-konorme).

Jasno je da se donosilac odluke treba odluéiti za prvu lokaciju. Daéemo tabelarni prikaz ovih
rezultata (tabela 4.4). Poredimo ponasanje dualne t-norme i t-konorme za drugu lokaciju.
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Rezultat t-norme Rezultat t-konorme
Ty /Sy Ty = 0.45—pesimizam. | Sy =095 - ,vuce” Kka
optimizmu.

Tp/Sp Tp, naginje pesimizmu, tj. | Sp naginje optimizmu, tj
najgoroj oceni. najboljoj oceni.

T./S;. T, ima vrednost 0.4, §to S, ima vrednost 1 —
takode naginje optimizam.
pesimizmu.

Tp/Sp Tp ima vrednost 0 — Sp = 1 — optimizam.
pesimizam.

Tabela 4.4

Na osnovu ove tabele moze se zakljuéiti da sve osnovne t-norme naginju pesimizmu, dok
osnovne t-konorme naginju optimizmu, $to i odgovara teorijskim rezultatima datim tvrdenjima
3.3413.36.

4.1 Neke primene operatora agregacije

Analiziracemo listu domena primene ([2],[7],[8]).

Prvi deo se odnosi na grupu teorije odlu¢ivanja. Donosenje odluka ¢esto donosi agregacione
rezultate ili prioritet datog skupa alternative ili rezultata koji se dobijaju od nekoliko donosioca
odluka, biraca, stru¢njaka, itd. lli predstavljaju razliCite tatke gledista, kriterijuma, ciljeva, itd.
Ovde se ubrajaju donoSenje odluka na osnovu viSestrukog kriterijuma ili Kkarakteristika,
multiobjektivna optimizacija i multipersonalno odlu¢ivanje.

Drugi deo se zasniva na informacijama ili podacima fuzije. Cilj je da se informacija datog skupa
objekata preradi, spajanjem nekoliko izvora. Cesto, to dovodi do neke vrste odluke, kao u prvoj
grupi primena. Tipi¢ne aplikacije su $ablon za prepoznavanje i Klasifikaciju, obrada slika i
sistemi zasnovani na ako-onda pravilu.

Primer 4.3 Donosenje odluka na osnovu viSestrukog kriterijuma ili osobina [2] — Neka X
predstavlja skup alternativa (predmeti interesovanja na kojima treba da se zasniva odluka ili
izbor, npr. zapoSljavanje kandidata, projekti za finansiranje, izdavanje stanova, itd.). Svaka
alternativa x € X predstavlja skup karakteristika (npr. za posao moze biti zaposljavanje, otkaz,
situacija u firmi/ustanovi, itd.), a procenjuje se na osnovu svojih osobina. Procena daje rezultat
za svaku Kkarakteristiku, S$to odrazava karakteristike donosioca odluke medu moguéim
vrednostima koje ima alternativa (npr. strucna sprema, godine radnog staza, iskustvo, itd.). Nacin
odredivanja osobina na osnovu tih karakteristika se naziva kriterijum. Konacan rezultat se
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izracunava pomocu funkcija agregacije, koji predstavlja ukupnu ocenu donosioca odluke u vezi
sa alternativom, uzimajuci u obzir sve kriterijume.

Bez obzira na nacin koji se koristi, glavni korak u visekriterijumskom odluc¢ivanju je agregacijski
korak, gde je najveci broj agregacija najc¢e$ce rezultat kriterijuma za dati rezultat. NajceSc¢e
koris¢ena agregaciona funkcija je ponderisana aritmeticka sredina. U principu, bilo koja
unutra$nja agregaciona funkcija se moze koristiti, kao $to je na primer aritmeticka sredina, ali se
mogu Koristiti i integralne agregacione funkcije. Choquet integral posebno ovde mora biti
spomenut, jer dovodi do mnogih primena.

Primer 4.4 Multiobjektivna optimizacija [2] — Situacija je slicna za multiobjektivnu
optimizaciju (MOP), iako ova oblast ima svoje specificnosti. U MOP-u, suprotno
multikriterijumskom donosSenju odluka, postoji veliki broj alternativa (koje se nazivaju reSenja),
to je naj¢es¢e neprekidan skup. Problem je da se nade najbolje reSenje maksimalnog skupa
objektivnih funkcija fi,...,f,. Svako reSenje x € X se predstavlja vektorom f(x) =
(fi(x), ..., fn(x)) koji sadrzi vrednosti objektivnih funkcija tog resenja. Kljuéni pojam je Pareto
dominacija: x je Pareto optimalan ako ne postoji y € X tako da je f(x) > f(y), tj. fi(x) = fi(y)
za svako i = 1, ...,n i stroga nejednakost vazi bar za jedno i. Metode u MOP-u manje ili vise
znace istrazivanje skupa Pareto optimalnih reSenja na efikasan nacin. Jedna popularna metoda je
koriStena za parametrizaciju agregacione funkcije A, zamenjujuc¢i vektor f(x) sa svojom
agregacionom vredno$¢u, A(f (x)). Medutim, funkcija agregacije mora da zadovolji dva uslova
“efikasnosti”. Prvi uslov govori da maksimizirano A(f(x)) daje reSenje koje je Pareto
optimalno. Drugi uslov, koji je mnogo teZe ispuniti, je da svako Pareto optimalno reSenje mora
odgovarati maksimiziranom A(f(x)) za neki vektor parametra 6 od A. Klasi¢an rezultat kaze da
ponderisana aritmeti¢ka sredina zadovoljava ova dva uslova ako je domen {f(x)},ex koveksan.
Za nekonveksan domen, Chebysheva norma se koristi u odnosu na referentnu tacku x, na sledeci
nadin:

lpw,xo (x) = max?:l{wilfi(x) - fl(xo)}

gde je w ponderisani vektor, i ona zadovoljava dva uslova “efikasnosti”. Choquet integral moze
da se koristi kao nekonveksan domen, ali je ova tema slabo istrazena do sada.

Primer 4.5 Multipresonalno odlucivanje [2] — Teorijski okvir za odlu¢ivanje nekoliko osoba je
teorijja socijalnog izbora, ¢iji koreni poticu jo§ iz vremena francuske revolucije kada je
istrazivana procedura glasanja. Poznata procedura iz ovog vremena je opSte pravo glasa u dva
kruga, Borda racun i Condorcet pravilo. Uobicajeni na¢in da se izgradi procedura glasanja je da
se uzme u obzir da svaki glasa¢ daje prednost omiljenoj grupu kandidata. Tada se izvrsi
agregacija ovog reda, da bi se dobio konatan poredak koji daje najboljeg kandidata. Cuvena
Arrow-a teorema je uniStila svaku nadu da se izabere kandidat koriste¢i ovaj pristup na
racionalan nacin. To pokazuje da ako neko zeli kao rezultat agregacije ukupan red, tada on zeli
da izbegne diktatore, da zadovolji pravilo jednoglasnosti, i onda ne postoji funkcija agregacije
koja zadovoljava ove uslove.
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Ovaj rezultat ti¢e se se agregacije ukupnih redova, a ne numerickih ocena. To jo$ jednom
pokazuje da je priroda ,objekata za agregaciju u velikoj meri uslovaljena postojanjem
agregacionih funkcija. S obzirom da biraci daju rezultate kandidatima, §to predstavlja njihove
zelje,to formalno znaci da se Kkoristi metoda visekriterijumskog odlucivanja tako da su biraci
anonimni i tada se bira simetri¢na agregaciona funkcija. U tom smislu, interesantno je primetiti
da nacin za postizanje rezultata sportista na olimpijskim igrama, je da se uzme aritmeticka
sredina nakon odbacivanja oba ekstremna rezultata (minimum i maksimum) da bi se izbegla
pristrasna procena. Ovo predstavlja poseban slu¢aj OWA operatora agregacije.

Primer 4.6 Sablon prepoznavanja i klasifikacije [2] — Popularan pristup klasifikaciji objekata i
prepoznavanje oblika je podatak ili senzor fuzija. Oznaci¢emo ponovo sa X skup objekata koji
nas interesuju (cvecée, zZivotinje, avioni, reci, bolesti, i1 sl.) koji se svrstavaju u nekom skupu
unapred definisanih klasa {C, ..., C,;}. Svaki objekat iz kompleksne strukture je opisan skupom
atributa, koji moze da bude veoma velik ili u zavisnosti od domena aplikacije moze da bude
»izmeren“ skupom senzora, gde svaki od njih daje delimican opis objekta. Pozivajuéi se na
gornje primere, osobine cve¢a mogu biti boje latica, listova i prasnika, zatim visina, broj latica,
oblik, itd. Avion se moze detektovati pomocu nekoliko radara ili posmatranjem dvogledom. U
prvom slucaju, klase su razliCite vrste cveca (na primer, iris Versicolor i iris Virginica) ili u
drugom slucaju, klase mogu biti razli¢ite vrste aviona.

Za datu klasifikaciju (nepoznatog) objekta, transformacija merenja je data senzorima Sy, ..., S,, ili
vrednostima atributa u poverljivim stepenima pripadnosti nekoj klasi. Specijalno, d(S;, C;, x) je
stepen poverenja tako da x pripada klasi C; u odnosu na senzor S; (ili atribut i). Konacno,
agregacija stepena poverenja d(S;, Cj,x), ..., d(Sp, C;,x) je izvrSena, Sto daje ukupan stepen
poverenja za x koji pripada Klasi C;. Strogo gledano, funkcija agregacija treba da zavisi od klase
tako da je p razliCitih funkcija agregacije koriSteno. To je zato Sto neki senzori mogu biti

diskriminisani za odredene klase, a ne mogu da razlikuju neke druge. Stoga, teZina datog senzora
treba da zavisi od klase.

Unutra$nja ponderisana (nesimetri¢na) funkcija agregacije je najbolji izbor u ovoj situaciji.
Choquet integral zbog svoje raznovrsnosti uspesno se koristi u prakti¢noj primeni.

Primer 4.7 Obrada slike [2] — Ovaj domen je povezan sa prethodnim, i sli¢ni pristupi se koriste.
Analiza slike je tezak zadatak da se senzor (ili metoda) fuzije koristi. Ovde se takode Choquet
integral moZe Koristiti.

Jo$ jedno mesto gde se funkcija agregacije koristi u obradi slike je filtriranje. Razmotrimo
jednostavno sivi nivo slike i piksel (element slike) x od toga. Oznacavamo sa h(x) sivi nivo
piksela x. Filtriranje se sastoji od menjanja vrednosti h(x), uzimajuéi sive nivoe suseda od X. Sa
W, ozna¢avamo skup suseda od x i nalazimo h'(x) = A(y|y € W,), koriste¢i funkciju agregacije
A. Linearni filteri (tj. ponderisana aritmeticka sredina) su popularni, ali su najpopularniji medu
njima uredeni statisticki filteri — ponderisana aritmeticka sredina primenjena na uredenom skupu
suseda (u nasoj terminologiji to su OWA operatori agregacije) i, ponovo, Choquet integral.
Choquet integral filteri se koriste takodje za prepoznavanje tekstura.
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Primer 4.8 Sistemi zasnovani na ako-onda pravilu [2] — U klasi¢noj (binarnoj) logici, pravilo
zakljucka ima slede¢i oblik

AKOp,Ip,I..1p,, ONDAq,

gde SU pi,pz, ..., Pn,q predikati, istiniti ili lazni. AKO-ONDA implikacija je materijalna
implikacija p — q definisana sa —pv q gde V oznacava logi¢ko ILI. Ako se ,laz* i ,,istina®

oznace sa 01 1, redom, tada se istinita vrednost izraCunava na sledec¢i nacin
t = Max(1 — Min(p4, ..., Pn), q)

Ako je kao u fazi logici, istinita vrednost predikata u intervalu [0,1], gornja formula sadrzi
agregaciju istinitih vrednosti p4, ..., p, po minimumu, koja je konjunktivna agregaciona funkcija
modelovanja. Treba imati na umu da Max(— -,-) nije funkcija agregacije jer opada na prvom
mestu, ali je maksimum disjunktivna funkcija agregacije modelovanja. U fazi logici, konjunkcija
i disjunkcija su generalno modeleovani od t-norme i t-konorme. Koristeé¢i t- konorme za
disjunkciju 1 razlicite negacije dovode do Sire familije implikacija.
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5. Zakljutak

U prvom delu master rada data je definicija operatora agregacije. Agregacija je proces spajanja i
sjedinjavanja nekoliko vrednosti u jednu. Insistira se upravo na matematickom aspektu ove
agregacije, jer informacija prevedena u broj omogucava daleko lakSu obradu. Dakle, pomocu
operatora agregacije se od viSe ulaznih vrednosti dobija jedna izlazna vrednost. Operatori
agregacije imaju znacajnu ulogu u mnogim tehnoloskim zadacima sa kojima su suo¢eni naucnici.
Imaju Siroku primenu u opsStoj matematici (npr. funkcionalne jednacine, teorija srednjih
vrednosti, teorija integracije), u primenjenoj matematici (npr. verovatnocCa, statistika), u
kompjuterskim i inzinjerskim naukama (npr. veStacka inteligencija, operacija istrazivanja,
analiza slika), u ekonomiji i finansijama (npr. teorija igara, teorija glasanja, donosenje odluka),
zatim u drustvenim naukama (npr. matematicka psihologija), kao i u mnogim drugim oblastima
fizike i1 prirodnih nauka. U ovom delu su jo$ i navedene i objasnjene osobine koje mozemo
o¢ekivati od operatora agregacije. Podrazumeva se da nisu sve osobine jednako vazne. Npr.
rastu¢a monotonost je neophodna za agregaciju preferencija. Idempotentnost je neophodna kada
agregaciona procena predstavlja prosecnu vrednost.

Zatim su u drugom delu predstavljeni primeri matematickih operatora agregacije koji se najcesce
koriste. Najpoznatiji operatori agregacije su aritmeticka sredina, medijana, maksimum,
minimum, itd. OWA operatori koriste ponderisane koeficijente. Klasa OWA operatora se
poklapa sa klasom Choquet integrala ako ispunjava osobinu simetri¢nosti. Klasa Sugeno
integrala se podudara sa familijom ponderisanog minimuma i ponderisanog maksimuma.
Choquet i Sugeno integrali se zasnivaju na neaditivnim merama i pokazali su se veoma
pogodnim prilikom reSavanja problema u kojima je potrebno doneti odluku na osnovu vise
kriterijuma i njihove medusobne interakcije. Na kraju drugog delu predstavljene su t-norme, t-
konorme, uninorme i nulanorme. Moze se zakljuciti da su uninorme najbolje za proces
agregacije jer im se neutralni element nalazi u intervalu (0,1).

U poslednjem delu navedeni su matematicki operatori i osobine koje zadovoljavaju, kao i1 one
koje ne ispunjavaju. Takode, predstavljene su moguénosti generalizacije razlic¢itih operatora.
Takode, ovaj deo kroz primere posmatra kako operatori agregacije uticu na donosioca odluke, tj.
na njegovu krajnju odluku. Minimum daje najgoru ocenu, pa se bira ona bolja (od dva zla treba
izabrati ono manje). Kod maksimuma se posmatraju najbolje ocene 1 optimista smatra da ce
najbolji faktor preovladati. Medijana posmatra samo karakteristiku koja je u sredini (ona koja
ima ocenu koja je u sredini). Aritmeticka sredina izracunava srednju vrednost ocena
karakteristika. Nijedan od ovih operatora agregacije nije dovoljno dobar, jer ne uvazava i
interakcije izmedu karakteristika, kao ni razlike. Choquet integral se pokazao kao najbolji
operator agregacije jer donosi odluku na osnovu viSe karakteristika, ali i interakcija izmedu njih.
Sugeno integral je takode pogodan operator agregacije kod donoSenja odluke, ali je potrebno da
ocene karakteristika budu u intevalu [0,1]. OWA operator je, takode, vrlo pogodan operator
agregacije, jer ukljucuje 1 koeficijente karakteristika (koje donosilac odluke dodeljuje
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karakteristikama na osnovu svojih prioriteta). Drugi primer se odnosi na t-norme i t-konorme.
Moze zakljuciti da je t-norma dual t-konormi, i obrnuto.

Sama tema rada je zanimljiva i ima veliku primenu u praksi. Predstavljeni materijal je dobar za

Citaoca koji zeli da stekne osnovna znanja o operatorima agregacije i njihovim osobinama, kao i
o njihovoj primeni u donosenju odluka.
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