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Predgovor

Cista matematika je, na svoj
nacin, poezija logickih ideja.

Albert Einstein (1879 - 1955),
nemacki fizicar, zasluzan za
otkriée teorije relativnosti

Vecina ljudi ima pogresnu predstavu o matematici. Kazu kako je ona kompli-
kovana, nerazumljiva, nezanimljiva i nema veliku prakticnu primenu. Smatram
da je takvo misljenje proisteklo iz nedovoljnog poznavanja doti¢ne problematike.
Da, svakako moze biti teska, ali ne i nemoguca, a osecaj koji nastupi kada na-
pokon razumete nesto sto vam je zadavalo probleme ili kad resite komplikovan
zadatak je neopisiv. Primena matematike mozda nije vidljiva na prvi pogled, ali
kad se zagrebe malo ispod povrsine, ona se moze uociti u pozadini informaci-
onih sistema, finansijskih modela, predvidanja vremenskih prilika ili realizacije
gradevinskih projekata. To je egzaktna nauka, koja uliva odredenu sigurnost u
smislu da je 2 + 2 uvek bilo i bi¢e 4 i gde reSenje moze biti ili tacno ili netacno.
Matematika razvija mentalne sposobnosti ¢oveka i podstice ga da bude pazljiv
i precizan, ali ono S$to je najbitnije je da uti¢e na stvaranje analitickog nacina
razmisljanja koje je posle primenjivo u razli¢itim sferama zivota.

Linearna algebra je u drugoj godini studija privukla moju paznju i nakon
izuCavanja interesantnih modela i problema koje ona obuhvata tokom godina stu-
diranja, odlucila sam se da moj master rad bude vezan za tu oblast matematike.
Uz preporuku profesora Vladimira Kostic¢a izabrala sam ovu temu, koja se poka-
zala kao interesantan, ali nimalo naivan problem.

Rad je osmisljen na slede¢i nac¢in. U prvoj glavi je obraden teorijski deo pro-
blema, kao i osnovni koncepti koji su neophodni da bi se on razumeo, kao sto
su pojam dinamickog sistema, bifurkacije, Kronekerovog i bialternativnog pro-
blema i Ljapunovljeve jednacine. Pored toga je detaljno izloZeno sta se desava
kad u sistemu diferencijalnih jednacina figurise neki parametar i na koji nacin
njegova promena utice na stabilnost resenja. U sledecoj glavi smo se pozabavili
spoljasnjom i unutrasnjom iteracijom i obradili razli¢ite algoritme koji prona-
laze kriticne vrednosti parametra i odgovarajuc¢e karakteristicne korene i vektore
problema, u zavisnosti od veli¢ine i kompleksnosti istog.

U trecoj glavi smo se fokusirali implementaciju ranije pomenutih algoritama u
programskom paketu MATLAB®, dok je ¢etvrta glava rezervisana za numericke
primere i tumacenje dobijenih rezultata.



Zelela bih da iskoristim priliku da se zahvalim mom mentoru, dr Vladimiru
Kosti¢u na pomoci prilikom odabira teme, kao i na svim korisnim sugestijama i
preporukama koje mi je uputio prilikom izrade ovog rada. Njegova strucnost i
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Glava 1

Motivacija 1 neophodni koncepti

Stvari kojih se najvise plasimo -
fluktuacije, poremecaji,
neravnotezna stanja -
predstavljaju primarne izvore
kreativnosti.

LEADERSHIP AND THE
NEW SCIENCE: Discovering
Order in a Chaotic World
(2006)

Margaret J. Wheatley

1.1 Dinamicki sistemi

Ljudima od nauke je oduvek bilo interesantno da posmatraju razlicite pri-
rodne pojave i da pokusaju da otkriju zasto se nesto desava onako kako se de-
sava. [ danas postoji Zelja da se pronikne u sve $to nam je nepoznato i da se
pronade odgovarajuci zapis problema, njegovo resanje, a posebno zanimljivo po-
lje istrazivanja je pokusaj predvidanja kako ¢e se predmet posmatranja ponasati
u buducnosti. Posmatrano sa matematickog aspekta, ovakvi problemi se mogu
prevesti na jezik dinamickih sistema.

Dinamicki sistem se moze posmatrati kao vremenska evolucija modela nekog
fizickog sistema, odnosno, on predstavlja objekat ili proces ¢ije je stanje u ne-
kom trenutku jedinstveno definisano i ¢ije se ponasanje u toku vremena menja u
skladu sa odredenim zakonom koga nazivamo zakon evolucije [I]. Jedan primer
dinamickog sistema bi bio model kretanja planeta u odredenom vremenskom pe-
riodu, ukoliko se u obzir uzmu i njihova gravitaciona polja. Ono sto bismo se
pitali u ovom slucaju bi bilo sta bi se desilo u duzem vremenskom periodu. Da li
bi doslo do sudara planeta ili bi sistem opstao [2]?



Dinamicki sistemi

1.1.1 Definicija dinamickog sistema

Matematicki model dinamickog sistema se definise tako sto se uvedu dinamicke
promenljive (koordinate), koje na jedinstven naé¢in odreduju stanje sistema, i tako
sto se uspostavi zakon evolucije. U zavisnosti od linearnosti evolucione funkcije,
sistem moze biti linearan ili nelinearan. Rad sa nelinearnim sistemima je
mnogo komplikovaniji od rada sa linearnim, pa iz tog razloga pribegavamo po-
stupcima linearizacije, da bismo mogli da koristimo rezultate poznate za linearne
sisteme.

Definicija 1.1.1. Dinamicki sistem predstavija uredenu trojku (X, T, ®), gde je
o X skup stanja sistema, odnosno, fazni prostor;
o 1" skup vremenskih trenutaka,

o O operator evolucije, koji predstavlja preslikavanje ® : (X, T) — (X,T)
takvo da se svako xo € X posmatrano u trenutku to € T, moZe preslikati u
odgovarajuce xy € X u trenutkut =ty +7€T.

Ukoliko je T =R (ili jednak nekom realnom intervalu) i operator ®(-,t) nepreki-
dan VT € T, dinamicki sistem je neprekidan. Prilikom rada sa fluidima, ovakuvi
problemi se nazivaju tokovi. Ako je T prebrojiv, onda sistem diskretan.

Problem mozemo sagledati iz drugacije perspektive, uvodeéi elemente dife-
rencijalnih jednacina. Posmatramo objekat ¢ija su stanja opisana vrednostima
Z1,...,%, U trenutku t = t5. Ovo predstavlja jedan dinamicki sistem c¢iji zakon
evolucije mozemo predstaviti sistemom obi¢nih diferencijalnih jednacina prvog
reda na sledeci nacin:

dx; .
d‘i = 2(t) = filt,21(t), .. xn(t))i=1...,m. (1.1.1)
Ako bismo vrednosti z1, ..., x, posmatrali kao koordinate tacke x u n - di-

menzionalnom prostoru, stanje sistema bismo mogli geometrijski predstaviti ovom
tackom, koja se naziva fazna tacka. Prostor u kojem se odvija ovaj proces nazi-
vamo fazni prostor (ravan) dinamickog sistema. Pomeranje fazne tacke tokom
vremena po krivoj koju nazivamo trajektorija ili orbita odgovara vremenskoj
evoluciji stanja sistema. Geometrijska reprezentacija trajektorije u faznoj ravni
predstavlja fazni portret. Konacno, dinamicki sistem mozemo predstaviti po-
¢etnim problemom

= F(tx(t)) = F(t,x1(t),...,2,(t)),
tloo = 2o (1.1.2)

gde je
F(t,zq1(t),...,z,(t)) = [fi(t,x1(t), ..., xn(t), ..., fult,z1(L), ..., 2,(1))]

vektor funkcija dimenzije n.



Dinamicki sistemi

Ako je F(t,z(t)) = F(z(t)), sistem diferencijalnih jednacina je autonoman.
S obzirom da je u nasem slucaju vreme varijabla od koje autonomni sistem ek-
splicitno ne zavisi, ovakav autonomni sistem nazivamo vremenski invarijantan.
Sistem koji nije vremenski invarijantan nazivamo vremenski varijantnim. Uko-
liko je F(t,z(t)) = 0,Vt € T, onda je sistem homogen. Tacka z* € R za koju
vazi F'(z*) = 0 se naziva kriti¢na tacka dinamickog sistema, odnosno ekvilibri-
jum ili stacionarna tacka. U narednim poglavljima govori¢emo o autonomnim
dinamickim sistemima. Radi skra¢ivanja zapisa, zva¢emo ih samo dinamicki si-
stemi.

1.1.2 Linearizacija autonomnih nelinearnih sistema

Napomenuli smo da u zavisnosti od linearnosti funkcije F' razlikujemo line-
arne i nelinearne dinamicke sisteme. Posto nelinearne funkcije u velikoj meri
komplikuju nalazenje resenja sistema, cilj nam je da aproksimiramo problema-
tiénu funkciju linearnom, za koju smo ve¢ naveli odredene osobine.

Naime, ako posmatramo nelinearni autonomni dinamicki sistem oblika

i = F(), (1.1.3)

mozemo definisati Jakobijan funkcije F' u tacki z € R"™ kao matricu Df(x) =
[ai;] gde je ,
af’
o1,

Ako je z* kriticna tacka sistema (1.1.3), a A = D f(z*) Jakobijan u kriti¢noj
tacki, mozemo da definiSemo linearizaciju originalnog sistema u x* na sledeci
nacin

(2),i,7=1,2,...,n. (1.1.4)

aij =

Ziﬂ'l = a112x1 + a12T9 + ...+ a1pTy

Zi‘g = 91T + ag9xo + ...+ AonTp

Ty = Ap1T1 + ApaXo + ...+ ApnTy
odnosno, zapisano u matricnom obliku
&= Az, x € R" (1.1.5)
Karakteristicne korene matrice definiSemo kao skup brojeva A takvih da je
Az = Az, (1.1.6)

za vektor x # 0 koji pri tome nazivamo karakteristi¢ni vektor. Ako bismo
ovu jednacinu alternativno zapisali u obliku (A — A\l)z = 0, gde I predstavlja
jedini¢nu matricu reda n, da bi vektor x bio razli¢it od nule mora da vazi

det(A — \I) = 0. (1.1.7)
Dakle, resavanjem jednacine (1.1.7)) dobijamo karakteristi¢ne korene sistema ((1.1.5)).

9



Dinamicki sistemi

Jedna od interesantnih osobina karakteristi¢nih korena je njihova visestru-
kost. Razlikujemo algebarsku i geometrijusku visestrukost korena. Algebarska
visestrukost korena \; matrice A nam govori koliko se puta koren \; pojavljuje
u spektru, dok je geometrijska visestrukost korena \; dimenzija jezgra prostora
(A — X\;I). Koren je prost ukoliko mu je algebarska visestrukost jedan, inace je
slozen.

Karakteristi¢ni koreni i vektori igraju izuzetno znacajnu ulogu u radu sa di-
namickim sistemima. Pomoc¢u njih se mogu naci reSenja i odrediti tip i stabilnost
ekvilibrijuma, kao sto ¢emo razmatrati u nastavku.

1.1.3 Stabilnost dinamickog sistema

Bitnu temu istrazivanja dinamickih sistema predstavlja stabilnost. Naime,
interesuje nas kako se ponasaju resenja i trajektorije dinamickih sistema prilikom
malih perturbacija pocetnih uslova. Postoje razli¢iti oblici stabilnosti resenja:

e Za stacionarnu tacku z* kazemo da je stabilna u smislu Ljapunova
ako za svaku okolinu U(z*), postoji okolina V (z*) C U(z*), tako da svako
resenje koje pocne u V(z*) ostane unutar U(z*), odnosno, matematicki
zapisano

Ve > 0,30 >0, |lxg —2"|| <0 =Vt >0,|z(t) — 2" <e (1.1.8)

Ovo znaci da resenja koja nastanu “dovoljno blizu“ ekvilibrijuma, zauvek
ostaju “dovoljno blizu“. Stacionarna tacka je nestabilna, ako nije stabilna.

e Stacionarana tacka z* je asimptotski stabilna, ako je stabilna i vazi
40 > 0, ||xo — 27| < Jp = tlim |x(t) — z*|| = 0. (1.1.9)

Ovo znaci da resenja koja nastanu “dovoljno blizu®“ ekvilibrijuma, konver-
giraju ka istom.

e Stacionarna tacka x* je eksponencijalno stabilna ako vazi
Ja, 8,0 > 0, |lwo—a*|| < 0 = ¥Vt >0, ||z(t)—2*| < af|zo—z*|e™?. (1.1.10)

Ovo znaci da resenja konvergiraju ka ekvilibrijumu brzinom ne manjom od
al|lzg — z*||e P

Poznata je tzv. Teorema linearizacije ([3]) koja nam govori nesto vise o sta-
bilnosti linearizovanog sistema.

Teorema 1.1.1. Neka je x* kriticna tacka linearizovanog sistema dimenzije n
i vazi da svi koreni Jakobijana u toj tacki imaju nenula realni deo. Tada vazi
da ako je x* asimptotski stabilna, onda je i linearizacija asimptotski stabilna @
nijedan koren Jakobijana nema pozitivan realan deo. U slucaju da su svi koreni
Jakobijana nepozitivni (ima i ¢isto imaginarnih ili nula korena), sistem moZe biti
ili stabilan ili nestabilan.

10



Dinamicki sistemi

1.1.4 Klasifikacija ekvilibrijuma

Na osnovu faznog portreta mozemo da zaklju¢imo kog je tipa ekvilibrijum,
tj. da li mu se resanja priblizavaju tokom vremena, udaljavaju od njega ili su
mozda skoncentrisana na odredenoj udaljenosti od ekvilibrijuma. Ova saznanja
nam govore nesto vise o stabilnosti sistema. Objasnimo to na primeru linearnog
dvodimenzionalnog sistema jednacina

¥ = ax + by
Yy =cr+dy (1.1.11)

-k L) o

gde a,b,c,d € R. Poznato je da na osnovu karakteristicnih korena ovog sistema,
tj. korena A1, Ao matrice koeficijenata mozemo odrediti tip ekvilibrijuma. Razli-
kujemo sledece vrste:

odnosno

e Cvor je kriti¢na tacka predstavljena na slici . Ona se javlja u slucaju
¢isto realnih i razli¢itih korena Ay, Ay i moze biti asimptotski stabilna (ako su
oba karakteristi¢na korena negativna) ili nestabilna (ukoliko su oba korena
pozitivna). ResSenje sistema sa ovim ekvilibrijumom izgleda ovako: x =
Cik1eMt 4+ Cykqe??t, gde su Oy, Cy konstante, a ki, ko karakteristi¢ni vektori.

e Sedlo je kriti¢na tacka prikazana na (1.1.1bf). Javlja se u slucaju dva realna
karakteristicna korena suprotnog znaka. Ovaj tip kriticne tacke je uvek
nestabilan. Resenje sistema u ovom slucaju izgleda isto kao i za ekvilibrijum
¢vor.

e Zvezda (prikazana na ) je podvrsta kriti¢ne tacke ¢vor koja se javlja
u sluc¢aju dva jednaka, realna korena, uz postojanje dva linearno nezavisna
vektora. Vazi da je asimptotski stabilna ako su koreni negativni, a ako
su pozitivni, onda je nestabilna. ResSenje sistema se dobija izrazom x =

GM(Clkl + ng‘g).
e Nepravilni ¢vor ([1.1.1d)) se javlja ako imamo dva jednaka, realna korena,

ali uz postojanje samo jednog linearno nezavisnog vektora. Za stabilnost
vaZi §to vaZi i za zvezdu. ReSenje u ovom slucaju ima oblik x = e (C1k +

Cg(k‘t + IJ))

e Centar (1.1.1€) je kriticna tacka koja se javlja kad imamo par ¢isto imagi-
narnih karakteristi¢nih korena A ; = %ib, sa odgovaraju¢im vektorima k; i
ko. Ovaj ekvilibrijum je uvek stabilan, ali nije i asimptotski stabilan.

e Spirala (|1.1.1f) se javlja u sluc¢aju para kompleksnih korena ¢iji realni deo
nije nula, odnosno A\ 2 = a £ b. Ukoliko je realni deo pozitivan spirala je
nestabilna, a ako je negativan, onda je asimptotski stabilna.

11
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Pojam bifurkacije

Generalno resenje za poslednja dva slucaja kad dobijemo konjugovano kompleksne
karakteristi¢cne korene ima oblik

x = Cre™(ky cos(bt) + kysin(bt)) + Coe™ (kg sin(bt) + ko cos(bt)).

1.2 Pojam bifurkacije

Razli¢ite pojave iz oblasti fizike se mogu opisati posmatranjem dinamickih si-
stema, kako jednodimenzionalnih, tako i viSedimenzionalnih koji zavise od jednog
ili vise parametara.

U jednodimenzionalnim sistemima resenja se mogu podeliti u tri grupe: rav-
notezna resenja, resenja koja konvergiraju ka ravnoteznim stanjima i divergentna
tara uticu na kvalitativnu strukturu toka, sto znaci da se resenja mogu pojaviti i
nestati, a njihova stabilnost se moze promeniti kako se menjaju parametri. Ova-
kve promene se nazivaju bifurkacije i predstavljaju izuzetno interesantan pojam
za istrazivanje.

Bifurkacija se javlja u problemima sistema diferencijalnih jednacina zavisnih
od jednog ili vise parametara koji uti¢u na resenje sistema. Ako, na primer,
posmatramo jednacinu

a(t) = f(x(t), 1) (1.2.1)
gde je p parametar koji figuriSse u problemu, kazemo da sistem ima bifurkaciju
u p = po, ako dolazi do promene u trajektoriji u momentu prolaska p kroz pyg
([B]). Drugim re¢ima, u tom momentu dolazi do promene u stabilnosti i/ili broju
ravnoteznih tacaka (tj. tacaka ekvilibrijuma).

Razlikujemo vise tipova bifurkacija ([4]). Sedlo - évor bifurkacija je po-
znata jo$ i kao fold bifurkacija ili bifurkacija sa tackom preokreta[] Ovo
je ujedno najjednostavniji primer u kom moze da se desi da fiksna tacka ne postoji
za sve vrednosti parametra. Upravo to je slucaj u slede¢em primeru.

Primer 1.2.1. Posmatramo jednacinu
i =p—a®

Trazimo ekvilibrijume u zavisnosti od p. RavnoteZne tacke ove jednacine se na-
laze resavanjem jednacine x = 0. Vidimo da, ako je p > 0, imamo dva ekvili-
0
brijuma, x* = £\/f. Zamenom dobijenih resenja u ——(x,p) = —2x dobijamo
X
da je ekvilibrijum x* = \/u stabilan, dok u drugom slucaju, za x* = —,/u, do-
bijamo mnestabilnost. Ako je p = 0, ravnotezna tacka je x* = 0, a za p < 0
ravnotezna tacka ne postoji. Iz cinjenice da je izvod u tacki (0,0) takode nula, o
njenoj stabilnosti ne znamo nista. Medutim, postoji mogucnost grafickog prikaza
faznog portreta ovog sistema (m 1z kojeg mozZemo zakljuciti da je sporna tacka
nestabilna sedlasta tacka i onda kaZemo da jednacina ima sedlastu bifurkaciju u
p=0.

Leng. turning - point bifurcation
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Slika 1.2.1: Fazni portret vezan za Primer m

-2k

-3t

Slika 1.2.2: Dijagram bifurkacije za Primer m

Razlikujemo i transkriti¢nu bifurkaciju za koju vazi da fiksna tacka postoji
za sve vrednosti parametra. Takode, bitna razlika u odnosu na prethodni tip je
i to Sto u ovom slucaju dve fiksne tacke ne nestaju u tacki bifurkacije, ve¢ im se
samo stabilnost menja.

Primer 1.2.2. Posmatrajmo sledecu ODJ

i = px — 2. (1.2.2)

Ova jednacina ima dva ekvilibrijuma v x = 0 i x = p. Kako je %(O,M) =1

%(u, W) = —u, vidimo da je ekvilibrijum x = 0 stabilan ako je pu < 0 7 nestabilan
ako je p > 0, dok za ekvilibrijum x = pu vazi obrnuto, odnosno da je stabilan za

1> 0, a nestabilan za p < 0.
I 1&
% + { - -'. +
| |I

T TN

Slika 1.2.3: Transkriti¢na bifurkacija sistema (1.2.2)) za a)u > 0, b)up =01ic)u <0

¥

X
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Slika 1.2.4: Bifurkacioni portret transkriticne bifurkacije sistema l)

Dakle, transkriticna bifurkacija nastaje u sistemima kod kojih postoji trivijalna
grana resenja nezavisno od vrednosti parametra p, za razliku od bifurkacije sedlo-
cvor gde grane resenja postoje lokalno samo sa jedne strane bifurkacione tacke.
U nasem primeru trivijalna grana resenja je x = 0. Druga grana reSenja r = L
prolazi kroz prvu u bifurkacionoj tacki (x,p) = (0,0) ¢ tada dolazi do takozvane
razmene stabilnosti, gde jedno resenje iz stabilnog prelazi u nestabilno, a za drugo
vazi obrnuto.

Slededi slucaj je vilasta ili viljuskasta bifurkacijaﬂ gde se fiksne tacke poja-
vljuju i nestaju u simetri¢nim parovima. Razlikujemo superkriti¢nu i supkriticnu
viljuskastu bifurkaciju.

Primer 1.2.3. Posmatrajmo sistem
&= pr — 2° (1.2.3)

Vidimo da ova jednacina ima jedan globalni, asimptotski stabilan ekvilibrijum u
r = 0, ako je p < 0 @ tri ekvilibrijuma v = 0,z = +./u, ukoliko je p > 0.
U tacki bifurkacije, stabilni ekvilibrijum 0 gubi svoju stabilnost, a radaju se dva
nova stabilna ekvilibrijuma £, /1 (kako parametar prelazi iz negativnog u pozitivan

broj).

Slika 1.2.5: Superkriti¢na bifurkacija mstema 1.2.3 za a)p < 0, b)p = 01
oy > 0.

2eng. pitchfork bifurcation
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Ovaj primer viljuskaste bifurkacije u kom iz jednog stabilnog resenja nastaju
dve nove stabilne grane resenja kako parametar p raste se naziva superkriticna
bifurkacija.

stabilno

nestabilno

stabilno

stabilno

Slika 1.2.6: Bifurkacioni portret superkriticne bifurkacije sistema (|1.2.3]).

Primer 1.2.4. Primer sistema koji ima supkriticnu viljuskastu bifurkaciju je

ODJ
&= px + 2> (1.2.4)

Za fiksnu tacku x = 0 vaZi ista analiza kao © ranije, dok su druge dve v = ++/—pn
nestabilne i postoje samo za p < 0. Ovo moZemo uociti na sledecoj slici.

. X
nestabilno
stabilno ~y nestabilno |
S H
- - -
nestabilno

Slika 1.2.7: Bifurkacioni portret supkriti¢ne bifurkacije sistema (|1.2.4]).

Do sada smo razmatrali kako se jednodimenzionalni sistem ponasa prilikom
varijacije jednog parametra. Medutim, mozemo posmatrati i slu¢ajeve kad sistem
zavisi od dva ili vise parametara. U tom slucaju, imamo bifurkacije kodimenzije
- n. U slede¢em primeru ¢emo predstaviti bifurkaciju kodimenzije - 2 ([6]).

Primer 1.2.5. Posmatrajmo ODJ
& =h+pr — 2> (1.2.5)

Kada je h = 0, imamo superkriticnu viljuskastu bifurkaciju, a funkcija & je ne-
parna. Za h # 0 gubi se simetrija i stoga se h naziva parametrom narusavanja
simetrije.

Posmatramo grafike funkcijay = px—ax® iy = —h, za fiksirano u. Preseci ovih
grafika su fiksne tacke sistema , a njithov broj zavisi od vrednosti parametra
. Naime, za p < 0 seku se u samo jednoj tacki, jer je prva kriva opadajuca, a
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(a)
v:—fi
____________________________________________ |k|>h(#)
7777777777 e |H=hw
______ N W<k
v X
y:_u.x—x3
u<0 u=>0

Slika 1.2.8: Odnos grafika funkcija y = ux — 2% i y = —h za razli¢ite vrednosti h
ip.

za > 0 mogu se seci u jednoj, dve ili tri tacke u zavisnosti toga kako se krece
vrednost h.

Sedlo-cvor bifurkacija se javlja kada y = —h predstavlja tangentu na lokalni
minimum ili lokalni maksimum krive y = px — x3. Ekstremi ove krive se nalaze
u tacki u kojoj je prvi izvod jednak 0, odnosno

d
%(ux—x?’):u—iﬂxQ:O

Sledi da je lokalni maksimum u

(Tmazs Ymaz) = (\/ﬂ o M)
maxy Jmax 37 3 3
(x.y.):</“_2“/”>
many Jmin 37 3 3 *

Mozemo da zakljucimo da ée se bifurkacija pojaviti kad je

b= h(n) - i?\/g (1.2.6)

Ako bismo u ravni (u, h) nacrtali bifurkacione krive (1.2.6), uocili bismo da se
one seku u tacki (0,0). Ova tacka se naziva Siljak. U njoj se pojavijuje bifurkacija
kodimenzije - 2 (koja nastaje uticajem dva parametra), a duZ samih krivih se
javljaju sedlo-cvor bifurkacije.

dok je minimum u

Prelaskom na viSedimenzionalne sisteme, nas problem se usloznjava, ali je
ideja ista. Fiksne tacke mogu da nestaju i da se pojavljuju, kao i da menjaju
stabilnost, slicno kao u jednodimenzionalnim sistemima. U visedimenzionalnom
slucaju kazemo da dolazi do bifurkacije kad fazni portret menja svoju topolo-
sku strukturu na slican nac¢in kao i u jednodimenzionalnim primerima. Takode,
razlikujemo vise tipova bifurkacija, kao sto su, od ranije poznate, sedlo - ¢vor,
transkriticne i vilaste (superkriti¢ne i supkriti¢ne) kao i jos neke koje nisu pome-
nute, npr. globalne bifurkacije ciklusa i, od posebne vaznosti za ovaj rad, Hopfove
bifurkacije.
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1 1 fiksna tacka h (k)

3 fiksne tacke

-h(k)
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Slika 1.2.9: Bifurkacione krive u ravni (u, h).

1.2.1 Hopfova bifurkacija

Hopfova bifurkacija (poznata jos i pod nazivom Poinkare - Andronov - Hop-
fova bifurkacija) nastaje kada se periodi¢no resenje ili grani¢ni ciklus pojavljuje ili
nestaje oko tacke ekvilibrijuma kako parametar u prelazi svoju kriticnu vrednost
([7). Ovo je najjednostavniji primer dinamicke bifurkacione teorije. U proble-
matici diferencijalnih jednacina, za bifurkaciju sedlo - ¢évor vazi da Jakobijan
ocenjen u tacki ekvilibrijuma ima jedan prost nula karakteristi¢ni koren, dok do
Hopfove bifurkacije dolazi kada par konjugovano - kompleksnih karakteristi¢nih
korena sistema linearizovanog u fiksnoj tacki postaje ¢isto imaginaran kako para-
metar prelazi kriticnu vrednost. Ovo nam predstavlja pokazatelj da se Hopfova
bifurkacija javlja samo u visedimenzionalnim sistemima.

[ u ovom slucaju razlikujemo superkriti¢nu i supkriti¢cnu Hopfovu bifurkaciju.

Sledec¢a teorema nam govori o uslovima pod kojima dolazi do Hopfove bifur-
kacije u slu¢aju dvodimenzionalnog sistema ([7]).

Teorema 1.2.1. Posmatramo sistem

T = f,u(xay)
Y= gu(z,y) (1.2.7)

gde je p proizvoljan parametar. Pretpostavimo da postoji fiksna tacka (x,y) =
(x0,%0) koja mozZe da zavisi od . Neka su karakteristicni korent sistema lineari-

zovanog oko fiksne tacke dati sa M), ), gde je M(p) = a(p) +i6(u). Dalje,
pretpostavimo da za konkretnu vrednost = py vaze sledeci uslovi:

1. uslov nehiperbolicnosti: par imaginarnih karakteristicnih korena

(o) = 0, B(po) = w # 0 gde je sgn(w) = sgn((Fe)l = (0, yo))

2. wuslov transversalnosti: karakteristicni koreni prelaze imaginarnu osu sa ne-
nula brzinom

da
%L&l:uo =d 7A 0
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3. genericki uslov
a#0 za

a = %(fwm + Sfayy + Gray + gyyg) + ﬁ[fmy(fm + fuy) = Gay(Gez + Gyy) —
) P )
fmmg:m + fyygyy]: gde J€ facy - (WQQ/NH:M(IO; yO) itd.

Tada se oko ekvilibrijuma rada jedinstvena kriva periodicnih resenja u oblasti gde
je > po, ako je ad < 0 ili u oblasti gde je p < po, ako je ad > 0. Ekvilibrijum
je stabilna fiksna tacka za p > pg (resp. p < po), a nestabilna fiksna tacka za
< po (resp. > o), ako jed < 0 (resp. d > 0). Periodicna resenja su stabilna
(resp. nestabilna) ako je ekvilibrijum nestabilan (resp. stabilan) sa one strane
jednacine . = pg gde periodicna resenja postoje. Javljaju se periodicne orbite koje
predstavljaju resenja sistema koja se ponavijaju tokom vremena i ¢ije se amplitude
ponasaju kao /|y — pol, dok periodi teZe ka 2% kada p — po. Bifurkacija je
superkriticna ako su periodicna resenja stabilna, a supkriticna ako su nestabilna.

Prve sugestije o ovoj teoremi u dvodimenzionalnom sluc¢aju je imao Poinkare
oko 1890., dok su do konkretne formulacije i dokaza dosli Andronov i njegovi
saradnici oko 1930. godine. Hopf je 1942. godine dokazao ovu teoremu za sistem
konac¢ne dimenzije.

Sam pojam Hopfove bifurkacije zvuci komplikovano i apstraktno. Medutim,
ova teorija se primenjuje u mnogim realnim problemima. Ima svoju primenu u
ispitivanjima raznih oscilacija izazvanih udarima vetra (Sto je od velikog znacaja
u oblasti gradevine), LCR oscilacijama u elektriénim kolima, periodi¢nim kreira-
njem nervnih impulsa u nervnom sistemu, kao i, npr. u epidemioloskim modelima
koji opisuju fluktuacije broja obolelih od neke zarazne bolesti. Zakljucujemo da
je spektar primene ove teorije prili¢no Sirok.

U ovom radu ¢e biti obraden problem nestabilnosti visedimenzionalnih dina-
mickih sistema koji zavise od jednog parametra, uzrokovane pojavom Hopfove
bifurkacije. Videé¢emo kako se taj problem formulise matematicki i koji alati se
koriste za njegovo resavanje. Ceo ovaj postupak se izvodi sa ciljem da identifiku-
jemo sve nepoznanice koje figurisu u nastanku Hopfove bifurkacije.

1.3 Predstavljanje posmatranog problema i uvo-
denje neophodnih pojmova

Uocavanje Hopfove bifurkacije u visedimenzionalnim dinamickim sistemima
koji zavise od nekog parametra nije lak zadatak. Mnogi savremeni naucnici se
i dalje bave pronalazenjem najboljih i softverski najpogodnijih nacina da bi se
doslo do resenja, odnosno da bi se aproksimirao parametar koji odgovara Hopfovoj
tacki. Osnovni pristup ovom problemu se temelji na karakteristicnim korenima
matrice sistema i svojstvima Kronekerovog proizvoda. Naravno, postoje razne
varijacije u postupcima i metodima rac¢unanja, ali osnovna ideja je uvek ista.

Detekcija Hopfove tacke se svodi na posmatranje najdesnjih karakteristicnih
korena odredenog sistema, najcesée predstavljenog u obliku matri¢nih jednacina
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u kojima figurisu retke matricd’] Zatim treba odrediti kriti¢nu vrednost parame-
tra koji uzrokuje gubitak stabilnosti. Naime, kada se sistem nalazi u stabilnom
stanju, svi koreni leze u levoj imaginarnoj poluravni. Kako se resenja priblizavaju
kritiénoj vrednosti (dok vrednosti parametra idu ka kriti¢noj), ona se kreéu ka
imaginarnoj osi. U kriti¢noj tacki koreni postaju ¢isto imaginarni, a zatim prelaze
u desnu poluravan dovodedi sistem u nestabilno stanje. 1z ovoga zakljucujemo
da su upravo ti najdesnji koreni interesantni, jer njihovo pomeranje dovodi do
narusavanja stabilnosti.

Za resavanje ovog tipa problema nije adekvatno koristiti direktne metode de-
tekcije karakteristicnih korena, jer nisu efikasni, zahtevaju previse vremena, ali i
memorije racunara. [z tog razloga su pojedini autori (npr. u [19]) predstavili mo-
dele koji racunaju vrednost parametra u trazenoj tacki, s tim da se odgovarajuci
karakteristicni koreni ne racunaju u meduprocesu. Medutim, ispostavilo se da
su ovi modeli neprakti¢ni kad se primenjuju na sisteme izuzetno velikih dimen-
zija. Dalja proucavanja su pokazala da ako izaberemo dobre pocetne vrednosti za
nepoznati parametar i ¢isto imaginarne karakteristicne korene u Hopfovoj tacki,
postoje izuzetno efikasni algoritmi koji ¢e nas, iterativno, dovesti do trazenog
reSenja. Algoritam koji ¢e biti opisan u ovom radu je Ljapunovljeva inverzna ite-
racija, a problem ¢e biti formulisan u obliku Ljapunovljevih jednacina na takav
nacin da se mogu dobiti resenja i za probleme velikih dimenzija.

Prilikom analiziranja hemijskih reakcija ili stabilnosti u mehanici fluida dobi-
jaju se slozeni sistemi parcijalnih diferencijalnih jednacina za koje treba pronaci
resenja. Ovaj problem nije trivijalan, pogotovo ako se radi sa velikim dimenzi-
jama. Iz tog razloga se pribegava raznim aproksimacijama i bitno je da dobijena
resenja budu dovoljno blizu ta¢nog. Diskretizacijom ovih komplikovanih sistema
dobijamo sistem koji je lakse resiti i zapisujemo ga u obliku

Mu; = f(u, ) (1.3.1)

gde je f: (R",R) — R" nelinearna funkcija, M € R™" matrica mase sistema,
u € R™ promenjiva koja opisuje neko svojstvo (npr. brzinu), o parametar, a n
dimenzija diskretizacije (moze biti izuzetno veliki broj).

Neka je u takvo da za sistem vazi uy = 0. Ako je ekvilibrijumska
jednacina oblika f(u,«) =0, onda sa S = {(u, a)|f(u,a) = 0} obelezavamo skup
njenih resenja. Kako se parametar o menja, moze se pronaci tacka (u*, a*) € S za
koju resenje prelazi iz stabilnog u nestabilno. Mi Zelimo da pronademo kriticnu
vrednost parametra, odnosno o, ako nam je poznat skup S. Drugim rec¢ima,
pretpostavicemo da je skup S poznat i da se na osnovu njega moze definisati
funkcija u(a), takva da je f(u(a),a) = 0, te je tada u* = u(a*). Dakle, tacke
ekvilibrijuma posmatramo kao funkcije od parametra « i pretpostavljamo da se
mogu izraziti na jedinstven nacin iz jednacine f(u,«) = 0.

Funkcija f(u,«) je uglavnom nelinearna, a to dovodi do komplikacija u ra-
¢unici. Iz tog razloga pribegavamo linearizaciji sistema ([1.3.1]) za fiksirano a. U
tom slucaju stabilnost resenja zavisi od toga kakvi su karakteristicni koreni A,

3eng. Sparse matriz. Retka matrica je matrica kojoj je veéina elemenata 0. Suprotni slucaj
se naziva gusta matrica.
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dobijeni iz
det(J(a) = AM) =0 (1.3.2)
gde je J(a) Jakobijan ocenjen u u(«), odnosno J(«) = %(u(a), Q).

Ako su dobijeni karakteristi¢ni koreni realni i negativni, tada je reSenje sta-
bilno, a ako su neki od korena nenegativni, reSenje je nestabilno, sto znaci da
ukoliko se zbog promene parametra « desi da realni koreni predu iz negativnih
u pozitivne (produ kroz 0), dolazi do gubitka stabilnosti. U sluc¢aju da su koreni
kompleksni, situacija je analogna. Ukoliko koreni imaju negativne realne delove,
resenje je stabilno, inace je nestabilno. Najzanimljiviji sluc¢aj, odnosno slucaj
Hopfove bifurkacije je sta se dogada kad se par karakteristicnih korena nade na
imaginarnoj osi, odnosno kada je ¢isto imaginaran.

Kao sto je pomenuto, osnovni princip pronalazenja Hopfove tacke se sastoji
u trazenju problemati¢nih karakteristi¢nih korena sistema ((1.3.2)), ako fiksiramo
diskretan skup parametara «. Ovo znaci da bi se za svako fiksirano « resavao
sistem sa ciljem nalazenja njegovih korena, $to je u slucaju rada sa velikim di-
menzijama neefikasno.

Znacajan pristup pronalazenju Hopfove tacke je obraden u [19],[20]. Autori
su predlozili metod ra¢unanja trazene tacke bez racunanja najdesnjih korena.
Za matricu mase su uzeli jedinicnu matricu reda n i sistem doveli u vezu sa
Kronekerovim proizvodom i na taj nacin dobili problem koji bi se mogao resiti
Njutnovim postupkom. Medutim, problem je §to su dimenzije ovog sistema n? x
n?, $to znaci da za veliko n postupak zahteva previse vremena i memorije. Zbog
toga je moralo do¢i do unapredenja ovih ideja.

Vra¢amo se na sistem i pretpostavljamo da je (ug,p) € S stabilna
kriticna tacka, a trazena tacka (u*,a*) € S je u okolini kriti¢ne ([I8]). Tada
mozemo da aproksimiramo Jakobijan u nepoznatoj tacki

dJ(Oé())
do

J(a") = J(ap) + (a* — ap) (1.3.3)

Ako obelezimo A = J(ag), B = % = J'(ag) i p = (a* — ap) dobijamo sledeci

generalizovani problem karakteristicnih korena
(A+puB)x = AMx. (1.3.4)

Obicno su A i B velike, retke, antisimetri¢ne matrice, a B moze biti i singularna.

Vidimo da, za a* = oy odnosno p = 0, dobijamo stabilan sistem. Drugim
recima, svi karakteristicni koreni sistema Ax = AMxz se nalaze u stabilnoj, levoj
poluravni. Ideja je pronaéi najmanje |u| za koje bi nas$ problem imao par ¢isto
imaginarnih korena, tj. imao karakteristicne parove (A, z) i (=\,T), gde je A =
bi,b € R. Jasno je da ¢e koreni biti neprekidne funkcije od p, a prvo u za koje
¢e A biti na imaginarnoj osi ¢emo uzeti za aproksimaciju parametra u kom dolazi
do pojave Hopfove bifurkacije.

Bitno je napomenuti da moze da se desi i sluc¢aj da je trazena tacka (u*, o*) €
S proizvoljno udaljena od izabrane stabilne, odnosno, da se ne nalazi u njenoj
okolini. U tom slucaju Jakobijan J(a*) nije moguée razviti u Tejlorov red u
kriti¢noj tacki i izraziti kao u (1.3.3)). Uprkos tome, moguce je dobiti informacije
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o udaljenosti tacke (u*,a*) od izabrane na osnovu procene udaljenosti izmedu
najdesnjeg korena sistema i imaginarne ose ([12]). U produzetku ¢e biti razmotren
i ovaj slucaj. Medutim, napominjemo da je glavni fokus ovog rada usmeren na
pocetno razmatranje, tj. posmatranje tacke iz okoline kriti¢ne.

Za pocetak, da se upoznamo sa osnovnim konceptima koji ¢e biti koris¢eni da
bi se dobili rezultati ovog rada.

1.3.1 Kronekerov proizvod

Definicija i osnovne osobine

Kronekerov proizvod je izuzetno znacajan koncept u oblastima linearne alge-
bre. Naziv je dobio po Leopoldu Kroneker ([37]). Cesto se koristi za resavanje
problema izrazenih preko matri¢nih jednacina, jer ima povoljne osobine koje olak-
savaju proces resavanja ([11]).

Definicija 1.3.1. Kronekerov proizvod definisan kao
(v@w) = (A® B)(v®w) = Av® Bw

predstavlja linearnu transformaciju na C". Matrica te transformacije, u bazi
e' ® el je definisana sa
CLHB s alnB
A® B = : - : (1.3.5)
amB - a,B
za A, B € C™™,

Vazi da je Kronekerov proizvod dve dijagonalne matrice dijagonalna, proi-
zvod dve donje (resp. gornje) trougaone matrice donja (resp. gornja) trougaona
matrica, a proizvod dve simetricne matrice simetri¢na matrica.

U slede¢im tvrdenjima naveSé¢emo osnovna svojstva ovog proizvoda bez do-
kaza, jer to nije predmet ovog rada. Za dodatne informacije pogledati [§], [9],
[29].

Teorema 1.3.1. Neka su A, B,C, D € C"*". Tada vaZi
(A® B)(C® D) =AC ® BD (1.3.6)
Teorema 1.3.2. Za matrice A i B vazi:
a) (A® B)T = AT @ BT
b) Ako su regularne, tada (A® B)™' = A~ @ B~
c) Ako su kvadratne i normalne, tada je i A @ B normalna.
d) Ako su kvadratne i ortogonalne, tada je i A ® B ortogonalna.

e) Postoji permutaciona matrica P takva da P(A® B)PT = (B® A).

“ger. Leopold Kronecker (7.12.1823. - 29.12.1891.), nemacki matematicar koji se prete-
Zzno bavio celim brojevima. Mnogi pojmovi u matematici su nazvani po njemu, tako da osim
proizvoda imamo jos i npr. Kronekerovu deltu ili Kroneker-Veberovu teoremu.
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Spektar Kronekerovog proizvoda

Najjednostavniji nacin uocavanja karakteristicnih korena i vektora je odredi-
vanje neke od faktorizacija matrice. Generalizacija dekompozicije po karakteri-
sticnim vrednostima za pozitivno - definitne, normalne matrice dimenzije m x n
je SVDP} SVD, odnosno dekompozicija po singularnim vrednostima, predstavlja
faktorizaciju matrice na matrice koje sadrze singularne vrednosti, odnosno sin-
gularne vektore pocetne. Singularna vrednost matrice T': X — Y gdesu X i Y
Hilbertovi prostori, predstavlja kvadratni koren karakteristicnih korena matrice
T :X — X.

SVD matrice T dimenzije m X n ima oblik

T =UsV*, (1.3.7)

gde su U i V unitarne matrice dimenzija m X m, odnosno n x n ¢ije kolone
predstavljaju leve, respektivno desne singularne vektore matrice T', dok je X
pravougaona dijagonalna matrica dimenzije m X n, ¢iji su dijagonalni elementi
nenegativni realni brojevi i predstavljaju singularne vrednosti matrice 7.

Teorema 1.3.3. Neka je Ua >S4 VI SVD za matricu A € R™™ § Ug> g VE
SVD za matricu B € RP*. Tada je

(Ua®@ Up)(Sa®Sp) (V4 @ VE) (1.3.8)
SVD za matricu AQ B.

Teorema 1.3.4. Neka su {\1,...,\,} karakteristicni koreni matrice A € R™",
a{&,...,&n} karakteristicni koreni matrice B € R™™. Tada su

A&y s A&y A&, Ay A

karakteristicni koreni matrice A ® B. Dalje, ako su {x1,...,x,|p < n} i
{y1,...,y4lqg < m} redom desni karakteristicni vektori A i B, koji odgovaraju
korenima {\1,..., A\, }, odnosno {&,. .., &}, onda su x;®y; desni karakteristicni

vektori matrice A @ B, koji odgovaraju korenima {\&1, ..., A&m}-

1.3.2 Bialternativni proizvod

Definicija i osobine

Bialternativni proizvod?| je efikasan alat koji je primenu nasao u analizi poli-
nomne i matri¢ne stabilnosti i izuzetno je bitan u postupcima otkrivanja Hopfovih
bifurkacija, sto ¢emo videti kasnije.

Da bismo uveli pojam bialternativnog proizvoda, prvo moramo da se upo-
znamo sa konceptima second compound matriz i klinastog proizvoda ([10],[11]).

Seng. Singular Value Decomposition
Seng. Bialternate product
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Definicija 1.3.2. Za matricu A = [a;;] € C™", operator second compound
matrix (SCM) se definise kao Cy(A) € c()x(s , gde je
Qi Ayl

CQ(A)Z'jJ{;l = det [ ) ) ]
Gk Gt (5)x(3)

, (Z,]) c Q27m, (k), l) € ng (139)

gde je Qo skup svih parova (i,j), takvih da je i,5 € {1,...,n}, i <j.
Definicija 1.3.3.

a) Dva para indeksa (i,7) i (p,q) su u leksikografskom poretku, ako je i < p ili

(i=pij<aq).
b) Klinasti proizvod dva vektora v,w € C" je vektor

1
vAweC" m= En(n—l)
cije su komponente date sa
(U A w)i,j = VW; — v;w;
i poredane u leksikografskom poretku.

Definicija 1.3.4. Bialternativni proizvod matrica predstavija linearnu transfor-
maciju prostora C*. Njegova matrica u bazi €' A\ &/ se definise kao F = A- B €

(C<%)X(%), za A = [a;], B = [b;j] € C"*". Elementi matrice F' su dati sa

1 — o
fijm = 3 (det [ Zji ZZ ] + det l ik ]) (1.3.10)

Qi Qg1
gd6 (179)7 (k7l) € QQ,n-
Lema 1.3.1.
— Q4 j=k
ai+aj; t=k,j=I
aji k=17 7& l
—Cl,jk =1
0 inace

(2A - L)sj = (1.3.11)

Teorema 1.3.5. Neka su A, B,C € C™*". Tada vazi:
a) A-B=B-A
b) (aA) - (3B) = ap(A - B)
¢c) A-(B+C)=A-B+A-C
d) (A-B)T = AT . BT
e) (A-B)H = A" . BH
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f) AB-AB = (A-A)(B- B)
g9) (A-A)F = AF. AF
h) Ako je A regularna, onda je i A- A reqularna i vazi (A- A)™t = A71. A7!

i) Ako su A 1 B gornje trougaone matrice (donje trougaone, dijagonalne),

sa dijagonalnim elementima a; i by,i = 1,...,n, tada je i C = A- B
gornja trougaona (donja trougaona, dijagonalna) matrica sa dijagonalnim
elementima 1

Cij,ij = §(aiibjj + ajjbii), (Z,j) € ng (1312)

Lema 1.3.2. Neka su A, B € C"*"™. Tada
2(A-B) = Cy(A+ B) — Cy(A) — Cy(B) (1.3.13)
Teorema 1.3.6. Ako su matrice A, B,C, D € C" ", onda vazi:

(A-B)(C-D) = ;(AC-BD—l—AD-BC’) (1.3.14)
Posledica 1.3.1. Ako je A = B, odnosno C = D, onda je
(A-A)(C-D)=AC-AD (1.3.15)
odnosno
(A-B)(C-C)=AC - AC (1.3.16)

Spektar bialternativnog proizvoda

Ako imamo bialternativni proizvod u kom figuriSu samo matrica A i njeni
stepeni, za ocekivati je da se karakteristi¢ni koreni tog proizvoda mogu dovesti u
vezu sa korenima same matrice A. Upravo to je pokazano u sledecoj teoremi.

Teorema 1.3.7. (Stephanos, 1900.) Neka je A € C™™ i h,, € C,p,q =

0,1,....,m. Ako su Ai,...,\, karakteristicni koreni matrice A, onda vaZi da
su korens .
Z hqup - A
p,q=0
dati sa L om
D (A4 AN
P,q=0

gd@ j@ (Z7]> € QQ,n'

Dokaz. Koristimo osobinu da svaka matrica ima Surovu dekompoziciju, tj, postoji
unitarna matrica U € C"*", takva da je T' = U*AU gornja trougaona. Zajedno
sa rezultatima posledice (|1.3.1)), dobijamo

p,q=0 p,q=0

(U-U) ( i hpg A - Aq) (U-U) = i hpg(U"APU) - (U AU)

= 3" hy 7 - T

p,q=0
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Kako su T? i TP gornje trougaone, njihovi koreni, respektivno Af, ..., A2 i X], ... A\,

se nalaze na dijagonalama, pa na osnovu (|1.3.12)) vidimo da su trazeni koreni za-
ista

ZO hpg (AT NS + ML),
p,q=

DO | —

Specijalno, ako izaberemo h,, = 11ip = ¢ = 1 dobijamo da matrica A- A ima
korene A;A;. Ukoliko uzmemo da su h,y, = 2,p = 11 ¢ = 0 vidimo da su koreni
matrice 2A-1,, dati sa \;+\;. Ove matrice ¢e nam biti od koristi u razmatranjima
koja slede. O]

Veza bialternativnog i Kronekerovog proizvoda

Videtemo kakva veza se moze uspostaviti izmedu bialternativnog i Kroneke-
rovog proizvoda. Pre toga ¢emo uvesti neke od neophodnih pojmova.

Definicija 1.3.5.
a) Ga,, predstavija skup svih parova (i,7), takvih da jei,j € {1,...,n}, i <j.

b) Operator v(p,q) definisemo kao

v(p,q)Z{f g;g

c) Permanentna funkcija u oznaci per se definise kao

a b
per([c d}) = ad + bc

Lema 1.3.3. Neka je C*° generisan vektorima {&' @ ¢/,1 < i,j < n}, a P
permutaciona matrica za koju vaZi P(e' @ ¢/) = ¢/ @ e¢'. Tada su karakteristicni
koreni matrice P

- —1; algebarska i geometrijska visestrukost ovog korena su jednake i iznose

sn(n—1).

- +1; algebarska i geometrijska visestrukost ovog korena su jednake i iznose
1
sn(n+1).

Karakteristicni prostori koji odgovaraju ovim korenima su dati sa
E_=span{e' ® e — el @ e, (i,7) € Qan},

E+1 = Span{ei ® ej + ej ® €i7 (la.]) S QQ,TL}

i predstavljaju ortogonalne komplemente prostora c, tj. vaze sledeca dva uslova

E N Ey = {0},
E & E.,=C",

gde je se & obeleZena direktna suma.
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Lema 1.3.4. Potprostori E_y i E 1 prostora (C”Q, definisani u prethodnoj lemi,
predstavljaju invarijantne potprostore od (A ® B+ B ® A).

Dokaz. Uvodimo matrice V i W, gde su kolone od V' date sa

1 ) ) ) )
—('®el —ed®e'), (1,7) € Qan,
a kolone od W sa

1
V2700, 5)
Q2,5 je definisano u Definiciji [1.3.2] a ~(i,7) i G2, u Definiciji [[.3.5] Poredak
kolona matrica V' i W odgovara leksikografskom poretku parova (i,7) u Qapn,
odnosno Gs,,. Neka je U = [V|W].

Kolone matruce U predstavljaju ortonormiranu bazu prostora E_; i E,q, tako
da je UTU = 1. Ako je x € E_;, vazi Px = —x, gde je P ranije definisana
permutaciona matrica i koristeci osobinu e) Teoreme[1.3.2 P(A® B) = (B® A)P,
dobijamo

('@el +el ®@e'),(i,7) € Gap.

PA®B+B®A)x=—-(A® B+ B® A)x
Sli¢no, za z € F,4, vazi Px = z, pa dobijamo

PA B+ B A)xr=(A® B+ B® A)x

Iz ovih jednacina zakljucujemo da su F_; i F,; invarijantni potprostori A ® B +
B®A. O

Da bismo dobili sledeéi rezultat neophodno je da uvedemo jos jedan pojam
koji ¢e posluziti prilikom dokazivanja teoreme.

Definicija 1.3.6. Permanentni bialternativni proizvod matrica A = [a;;], B =
[bi;] € C" se definise kao matrica G = A x B, gde su elementi matrice G dati sa

1 Qi A4l 1 [ bjr ai D
Jiiht = per + per (1.3.17)

gde su (i,7), (k1) € Gop.

Teorema 1.3.8. Neka A = [a;j], B = [bj;] € C". Tada postoji ortogonalna
matrica U takva da je

(1.3.18)

T | A-B 0
U(A®B+B®A)U—2[ 0 AxB

Dokaz. U dokazu Leme smo uveli matricu U = [V|W]. Pokazac¢emo da je
ovo, u stvari, trazena matrica. Koristeé¢i ¢injenicu da je VIW = 01i WTV = 0,
dobijamo da je
VI A B+ B® AW =0
WIARB+B® AV =0
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Ostaje da se pokaze da je

VI(A® B+ B® A)V =2A-B (1.3.19)
W' (A@ B+ B® A)W =2A x B (1.3.20)

Za (i,7), (k,l) € Qq, u redu ij i koloni kl od V(A ® B+ B ® A)V se nalazi
element

(VT(A(X)B—FB@A)V)U,M
:5(61@)6]—ej®eZ)T(A®B+B®A)(ek®el—el®ek)

1 . ) . .
= 5(eZ ®el —ef ®e) (A ® Be! — Ael @ Be* + Be* ® Ae! — Bel @ Ae")
1
= §(aikbjl — aybjk + biaj — byajk)
Analogno, za (i,7), (k,1) € Ga,, odgovarajuéi element koji se nalazi u redu ij i
koloni kI od WT(A® B+ B® A)W je dat sa

WT(AR B+ B® AW )iju
1 S
= N l)(62®67 —d @) (A@B+B®A)("@e - ®eh)
v(i, )y (k,
1
- v(2, )y (k1) (b = aubge + binaj — buasy)

Ako uporedimo dva poslednja rezultata sa jedn¢inama (1.3.10)) i (1.3.17]), respek-
tivno, dobijamo jednacinu ((1.3.18) i time je tvrdenje dokazano. n

Na osnovu prethodno dokazane teoreme, dobijamo slede¢i rezultat:
Posledica 1.3.2. Neka su A, B € C"*". Tada vazi
1
A-B:§(A®B—i—B@A)\E_1 (1.3.21)
Specijalno,

2A- I, = (A1, + I, A)|g_,

Zaista, na osnovu izbora matrice U = [V/|W], uofavamo da se dobija A® B +
B® A =2(A- B), kao i da je izvrSena restrikcija prostora C" na invarijantni
potprostor £_; .

1.3.3 Kronekerov i bialternativni proizvod primenjeni na
posmatrani problem

Pomenuli smo da nas interesuje slucaj kad imamo dva ¢isto imaginarna karak-
teristi¢na korena, odnosno kad su karakteristi¢ni parovi oblika (vi, z) i (—vi, Z),v €
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R. Ako uvedemo oznaku A\ = vi, jednacine koje odgovaraju ovim parovima mo-
zemo zapisati kao

(A+puB)r = \Mx
(A+ uB)T = —AM7T

U slede¢em tvrdenju ¢e biti uspostavljena veza izmedu gore pomenutog pro-
blema, Kronekerovog i bialternativnog proizvoda. Na ovaj nac¢in dobijamo modi-
fikaciju koja olaksava racunicu ([13],[31]).

Teorema 1.3.9. Resenje dvoparametarskog problema karakteristicnih korena oblika

(A+puB)x = \Mx (1.3.22)
(A+pB)T = —A\MT (1.3.23)

je, takode, i resenje problema
(A+puB) @M+ M@ (A+puB))z @z =0. (1.3.24)

Dokaz. Koristeci osobine Kronekerovog proizvoda, mozemo srediti jednacinu (|1.3.24)
i dobiti
(A+uB)@M)(z®T)+ (M & (A+uB))(z®T) =0
(A4+uB)r @ MT)+ (Mz® (A+ pB)T) =0

Zamenom odgovarajuc¢ih jednakosti ((1.3.22)) i ((1.3.23)) i daljim sredivanjem dobija
se

Mx @ MT — Mx @ \XMT =0
A Mz @ MT — Mz ® M) =0

Sledi da problem zapisan jednac¢inama (|1.3.22)) i (1.3.23]) mozemo zapisati pomocéu
Kronekerovog proizvoda. [

Ukoliko obelezimo z = x®7Z, gde je z karakteristi¢ni vektor problema (|1.3.24)),
dobijamo njegov ekvivalentan zapis

(AOM+MA) +pu(BIM+M® B))z=0, (1.3.25)

a ukoliko iskoristimo vezu bialternativnog i Kronekerovog proizvoda iz jednacine
(1.3.21) Teoreme |1.3.2}, dobijamo da se ovaj problem moze izraziti i uz pomo¢

bialternativnog proizvoda i to kao
20(A4+uB) - M)z=0< ((A+uB) - M)z =0. (1.3.26)

Znamo da ako ima par ¢isto imaginarnih korena, onda (A 4+ uB) ® M +
M ® (A+ pB) ima par nula korena. Medutim, i ovaj problem, iako linearan, nije
efikasan prilikom rada sa velikim n, jer je njegova dimenzija n? x n%. Zbog toga
uvodimo i Ljapunovljeve jednacine u pri¢u i pokazacemo da se moze i
preko njih zapisati, kao i da je taj problem najoptimalniji za resavanje, ¢ak i u
sistemima velikih dimenzija.
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1.3.4 Primena Kronekerovog proizvoda u resavanju Lja-
punovljevih jednacina

Definicija 1.3.7. Linearna matricna jednacina oblika
AX+XB=C (1.3.27)
pri cemu su A € R™" B € R™™ { C € R™™ se naziva Silvesterova jednacina.

Definicija 1.3.8. Specijalni oblik Silvesterove jednacine za B = AT € R C €
R™ "™ se naziva Ljapunovljeva jednacina. Ona je oblika

AX +XAT =C. (1.3.28)

Bitno je napomenuti da ukoliko je C' simetricna matrica i resenje X € R™™ "™ je
simetricno. Ova jednacina nosi ime po ruskom matematicaru Aleksandru Mihaj-
lovicu Ljapunomﬂ koji je majpoznatiji po razvoju teorije stabinosti dinamickih
sistema ([37]).

Inicijalno je razvoj i istrazivanje teorije Ljapunovljevih jednacina podstaknuto
njihovom primenom u sistemima jednac¢ina. Medutim, danas je polje njihove
primene ekstremno veliko i raznoliko. Mogu se koristiti u razne svrhe. Neke od
njih su, na primer:

x Proucavanje stabilnosti i kontrole sistema;
x Resavanje sistema parcijalnih diferencijalnih jednacina;

x Metodi za proveravanje precnika stabilnosti u teoriji robustne stabilnosti
velikih, retkih sistema.

Da bismo dobili ideju kako da povezemo ove jednacine sa Kronekerovim pro-
izvodom, ({1.3.27)) mozemo zapisati preko kolona

A$Z+Xb1:CZ:AQZZ+ZbJILEJ,ZI 1,...,?77,.

j=1
Ako zapisemo ceo sistem
A : by I boy I e bl - o
1:2] A+ byl .. bm:QI . _ (1.3.29)
binl  baml oo At bl | LT cm

uocavamo da se matrica koeficijenata moze zapisati pomocu Kronekerovog proi-
zvoda i to kao

A+bnl byl o byl
biol  A+bpl -+ byl
K - y =, ®A)+B"®1,). (1.3.30)
bim ! boml o A+ byl

Trus. Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (6.06.1857-3.11.1918)
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Dakle, Silvesterova jednacina ([1.3.29) se moze zapisati u linearnom obliku
(I, ® A) 4+ (BT @ I,))vec(X) = vec(C), (1.3.31)

gde je sa vec(X) oznacen vektor koji sadrzi kolone matrice X, naslagane jedna
na drugu, tj.
T
vee(X) =

Tm

Jedinstveno resenje jednacine postoji ako je (I, ® A) + (BT ® I,,)
regularna, tj. ako nema nula karakteristicnih korena. Znamo, iz osobina Krone-
kerovog proizvoda, da su koreni oblika & + v, gde su & € A(A),¢; € A(BT).
Iz ove cinjenice izvla¢imo zakljucak da Silvesterova jednacina ima jedinstveno
resenje ako i samo ako A i —BT nemaju zajednicki karakteristi¢ni koren.

Sli¢no bi vazilo i za Ljapunovljevu jednac¢inu. Odnosno, i ona ima jedinstveno
resenje ako i samo ako A i —A” nemaju zajednickih korena. Ako su koreni matrice
A oznaceni sa &1, . .., &, koreni matrice —A” su —&,, ..., =¢,. Iz toga sledi da je
dovoljan uslov za postojanje jedinstvenog resenja da matrica A bude asimptotski
stabilna, odnosno da su svi karakteristicni koreni u levoj poluravni.

Bitno je napomenuti i da se mogu odrediti jedinstvena analiticka resenja Silve-
sterove i Ljapunovljeve jednacine. Resenje Silvesterove jednacine izgleda
ovako:

+o0o
X = —/ OB L, (1.3.32)
0
dok je resenje Ljapunovljeve jednacine (|1.3.28))
+00
X=— / AT gt (1.3.33)
0

i njihov znacaj je vise teorijske prirode.
Teorema 1.3.10. Za matrice A, B,C za koje je definisan proizvod ABC' vaZzi
vec(ABC) = (CT @ A)vec(B) (1.3.34)

Koriste¢i osobinu ({1.3.34)), problem (|1.3.25)) mozemo povezati sa Ljapunovlje-
vom jednacinom na sledeéi nacin

MZAY + AZM" + w(MZBT + BZM™) =0 (1.3.35)

gde je Z matrica dimenzije n X n za koju vazi vec(Z) = z i nju nazivamo karak-

teristicnim vektorom problema (|1.3.35)).
Kada odredimo pu, mozemo da ocenimo parametar od interesa a* kao ag + .

Zatim je lako pronadi i ocenu za karakteristi¢ni koren A\. Ono sto sada sledi
je teorija o tome kakva je tacno veza izmedu resenja problema (|1.3.25)) i naseg

posmatranog problema (1.3.4)).
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1.3.5 Povezivanje razlicitih oblika problema karakteristic-
nih korena
Napomenuli smo da zelimo da uspostavimo vezu izmedu resenja problema

(T.3.25)
(A9M+M®A) +u(BeM+M®B))z=0

i originalnog problema (1.3.4])
(A+puB)x = AMx,
a samim tim ¢emo, indirektno zbog pokazane ekvivalencije sledeca dva zapisa

(AM+M®A) +pu(BeM+M® B))z=0
MZAT + AZM" + y(MZB" + BZM™) =0

pronadi vezu izmedu resenja posmatranog problema (A+ puB)x = AMx i ovog za-
datog preko Ljapunovljevih jednacina. Najpre, zbog pojednostavljivanja zapisa,
obelezimo da je Ay = A M+ M® Ai Ay = B M+ M ® B, pa problem
zapisujemo kao

Koristimo izuzetno znacajne rezultate iz [13],[14].

Teorema 1.3.11. Za fiksiranu vrednost parametra p, neka je (X, z;) karakteri-
sticni par problema . Tada vazi:

a) Ako je Ay = 0 prost koren i nema drugih korena na imaginarnoj osi, onda
je u prost koren problema , a karakteristicni vektor je z = 11 @ x1.

b) Ako su Ao = £0i,6 € R dva prosta cisto imaginarna karakteristicna
korena i nema drugih korena ma imaginarnoj osi, onda je p koren al-
gebarske visestrukosti 2 problema , sa karakteristicnim vektorom
2 =621 T + &7 @ 21, za proizvoljne &1, & € C.

c) Ako su \io = ta € R dva prosta realna karakteristicna korena i nema
drugih korena na imaginarnoj osi, onda je p koren algebarske visestrukosti

2 problema , sa karakteristicnim vektorom z = &1 @ o +Eao @11,
za proizvoljne &1,& € C.

Dokaz. Ako je Ay =0, zamenom z = x1 ® 7 u (|1.3.36)) dobijamo

(AO +/LA1)I1 X x1 = (A—FILLB)(L’l X M.Tl + Mxl X (A +MB)ZE1 =
= )\1M£L'1 ®M£C1 —|—MZ'1 X ()\1Ml'1) =0

i time dokazujemo deo pod a). Delovi pod b) i ¢) slede iz Cinjenice da je (A +
uB)xy =AMz i (A4 pB)xy = =AMz, odakle sledi da je A = A\; = —\,. Vazi

(Ag + A1)z @ 29 = (A4 uB)r1 @ Mg+ Mz ® (A+ uB)xs
= /\M!L‘l ®M1’2+M1’1 & (—)\M)l’g
= /\Ml’l ®Mﬂ?2 - )\M.ﬁlﬁl ®MI2 =0.
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Predstavljanje posmatranog problema i uvodenje neophodnih pojmova

Usled ekvivalencije posmatranih problema, znamo da jedinstveno resenje jednog
problema implicira postojanje jedinstvenog resenja drugog i obrnuto. Iz ove ¢i-
njenice slede zakljucci o viSestrukosti korena. O]

Obrnuto vazi ako je matrica M regularna, sto vidimo u sledecoj teoremi.

Teorema 1.3.12. Ako je (u, z) karakteristicni par problema ,pER, I
M je reqularna matrica, onda za resenja problema vazi sledece:

a) Ako je pu prost koren, onda je z = £x1 ® x1,& € C, gde (A = 0,x1) predsta-
vlja karakteristicni par problema .

b) Ako je p dupli koren, onda postoje X € C i x1,x9 € C" tako da su (\, x1)
i (=, xs) prosti karakteristicni parovi problema i postoje &1,&, € C
tako da je z = &1 @ 1o + Loy ® X1

Dokaz. Neka je A+ uB = MXTX ™! Zordanova kanonicka forma ([29]) vezana
za (1.3.4), gde je X = [z1,...,x,] invertibilna, A1,...,\, se nalaze na glavnoj
dijagonali blok - dijagonalne matrice I' oblika

A 1 - 0

0 N -+ 0

S |

0 0 - X\
M 10 01l
0 N\ 1 0
0 0 M\ 0
L, |
0 0 0 - A\

(\i, ;) predstavljaju karakteristicne parove problema (1.3.4]), a A;; 1 <1i < k se
javljaju onoliko puta kolika im je algebarska visestrukost. Tada mozemo izvesti
ekvivalentan oblik problema ({1.3.36)). Naime,

(Ag+pA)z=((AM+MA) +pu(BOM+ MR B))z =
=((A+uB)@ M+ M ® (A+pB))z =
= (MXTX'@M+MeMXITX "z =
= (MXTX '@ MXX '+ MXX '@ MXTX ')z =
=[(MXT@MX)+(MX @ MXD)] (X 'oX 1)z=
= [(MX@MX)T@I)+(MX@MX)ID)] (X 'o X 1)z,
odnosno

(Ag+pA)z=MXMX)T@I+I)(X 'oX Hz=0. (1.3.37)

Iz ¢injenice da su matrice M i X regularne vazidasui MX@MX i X toX !
regularne, pa imaju pun rang. Sledi da I' ® [ + I ® I' mora imati bar jedan nula
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Predstavljanje posmatranog problema i uvodenje neophodnih pojmova

element koji se nalazi na glavnoj dijagonali. Znamo da se na glavnoj dijagonali
I'® 1+ 1®I nalaze elementi \; + \;. ' ® I +1 ® I je gornja trougaona, pa su
i+ A; koreni (A+pB)®@ M+ M ® (A+pB), a odgovarajudi vektori su z = x; @ x;
1z2=1;Qx;.

Ako je p dupli koren, vazi da je A\ + Ao = 01 Ao + Ay = 0. Kako su A, B i
M realne matrice, mora da vazi ili A\jo = o ili Ao = £/i ili su oba jednaka
0. Vektori korena koji su jednaki 0 su oblika z = {11 ® x9 + &9 ® 21, a ako
su koreni ¢isto imaginarni, vazi da je x5 = T, pa je karakteristi¢ni vektor oblika
2 =671 @T1 + T @ 2.

Ako je p prost koren, A\; + A; moze biti prost samo kad jei =7 =11 =0.
Odgovarajuc¢i vektor je z = {x ® x, gde je x karakteristicni vektor problema
(11.3.4). m

Sada nas interesuje kako izgleda karakteristi¢ni vektor problema (|1.3.35), od-

nosno koje su osobine matrice Z. O tome nam govori slede¢a teorema.

Teorema 1.3.13. Neka je p realan karakteristicni koren problema i vaze
uslovi Teoreme [L.3.11. Tada matrica Z ima sledeée osobine:

a) Ako je A =0, Z je simetricna matrica ranga 1, odnosno Z = xxT

jedinstvena do na mnoZenje skalarom.

1 ona je

b) Ako su M\ o = £pi, Z je realna, simetricna, semi-definitna matrica oblika
7 = za* + 2l jedinstvena do na mnoZenje skalarom. Takode, postoji i
jedinstveni koso-simetricni karakteristicni vektor ranga dva, Z = xvx* —Ta®,
koji ima iste osobine.

c) Ako su M2 = xa € R, Z je simetrican vektor oblika Z = 112l + 20T, je-
dinstven do na mnoZenje skalarom i nedefinitan, a jedinstveni koso-simetricni
karakteristicni koren ranga dva, Z = 12l — 2ozl ima iste osobine.

Dokaz. Ako je A =0, onda iz z = 2 ® x sledi Z = xz2”. Ako je ) realno ili ¢isto
imaginarno, znamo da su karakteristi¢ni vektori oblika Z = & z12d + &uexT | gde
21 1 w9 nisu paralelni. Ako je & = 01ili & = 0, Z je ranga 1. Jos treba pokazati da
je za slucajeve pod b) i ¢) Z simetri¢na i ima rang dva. Iz Z — ZT = 0 dobijamo
(& — &)zt + (& — &)aoxl = 0, pa sledi da je & = &, Sto implicira da je Z
uvek ranga dva.

Za sluéaj pod b) uzimamo x; = x i 5 = T i onda matricu Z zapisujemo na
slede¢i nacin

1
7 = 1128 + moxt = 5((351 + z9) (21 + z9)" — (x1 — @) (21 — z5)7) (1.3.38)

Ako su x i x9 realni, Z ima jedan pozitivan i jedan negativan koren, kao i n — 2
nula korena. Ako je o = Tp, onda je Z = xx* + Ta! suma dva kompleksna,
hermitska, pozitivno-definitna izraza, sto dokazuje teoremu. O

Na osnovu ovih teorema zakljucujemo da ako su karakteristi¢ni parovi origi-
nalnog problema
(A+puB)z = AMx
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Predstavljanje posmatranog problema i uvodenje neophodnih pojmova

(A, z)1(=\7T), gde je A = vi,v € R za fiksirano p, onda za to isto p, matrica
(A4 uB)® M+ M ® (A+ uB)

ima dupli nula koren sa vektorom &x ® T + &T ® x. Vazi i obrnuto. Stoga
zakljucujemo da je nas problem nalazenja p koje je najblize nuli takvo da
ima par ¢isto imaginarnih korena ekvivalentan sa nalazenjem g koje je najblize
nuli tako da (A+puB)®@ M + M ® (A+ uB) ima dupli nula koren. Da zakljucimo,
posmatrani problem mozemo formulisati i tako da trazimo karakteristi¢ni koren
(4 najblizi nuli za problem

(Ao + )z =0,

¢iji je karakteristicni vektor oblika & ® T + £&T ® x. Medutim, ovakvi zadaci se
resavaju koris¢enjem iterativnih algoritama, kao npr. inverzne iteracije, koji su
nepraktic¢ni za probleme velikih dimenzija. Stoga ipak koristimo formulaciju

MZAT + AZM" + u(MZB" + BZM™") =0

za koju smo pokazali da je ekvivalentna sa (AQ M+ M @A)+ pu(BQM + M ®
B))z = 01 vidimo da je jos jedan nacin za posmatranje tog problema i nalazenje
1 koje je najblize nuli za problem formulisan preko Ljapunovljeve jednacine.

Bitno je napomenuti da se mogu napraviti restrikcije prostora karakteristicnih
vektora na simetri¢ne i anti-simetricne. Anti-simetri¢an prostor ¢emo zanemariti
jer na osnovu Teoreme ) vidimo da za prosto A = 0 ne mozemo izra¢unati
koren ovog prostora i, jer bi odgovarajuci karakteristicni vektor Z bila simetri¢na
matrica, sto je kontradikcija sa prostorom u kom radimo. Zbog toga ipak biramo
restrikciju na simetri¢ne vektore, jer je tada metod inverzne iteracije koji ¢emo
koristiti povezan sa simetricnim resenjem Ljapunovljeve jednacine.
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Glava 2

Spoljasnja i unutrasnja iteracija

2.1 Spoljasnja - Ljapunovljeva inverzna iteracija

Inverzna iteracija je jedan od najmoc¢nijih alata numericke analize. Ona je
predstavljena 1944. godine od strane Helmuta Vilantaﬂ kao metod za racuna-
nje karakteristiénih funkcija linearnih operatora. Kasnije ju je Dzim VilkinsonP]
transformisao u dobar metod za rac¢unanje karakteristicnih vektora matrica ([37]).
Danas se najcescée koristi upravo u te svrhe, da bi se izracunali karakteristicni vek-
tori matrice kad imamo aproksimaciju za jedan ili viSe korena ([32]).

2.1.1 Slucaj kad tacka (u*,a*) nije u okolini kriticne

Pomenuli smo da u slucaju da je tacka (u*,a*) € S proizvoljno udaljena od
kriticne tacke (ug, o) nije lako oceniti Jakobijan u njoj. Stoga je nerealno problem
razmatrati u istom obliku kao i do sada, jer Jakobijan ne mozemo predstaviti u
obliku A + uB. Zbog toga je neophodno odrediti kolika je udaljenost izmedu
odabrane i kriticne tacke. U slucaju da je udaljenost velika, koristi se proces
numericke kontinuacijg’| sve dok se ne stigne u okolinu (u*, a*).

Na osnovu rezultata iz [12], [15], vidimo da se distanca izmedu odabrane i kri-
ti¢ne tacke moze povezati sa udaljenos¢u najdesnjeg korena sistema od imaginarne
ose i to na sledeé¢i nacin: ukoliko je najdesnji vektor daleko od imaginarne ose,
mozemo pretpostaviti da je i tacka (u*, ) udaljena od kriti¢ne tacke i obrnuto.
Kako nam ovo saznanje pomaze u resavanju problema?

Neka je, kao i ranije, (ug,ap) € S proizvoljna tacka, matrica M regularna,
(Aj,xj), 7 =1,2,...,n karakteristi¢ni parovi problema (|1.3.2))

Jr =AMz (2.1.1)

Lger. Helmut Wielandt (19.12.1910-14.02.2001), nemacki matemati¢ar koji se pretezno bavio
permutacionim grupama.

Zeng. James (Jim) Hardy Wilkinson (27.09.1919-5.10.1986), britanski matematicar koji
je ostvario znacajne rezultate u oblasti numericke analize, primenjene matematike, kao i u
racunarskim naukama. Razvio je takozvani metod analize gresaka unazad, koji se danas Cesto
primenjuje u radu sa matricama.

3Metodi numericke kontinuacije se koriste za resavanje sistema F(U,\) = 0,F : R® x R —
R"™. Neki od sinonima za ove metode su metodi homotopije, metodi varijacije parametra ili
inkrementalni metods.
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Spoljasnja - Ljapunovljeva inverzna iteracija

gde je sa J obelezen Jakobijan u tacki oy, a realni delovi korena, Re(];), su napi-
sani u opadaju¢em poretku, odnosno 0 > Re(A\;) > Re(A\y) > ... > Re()\,). Na
osnovu ove notacije uocavamo da je distanca izmedu najdeSnjeg korena i imagi-
narne ose jednaka —Re();). Ako bismo sa S oznadili proizvod J~'M, mozemo

formulisati problem ¢iji je karakteristicni koren sa najmanjim modulom upravo
—Re()\1). Taj problem izgleda ovako:

(S®I+I1®S)+2uS®S)z=0 (2.1.2)

Da bismo pokazali ovo, iskoristicemo tvrdenje koje nam govori o karakteri-
sticnim parovima problema (2.1.2]). Vide¢emo da se moze povuéi paralela izmedu
tvrdenja koje dolazi i rezultata dobijenih u Teoremi [I.3.11]

Teorema 2.1.1. Ako je (A, x) realan karakteristicni par problema (2.1.1)), tada
je (u =X\ z =12 ® x) karakteristicni par problema (2.1.2)).

U slucaju da su koreni A oblika A = a£1b, odgovarajuci karakteristicni parovi

problema su(p=a,z2=27T)i(p=0az=TR ).

Ako posmatramo zavisnost drugog problema od prvog, vazi da za koren u jedna-
cine (2.1.2) postoje koreni jednacine , A1 @ Ao, tako da vazZi —2pu = A+ \s.
Odgovarajuci karakteristicni vektor je z = &1x1 @ X9 + {oxs @ X1, gde su T T To

vektori jednacine ([2.1.1)).

Dokaz. Uocavamo da je ovo tvrdenje u velikoj meri ekvivalentno sa onim $to smo

pokazali u Teoremi [[.3.11]
Sto se ti¢e dela koji se odnosi na to da je —2u = A + A9, gde su Ay i Ay koreni

jednacine (2.1.1)), ukoliko pomnozimo ([2.1.2) sa S~ ® S~ dobijamo
(IS '+S57&I)+2u)z=0.

Kako se moze odrediti Surova dekompozicija matrice S~ u obliku S~! = QRQ",
zamenom ovoga u poslednju jednacinu, dobijamo

(I ® (QRQ") + (QRQ") ® I) +211)z = 0
I@R+ReDQ" Q)= —2uQ" ©Q")z (2.1.3)

Na osnovu ¢injenice da su koreni matrice (I ® R+ R® I) sve kombinacije \; + A;,
dokaz je gotov. O

Sledece tvrdenje nam govori o nac¢inu pronalazenja udaljenosti izmedu najde-
snjeg korena i imaginarne ose, odnosno —Re()\).

Teorema 2.1.2. Ako svi koreni problema Jr = AMx leZe u levoj imaginarnoj
poluravni C~, vaZi da je karakteristicni koren sa najmanjim modulom problema
(2.1.2) upravo —Re(A1).

Dokaz. Ako je A\ realan, tada

1

—Re()\l) = —)\1 = B

(A1 + A1) = p.
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Spoljasnja - Ljapunovljeva inverzna iteracija

Ako su Aj 2 par kompleksnih korena, Ao = a &+ ib, koriste¢i prethodnu teoremu
dobijamo

1 1
= —i(a +ib+a—ib) = —5(260 = —a = —Re(A1) = —Re(\2).

Iz prikazanog vidimo da je —Re()\;) zaista koren problema (2.1.2). Jo§ treba
pokazati da mu je moduo najmanji.

Neka je A\j = a; +1ib; i vazi 0 > a; > a2 > ... > a,. Prvo razmotrimo slucaj
u kom je najdesnji koren A\; realan. Tada je —Re(\) = 1, a

—_

1
] = [ f* = gl @)? < 7 (@i + a;)* + (bi +b;)%) = il (2.1.4)

Ako su najdesnji koreni \A; 5 konjugovano kompleksni par, onda je —Re(\;) =
—Re(A2) = p12 = o1, pa je

((a1 4+ a1)* + (b = b1)?) <

’M1,1‘2 =

N e R

< ~((a; + a;)* + (b; + b;)?) = |pa)*.

]

Ideja je primeniti algoritam inverzne iteracije na i na taj nacin do-
biti vrednost njegovog korena —Re()\;), odnosno rastojanje najdesnjeg korena
problema od imaginarne ose. Zbog kompleksnosti rada sa Kronekerovim
proizvodom, mozemo iskoristiti ve¢ poznate osobine i formulisati sistem u
obliku Ljapunovljeve matri¢ne jednacine i dobiti sledece:

SZ + 28" +2uS75" =0 (2.1.5)

gde je vec(Z) = z od ranije poznat oblik karakteristicnog vektora problema
i ima osobine pokazane u Teoremi [1.3.13] Zaklju¢ujemo da se i ovde posmatra
prostor simetri¢nih vektora. Simetricnu matricu Z mozemo predstaviti preko
njene EVDE| dekomporzicije, odnosno Z = VDVT, gde je D dijagonalna, a V
ortonormirana matrica i vazi span{V'} = span{x,z} (iz Teoreme b)).
Algoritmi inverzne iteracije za slucajeve kad je izabrana tacka u okolini kri-
ticne i kad to nije slucaj se razlikuju u nijansama, Sto ¢emo videti iz onoga sto
sledi. Bitno je napomenuti da se u ovim situacijama vrsi i redukcija ranga da bi
se problem dodatno pojednostavio, odnosno da bi se dobili karakteristicni vektori

ranga 1 ili 2, kao sto je predstavljeno Teoremom [1.3.13]

4eng. Eigenvalue decomposition - Faktorizacija matrice na matrice koje sadrze karakteri-
sticne korene, odnosno vektore pocetne.
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Spoljasnja - Ljapunovljeva inverzna iteracija

Ljapunovljeva inverzna iteracija za problem SZ + ZST +2uSZST =0
1. Neka je dato Tog € R™, || Tolla =11 Zgy = ToY{.
2. Zaj=1,2,...
(a) Resiti Ljapunovljevu jednacinu
SY; +Y; 8T +28Z;_1)5" =0 (2.1.6)
po Y, u obliku Y; = V}DjVjT, V; € R n; = rank(Y;).

(b) Izvrsiti redukeiju ranga na slede¢i nadin: za S = VISV resiti
SZ+ 287 +2p5287 =0 (2.1.7)
po fi1, koje predstavlja koren sa najmanjim modulom, i odgovarajucem
vektoru Z; = YDYT,
(€) py) =i Z; = TjDT;F gdeje T, = VJT
(d) Ako je (pu(;), Z(j)) iskonvergiralo, stati. Inace se postupak ponavlja.

Vidimo da u delu algoritma [2b] moramo da resimo jos jednu Ljapunovljevu
jednac¢inu. Medutim, zbog redukcije ranga dobijamo jednacinu znatno manjih
dimenzija od dimenzija posmatranog problema, tako da mozemo da iskoristimo
Bartels - Stjuartov algoritam za dobijanje resenja. O ovom algoritmu ¢e biti vise
reCi u narednom poglavlju.

Krajnji rezultat algoritma Ljapunovljeve inverzne iteracije treba da bude par
(—Re(A\),YDYT) gde je |[D]]; = 1, a ¥ = x; € R", odnosno T € R™?2 u
zavisnosti od toga da li je \; realan ili ne.

Navedeni algoritam se moze iskoristiti i da bi se odredile aproksimacije para
(A1, z1) reSavanjem jednacine

1
(YTSY)y = v (2.1.8)
J
gde je x¢;y = T;y, Kad T; iskonvergira ka T, dobice se zadovoljavajuca aproksi-
macija (Ag, z1).
Sada ¢emo pokazati algoritam inverzne iteracije za problem (|1.3.25]).

2.1.2 Inverzna iteracija u slucaju da je odabrana tacka u
okolini kriti¢ne

Rekli smo da posmatramo prostor simetri¢nih karakteristi¢ih korena Z malog

ranga i pomenuli smo da se one mogu predstaviti preko svoje EVD dekompozicije,

odnosno Z = VDVT, gde je D dijagonalna, a V ortonormirana matrica. Ako je

Z ranga dva, onda je D matrica dimenzije 2 x 2, a V' je dimenzije n x 2.
Da bismo dobili koren najblizi nuli za problem

MZAT + AZM" + y(MZB" + BZM™) =0,

primenjujemo algoritam inverzne iteracije na slede¢i nacin.
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Spoljasnja - Ljapunovljeva inverzna iteracija

Algoritam inverzne iteracije:
1. Neka je Vi € R™,||Vi1]]a =11 D; = 1. Neka je, za pocetak k = 1.
2. Zaj=1,2,...

(a) Odrediti R A A
A; =VIAV;, B; = V' BV;, M; = V' MV;. (2.1.9)

(b) Resiti projektovani problem
A;Z N+ M ZG AT + (B Z M + M;Z;B]) =0 (2.1.10)

po korenu najblizem nuli, £, i odgovaraju¢em vektoru Z; = f/j DjVT 7
V; e RF*" Dy e R r € {1,2}.

(¢) pj=f1; i Z; =L;D;XT gde je Y; = V;V.

(d) Ako je (uj, Z;) dovoljno tacno, onda je postupak gotov.

(e) Ako nije, onda treba resiti
AY;MT + MY;AT = BZ;M" + MZ,B” = I (2.1.11)
gde je Y; = Vj+1Dj+1Vﬁr1-

Jednacinu ([2.1.11)) nije jednostavno resiti i stoga pribegavamo odredenim
transformacijama, da bismo dobili oblik u kom bismo lakse pronasli resenje. Na-
ime, ako je A regularna, onda je (2.1.11]) ekvivalentno Ljapunovljevoj jednacini
oblika

SY; +Y;ST = A Y(BZ,M"+ MZ;B")A™" = AT F;ATT (2.1.12)

gde je S = A'M. Na pocetku smo pretpostavili da je matrica M regularna, a
tacka (ug, ) stabilna, pa vazi da svi karakteristi¢ni koreni matrice S leze u levoj
kompleksnoj poluravni, sto znaci da ima jedinstveno resenje.

Vazi da, ako je Z; simetricno, onda su i Fj i Y; simetricne matrice, pa posto
kre¢emo od simetricne Z;, a ostale racunamo pomoc¢u matrica F' i Y, vidimo
da se u svakom koraku j dobijaju simetri¢ni rezultati Z;, a u krajnjem slucaju,
kada proces iskonvergira, dobija se simetrican vektor Z, sto odgovara tvrdenju
Teoreme I u ovom sluc¢aju smo se posluzili redukcijom ranga, odnosno
projektovanjem problema na Range(V; ® V;). Da nismo, matrica Y; koja bi se
dobila u meduprocesu bi bila punog ranga i to bi otezalo rad sa velikim dimen-
zijama. Vodeéi se rezultatima Teoreme [1.3.13] nama bi najvise odgovarao rad
sa matricama malih rangova, po mogucénosti 1 ili 2, sto i dobijemo kao rezultat
predstavljenog algoritma. Ako pretpostavimo da je rank(Z;) = k i odredimo
EVD za desnu stranu jednacine 7 dobijamo

AN BZ;M" + MZ;B")A™" = A7 F;ATT = PGP (2.1.13)
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sto ima rang najvise 2k. EVD dekompozicija se racuna lako koris¢enjem od-
govarajuc¢ih funkcija u softverima. Matematicki zapisano, trazena EVD bi bila
oblika

A NBZ;M" + MZ;B")A™T =

T
- (“f[ij + 8V, TV, - Svj]) [ Y ] (f[ Vi + SV, TV, - SV;-])
gde je T = A7'B. Tom logikom, ako Z ima rang 2, kao u Teoremi , tada
(2.1.13) ima rang 4.

Napominjemo i da je nakon odredivanja para (u,Z) pomocu algoritma in-
verzne iteracije navedenog u ovom delu moguce iskoristiti dobijeno za racunanje
karakteristicnog para (A,z) drugog problema. Njega ¢emo dobiti resavanjem
dvodimenzionalnog sistema

(A4 uB)y = AMy, (2.1.14)

gde je x = Vy.

Ako bismo odredili EVD i za poznati deo jednacine iz algoritma Lja-
punovljeve inverzne iteracije kad odabrana tacka nije u okolini kriti¢ne, vidimo
da se i u jednom i u drugom algoritmu trazi resenje istog oblika Ljapunovljeve
jednacine. Stoga ¢emo postupak unutrasnje iteracije objasnjavati na primeru
algoritma navedenog u ovom poglavlju.

2.2 Unutrasnja iteracija - Ljapunovljevi solveri

Dobili smo problem izrazen preko Ljapunovljeve jednacine, pa moramo da
iskoristimo neki od poznatih algoritama za njegovo resavanje. U slucaju da su
dimenzije sistema male, najcesée se koristi Bartels - Stjuartov algoritam i mo-
difikacije, dok za sisteme velikih dimenzija koristimo metode koji se baziraju na
potprostorima Krilova.

Problemi manjih dimenzija (n < 50) su znatno istrazeniji i za njih postoje
razni na¢ini reSavanja, od iterativnih aproksimacija, preko Zordanovih dekompo-
zicija, do koris¢enja Kronekerovog proizvoda. Medutim, najefikasniji i najcesce
koriséen algoritam za resavanje ovih jednacina je Bartels-Stjuartov metod ([21],
[22]. Ideja ovog postupka je da se iskoristi Surova dekompozicija da bi se posma-
trani Ljapunovljev problem sveo na trougaoni sistem jednacina, koji se resava na
relativno lak nacin supstitucijom unazad uz konacan broj operacija.

Ceo Bartels-Stjuartov algoritam zahteva oko 32n® elementarnih operacija.
Ovaj nivo kompleksnosti je sasvim zadovoljavajuéi, jer radimo sa sistemima malih
dimenzija, pa softver nije previse opterec¢en. Metod je numericki stabilan unazad
i implementiran je uw MATLAB®-u u okviru rutine lyap u obliku pokazanom u
[22], stoga ga necemo detaljno izlagati.

Tehnike potprostora Krilova ([23],[27]) su iterativni metodi koji igraju zna-
cajnu ulogu u resavanju raznih naucnih problema. Svoju primenu su prvenstveno
nasle u resavanju problema karakteristicnih korena velikih dimenzija i iz tog ra-
zloga se koriste u raznim oblastima hemije, fizike i teorije kontrole. Sa teorijske
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strane, upotreba ovih tehnika se vezuje za sisteme linearnih jednacina oblika
AX =0b.

Za razliku od stepenog metoda kojim se dobija najdominantniji koren i odgo-
varajuéi vektor matrice velikih dimenzija, Krilovljev metod projekcije koristi sve
moguce linearne kombinacije vektora koji se dobiju stepenim metodom i obezbe-
duje vise informacija o karakteristicnim vrednostima.

Za pocetak, da se upoznamo sa nekim osnovnim pojmovima ([29]).

Definicija 2.2.1. Potprostor Krilova reda k je prostor generisan na sledeci nacin
Ki(A,v) := spanf{v, Av, A%v, ... A¥lv} (2.2.1)
Odgovarajuci karakteristicni parovi (A, z) se obrazuju postujuci Galrekinov uslov
w*(Az —zX) =0,w € Ki(A,v) (2.2.2)

i nazivaju se Ritzov vektor x i Ritzov koren .

Do sada smo uspeli da svedemo nas posmatrani problem ({1.3.4)) na alternativni
nac¢in posmatranja preko Ljapunovljevih jednacina i na osnovu (2.1.12)) i (2.1.13])
dobili matri¢nu jednacinu

SY +YST =PCP"=F (2.2.3)

gde je S = A™'M € R P € R™* ortonormirana, a C' € R*** dijagonalna
matrica, s < n. S obzirom da je S = A~'M, mi bismo, u sustini, Zeleli da resimo
s linearnih sistema oblika

Ax = My

po z. U ovom delu Zelimo da resimo jednacinu koriste¢i metod potprostora Kri-
lova.
Neka je K C R" dimenzije k, a V matrica ortonormirane baze za Kj. Ideja

je pronaéi reSenje jednadine (2.2.3) oblika Y(Q) = VQVT za Q € R¥** koje
zadovoljava Garlekinov uslov

(Z,R(Q)) =tr(ZR(Q)") =0,

gde je
R(Q) = SY(Q) +Y(Q)S" — PCP”,

Z =VGVT i G € R¥F proizvoljno. Vazi da ako je r rang matrice V, onda je
rang matrice P izmedu r i 2r.
Jedino @) koje zadovoljava Garlekinov uslov je resenje projektovanog problema

(VISVIQ + Q(VvTsv)T = (vTP)c(VTP)T (2.2.4)

Obzirom da resavamo sistem linearnih jednacina, zajednicki potprostor Krilova
K}, u ovom slucaju biramo na sledeé¢i nacin:

Ki(S, P) = span{P,SP,S*P,...,S*1 P} (2.2.5)
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Ustanovili smo da se karakteristi¢ni koreni matrice S nalaze u levoj komplek-
snoj poluravni. Koriste¢i tu osobinu, kao i ¢injenicu iz ([1.3.33)), mozemo izraziti
analiticko resenje jednacine ((2.2.3)), kao

o0
/0 eStPOPTeS .
Medutim, ovakvo resenje nije upotrebljivo, stoga moramo iskoristiti neki drugi
alat za dobijanje optimalnog resenja. Za racunanje ortonormalne baze prostora
Krilova Ky (S, P) koristi¢emo blok - Arnoldijev metod.

U najveéem broju slucajeva, Arnoldijevim procesom nije moguce izracunati
sve korene, ve¢ samo one ekstremne. Ali, s obzirom da takve korene i analiziramo
u radu, ovo nam ne predstavlja problem.

Arnoldijev metod

Najces¢i metodi racunanja QR dekompozicije matrice A su Hausholderova
trijangularizacija, gde se do trijangularizacije matrice A stize primenom ortogo-
nalnih operacija, i Gram-Smitova ortogonalizacija prilikom koje se primenjuju
trougaone operacije da bi se ortogonalizovala A. Ako bismo zeleli da odredimo
Hesenbergovu formu matrice A u obliku QHQ*, ponovo bismo mogli da kori-
stimo Hausholderove reflektore, ali i Arnoldijevu iteraciju ([30]). Ona predstavlja
analogiju Gram-Smitovom postupku gde se transformacijama sli¢nosti dolazi do
Hesenbergove forme, a ne do Q)R dekompozicije. Njena prednost je Sto moze da
se obustavi pre izracunavanja krajnje forme i na taj nacin se dobija redukovana
Hesenbergova forma koja se koristi prilikom formiranja iterativnih algoritama za
racunanje karakteristicnih korena sistema jednacina. Takode, bitna primena je
i u racunanju faktorizacije Krilovljeve matrice, kao i u projekciji na potprostore
Krilova.

Neka je A proizvoljna matrica, a b vektor koji koristimo kao startnu vrednost
u algoritmu Arnoldijeve iteracije. Hesenbergova forma H,, dimenzije (n+1)xn
se dobija na slede¢i nacin

AQn = Quia H,, (2.2.6)
odnosno
hll hln
A @] = |a| | G e h?n (2.2.7)
ot

Matrica @ koja se dobija kao nusproizvod algoritma je unitarna. Njenih prvih
n kolona izgleda ovako

Qn=1| @ 7 In
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Ova matrica predstavlja bazu potprostora Krilova
K, (A,b) := (b, Ab, A%, ..., A" 'b) = {q1,qa, ..., q,) C C™ (2.2.8)

Iz tog razloga se Arnoldijev metod moze opisati i kao proces konstrukcije orto-
normirane baze za potprostore Krilova. Krilovljeva matrica K, odnosno matrica
¢ije su kolone vektori iz ([2.2.5)), ima svoju QR dekompoziciju K,, = Q,R,. Ma-
trice K,, i R, su loSe uslovljene, ali one prilikom rada nisu od velikog znacaja (za
razliku od @,,), pa se ne formiraju do kraja.

Napomenuli smo da se Arnoldijev metod moze koristiti i za projektovanje na
sukcesivne potprostore Krilova. Ideja je slede¢a: neka se matrica H, dobija od
matrice H,, iz kad iz nje uklonimo poslednji red. Matematicki zapisano,
H,, izgleda ovako

Hn = Q:,Qn—}—lﬁn

Ubacujuéi u pricu i jednacinu vidimo da je H,, = Q}AQ,, odnosno H, je
reprezentacija ortogonalne projekcije matrice A na potprostor Krilova K, izra-
zenu u bazi {q1,..., ¢}

Posto je H,, projekcija od A, mozemo zakljuciti da su njeni karakteristi¢ni ko-
reni povezani sa korenima od A. Ove korene nazivamo Arnoldijevim ocenama
korena matrice A.

Blok - Arnoldijev solver Ljapunovljeve jednacine

Napomenuli smo da koristimo blok - Arnoldijev metod da bismo odredili bazu
prostora K (S, P). Odnosno, zelimo da iskoristimo ovaj metod za projekciju naseg
problema Ljapunovljeve jednacine na odgovarajué¢i potprostor Krilova, u cilju
snizavanja reda iste i lakseg dolaska do resenja, izrazenog u bazi tog potprostora

(141, [17), [24], [25]).
Ovaj metod funkcioniSe na sledec¢i nac¢in. Racunamo dekompoziciju

SV = VieHy, + Y1 Hyo1 o EF (2.2.9)

gde je Vi = [Y1,...,Tx] € R™* ortonormirana baza prostora K (S, P), Ey €
R¥s%s sadrzi poslednjih s kolona jedini¢ne matrice reda ks, a H;, € RF*ks je
blok gornja Hesenbergova matrica, sa s x s blokova H; ;. Nakon izracunavanja,
mozemo da iskoristimo dobijeno zamenom u projektovani problem :

(Vi SV)Qk + Qu(Vi SVi)" = (Vi P)C(V,' P)" ).
(Vi (ViHy + Yierr Hea 1 BL))Qr + Qr(Vi Vil + Yoy Hipaw B )T = (VI P)C (V! P)T
Iz ¢injenice da je Vj matrica ortonormirane baze vazi da je V,'Vj, = I, a posto

je Tii1 ortogonalan na sve vektore iz V4, dobijamo da je V;'T;.; = 0. Daljim
sredivanjem izraza dobijamo jednostavniji problem

C ... 0
HQw+QrHl = |1 - 1| =Ch (2.2.10)
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Resavajuéi ovu prostiju jednacinu, dobijamo elemente neophodne za racunanje
reziduala

IRQi)lr = | HeQx + QrH] — Cillr, (2.2.11)

jer na osnovu njega zakljucujemo koliko nam je resenje dobro i koristimo ga kao

zaustavni kriterijum u algoritmu.
Algoritam blok Arnoldijevog metoda za resavanje (2.2.3)) izgleda ovako:

Blok-Arnoldijev algoritam

1. Neka je € > 0 tolerancijai T; = V) = P.

2. Zak=1,2,...
(a) W = S57y.
(b) Zai=1,2,...,k

ii. W« W —=";H;
(¢) Resiti Ljapunovljevu jednacinu nizeg reda (2.2.10).
(d) Izracunati redukovanu QR faktorizaciju za W, W = Yy 1 Hpy1 4.
(e) Odrediti normu reziduala ||R(Qx)||r = ||HeQx + QuHF — C|| .
(f) Ako je ||R(Qk)|lF < €, postupak je gotov.
(g) Inace, Vi1 < [Vi, Tl

Na osnovu sledece teoreme ¢emo videti vazne osobine reziduala. Naime, ovako
dobijen rezidual zadovoljava Garlekinov uslov i njegova norma, koju u algoritmu
implementiramo kao zaustavni kriterijum, se moze izraziti i na drugaciji nacin.

Teorema 2.2.1. Pretpostaviti da posle k koraka Arnoldijeve iteracije racunamo

rezidual (2.2.11). Tada, ako je N + \; # 0, \;, \; € A(Hy), za sve i, j, vaZi:
a) VIRL(Qr)Vi = 0 ako Qi zadovoljava jednacinu
HyQk + Qe H} — Gy = 0.
b) Ako vaze uslovi iz a), onda je norma reziduala data sa

| Re(Qr)||F = \/§||Hk+1,kEkTQk”F- (2.2.12)

Dokaz. Rezidual jednacine (2.2.3)) u koraku & mozemo zapisati na sledeéi nacin:

Ri(Qr) = SViQr V) + (ViQu Vi) ST — i FVE (2.2.13)
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gde smo i traZeno reSenje i matricu F' = PCPT predstavili u bazi Vj, potprostora
Krilova K (S, P) sa oznakom Cj. Ako iskoristimo jednacine (2.2.9), (2.2.10) i
ubacimo ih u gore dobijenu jednacinu reziduala, dobijamo

HyQp + QuHT — Gy, QrErH

Ri(Qr) = Vit [ Hyor 1 ET Q) 0

] Vi, (2.2.14)

gde je Vii1 = [Vi, Try1]. Na osnovu ovoga mozemo da vidimo da li je rezidual
ortogonalan na potprostor Krilova, odnosno da li je zadovoljen Garlekinov uslov.

T _ A T
VER(@u)Vi = Vi Vi |1+ el = G @By
Hy 1 1By Qx 0
— [I O} [H’CQ’C + QuHT — G QkEkaTJrLk] [[]
Hy 1k ELQx 0 0
= H,Qy + QuH}, — Ci
Na ovaj nac¢in smo dokazali deo pod a). Ako zamenimo
HyQr + QuHF — C =0
kao prvi element ranije uvedene blok matrice, vidimo da vazi:
— 0 QkEng+l,k T
Ri(Qr) = Vi [Hkﬂ,kEkTQk 0 Vi1 (2.2.15)

pa je norma reziduala

1R Qi)ll P = I QuEHT 413 + | Hier s EL Q13
= \Jtr(QuEHL, ) His k BEQL) + tr(Hy i EF QuQF ELHE, 1)
= \/§\/tr<Hk+1,kEngQgEng+1,k>
= V2| Hy1 1 BF Q| -

]

Bitno je napomenuti da racunanje norme reziduala na kraju svakog iterativnog
ciklusa zahteva oko 275(1%‘)3 operacija, kao i to da algoritam konvergira za najvise
mod( + 1) koraka ([16]). Takode se moze pokazati da je preciznost reSenja
projektovanog problema vezana za norme reziduala na slede¢i nacin

SY; + ;8" = O(||rll2) + O([[r2]2)-
gde su

zai=12T=A"1BS=A"1M.

U prethodnoj teoremi smo pokazali kako racunamo rezidual koji koristimo u
algoritmu. Mana ovog algoritma je to Sto prilikom povecavanja koraka k postaje
sve teze i skuplje manipulisati matricom V,. Razmatrani su alternativni nacini
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resavanja, kao npr. nepotpuna ortogonalizacija, gde od Y} ; zahtevamo da bude
ortogonalna samo na poslednjih [ kolona od Vi, gde je [ proizvoljan ceo broj.
Prednost ovog postupka je Sto bi se u tom slucaju pamtilo samo poslednjih [
kolona matrice Vj. S druge strane, jednostavna formula za rezidual iz Teoreme
viSe ne bi vazila i on bi se racunao na komplikovaniji nacin ([16]).

Do sada smo se bavili teorijskom stranom problema. Uveli smo pojmove dina-
mickih sistema, bifurkacija, Kronekerovog i bialternativnog proizvoda i pokazali
zavisnost izmedu tri nacina zapisivanja posmatranog problema

(A+puB)r = \Mx

sve u cilju nalaZenja resenja na Sto jednostavniji nacin. Videli smo kako po-
stupkom spoljne iteracije dolazimo do ocene parametra pu, a zatim koris¢enjem
unutrasnje iteracije, odnosno raznih Ljapunovljevih solvera dobijamo krajnje re-
Senje.

U sledecoj glavi nam je cilj da implementiramo ovu pricu u odgovarajuc¢em
softveru. U nasem slucaju to ¢e biti MATLAB®(R2011a). Pokazat¢emo na koji
nacin se dobija resenje i koliko brzo program dolazi do istog. Na kraju, u cetvrtoj
glavi ¢éemo na numerickim primerima pokazati gde se ovi procesi zaista koriste,
kao i znacaj njihovih rezultata.
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Glava 3

Implementacija u MATLAB®-u

3.1 O MATLAB®-u

MATLAB® je izuzetno atraktivan programski jezik u svetu inZenjera i naué-
nika i koristi se za analizu i dizajniranje sistema i proizvoda Sirom sveta. Primenu
je nasao u raznim oblastima, kao Sto su procesiranje slika i signala, upravljanje,
regulacija i identifikacija sistema, niz izracunavanja i simulacija u komunikaci-
jama, finansijama, robotici...

MATLAB, u stvari, predstavlja akronim za "Matrix Laboratory", jer mu je
namena prvenstveno bila rad sa matricama. Prva verzija je napisana krajem 1970.
godine na Univerzitetu Novi Meksiko, od strane Kliva Moleraﬂ. On potom otpo-
¢inje saradnju sa inzenjerima Dzekom Litlom [|i Stivom Bangertom [|sa Stanford
Univerziteta i oni 1984. reprogramiraju MATLAB® u programskom jeziku C i
u Kaliforniji osnivaju MathWorks, korporaciju koja se specijalizovala za izradu
i odrzavanje matematickog softvera, ¢iji su najpoznatiji proizvodi MATLAB® i
Simulinkf] ([36]).

MATLAB® je interaktivno okruzenje za razvoj algoritama, vizuelizaciju i ana-
lizu podataka i numericke prora¢une. On znatno brze od C-a ili C++ daje
rezultate numerickih problema, jer sadrzi dosta prakti¢nih komponenti tradicio-
nalnih jezika, kao sto je npr. objektno orijentisano programiranje, a ne zahteva
deklaraciju promenljivih ili rezervisanje memorije. Takode, on funkcionise bez
kompajlera.

U MATLAB®-u mozemo naéi izuzetno veliki broj funkcija koje su neophodne
za resavanje numerickih problema. Te fukcije su grupisane u odgovarajuce bi-
blioteke funkcija. Npr. jedna od osnovnih biblioteka je LAPACK (eng. Linear
Algebra Package) i ona sadrzi funkcije i metode namenjene reSavanju sistema
linearnih jednacina, problema najmanjih kvadrata i karakteristicnih korena, kao
i za racunanje raznih faktorizacija matrica, kao sto su SVD, LU ili QR dekom-
pozicije.

Leng. Cleve Moler

2eng. Jack Little

3eng. Steve Bangert

4Simulink je okolina integrisana u MATLAB®-u koja omoguéava ukljucivanje algoritama u
modele i, nakon simulacije, koriséenje dobijenih rezultata za dalje analize.
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Videli smo da nam se u radu javljaju problemi vezani za resavanje Ljapuno-
vljevih jednacina, tako da je neophodno pomenuti da u MATLAB®-u postoji bi-
blioteka LYAPACK (eng. Lyapunov Package) koja sadrzi set funkcija namenjen
resavanju problema velikih dimenzija koji su blisko povezani sa Ljapunovljevim
jednac¢inama. Drugim rec¢ima, ovaj paket se bavi sa tri vrste problema: resa-
vanje Ljapunovljevih jednacina, redukcija modela velikih dimenzija i Rikatijeve
jednacine ([33]).

U ovom delu ¢emo prikazati i analizirati MATLAB® kod koji ée reSavati pro-
bleme predstavljene u prethodnoj glavi, a zatim na numerickim primerima u
sledecoj glavi objasniti znacaj dobijenih rezultata.

3.2 Implementacija

Problematiku smo podelili na viSe segmenata radi lakseg manipulisanja ko-
dom. Predstavili smo razlicite algoritme za resavanje sistema Ljupunovljevih
jednacina i svaki od njih smestili u posebnu funkciju. Krajnji postupak traze-
nja vrednosti kritiénog parametra i odgovarajuc¢ih karakteristi¢nih korena i vek-
tora, odnosno sama inverzna iteracija je predstavljena funkcijama inversel.m i
mverse2.m.

3.2.1 Funkcija Arnoldi.m

Ova funkcija, u stvari, predstavlja implementaciju metoda potprostora Krilova
u cilju dobijanja resenja Ljapunovljeve jednacine

SY +YST =N,

uz zapisivanje matrice N preko njene EVD, odnosno N = PCPT. Ovaj algoritam
smo implementirali u funkciji Arnoldi.m na sledeci nacin:
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Implementacija funkcije Arnoldi.m

function [Y,V,H]=Arnoldi(S,P,C,tol,Kvector)
k=1;
V1=P;
V=P;
bool=false;
W=SxV1;
[n,s]=size (P);
H=zeros ((k+1) *xs,kxs);
while (~bool && k<=Kvector && kxs<=n)
L=zeros (kxs);
L(l:s,1:8)=C;
I=eye (kxs);
E=I(:, (k—=1)+*s+1l:kx*s);
for i=1:k
H((i—1)*s+1l:i%s, (k—1)*s+1l:kxs)=V(:, (i—1)*s+l:ixs) "xW;
W=W—V (:, (i—1)*s+1:ixs)*H((i—1)*s+1:i*s, (k—1)+*s+1l:k=*s);
end
Hk=H(l:k*s,1l:k*s);
O=lyap (Hk, L) ;
[V2,Hnovo]l=qr (W, 0); S%redukovani oblik QR dekompozicije
H(kxs+1l: (k+1l) s, (k—=1)*s+1l:kxs)=Hnovo;
N=Q+E+Hnovo';
res_norm=sgrt (2) norm (N, "'fro');
if (res_norm<tol)
bool=true;

else
vV=[V,V2];
H=[H;zeros (s, kxs)];
k=k+1
H=[H zeros((k+1)=*s,s)];
W=S*V2;
end
end
if bool==true
Y=V+Q*V';
else
l=size(V,2);
Y=V (:,1:(l—size(V2,2)))*0xV(:,1: (1l—size(V2,2)))"';
end

Ulazni parametar tol predstavlja nivo tolerancije norme reziduala, dok je
Kvector broj vektora baze potprostora Krilova K (.S, P) takav da je Kvector < n.
Vidimo da nam, osim trazenog reSenja Y, ova funkcija vrac¢a i dve dodatne
matrice: matricu V' ortonormirane baze potprostora Krilova Kj(S, P) i matricu
H koja predstavlja gornju Hesenbergovu formu. Ranije smo naveli da je rutina

lyap veé implementirana u MATLAB®-u, te njen kod neéemo prikazati.

3.2.2 Funkcije tnversel.m i inverse2.m

Sada predstavljamo MATLAB® implementaciju same Ljapunovljeve inverzne
iteracije, Ciji je pseudokod pokazan u poglavljima koja govore o slucajevima kad
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Implementacija

se odabrana tacka ne nalazi, respektivno, nalazi u okolini kriticne.

Implementacija funkcije inversel.m

function [mi,Z,Lambda, x,r]=inversel (A,B,M,tol,br_iteracija,Kvector)
$trazimo korene 1 vektore problema Jx=mi Mx,

%$gde je J Jakobijan za proizvoljno alpha_O0,

%u cilju nalazenja kriticne vrednosti parametra alphax

S=J\M;
n=size(S,1);
VO0=rand(n, 1) ;
vV0=V0/norm(V0) ;
Z0=vV0xVO0"';

j=1;

bool=false;
while
Sresiti SY+YS'+2SZ0S'=0 koristeci Ljapunovljeve solvere

end

(~bool && j<=br_iteraciija)

if (n<50)
X=lyap (S,2*xSxZ0*xS"'); %Bartels — Stewart algoritam
else $implementiran u rutinu lyap
T=2xS*7Z0%S3"';
rk=rank (T) ;
[P,Cl=eigs (T, rk);
[X,V,H]=Arnoldi(S,P,C,tol,Kvector); S$koriscenje Arnoldijeve
%iteracije da bi se
rang=rank (X) ; $doslo do resenja

[V1,Dl]=eigs (X, rang);

S1=V1'+xS*V1l;

s=size(S1,1);

%$resavanje redukovanog problema malih dimenzija (1 ili 2)
$—> mil 1 71

I=eye(s);

L=kron(I,S1l)+kron(S1,I);

LJ=2xkron (S1,S1);

[21,MI]=eig(L,—LJ);

if size(MI,1l)==
mi=MI;
Z3=21;
else
d=diag (MI);
l=size (d);
mil=[];
rbr=[];
for i=1:1
if (abs(imag(MI (i,1)))<=tol)
mil=[mil real (MI(i,1i))];
rbr=[rbr i];
end
end

[m,pl=min (abs (imag(d)));

%u slucaju da ima vise onih sa imaginarnim delovima skoro
%$Jjednakim nuli poredimo njih i trazimo onaj sa najmanjim
$modulom, kao i odgovarajuci karakteristicni vektor

if size(mil, 2)==
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mi=real (d(p));
22=21(:,p);
else
mi=mil (1) ;
22=721(:,rbr(1l));
for o=2:size (rbr, 2)
if (abs(mil (o)) <abs(mi))
22=721(:,0);
mi=mil (o) ;
end
end
end
z23=101;
for i=0: (sqrt(l)—-1)
Z23=1[273,22 (ixsqrt (1) +1: (i+1)*sqgrt(l),1)];
end
end
rnk=rank (Z7) ;
[W,D]=eigs (Z7j, rnk);
U=V1+W;
Z2=UxDxU"';
[y, lambdal=eig(S1);
k=diag (lambda) ;
k=ones (size(k,1),1)./k;
Lambda=diag (k) ;
x=V1xy;
r=norm (J*xX—M+x+*Lambda) ;
if r<=tol
bool=true;

hold on;
plot (0, imag (diag(Lambda) ), 'xr');
else
J=3+1;
hold on;
plot (real (diag(Lambda) ), imag(diag (Lambda)), 'o');

end
end

Uocavamo da su nam ulazni parametri J: vrednost Jakobijana za neki pro-
izvoljan parametar, M: matrica mase, tol: nivo tolerancije norme reziduala i
br __iteracija: maksimalan broj iteracija koji nameé¢emo, kao i Kvector: broj vek-
tora baze potprostora Krilova, neophodan za rad funkcije Arnoldi.m, u slu¢aju
matrica velikih dimenzija.

Funkcija vrac¢a vrednosti karakteristicnih korena i odgovarajucih vektora i
unutrasnjeg i spoljasnjeg iterativnog problema, gde je mi kriticna vrednost pa-
rametra u kojoj dolazi do pojave Hopfove bifurkacije. Takode, vraca i krajnju
vrednost reziduala procesa.

Implementacija funkcije inverse2.m

function [mi,Z,Lambda,x,r]=inverse2 (A,B,M,tol,br_iteracija,Kvector)
$trazimo korene i vektore problema (A+mi*B)x=lambda*Mx
n=size(A,1l);
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S=A\M;
Vl=rand(n,1l);
V1=V1l/norm(V1l);

D=1;

Z1=V1xDx*V1"';

j=1;

bool=false;

x=[1;

while (~bool && Jj<=br_iteraciija)

Al=V1'xAxV1;
B1=V1'xBxV1;
M1=V1'*M*V1;
L=kron (M1,Al)+kron (Al,M1);
LJ=kron (M1,Bl)+kron(B1,M1);
[21,MI]=eig(L,—LJ);
if size(MI,1l)==
mi=MI;
Z3=21;
else
d=diag (MI);
l=size (d);
[m,pl=min (abs (imag(d))) ;
mil=[];
rbr=[];
for i=1:1
if (abs(imag(MI(i,1i)))<=tol)
mil=[mil real (MI(i,i))];
rbr=[rbr i];
end
end
if size(mil, 2)==0
mi=real (d(p));
22=721(:,p);
else
mi=mil (1) ;
722=721(:,rbr(1l));
for o=2:size(rbr,2)

if (abs(mil (o)) <abs(mi))
22=71(:,0);
mi=mil (o) ;
end
end
end
23=11;

for i=0: (sqrt(1l)—-1)
23=[27,22 (ixsqrt (1) +1: (i+1) »sqgrt (
end
end
if j==
[Vj,Djl=eigs(Z3,1);
else
[Vj,Djl=eigs(Z3,2);
end
Q=V1%V7j;
Z=Q*DJj*xQ"';
[y, Lambdal=eig (Q'* (A+mi*B) *Q, Q' *MxQ) ;

23

%$trazimo onaj sa najmanjim modulom 1
$odgovarajuci karakteristicni vektor

1,11
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X=0*y;
r=norm ( (A+mi*B) xx—x+Lambda); S$rezidual
if (r<=tol)
bool=true;
hold on;
plot (0, imag (diag(Lambda)), "*r');
else
if (n<50)
F=B*ZxM'+MxZ*B"';
Y=1lyap (S,—(A\F)/A');%Bartels — Stewart algoritam
else %$implementiran u rutinu lyap
F=B*ZxM'+MxZ*B"';
T=(A\F) /A";
rk=rank (T);
[P,Cl=eigs (T, rk);
[Y,V,H]=Arnoldi (S,P,C,tol,Kvector);
end
rang=rank (Y) ;
[Vel,Ll]l=eigs (Y, rang);
V1i=Vel;
D=L1;
hold on;
plot (real (diag(Lambda) ), imag (diag (Lambda)), 'o");
J=3+1;
end
end

Izlazne vrednosti u ovoj, alternativnoj implementacijji algoritma inverzne ite-
racije su identi¢ne onima u prethodnoj, odnosno predstavljaju korene i vektore
spoljasnje i unutrasnje iteracije, kao i krajnju vrednost reziduala. Ulazni parame-
tri su matrice A i B, koje se dobijaju razvijanjem Jakobijana u Tejlorov red kao
sto smo dobili u , matrica mase M, nivo tolerancije norme reziduala tol,
maksimalni broj iteracija br_ iteracija i broj vektora baze potprostora Krilova
K(S, P), Kvector.

U sledecoj glavi ¢emo da vidimo primenu implementiranih algoritama na dva
jednostavna primera, kao i na Bruselatorovom modelu hemijskih reakcija. Bitno
je napomenuti da je bilo neophodno napisati i par funkcija specijalno za ovaj
primer, ali njih ¢emo samo dostaviti u prilogu ovog rada, jer akcenat nije na
njima i sluze samo kao pomoc¢no sredstvo za dolazenje do resenja.
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Glava 4

Numericki primeri

U prve dve glave smo videli matematicki model resavanja problema u kojima
figurise odredeni parametar da bi se odredio njegov uticaj i uocila pojava Hopfove
bifurkacije. Prikazali smo ideju Ljapunovljeve inverzne iteracije, kao i razne
algoritme koji se koriste unutar iste, da bi se pronasle trazene kriti¢ne vrednosti
parametra, korena i vektora.

U trecoj glavi smo se upoznali sa implementacijom svih pomenutih algoritama
u programskom paketu MATLAB®. Sada je red na numeri¢ku primenu dobijenih,
teorijskih rezultata. Prvo ¢emo pokazati na primerima dimenzije 3 x 314 x 4, a
zatim i na komplikovanijem Bruselatorovom modelu kakvi se rezultati dobijaju.

4.1 Primeri dimenzija 3 x 31i4 x4

Primer 4.1.1.
a) Neka je
2 -1 0 100 100
A=11 2 0 B=1]0 10 M=1{0 1 0| =1
0 0 -3 0 0 0 01

Za toleranciju demo uzeti tol = 1078, a za maksimalan broj iteracija
br__iteracija = 100. S obzirom da u ovom primeru nece doci do koriséenja
funkcije Arnoldi.m, jer su dimenzije problema male, za Kvector uzimamo
proizvoljnu vrednost.

Posto smo definisali sve neophodne promenljive, detaljno cemo opisati po-
stupak Ljapunovljeve inverzne iteracije predstavijen algoritmom na strani
40. Za odgovarajuce vrednosti pokrecemo funkciju

(i, Z, N\, z,r] = inverse2(A, B, M, tol, br__iteracija, Kvector).

Kao pocetnu vrednost matrice V' koja zadovoljava uslov ||Vy|| = 1 uzimamo
0, 2450
Vo = |0,8471
0,4716
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Nakon toga ulazimo w prvi ciklus inverzne iteracije i u koraku 2a vrsimo
projekciju pocetnih matrica i dobijamo konstante

A, =0, 8880 B, = 0, 7776, M, = 1.

Sada prelazimo na korak 2b, odnosno na resavanje projektovanog problema
dimenzije 1 X 1 datog u obliku Ljapunovljeve jednacine

za koren najblizi nuli i njegov vektor. Iako smo u ovom slucaju dobili dimen-
zije 1 x 1 4 lako moZemo pronaci odgovarajuce korene i vektore, ipak pro-
blem resavamo preko Ljapunovljeve jednacine, jer ne znamo kakvi sistemi
ce se dobiti u iducim iteracijama. Da bismo dobili odgovarajuca resenja,
gornju jednacinu preformuliSemo u ekvivalentan oblik preko Kronekerovog
proizvoda

(Mj®/IJ+121]®M]+/~l(MJ®B]+B]®MJ))Z:O

i uz pomoc funkcije eig.m dobijamo koren fi = —1,1419 i vektor Z=-1.
Sledi odredivanje EVD faktorizacije za konstantu Z = —1, gde dobijamo

Za matricu Z uzimamo aproksimaciju (Vlf/l)f)l(‘/lf/l)T =QD,Q", a zatim
se u koraku 2d proverava tacnost dobijenog tako Sto se racuna norma i
proverava da li je ona manja od zadate tolerancije. Da bismo to uspeli
neophodno je iz jednacine

QA+ uB)QTy = QMQ" My

odrediti korene \ © vektor y, a zatim dobijemo iskoristiti u racunanju norme
reziduala
r = (A +uB)z — MaA|.

gde je x = Qy. U ovoj iteraciji je norma reziduala 1,8308, stoga je ne-
ophodno zapoceti novi ciklus iteracije. S obzirom da su dimenzije naseg
sistema male, primenjuje se rutina lyap, odnosno Bartels Stjuartov algori-
tam za resavanje koraka 2e, odnosno Ljapunovljeve jednacine [2.1.13. Kao
rezultat rutine dobijamo matricu

—0,0472 —0,0812 —0,0344
Y =1-0,0812 —-0,2095 -0,0918
—0,0344 —0,0918 0

ranga 3, a njenom EVD faktorizacijom vektore baze Krilovljevog potprostora

—0,1044 —0,1488 —0,1420
Vi=|—0,1488 —0,2844 0,2575
~0,1420  0,2575 0
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06F

osk

Slika 4.1.1: Prikazani najdesnji koreni problema iz primera dobijeni pri-
menom Ljapunovljeve inverzne iteracije implementirane funkcijom inverse2.m.
Element oznacen plavim kruzi¢em se dobije u prvoj iteraciji, a do trazenog rese-
nja, odnosno c¢isto imaginarnog karakteristicnog para A\ » = £i dolazimo u drugoj
iteraciji i on je oznacen crvenim zvezdicama.

b)

koji se koristi u narednom ciklusu iteracije. Analognim procesima se u dru-
gom ciklusu dolazi do odgovarajuceg resenja. Dobijamo cisto imaginaran
karakteristicni par A1 o = £i za parametar p = —2. Owvo znaci da za kri-
ticnu vrednost parametra p = —2 dolazi do Hopfove bifurkacije. Vrednost
norme reziduala iznosi r = 3,5638 - 10715,

Sada Zelimo da iskoristimo funkciju inversel.m u kojoj je implementirana
Ljapunovljeva inverzna iteracija prikazana na strani 39. Testiracemo para-
metar py = —3. Zelimo da vidimo iz kog puta éemo dobiti kriticnu vrednost
parametra. Za potrebe ovog primera formiramo funkciju koja vraca kriticnu
vrednost parametra p, par interesantnih karakteristicnih korena i vrednost
reziduala, dobijene pomocu funkcije inversel.m Za pocetnu vrednost para-
metra pg racunamo vrednost matrice J, koja nam sluzi kao matrica Jakobi-
jana 1 izgleda

24+ Po —1 0

J = 1 2+po O

0 0 -3

Tu vrednost, zajedno sa ostalim poznatima ubacujemo u funkciju
(i, Z, N\, z,r] = inversel(J, M, tol, br__iteracija, Kvector),

gde je Kwvector ulazni parametar koji je neophodan u radu funkcije Ar-
noldi.m kada testiramo sisteme vecih dimenzija, stoga nam on u ovom pri-
meru ne igra nikakvu ulogu i za njega uzimamo proizvoljan broj.

Kad izracunamo vrednost parametra p, dodajemo ga na pocetnu vrednost pg
1 ponavljemo ovaj postupak sve dok ne dobijemo parametar za koji imamo
cisto imaginaran par karakteristicnih korena.

Opisacemo na koji nacin funkcionise algoritam implementiran u inversel.m.
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Za vrednost parametra —3, vrednost matrice J je

-1 -1 0
J=11 -1 0|.
0 0 =3

Funkcija inversel.m se pokrece za tu vrednost, kao i za veé poznate M, tol,
br__iteracija i proizvoljno Kvector. Za pocetnu vrednost vektora baze Kri-

lovljevog potprostora je uzet vektor || Lol = 1
0, 3991

Yo = [0,4910

0, 7744

i za njega je izracunata aproksimacija

0,1593 0,1959 0, 3090
Zy = ToYg = 10,1959 0,2411 0,3802] .
0,3090 0,3802 0,5997

Zatim se prelazi na resavanje Ljapunovljeve jednacine prekazane u koraku
2a algoritma. S obzirom da je sistem malih dimenzija, reSavamo ga rutinom
lyap, odnosno dobijamo resenje

—0,5407 —0,1111 0,1083
Yy = lyap(S,252,57) = | —0,1111 —0,2599 0, 3475
0,1083  0,3475 0,1999

ciji je rang 3 i za koju odredujemo EVD dekompoziciju

—0,6512 0 0 —0,8076 0,0473 —0,5878
D, = 0 0, 3886 0 |Vi=]-0,5020 0,4654 0,7284
0 0  —0,3382 0,3080 0,8838 —0,3521

Prelaskom na korak 2b vrsimo redukciju ranga problema, tj. za S = VISV
resavamo SZ + ZST +20S7ZST = 0 pomocu zapisa preko Kronekerovog
proizvoda

A A

IToS+8®I)+2u(8®8)=0
1 koriséenjem . o o
(Z, i) =eig(I®S+S®I),25®5).

Iz dobijenog se moze izvuci realni koren sa najmanjim modulom i = 1 1
njegov simetricni vektor

R —0,0197 +0,84051  0,3329 — 0,2452i 00,8184 + 0, 1200i
Zy =1 0,3329 —0,2452i —0,1955 — 0,05571 —0,1995 — 0, 3544i
0,8184 +0,1200i —0,1955 —0,05571 0,2152 — 0, 7848i
ranga 2 u faktorisanom obliku Z1=TDTYT.
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Prelazimo na korak 2c i racunamo aproksimaciju vektora za koren p =1 na
sledeci nacin

Zy = W) DWT)".
Sada, resavanjem drugog problema karakteristicnih korena, odnosno
VESViy = yX, dobijamo korene \; = {—3,—1 + i} i vrednost reziduala
r=1,5029-e—15 < tol, stoga zakljucujemo da smo pronasli par najdesnjih
koren ¢ da su to gore spomenuti \; © njih prikazujemo na slici. Vidimo da —3
nije parametar v kom dolazi do cisto imaginarnih korena, pa se postupak
nastavlja analogno za vrednosti p = py + p = —2. U sledecem ciklusu
dobijamo da je upravo p = —2 trazZena kriticna vrednost parametra, uz cisto
imaginaran par korena £i i rezidual r = 7,5059 - 10716 < tol.

0&F
06}
04

0z2r

02k
04k
06k

08k

Slika 4.1.2: Prikazani najdesnji koreni problema iz primera dobijeni po-
stupkom Ljapunovljeve inverzne iteracije implementirane funkcijom inversel.m.
Plavim kruzi¢ima su oznacene vrednosti koje se dobiju uz vrednost parametra
p = —3, a reSenja +i dobijena u slede¢em ciklusu iteracije za parametar p = —2
su oznacena crvenim zvezdicama.

Primer 4.1.2. U ovom primeru Zelimo da razmotrimo slucaj dimenzije 4. Neka

je
-2 -2 0 0 -1 0 0 0 100 0
e E I B R B S R
o 0 3 =3 0 0 0 -1 0001
Funkcijom

[mi, Z, \, x,r] = inverse2(A, B, M, tol, br__iteracija)

u drugom ciklusu iteracije dobijamo cisto imaginarni karakteristicni par korena
A2 = £1,73205080756888i pri vrednosti parametra p = —1 i rezidual
r = 5.996569956892792 - 10715,
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1A

-0% 08 07 OB 05 04 03 D2 01

w o™

Slika 4.1.3: Koreni problema iz primera dobijeni u 2 ciklusa Ljapunovljeve
inverzne iteracije implementirane u funkciji inverse2.m. Plavim kruzi¢ima su
obelezeni koreni dobijeni u prvom ciklusu, dok su resenja 41, 73205080756888i

oznacena crvenim zvezdicama.

Analognim rezonovanjem uz pomoc funkcije inversel.m za pocetnu vrednost
parametra pyg = —0,5 posle 6 ciklusa iteracije dobijamo kriticni parametar p = —1

i korene \j o = £1,732i.

Slika 4.1.4: Koreni problema iz primera dobijeni u 4 ciklusa Ljapunovljeve
inverzne iteracije implementirane u funkciji inversel.m. Plavim kruzi¢ima su
obelezeni koreni dobijeni u ciklusima pre Sestog, dok su reSenja £1, 7321i oznacena

crvenim zvezdicama.
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Bruselatorov model

4.2 Bruselatorov model

U oblasti termodinamike postoje razni interesantni primeri uticaja stabilnosti,
odnosno nestabilnosti nekog sistema. Naime, ako bismo posmatrali odredene
hemijske reakcije, mogla bi se uociti pojava odredenih oscilacija koje proizilaze iz
razli¢ito zadatih pocetnih uslova koji uzrokuju pojave neekvilibrijumskih stanja.
Upravo u tome lezi znacaj Bruselatorovog modela [34].

Bruselatorov mode][] je predstavljen od strane naucnika Ilije Prigoiinaﬂi nje-
govih saradnika na Université Libre de Bruxelles. On predstavlja sistem koji se
koristi za teorijsko razumevanje neekvilibrijumskih stanja, odnosno da bi se pred-
videle oscilacije hemijskih reakcija. Baziran je na autokataliticnim reakcijama,
za koje vazi da je jedan od njihovih proizvoda takode i reaktant, odnosno katalist
koji ubrzava proces reagovanja.

Precizno, ovaj problem modeluje ponasanje koncentracija ucesnika u reakciji,
kao i interakciju hemijskih reSenja u reaktoru u obliku cevi. Koncentracije (¢, z)
i y(t, z) komponenata reakcije predstavljamo pomocu sistema

or & 0’z
dy 6, 0%y
o 120 +g(z,y) (4.2.2)

gde su funkcije f(z,y) i g(x,y) definisane na sledeéi nacin

fle,y) =a—(B+ 1)z +a%y
g(x,y) = pr — 2%y.

Sistem ima pocetne uslove z(0, z) = zo(2) i y(0, 2) = yo(2) i zadovoljava Dirihle-
ove granicne uslove z(t,0) = x(t,1) = * i y(¢,0) = y(¢,1) = y*, gde t predstavlja
vremensku, a 0 < z < 1 prostornu komponentu duz cevi [35].

Stacionarna tacka gorenavedenog sistema je (z*,y*) = (o, 8/a). Ono $to je
nama interesantno je da posmatramo kako se ponasaju resenja kad parametar L
varira i za koju vrednost tog parametra dolazi do pojave Hopfove bifurkacije. Da
bismo dosli do odgovora, na pocetku je neophodno izvrsiti diskretizaciju ovog si-
stema, jer je nama cilj, kao Sto smo pomenuli u ranijoj diskusiji, da pronademo za
koju vrednost parametra L Jakobijan sistema ima najdesnji par ¢isto imaginarnih
karakteristi¢nih korena.

Diskretizacijom sistema na intervalu [0, 1], sa n unutrasnjih tacaka i mrezom
dimenzije h = 1/(m + 1), dobijamo matricu Jakobijana u obliku blok matrice
dimenzije 2 x 2

(4.2.3)

g nT+ (5 —1)I o’
- —B1 T — a?l

2mx2m

Leng. Brusselator model
2rus. Ilya Prigogine (12.01.1917. - 28.05.2003.) belgijski fizicki hemiéar, dobitnik Nobelove
nagrade
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Bruselatorov model

gde su

T = tridiag{1l, —2,1},

1 6
S a e
1 6
Ee7s

Sada ¢emo da vidimo kakve rezultate dobijamo primenom implementiranih
algoritama na ovaj problem.

Primer 4.2.1. a) Neka je L vrednost parametra koju traZimo, nivo toleran-
cije tol = 107%, a maksimalni broj iteracija br_iteracija= 100. Da bismo
formirali neophodne matrice A 1 B pomocu matrice Jakobijana koju smo
ranije predstavili, koristimo vrednosti iz [34)], odnosno

01 = 0,008 do = 0,004 a =2 B =5,45.
Vidimo da je

oJ

M = [2m><2m~

Za pocetnu vrednost parametra L éemo uzeti Ly = 0,51 i za pocetak Zelimo
da radimo sa matricama male dimenzije, recimo 40 x 40, odnosno uzimamo
da je m = 20. Nakon sto smo formirali matrice v odredili neophodne vred-
nosti, ubacujemo ih u funkciju inverse2.m, koju pozivamo na sledeci nacin

(i, Z, A\, z,r] = inverse2(A, B, M, tol, briteracija, Kvector)

za proizvoljnu vrednost pocetnog vektora baze Krilovljevog potprostora. Ula-
zni parametar Kvector nam predstavlja broj vektora baze potprostora Kri-
lova do kojeg idemo @ on ima znacaja u radu sa sistemima velikih dimenzija,
kad pozivamo funkciju Arnoldi.m (tako da nam ovaj parametar trenutno ne
igra nikakvu ulogu).

Posto za pocetak radimo sa matricama malih dimenzija, kao solver koristimo
rutinu lyap. U trecem ciklusu iteracije dobijamo da je

p = 0.002522798773329, pa iz toga sledi da je kriticna vrednost parametra
za koju dolazi do Hopfove bifurkacije L = Lo + p = 0.512522798773329.
Par cisto imaginarnih korena je A\; o = £2,13951, a vrednost reziduala r =
2.609034559979236 - 10~° < tol.
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Slika 4.2.1: Koreni Bruselatorovog problema dimenzije 40 x 40 dobijeni u svakoj
iteraciji, koriS¢enjem funkcije inverse2.m. Resenja £2,1395i oznacena crvenim
zvezdicama.

S obzirom da dimenzije nisu velike, moZemo da izracunamo sve korene za
kriticni parametar. Oni su predstavljeni na sledecoj slici.
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Slika 4.2.2: Koreni Bruselatorovog problema dimenzije 40 x 40 koji se dobiju u re-
senju, za p = 0.002522798773329. Crvenim zvezdicama oznacen ¢isto imaginarni
par +2,1395i.
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Sada éemo da vidimo kako se dobijaju odgovarajuéi rezultati za relativno
kratko vreme prilikom rada sa matricama vecih dimenzija. Svi ulazni pa-
rametri ostaju nepromenjeni, osim parametra dimenzije, m. Biramo da je
m = 500, odnosno Zelimo da radimo sa sistemom dimenzije 1000 x 1000.
Izabrali smo da je Kvector = 20, odnosno, ne Zelimo da radimo sa vise od
20 vektora baze Krilovljevog potprostora, sto ce nam znatno olaksati posao
jer je 20 = Kwvector < n = 1000. Pokretanjem funkcije

(i, Z, N\, z,r] = inverse2(A, B, M, tol, briteracija, Kvector),

u drugoj iteraciji dolazimo do traZenih rezultata. Bitno je napomenuti da je
za nalaZenje resenja Ljapunovljeve jednacine

cC ... 0
HQr+QeH =|: . | =0y
0O ... 0

koje zadovoljava uslov ||R(Qk)|| < tol u prvom ciklusu iteracije bilo neop-
hodno izracunati 8 vektora baze, a u drugom samo 1 vektor. Dobijamo
da je kriticna vrednost parametra za koju dolazi do Hopfove bifurkacije
L = 0.512992493022974 ~ 0,513. Par cisto imaginarnih korena u kom
dolazi do gubitka stabilnosti je Ao = £2,139509289532961 ~ +2,1395i, a
vrednost reziduala (za proizvoljno uzetu vrednost pocetnog vektora Vi) iznosi
r = 7.715360431246210 - 10~7 < tol.

2871

_25 1 1 1 1 1 1 1
-3.48 -3 -2.58 -2 -1.8 -1 0.5

Slika 4.2.3: Koreni Bruselatorovog modela dimenzije 1000 x 1000 dobijeni u sva-
kom od dva ciklusa iteracije, koriS¢enjem funkcije inverse2.m. Resenja 2, 1395i
oznacena crvenim zvezdicama.
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b) Sada bismo Zeleli da na istom primeru pokazemo kako radi algoritam im-
plementiran u funkciji inversel.m. Biramo proizvoljnu vrednost parametra
i ocekujemo da céemo dobiti odgovarajuce resenje na kraju postupka, koji
podrazumeva pozivanje funkcije

(i, Z, N\, z,r] = inversel(J, M, tol, br__iteracija, Kvector)

1 dodavanje dobijene vrednosti p na pocetnu vrednost parametra sve dok
rezultati ne zadovolje nametnute uslove tolerancije ili dok broj iteracija ne
dostigne maksimalni.

Znamo da je J matrica Jakobijana definisana jednacinom uz vred-
nosti parametara kao i u prethodnom slucaju: 6; = 0,008, = 0,004, =
2, 8 = 5,45 i nepoznati parametar L. Za matricu mase M éemo ponovo uzeti
jedinicnu matricu dimenzije 2m x 2m. Neka je tol = 107°, maksimalni broj
iteracija br_iteracija= 100, a Kwvector broj vektora baze potprostora Kri-
lova. Ponovo cemo prvo uzeti za primer matrice dimenzije 40 x 40, tj.
m = 20, stoga nam vrednost Kvector u ovom mometnu nije bitna.

Uzimajuci za pocetnu vrednost parametra Lo = 0,5, nasa funkcija posle 6
iteracija, od pocetne vrednosti, preko L = 0,5114, zatim L = 0,5124 1td.
dolazi do kriticne vrednosti parametra L = 0.512541439012792. Za ovo L
dolazi do Hopfove bifurkacije, a jedinstveni cisto imaginarni karakteristicni
par je A1 o = £2.1395i. Vrednosti dobijenih karakteristicnih korena kroz po-
stupak, kao i onih koji uzrokuju menjanje stabilnosti su prikazani na sledecoj
slici.
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Slika 4.2.4: Koreni Bruselatorovog problema dimenzije 40 x 40 dobijeni u svakoj
iteraciji, koris¢éenjem funkcije inversel.m. ReSenja +2,1395i oznacena crvenim
zvezdicama.
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Primena algoritma inversel na matrice vecih dimenzija ce biti prikazana
na primery, 1000 x 1000, kao ¢ u slucaju pod a). Pozivamo funkciju

[, Z, N\, z,r] = inversel(J, M, tol, br__iteracija, Kvector),

za J definisano jednacinom it matricom mase M koju biramo kao
jedinicnu. Nivo tolerancije norme reziduala i maksimalan broj ciklusa ite-
racije biramo kao i ranije, tol = 107% { br_iteracija= 100, dok za broj
vektora baze potprostora Krilova koji ce se koristiti u funkciji Arnoldi.m
uzimamo Kvector = 20. Dobijamo vrednost kriticnog parametra

L = 0.513018836976376 =~ 0,513 za koji imamo pojavu Hopfove bifurkacije,
kao i imaginaran par A o = £2,139509433910971 ~ 2,1395:. Predstavljamo
korene dobijene kroz sve medukorake, ukljucujuci i poslednji, osmi.
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Slika 4.2.5: Koreni Bruselatorovog modela dimenzije 1000 x 1000 dobijeni u svakoj
iteraciji, koriS¢enjem funkcije inversel.m. Resenja £2,1395i oznacena crvenim
zvezdicama.
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Zakljucak

U ovom radu smo se pozabavili problemom koji zahteva poznavanje raznih
grana matematike i fizike. Svi metodi ovde zastupljeni su razvijeni sa ciljem
njihove primene na realne probleme sa kojima se naucnici susre¢u u mnogim
oblastima svakodnevnog zivota, kao i u vestacki stvorenim uslovima. Uvek se
tezilo pojednostavljenju slozenih situacija i pronalazenju aproksimacija resenja
raznih problema da bi se razumelo kako funkcionisu interesantne pojave koje je
naizgled tesko objasniti. Upravo u ovoj ideji lezi ¢ar proucavanja odabrane teme.

Naime, intuitivni cilj nam je bio da pokazemo na koji nacin se ponasaju si-
stemi diferencijalnih jednacina velikih dimenzija (izvedeni iz realnih problema)
koji zavise od odredenog parametra i kada dolazi do prelaska sistema iz stabilnog
u nestabilan u zavisnosti od modifikacije posmatranog parametra. Uvodenjem
razli¢itih matematickih alata, kao sto su diskretizacija sistema, Kronekerov pro-
izvod i Ljapunovljeve jednacine smo uspeli da intuiciju prevedemo na jezik koji
matematicari mogu da razumeju i primenom inverzne iteracije i algoritama za
reSavanje jednacina i trazenje karakteristicnih korena i vektora dobijemo kriti¢nu
vrednost parametra u kom dolazi do pomenute promene poznate kao Hopfova
bifurkacija, kao i vrednost para imaginarnih korena u tom momentu.

Bitno je napomenuti da je veliki broj realnih primera u kojima se moze pri-
meniti izloZzena teorija i njene racunarske implementacije. Medutim, radi kon-
ciznosti, ogranicili smo se samo na detaljno objasnjenje Bruselatorovog modela.
Nadamo se da ¢e u skorijoj buduénosti do¢i do jos ve¢eg unapredenja ovih ideja
i da ¢e pronaci odgovaraju¢u ulogu u mnogim savremenim problemima.
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