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Predgovor

Ekonomski rast i razvoj su problemi koji su tema razmatranja u jednoj zemlji
i dan danas. Pitanja vezana za poboljsanje zivotnog standarda, edukaciju i
napredak njenog stanovnistva, kao i tehnoloski napredak, oduvek su privlacila
ekonomiste da sprovode raznovrsna istrazivanja. Teorije neoklasicnog i en-
dogenog ekonomskog rasta bice izlozene u ovome radu kroz nekoliko modela,
kao i kako pomocu varijacionog rac¢una dajemo analizu Lukasovog modela,
koji je i tema ovoga rada. Videtemo kako akumulacija kapitala, tehnoloski
napredak, porast radne snage, ali i edukacija uti¢u na privredni rast.

Nema istine u onim naukama u kojima se matematika ne primenjuje.

Leonardo da Vinci

Prva glava rada govori o modelima rasta. Predstavicemo neke modele
rasta i pokazati da je glavni cilj teorije rasta objasnjenje razlicitih promena u
zivotnim standardima. Posmatra¢emo neoklasi¢ni model rasta. Definisa¢emo
funkciju proizvodnje i ispitati njene osobine. Objasnjavamo uticaj Stednje,
rasta stanovnistva i tehnoloskog napretka u Solouovom modelu. Upoznajemo
se sa nastankom Kob-Daglasove funkcije koja predstavlja relaciju izmedu
inputa (kapitala i rada) i autputa (funkcije proizvodnje). Predstavi¢emo
Menkju, Romer i Vejl- ov model koji u Kob-Daglasovoj formi ukljucuje i
ljudski kapital, kao i Nelson i Felps- ov model.

Druga glava rada posveéena je varijacionom racunu. Izlaganje poc¢injemo
osnovnim pojmovima varijacionog racuna kroz dva primera. Dalje, nastavl-
jamo sa pricom o Ojlerovoj jednacini, predstavljamo neke specijalne slucajeve
koje u praksi cesto sre¢emo i bavimo se varijacionim problemima sa ogranice-
njima, koja mogu biti u vidu algebarskih ogranic¢enja i diferencijalnih jednaci-
na. Varijacioni aparat iz ove glave koristimo pri analizi samoga modela iz
tre¢eg poglavlja.

Trecu glavu zapoc¢injemo uvodnom pricom o Robertu Lukasu i izlaganjem
o teorijama endogenog rasta. Zatim izlazemo sam model i resenje. Videc¢emo



da li su odredene pretpostavke moguce i do ¢ega dovode. Predstavljamo dve
modifikacije Lukasovog modela i dajemo opis ovih problema.

Cetvrta glava predstavlja dodatak u kome su izlozeni matematicki poj-
movi neophodni za razumevanje ovoga rada.

*okk

Zelela bih, da se zahvalim svom mentoru dr Nenadu Teofanovu, na svim
savetima, sugestijama i struc¢nom pojasnjenju nejasnoca sa kojima sam se
susretala prilikom izrade ovoga rada. Sve to je doprinelo da konacna verzija
rada, bude upravo ovakva. Takode, zahvaljujem se i ¢lanovima komisije, dr
Lyiljani Gagic¢ i dr Sanji Rapagic.

Veliku zahvalnost ukazala bih svojim roditeljima @ sestri Vesni, na razume-

vanju, podrsci i najiskrenijim savetima tokom dosadasnjeg skolovanja.

Posebnu zahvalnost dugujem mojoj dragoj koleginici, a pre svega bliskoj
prijateljict Tamart Bandulaji, sa kojom su studentski dani bili lepsi, svi prob-
lemi resivi, a spremanje ispita tokom osnovnih v master studija nezaboravno
1 lepo iskustvo.

ITvana Rabuzin
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Uvod u modele ekonomskog
rasta

Pocev od Adama Smita! ekonomski rast i razvoj su sastavni deo razma-
tranja ekonomskih pojava. Pre pocetka detaljnije analize ove tematike, ob-
jasni¢emo metodolosku razliku izmedu dva sustinski razli¢ita pojma- ekonom-
skog rasta i ekonomskog razvoja.

Ekonomski razvoj je kompleksniji pojam od ekonomskog rasta. Razvoj]
pored kvantitativnih elemenata rasta podrazumeva i kvalitativne aspekte,
kao sto su na primer podizanje kvaliteta zivotnog standarda stanovnika u
nekoj zemlji, odrzivog ekonomskog blagostanja i pravo na slobodu odabira.
Takode ukljucuje i poboljsanje institucionalnih, drustvenih i politickih uslova.

Ekonomski rast je medutim vezan uz povecanje proizvodnje po glavi
stanovnika. Pod ekonomskim rastom ¢emo podrazumevati porast potenci-
jalnog autputa ekonomije (ili proizvodnih kapaciteta) i to u smislu ostvarenog
nivoa autputa u uslovima pune iskorisé¢enosti faktora proizvodnje. Tokom
jednog vremenskog perioda zbog nedostatka boljih nac¢ina istrazivanja, mere-

!Adam Smith (1723 — 1790) je bio Skotski ekonomista i filozof. Roden je u malom
skotskom selu Kirkaldi. Univerzitet u Glazgovu upisao je sa 14 godina na kom provodi
tri godine ucedi latinski i gréki jezik, matematiku i moralnu filozofiju. Potom odlazi na
Oksford gde je proveo Sest godina uceéi razne discipline. Na Univerzitetu u Glazgovu bio
je profesor iz logike (1751) i moralne filozofije (1752), a predavao je i teologiju, pravo i
politicku ekonomiju. Smith je takode bio i jedan od istaknutih liberalnih mislilaca. Svojim
ucenjem je postavio temelje o ulozi drzave u ekonomiji. Protivio se uplitanju drzave
u ekonomiju. Najpoznatije njegovo delo je Bogatstvo naroda (Inquiry into the Nature
and Causes of the Wealth of Nations), koje je objavio 1776. godine. Ovo delo se bavilo
raznim aspektima ekonomije, a najviSe pitanjima vezanim za proizvodnju, raspodelu i
ekonomski rast. Bavio se i istrazivanjima optimalne alokacije resursa u uslovima slobodne
konkurencije. Umro je u Edinburgu 1790. godine.



nje stope ekonomskog rasta vrsilo se posredstvom promena BDP-a? (u stal-
nim cenama) izmedu prve i poslednje godine posmatranja. Medutim, samo
pri uslovima potpune iskoris¢enosti kapaciteta merenje stope ekonomskog
rasta na ovakav nacin mozemo smatrati verodostojnim. Pri funkcionisanju
ekonomije na nivou koji je ispod potencijalnog, porast BDP moze se jav-
iti zbog povecanja stope iskoriS¢éenosti radne snage i kapitala, bez porasta
proizvodnih potencijala privrede, ali ovo se ne smatra odrazom privrednog
rasta. Medu glavne izvore ekonomskog rasta spadaju:

e akumulacija kapitala ili samo kapital- koji nam govori o porastu stopa
industrijskih i fizickih dobara koji se upotrebljavaju za proizvodnju.
Zato ¢emo akumulaciju kapitala identifikovati u formi neto investicije.

e tehnoloske promene (promene u "kvalitetu” kapitala)- ove promene
nam predstavljaju drugi izraz za porast produktivnosti, koja ¢e po-
drazumevati porast autputa po jedinici kapitala, rada ili prirodnih
resursa. Tehnoloske promene kao glavni cilj imaju pove¢anje autputa
po jedinici vremena. Ova promena moze biti u pravcu da se vise poveca
produktivnost rada nego produktivnost kapitala ili u pravcu ka veéem
poboljsanju produktivnosti kapitala.

e rast veli¢ine i "kvaliteta” radne snage- ovde ¢emo podrazumevati i za-
poslena lica, kao i ona koja traze posao (odnosno nezaposlena lica).
Posmatrano na kratkoro¢nom nivou do rasta radne snage moze doci
pri smanjivanju nezaposlenosti i/ili rasta onoga dela populacije koji je
spreman da radi. Gledano na dugoroénom nivou moze doé¢i do rasta
radne snage pri promeni zakona ili ekonomske situacije, a sve ka cilju
da sto vec¢i broj radno sposobne populacije postane deo radne snage.

e porast velicine i/ili kvaliteta zemlje ili drugih raspolozivih prirodnih
resursa- iako je najveéi deo u svetskim razmerama konstantan jer se
ne mogu obnoviti, u zavisnosti od lokacije, pristupacnosti i kvaliteta
zemlje imaju razli¢it doprinos u ukupnim kapacitetima proizvodnje.
Od koli¢ine raspolozivosti, kao i efikasnosti putem kojim dolazi do
kombinovanja sa drugim inputima u proizvodnji, zavisi doprinos kako
onih prirodnih resursa koji se obnavljaju, tako i onih koji nemaju ovu
mogucénost.

Zengleski: Gross Domestic Product (GDP)- Bruto domadi proizvod (BDP) predstavlja
godi$nju vrednost proizvedenih finalnih dobara i usluga u okviru nacionalne ekonomije.
Postoje dva oblika BDP-a i to, nominalni BD P- izrazava se u tekuéim cenama i realni
BDP- izrazava se u stalnim ili fiksnim cenama.



Uticaj faktora predstavljenog kao tehnicko znanje ili vestina ukljucen je
u kapital i rad.

Sredinom pedesetih godina proslog veka, ekonomisti Solou i Svon postavili
su neoklasi¢ni model rasta. Solou-Svon model je resio probleme nestabilnosti
unutar Domar-Harodovog modela. Solou (1956) koji je dobitnik i Nobelove
nagrade 1987. godine u svom radu o ekonomskom rastu koristio je neok-
lasi¢nu ekonomsku funkciju. Postojao je samo jedan proizvod koji se mogao
ili potrositi ili ustedeti. Ukupna Stednja zavisi od sklonosti ka stednji koja je
egzogeno® data i nepromenljiva i koja odreduje ukupne investicije. Rad kao
faktor proizvodnje zavisi od stope rasta stanovnistva.

Stanje stabilne ravnoteze postizemo prilagodavanjem kolicine kapitala i
rada prema promeni njihovih relativnih cena, gde autput i kapital rastu u
skladu sa egzogenim faktorom, to jest stopom rasta stanovnistva. Kom-
binujuéi neoklasi¢nu funkciju proizvodnje sa pretpostavkom o konstantnoj
stopi Stednje, Solou je dobio jednostavan model rasta. U ovom modelu
na dugoro¢nu stopu rasta ne utice sklonost ka Stednji. Vazno mesto ima
tehnologija proizvodnje, definisana na nacin na koji se inputi proizvodnje,
rad i kapital, transformisu u proizvedeni autput. Solou je koriste¢i Hiks
neutralnu tehnolosku promenu uveo tehnologiju u svoj model. Kod Kob-
Daglasove funkcije proizvodnje odnos kapital /rad raste po stopi tehnologkog
napretka korigovanoj za udeo proizvodnog faktora rada.

Menkju, Romer i Vejl (1992) uvodenjem promenljive ljudski kapital prosi-
rili su standardni Solouov model. Osnovna pretpostavka njihovog modela
je bila da razliciti nivoi obrazovanja i vestina mogu uticati na dohodak po
stanovniku pojedine zemlje. Ovim na¢inom se stavio naglasak na obrazovanje
i usavrsavanje, a samim tim i otvorile moguénosti uticaja drzave na zivotni
standard pojedine zemlje.

Nedostatak neoklasicnog modela rasta ogleda se u objasnjenju ekonom-
skog rasta promenljivom koja nije uklju¢ena u model, posto je stopa rasta
dohotka po stanovniku odredena egzogeno datim tehnoloskim napretkom koji
u principu predstavlja rezidual (neobjasnjeni deo modela). Nova istrazivanja
pokreéu Romer (1986) i Lukas (1988). Dalja istrazivanja pokusavaju da
prosire pojam kapitala kako bi se otkrio pokretac¢ koji odreduje rezidual, to
jest osnovni generator rasta u Solou-Svon modelu.

Zbog toga §to je fokus ka utvrdivanju dugoro¢ne stope rasta unutar mod-
ela, uvazen je i naziv endogeni* modeli rasta. Kod Romerovog endogenog
modela rasta na stopu rasta autputa po stanovniku utice stopa Stednje i
veli¢ina ekonomije data brojem preduzeéa. Lukas (1988) je popularizovao

3Egzogene promenljive su one promenljive koje odreduju uslovi izvan ekonomije
4Endogene promenljive odreduju unutrasnja delovanja ekonomskog sistema
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Romerov model tako sto je koristio neoklasi¢ni model rasta sa ljudskim kap-
italom kao proizvodnim faktorom. Literatura [3] i [6].

Prvo ¢emo predstaviti neoklasicni model rasta i njegove osobine.

Osnovna literatura koriséena u ovoj glavi je [1], [2], [4], [5] 1 [7].
1.1 Neoklasi¢ni model rasta

Ovaj model opisuje ekonomski rast u agregativnoj zatvorenoj ekonomiji.
Agregativna ekonomija podrazumeva proizvodnju jednog homogenog dobra,
pri koriséenju dva homogena faktora ulaganja, radne snage L(t) i kapitala
K(t), dok za t podrazumevamo da neprekidno varira. Zatvorena ekonomija
znaci da ne postoji moguénost uvoza ni izvoza, ve¢ da se kompletna proizvod-
nja ili potrosi ili ulozi u ekonomiju. Stoga, jednacina prihoda ima oblik

Y(t) = C(t) + I(t)

gde smo sa C(t) obelezili potrosnju za vreme ¢, a I(t) predstavlja ulaganje
za vreme t.

Investiciju koristimo i za uvecanje zaliha kapitala i za nadoknadu amorti-
zovanog kapitala. Ako K (t) predstavlja zalihu kapitala u vremenu ¢, onda se
akumulacija kapitala meri prema protoku vremena promene zaliha kapitala,
to jest ”

, dK(t
K'(t) = T

Pri pretpostavci da se zalihe kapitala amortizuju prema neprekidnom
proporcionalnom kursu g (nastaje usled zastarevanja ili habanja opreme,
tehnologije, postrojenja), amortizovani kapital koji se nadoknaduje za vreme
t je pK(t), pa jednac¢ina bruto investicije glasi:

I(t) = K'(t) + uK(t).

Zmaci, akumulacija kapitala je deo investicije koji se ne koristi za nadoknadu
amortizovanog kapitala.

Inputi, odnosno faktori proizvodnje su: rad, fizicki kapital (to jest, oprema
i postrojenja), zemlja i drugi merljivi proizvodni faktori.



Sada, posmatramo funkciju proizvodnje koja zavisi od kapitala i radne

snage:
Y =F(K,L).

Sa povecanjem kapitala ili rada dolazi do povedanja i autputa (ovo oznaci
da su pozitivna oba izvoda funkcije proizvodnje i po K i po L). Funkcija
proizvodnje nam u ovom slucaju pokazuje da se dobra i usluge proizvode
pomocu opreme i utroSenih casova rada.

Y A
Y= F(K,L)

m‘“’

Slika 1.1: Funkcija proizvodnje

Cesta pretpostavka ekonomista je da je funkcija proizvodnje preduzeéa
monotono rastuca i konkavna.

Standardne pretpostavke za funkciju proizvodnje su da:
e ne zavisi od vremena,

e je dva puta diferencijabilna,

e za sve pozitivne ulazne vrednosti vazi:

1. konkavnost

or >0 o°F <0

0K ’ 0K?

oF 0?F

% > 0, W < 0, (].].)

dok za grani¢ne vrednosti uzimamo:



2. asimptotika

. OF(K,L) . OF(K,L)
AR % g —— =0

. OF(K,L) . OF(K,L)

lim 57— =00 jm —or— =0 (12

tako da obe granice proizvodnje kre¢u od beskonacnosti i opadaju
sve do nule.

3. homogenost
Takode koristicemo jos jednu pretpostavku, a to je da funkcija
proizvodnje ima konstantne prinose pri rastu, tako da za svako
pozitivno « vazi

F(aK,alL)=aF(K,L)=aY, a>0. (1.3)

Najbitnije svojstvo funkcije proizvodnje je upravo da opiSe reagovanje
autputa na malu promenu jednog inputa, dok se drugi ne menjaju. Na
primer, posmatramo neku zemlju sa odredenom koli¢inom kapitala i brojem
radnika. Dodavanjem jedne masine, dolazi do porasta zaliha kapitala, dok
broj radnika ostaje isti. Sledi da ¢e i autput porasti.

Koli¢nik

Y

oK
koji predstavlja povec¢anje autputa pri jedinici pove¢anja kapitala, je ustvari
marginalna produktivnost posmatrane privrede.
Medutim, pitanje koje se sada postavlja je da li ¢emo uvek ocekivati povec¢anje
autputa u istom iznosu, pri neprestanom dodavanju kapitala i konstantnim
inputima. Odgovor Ce biti ne, jer povecanje kapitala znaci da sve vise opreme
dodajemo u proces proizvodnje, a broj radniku je uvek isti (odnosno preostaje
sve manje radnika koji bi trebali sa tim masinama da rukuju). Ovo je princip
opadajuc¢e marginalne produktivnosti.

Kada uzmemo da je o = % dobijamo

. Y - K . “ .o K
gde je + autput po casu rada, 7 kapital po casu rada, a funkcija f()
predstavlja proizvodnju po radniku kao funkciju kapitala po radniku.
Ako sa y(t) ozna¢imo proizvodnju po radniku, tada prethodnu jednakost
mozemo da zapiSemo kao:

y = f(k), (1.4)
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1 vazi

Y{(t) K(t)
t — t =
gde y(t) = % predstavlja proseénu produktivnost rada i govori nam koliko

se autputa moze proizvesti sa jednom jedinicom (¢asom) rada.
Pri pretpostavci da vaze (1.1) i (1.2), dobijamo
dF (k) _ d’F(k)

f(k):W>0’ (k) = e <0 Vk>0

§to znaci da je funkcija proizvodnje strogo konkavna monotono rastuca funkcija,
¢iji se nagib smanjuje od beskonac¢nosti za k = 0 do nule kada k£ = 4-o0.

Sve prethodne jednacine se mogu predstaviti i po radniku.

Ako je ¢(t) potrosnja po radniku, a i(t) ulaganje po radniku u vremenu ¢,
tada vazi:

_C®) o 1)
c(t) = o)’ i(t) = )"
Jednacina prihoda ima oblik
y(t) = clt) +i(t), (1.5)
a jednacina bruto investicije
, K'(t
i(t) = L((t)) + pk(t).

Stopa promene kapitala po radniku data je sa

y_d K K KU _K U

_£<f)_L LL L L’

pa jednacina bruto investicije glasi

/

i(t) =K+ (n+ f)k =k + (p+n)k, (1.6)
gde je
T

stopa rasta radne snage, pa je L(t) = ™.

Uvodenjem oznake A = p + n (pretpostavljamo da je A pozitivna kon-
stanta) iz jednacina (1.4), (1.5) i (1.6) dobijamo osnovnu diferencijalnu jednacinu
neoklasicnog ekonomskog rasta i ona glasi

F(k(t)) = c(t) + Me(t) + K'(t).

11



Prema navedenom izrazu autput po radniku f(k) je sacinjen iz potrosnje
po radniku ¢, odrzavanja nivoa kapitala po radniku Ak i neto porasta nivoa
kapitala po radniku &’. Ilustraciju vidimo sa slike 1.2.

y=Y/L

Ak
T L y=ik)

Slika 1.2: Osnovna diferencijalna jednacina neoklasicnog ekonomskog rasta

Slika 1.2 predstavlja uticaj potrosnje po radniku na autput po radniku.
Vidimo da se najvisi nivo potrosnje dostize u tacki u kojoj se nagib funkcije
proizvodnje izjednaci sa nagibom linije odrzavanja nivoa kapitala, kao sto se
i vidi sa slike ispod. Potrosnja u stabilnom stanju predstavlja deo dohotka
koji nije otiSao u Stednju.

L'+k| &

fk) - Mk = cHk'

Slika 1.3: Osobina stabilnosti osnovne diferencijalne jednacine neoklasicnog
ekonomskog rasta
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Kao sto je prikazano na slici 1.3, pretpostavimo da postoje jedinstvene
tacke ki i ko, koje predstavljaju nivoe kapitala po radniku. Vidimo da tada
funkcija ¢ + &' ima maksimum u k; i nulu u ks, to jest zadovoljeno je

Flk) — Moy > f(k) — Ak, Vk>0

Fka) — Mes = 0.

Kada je potrosnja po radniku na svom maksimalnom nivou ¢, visina
krive je k' i tada je zadovoljeno

f(ky=XA=p+n (1.7)

gde je k = ky. Nivo kapitala po radniku k; se zove zlatno pravilo nivoa
kapitala po radniku.
Sledi da je maksimalni odrzivi nivo potrosnje po radniku u &,

C1 = f(kl) — Ak,

a ¢ zovemo zlatno pravilo nivoa potrosnje po radniku, dok je uslov (1.7)
Zlatno pravilo akumulacije. Tacka k; je ravnotezna tacka.

Pored neoklasi¢nog modela rasta mozemo posmatratii problem optimalnog
ekonomskog rasta koji predstavlja problem (kontrole) dinamicke ekonomizaci-
je, koji mozemo da analiziramo kroz promenljive stanja, kontrolne promenljive,
jednacine kretanja, pocetno stanje i funkcionele cilja. Kod neoklasi¢nog prob-
lema optimalnog ekonomskog rasta postoji jedna promenljiva stanja, kapital
po radniku k(t¢), a jednacina kretanja je osnovna diferencijalna jednacina
neoklasi¢nog ekonomskog rasta

F(R(8) = c(t) + Ak(t) + K (1),
pri cemu je pocetni nivo kapitala po radniku
k(to) = ko,
a promenljiva upravljanja je potrosnja sredstava po radniku c(t), t € [t,, t1],

s tim 8to su dopustiva upravljanja data sa 0 < c(t) < f(k(t)).
Medutim, detaljna analiza ovoga modela se moze videti u [2].
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1.2 Solou-Svon model

Model Roberta Soloua cesto je osnova za dalja ispitivanja razlic¢itih teorija
rasta. Njegov model se zasniva na pretpostavkama da se ekonomija sastoji
samo od jednog dobra, koje mozemo iskoristiti za potrosnju ili za investicije,
zatim da je stopa Stednje egzogeno data, kao i broj radne snage, da je prisutna
savrsena konkurencija.

Robert Merton Solou, nobelovac i profesor na Massachusetts Institut of
Technology (MIT), 1956. godine je razvio model rasta zasnovan na matemati-
c¢kim principima. Razmatracemo ekonomiju sa odredenom ponudom radne
snage i datim stanjem tehnoloskog znanja. Pretpostavljamo da radna snaga
tokom vremena radi sa zalihom kapitala K (t) (pri ¢emu kapital shvatamo u
sirokom smislu).

Funkcija proizvodnje, (veli¢ina autputa) Y, koja zavisi od kapitala, K,
glasi
Y = F(K). (1.8)
Ona zadovoljava uslove konkavnosti, asimptotike i homogenosti, odnosno
(1.1), (1.2) i (1.3).
Cilj nam je objasnimo privredni rast, pa ¢e nas zanimati kako se i zasto
kapital vremenom uvecava.

Zanima nas kako ¢e se Stednja nekog domacinstva transformisati u inves-
ticije i kapitalna dobra, sto dovodi do povec¢anja zaliha kapitala. Finansiranje
investicija (I) moze se vrsiti iz privatne Stednje firmi i domacinstva (.5) ili iz
javne stednje ili ¢e se finansirati iz neto inostrane Stednje. Ako pretpostavimo
budzetsku ravnotezu, tada je I = S odnosno rast kapitala finansira se u
potpunosti iz Stednje domacinstva, to jest, finansiranje investicija se vrsi iz
domace Stednje.

Pretpostavimo da ljudi stede konstantnu stopu s od svojih bruto prihoda
Y, a stopa amortizacije 0 predstavlja deo utrosenog kapitala. Zbog toga Sto
je stopa po kojoj se novi kapital akumulira jednaka ukupnom protoku stednje
sY i stopi utrosenog kapitala d K, neto stopa povecanja zalihe kapitala po
jedinici vremena (neto investicija) je

I(t) = sY(t) — 0K(1). (1.9)

Neto investicija je brzina rasta K (t), to jest K'(t), pa je
K'(t) = sF(K) — 0K (t). (1.10)
Vidimo da je jednacina (1.10) u stvari osnovna diferencijalna jednacina za

teoriju neoklasicnog rasta, s tim sto je sada posmatran uticaj stednje. Ona
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pokazuje kako je stopa povecanja kapitala u bilo kom danu odredena izno-
som kapitala koji ve¢ postoji toga datuma. Akumulacija kapitala koja je na
slici 1.4 prikazana linijom Stednje izrazava nacionalnu stednju kao funkciju
autputa i dohotka. Bitna je razlika izmedu bruto i neto investicije, posto
bruto investicija predstavlja sumu novca koja se izdvaja za nabavku novog
kapitala, a neto investicija je onaj deo koji dovodi do porasta zaliha kapitala.
Do povec¢anja kapitala ne¢e doé¢i u istom iznosu, zbog toga Sto je oprema
u prethodnom periodu delimi¢no amortizovana (istrosila se, izgubila neka
svojstva ili je zastarela) i zbog toga dolazi do dela kapitala koji nepovratno
gubimo.

& K (amortizacija)

sY (3tednja)

Y

K* K

Slika 1.4: Solou -Svon model (stabilno stanje)

Slika 1.4 ilustruje ponasanje fundamentalne jednacine (1.10). Vidimo da
je K’ ustvari stopa rasta zaliha kapitala kao vertikalnog rastojanja izmedu
krive Stednje i linije amortizacije. Zaliha kapitala se povecava kada je kriva
stednje iznad prave amortizacije. K* predstavlja stacionarnu tacku (stabilno
stanje) ekonomije, gde kapitalni koeficijent niti raste niti opada. S obzirom
na to da je sa manjom zalihom kapitala produktivnost velika, a nacionalni
prihod veéi, ljudi su podstaknuti da vise stede. Posto nacionalni prihod nece
rasti istom brzinom kao i zaliha kapitala, zbog opadaju¢e marginalne pro-
duktivnosti, sledi da ni usteda nece rasti istom brzinom kao amortizacija. Na
kraju, amortizacija dostize ustedu, dolazi do slabljenja rasta zaliha kapitala
i prestaje rast nacionalnog prihoda.

Za ukupnu privredu, stopa amortizacije § je prilicno stabilna i sma-
trac¢emo je konstantnom. Sa ve¢om kolicinom kapitala proporcionalno ée biti
i ve¢a amortizacija. Na slici 1.4 amortizacija je prikazana pravom linijom
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koja polazi iz koordinatnog pocetka i ima nagib 9.

Kada bruto investicije nadmase amortizaciju, imamo pozitivne neto inves-
ticije i zaliha kapitala se pove¢ava. Do smanjivanja dolazi ukoliko su ivesticije
manje od amortizacije, pri ¢emu je ovo slucaj u privrednim granama koje se
gase.

Iz (1.10) vidimo da je neto akumulacija kapitala pozitivno korelisana sa
stopom Stednje, a negativno sa stopom amortizacije §. Sa jedne strane
ona povecava dohodak, a time i Stednju, ali sa druge strane dovodi i do
povecavanja amortizacije, kao Sto je i prikazano na slici 1.5. Svako poveéanje
s ili 0 implicira pomeranje grafika i tacke K*. Analiza predvida da ¢e privreda
teziti ka stabilnom stanju i da ¢e se tu i zaustaviti.

Objasnjenje ovoga fenomena je logicno: prvo ¢emo Stedeti pa onda inve-
stirati i time se dobija ekonomski rast.

Y

Slika 1.5: Pomeranje K u zavisnosti od s 1 0

Mozemo da zaklju¢imo da zemlje koje vise Stede ostvaruju i veéi zivotni
standard, ali zbog toga ne ostvaruju i trajno brzi privredni rast. Sa gornje
slike vidimo efekat povec¢anja stope Stednje. Funkcija stednje sY se pomera
navise. U tacki stabilnog stanja dolazi do povec¢anja kako autputa tako i kap-
itala, Sto nam govori da proizvodnja postaje veca u tacki B nego sto je bila u
tacki A. Dok traje prilagodavanje na novo stabilno stanje, odredeni period c¢e
dolaziti do ostvarivanja vec¢ih stopa rasta. Medutim, kada se dostigne stabilno
stanje, vise nece dolaziti do rasta. Porast stednje ne uti¢e na dugoroé¢nu stopu
rasta, posto dolazi do povecanja zaliha kapitala, pa time imamo i ve¢u amorti-
zaciju. Da bi se mogao odrzati konstantni nivo zalihe kapitala, bi¢e potrebno
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sve viSe investicija. Investicije ne¢e imati odakle da rastu, jer marginalna
produktivnost kapitala opada i pri svakom uvecanju, rast dohotka i Stednje
bice sve manji i manji, ali dolazi do proporcionalnog rasta amortizacije (tacka
K}). Zbog principa opadajué¢e marginalne produktivnosti stednja se ne is-
plati posle odredene tacke.

Ako uporedimo ovaj slucaj sa slikom 1.2 dobijamo da je ¢* = y* — s* =
f(k*) — 0k*, pa vidimo da se najvisi nivo potrosnje opet dostize u tacki u
kojoj je nagib funkcije proizvodnje jednak sa nagibom linije amortizacije.
Posto je sada nagib funkcije proizvodnje jednak marginalnoj produktivnosti
kapitala (M PK), zlatno pravilo glasi M PK = 6. Dakle, zlatno pravilo glasi
da ¢e privreda maksimizirati potrosnju u kojoj marginalni dobitak (koji je
ostvaren od dodatne jedinice BD P koja je otisla u Stednju i investicije) bude
jednak stopi amortizacije. Ovo naravno vazi u slucaju kada nisu prisutni ni
rast stanovnistva, a ni tehnicki progres.

Sada ¢emo prikazati uticaj rasta stanovnistva na privredni rast. Pove-
¢anje inputa rada moze biti zbog zaposljavanja veceg broja ljudi ili pri
povecanju broja radnih sati za svakog zaposlenog. Kada u Solouov model
ukljuc¢imo i radnu snagu, funkcija proizvodnje koja zavisi od kapitala i radne
snage glasi

Y =F(K,L). (1.11)
Vaze pretpostavke (1.1), (1.2) i (1.3). Ako imamo konstantne inpute rada
(tj. broj radnih ¢asova) L, pri povecanju zaliha kapitala (tj. raspolozive
proizvodne opreme) K, dolazi¢e do rasta proizvodnje u privredi, ali sa sve
manjim prirastajima. Prilikom rasta L po stopi n, dolazi do povec¢anja aut-
puta Y i kapitala K po istoj stopi. Na ve¢ prikazani nac¢in prilikom izlaganja
neoklasi¢nog modela rasta dolazimo do jednakosti

y = f(k), (1.12)
sle e Y(t K(t
y(t) = % k(1) = % (1.13)
i . K LK . K
k' = T TI odnosno k' = T nk. (1.14)

Sa druge strane kada jednac¢inu K'(t) = sF'(K) — 0K (t) podelimo sa L(t)

dobijamo
K'(t) Y ()
L(t) "L(t) L(t)’

pa zbog (1.13) vazi
K'(t)
L(t)

= sy(t) — dk(t). (1.15)

17



Zamenjujuéi (1.15) u (1.14) uslov akumulacije kapitala sada postaje
K'(t) = sy(t) — (6 + n)k(t). (1.16)

Za svaki porast % bruto investicije treba da obezbede i nadoknadivanje amor-
tizacije i obezbedivanje opreme novim radnicima. Ovaj proces se naziva
Sirenje kapitala, posto on jedino moze da objasni poslednji ¢lan u jednacini,
a to je n. Razlika u odnosu na sliku 1.5 jedino se ogleda u tome Sto sada ne
posmatramo vise liniju amortizacije ve¢ liniju Sirenja kapitala (0 4+ n)k.
Graficki prikaz vidimo sa slike 1.6.

. i
y=YL (n+6)k
f(k)

sf(k)

k=K/L

Slika 1.6: Stabilno stanje uz rast stanovnistva

U tacki £* nema promene kapitala po radniku i tada investicije iznose
(6 +n)k. Vidimo da je to slucaj u preseku linije stednje sf(k) i linije Sirenja
kapitala. Ako dode do stope rasta stanovnistva dolazi do Sirenja kapitala
u suprotnom smeru kretanja kazaljke na ¢asovniku, pa se uspostavlja novo
stabilno stanje i ono je sada u tacki B gde je nizi odnos kapitala i rada
po radniku, tj. b. Pri svakom porastu stanovnistva, marginalni proizvod
kapitala takode raste. Ali zbog opadaju¢e marinalne produktivnosti, kapital
po radniku mora biti nizi, pa sledi i smanjivanje autputa po stanovniku.

S obzirom da je ovde prisutan rast stanovnistva, koji ¢e dovoditi do
povecanja broja potrosaca u jednoj zemlji, zlatno pravilo ¢e takode da se
promeni. Istim rezonovanjem kao u slucaju za stednju, potrosnja po covek-
¢asu postaje ¢* = f(k*) — (0 +n)k*. Zlatno pravilo sada glasi M PK = 6 +n,
pa je marginalna produktivnost kapitala jednaka sa sumom stope amorti-
zacije 0 i stope rasta stanovnistva n.
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Radi pojasnjenja i preciznijih formulacija ekonomskih nejasnoca, koris-
timo matematiku u ekonomiji. Upravo za to nam sluzi poznati oblik funkcije
proizvodnje, relacije izmedu inputa (kapitala i rada) i autputa (BDP), poz-
natiji kao Kob-Daglasova (Cobb-Douglas) funkcija o kojoj je re¢ u nastavku.

1.3 Kob-Daglasova funkcija

Carls Kob i Pol Daglas su 1928. godine objavili studiju Teorija proizvod-
nje u kojoj je u periodu 1899 — 1922. godine bio prikazan rast Americke
privrede. Ovde je bila posmatrana proizvodnja kao veli¢ina koja predstavlja
odnos odredene kolicine rada i kolicine kapitala. Model se pokazao kao
izuzetno precizan, uprkos tome Sto postoje razni drugi faktori koji uticu
na parametar funkcije proizvodnje. Mnogi kriticari su smatrali da je ova
funkcija bazirana na oskudnim podacima. Uprkos kritikama, Pol Daglas je
vrsio dalja posmatranja sve dok se nije razboleo. Nastanak poznate forme
Kob-Daglasove funkcije vezuje se za raspitivanje Pola Daglasa kod svog pri-
jatelja i matematicara Carlsa Koba, o postojanju neke posebne funkcije koja
opisuje odnos odredene koli¢ine rada i koli¢ine kapitala. Tako dobijamo formu
funkcije proizvodnje poznatu pod imenom Kob-Daglasova funkcija koja glasi

Y = AK°LY™, 0<a<1, (1.17)

gde A > 0 predstavlja zadati nivo tehnologije, a sam parametar « predstavlja
elasti¢nost autputa u odnosu na kapital, dok je 1 — « elasti¢nost autputa u
odnosu na rad.’

Marginalna produktivnost kapitala koja je data kao izvod autputa Y po
kapitalu K iznosi:

8Y _ a—1l7rl—-a __ L 11—«

S obzirom na to da je a < 1 ovaj izraz je opadajuca funkcija po K i rastuca
funkcija po L. Marginalna produktivnost rada

oY op o _ Ky
57 = (1= a)AK* L™ = (1 - a)A(T)

je rastuca funkcija po K, a opadajuca po L.

®Elasti¢nost autputa u odnosu na kapital definie se kao (dY/dK)/(K/Y) i data je
izrazom (aK* 1L1=%)(K1=*L>71) = a. Sliéno tome, 1 — « je elasti¢nost autputa u
odnosu na rad.
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Kob-Daglasova funkcija je izvedena iz CES® funkcije koje dominiraju u
primenjenim istrazivanjima:

Y = A(aK" + (1 —a)L7)7, 0<a<l

pri ¢emu 7 predstavlja stepen zamene za inpute i v = 0 odgovara bas Kob-
Daglasovoj formi Y = AK*L1~<,

Da bi pokazali da ovo zaista vazi, prvo uzimamo logaritam od CES funkcije,
pa sledi

1
In(Y)=1In(A)+ — In(aK”+ (1 —a)L")
8
i zatim koris¢enjem Lopitalovog pravila®

lim In(Y) =In(A) 4+ aln(K)+ (1 —«a) In(L)

v—0

dobijamo
Y = AK“L'~.

1!‘=_m

'\‘f—[:}

>
K

Slika 1.7: Prikaz vrednosti kada je v = —oo0, v =01y =1

Sengleski: Constant elasticity of substitution (CES) function

"Moze se posmatrati slucaj i kada je v = 11y = —oo &to je na slici i prikazano
8engleski: L’Hopital’s Rule- Lopitalovo pravilo: Ako je lim, . f(z) = lim, . g(z) =0
ilimg_,. % postoji, tada lim,_. % = lim,_. g,gg



Funkecija (1.17) zadovoljava uslove (1.1), (1.2) i (1.3) odnosno konkavnost,
neprekidnost i homogenost.

Uzimanjem \ = % dobijamo

to jest

pa sledi:

Y AKeLYe K

1. konkavnost

L AT
y = Ak®
f(k) = Ak~,
af(k) _ a—1
% Aak >0
2
ﬁafk(f) = Aa(a— 1)k ? = —Aa(l —a)k* 2 <0

2. neprekidnost

jer je

. Of(k)
=T
lim 0f (k) = lim Aak® ! = lim A« = 0.
k—oco O k—o00 k—o0 kl-«
. Of(k)
o ee T

3. homogenost

F(AK,AL) = AAK)*(AL)"™ = AN"Ko\! @[

— MK*L'™ = \F(K, L).
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Jedan od znacajnih izvora rasta je tehnicki progres. S obzirom da
tokom vremena dolazi do porasta naseg znanja, pa i do napretka tehnologije,
ovo implicira i rast produktivnosti radnika, ali i opreme. Prosiri¢emo funkciju
proizvodnje, tako da postignemo vec¢i autput sa istom koli¢inom opreme i
rada. Ako sada u funkciju proizvodnje (1.11) uvrstimo i promenljivu A koja
opisuje stanje tehnologije, dobijamo

Y = F(A K, L). (1.19)

Porast autputa ¢e se desiti pri svakom povecanju A, iako K i L ostanu
nepromenjeni. Zbog ovoga svojstva, Cesto se A naziva i ukupna faktorska
produktivnost.

Ako malo izmodifikujemo (1.19) tako da ukljuc¢imo tehnicki progres da
deluje direktno na rad (radi lakseg povezivanja sa prethodnim izlaganjem),
funkcija proizvodnje ima oblik

Y = F(K, AL), (1.20)

gde je Y autput, K kapital, L radna snaga. Pretpostavimo da A raste po kon-
stantnoj stopi a, pa je tehnicki progres koji je predstavljen rastom parametra
A egzogen. Promenljivu AL nazivac¢emo i efektivnim radom, upravo zbog
¢injenice da u ovom sluc¢aju jedan ¢as rada sa istom opremom sada proizvodi
vecu koli¢inu autputa zbog porasti A.

Iz (1.20) vidimo da tehnicki progres deluje direktno na rad i to tako da pri
porastu A, na primer, od 5% ostvaruje se isti efekat kao i pri porastu za-
poslenosti u istom procentu, a da broj ¢asova rada ostane nepromenjen.

Porast efektivnog rada ¢e se desiti iz dva razloga: zbog porasti inputa L
ili zato Sto je doslo do porasta A. Zato ¢e stopa rasta AL biti jednaka sa n,
a=n.

Pomoéu jednakosti (1.10), to jest K'(t) = sY (t) — d K (t), rasta populacije
i rasta nivoa tehnologije

L A
f:n’ — = Q

koriste¢i funkciju proizvodnje (1.20)
Y = F(K,AL)
i uzimanjem \ = A—IL dobijamo

Y 1 K
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Koristeci pretpostavku o konstantnom prinosu, funkciju proizvodnje zapisu-
jemo kao

gde je
k=— i f(k)=F(k1).

Zmnaci, funkcija proizvodnje povezuje autput po efikasnoj jedinici radne snage
sa kolicinom kapitala po efikasnoj jedinici radne snage. Stopa k = %
povecava se pri rastu K, a opada sa A i L.

Sada ¢emo videti sta predstavlja zalihu kapitala k& po efikasnoj jedinici

radne snage.
K= ( K y = K'(AL) — K(AL) B K’ B K(A'L+ AL
VAL A2[2 AL A2[2
K’ KA KL/

K=" _ - 1.21
AL A(AL) L(AL) (1.21)
Deljenjem jednakosti (1.10) sa AL sledi
K" sY K
AL = AL AL (122)
Nakon uvrstavanja (1.22) u (1.21) i sredivanja izraza dobijamo da je
K'(t) = sy(t) — (6 + a+ n)k(t), (1.23)

gde je s stopa ustede, n stopa rasta populacije, a stopa rasta tehnologije i o
stopa amortizacije kapitala.

Jednakost (1.23) predstavlja promenu kapitala po efikasnoj jedinici radne
snage. Iz jednakosti vidimo da dolazi do rasta k ako su i stednja sf(k) i
investicije vece od akumulacije kapitala neophodne da pokrije amortizaciju
0, rast stanovnistva n i rast efikasnosti a. Sad su stope kapitala i autputa
u odnosu na efikasni rad konstantne, a to je bitna karakteristika stabilnog
stanja. Takode, zbog konstantnosti pri stabilnom stanju znamo i da zaliha
kapitala po stanovniku raste po istoj stopi. Po stopi a + n rastu i autput
Y i kapital K, koja predstavlja zbir stope tehnickog progresa i stope rasta
stanovniStva. Stanje stabilnosti ekonomije je kada vazi k' = 0 i njemu tezi
ekonomija tokom vremena dok funkcija proizvodnje raste.

Vrednost za k pri stanju stabilnosti izracunavamo

sf(k) =(n+a+ )k (1.24)
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v = F(). (1.25)

Dakle, sada je MPK = n + a + J, pa je maksimizacija potrosnje po glavi
stanovnika ekvivalentna sa maksimizacijom potrosnje po jedinici efektivnog
rada. Zbog opadajuc¢e marginalne produktivnosti, odrziv rast ne moze da
se obezbedi akumulacijom kapitala. Zato sto moze da objasni dugoroc¢ni
privredni rast, tehnicki progres je veoma bitna kategorija.

o Rezidual Soloua

Robert Solou je pronasao na¢in kako da izmeri stepen tehnoloskog uticaja
na privredni rast. Njegova ideja se zasnivala na tome da prvo krenemo od
stvari koje znamo i mozemo da merimo, na primer: rast BD P, akumulaciju
kapitala i utrosene covek-c¢asove. Iz jednakosti (1.19) vidimo da mozemo da
izmerimo i Y i njegova dva inputa K i L. Preostali input A izracunacemo
oduzimanjem od ukupne faktorske produktivnosti. Dakle, rast parametra
A mozemo iskazati kao razliku izmedu porasta BDP-a i onoga dela koji se
moze objasniti angazovanim kapitalom i ¢asovima rada, odnosno a = %/.
Rezidualom Soloua,

/

v
Y
nazivamo ovaj neobjasnjeni deo rasta autputa, koji predstavlja rast autputa
zbog akumulacije kapitala i angazovanih sati rada (Covek-sati), i ra¢unamo
ga na sledeé¢i nacin:

Y

/ !/ !/ /
%:é— (1_SL)%+SL% ;
gde Y predstavlja realni BDP, Sy, je udeo rada u BDP, a (1 — Sp) je udeo
kapitala.
Ovde imamo koris¢enje standardne mikroekonomske pretpostavke koja kaze
da svaki faktor dobija nadoknadu koja je jednaka njegovoj marginalnoj pro-
duktivnosti.
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1.4 Ostali modeli rasta

Menkju, Romer i Vejl model (MRV model)

Menkju, Romer i Vejl su otkrili da je stopa sa kojom je konvergencija zemalja
ka svom stabilnom stanju sporija, nego sto je to predvidao Solouov model.
To je bio povod da dode do prosirenja modela Soloua i ukljucivanje uloge
ljudskog kapitala, to jest, bilo je potrebno samo prosiriti pojam kapitala uz
fizicki i na ljudski, a sve ka cilju da se uspori delovanje opadajué¢ih prinosa.
Razlike u nivou obrazovanja dolaze do izrazaja, ali i posedovanje vesStina
radne snage. Sto je ved nivo ljudskog kapitala, produktivnost radnika je
bolja.

Dakle, ovaj model prosiruje Kob-Daglasovu formu

Y = AK°L'"™®
tako sto ukljucuje i ljudski kapital u funkciju proizvodnje, koja tada glasi:
Y = AKCHPLY % a>0, B<1, a+p8<1, (1.33)

gde je H ljudski kapital (on je endogena promenljiva i akumulira se s vre-
menom), A nivo tehnologije.

Jednakost (1.33) zadovoljava pretpostavke za funkciju proizvodnje iz Solou-
Svon modela.

Prema Menkju, Romer i Vejlu za bilo koju datu stopu ljudskog kapitala veca
usteda ili niza stopa rasta stanovnistva vode ka ve¢em nivou dohotka. Oni
navode da su, ako se analizira promena nivoa ljudskog kapitala H, razlike u
obrazovanju u pojedinim zemljama delimi¢no odgovorne za razliku BDP-a
medu tim zemljama.

U nastavku ¢emo normirati L tako da je L = 1 i tada posmatramo da je
BDP jednak BDP-u po glavi stanovnika (BDP,., tj. BDP per capita).
Razmotrimo dve zemlje 7 i j koje imaju isti odnos kapital/autput:

K¢ K
}/iss Yjss ’ J

Odnos nivoa stabilnog stanja drzave 7 i outputa drzave j dat je sa:

Yiss_<AHiﬂ)1+
Yoo tAH?

Zmnaci, razlika u BD P-u po glavi stanovnika u dve zemlje objasnjena je kroz
razlike u obrazovanju.
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Pri pretpostavci da se ljudski kapital akumulira kao i fizicki kapital, model
se opisuje sa slede¢im sistemom tri jednacine:

Y, = AK{H)

Kt/ = SkYt — (Sth
H; = Sh}/t — (5th

Akumulacija ljudskog kapitala ima uticaj na prihod po stanovniku. Sto
je stopa uStede veca dolazi do veceg prihoda, Sto vodi i ka visem nivou
tehnologije i ljudskog kapitala. Na ovaj nacin usteda podize ukupni fak-
tor produktivnosti. Mozemo da primetimo da postojanje razlika u ustedi,
obrazovanju i rastu stanovniStva mogu da objasne razlike u prihodu po
stanovniku. Takode, variranje ovih razlika ogleda se i zbog drugih faktora,
kao Sto su politicka stabilnost, makroekonomske stabilnosti, politike poreza
itd.

Ukljucivanjem u funkciju proizvodnje i tehnologiju A dobija se:

Y = K*HP(AL)'*77,

gde je AL efektivna ponuda radne snage, koja raste po stopi n + a, gde L
raste po stopi n, a A raste po stopi a. Tehnologija A u izrazu AL predstavlja
koeficijent produktivnosti (koliko je rad efikasan).

[zracunavanjem koli¢nika % dobijamo
KeHP(AL)7oF K.

H _s
= 7 = A(?)”“* (7)1*“*

Y
L

=AX

Intenzitet fizickog kapitala mozemo izracunati kao nivo investicija u fizicki
kapital:

K L)Y
Y d+n+a’
a intenzitet ljudskog kapitala kao nivo investicija u ljudski kapital
H L)Y
Y d+n+a
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Sli¢nosti ali i razlike postoje izmedu fizickog i ljudskog kapitala. Osnovni
smisao investicija u fizicki kapital je ekonomski: da zarada ne postoji, niko
ga ne bi ni posedovao. Nasuprot tome, vrednovanje ljudskog kapitala ogleda
se na primer u obliku zdravlja, prvenstveno iz neekonomskih razloga.

Model MRV predstavlja prosireni model Soloua. Vidimo da u ovom mod-
elu investiramo u ljudski kapital i potrosnju. Oblik funkcije proizvodnje koja
je konzistentna sa empirijskim rezultatima je Y = K3 HY3(AL)'Y3.

Prema Vejlu “¢injenica da su ljudi produktivniji kad su dobrog zdravlja
nije toliko bitna koliko sama c¢injenica da brinemo o sopstvenom zdravlju i
zdravlju nase dece. Odluka da se investira u ljudski kapital kroz obrazovangje je
ekonomska, ali samo delimicno. Ljudi vrednuju obrazovange i kao sredstvo ka
visem prihodu i kao nacin prosirenja svog intelektualnog i duhovnog Zivota.™

Kritike na racun MRV modela upucene su na merenje u stabilnom stanju,
jer se drzave ne moraju nalaziti u stabilnom stanju u jednakim vremenskim
trenucima.

Napomenué¢emo jos da postoji teoretski model rasta koji prosiruje MRV
model ra¢unajuéi tehnolosku zavisnost izmedu regionalnih ekonomija. Os-
nova je na ranijim doprinosima, ali sada na razlic¢ite nacine. Vise o ovakvoj
modifikaciji i samom istrazivanju moze se videti u [8].

9David N. Weil, Economics Growth, Pearson, Addison Wesley, Boston, 2009, str. 180.
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Nelson 1 Felps model

Razmatranje modela Nelson i Felpsa zasnivalo se na novim tehnologijama.
Kljuéni znacaj za nivo produktivnosti ima tehnoloski nivo razvoja u kombi-
naciji sa ljudskim kapitalom.

" Nelson i Felps smatraju da glavna uloga ljudskog kapitala nije poveéangje pro-
duktivnosti pri izorsenju veé postojecih zadataka, veé je pruzanje mogucnosts
radnicima da se nose sa promenama, narocito sa novim tehnologijama.”'°

Od industrijske revolucije do danas desavale su se razne tehnoloske prome-
ne. Sredinom sedamdesetih pa sve do sredine devedesetih godina proslog veka
dolazi do najveceg zastoja u tehnoloskom razvoju. Nakon toga opet sledi novi
rast tehnologija dolaskom kompjutera i informacionih tehnologija.

Razmatra¢emo promenu tehnologije tokom vremena, gde ako
e A predstavlja produktivnost
e A produktivnost koja zavisi od najnaprednijih tehnologija,

sledi da je rast produktivnosti:
A= f(H)(A-A).

Benhabib i Spigel prosirili su ovaj model, ¢ija verzija kaze da ljudski kapital
ne samo da prihvata napredne tehnologije, veé¢ svojom inovativnoséu stvara
1 nove.

Inspirisan Bekerovom teorijom o ljudskom kapitalu (1964), Lukas (1988)
smatra da je privreda naseljena pojedincima koji svaki dan odlucuju kako da
izdvoje svoje vreme izmedu tekuce proizvodnje i sticanja vestina (ili obrazo-
vanja), gde sticanje vestina pove¢ava produktivnost u buduénosti. Detaljnije
objasnjenje Lukasovog modela nastavicemo u trecoj glavi nakon izlaganja
osnovnih pojmova iz varijacionog racuna.

10 Acemoglu, Daron, Introduction to Modern Economics Growth, Princeton University
Press, Princeton and Oxsford, 2009, str. 380.
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2

Osnovni pojmovi varijacionog
racuna

U ovoj glavi ¢emo definisati pojam varijacionog racuna, predstaviti dva os-
novna primera i upoznati se sa pojmovima potrebnim za reSavanje Ojler-
Lagranzove jednacine. Nezavisnu promenljivu sada ¢emo obelezavati sa x,
dok je u prethodnoj glavi zbog uobicajene oznake u modelima ekonomskog
rasta obelezavana sa t, kao Sto ¢emo je obelezavati i u trecem poglavlju.
Matematicki aparat iz ove glave koristi¢emo prilikom analize Lukasovog mod-
ela.

Korigéena literatura je [2] i [9].

2.1 Uvodni deo i motivacija

Osnovna ideja varijacionog rac¢una je da uporedo sa stvarnim procesom pos-
matramo i varirani proces koji se od njega malo razlikuje. Medutim, za-
hteva¢emo da samo stvarni proces kriterijumu optimalnosti saopstava stvarnu
vrednost.

Posmatramo Rimanov integral:

b
1= [ fy@) @)z, gde je ya) =2

Za funkciju y(x) pretpostavljamo da pripada klasi C?. Od nje zavisi i vred-
nost datog integrala. Za razlicite vrednosti funkcije y(z) dobijamo i razlicite
vrednosti integrala J. Dalje, pretpostavljamo da imamo datu odredenu klasu
funkcija Y (na primer, to je skup svih diferencijabilnih funkcija definisanih
na zatvorenom intervalu [a, b].)
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Onda posmatramo problem izbora funkcije y(z) kojom postizemo ekstremnu
vrednost integraja J. Pritom se cesto zahteva da su zadovoljeni uslovi
y(a) = Aiy(b) = B.

U nastavku ¢emo proucavati problem odredivanja maksimuma ili mini-
muma za kriterijume optimalnosti oblika

/fxy (2))da

y(a) = A, y(b) = B,
pri ¢emu je funkcija y(x) resenje problema datog na sledeéi nacin:

min J(y mln/ flz,y(x),y (x))dx,

yey

gde je Y unapred zadat skup dopustivih resenja.

Sustinu varijacionog racuna predstavlja zadovoljavanje Ojler-Lagranzove difer-
encijalne jednacine

0
—F(z,y,y) =0,

0 :
_F<x>y7y)_%ay/

Iy
Sto ¢emo i dokazati u daljem izlaganju.
Sada ¢emo dati primer kojim ilustrujemo navedenu ¢injenicu.

PRIMER 1. Najjednostavniji problem wvarijacionog racuna je najverovatnije
odredivanje u ravni krive minimalne duzine ciji su krajevi dve zadate tacke
(z1,91), (22, Y2).

Duzina luka krive y = y(x) za koju vazi y(x1) = x1 i y(x2) = 2 data je
sa

ds = /(dz)? + (dy)? = /1 + 3/ (z)2d.

Udaljenost izmedu tacaka (x1,y1) i (x2,y2) data je sa
) d
:/ VIt y(@)2de, gde je y'(x) ="
o dz
Znaci, trazi se diferencijabilna funkcija y(x) tako da je J(y) < J(y) za sve
(diferencijabilne) funkcije y(x) za koje je y(x1) = x1 1 y(z2) = xo.
Ojler-LagranZova diferencijalna jednacina v ovom slucaju se svodi na
d 0 d Y (x
40 p gy = LY@
dz Oy dx \/1+y/(7)?
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odnosno

= ¢ = const.

pa sledi

(1) = — = A,
v ===
§to znaci da je redenje oblika y(x) = Ax + B, pri ¢emu konstante A i B

odredujemo iz pocetnih uslova. Tako dobijamo jednacinu traZene prave

Y2 — T2Y1 — T1Y2
= T+ , T E [z, 7).
To — X1 To — X1

Slika 2.1: Ilustracija primera 1.

PRIMER 2. Bernulijev problem (problem brahistohrone)

Date su dve tacke O(x1,y1) @ a(x2,y2) u vertikalnoj ravni. Trazi se kriva po

kojoj ée materyjalna tacka stici iz tacke bez pocetne brzine O u tacku o za

nagkrace vreme, pri cemu se kretanje odvija pod dejstvom sile teZe, bez trenja.
Problem brahistohrone formulisao je Johan Bernuli, 1696. godine.

Na slici 2.2 je prikazana materijalna tacka (x,y) mase m, koja pod de-
jstvom sile Zemljine teZe, g, klizi niz glatku vertikalnu krivu Oa. Na osnovu
zakona o odrZanju totalne mehanicke energije znamo da je m% —mgy =0,
jer je pocetna brzina tacke jednaka nuli, a tacki O odgovara nulta vrednost
koordinate y. Sledi da je v = +/2gy, pa je ukupno vreme potrebno da mater-
ijalna tacka, krecuéi se putanjom y = y(x), stigne iz tacke O u tacku o dato

Sa
1+y
J(z,y,y")
2gy(x

Zadatak je da se odredi kriva y = y(x) u kojoj gornjz integral ima minimalnu
vrednost, uz granicne uslove y(0) = 0 iyla) =
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Slika 2.2: Problem brahistohrone

Resavangem pomoéu Ojler-Lagranzove jednacine sledi de je y(1 + y) =
const. Kada uvedemo parametre y = cot% 1 odgovarajucu formulu za izvod
funkcije zadate u parametarskom obliku, dobijamo resenje

x=A(t —sint) + B

y = A(1 — cost),

pri cemu konstante A i B odredujemo iz zadatih pocetnih uslova. Ova kriva
naziva se cikloida. Materijalna tacka cije je kretanje u gravitacionom polju
po cikloidi dostize najnizu tacku za vreme koje ne zavisi od njenog polaznog
poloZaja.

Pri konstrukciji ¢asovnika sa klatnom Hajgens je iskoristio ovo svojstvo cik-
loide.
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2.2 Qjlerova jednacina

U nastavku éemo traziti ekstrem funkcionele
b
I6) = [ Fayl).of @)

Pretpostavke od kojih polazimo su da je:
1. podintegralna funkcija dovoljno glatka,

2. funkcionela J(y) je definisana nad prostorom neprekidno diferencijabil-
nih funkcija, C''[a, b].

Da bismo mogli da odredimo lokalni ekstrem funkcionele J(y) moramo

prvo da preciziramo normu u kojoj se definiSe okolina nekog elementa vy, €
Clla,b]. Vazice

{ye C'a,b] | lly—wolh <e} c{yeC'a,b] | |ly—uol <e}-

Neka za yo € Cta,b] vazi J(yo) < J(y) za sve y € C'a,b] za koje je
lly — voll1 < e. Tada kazemo da J u tacki y ima slab lokalni ekstrem. Ako
je zadovoljeno J(yo) < J(y) za sve y € C'[a,b] za koje ||y — yo| < € tada
govorimo o jakom lokalnom ekstremu.

Dok su jaki ekstremi uvek i ekstremi u slabom smislu, obrnuto ne mora da
vazi. Mozemo da zaklju¢imo da je potreban uslov za slab ekstrem takode
potreban uslov i za jak ekstrem.

Za odredivanje globalnih ekstrema, jake ekstreme ¢emo posmatrati u prostoru
(Cla,bl, | - ]|), a slabe ekstreme u prostoru (C*[a, ], || - [|1)-

Posmatramo prostor C'[a,b]. Trazimo funkciju g(z) iz ovoga prostora
koja ¢e dati ekstremnu vrednost funkcioneli

b
Io) = [ Fayle).f @)
gde je y/(z) = % i unapred su zadati grani¢ni uslovi y(a) = A i y(b) = B.

Pretpostavi¢emo da postoji funkcija g(x) iz C*[a, b] koja ¢e maksimizirati
ili minimizirati funkcionelu J.

Posmatramo proizvoljnu diferencijabilnu funkciju h(z) € C'a,b] takvu
da je zadovoljeno h(a) = h(b) = 0.
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Neka je € realan broj. Definisa¢emo y.(z) na sledeéi nacin:

ye(x) = y(x) + eh(x).

Dalje pretpostavljamo da J(y.) dostize svoj maksimum ili minimum kada je
e = 0. Pri pretpostavci da je J(y.) funkcija po e sledi

%J(ys) le=0= 0. (2.1)

Sa druge strane imamo:

o [t o
I o= [t [ Fag+ b+ el)d) |

b b
= / Fyhdz + / fohda, (2.2)

gde su fy i fy/ oznaceni redom parcijalni izvodi funkcije f u tacki g.
Resavanjem drugog integrala parcijalnom integracijom dobijamo:

b b 17 b 1 F
~ ~ df / df ’
/ b Yy Y
/ = Ju — — = — — . 2.
/a [fyhdx = fyh |, /a [ Ty hldz /a [ T hldz (2.3)
Iz jednakosti (2.1),(2.2) i (2.3) dobijamo

0 - dfy

&) o= / [Fy = S (w)dz = 0. (2.4)

Ovo vazi za sve funkcije h(z) iz skupa C'[a,b] za koje je h(a) = h(b) = 0.
Pre nego sto pokazemo da iz (2.4) sledi

dfy

—= =0
dx

f y
dokaza¢emo sledec¢u lemu koju Cesto nazivamo i osnovnom lemom varija-
cionog racuna, a deo (a) se zove lema Lagranza.
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Lema 2.2.1. (a) Neka je data funkcija F € Cla,b] i neka vazi
f:F(.ﬁE)h(ﬂS)dﬂS =0 za sve h(z) € C'a,b] za koje je h(a) = h(b) = 0.
Dokazati da je tada F = 0.

(b) Neka je data funkcija G(z) € Cla,b] i neka vazi
f; G(z)l (x)dx = 0 za sve h(z) € C'a,b] za koje je h(a) = h(b) = 0.
Dokazati da je tada G(x) = const.

Dokaz:

(a) Dokaz izvodimo kontradikcijom. Pretpostavimo da postoji xg € (a,b),
tako da je F(zg) > 0. Tada iz neprekidnosti funkcije F'(x), sledi da je na
nekom intervalu (¢, d) C (a,b) koji sadrzi tacku z, ispunjeno F(zg) > 0, za
sve z € (¢, d).

Biramo h(z) := (¢ — 2)*(d — x)? za z € (¢,d) i h(z) =0 za x € (a,b)\(c, d).
Tada je

b
/ F(z)h(z)dx > 0,
Sto je u kontadikciji sa pretpostavkom leme.

b) Iz teoreme o srednjoj vrednosti za integral sledi da p()St()'i c € R tako da
vazi

A%ﬂ@—@m:o

Pokaza¢emo da za proizvoljnu neprekidnu funkciju F(x), x € [a, b] vazi

b
/ (G(z) — ¢)F(z)dx = 0.
F mozemo zapisati u obliku F(x) = A(z) + «, pri ¢emu je f; A(z)dz = 0,

a « je odgovarajuca konstanta data sa a = ﬁ f:F(x)dac Primetimo da
funkcija h(x) = [ N(7)dr ispunjava uslove zadatka (h'(z) = A(x)). Dakle,

/ab(G(x)—C)F(:v)d:v = /;G(:L’))\(x)dx—c/ab)\(:U)dzv+04/ab(G(3;)_c)dx —0

za proizvoljnu funkciju F' € Cla,b]. Za funkciju F(z) = G(x) — ¢, dobija se

AQG@)—@%sz

odnosno G(z) =¢. O
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Lema 2.2.2. (Paul du Bois-Reimond)
Neka su date funkcije F,G € Cla,b] i neka vazi

/ (F(z)h(z) + G(x)h' (x))dx = 0,

za sve h(z) € Cla,b] za k‘oye je h(a) = h(b) = 0. Tada je G diferencijabilna
ivazi F(z) — G'(x) =

Dokaz:
Neka je F f F(7)dr. Parcijalnom integracijom dobijamo

b b b
/ F(z)h(z)dx = h(z)F(z) | —/ F(z)h (z)dx = —/ F(z)h (z)dz.

Prema tome

/ [F(x)h(z) + G(z)h (z)]dx = —/ F(z)W (z)dx —I—/ G(x)h'(z)dx

_ / G(z) — P (z)dz = 0.

Na osnovu leme 2.2.1. dobija se G(z) = F(x) + ¢, za neko ¢ € R.

S obzirom da je desna strana ove jednacine diferencijabilna (F'(z) = F(z),
r € [a,b]), sledi G € C'a,b] i G'(z) = F(x), x € [a,b] §to je i trebalo da se
pokaze. []

Na osnovu leme Dibua Rejmonda i iz (2.2) sledi
A (2.5)

Jednaéina (2.5) zove se Ojlerova jednacina. Stoga, potreban uslov koji funkcija
Yo mora da ispunjava da bi bila ekstrem funkcionele .J jeste da je y, resenje
Ojlerove jednacine.

Iz prethodne dve leme sledi tvrdenje:
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Teorema 2.2.1. Neka je data funkcionela J(y) = fabf(x, y(x),y'(x))dx, pri
cemu je y € Cla,b] i vazi y(a) = A, y(b) = B. Ako funkcionela J ima
ekstrem u yo € C'[a,b], onda je § resenje Ojlerove jednacine

o _dof
Oy  dx oy
sa granicnim uslovima y(a) = A, y(b) = B, to jest g—i — %g—j =0.

Dokaz:
Veé smo pokazali da vazi

za sve h(z) € C'a,b] za koje je h(a) = h(b) = 0, pa na osnovu leme 2.2.1.
pod (a) ako uzmemo

po ol _d9f
oy  dx oy
dobijamo da sledi
aof d of
dy  drdy

Integralne krive koje zadovoljavaju Ojlerovu jednacinu nazivaju se ek-
stremale.
Ojlerova jednacina

d
fo=—=fy =0, yla)= A, y(b) = B

daje potreban uslov (prvog reda) za maksimum (ili minimum) integrala J, a
zbog

o = Bt 3@, 7@, Jy— 2Ly =0
Y

dobijamo diferencijalnu jednac¢inu drugog reda

: Ofy Ofy - Ofy .,
= gV "oy ? O
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Korigéenjem pretpostavke da je funkcija g(z) dva puta diferencijabilna je
dosta jaka i kako bi definisali integral

b
J= / f(z,y(@), ' (x))de

dovoljno ¢e biti da je g(x) diferencijabilna funkcija.
U narednom primeru bi¢e prikazana direktna primena prethodne price.

PRIMER 3. Odrediti ekstremalu funkcionele J(y) = fol y"2dx koja zadovoljava
granicne uslove y(0) = 0,y(1) = 1.

Za ovu funkcionelu Ojlerova jednacina glasi —2y” = 0. Njeno opste
resenje je y(x) = Crz+Csy, gde su Cy i Cy proizvoljne konstante, a y(x) = x,
x € [0, 1] je resenje koje zadovoljava granicne uslove.

Direktnom proverom se dobija da je dobijena ekstremala globalni minimum
u slabom smislu.
Za h(z) € C'0a,b] za koje vazi h(0) = h(1) =0 i za y(x) = x sledi

J(z+ h(x)) — J(x) = /o (z + h(x))*dz — /o v dx

=2 /01 W (z)da + /01 W (z)2dr = /01 h(z)?dz > 0.
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2.3 Specijalni slucajevi Ojlerove jednacine

Sada ¢emo predstaviti neke specijalne slucajeve koji se ¢esto sre¢u u praksi.

1. Ako podintegralna funkcija ne zavisi od x. Sada je

b
I0) = [ ).y @)
pa iz Ojlerove jednacine sledi

[ =y f,y = const.
Kako funkcija f ne zavisi od x, razvijeni oblik Ojlerove jednac¢ine glasi

of  o*f , f ,
— y =0.

oy~ ooy’ oy
Ako prethodnu jednakost pomnozimo sa 3’ sledi

of ,  0*f Pf
29— / - 29Y = 0.
0y dyoy dy

Leva strana gornje jednakosti jednaka je sa

(v)*

d :
%(f —y [y )
odakle direktno sledi prvi integral Ojlerove jednacine.

2. Ako podintegralna funkcija ne zavisi od y. U ovom slucaju je

J(y) =/ [z, 9 (z))dz.

Onda iz Ojlerove jednacine dobijamo f,, = const, pa iz ove jednacine
odredujemo y'.

3. Ako podintegralna funkcija ne zavisi od y'. Dobijamo da je

J@:/fmmmm.

Ojlerova jednacina u ovom slucaju nije diferencijalna jednacina, pa od
)
graniénih uslova zavisi egzistencija ekstremala.

Na primer, funkcionela J(y) = f; y2dx uz uslove y(a) = A,y(b) = B
ima ekstremalu samo ako vazi A= B = 0.
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2.4 Varijacioni problemi sa ogranicenjima

U varijacionom racunu, ¢esto su medu sobom funkcije stanja vezane izvesnim,
unapred zadatim ogranicenjima, koja mogu biti izrazena u vidu odredenih
integrala, algebarskih i diferencijalni jednacina.

Trazenje uslovnog ekstrema vrsicemo metodom neodredenih Lagranzovih
mnozitelja.

2.4.1 Izoperimetrijski zadatak

U ovom delu éemo posmatrati problem odredivanja ekstremnih vrednosti
funkcionele

b
J(y) = / flz,y,y)dx

ako je ogranicenje zadato u obliku integrala

b
K(y)=/ g(z,y,y)dx =1,

pri cemu resenje y = y(z), x € [a, b], ispunjava uslove y(a) = A, y(b) = B, a
[ je unapred zadat broj.

Pretpostavljamo da su f i g dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije
po svim promenljivim, kao i da resenje y = y(z), x € [a,b], nije ekstrem
funkcionele K.

Teorema 2.4.1. Ako je kriva y = y(z), * € [a,b], ekstremna vrednost
funkcionele J(y) = f; f(z,y,y")dz koja ispunjava uslove

b
K(y)z/ g(z,y,y")dx, y(a)=A, y(b)=DB

1 ako ona nije ekstrem funkcionele K, onda postoji konstanta A € R takva
da je ta kriva y ekstrem funkcionele fab(f + A\g)dz.

Potreban uslov za ekstrem je glavni rezultat dokaza tvrdenja (medutim,
ne¢emo se ovim baviti u radu), dat sa:

d d
fy— %fy/ + Mgy — %gy/) =0. (2.6)
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Ukoliko razmatramo problem odredivanja ekstrema funkcionele J koja zavisi
od vise funkcija i ogranicenja, to jest

b
J(be/Q, -'-7yn> = / f(x7y17 "'7yn7y/17 ,y;)dﬂf (27)
uz ogranicenja
b
/ G (T Y1y ey Uny Y, s y)de =1, 5 =1,2,..k (2.9)

potreban uslov za ekstrem je dat sistemom od n jednacina

0 i d . 0 k
a ;Ajgﬂ ~ it ;Ajgj)) —0, i=1,2 .1

U nastavku navodimo primer iz literature [10] i [11].

PRIMER 4. Didonin problem

Prema legendi, problem je nastao za vreme osnivanja drevnog grada Kartage
na obali Severne Afrike. Posle smrti roditelja, feni¢anka Didona vise nije
mogla da izdrzi samovolju brata Pigmaliona, pa je pobegla na obalu Severne
Afrike. Tamo sklapa dogovor sa kraljem Jarbasom da od njega kupi onoliko
zemljista koliko se moZe obuhvatiti koZom jednog bika. KoZu je izrezala na
tanke kaiseve cije je krajeve povezala. Tako je uspela da obuhvati zemljiste
na kojem je kasnije izgradena Kartagina.

Didonin problem u matematickoj formulaciji glasi:

Izmedu svih zatvorenih krivih linyja u ravni bez samopresecnih tacaka
jednakog obima, odrediti krivu koja omeduje maksimalnu povrsinu.

Ojler i Stajner (19. wvek) su resavali ovaj problem, pri éemu je Ojler pokazao
da najvecu povrsinu ogranicava kruznica, ako posmatramo sve krive u ravni
jednakog obima.

Resavanje problema se svodi na odredivangje zatvorene krive koja obuhvata
maksimalnu povrsinu. Ako tu krivu obeleZimo sa J sledi

7= [ v
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pri cemu je y(x) > 0 za svako x € [a,b]. Dalje, pretpostavimo da je duZina

K Ekrive data sa ,
K:/ V 1+ y?de

i pri tome je zadovoljeno y(a) = y(b) = 0. Bez gubitka opstosti, ako pret-
postavimo da je a = 0, treba da odredimo b.
Uvodenjem LagranZovog mnoZitelja \ formiramo LagranZovu funkciju

b
J—l—/\K:/ (y 4+ A/ 1+ y?)de.

Iz Ojler-Lagranzove jednacine sledi
A d ( y
dx /1 + y/2

Ako fiksiramo \ posmatrac¢emo y kao funkciju po x i \.
Integraljenjem dobijamo

1 ) =0

L —ai0, (2.10)

gde je Cy konstanta. ReSavanjem jednacine (2.10) po y' i uvrstavanjem y =
% u nju, dobijamo

(x — Cy)dx

dy = + ,
TN @O

a integraljenjem sleds

Y= $\/)\2 — (z —C1)? + Cs.
Kao rezultat dobijamo jednacinu
(iL‘ — 01)2 + (y - 02)2 = )\2

§to 1 jeste jednacina kruga sa centrom u (Cy,Cy) polupreénika A.
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2.4.2 Uslovni ekstrem, algebarska ogranicenja

Kod zadataka uslovnog ekstrema sa algebarskim ograni¢enjeima, ali i sa
ograni¢enjima u vidu diferencijalnih jednacina, broj ogranicenja mora biti
manji nego broj nepoznatih funkcija, za razliku od izoperimetrijskog zadatka
gde broj ogranic¢enja ne zavisi od broja nepoznatih funkcija.

Razmotri¢emo potrebne uslove optimalnosti funkcionele

b
/ f(z,y,y)dx (2.11)

gde je y = (41,42, - Yn), U2 ogranicenja

gi(x,y) =0, j=1,2,..,k (2.13)

gde je k < n.

Dakle, posmatramo samo one krive koje ispunjavaju uslov (2.12) i leze na
mnogostrukosti dimenzije n — k, koja je definisana jednac¢inama (2.13). Za-
datke ovoga tipa nazivamo zadacima Lagranza.

Naredno tvrdenje precizira resavanje jednog posebnog slucaja.

Teorema 2.4.2. Ako je kriva data sa
y=y(z), s=s() (2.14)
tacka minimuma ili maksimuma funkcionele
b
J = / flx,y,9,s,s)dx (2.15)
u klasi krivih koje pripadaju povrsi g(x,y,s) =0, pri éemu ni u jednoj tacki

na krivoj parcijalni izvodi g, @ gs nisu istovremeno jednaki nuli, onda postoji
funkcija A\(z) takva da je kriva (2.14) ekstrem funkcionele

b
/ (f +Ag)dz, (2.16)
to jest, vazi

d d
fy+Agy =ty =0, fotAgs — ——fo = 0. (2.17)
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Odavde sledi da je potreban uslov za ekstrem dat sa

d
fy - %fy’ + )‘(x)gy = 07

d
——fs+A = 0.
fS defS + (:'C)gS 0

Primetimo da se Lagranzov zadatak moze posmatrati kao grani¢ni slucaj
izoperimetrijskog zadatka.

Uzmimo pretpostavku da je u Lagranzovom zadatku uslov g(z,y,s) =0
zadovoljen samo u nekoj fiksiranoj tacki xy. Sledi da je g funkcionela od y
i s, pa se opsti uslov g(z,y,s) = 0 moze posmatrati kao skup beskona¢no
mnogo uslova tipa funkcionele. Tada Lagranzovi mnozitelji izoperimetrijskog
zadatka u ovom grani¢nom slucaju postaju funkcija od x € (a,b).

2.4.3 Uslovni ekstrem, ogranicenja u vidu
diferencijalnih jednacina

U ovom delu posmatramo problem pronalazenja potrebnih uslova za ekstrem
funkcionele

b
/ F(asy, o )da (2.18)
gde je y = (41, Y2, s Yn), Wz ogranicenja

g](l"y?y/) = O? j = 17 2? M k (2'20)

gde je k < n.

S obzirom na to da je na n funkcija y;(x),7 = 1,2,...,n nametnuto k
ogranicenja (2.19), pa ¢e n — k funkcija y;(x) biti nezavisno, a preostalih
k odredeno iz diferencijalnih jednac¢ina (2.20). Kao i u prethodnom delu,
odgovarajuce tvrdenje kaze da postoji k funkcija \;(z),j = 1,2,...,k, x €
[a, b] takvih da je kriva y(x), = € [a, b] ekstremala funkcionele

k

b
/ (fle,9.9) + Y N(@)g;(x,y, ) de.

J=1
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Dokaz je analogan dokazu teoreme 2.4.2., a ekstremalu dobijamo reSavanjem
sistema Ojlerovih jednacina

dg; d af ag] .
+ ; Aj 0, y=1,2,...n 2.21
5y] ; Jayj dx 83/ ; ]ay] / ( )

Ove jednacine obrazuju sistem od n + k jednacina za odredivanje n + k
nepoznatih

y1(x), oy yn(z), A (), .y Ap(2), « € [a, b].
Ako uvedemo oznaku

k
¢ = (I)([L',y,y/,)\) = f(wa:%y,) =+ Z)‘j<x>gj(x7yay/)a

j=1
gde je A = (M\1(2), ..., \k(x)), sistem (2.21) mozemo zapisati u obliku

0d d 09
Jy;  dx Jy;

=0, 7=1,...,n.

PRIMER 5. Odrediti ekstremalu integrala

1
1) = [ vt (2.22)
0
uz uslove
PTi 0granicenju
Yo — 1y = 0. (2.24)
Ako obelezimo sa
=y,
g=Y2— U
primenom (2.21) dobijamo:
of 6g d of dg B d B
of dg d of dg d ,
— + ANzr)=—=— — — (= — —AMz) — —(2y,) =



i tako dobijamo sistem jednacina:
—N(z)=0

—A(@) = 2y5 ().
Resavanjem sistema sledi

2
yo(z) = 01% + Cox + Cs, (2.25)

a kako iz ogranicenja sledi v (x) = ya(x), imamo:

x? x?
y1($) = Clg -+ 02? -+ Cg.ﬁE + 04. (226)

Uvrstavanjem uslova u jednacine (3.25) i (3.26) dobijamo
Ci =18, Cy=-10, C3=1, Cy=1,
pa je resenje dato sa
yi(z) =32° —52* + 2+ 1

yo(z) = 927 — 10z + 1.
Dakle, dobili smo ekstremalu i ona je y = (y1(x), yo(x)).

46



3

Lukasov model

Ovu glavu poc¢injemo uvodnom pricom o Robertu Lukasu, njegovom obra-
zovanju i radovima koji mu donose Nobelovu nagradu. Kroz dalje izlaganje
predstavi¢emo neka nacela na kojima se zasnivaju teorije endogenog rasta,
kao i analizu i resenje Lukasovog modela kada je stopa ljudskog kapitala lin-
earna funkcija, a zatim dve modifikacije modela.

Za uvod koristimo literaturu [12], [13] i [14], a [15], [16] i [17] prilikom daljeg
izlaganja u glavi.

3.1 Uvod

Robert Emerson Lukas je roden 1937. godine u Jakimi, malom mestu pored
Vasingtona. U Sijetlu 1955. godine zavrsava Ruzveltovu visoku skolu, a posto
nije dobio stipendiju MIT univerziteta upisuje se na Univerzitet u Cikagu.
Zapocinje rad predavanjima iz matematike i fizike, ali ubrzo odustaje od njih
jer su ga interesovale druge oblasti, kao sto su: Istorija zapadne civilizacije,
Organizacija, Metodi i nacela saznanja. Istoriju kao svoj glavni predmet
uzima nakon polaganja kursa iz Drevne istorije. Njegova interesovanju su
bila protkana kroz razne oblasti, pa je tako bio odusevljen predavanjima
iz Teorije cena Miltona Fridmana, a pratio je i predavanja iz ekonometrije
Cvija Grilicesa i Grega Luisa. Uporedo sa ovim ¢itao je i knjigu Uvod u
teoriju verovatnoce i njene primene, autora Vilijama Felera.

Doktorsku disertaciju pod nazivom ” Elasti¢nost supstitucije izmedu rada
i kapitala na osnovu podataka industrije SAD” zavrsava 1963. godine, a dok-
torirao je na Univerzitetu u Cikagu 1964. godine.

Njegov najznacajniji rad ” O¢ekivanja i neutralnost novca” (1972) zajedno
sa radom ”Evaluacija ekonometrijske politike: kritika” (1976) donosi mu

47



Nobelovu nagradu. Nobelovu nagradu za ekonomiju dobio je 1995. godine
za razvoj i primenu hipoteze o racionalnim ocekivanjima. Ovim je produbio
shvatanja ekonomske politike i transformisao makroekonomsku analizu.
Profesor Univerziteta u Cikagu je postao 1980. godine, gde i danas radi.

Lukas je tvorac teorije endogenog ekonomskog rasta, koja spada u oblast
makroekonomije. Dolazi do pojave mnogih radova koji se bave ovom tem-
atikom medu kojima je bio i Lukasov 7O mehanici ekonomskog razvoja”, koji
su zasnovani na shvatanju da je stopa rasta privrede endogeno odredena, jer
akumulacija fizickog kapitala, ljudskog kapitala i novih tehnoloskih znanja
nec¢e dovoditi do opadajuéih prinosa.

Ekonomisti su stvorili veliki broj modela koji opisuju kako obrazovanje
moze da utice na stopu rasta neke ekonomije. Jedan takav udeo dao je i
Lukas. Akumulacija ljudskog kapitala u ovim modelima je klju¢ni pokretac
rasta. Lukas je 1988. godine pokazao da ljudski kapital produkuje velike
iznose pozitivnih eksternalijal. Ideja je zasnovana na direktnoj vezi izmedu
faktora koji su sastavni deo znanja, kao $to su obrazovanje, sistem porodi¢nog
ucenja, kulturno delovanje. Analizom procesa kojima se znanje prenosi preko
individua, ali ipak moze doc¢i i do znacajnog porasta ucinaka eksternalija,
tema je bavljenja novih tipova modela endogenog rasta.

Blagostanje (dobrobit) svake zemlje zavisi od kolicine fizickog kapitala,
vestina i nivoa znanja njenih gradana. Sto vise kapitala imamo to vise aut-
puta po radniku mozemo proizvesti. Vestine radne snage takode su veoma
bitne. Visoko kvalifikovani radnici su produktivniji od manje kvalifikovanih
radnika. Prema tome, ekonomija sa vise kvalifikovane radne snage pogodna
je da raste brze od ekonomije sa manje kvalifikovane radne snage. Zbog
toga ¢e ekonomski rast biti odreden od strane akumulacije fizickog i ljudskog
kapitala.

Lukas je predstavio model koji kao i neoklasi¢ni model rasta (Roberta
Soloua, 1956, 1970) pretpostavlja da ako imamo stanje stabilnosti, odnosi
rada, kapitala i tehnologije (inputi) prema obimu proizvoda ostaju kon-
stantni. Stoga, proizvodni inputi i proizvod rastu po istoj stopi. Bitna
karakteristika za njegov model je ta da se ekonomija uvek nalazi u ravnotezi
iz razloga sto su investicije jednake Stednji. Medutim, ekonomija se ne mora
uvek nalazi u stabilnom stanju, zbog mogué¢ih promena koje se javljaju u
marginalnoj sklonosti potrosnji ili egzogenoj stopi rasta rada.

Gradus i Smulders su prosirili Lukasov model tako Sto su uveli pret-
postavku da zagadenje uti¢e na granic¢ne prinose obrazovanja. Ideja modela
je zasnovana na tome da zagadenje ima negativan uticaj po zdravlje radnika,

Leksternalije- aktivnosti koje uti¢u na blagostanje privrednih subjekata koji nisu direk-
tni ucesnici procesa

48



sto dovodi do smanjenja njihovih sposobnosti prilikom ucenja.
Veliki broj Lukasovih sledbenika i danas se bavi problemima endogenog
rasta.

3.2 Teorije endogenog rasta

Teorije endogenog rasta za razliku od neoklasi¢nih, pocivaju na uverenjima
da je ekonomski rast odreden endogenim delovanjem unutar ekonomskog sis-
tema, a ne posredstvom nekih faktora izvan njega, to jest egzogenih. Kod
ovih modela tehnoloske promene i akumulacija tehnoloskog znanja, predstavl-
jaju rezultat onih ekonomskih odluka koje se ticu investicija u fizicki ili ljudski
kapital, istrazivanje i razvoj. Akumulacija bilo koje vrste kapitala je dozvol-
jena u ovim modelima, za razliku kod neoklasi¢nog gde se mogao akumulirati
samo fizicki kapital (po opadajuéim prinosima). Posto brza stopa akumu-
lacije nije implicirala opadaju¢e prinose, kod modela endogenog rasta se pri
visim, ali i konstantnim stopama Stednje, mogla odrzavati visa stopa rasta.
Unutar ovih modela rasta mozemo razlikovati grupe takozvanih ”"namernih”
i "nenamernih” modela rasta. Kod "namernih” modela rasta, akumulacija
znanja je eksternalija za ekonomske subjekte i javlja se kao usputni proizvod
investicija (Romer (1986)). U "namernim” modelima naglasen je veliki uti-
caj ka sticanju i usavrSavanju znanja potrebnog za tehnoloske promene i rast
(Lukas (1988), Grossman i Helpman (1991)).

Jedan od razloga zbog kojih se javljaju nove teorije ekonomskog rasta je
Sto se u stvarnosti ne ostvaruje konvergenciju dohotka po stanovniku, kao
Sto to tvrdi neoklasiéni model. Vise o objasnjenju hipoteze o konvergenciji
u endogenim modelima rasta dato je u [18]. To je bio osnovni razlog koji je
Lukas (1988), ali i Romer (1986) koristio pri pokusaju formulisanja modela
rasta u kome je sadrzan tehnoloski napredak, koji pritom nije egzogeno zadat,
niti raspoloziv svim zemljama u svetu.

Empirijski podaci ukazuju na velike razlike koje se ogledaju kroz zivotni
standard stanovnika razli¢itih zemalja, pri cemu se stabilne stope rasta mogu
jedino uociti kod razvijenih zemalja, dok siromasnije zemlje obiluju naglim
promenama u stopama ekonomskog rasta, kako u pravcu rastuéih, tako i
opadajuc¢ih. Takode, napredak u tehnologiji se ogleda posredstvom ljud-
skog rada, pri ¢emu je zastupljena trzisSna mo¢ pojedinaca i preduzeca, pa
tako zaraduju monopolisticku rentu, koja nije uzeta u obzir kod neoklasi¢nog
modela. Rec je o "ucenju putem rada”, gde na nivou preduzeca imamo kon-
stantne prinose i rastuce prinose na ekonomskom nivou. Pozitivni eksterni
efekti kapitala, koji obuhvataju i fizicki i ljudski kapital, zasluzni su za neu-
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tralizovanje Stetnih posledica povecavanja koli¢ine kapitala po stanovniku i
sprecavanje smanjenja grani¢nih proizvodnosti kapitala. Upravo zbog ovoga,
bogate zemlje mogu obezbediti stalan ekonomski rast, dok manje razvijene
zemlje mogu stalno ostati siromasne. Znaci posredstvom ljudskog kapitala,
¢ija akumulacija je zastupljena prilikom obrazovanja, usavrsavanja na poslu,
"ucenju putem rada” u model su ukljuceni rastuci prinosi, a time i moguc¢nost
neogranicenog rasta.

Postoje i tzv. AK modeli kod kojih je rast endogen, iako je prisutno
odsustvo rastucih prinosa. Kod njih kapital, takode obuhvata znacenje kroz
razne oblike, ukljucujuéi ljudski i fizicki kapital. Modele sa monopolistickom
moc¢i koji pretpostavljaju da je sektor tehnoloskog napretka poseban u ekono-
miji i da pruza znanja o novih tehnologija drugim sektorima, razvili su Romer
(1990), Grossman i Helpman (1990), Aghion i Howott (1992). Kod ovih
modela, proizvodaci kupovinom novih tehnologija obezbeduju sebi pravo na
korisé¢enje, ali istovremeno naplac¢uju i cenu koja je iznad grani¢nog troska
njihove proizvodnje. Ovo rade da bi obezbedili dohodak kojim ¢e pokriti
nastale troskove u koje je uracunata i pocetna investicija u nove tehnologije.
Kako ulaganje u investicije koje se ti¢u inovacija nema osobinu opadajucih
prinosa i proizvodnost novih investicija se ne smanjuje, obezbeden je stalan,
odrziv rast. Od koli¢ine resursa koji su namenjeni za nova istrazivanja i
razvoj, stepana monopolske moéi zavisi stopa rasta.

Zakljucujemo da je osnovna razlika izmedu modela endogenog rasta i
neoklasicnog modela rasta, sto je kod endogenih modela dejstvo zakona
o opadajué¢im prinosima izbegnuto. One zemlje koje Stede vise, ali i in-
vestiraju, obezbeduju dugoro¢ni rast, pa samim tim i politike koje uticu
na stopu Stednje imaju veéi uticaj na ekonomsko blagostanje same zemlje.
Bitna napomena koju je i Lukas naveo je ta da zemlje ne moraju ostvariti
ravnoteznu stopu stabilnog rasta, koja predstavlja zbir stope rasta stanovni-
Stva i tehnoloskog napretka. Zbog odsustva opadajué¢ih prinosa, moguce je
obezbediti odrziv rast sa stopom koja je visa od nje.

Sada ¢emo predstaviti originalnu formulaciju Lukasovog modela, kao i sta
se desava u modelu ako uvedemo odredene pretpostavke.
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3.3 Analiza Lukasovog modela i reSenje

Lukasov model (1988) je zasnovan na neoklasi¢noj funkeiji proizvodnje, kao
i pretpostavkama da je dozvoljena akumulacija kako fizickog, tako i ljudskog
kapitala i da su prinosi svih proizvodnih faktora konstantni. U njegovom
modelu zastupljena su dva sektora: pruvi sektor proizvodi potrosna i investi-
cijska dobra, dok drugi sektor proizvodi obrazovanje. Ekonomija se sastoji
od pojedinaca koji sami odlucuju kako ¢e da raspodele svoje vreme izmedu
proizvodnje i obrazovanja. Sto je obrazovanje ljudi veée, veéa ée biti i nji-
hova produktivnost, a to bi dovelo do brzeg ekonomskog rasta. Medutim,
sticanjem vestina pojedinac viSe vremena ulaze u obrazovanje, pa manje vre-
mena ostaje za sadasnju proizvodnju (ali to dovodi do povecanja buduce
proizvodnje, jer se povecava proizvodnost rada i kapitala). Uticaj akumu-
lacije ljudskog kapitala na stopu rasta je tema analize u Lukasovom modelu.

Pretpostavka Lukasa je da je stopa rasta ljudskog kapitala linearno pove-
zana sa svojim nivoom. Vezu izmedu ljudskog i fizickog kapitala tokom
vremena, t, dodeljenog pojedincu za proizvodnju, mozemo opisati slede¢im
jednacinama:

y(t) = Ak(®)“(u(®)h(t)?, a>0, <1, a+B<1 (3.1)
s dh
B'(t) = i ah(t)(1 — u(t)), (3.2)

gde je
e k(t) zaliha fizickog kapitala,
e h(t) zaliha ljudskog kapitala,
e u(t) vreme provedeno na radu,

e 1 —u(t) objasnjava kako vreme provedeno tokom obrazovanja uti¢e na
akumulaciju ljudskog kapitala,

e «, 3, A, asupozitivni parametri koji opisuju: A ukupni nivo tehnologije,
a i B odreduju marginalne proizvode kapitala i ljudskog kapitala, re-
spektivno.

Vidimo da se funkcija proizvodnje (3.1) sastoji iz fizickog i ljudskog kapi-
tala. Sto je vecée A, pojedinac je produktivniji. Marginalni proizvodi opisuju
koliko ¢e se ukupni autput povecati ukoliko postoji porast jedne jedinice in-
puta. S obzirom na to da na proizvodnju neke privrede veliki uticaj imaju
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edukacija i tehnoloski progres, ekonomisti ukljucuju ove faktore u funkciju
proizvodnje. Ako je u(t) = 1 tada nema procesa ljudske akumulacije, dok za
pretpostavku u(t) = 0 dolazi do rasta h(t) srazmerno sa a.

Promena u fizickom kapitalu ¢e biti ono sto ekonomija proizvede uman-
jeno za potrosnju, a ostatak ove razlike ¢e se iskoristiti u buducoj proizvodnji.
Dakle, ograni¢enje da se stvarna ekonomija ogleda prema fizickom kapitalu
vidimo u sledec¢oj jednacini:

dk
K(t) = 2 = f(k h) = (). (3.3)
Zamenom (3.1) u (3.3) dobijamo
K(t) = Ak(t)* (u(t)h(t))” — c(t).

Lukas je ukljucio stopu amortizacije kapitala u stopu rasta fizickog kapi-
tala. Pretpostavimo da do amortizacije aparata dolazi zbog njegovog nepreki-
dnog koris¢enja, pa i produktivnost opada, stoga amortizaciju mozemo opisati
kao negativnu stopu promene zaliha fizickog kapitala.

Promena stope fizickog kapitala data je sa

K (t) = Ak(t)*(u(t)h(t))? — c(t) — nk(t), (3.4)

gde je n stopa amortizacije. Jednacina (3.4) predstavlja ogranicenje fizickog
kapitalai opisuje kako stopa promene zalihe kapitala zavisi od funkcije proizvod-
nje, potrosnje i stope amortizacije kapitala.

Koristi¢emo funkciju korisnosti

Uiew) = U7 gco <t

gde je c(t) potrosnja, a o relativni koeficijent odbojnosti prema riziku (ne-
spremnost investitora da prihvati rizik). Ova izoelasti¢na® funkcija korisnosti
spada u klasu CRRA? ili CIES? funkcija korisnosti.

Da bi resili ovaj problem koristi¢emo varijacioni racun izlozen u prethod-
noj glavi. Problem je maksimizacija funkcije sa ogranicenjem u vidu dve
diferencijalne jednacine. Izracunavanjem vrednosti Ojler-Lagranzove jednaci-
ne po c(t), k(t), h(t) i u(t) dobijamo sistem od ¢etiri jednacine.

2U ekonomiji se izoelasti¢na funkcija korisnosti koristi da izrazi korisnost u vezi sa
potrosnjom ili nekom drugom ekonomskom varijablom kojom se bavi donosilac odluke

3engleski: Constant Relative Risk Aversion utility function

4engleski: Constant Intertemporal Elasticity of Substitution utility function

92



Nag prvi cilj ¢e biti proveravanje da li su vrednosti u(t) = 11i % =
moguce. Ako je to zadovoljeno mozemo reéi da ¢e ostati konstantna ljudska i
fizicka akumulacija, pri ¢emu h i k ne zavise od vremena. Tada zaklju¢ujemo
da ako su ove pretpostavljene vrednosti moguce onda optimalno ponasanje

pojedinca nije da se edukuje, sto je u kontradikciji sa Lukasovim modelom.

Dakle, tokom vremena maksimizujemo korisnost koja zavisi od ljudskih i
fizickih kapitalnih ogranic¢enja, to jest

] l1-0o
J(t) = / Cl(Le_ptdt — mazx
0

— 0

gde je p > 0 diskontna stopa,
u zavisnosti od

K (t) — Ak(t)*(w(t)h(t))? + c(t) + nk(t) = 0
W (t) — ah(t)(1 — u(t)) = 0.

Jasno ¢, h, ki u zavise od vremena, ali radi lakSeg zapisa prilikom daljeg
racuna u radu, pisa¢emo bez t.

Obelezimo sa

170
/= 1—0 e’
g1 =k — Ak*(uh)? + ¢ + nk
=h' —ah(l —u).

Kako su zadovoljeni svi uslovi iz prethodne glave, to jest dela 2.4.3, mozemo
da iskoristimo jednakost (2.21), pri ¢emu je sada y = y(y1,v2, Y3, ¥s) =
y(e, hyk,u) i

dg; d af 2
_l’_ P
8yj jz J@yj dt 8y ]21

Dakle, imamo sistem od 8est jednacina za odredivanje Sest nepoznatih ¢(t), h(t),

k() u(t), A (t), Aa(t).

/ =
]
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Jednacina po c je :

ag] d Of 2 gy,
Z oe diloe t 2 Nige) =

Jj=1 J
%P+ N\ =0
A(t) = —c %"

Jednacina po h je :
Z 3o _ 4o i
7Oh  dt 8h’ = 8h’

M (= AkRuPBRPY) — Na(l —u) — Ny = 0
M (—=AECuPBRPTY) — Npa(1 — u) = N,

Jednacina po k je :
99; _ d 0f 5~ 99y _
Z ok di ak/+ZAJak/)*0

M(—Aak®  uPhP 4 n) — N, =0
M (—=Aak® P hP 4 n) = N,

Jednacina po u je :

ag] d of . dg;.
+Z dt(au’+;)\38u’)_0

— M (AEBuP " RP) 4+ Ngah = 0
~ M (Ak“BuPTRP) = —Nqah.

o4

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)



Mnozeéi (3.6) sa h dobijamo
—MAECuPBRP — Ngah(1 — u) = hN,.
Mnozedi (3.8) sa u dobijamo
M AEBUPRP = —udsah.
Sada ako (3.9) pomnozimo sa (-1), pa saberemo sa (3.10) sledi
Aah(1 — u) + Aguah = —hX,

Aoah — Aaahu + Aguah = —h\,
Aaah = —hX,
Aaah 4+ hAy =0
(A, +aX)h =0

Posmatramo dva slucaja:

1.
h =20
Sto bas i nema smisla ili je
2.
)\/2 + CL)\Q =0
d\
o =
dXg
— = —adt
N
In(C~*X\) = —at
Oil>\2 = 67at

A(t)=Ce™™ (CeR.
Uvodenjem oznake
2 = Ak®uPhP
iz (3.6) sledi

1
—)\152% —Ce ™a(l —u)=—aC e ™
1
—Alﬁzﬁ —Cae ™+ Caue ™ +aCe™=0
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1
—Alﬁzﬁ +Caue ™ =0

M(t) = %jat. (3.12)

Ubacivanjem vrednosti (3.12) u (3.5) dobijamo c.

| Cauh e~ oot ~tfe
Bz

Cauh 17V
)i

= |7 B e

Bz elatp)t

c(t) = {— Ol (3.13)

:|1/0'

1z jednacine b’ — ah(1 — u) = 0 dobijamo
h' —ah + ahu =0

hl

— -1 =0
i +u
h/

T ah

pa kada uvrstimo vrednost za u = 1 sledi

u

h' =0 — h = const.

Ubacivanjem (3.11) i (3.12) u (3.8), nova jednacina glasi
—MpBz 4+ Asahu =0
Aoahu = A\ fz.

Sada ¢emo da diferenciramo po t.

du

Nyahu + Apah'u + Agah = N Bz + N B2

du NSz 4+ M B2 — Nyahu — Ayah'u
dt Aaah '

Koris¢enjem ‘2—7; = 01iwu =1 u prethodnoj jednac¢ini dobijamo

0= N Bz + M2 — Moah — Xqah/
)\2ah
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N Bz + M Bz — Nyah — dgah/ =0
BN 2 + A2 = a[Ayh + Ao l]
a(Aah) = B(\12)

Aoh = Ci Az + Oy,

odnosno .
ahe %z

Ceh=0C—7=+0Cs.
Bz
Za vrednosti Cy =01 C} = g zadovoljena je jednakost. Dakle, mozemo da

zaklju¢imo da su moguce vrednosti % =0iu=1

Sledi da dolazimo u kontradikciju sa Lukasovim modelom, kod koga su
zavisni od vremena i h i k. Posto u ovome slucaju nema procesa ljudske i
fizicke akumulacije, to bi znacilo da za pojedinca nije optimalno ponasanje
da se edukuje.

Akumulacija vezana za duzi ili kra¢i vremenski rok, zauzima najvaznije
mesto u ekonomiji neke zemlje. Njeno znacenje se ogleda u smislu vezanom
za razvoj i progres koji su presudni kako za sudbinu pojedinacnih kapitala i
privredne grane, tako i za drzavu u celini. Zasluzna je za povecanje osnovnog
kapitala koji se poseduje. Sva sredstva iz akumulacionih zaliha se investiraju
u dalje poslovanje, razvijanje novih tehnologija, pa se tako postize povecanje
kako obima poslovanja, tako i viseg nivoa zivotnog standarda. Veoma je
bitna za zadovoljavanje razvojnih potreba svake zemlje.
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3.4 Modifikacije Lukasovog modela

3.4.1 Nelinearnost stope promene ljudskog kapitala

Sada ¢emo posmatrati model kada napravimo modifikaciju jednacine (3.2)
koja opisuje proces ljudske akumulacije i to uvodenjem nelinearne kompo-
nente. Novi problem glasi

00 l1-0o
J(t) = / ﬂe_ptdt — mazx
0

1-0
uz ogranicenja
K (t) — Ak(t)*(w(t)h(t))? + c(t) + nk(t) = 0

b

h/(t) — (1 — u(t))(ah(t) + m

) =0.

Ideja ove nelinearne komponente zasnovana je na slede¢em razmisljanju:
u pocetnim fazama rasta kada je ljudski kapital nizak, pojedincima ¢e mozda
biti potrebno vise vremena da nauce nesto novo. Kako h(t) (polako) raste,
dolazimo do tacke ”prosvetljenja”. Zakljuc¢ujemo da je ovde skok u stopi
rasta ljudskog kapitala.
Parametri b, v i § predstavljaju:

e ) veli¢inu skoka,
e v lokaciju skoka,
e ) formu iznenadnog (neocekivanog) skoka.

Kod skoka mislimo na tacku odakle ¢e promena u akumulaciji ljudskog kap-
itala povezanog sa obrazovanjem biti mnogo vec¢a nego pre te tacke, to jest:
potrosnja malo vise vremena na obrazovanje daje veliki porast na ljudski
kapital kada poredimo sa povecanjem pre te tacke.

Pri vrednostima b = 0 i § = 0, modifikovana jednacina stope promene
ljudskog kapitala ima isti oblik kao i kod Lukasa (3.2). Medutim, ako su
b+#01id # 0 tada dobijamo skok u stopi rasta od h. Cilj novog modela je
da se ispita postoji li optimalna vrednost 1 — u () u stabilnom stanju ako je
stopa promene ljudskog kapitala nelinearna funkcija.
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Kao i kod linearnog slucaja obelezimo sa

g1 = kK — Ak®(uh)? + c + nk
b
1 +67*5h)'

Kako su zadovoljeni svi uslovi iz poglavlja 2.4.3., istim postupkom kao u

delu 3.3 izracunavanjem vrednosti Ojlerove jednacine, dolazimo do sistema
od Sest jednacina sa Sest nepoznatih.
Zbog napravljene greske u koriséenoj literaturi [15], na strani 32. pod (5),
gde sve promenljive zavise od vremena, a to nije uzimano i obzir prilikom
izracunavanja diferencijalne jednacine, te ovako dobijeno reSenje za A; nije
tacno. Niz drugih gresaka, takode je zastupljen u daljem radu prilikom
izvodenja, pa je nemoguce dati zakljucak Sta je za pojedinca optimalno
ponasanje, zbog neresivosti problema na ovaj nac¢in. Odnosno, ne mozemo
da ispitamo da li su moguce vrednosti % =0iu=1.

go=h —(1—u)(ah +
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3.4.2 Prisustvo dinamike u Lukasovom modelu

Kao sto je veé¢ prikazano u poglavlju 3.3, Lukas (1988) je u svome modelu
pretpostavio da je stopa akumulacije ljudskog kapitala linearna tokom vre-
mena. Takode, model smatra da sektor proizvodeéi fizicka dobra pokazuje
pozitivan spoljasnji efekat koji vodi poreklo iz prosecne stope ljudskog kapi-
tala. Na osnovu ovih pretpostavki ostvaruje se dinamika o kojoj ¢e biti rec,
pri maloj modifikaciji originalnog modela.

Dolazi do prosirenja modela, tako Sto se uzima u obzir stopa akumulacije
ljudskog kapitala koja je strogo konkavna tokom vremena, zajedno sa ek-
sternalijama ljudskog kapitala u proizvodnji. U Lukasovom modelu (1990)
tehnologija ljudskog kapitala predstavljena je postulatom

R (t) = h(t)y(1 = u(t))

gde je h(t) ljudski kapital, 1 — u(t) deo ne slobodnog vremena koje svaki
pojedinac izdvaja za akumulaciju ljudskog kapitala kroz ne trzisne aktivnosti,
~ pozitivni parametar tehnologije i a konstanta koja pripada intervalu (0,1).

Problem sa kojim se svaki pojedinac suocava u decentralizovanoj ekonomiji
dat je sa
1ot -1
max / {()—} e Pdt, (3.14)
{cu®} Jo l—o

pod uslovima da je
K'(t) = AK ()" (u(t)h(t)) = ha(t)” = C(1), (3.15)

W (t) = h(t)y[1 — u(t)]' (3.16)
C(t) >0, u(t)e[0,1], K(t) >0, h(t) >0,
K(0) = Ko, h(0) = ho,

gde je:

C'(t) potrosnja, K (t) fizicki kapital, h,(t) prosecan nivo ljudskog kapitala,
u(t) deo izdvojenog vremena za proizvodnju fizickih roba, A pozitivni param-
etar tehnologije, (8 deo fizickog kapitala, v pozitivan spoljni parametar aku-
mulacije ljudskog kapitala, p pozitivna diskontna stopa i ¢ > 0 je inverz
elasti¢nosti intertemporalne supstitucije®.

Sengleski: Intertemporal elasticity of substitution (ili elasticity of intertemporal
substitution)- elasti¢nost intertemporalne supstitucije je mera reagovanja stope rasta
potrosnje na realne kamatne stope
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Funkcija korisnosti

C(t)t7 -1
ucct) =——
(€)= =2 —

je CRRA klase i tada je intertemporalna elasti¢nost supstitucije data sa %
Niska vrednost za o (visoka intertemporalna elasticnost) znaci da je rast
potrosnje osetljiv na promene realne kamatne stope. Visoke vrednosti o
impliciraju neosetljiv rast potrosnje. Kada je ¢ = 1 tada funkcija korisnosti

postaje U(C) = In(C).

Problem (3.14) je standardni dinamicki problem optimizacije. Promenljive
upravljanja predstavljaju C(t) i u(t), a promenljive stanja K (t) i h(t). Po-
jedinci uzimaju h,(t)” kao egzogeno datu funkciju vremena.

Pod konzistencijom ravnoteznog stanja podrazumevamo h = h,.
Standardnim postupkom kao i u delu 3.3 dolazimo do resenja.

Posto je cilj da pokazemo da viSestruke i globalno neodredene stope rasta

mogu postojati u Lukasovom dvo-sektorskom modelu, uvodimo pojam BGP.

U daljem radu, posmatra¢emo da:

e u modelu ravnotezne putanje konvergiraju ka jedinstvenoj dugorocnoj
uravnotezenoj putanji rasta, koju u daljem radu obelezavamo sa
BGP (ili stacionarno stanje ravnoteze).

Konkretno u ovom slu¢aju, ravnoteza konkurencije sastoji se od putanja
{K(t),h(t),C(t),u(t)}, pri ¢emu varijable K(t),h(t) i C(t) rastu po
konstantnoj stopi, a u(t) je konstantno.

Fokusiraéemo se na:

e slucajeve u kojima ekonomija prikazuje unutrasnji BGP, odnosno vazi
0 <u(t)=u*<l.

Bavimo se postojanjem dva BGP-a. Sledeca sva tri uslova moraju biti
ispunjena, da bi bila zadovoljena dinamika ravnoteze ovoga modela, kao i

postojanje dva BGP-a. Dakle, vaze uslovi:

1. akumulacija ljudskog kapitala mora biti strogo konkavna u odnosu na
vreme,

2. prosecan eksternalitet ljudskog kapitala mora postojati u proizvodnji,

3. elasticnost intertemporalne supstitucije mora biti dovoljno velika.
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U suprotnom, dinamicki sistem definiSe ravnotezne putanje prikazujuci
jedinstven BGP. Svojstva stabilnosti ovoga jedinstvenog BGP-a razlikovace
se od toga, koji od poslednja dva uslova nije zadovoljen. Kada neki od
druga dva uslova nije zadovoljen, a striktna konkavnost ljudskog kapitala
nije verovatna, novi BGP je lokalno odreden.

Podprostor parameta za koje jedinstveni i lokalno odreden BGP postoji, u
ovome modelu je veéi nego kod Lukasa (1988). Sada ¢emo dati primer za
koje vrednosti parametara po Lukasu (1988, 1990), Muliganu i Sala-i-Martinu
(1993) postoji jedinstven BGP, a kada imamo dva BGP-a.

(a) Za vrednosti parametara A = 1,5 = 0.25,v = 0.36,a = 0.2,y =
0.1,p = 0.065 i 0 = 2 jedinstveni unutrasnji BGP definisan je sa u* =
0.845382.

(b) Medutim, ako su vredsti za A = 1, § = 0.25, v = 0.36, a = 0.2,
v = 0.055, p = 0.065, ¢ = 0.15 dobijamo da su dva unutrasnja BGP-a
definisana sa u} = 0.617063 i uy = 0.503703.

Iz datog skupa parametara pod (b), zaklju¢ujemo da faktor skale v mora
biti dovoljno mali da bi obezbedio postojanje opsteg, unutrasnjeg BGP-a.
Dakle, razmatramo isti skup parametara kao pod (a), ali ¢emo sad promeniti
vrednosti za o 1 vy tj., 0 = 0.151 v = 0.055. Striktna konkavnost akumu-
lacije ljudskog kapitala i eksternalije u proizvodnji su neophodni uslovi za
postojanje dva unutrasnja BGP-a.

Dakle, ako pretpostavimo da a € (0,1) i v > 0, inverz elasti¢nosti in-
tertemporalne supstitucije je odlucujué¢i parametar koji odreduje broj un-
utrasnjih BGP-a, pod uslovom da je parametar ~ kontrolisan da obezbedi
postojanje unutrasnjeg BGP-a. Znaci, kada je o dovoljno veliko (malo)
ekonomija ima jedan (dva) unutrasnji BGP.

Numericki prikaz, kao i definisanje podprostora kojima pripada parametar
0 ={Av,p,0o,vaf}, saodgovarajuéim ogranicenjima, detaljno je opisan
u [16], str. 568-570.

U literaturi o Zivotnom ciklusu zarada®, upotrebljavalo se da je elasti¢nost
akumulacije ljudskog kapitala u odnosu na vreme manja od 1. Istrazivanje
zivotnog ciklusa zarada koje je sproveo Rosen (1976) na grupi sacinjenoj
od muske srednje skole u SAD i diplomaca u periodu 1960-1970. godine,
procenjuje da je ova elasti¢nost 0.65. Lukas (1990) je koriste¢i podatke SAD-a
u periodu 1955-1985. godine, procenio vrednost za takvu elasti¢nost od 0.8.

Sengleski: life-cycle earnings
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Pokazali smo da su visestruke dugorocne stope rasta, takode moguce u
Lukasovom modelu (1988), bez uzimanja u obzir slobodno vreme u funkciji
korisnosti ili eksternalije u sektoru akumulacije ljudskog kapitala. Ove vred-
nosti za

e stopu rasta prihoda po glavi stanovnika g¢*,
e stopu rasta ljudskog kapitala g;,

e stopu najma fizickog kapitala R*,

e stopu Stednje s*

u slucaju pod
(a) iznose: ¢* = 0.033, g; = 0.022, R* = 0.117, s* = 0.200,

(b) iznose: ¢* = 0.038 1 g% = 0.046, g, = 0.026 i g, = 0.031, R} = 0.071
i R%=0.072, s* = 0.452 1 s = 0.564.

Uzec¢emo opstu definiciju ukupne stednje. Pretpostavljamo da je stednja
u proporciji sa autputom koji nije konzumiran. Uzimajuéi u obzir Muli-
gana i Sala-i-Matrina (1993), dobijamo prosirenu meru autputa dodavajuci
proizvodnju ljudskog kapitala pomnozenu sa skrivenim troskovima ljudskog
kapitala po jedinici fizickog proizvoda.

Dakle, s(t) = 1 — 5, gde je Q(t) = Y (t) + 320(1 — u(t))'~°h(t).

Predvidanja Lukasovog modela (1988) bila su da su stope rasta u drzavama
sa istim osnovama sklone ka konvergenciji na duge staze, dok nivoi njihovih
prihoda mogu biti jednaki jedino ako one imaju iste pocetne uslove.

Mnogi naucnici tokom svojih istrazivanja izvodili su razne zakljucke vezane
za stope rasta i putanje koje teze ka BGP-u, a neke od njih ¢emo sada pred-
staviti.

Benhabib i Perli (1994) i Xie (1994) pokazali su da ravnoteza moze biti
odradena u smislu postojanja neprekidnosti ravnoteznih putanja koje kon-
vergiraju ka jedinstvenoj dugoro¢noj uravnotezenoj putanji rasta. Takode,
Benhabib i Perli (1994) su pokazali da ukoliko sektor ljudskog kapitala prikaze
rast prinosa tokom vremena, postojanje globalne neodredenosti je isto moguca,
u smislu da moze postojati niz pocetnih uslova pod kojima postoji vise
ravnoteznih putanja koje vode do razlicitih BGP-a. Dakle, realizacija specifi-
¢ne dugorocne stope rasta zavisi¢e od pocetnih odluka pojedinaca, koje vode
ka samoispunjavanju zamisljenih ciljeva.

Ladron de Guevara, Ortigueira i Santos (1997) ukljucujuéi slobodno vreme
u funkciju korisnosti, postizu postojanje visestrukosti BGP-a. Ovaj model
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je predstavio nejednakost dugorocnih stopa rasta koje zavise od pocetnih
zaduzivanja fizickog i ljudskog kapitala. Zato u ovom slucaju istorija odreduje
sudbinu privrede.

Levine i Renelt (1992) prikazuju nedostatke empirijskih rezultata, obja-
Snjavaju¢i da razlika izmedu stopa rasta dve drzave moze postojati zbog
postojanja institucionalnih i politickih razlika.

Veliki broj istrazivanja se sprovodi i dalje na temu postojanja dinamike u
endogenim modelima rasta, kao i koji faktori uticu na postojanje visestrukih
stopa rasta i ravnoteznih stanja.
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4
Dodatak

U ovoj glavi navodimo neke osnovne pojmove matematicke analize koje smo
koristili u radu. Da bi bolje razumeli materiju izlozenu u drugoj glavi, kao i
reSavane primere, prvo ¢emo predstaviti pojmove iz metrickih i normiranih
prostora, a zatim i postupak za reSavanje homogene linearne jednacine sa
konstantnim koeficijentima i nehomogene linearne jednacine.

Koriséena literatura [9] i [19].

4.1 Metricki 1 normirani prostori

Struktura X wvektorski prostor nad poljem realnih brojeva (R,+,:) ako je
(X, +) komutativna grupa i ako je definisano preslikavanje R x X — X tako
za svako o, 8 € R, x,y € X vazi:

1. a(z+y) = axr + oy,
2. (a4 B)r = ax + fr,
3. (af)x = a(px),
4. 1z =z,
pri ¢emu je slika para (o, z) oznacena sa az.

Metricki prostor je ureden par (X,d), gde je X neprazan skup, a d :
X x X — R je funkcionela za koju vazi:

1. d(z,y) >0, Vo,y € X,

2. d(z,y) = 0 ako i samo ako je x = y.
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3. d(z,y) = d(y,z), Yo,y € X,
4. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z), Vr,y,z € X.

Najznacajniji primer metrickog prostora je R" sa euklidskom metrikom

d(z,y) ==/ (x1—11)2 + - + (20 — yn)?.

Prostor (X, || - ||) je normiran ako preslikavanje || - || : X — R ispunjava
slede¢e uslove:

L. ||lz]| >0, Vx € X.

2. ||z]| = 0 ako i samo ako z = 0.

3.z +yll < llzlf + llyll, Yo,y € X.

4. |azx| = |al||z|, Vz € X i Va € R.

Tada se ||z|| zove norma od z, a || - || norma u X.

Svaki normiran prostor je metricki, jer normom mozemo definisati metriku
na slede¢i nacin:

d(z,y) = |z —y|, Yo,y € X.
Obrnuto ne mora da vazi. Broj ||z — y|| se naziva rastojanje izmedu vektora
xiy.

Prostor Cla, b, neprekidnih funkcija nad intervalom [a,b] je vektorski
prostor sa normom

[yl = max [y(z)|.
z€la,b]
Prostor C|a, b], neprekidno diferencijabilnih funkcija nad intervalom [a, b]
je vektorski prostor sa normom

[yl = max [y(z)| + max |y'(z)].
z€[a,b] z€[a,b]

Dakle ako se funkcije y; i yo po normi || - ||; razlikuju jedna od druge za
veli¢inu koja je manja od €, ||y1 — y2][1 < € onda je
max |y1(z) —yo(z)| <e @ max |yi(z) —yy(2)] <&t
x€a,b] z€[a,b]
Posmatranjem uopstenog slucaja mozemo da zakljucimo da je prostor

C™[a,b], n puta neprekidno diferencijabilnih funkcija nad intervalom [a, ]
takode jedan normiran vektorski prostor.

'Barem jedna od veli¢ina max ¢4 [y1(2) — y2 ()| < € i max,epqp ] (2) — yh(a)| < e
je manja od £/2.
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Veoma je bitno uociti razliku izmedu pojmova ”jakog” i "slabog” ek-
strema u varijacionom racunu. Sada ¢emo objasniti i zasto.
Posto je C'[a,b] C Cla,b] normu elementa y € C'[a, b] moZemo meriti u oba
prostora. Za zadato € > 0 iz ||y||; < € sledi ||y|| < €, dok obrnuto ne mora
da vazi. Znaci ako yi,ys € C'a,b] i ako je njihovo medusobno rastojanje u
normi || - [|; manje od & > 0, onda je i ||y1 — yaf| < €.

Neka je X normiran vektorski prostor.

1. Niz vektora {z,} u X konvergira ka = € X ako imamo:
lim ||z—x,| =0, odnosno akoVe >0, AN >0, ¥Yn > N, |lz—z,| <e.
n—oo

U ovom slucaju pisSemo x,, — x odnosno lim,, .., =, = x.

2. Niz vektora {z,} u X je Kosijev niz u X ako imamo:
iy, o0 || Tm — 20| = 0.

Preciznije, ovo znaci da Ve >0, dN >0, Vm,n > N,
|zm — zn|| < e.

Svaki konvergentan niz u normiranom prostoru je Kosijev niz. Ali obrnuto
ne vazi u opstem slucaju.

Definicija 4.1.1. Tacka § € Y je tacka apsolutnog (globalnog) minimuma
(maksimuma) funkcionele J nad skupomY C R? ako je J(§) < J(y) (J(§) >
J(y)) za sve y € Y. Veli¢ina J(§) naziva se minimalna (maksimalna) vred-
nost funkcionele J nad Y. Skup svih tacaka minimuma (maksimuma) éemo
oznacavati sa Y, (Y*). Tacka § € Y je tacka lokalnog minimuma (maksi-
muma) funkcionele J nad skupom 'Y ako postojir > 0 tako da je J(7) < J(y)
(J(§) > J(y)) a sve y € Y O L,(5).
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4.2 Homogena linearna jednacina sa konstant-
nim koeficijentima

Linearna jednacina prvog reda glasi

d
y tay=0, y =
dz

gde je a konstanta. Njeno resenje je oblika

pr=ce™
na (—oo, 00).
To reSenje postoji na (—oo,00) i za jednacinu viseg reda, odnosno

any(") + an,ly(”*l) + -+ agy” 4 any’ +agy =0 (4.1)

gde je a;, i = 1,2, ...,n konstanta. Sva resenja problema (4.1) su eksponen-
cijalne funkcije.
Posmatrajmo slucaj kada je jednacina drugog reda, to jest

ay” + by +cy = 0. (4.2)
e Karakteristicna jednacina

Ako potrazimo resenje u obliku y = €™, tada je v’ = me™ iy = m2e™

jednacina (4.2) postaje

am?e™ + bme™ +ce™ =0 ili €™ (am® +bm +c) = 0.
Zbog realne vrednosti od x, e™* nikada ne moze biti nula, pa zakljucujemo
da mora biti am? + bm + ¢ = 0 da bi bila zadovoljena jednakost.
Jednacinu

am?® +bm +c =0 (4.3)

zovemo karakteristiénom (pomoénom) jednacinom diferencijalne jednacine
(4.2).

Sada ¢emo posmatrati tri slucaja karakteristicne jednacine, odnosno kada
ima razlicite realne korene, jednake realne korene i konjugovano kompleksne
korene.
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19 slucaj Koreni su realni i razliciti

Ako karakteristicna jednacina ima dva razlicita realna korena m; i mo,

pronalazimo dva reSenja y; = €™ i y; = €™*. Opste resenje od (4.2) u

ovome slucaju izgleda
Yy = c1e™" + coe™?”, (4.4)
2¢ slucaj Koreni su realni i jednaki

Kada su oba korena jednaka, m; = ms, tada imamo jedno eksponencijalno
resenje y; = ™. Opste reSenje (4.2) je

y = c1€™T + coxe™?”. (4.5)

3¢ slucaj Koreni su konjugovano kompleksni
Ako su my i my kompleksni, tada ih pisemo
mi=a+1if 1 me=a—1f3

gde su a, 8 > 0 realni i i? = —1.
Nema uobicajene razlike izmedu ovog slucaja i 1° slucaj, pa je

y = crel@TiNT | g pla=if)e
Koristimo Ojlerovu formulu:
e = cosf +i siné,
gde je @ realni broj. Sledi iz ove formule da je
e = cos fr +isinfr i e T = cosfx —isinfr (4.6)
gde koristimo cos(—fz) = cos Sz i sin(—pfx) = — sin fz.
e 4 e — 9cos B i €T — e = 2isin Bu

Kako je . '
y = Cle(a—HB)r + cze(a—zﬁ)x

resenje (2), za izbore konstanti C; = Cy = 11 C; = 1, Cy = —1 dobijamo
dva resenja:

Y = e(a—l—iﬁ)x + 6(a—iﬁ)x i Yo = e(a—l—iﬁ)x _ e(a—iﬁ)x.
Sledi da je . '
y1 = e (e 4 e7PT) = 2¢°% cos B
Yy = e (e — e7 ) = 242" sin .
Dakle, opste resenje je

y = 1™ cos fx + 2™ sin fr = e**(¢y cos fx + ¢y sin fx). (4.7)
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4.3 Nehomogena linearna jednacina

Da bi dobili opste resenje nehomogene linearne jednacine moramo imati poz-
nate dve stvari:

e resSenje homogenog dela, yy
e partikularo resenje, y,, nehomogene jednacine.

Resenje homogenog dela, vy, trazimo u zavisnosti od korena karakter-
isti¢ne jednacine, to jest kao neko od 1°, 2° ili 3° sluc¢aja iz prethodnog
izlaganja.

Opste resenje nehomogene jednacine je
Y =Yn+t Yp.
Posmatra¢emo nehomogenu jednacinu oblika
ay” + by + cy = g(x) (4.8)

gde su a, b, ¢ konstante.
Metoda neodredenih koeficijenata nije ograni¢ena na jednacinu drugog reda,
ogranicena je na nehomogenu linearnu jednacinu u kojoj su

e koeficijenti konstantni i

e g(x) je konstanta k, polinomna funkcija, eksponencijalna funkcija e**,
sin Sz, cos Sz, ili konacne sume i proizvodi ovih funkcija.

Metoda neodredenih koeficijenata nije prihvatljiva na jednacine oblika (4.8)
kada je g(z) = Inz, g(z) = 1, g(z) = tanz, g(x) = sin™" z itd.

Skup funkcija sacinjenih od konstanti, polinoma, eksponencijalnih e**,
sinusa i kosinusa ima znacajnu osobinu da su izvodi njihovih suma i proizvoda
opet sume i proizvodi konstanti, polinoma, eksponencijalnih e**; sinusa i
kosinusa. Kako linearna kombinacija izvoda ay,, + by, +cy, mora biti jednaka
sa g(x), onda je razumno pretpostaviti da je y, istog oblika kao g(z).

Dakle ako je g(x) oblika
1. g(x) = P,(x) e™
gde je
e P, polinom stepena n, m € R

e m je koren karakteristicne jednacine visestrukosti k, k € {0, 1,2}
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e Resenje je oblika
Yp() = Qu(z)z"e™

(), je polinom stepena n ¢ije koeficijente odredujemo metodom
jednakih koeficijenata ("ubacivanjem” pretpostavljenog resenja u
jednacinu).

e ako m nije koren karakteristicne jednacine, onda je on visestrukosti
nula, £ = 0.

2. g(z) = P,(x) e*® cos fz ili g(z) = P,(x) e** sin Sz
e P, polinom stepena n, @ € R

U ovom slucaju resenje trazimo u obliku
Yp(7) = 2" (Qn () cos Bz + Q7 (z) sin )

gde je k visestrukost korena m = a + i (dakle k =0ili k =1), a @, i
Q) odgovarajuci polinomi stepena n.

3. Ako je g(z) zbir funkcija gore navedenog oblika, onda se partikularna
reSenja odreduju ponaosob za svaki sabirak na gore opisan nacin.

Jednostavna partikularna reSenja

g(x) Oblik za y,
1. | 1 (neka konstanta) A
2. dr+7 Az + B
3. 32?2 — 2 Az? + Bx +C
4. P —x+1 Ax® + Bx*+ Cx + D
5. sin 4x Acosdx + Bsindx
6. cos4x Acos4x + Bsindx
7. e’ Ae’®
8. (9z — 2)e® (Az + B)e™
9. e’ (A2? + Bx + C)e™®
10. 3% sin 4z Ae®® cosdx + Be® sin dx
11. 5x? sin 4x (Az? + Bz + C) cos4x + (Dx? + Ex + F) sin4x
12. xe3® cos 4x (Az + B)e¥ cosda + (Cx + D)e’ sinda
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Zanimljiv primer je ako imamo diferencijalnu jednacinu
y// _ 2y/+y — 6:1:

Resenje homogenog dela je y, = c1e® + coxe®.

Pretpostavka da je y, = Ae® bie pogresna posto je e” reSenje homogene
jednacine y” — 2y’ + y = e®. Ni sa pretpostavkom oblika y, = Aze® partiku-
larno resenje ne mozemo pronaci posto je ovo opet sadrzano u yy,.

Dakle, novi pokusaj je sa oblikom y, = Az?e®. Zamenom u datu diferenci-
jalnu jednacinu vrednosti

1
24" = e*  dobijamo A= 7

Stoga je partikularno resenje y, = %xQe’”.

Mozemo izvesti uopsteno pravilo:
Ako neko y,, sadrzi uslove koji dupliraju uslove za vy, tada y,, mora biti
pomnozeno sa z", gde je n najmanja pozitivna vrednost koja eliminise ovo
dupliranje.
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Zakljucak

Kroz rad smo se upoznali sa modelima neoklasi¢nog i endogenog ekonom-
skog rasta. Detaljnom analizom Solouovog modela videli smo uticaj poje-
dinih faktora na privredni rast. S obzirom na to da je jedino tehnoloski
razvoj u ovome modelu dovodio do povecanja stope ekonomskog rasta, a on
je egzogeni faktor, to je bio veliki nedostatak, ali i povod za nastanak teorija
endogenog rasta. Upravo tada dolazi i do znatno vece uloge kapitala, koji se
tumaci u Sirokom smislu. Ukljuc¢ivanjem ljudskog kapitala u Kob-Daglasovu
funkciju, Menkju, Romer i Vejl navode obrazovanje kao kategoriju odgovornu
za objasnjenje razlika u BD P-u izmedu zemalja.

U poglavlju varijacioni racun predstavili smo Ojlerovu jednacinu koja
zajedno sa varijacionim problemom sa ogranicenjem u vidu diferencijalnih
jednacina, predstavlja osnovni matematicki alat za dobijanje resenja odgo-
varajucih promenljivih u Lukasovom modelu. Videli smo da mala promena u
ogranicenju, kao i dodavanje odredenih parametara, menja celi tok dalje anal-
ize modela. Ova ¢injenica je najvise dosla do izrazaja prilikom objasnjenja
modifikovanog Lukasovog modela i to uvodenjem pretpostavki koje dovode
do postojanja dve uravnotezene putanje rasta, ali ujedno i do postojanja
visestrukih dugorocnih stopa rasta.

Primena matematike u ekonomiji dolazi do velikog izrazaja, kao sto je
ve¢ izlozeno. Osnovna ideja rada zasnivala se upravo na c¢inenici da se u
prvoj glavi upoznamo sa makroekonomijom, pa pomoc¢u varijacionog racuna
reSimo glavni problem, a to je analiza Lukasovog modela i dobijene rezultate
interpretiramo sa ekonomskog stanovista.
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Abstract: This master thesis is about models of economic growth and anal-
yse Lucas model using calculus of variations. We present some of the neo-
classical and endogenous models of growth, their characteristics and effects
of some factors on economic growth. Then, explain concept calculus of vari-
ations, Euler equation and we present variational problems with constraints.
The third chapter will begin with introduction about Robert Lucas, his in-
teresting, and we gave analysis model and solution. Then we present two
modifications of Lucas model.
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