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PRIMENA REDOVA CEKANJA U SAOBRACAIU

Predgovor

Redovi ¢ekanja su deo naseg svakodnevnog Zivota. Svakodnevno ¢ekamo u redu da

platimo na kasi u samoposluzi, da platimo racune u posti, da podignemo pare u banci, da
udemo u autobus, na semaforima, drugim re¢ima jedinice koje zahtevaju opsluzivanje staju u
red, 1 u odredenom vremenskom intervalu po odredenom pravilu jedinice se opsluzuju.
U svakoj profesiji i u svim preduze¢ima postoji odredena vrsta ¢ekanja u redu na odredenu
nabavku, popravku masina, koja moze znatno usporiti proizvodnju, na transport robe. Takode
kaSnjenje 1 velike guzve mogu uzrokovati gubitak nekih klijenata. Redovi ¢ekanja pomazu
objektima i kompanijama da pruzaju usluge na miran na¢in. Formiranje reda je veoma korisno
za drustvo ako moze da se organizuje tako da jedinica koja ¢eka na uslugu i onaj koji vrsi
uslugu imaju najvecu korist. Avioni koji ¢ekaju na sletanje ili poletanje mogu da poremete
zacrtane planove, redovi ¢ekanja putnika na avio terminalima, kao i brodovi koji ¢ekaju na
pristizanje u luku radi utovara ili istovara robe, putnika.

Teorija redova cekanja prouCava redove ovakvih cekanja za Sta koristi razlicite
matemati¢ke modele da opiSe stanja u praksi, Sto ¢e biti prikazano kroz ovaj rad. Da bi doslo
do $to manjih troskova i da se smanje druge nezeljene posledice, pomocu matematickih
modela se traze optimalna reSenja. Odnosno matematickim formulama i graficima se opisuje
ponasanje razli¢itih sistema, pod razli¢itim okolnostima i predvida vreme ¢ekanja u tim
okolnostima. Ova teorija nastoji da pomoc¢u odredenih matemati¢kih modela, savremenih
tehnika, softvera dode do optimalnih reSenja problema u praksi da bi se odvijalo efikasno
opsluzivanje i da bi se dobili reprezentativni i pouzdani podaci o parametrima stanja
posmatranog sistema, da se odredi broj lica ili objekata potrebnih za opsluzivanje
jedinica(klijenata). Analiza sistema redova ¢ekanja podrazumeva analizu ulaznih jedinica,
njihovog vremena ¢ekanja, broja jedinica u redu, vreme za koje su usluzeni i analiza izlaza
jedinice iz sistema. Danas, u celom svetu, sistem protoka je koncipiran tako da minimizira
vreme Cekanja jer se na taj nadin smanjuju kapitalni troSkovi. Glavni problem s kojim se
susre¢e menadzment koji vrsi uslugu je da predvidi i upravlja redovima ¢ekanja, ne samo
zbog vremena koje klijent provede ¢ekajuci ve¢ zbog njegove sveukupne percepcije koja je
povezana sa opStim nivoom zadovoljstva usluga. Cilj je da se obezbedi $to veci nivo
zadovoljstva klijenta i §to nizi troSkovi menadzmenta. Moraju se razmatrati svi faktori koji
uticu na vreme Cekanja. Kratko vreme ¢ekanja retko stvara problem, medutim za duze vreme
¢ekanja potrebno je planirati saobracajni tok na odgovaraju¢i nacin 1 na¢i odgovarajuca
reSenja.

Gustina saobracaja je veliki problem u mnogim gradskim podru¢jima tako Sto
povecava vreme putovanja, zagadenje vazduha, potro$nju goriva jer se vozila ne mogu kretati
efikasno. Modelom teorije redova na protok saobrac¢aja se moze istraziti kako da se
saobracajna guzva svede na minimum.

Uz razvoj ekonomije, funkcija vozila takode povecava obim svoje primene u svetu.
Zhog toga je uobicajena pojava u saobracaju cekanje. Raskrsnica je glavna koncentrisana
oblast ljudi i vozila, a takode to je jedna infrastrukturna izgradnja koja povezuje puteve tako
da budu umrezeni. U svakodnevnom zivotu, zaguSenje saobracaja odgovara direktno
desavanjima na raskrsnici. Jasno je da je raskrsnica od velikog znacaja za saobracajni
kapacitet i sigurnost. Zbog toga je znacajno prouliti tok saobracaja, poboljsati preobilni
saobracaj i do¢i do najoptimalnijih reSenja za redove ¢ekanja u saobracaju za drustvo.
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Danas teorija redova ¢ekanja ima Siroku primenu u kontroli saobracaja. Koristimo je
pri ispitivanju kasnjenja vozila, kapaciteta saobracaja, za upravljanje saobra¢ajnim objektima
poput autobuskih stanica, ¢ekanje na semaforu i slicno.

U prvoj glavi ¢emo se upoznati sa raspodelama koje koristimo za predvidanje
vremenskog intervala u redu ¢ekanja, sa osnovnim pojmom stohastickog (slu¢ajnog) procesa,
Markovljevim lancima i slu¢ajem lanca Markova sa neprekidnim vremenom, tj. Poasonovim
procesom, u drugoj glavi se upoznajemo sa modelima redova ¢ekanja. U slede¢em poglavlju
¢emo detaljnije razmotriti redove ¢ekanja u saobacaju, a u poslednjoj, cetvrtoj glavi uraditi
simulaciju na primeru.

* % %

Ovu priliku koristim da se zahvalim svom mentoru prof. dr Danijeli Rajter Ciri¢ na
inspirativnim predavanjima, prenesenom znanju tokom studiranja, a posebno na izdvojenom
vremenu, pruzenoj podrsci i sugestijama tokom izrade master rada.

Takode zahvaljujem se ¢lanovima komisije dr Sanji Rapajic¢ i dr Dori Selesi i brojnim drugim
profesorima koji su se nizali tokom studija i inspirisali me, motivisali i obogatili moje znanje.

Najvecu zahvalnost dugujem svojoj porodici na bezQranicnoj ljubavi, pomoci, razumevanju i
podrsci.

Hvala!

Ivana Mirazovié¢
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1. Uvodni pojmovi

Literatura kori$¢ena pri izradi ovog poglavlja rada se bazira na [1] i [11].
1.1. Pregled raspodela

1.1.1. Binomna raspodela

Na samom pocetku opisaéemo Bernulijevu Semu koja je imala znacajnu ulogu u razvoju
teorije verovatnoce. U jednom eksperimentu se posmatra samo dogadaj A, odnosno skup
elementarnih dogadaja Q = {4, A }, gde je A komplement skupa A. Oznagi¢emo

P(A)=p, PA)=1-p=q.

Eksperiment ¢emo ponoviti n puta, gde uslovi eksperimenta moraju uvek biti isti i
rezultati ponavljanja jednog ne zavise od rezultata nekog drugog ponavljanja. Broj mogucéih
ponavljanja dogadaja A je 0,1,2...n. Sluc¢ajna promenljiva S, predstavlja broj realizacija
dogadaja A i zove se Bernulijeva sluc¢ajna promenljiva.

Verovatnoca da se U n ponavljanja eksperimenta dogadaj A realizuje ta¢no k puta je jednaka

P{S, =k} = (Z) pkg* k=0,1,2,..,1n,

pri ¢emu je P(A) =p, q =1 —p.

Zato je zakon raspodele Bernulijeve slucajne promenljive:
S . ( 0 1 k n )
M \p(0) p(1) -+ p(k)--p()
gde je p(k) = (Z) p*q™ % k=0,1,..,n.
> : 4 : n — n k ,n—-k _—_ n_qn —
Mozemo primetiti da je Y.p—, p(k) = ) (k pqt =(p+q)"=1"=1.

Raspodela p(k) = (Z) p*q™ ¥, k=0,1,..,n zove se binomna raspodela. Vidimo da ona
zavisi od dva parametran € N ip € (0,1).
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Definicija 1. Sa X : B(n,p) ¢emo oznaciti slu¢ajnu promenljivu X koja ima binomnu
raspodelu sa parametrima n i p.

Binomna raspodela za =110 =05

Slika 1. Binomna raspodela za n=11 i p=0.5.

1.1.2. Poasonova raspodela

Kada je n veliko, radi brzeg iznaCunavanja binomnih verovatno¢a posmatramo asimptotsko
ponaSanje kada n — oo, odnosno Poasonova raspodela predstavlja grani¢ni sluc¢aj Bernulijeve
raspodele.

Pretpostavka je da verovatno¢a dogadaja A u Bernulijevoj Semi zavisi od broja ponovljenih
eksperimenata n.

Teorema 1. Ako u Bernulijevoj Semi np,, - A > 0, kadan — oo, tada

P{S, =j} - /%e_'l, j=0,1, ..., n— oo.

Poasonova raspodela definiSe verovatnoce broja retkih sluc¢ajnih dogadaja u konstantnoj
jedinci prostora ili vremena. Poasonova raspodela predstavlja model za mnoge slucajne
pojave, npr. slucajne raspodele retkih bolesti u razli¢itim delovima zemlje, za broj telefonskih
poziva u jedinici vremena. Koristi se kao model za broj dogadaja koji se deSavaju u jedinici
vremena, pri cemu parametar A predstavlja srednju vrednost broja ovih dogadaja.

Ona zavisi od parametra A > 0 i predstavlja grani¢ni slucaj binomne raspodele kada n— oo.
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Definicija 2. Sa X: P(1) obelezicemo slucajnu promenljivu X koja ima Poasonovu raspodelu
sa parametrom A.

e e T S O

i
10 14

Slika 2. Poasonova raspodela sa parametrom A = 6

1.1.3. Eksponencijalna raspodela

w

Definicija 3. Slucajna promenljiva X ima eksponencijalnu raspodelu £(4), 4> 0, sto
zapisujemo X : £(A) , ako je njena gustina raspodele

(x)={ le ™™ x>0
Px 0, x<0

Slika 3. Gustina eksponencijalne raspodelezaA =211 = 3.

Funkcija raspodele slucajne promenljive X : £(X) je

1— —AX, >0
FX(X)={ "0, %<0

Elspononciabig sapotels

Slika 4. Eksponencijalna raspodelaza A =214 = 3.
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1.2. Stohasticki procesi

Stanje nekih sistema moguée je opisati pomocu jedne ili viSe veli¢ina, u zavisnosti od
parametra koji odgovara, a da se zavisnost izmedu odgovaraju¢eg parametra i postojecih
veli¢ina ne moze tatno odrediti. U velikom broju slucajeva ta zavisnost se potcinjava
statistiCkim zakonima koji omogucavaju da se odrede verovatnoce realizacija posmatranih
veli¢ina. Odnosno mozemo re¢i da vrednosti posmatrane veli¢ine ili veli¢ina nisu unapred
odredene, ve¢ predstavljaju slucajne(stohasticke) veli¢ine u zavisnosti od odgovarajucih
parametara.

Parametar, koji nas interesuje za teoriju redova Cekanja, u zavisnosti od koga se odreduju
sluc¢ajne veli¢ine je vreme. Skup realizacija odredene slucajne veli¢ine mozemo posmatrati
kao slucajnu veli¢inu koja se menja u vremenu tj. kao slucajni proces.

1.2.1. Pojam stohastickog procesa

Zamislimo da u svakom vremenskom trenutku t vremenskog intervala I posmatramo
neku karakteristiku X odredenog fizickog sistema koja je slucajna veli¢ina. Dakle, X(t) je
neka slucajna promenljiva za svako t € [. Tada na skup svih slucajnih promenljivih
{X(t),t € I} moZemo gledati kao na slu¢ajnu veli¢inu koja se menja u vremenu, odnosno
dobijamo jednu sluéajnu funkciju vremena. Ako je interval koji posmatramo [ =Z ilil =N
tada se posmatra stohasti¢ki proces sa diskretnim vremenom, a kada je I = Rili I = R* tada
se radi o stohastiCkom procesu sa neprekidnim vremenom.

Definicija 4. Stohasticki proces {X(t),t € I} je familija slu¢ajnih promenljivih definisanih
na istom prostoru verovatnocéa (2, F, P) gde je I tzv. parametarski skup stohasti¢kog procesa.

Kako su sluéajne promenljive iz Definicije 4. realne (X : Q — R% ) onda je i stohasticki
proces koji one &ine realan. R% se moze nazvati i skupom stanja stohasti¢kog procesa.

Posmatra¢emo uvek stohastiCke procese koji zavise od jednog parametra i to vremena. U
opStem slucaju zapisujemo kao {X(t),t € [ty,T]} pri ¢emu je dozvoljen izbor
to=—0, T = 0.
Svaki stohasti¢ki proces je funkcija dve promenljive, wit, ali se u zapisu umesto
{X(t,w),w € Q, t €[ty T]} najcesce koristi samo {X(t),t € [t,, T]}. NajceSce se koristi
oznaka X (t) ili X;.
Kada posmatramo stohasticki proces :
» Za fiksirano t € [t,, T], dobijamo slu¢ajnu promenljivu na prostoru (Q, F, P)
» Za fiksirano w € Q dobijamo funkciju vremena koju nazivamo
staza(realizacija ili trajektorija) stohasti¢kog procesa.
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Definicija 5. Stohasti¢ki procesi {X;}; i {Y;}; Koji uzimaju vrednosti iz istog procesa stanja su
stohasticki ekvivalentni ako P(X; # Y;) = 0 zasvako t € T. Ako su {X;}; i {Y;}; stohasti¢ki
ekvivalentni tada se kaze da je {X,}; verzija {Y;}; (i obratno).

Konacno-dimenzionalne raspodele stohasticki ekvivalentnih procesa se poklapaju. Medutim,
ekvivalentni procesi mogu imati potpuno drugacija analiti¢ka svojstva.

0, w#t
Uzmimo primer procesa X;(w) =0 i Y (w) = koji su ekvivalentni jer se
1, w=t
poklapaju svuda osim u jednoj tacki, a njihove trajektorije imaju drugacija svojstva
neprekidnosti tj. trajektorije procesa X, su svuda neprekidne dok trajektorije procesa Y, imaju
prekid u jednoj tacki.

U opsStem slu¢aju nije dovoljno da poznajemo samo zakon 1-dim raspodele, da bismo
poznavali ceo proces neophodno je poznavati kona¢no-dimenzionalne raspodele stohastickog
procesa.

Definicija 6. Kona¢no-dimenzionalne raspodele stohastickog procesa {X(t),t € [t,, T]} su
date sa:

F(x) = Fi(x) = P{X () < x};
Fy e, (X1, %2) = Fo(xq, x3) = P{X(t1) < x4, X(E2) < x5}

Ftl,t2,t3(x1;x2'x3) = F3(x1, X2, x3) = P{X(t1) < xq, X(t3) < x2,X(t3) < x3};

Fi oty . (01, X2, 00, x0) = Fp(xg, X2, .0, %) = P{X(81) < xq, X(L2) < xp,..., X(8) < xp};

gdesut,ty, ty, .., ty, .. € [to, T1ix, X1, %s,.., %, ... €RY,
Konaéno-dimenzionalne raspodele zadovoljavaju dva uslova:

i.  Uslov simetrije: za svaku permutaciju {i,, ..., i, } skupa brojeva od {1, ..., n} vazi:
Ftil---tin (xli X2ye0) xn) = Ftl,tz...tn (xl' X250y xn);
ii.  Uslov saglasnosti: zam < n i proizvoljne tq, t,, ..., tym, tms1, - tn € [to, T] vazi:

Ftl,...,tm,tm+1...tn (xl' cy Xy 0, 0, ... OO) = Ftl,...,tm (xlﬂ t) xm)'

Uglavnom u praksi imamo slucaj da nemamo familiju sluc¢ajnih promenljivih na nekom
prostoru verovatnoc¢a ve¢ njihove kona¢no-dimenzionalne raspodele koje zadovoljavaju dva
navedena uslova.
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Teorema2.(Fundamentalna teorema Kolmogorova)
Za svaku familiju raspodela koja zadovoljava uslove i. i ii. postoji prostor verovatnoca i na
njemu definisan stohasti¢ki proces X; ¢ije su to kona¢no-dimenzionalne raspodele.

Svojstva stohastic¢kih procesa

Definicija 7. Srednja vrednost procesa X; je:
my(t) = m(t) = E(X,).
Definicija 8. Autokovarijansna (korelaciona) funkcija stohastickog procesa X; je:

K (t,s) = K(t,s) = E[(X; —m()(Xs —m(s))] =
= EXX;) —m(t)m(s), t,s€[tyT].

Definicija 9. Disperzija stohastickog procesa X; je:
D.(t) = D(t) = K (t,t) = E(X}) — (m(t))*.
Definicija 10. Koeficijent korelacije stohastickog procesa X; je:

K (t,s)

px(t,s) = p(t,s) = ===

1.2.2. Lanci Markova

Za formiranje diferencijalnih jednacina stanja sistema opsluZivanja kojim ¢emo se baviti u
daljem radu potrebno je poznavati proces Markova, koji je detaljno istrazivan i priblizen nama
jer ima Siroku primenu u redovima ¢ekanja, kao 1 u operativnim istraZivanjima, inZenjerskom
sistemu, vremenskim serijama.

Znamo da je stohasticki proces {X(t),t € I} familija sluajnih promenljivih definisanih na
istom prostoru verovatnoca gde je I tzv. parametarski skup stohasti¢kog procesa. U slucaju
da je I prebrojiv, stohasticki proces zovemo nizom ili lancem slucajnih promenljivih.
Posmatracemo stohasticki proces sa kona¢nim ili prebrojivim skupom vrednosti 1 skup stanja
oznacavamo sa S = {xy, ..., x,,}.

Definicija 11. Stohasticki proces X (t) koji je definisan na diskretnom prostoru stanja, formira
sluajni proces Markova tj. vazi Markovsko svojstvo ako za sve n € N i bilo koji niz
tl, tz, vy tn+1 gde Su tn+1 > e > tz > tl vazi:

P{X(tn41) = Xne1 | X(1) = %1, X(t2) = X3, ..., X (t) = X} = P{X(tn41) = Xn411X(tn) = X},

10
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tj. verovatnoca da se sistem nade u stanju x,,; U trenutku n 4+ 1 zavisi samo od stanja u
sadasnjem trenutku x,,, a ne od stanja u prethodnim trenucima. Drugim re¢ima pros§lost nema
uticaja.

Analizom deterministi¢kih sistema vidi se najjednostavniji na¢in postojanja lanca Markova,
odnosno da sledeca pozicija u nizu zavisi, tj. predstavlja se iskljucivo kao funkcija prethodne
pozicije.

Dakle, pored date sadasnjosti, budu¢nost ne zavisi od proslosti. Nista sto se dogodilo u
proslosti, ne uti¢e u pogledu buduénosti, u buduénosti je sve moguée. Osnovni primer je
bacanje novc¢i¢a — ako prvi put dobijemo glavu, drugi put s podjednakim Sansama mozZemo
dobiti glavu ili pismo. Ako pak dobijamo glavu 25 puta zaredom, i tada je verovatnoca da
¢emo 26. put dobiti glavu ista kao i da ¢emo dobiti pismo, odnosno proslost ne predvida
budu¢i rezultat. Trenutno stanje je da imamo nov¢ic sa glavom i1 pismom na svoje dve strane.
Pretpostavljajuci da se poStuju pravila izvodenja eksperimenta, nista drugo ne moze uticati na
budu¢i ishod.

Primer moze da bude i sluéajna Setnja po brojevnoj osi, gde se, pri svakom koraku, pozicija
menja za 1 (u levo ili desno jednako verovatno). Sa svake pozicije postoje dva moguca
prelaza: na sledeci ili na prethodni ceo broj. Verovatnoce prelaza tada zavise samo od
trenutnog stanja, a ne od nacina kako se do njega doslo. Na primer, ako je trenutna pozicija -3,
prelaz u -2 ima verovatno¢u 0.5, bez obzira na prethodne pozicije.

U svakom trenutku sistem, na osnovu date raspodele slu¢ajne promenljive, moze promeniti
stanje, ili ostati u istom. Promene stanja nazivamo prelazima, a verovatnoce, koje se odnose
na razli¢ite promene stanja, nazivamo verovatno¢ama prelaza.

U slucajevima Markovljevog lanca sa kontinuiranim vremenom prelazak iz stanja u stanje
moze se odigrati u bilo kom trenutku.

Definicija 12. Verovatnoca prelaza
Verovatnoca prelaska iz i-tog u j-to stanje u jednom koraku je:

p{f}”“ = P{Xp41 = x| X, = x,}.

Definicija 13. (Homogeni Markovljev lanac)

Markovljevi lanci kod kojih matrica prelaznih verovatnoc¢a P(n) ne zavisi o koraku n se zovu
homogeni Markovljevi lanci. Tu konstantnu matricu prelaznih verovatno¢a oznacavamo sa P.

Definicija 14. Matrica prelaza za jedan korak je:
P = [pi.j]ij = lplzpzz'" l

Uzimamo sve p;; gde je matrica reda i = j, odnosno matrica mora da bude kvadratna i
dimenzije n x n.
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Sume po vrsti matrice prelaza su 1.

Definicija 15. Verovatnoca prelaska iz i-tog u j-to stanje u n koraka je:

pi,j(n) = P{Xm+n = j|Xm = xi}'
Matrica prelaza za n koraka: P, = [p; (n)]ij.

Od velikog znacaja za izradunavanje verovatnoca prelaza u n koraka su jednadine Cepmen-
Kolmogorova:

pij(n+m) = Xy ik (Wpy,;j(mM).
Cepmen-Kolmogorova proces u matriénom obliku glasi:
Poym = Py * Py

Pn =B, %Py, m>n,

m=1 P, = P;

m:2 P2:P1*P1:P*P:P2;
m=3 P3:P2*P1:P2*P:P3;
m=n P, = P™ .

Pretpostavljamo da lanac Markova ima kona¢no mnogo stanja tj. S = {xy, x5, ..., X;n }-

Sa p;(n) oznaGavamo verovatnotu da u trenutku n sistem bude u i-tom stanju:
pl(n) = P{Xn = xi}'

Za n = 0 dobijamo p;(0) tzv. pocetnu verovatnoc¢u, i pomocu nje odredujemo gde je sistem
bio u pocetnom trenutku.

12
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Pocetni vektor je

p(0) = [p1(0) p2(0) ... pr(0)].
Analogno

p(k) = [p1(k) p2(k) ... pm(K)].
Pa je Cepmen-Kolmogorova jednacina za p(k):

p(k) = p(0) * P¥.

Nekoliko definicija o lancu
Definicija 16. Ako p(k) ne zavisi od k, kazemo da je lanac stacionaran.

Definicija 17. Za Markovljev lanac kazemo da je ergodican ako postoji n € N tako da
matrica B, = P™ ima sve pozitivne elemente.

Definicija 18. Za slucajni proces Markova kazemo da je ergodican, ako je definisan na
diskretnom skupu i ako po isteku dovoljno velikog intervala vremena, verovatnoée stanja
sistema ne zavise od pocetnih uslova, po€etnog trenutka, ni vremena koje je proslo.

Definicija 19. Za proces Markova kazemo da je nesvodljiv ukoliko se u svako stanje procesa
moze do¢i iz drugog stanja procesa.

Definicija 20. Ako je lanac nesvodljiv tada se sva stanja ponavljaju ili se iz svakog stanja
moze preci u drugo stanje.

Definicija 21. Za svaki ergodican lanac i za svako i postoje verovatnoce p; = lim,_,q, p;j(n)
koje se nazivaju grani¢ne verovatnoc¢e. Drugim re¢ima, posle dovoljno dugo vremena iz bilo
kog stanja sistem zavrSava u stanju j sa verovatno¢om pj.

Definicija 22. Stanje x; je povratno ako postoji n € N tako da p;;(n) > 0.

13
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U radu je posebno posvecena paznja umrezenim sistemima koji ne mogu biti posmatrani na
klasi¢an nacin. Svojstvo Markova je svojstvo da ako su nam proslost i sadasnjost poznate,
buduénost zavisi samo od sadasnjosti, ne od proslosti i ukljuCuje jednostavnu primenu
matemati¢kih modela za analizu nastupanja slucajnih procesa. Redovi ¢ekanja su najcesce
izmedu pojedinih stanica. Putevi koje Klijenti prelaze sa jednog na drugo stanje odreduje
verovatnoca prelaska iz jednog stanja u drugo.

Pored dosadasnjeg razmatranja diskretnog slucaja lanca Markova postoji i neprekidan slucaj
lanca Markova gde je vreme koje sistem provede u datom stanju sluc¢ajna promenljiva koja
ima eksponencijalnu raspodelu.
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1.2.3. Poasonov proces

Poasonov proces je jednostavan i Siroko primenjen stohasticki proces za modeliranje
vremena po kome dolasci ulaze u sistem, odnosno ima Siroku primenu za modelovanje broja
tzv. ,retkih dogadaja”. Retki dogadaji su oni gde se u kratkom vremenskom intervalu moze
odigrati najvise jedan takav dogadaj. Ovaj proces ima veliku primenu kao model za broj
telefonskih poziva u jedinici vremena, broj autobusa koji dolaze na neku stanicu u jedinici
vremena, broj stabljika kukuruza po jedinici povrSine, aktuarskoj matematici. Poasonov
proces je jedan od najvaznijih i najznacajnijih procesa prebrajanja. Empirijski je utvrdeno da
u mnogim okolnostima nastanak slu¢ajnih procesa moze biti dobro aproksimiran Poasonovim
procesom.

1.2.3.1. Procesi prebrajanja

Definicija 23. Stohasticki proces {X;,t = 0} je proces prebrajanja ako X, predstavlja broj
dogadaja koji se ,,pojavio* do trenutka t, ukljucujuéi i trenutak t.

Procesi prebrajanja moraju da zadovoljavaju sledece osobine:

X, =0, Vt;

X, ima celobrojne vrednosti, X; € Ny;

s<tondaX, <X;;

X; — X, predstavlja broj dogadaja koji se dese u [s, t].

oo o

Definicija 24. Proces prebrajanja {X;,t = 0} nazivamo Poasonov proces sa stopom rasta
A, A > 0 ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

i. X,=0;

ii. proces ima nezavisne prirastaje;

iii. broj dogadaja u proizvoljnom vremenskom intervalu duzine tima Poasonovu
raspodelu sa srednjom vrednoséu 4, Vt > 0

"

P{Xs4t — Xs =n} = e M !

, n=2012..

Iz poslednjeg uslova mozemo videti bitno svojstvo Poasonovog procesa, tj. da on ima
stacionarne prirastaje.

Stacionarni prirastaj znaci da raspodela broja dogadaja koji se pojavljuje u bilo kom intervalu
zavisi samo od duzine tog intervala.

Navedenu definiciju Poasonovog procesa cesto je u praksi vrlo tesko proveriti, odnosno na
osnovu nje ne mozemo znati da li je tatno modeliran realni problem iz prakse, pa se uvodi
ekvivalentna definicija koja nam moze malo olakSati modeliranje realnog problema.
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Definicija 25. Stohasticki proces {X;,t = 0} nazivamo nehomogeni Poasonov proces sa
stopom rasta 4, 4 > 0 ako su zadovoljeni slede¢i uslovi:

i. X,=0;

ii. proces ima nezavisne prirastaje;

iii. P{X¢yn —Xe =1} =2Ah+0(h),h > 0;
iv. P{X¢ip —Xe =2} =0(h),h > 0.

Definicija 26. Vreme zadriavanja u datom stanju

Posmatramo Poasonov proces {X;,t = 0} i ozna¢imo niz zadrzavanja vremena u datom stanju
sa Ty, Ty, ..., Ty, ... injinove raspodele sa Fr,, Fr,, ... itd. T; predstavlja vreme koje protekne do
pojave prvog dogadaja, T, vreme koje protekne do pojave drugog dogadaja, sa T,, vreme koje
protekne od n — 1 do n-tog dogadaja. Raspodele ovih dogadaja su:

Fr,) =P{Ty <t}=1-P{T, =t} =1—e*;
Fr,) =P{T, <t}=1-P{T, 2t} =1—e*,

Odnosno T,: £(1), tj. vreme zadrzavanja u datom trenutku ima eksponencijalnu raspodelu sa
parametrom A.

Tvrdenje 1. Vremena zadrzavanja u datom stanju su nezavisna, jednako rasporedena i imaju
eksponencijalnu raspodelu sa parametrom A. Tada slu¢ajna promenljiva S, = Y/ T; ima
raspodelu datu gustinom:

—At (At)n_l
05, () =1 @
0

,t>0
,t <0
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2. Teorija redova cekanja

Teorija redova ¢ekanja ima za predmet istrazivanja sisteme masovnog usluzivanja,
odnosno predstavlja nau¢nu disciplinu koja izu¢ava proces usluzivanja izmedu slucajno
pristiglih zahteva i mogucénosti zadovoljavanja i realizacije tih zahteva. Teorija se bavi pre
svega kvantitativnim aspektima redova Cekanja, tj. vreme Cekanja na opslugu, brzina
opsluzivanja, duzina reda ¢ekanja, nivo iskoriS¢enja kanala koji vrSe opsluzivanje, broj otkaza
1 slicno. Pod sistemom masovnog usluzivanja podrazumeva se svaki sistem u kojem pojava
nekog dogadaja, klijenta ili zahteva uzrokuje potrebu da se na nju reaguje, da se zahtev
zadovolji i da klijent bude usluzen kanalom opsluzivanja. Ove sisteme sre¢emo kada treba da
se opsluzi veliki broj klijenata, a u slu¢aju kada klijenti ne mogu biti odmah opsluzeni oni
formiraju red. Cesta je pojava zahteva za usluzivanjem slu¢ajnog karaktera, drugim re¢ima da
se ne zna unapred kada ¢e se tatno pojaviti zahtev za opslugom. Mora se razmotriti
moguénost da broj klijenata nije konstantan, da je promenljiv u zavisnosti od razli¢itih
faktora, i vreme za opsluZzivanje u zavisnosti od potrebe klijenta moze biti razli¢ito. Ovo nam
pokazuje da teorija redova ¢ekanja ima Siroku primenu.

Prvo ime sa kojim se susreCemo kada se zapitamo ko je osniva¢ ove teorije jeste
Agner Krarup Erlang, danski matematicar koji je prvi rad u ovoj oblasti publikovao 1909.
godine, pod nazivom ,,Teorija verovatnoce i telefonski razgovori®“. Radio je u telefonskoj
kompaniji u Kopenhagenu, gde se suo€io sa problemima telefonskog saobracaja u ¢ijem
reSavanju je primenio svoja matematicka znanja i razvio nove metode koje dovode do
njegovog rada koji vezujemo za pocetak oblasti teorije redova c¢ekanja. Nakon njega se
pojavljuje sve vise ¢lanaka, knjiga i radova iz ove oblasti i ova teorija pocinje sve vise da se
istrazuje i primenjuje. Njegovi radovi su inspirisali inzenjere, matematicare da probleme
¢ekanja u redu reSavaju pomocu teorije verovatnoce. Teorija redova je Siroku primenu nasla u
teoriji primenjene verovatnoCe, pa Se njeni rezultati koriste u telekomunikacijama,
Operacionim istrazivanjima, saobrac¢aju i mnogim drugim oblastima. Sada je ova grana nauke
napredovala i objavljuju se radovi i knjige velikog broja stru¢njaka.

Cilj ove teorije jeste reSiti sisteme koji se mogu predstaviti preko matematic¢kih
modela teorije redova ¢ekanja da bi se doslo do optimalnih reSenja za investiranje i do $to
manjih troskova. Model se konstruise tako da se predvidi duzina reda i vreme ¢ekanja. Ova
teorija predstavlja granu operacionih istraZivanja jer su rezultati ¢esto koriS¢eni u donoSenju
poslovnih odluka u vezi potrebnih izvora za pruzanje usluga. Literatura koris¢ena pri izradi
ovog poglavlja rada bazira se na [4],[6],[7],[13] i [14].

Opisa¢emo nekoliko primera gde teorija redova ¢ekanja ima znacajnu ulogu [6].

Primer 1. U supermarketu neka od glavnih pitanja su: Koliko dugo klijenti moraju da
&ekaju u redu na kasi? Sta se de$ava sa vremenom &ekanja kada je najveéa guzva? Da li ima
dovoljno kasa koje pruzaju uslugu?
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Primer 2. Treba da se napravi novi parking ispred supermarketa. Koliko bi trebao da
ima parking mesta?

Primer 3. Semafori. Kako da se regulisu semafori i raskrsnica da bi vreme ¢ekanja
bilo prihvatljivo?

Primer 4. Call centar osiguravajuceg drustva. Pitanja telefonom, u vezi sa uslovima
osiguranja, obraduje call centar. Za poziv centar ima konstruisan tim, gde svaki tim pomaze
klijentima iz odredenog regiona. Koliko ¢e klijenti morati da ¢ekaju pre nego S$to operator
postane dostupan? Da li je broj ulaznih telefonskih linija dovoljan? Da li ima dovoljno
operatera?

Ovi primeri su samo deo primene teorije redova ¢ekanja koja daje odgovor na postavljena
pitanja. Veliki broj primera ovog tipa su svakodnevne pojave. Analiziraju¢i ih mozemo
primetiti neke osnovne elemente sistema.

U svakom sistemu koji sluzi mozemo razlikovati proces dolaska, proces usluga i jednu ili vise
servisnih stanica ili servera. OpSta pretpostavka je da jedan server ne moze u isto vreme da
sluzi dva ili vise klijenta. AKo je server zauzet, klijent mora da ¢eka na uslugu. U trenutku
kada server postane slobodan, Kklijent je preuzet iz reda u skladu sa unapred definisanim
pravilima - disciplinom u redovima. Modeli teorije redova su pogodni da bi sistem masovnog
opsluzivanja radio na najefikasniji nacin, odnosno da se smanje nepotrebni troskovi,
prekomerno ¢ekanje i ostale nezeljene posledice, drugim re€ima ovi modeli omogucavaju
pronalazenje odgovarajuceg balansa izmedu troSkova opsluzivanja i vremena ¢ekanja.

Modeli redova ¢ekanja su izuzetno vazni za poslovanje jer uticu na korisnicki servis i
troSkove pruzanja usluga. Ako je prosecna iskoriS¢enost sistema niska to nas navodi na
zakljucak da je model ¢ekanja neefikasan. LoSe projektovan sistem moZe da ukaZe na viSak
zaposlenog osoblja. Ukoliko dolazi do dugog ¢ekanja prepisuje se organizaciji da ne vodi
dovoljno brigu o klijentima i odaje utisak loseg kvaliteta usluga. Analiza ovih redova je
promenila nacin na koji kompanije pokrecu 1 povecavaju profitabilnost preduzeca.
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2.1. Struktura sistema opsluzivanja

Osnovni proces koji podrazumeva vecinu modela ¢ekanja je kada se Klijenti koji zahtevaju
uslugu pojavljuju tokom vremena na ulazu u sistem. Ovi klijenti ulaze u sistem ¢ekanja i
pridruze se redu. U odredeno vreme, Clan reda je izabran za uslugu po nekom pravilu
poznatom kao disciplina reda. Potrebni servis se zatim obavlja za klijenta putem mehanizma
usluga, nakon ¢ega usluzeni klijent napusta sistem.

Sistem reda ¢ekanja
e ]

UsluZeni klijenti
» Red » Mehanizam -
servera

lzvor

r
|
|
|
Klijenti I
|
|
|
|
|
L

Slika 5. Osnovni model redova cekanja

Proces dolaska klijenta

Obicno se pretpostavlja da su intervali vremena u kojima Kklijenti dolaze nezavisni i imaju istu
raspodelu. U vecini sluc¢ajeva klijenti pristizu u skladu sa Poasonovom raspodelom. Klijenti
mogu do¢i jedan po jedan ili u grupama. Primer grupnog dolaska su npr. putnici jednog
autobusa na carinskom prelazu ¢ija se dokumenta proveravaju. Jedna od karakteristika
procesa dolaska klijenata je njegova veli¢ina, tj. broj klijenata koji je na ulazu. To je ukupan
broj klijenata koji je potrebno servisirati s vremena na vreme, tj. ukupan broj razlicitih
potencijalnih klijenata. Veli¢ina moze da bude beskonacna ili kona¢na. Proracuni su daleko
laks$i u beskona¢nom slucaju. Ova pretpostavka ¢esto se koristi ¢ak i kada je stvarna veli¢ina
neki relativno veliki konacan broj. Konac¢ni slucaj je teze analizirati, jer broj klijenata u
sistemu ¢ekanja uti¢e na broj potencijalnih klijenata izvan sistema u svakom trenutku.

PonaSanje klijenta

Ponasanje moZze biti razli¢ito, klijenti mogu biti strpljivi 1 ¢ekati dugo, ili mogu biti npr.
nervozni i nestrpljivi i napustiti red. Primer ¢ekanja pri pozivu call centru, neko ¢e ukoliko
dugo ¢eka da se slobodni operater javi da prekine vezu, pa mozda kasnije nazvati ponovo.

Red

Red je mesto gde klijenti ¢ekaju na uslugu. Red se karakterise maksimalnim brojem klijenata
koji moze da sadrzi. Kao §to smo ve¢ spominjali red moze da bude konacan 1 beskonacan. Za
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ve¢inu modela redova se uzima beskonacan red, ¢ak i za situacije gde je relativno velik
konacan broj gornja granica jer je posmatranje konacnog teze za analizu. Kada je gornja
granica mala da bi se postigla odredena ucestalost, neophodno je pretpostaviti da se radi o
kona¢nom redu.

Disciplina reda

U redu imamo pravilo po kome se biraju klijenti iz reda koji ¢e biti usluzeni i to jedan po
jedan ili u grupama. Najzastupljenija pravila za redosled usluzivanja klijenata su:

» First-in-first-out(FIFO- prvi koji ude ¢e biti prvi usluzen, odnosno po redosledu
dolaska, takode imamo i drugi naziv First-come-first served tj. FCFS);

» Service In Random Order - da se nasumice izabere klijent koji ¢e biti usluzen, bez
nekog pravila;

» Last-in-first-out(LIFO- prvi ¢e biti usluzen onaj koji je poslednji stigao, drugi naziv
Last-come-first-served, tj. LCFS);

> Priority Service — klijent koji je prioritet usluzuje se pre onih koji su sa nizim rangom
prioriteta npr. prioritet su uvek hitni pozivi.

Mehanizam servera

Predstavlja mehanizam usluge koji se sastoji od jednog ili viSe usluznih objekata, gde svaki
sadrzi jedan ili viSe paralelnih kanala usluge, pod nazivom serveri. U modelu reda ¢ekanja
mora biti precizno odreden raspored objekata i broj servera. Osnovi model predstavlja jedan
objekat sa jednim ili sa konacnim brojem servera. Vreme koje protekne kada klijent ude u
server do izvrSenja usluge naziva se vreme usluge ili vreme zadrzavanja. VVremena trajanja
usluge su nezavisna sa istom raspodelom. Mogu biti determinisana ili imati eksponencijalnu
raspodelu. Kanali za opsluzivanje nisu uvek ljudi, ve¢ to mogu biti masine, putnicka vozila,
parking mesta, elektronski uredaji i sl., tako i klijenti nisu uvek ljudi nego mogu biti vozila
koja cekaju na parking mesto, brodovi koji ¢ekaju mesto da pristanu u luku, delovi da se
obrade na masini, koze svoj red na masini za suSenje 1 drugo.

Analizom dolazimo do odgovora na pitanja ocekivanog broja klijenata u redu, potom
odgovora za ocekivano vreme koje klijent provede u sistemu, koja je verovatnoca da ¢e klijent
zateci slobodan kanal opsluge i sl. U velikom broju modela smatra se da su vremena ulaska
klijenta u sistem nezavisna i rasporedena po teorijskoj raspodeli §to vazi 1 za vreme
opsluzivanja klijenata. Engleski matematicar David G. Kendall 1951.godine je uveo
skracenice koje karakteriSu modele redova ¢ekanja, danas poznato pod nazivom Kendelova
notacija, u pocetku je imala samo prva tri slova, a kasnije se notacija zapisuje u vidu Sest
slova.
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Ovaj zapis se koristi kao forma za opis sistema masovnog opsluzivanja A/B/C/D/E/F gde su:

» A- funkcija raspodele ulaznog izvora, tj. dolazaka Kklijenata(M-oznaka kada za
funkciju ulaznog izvora uzimamo eksponencijalnu raspodelu, D-oznaka kada za
funkciju ulaznog izvora uzimamo da je konstantno vreme izmedu dva uzastopna
dolaska,E}- kada je ulazni izvor Erlangova raspodela reda k, G — kada je ulazni izvor
raspodela opsteg tipa, tj. bilo koja);

» B- funkcija raspodele za vreme opsluzivanja;

» C- broj kanala za opslugu;

» D- maksimalan broj klijenata koji u redu ¢eka na opslugu(umesto D se pise
maksimalan broj klijenata koji ¢eka u redu, koji moze biti 1 konacan 1 beskonacan);

» E- wveli¢ina populacije iz koje klijenti ulaze u sistem;

» F- disciplina reda, ukoliko se ne naznaCi drugacije podrazumeva se da se radi o
disciplini FIFO.

Saglasno Kendelovoj notaciji mozemo rec¢i na primer da M/M/4/00/oo/FIFO predstavlja
model sa eksponencijalno rasporedenim intervalima dolaska klijenta, eksponencijalnom
raspodelom vremena opsluzivanja, sa 4 kanala opsluge, gde broj mesta u redu nije ogranicen,
kao 1 da veli¢ina populacije iz koje klijenti ulaze u sistem nije ogranicena, a da ¢e se usluga
vrsiti po principu ko je prvi doSao u red, prvi ¢e i biti usluzen.

U nekim modelima se poslednja tri slova predstave kao fiksirane vrednosti, pa mozemo pisati
samo A/B/C.

Standardna terminologija i oznacavanje koje se koriste u teoriji redova su prikazani u sledecoj
tabeli:

Definise se preko broja klijenata u sistemu

Stanje sistema v
opsluzivanja

Broj klijenata koji c¢ekaju da pocne

Duzina reda v
opsluzivanje

Broj klijenata u sistemu opsluzivanja u

N(t) vremenskom trenutku t

Verovatno¢a da je tacno n klijenata u
B, (t) sistemu  opsluzivanja u  vremenskom
trenutku t

Broj kanala za opluzivanje u sistemu
opsluzivanja

Srednji intenzitet dolaska novih klijenata,
ako je trenutni broj klijenata u sistemu n

Ocekivani broj opsluzenih klijenata ako je

Hn trenutno n klijenata u sistemu opsluzivanja

Tabela 2.1: Standardna terminologija
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Kada je 4,, konstantno za sve n, tada se ta konstanta oznacava sa A. Takode, kada je u, , za
zauzete kanale opsluZivanja, konstantno za sve n > 1 tada se konstanta oznacava sa u(kada su
svih ¢ kanala zauzeti tada je u, =c#*pu, n=c). Slicno, p = A/(c*u) predstavlja
koeficijent iskoris¢enosti kanala opsluzivanja, drugim re¢ima predstavlja ocekivani deo
vremena koje je svaki kanal za opsluzivanje, u datoj fazi opsluzivanja, zauzet.

2.2. Osnovni model teorije redova po principu radanja i umiranja

Osnovni modeli teorije redova podrazumevaju ulazak u sistem(dolasci klijenata) i
napustanje sistema, odnosno odlaska klijenata koji se deSava prema procesu radanja i
umiranja. Ovaj proces u teoriji verovatnoce 1 stohastickoj analizi ima Siroku primenu.
Adekvatan je za modeliranje promena u veli¢ini odredene populacije. Jednostavnije ¢emo
dalje posto je re¢ o teoriji redova ovaj proces posmatrati kao da radanje predstavlja dolazak
novog klijenta u sistem, a za odlazak opsluzenog klijenta proces umiranja. Sa t(t = 0)
oznaci¢emo posmatrani trenutak t, a sa N(t) broj klijenata koji ¢ekaju u sistemu u trenutku t.
Ovaj proces opisuje verovatnocu kojom ¢e se N(t) menjati kada vreme raste. Uopsteno
govoreci, to znaci da pojedinacni procesi radanja i umiranja nastaju slucajno, gde njihove
srednje vrednosti zavise od trenutnog stanja sistema. Ovaj proces podrazumeva sledece
pretpostavke [4]:

Pretpostavka 1. Za N(t) = n, data raspodela verovatno¢e do slede¢eg rodenja(dolaska
sledeéeg klijenta) je eksponencijalna sa parametrom A,,(n = 0,1,2,...).

Pretpostavka 2. Za N(t) = n, data raspodela verovatnoc¢e do sledeCeg umiranja(odlaska
klijenta iz sistema) se predstavlja eksponencijalnom raspodelom sa parametromu,(n =
0,1,2,...).

Pretpostavka 3. Slu¢ajne promenljive iz Pretpostavke 1. i Pretpostavke 2. su medusobno
nezavisne i zavise samo od stanja n.

Tada sledeca pozicija u stanju ovog procesa iz n ili prelazi u susedno stanje n-1 ili u n+1 u
zavisnosti da li je prethodna ili naredna slu¢ajna promenljiva manja.

Ovako definisani proces predstavlja homogeni proces Markova sa kontinuiranim vremenom.

20 11 Az An_z An—l A'n
0909
251 25 H3 Bnq Hy Hyyq

Slika 6. Dijagram kretanja procesa radanja i umiranja.
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U sistemu ¢ekanja A, 1 u, predstavljaju redom kao §to smo veé¢ oznadili, srednju stopu
dolazaka klijenata i srednju stopu ostvarenih usluga, kada je n klijenata u sistemu, i u nekim
modelima one mogu biti i konstantne, ali mogu i da imaju velike varijacije. Kada je sistem u
stanju mirovanja imamo primer konstantnog. Za primer variranja A, 1 u, mozemo uzeti
razli¢ito ponasanje pri menjanju n u slucaju kada potencijalni klijenti sa povecanjem n
odbijaju da udu u sistem(A,, varira) ili kada se zbog rasta n, tj. klijenata u sistemu povecava
broj onih koji napustaju red, jer ne Zele da cekaju(u, varira).

Mozemo razmotriti primer kada posmatramo cist proces radanja:

Celije se dele prema sledeé¢im pravilima
> Celija u trenutku t ima verovatno¢u Ah + o(h) da ée se razdvojiti na dve u intervalu
(t,t+h)
» Ova verovatnoca je nezavisna od starosti ¢elije
» Dogadaji izmedu razlicitih ¢elija su nezavisni

e

Vreme

Slika 7. Cist proces radanja tokom vremena

Nase pitanje je koliko vremena je potrebno da se sistem razvije?
Posmatramo prvo analizu bez uzimanja verovatnoce u obzir:
e Neka je n(t) broj ¢elija u trenutku t
e Neka je 4 stopa nataliteta po jednoj Celiji
Na taj nacin imamo da se = An(t)A(t) rodenja desi u intervalu (¢t,t + At)
Tada je:
n(t + At) = n(t) + An(t)At

t+ At)-n(t d ,
ME20O — ()2 - L= = n()2 (2.2.1)

Resenje ove diferencijalne jednacine je n(t) = Ke*t

Ako za poéetni uslov uzmemo n(0) = n, tada je n(t) = noe*
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Sada posmatramo analizu sa uzimanjem verovatnoc¢e u obzir:
e N(t) je broj ¢elija u trenutku t
o PN =n}=H(®)
e Pretpostavicemo da ¢elija u trenutku t ima verovatno¢u Ah + o(h) da ¢e se razdvojiti
na dve u intervalu (¢, t + h), da je verovatnoca da ¢e se desiti vise od jednog rodenja u
intervalu (t, t + h) jednaka o(h) i da su sva stanja prelazna.

Sada imamo da je verovatnoéa rodenja u trenutku (t,t+ h) ako je N(t) = njednaka
nih + o(h).
Pa je

P (t+h) =P,)(1—nth—o(h) + Py ()(n—1DAh+0(h)) (2.2.2)

Dalje mozemo pisati
B,(t + h) — P,(t) = —nAhP,(t) + P,_1(t)((n — 1)Ah + o(h))

Zatim ¢emo podeliti prethodnu jednacinu sa h pa imamo :

P,(t+h) —B,(t o(h
n( })l () _ —nAP,(t) + P, ()(n — DA+ (T)
Pusti¢cemo da h — 0.
Pi(t) = —nAPy(¢) + (n — 1) APy_1 (1)
Uzimamo pocetni uslov P, (0) = P{N(0) = no} = 1.
Resenje ove diferencijalne jednacine sa pocetnim uslovom je:
B,(t) = (:__nl ) e~ Ao (1 — g=A)m"Mo n=mngng+1,.. (2.2.3)
0

gde je

(k) = 7o

Mozemo primetiti da :
» U procesu radanja, za N(t) = n verovatnoc¢a promene u intervalu (t, t 4+ h) zavisi od
n
» U Poasonovom procesu verovatno¢a promene u intervalu (t,t + h) nezavisina je od
N(t)

Pretpostavicemo da je za N(t) = n verovatnoca nove promene u n + 1 u intervalu (¢, t + h)
jednaka A,,h + o(h), a verovatnoca da Ce se desiti viSe od jedne promene o(h).
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Tada,
P, (t+ h) =PB,(t)(1 —Ah) + P_1(t)A,,_1h + o(h)
Py(t + h) = Py(t)(1 — Aoh) + o(h)
= Pri(t) = _Anpn(t) + )ln—lpn—l(t)-

Py(t) = —2oB (0. (2.2.4)

Jednacine mogu biti resene rekurzivno sa Py (t) = P,(0)e %ot
Neka je pocetni uslov B, (0) = 1.
Dobijene jednacine su:
Py(t) = =2 By(6) + Ap_1Pp_1(2), n=mng

Prio ) = _Anopno ®).

Proces radanja i umiranja
Ako su n prelazi u intervalu od (0, t), mozemo posmatrati da se proces nalazi u stanju E,,.
Promene u procesu :

En—=Eny1 2 Enya =

Proces radanja i umiranja razmatra prelaze E, — E,_; isto kao i E,, = E,,, ako je n > 1.
Ako je n = 0 samo je E, — E; dozvoljeno.

Za Ay A, A4 A; Aisq
@090 SRS CeCe
U \ V), \! Y/ \! Y/

\Illj 173 3 25 Hivy Hisz

Slika 8. Proces radanja i umiranja
Pretpostavke:
AKo je proces u trenutku t u stanju E,,, tada u intervalu (t, ¢t + h):

e Prelaziz E,, —» E,,, ima verovatno¢u A,h + o(h)
e Prelaziz E,, —» E,_, ima verovatnoc¢u u,h + o(h)
e Verovatnoca da ¢e se desiti vise od jedne promene je o(h).

Pn(t + h) = Pn(t)(l - Anh - /vlnh) + Pn—l(t)(ln—lh) + Pn+1(t)(ﬂn+1h) + O(h)
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Pa je vreme razvoja verovatnoce
= Py(t) = —(An + ) Bu() + An_1Poq (8) + pinga Py (). (2.2.5)
Zan=0
Po(t +h) = Po(t)(1 — Agh) + Py (t)ush + o(h)
= Py(t) = —AoPo(t) + p1 P1 (D). (2.2.6)

e Akojel, = 0tada je E, = E; nemoguce i E, je apsorbujuce stanje;
e Akoje A, = 0tadaje Py(t) = uyP,(t) = 0istoga P,(t) monotono raste.

Napomena: lim;_,, Py(t) = Py(o0) = verovatnota da je stanje apsorbujuce.
Primer: Sistem sa jednim serverom

» Konstantna stopa dolaska A (Poasonovi dolasci)
» Stopa zaustavljanja usluga u (eksponencijalna raspodela)
» Stanje sistema (0- kada je sistem slobodan, 1- kada je sistem zauzet)

Po(t) = —APy(t) + u Py (1)
P{(t) = APy (t) — uPy(t).

S obzirom da je: Py(t) + P,(t) =1, Py(t) + (A + u)Py(t) = p.

-+ — H ) - @+t
Po(t) = 7+ (Po(0) = 1) e=Ghom,
A Yl
= — — —-(A+pt
PO = 7=+ (PO - 5)e .
Resenje = Ekvilibrijum distribucija + Odstupanje od distribucija sa opadaju¢om

eksponencijalnom raspodelom

Poasonov proces

Pretpostavke:

Verovatnoca radanja po jedinici vremena je konstanta A.
Pocetna velicina populacije je 0.
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i a y y) p! y)
OA0ACARACACHS
Slika 9. Proces radanja
Sva stanja su prelazna.

Dalje imamo jednacine

P/(t) = —AP;(t) + AP,_1(t) i>0;
Po(t) = —AP,y(2).

Iz ove dve jednacine sledi da je
PO (t) = e_)lt.
Dalje je

d - t ’ I gt
a[e’”ﬂ-(t)] = AP,y (t)e™ = P;(t) = e MA[ P_y(te* dt’;

‘
P(t) =e M Af e~ M g2t qt' = =2 (1),
0

Rekurzivno: P, = 42 g =4t

i!

Broj rodenja u intervalu (0, t) ~ P(At).

Cist proces umiranja
Znamo da :

e Svaki pojedinac ima istu stopu umiranja
e Pocetna veli¢ina populacije je n

(n—1)p np

Slika 10. Proces umiranja

Samo stanje 0 je apsorbujuce, dok su ostala stanja prelazna.
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Sada imamo jednacine:
Pa(t) = —nuB,(t) ;

P/(t) = (i + DuPy1(t) —ipPi(t) i=0,12,..n—1.
1z ¢ega sledi da je
P,(t) = e ™K,

Llettp,(5)] = (i + DPy1 (et = Pi(t) = (i + De ey [ Py (t)e e dt',

P,_1(t) = ne~(-Drty fote_”“t'e(”_l)“t’dt’ = ne~(M~DHE(] — g=HE),
Rekurzivno:
Pi(e) = () (e7)i(1 — emHeynt.

Binomna distribucija: Verovatno¢a opstanka u trenutku t je e "#* nezavisno od drugih.

Veza sa lancima Markova

Rekli smo da se sa 4, definiSe kao intenzitet sa kojim se radanja dogadaju kada je veli¢ina
populacije n, a sa u, intenzitet kojim se deSavaju umiranja kada je populacija veli¢ine n.
Ovako posmatrani intenziteti radanja i umiranja su nezavisni od vremena i zavise samo od
stanja n, pa dalje ovako opisan proces radanja i umiranja predstavlja homogeni slu¢ajni proces
Markova sa kontinuiranim vremenom.

Prema onome $to smo do sada videli u ponasanju procesa radanja i umiranja imamo sledece
elemente matrice Q:

qnn+1 = An 0dNOSNO G 1 = iy

I kako proces moze da prede iz stanja n samo U susedna stanja, tj. g, ; = 0 za |n —j| > 1, ili
da ostane u tom istom stanju, to je:

nn = —(An + Uy).

Posto je ovde rec¢ o teoriji redova, moze se govoriti 0 dolasku i odlasku jedinica u sistem
opsluzivanja umesto o radanju i umiranju clanova predstavljene populacije. To znaci da bi
dolazak jedinice u sistem opsluzivanja odgovarao radanju, a odlazak jedinice iz sistema
umiranju unutar populacije. Drugim re¢ima A,, predstavlja intenzitet sa kojim jedinice dolaze
u sistem opsluzivanja ako se u njemu nalazi n jedinica, tj. u, predstavlja intenzitet sa kojim
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jedinice napustaju sistem opsluzivanja ako se u njemu nalazi n jedinica. Matrica intenziteta
prelaska je oblika:

[—Ao Ao 0 0 0 0
i —(A+ p) A 0 0 0
0 Uz —(La+ 1) A 0 0
0= : : :
0 0 0 0 Hn—1 _(An—l + .un—l) /1n—1
L 0 0 0 0 0 Un —tnd

Matricu Q je ovako formirana uz pretpostavku da je maksimalan broj jedinica koje mogu u
jednom trenutku da budu u sistemu opsluzivanja n.

Iz osobine procesa Markova sledi da su procesi dolaska jedinice u sistem(radanje) i odlazak
jedinice iz sistema(umiranje) medusobno nezavisni.

Na osnovu svega §to je navedeno mozemo definisati verovatnoée prelaska sistema n u
susedna stanja:

P[tactno 1 dolazak u (t,t + At)|n jedinica u sistemu] = A,At + o(At);

P[tatno 1 odlazak u (t,t + At)|n jedinica u sistemu] = u,At + o(At);
P[tacno 0 dolazaka u (t,t + At)|n jedinica u sistemu] = 1 — 1,At + o(At);
P[tacno 0 odlazaka u (t,t + At)|n jedinica u sistemu] = 1 — u, At + o(At).

Informacije koje imamo u matrici prelaska Q mogu se prikazati i preko grafa promene stanja
sistema kao u slucaju na slici ispod.

Ag Ay Ay Ai_y Ai Aizq
OCOCOC -COOR0s
J &J@(\) el
[T 12} H3 K iz His2

Slika 11: Prelasci stanja iz matrice Q u prikazu preko grafa

Sistem diferencijalnih jednacina koji opisuje promenu stanja sistema u vremenu dobija se
dp(t)
dt
trenutku t) i dobijamo slede¢i oblik:

dpo(t)
dt

zamenom matrice Q u izraz = p(t) * Q (pri Cemu je p(t) vektor verovatnoca stanja u

= —Aopo(t) + p1p1 (1);
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dp;(t)
dt

= Ai—1Pi-1(t) — (A + p)pi () + pis1Pi+1 (L) i=1,..,n—-1;

dpn(t

L1 = Ape1Pna(t) + (D).

Za reSavanje navedenih diferencijalnih jednacina potrebno je definisati pocetne uslove oblika
p;(0),i = 0,1, ...n koji treba da ispunjavaju uslov :7-,p; = 1.

2.3. Sistemi masovnog opsluzivanja M/M/1

M/M/1 je najjednostavniji model redova ¢ekanja koji se koristi u praksi. M/M/1 je dobra
aproksimacija za veliki broj ¢ekanja. M/M/1 sistemi ¢ekanja pretpostavljaju Poasonov proces
prijema. Ova pretpostavka je vrlo dobra aproksimacija za proces dolaska u stvarnim
sistemima koji ispunjavaju sledeca pravila:

e Broj klijenata u sistemu je veoma veliki

e Uticaj jednog klijenta na performanse sistema je vrlo mali, odnosno jedan pojedinac
tro$i veoma mali procenat sistemskih resursa

e Svi klijenti su nezavisni, tj. njihove odluke o koris¢enju sistema su nezavisne od
drugih Kklijenata.

Primer 1.

Automobili na autoputu

Ove pretpostavke su prilicno opste, pa se odnose na veliki broj sistema. Na primer, automobili
koji ulaze na autoput mogli bi prethodne pretpostavke da prate na sledeé¢i nacin:

1. Ukupan broj automobila koji voze na autoputu je veoma veliki;

2. Jedan automobil koristi veoma mali procenat resursa autoputa;

3. Odluku o ulasku na autoput samostalno vrsi svaki voza¢ automobila.

Gornje napomene podrazumevaju da ¢e Poasonov proces biti dobar za aproksimaciju
dolazaka automobila na autoput.
Ako bilo koji od tri uslova nije ispunjen, ne moze se pretpostaviti Poasonov proces.

Pretpostavlja se da su dolasci u skladu sa Poasonovom raspodelom sa stopom A. To znaci da
¢e broj klijenata koji dolazi u intervalu (0, t] ima Poasonovu raspodelu [7]:

@

PIN®) =)= oM j=012,.

Iz Cega sledi da ¢e vremena dolazaka klijenata imati eksponencijalnu raspodelu sa gustinom
raspodele
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a(x) = le ™ x> 0;
Pretpostavicemo da i vreme opsluzivanja ima eksponencijalnu raspodelu
b(x) = ue # x>0 .

Iz pretpostavki koje imamo znamo da je

. .. 1 1
E (vremenski intervali izmedu dolazaka) = = = ———;
A stopa dolaska

.. v . 1 1
E(vremenski interval opsluzivanja) = - = —.
u stopa opsluzivanja

U teoriji redova odnos brzine dolazaka i brzine opsluzivanja predstavlja koeficijent

iskoriS¢enosti kanala za opsluzivanje.

2
p=5

p je deo vremena kada se vrsi opsluzivanje, odnosno predstavlja koeficijent iskori§¢enosti
kanala za opsluzivanje. Kada posmatramo p < 1 na modelu raskrsnice to bi znadilo da je
stopa dolazaka manja od stope izlazaka da bi se saobracaj odvijao glatko, p = 1 znaci da je

stopa dolazaka vecéa od stope izlazaka pa bi red ¢ekanja bio beskonacan i sistem ne bi bio
stabilan. Sto zna¢i da bi sistem bio stabilan neophodan i dovoljan uslov je p < 1.

p je deo vremena na kome server radi.
Prvo ¢emo posmatrati vremenski zavisno ponasanje ovog sistema, a potom ponaSanje sa

ograni¢enjem [6].

2.3.1. VremensKki zavisno ponasanje

Eksponencijalna distribucija vrlo jednostavno opisuje stanje ovog sistema u vremenu t,
odnosno broj klijenata u sistemu(tj. klijenti koji ¢ekaju u redu i onaj koji se sluzi). Ne moramo
znati ni kada je poslednji Kklijent stigao, niti se mora registrovati kada je poslednji Kklijent
stupio na uslugu.

Neka je sa PB,(t) oznafena verovatnoc¢a u trenutku t ima n klijenata u sistemu n = 0,1 ...
Prema pretpostavci eksponencijalne raspodele za At — 0 imamo

Py(t + At) = (1 — AAE)P,y () + uALP, (t) + a(AL),

P,(t + At) = AAtP,_1(t) + (1 — (A + AP, (t) + uAtP, .1 (t) + o (At),
n=12.. (2.3.1.1)

Odatle kada pustimo At — 0 dobijamo skup diferencijalnih jednac¢ina za verovatnoc¢u B, (t).
Py (t) = — APy (t) + uPyi (D),

B, = AP,_1(t) — (A + w)B,(t) + uP 41 (t) n=12.. (2.3.1.2)
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Ove diferencijalne jednacine su teske za reSavanje, reSavaju se pomocu generisanja funkcija
Laplasovim transformacijama. Dakle, mozemo videti i da ovaj jednostavniji primer dovodi do
teskog izraCunavanja izraza za vremenski zavisno ponasanje od svojih stanja verovatnoca, a
uopsStavanjem mozemo samo dodatno zakomplikovati izracunavanje. Zbog toga ¢emo se
fokusirati na ogranicavajuce ili ravnotezno stanje ovog sistema.

2.3.2 Ograniceno ponaSanje

Moze se pokazati kada t — oo, B, = 0i B,(t) = B,., tj. lim;_, B,(t) = pp. 12 (2.3.1.2) sledi
da ogranic¢avajuca verovatnoc¢a P, zadovoljava jednacine:

0 =—Apy + up; (2.3.2.2)
0=App_1— A+wWpn + Ubns1, n=12.. (2.3.2.3)

Znamo da verovatnoca p,, zadovoljava

Ym=oPn = 1. (2.3.2.4)

Sto se zove normalizacija jednadine. Takode se mogu izvesti iz jednacine (2.3.2.2) i (2.3.2.3)
dijagram toka $to se moze videti na slici 8.

Slika 12. Dijagram toka za M/M/1 model

Strelice ukazuju na moguce prelaze. Stope po kojima dolazi do prelaska su A koja pokazuje da
¢e do¢i do prelaska iz stanja n u stanje n + 1(dolazak klijenta) i u za prelazak iz stanja n u
n—1.

Ravnotezne jednadine (2.3.2.2) i (2.3.2.3) moZemo ra¢unati izjednacavanjem stopa izlaZenja
iz stanja n i stopa ulaZenja u stanje n. Za ovaj jednostavniji model postoji vis§e mogucnosti za
reSavanje. Mi ¢emo u nastavku razmotriti nekoliko.

Direktni metod

Jednacine (2.3.2.3) su jednacine drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Njihovo opste
reSenje je oblika

Pn = C1X1 + Cox7, n=0,12,.. (2.3.2.5)
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gde su x; i x, koreni kvadratne jednacine

A=A+ px + ux? =0.

v . 2 . v e . :
Jednacina ima dve nule, odnosno x = 1ix = L= P Tada sva reSenja jednacine imaju oblik

Pn =C1 +Cp" n=0,12,.. (2.3.2.6)

Jednacina (2.3.2.4.), navodeéi da je zbir svih verovatnoca jednak 1, direktno podrazumeva da
je c; mora biti jednako sa 0. Cinjenica da c; mora biti jednako sa 0 takode sledi iz takode
sledi iz (2.3.2.2) zamenom reSenja iz (2.3.2.5) u (2.3.2.2).

Koeficijent ¢, konac¢no sledi iz jednadine normalizacije (2.3.2.4), tj. ¢, =1 —p. Dalje
mozemo zakljuciti da je

pn=(1-p)p™

Ocigledno ravnoteza verovatnoca zavisi od A i u i njihovog odnosa p.

Rekurzija
Mozemo koristiti (2.3.2.2) da izrazimo p, i p, $to daje
b1 = P Po-
Zamenom ove veze U (2.3.2.3) zan = 1 dobi¢emo
P2 = p* o,

Zamenjivanjem navedenih relacija u (2.3.2.3) za n = 2 posmatramo p5 i tako dalje. Otuda i
mi moZemo rekurzivno izraziti sve verovatnoce preko p, i dobijamo

Pn = P" Po.

Verovatnoca p, kona¢no sledi iz normalizovane jednacine (2.3.2.4).

Globalni princip ravnoteze

Globalni princip ravnoteze navodi da je za svaki skup stanja A, protok iz skupa A jednak je
protoku u skup A. Ako primenimo globalni princip ravnoteze na skup A = {0,1,2,...,n — 1}
dobijamo jednostavnu relaciju

ADp—1 = Upn n=12,..
Ponovljenom primenom ovog odnosa dobijamo
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Pn=pP"Py n=12,..

Nakon normalizacije sledi resenje

pn=(1-p)p™

Kada Zelimo da opiSemo efikasnost sistema posmatramo vise parametara. Neki od najces¢ih
posto su u pitanju redovi ¢ekanja su ocekivani broj klijenata u sistemu (L) i o¢ekivani broj
klijenata u redu (Lq). Ako posmatramo da je N broj klijenata i koriste¢i jednacinu

Pn = (1 — p)p™ dobijamo.

L=EWN)=XZip;i =220 A—-p)p' = A —p)pXZ,ip™" =
=(1- o i) = (1= 1)
=1 -pp(Ziep') =@ —=p)p (1_p) -

Ako zamenimo jednacinu p = % imamo da je L = ﬁ

Za ocekivani broj klijenata posmatramo mogucénost da je sistem slobodan ili da je zauzet. U
koliko je sistem slobodan tada u redu ima N klijenata, a kada je zauzet u redu je N-1.

Dalje je onda ocekivani broj klijenata u redu u M/M/1 sistemu

Ly=0"(po+p1) + X221 ipis1 = 22 i1 —p)p*t = (A —p)p? Xip™t = (1 -
20y Y — 1 a2 (L) — P>

PIP*(Topt) =@ —p)p (1_p) ==.

Odnosno

/12
L, = .
T pu-1

2.3.3. Vreme c¢ekanja Kklijenta

Sa stanovista klijenta vreme ¢ekanja provedeno u redu i sistemu su dve bitne karakteristike.
Kada je sistem u ravnotezi, neka su T, i T koli¢ina vremena koju klijent provodi u redu i
koli¢ina vremena koju provodi u sistemu. Pretpostavimo da sistem funkcionise po principu
“prvi stigao-prvi usluzen”(FCFS-first come-first served). Napomenucemo, Server je zauzet
dok su klijenti u sistemu. Kada se server pokrene on radi do kraja, a broj klijenata u sistemu
ne zavisi od broja klijenata u redu, dok je vreme ¢ekanja u serveru Kriti¢ni faktor.
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Po disciplini FCFS, vreme ¢ekanja na uslugu T klijenata koji su dosli, je vreme koje je
potrebno da se usluzi klijent koji je ve¢ u sistemu. Ukupno vreme u sistemu (T) je
T, + vreme usluge. Kada postoji n klijenata u sistemu, poSto vreme usluge ima

eksponencijalnu raspodelu sa parametrom u, ukupno vreme usluge za n klijenata ima
Erlangovu gustinu verovatnoce

-1

— ,—uxH X"
fn(x) e -1

Neka je F,(t) = P(T,; < t) raspodela za vreme ¢ekanja T,. Jasno
F,(0)= P(T,=0)=1-p.

Zbog svojstva memorije eksponencijalne raspodele, preostalo vreme servisiranja klijenta
takode ima eksponencijalnu raspodelu sa istim parametrom . PiSemo

dF,(t) =P(t<T, <t+dt)zat = 0imamo

-1 nnl

_ urt
dF,(t) = an =D dt = (1 - p)Zpe”t _1)!dt.

Kada ovu jednacinu pojednostavimo, dobijamo
=A(1 — p) e #(=P)tqt,
Zbog prekida raspodele u nuli T,,dobijamo
t (1
F,(t) = P(T; = 0) + [, dF;(t)dt = 1 — pe#(=P)t,
Gde smo kombinovali rezultate iz prethodnih jednacina.

Neka je E (Tq) =W, 1 E(T) =W. Iz prethodne jednacine mozemo izvesti

—_ /’l .
u(l p)  u(u-a

w, = 5(r,) =

% _pP2—p)
( ) u2(1-p)?’
Podsetimo se, da je T vreme provedeno u sistemu i T, vreme usluge.

A 1
pp—=20 u (@-a

Porede¢i jednacine za W i L, dobijamo vezu

W = E[T] =

L=AW.
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Sli¢no, poredenjem jednacina za W, i L, dobijamo
Ly, = AW,
Rezultat L = AW je poznat kao Little-ov zakon u literaturi redova.

Ovaj zakon kaZe da je broj klijenata u sistemu jednak prose¢nom broju dolazaka klijenata u
sistem pomnozeno sa prose¢nim vremenom koje je serveru potrebno za opslugu jednog
klijenta. Little-ov zakon se moze primeniti pojedinacno na razliCite delove reda, modele
redova ili sistem.

Period kada je sistem zauzet (Busy Period)

U Zivotu servera mozemo razlikovati ciklus. Ciklus je vreme koje protice izmedu dva
uzastopna dolaska praznog sistema. Ciklus pocinje zauzetim periodom kada server usluzuje
klijenta, nakon ¢ega sledi stanje mirovanja tokom kojeg je sistem prazan. Oni zajedno stvaraju
“zauzeti ciklus”. Budu¢i da se stanje mirovanja zavrSava dolaskom, to predstavlja vreme
izmedu dolazaka, nakon $to poslednji klijent u zauzetom periodu napusti sistem. Sa
eksponencijalnom raspodelom vremena dolazaka, zbog osobine gubljenja prethodnih
podataka, period mirovanja takode ima eksponencijalnu raspodelu.

Postoji nekoliko nac¢ina pomocu kojih se raspodela zauzetog perioda u M/M/1 moze izvesti.
Nijedan nije jednostavan. Mi ¢emo objasniti okviran metod. Jasno je da je srednja vrednost
“perioda zauzetosti” podeljena sa srednjom vrednosti duzine ciklusa jednaka delu vremena
koji server radi, tj.:

E(zauzetog perioda) __ E(zauzetog perioda)

E(zauzetog perioda)+E(vremena mirovanja) - E(zauzetog perioda)+1/2 -
Pa sledi da je

E(zauzetog perioda) = 111—';.
Gledajuéi u osnovi Markovljev proces, zauzet period je trajanje od pocetka stanja 1 i traje
neprestano dalje do stanja 0.(Posto pocinje zauzet period sa dolaskom, to je koliko je vremena
potrebno za povratak u stanje 0.) Razmatrajuci prelaske Markovljevog procesa, prelazak u
zauzeti period se moze dovesti pretvaranjem stanja 0 u apsorpciono stanje i svih drugih stanja

u nesvodljive.

Primer 2.

Na salteru u banci Poasonovom raspodelom stize 10 klijenata u roku od sat vremena. Srednje
vreme usluge po eksponencijalnoj raspodeli iznosi 4 minuta po jednom klijentu. Sledi da je

p=—7= 15 klijenata na sat  (intenzitet usluge).
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10
p = 5= 0.0667 faktor iskoriséenja.

1) Verovatnoca da u sistemu nema Klijenata, da ima jedan klijent, dva, dva ili manje , tri
ili vise
P(da nema klijenata) = 1 — p = 0.33333;
P(1 klijent u sistemu) = (1 — p)p = 0.2222;
P(2 klijenta u sistemu) = (1 — p)p? = 0.1481;
P(2 ili manje u sistemu) = P(0) + P(1) + P(2) = 0.7037;
P(3ili vise u sistemu ) = 1 — P(2 ili manje u sistemu) = 0.2963.

2) Prosecan broj klijenata u sistemu
L= 1L = 2 osobe.

3) Prosecan broj klijenata koji ¢ekaju u redu
L, =L —p = 1333 osobe.

4) Prosecno vreme koje klijent provede u sistemu

W = = 0.2 osobe na sat.

u—A
5) Prose¢no vreme koje klijent provede ¢ekajuéi u redu
W, = pW = 0.1333 osobe na sat.

Primer 3.[7]

Aerodrom ima jednu pistu. Pretpostavimo da je polazak aviona 12 na sat. Procenjuje se da
svako sletanje traje 4 minuta. Pod pretpostavkom Poasonovog procesa za dolaske i
eksponencijalne raspodele vremena sletanja koristicemo model M/M/1 da bi modelirali
slede¢e mere:

1) Koriscenje piste. Stopa dolaska = 12 na sat (4);
Stopa usluge = 60/4/sat = 15 na sat (u);

v 1 A 4
Iskori§¢enost = p = i

2) Ocekivani broj aviona koji ¢ekaju da slete:
Ly=2— =0 _3;
4 1-p~ o2 =TT
3) Ocekivano vreme ¢ekanja

A 12 4 ,
E(Wq) = D~ Tas Zsat = 16min.
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4) Verovatnoca da ¢e ¢ekanje biti duze od Sminuta? Od 10minuta? Da se ne ¢eka?

P(da se ne ¢eka) =P(T,=0)=1—p =0.2;
P(T, > t) = pe#(1=P)t;

15(1—3)5 15

P(T, > 5min) = %e_ 60 = ge_ﬁ = 0.6230;

4 _30
P(T, > 10 min) = se 60 = 04852,

2.4. Sistemi masovnog opsluzivanja M/M/1/N

U stvarnim slucajevima, redovi nikada ne postanu beskonacni, ali su ograni¢eni zbog
prostora, vremena ili servisnog sistema. Takav model ¢ekanja spada u kategoriju konaénih
redova.

Primeri:
e Parking za vozila u supermarketu je ogranic¢en na prostor parking zona;
e OgraniCeni prostor za sedenje u restoranu.

Modeli konacnih redova ograni¢avaju broj klijenata dozvoljenih u servisnom sistemu. To
znaci da ako N predstavlja maksimalan broj klijenata dozvoljenih u servisnom sistemu, onda

¢e (N + 1)-i klijent koji je dosao oti¢i bez uc¢escéa u servisnom sistemu ili trazenju usluge [14].

Verovatnocéa da nema klijenata u sistemu M/M/1/N

Servisni sistem moze primiti isklju¢ivo N klijenata, a (N+1)-i klijent se nece pridruZiti redu.
Znamo da je verovatnoca da imamo jednog klijenta u sistemu

A

P1:;'Po-

Sli¢no, verovatnoc¢a da ima N klijenata u sistemu je

R
Pn = (;) " Po-
Kako se radi o kona¢nom redu znamo da ¢e zbir verovatnoc¢a do N-tog Klijenta biti 1, tj.
Mopi=1.
A i
izo (;) "Po = 1.
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Pa sledi da je

1
Po=——_73

o ()

i
gde je XN, (%) predstavlja kona¢nu geometrijsku progresiju.

dalje je po =

1-pN = 1 pN’
1-p

Verovatnocéa da ima N klijenata u sistemu M/M/1/N

Zbog ograni¢enja dozvoljenog broja klijenata u sistemu, za servisni sistem je bitno da se
sazna ocekivani broj klijenata koji su izgubljeni. Ovo se moze otkriti odredivanjem
verovatnoce klijenata koji se nisu pridruzili sistemu.

U modelu M/M/1/N koeficijent iskoris¢enja p moze da premasi celinu, takode N moze da
bude maksimalan broj klijenata koji ¢ekaju u redu.

U redovima M/M/1/N Kklijenti stizu u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom A, a budu
usluzeni u skladu sa eksponencijalnom raspodelom sa stopom 1/ u od strane jednog servera.
Razlika od reda M/M/1 je §to u sistemu moze biti primljeno najvise N klijenata. Klijent koji
dolazi i zatekne pun sistem, odlazi. Za analizu modela M/M/1 koristimo proces radanja i
umiranja i biramo parametar tako da se Poasonovi dolasci zaustave kada ima N klijenata u
sistemu. Parametri eksponencijalne usluge su nepromenjeni. Tada je

/1—{1’ n<N.
o, n=N’

Up=u n=12,...N.
Dalje mozemo zapisati jednacine balansa toka:
Apo = upy;

Ap1 = ups;

AP = UPit1 [ <N,
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Pi = P'Do p=

Sistem je ergodi¢an pa imamo Y, p; = 1.

Dalje kada zamenimo p; = p'p, dobijamo

o p'py = 1.
Pa je
Po=—=v——-
’ o P
Podsetimo se da je

N
Z'Di _ 1_pN+1
i=0 1_p

Mozemo dalje pisati:

__1-p
pO - 1_pN+1'

I onda mozemo dobiti vrednost za p;

p; = pt - —=2 i <N+1.

1_pN+1

Srednji broj klijenata u sistemu, Lg, moze se odrediti koristec¢i verovatno¢u da ima kona¢no N
klijenata u sistemu.

Mz

Pi =Po" Zl-p"=

i=0 i=0

NELAW (Z%“’ ))
() (5(52)

B 1—(N+1)p" + NpNt?
= < a-p)(1—p"D) )’””"

Znamo da za konacan red verovatnoc¢a da Ce biti 1 klijenata (i>0) mozemo pisati kao

P(i>0)=1-p,.
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Dalje je broj klijenata u redu dat slede¢om formulom
Lq =Ls—(1— Po)-

AKo py predstavlja verovatnocu za klijente koji se nece pridruziti sistemu. Onda Apy
predstavlja srednju potrosnju koja je izgubljena zbog kona¢nog reda. Dakle efektivna brzina
dolaska A, u ovim redovima se predstavlja kao

Ae = A — Apy;
Ae = A(1 —pp).

Koriste¢i efektivnu stopu i Little-ov zakon mogu se utvrditi i druge mere u redu M/M/1/N
koje ¢emo u nastavku navesti.

Prosecno vreme ¢ekanja u sistemu, W

Prose¢no vreme ¢ekanja u redu , W,

Primer.

Stopa dolazaka automobila na parking manjeg trznog centara je 20 automobila na sat. Stopa
odlazaka je 18 automobila na sat. Kapacitet parking zone je ogranic¢en na 6 automobila. Stopa
dolazaka i odlazaka su u skladu sa Poasonovom distribucijom. Odrediti koji red je u pitanju i
sve mere reda.

Sledi da je
Stopa dolazaka 1=20 aut%obila
Stopa odlazaka §= 1g tomobila

h

Koeficijent iskoriS¢enja p = % = % = 1.11.

Kapacitet parkinga N = 6 automobila.

_( 1-p . AN
Pn=6 = 1——pN+1 p

( 1-1.11 ) P
= | —77mm p
1-(1.11)7

= (0.1019) - 1.88
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= 0.1917.

. (1 —(N+1Dp" + NpN+1>
ST (1—p)(1 —pN+1)

1-7p°+6-1.117
=1.11-
(1-111)(1 - 1.117)

= 1.11-3.075 = 3.41 automobila.
Ae = A(1 —py) = 20(1 — 0.19170) = 16.166.
Lqg=Ls— (1 —po)-
1-1.11

=_1r _ = 0.1019.

bo = 1-pN+1 ~ 1-(1.11)7

Ly =1Ls— (1-py) =341-(1-0.1019) =
2.512 automobila.

2.512 1
_— + J—

= 0.2109 sati.
16.166 18

L 1
W,==2+4+=-=
$ Ae u

W, = W, — - = 0.2109 — — = 0.1553 sati.
u 18
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2.5. Sistemi masovnog opsluzivanja M/M/C

M/M/C je red koji se sastoji od c identi¢nih servera. To je model koji se najviSe koristi u
analizi servisa stanica sa viSe servera kao §to su banke, $alteri, kase u prodavnicama, prijave
na aerodromu i sli¢no. Pretpostavlja da dolazak klijenata prati Poasonov proces sa stopom
A, = A za svako n, da vreme servisiranja ima eksponencijalnu raspodelu, da se usluga vrsi po
principu FIFO. Svaki od c¢ servera vrsi uslugu nezavisno i isto sa eksponencijalnom stopom p.
Kada je broj klijenata ve¢i ili jednak sa ¢, onda su svi serveri zauzeti i efektivna stopa usluge
je cu. Ako je broj klijenata manji od c, onda je samo n od ¢ servera zauzeto i efektivna stopa
usluge je nu.

» =2

Slika 13. Model M/M/C sa 2 servera,odnosno kada je c=2 [14]

Takode pretpostavljamo da klijenti koji dolaze Cine jedan red, a onaj na Celu linije ¢ekanja
stupa na uslugu kada je server slobodan. Nijedan server nije u stanju mirovanja sve dok
postoje Klijenti za serviranje. Stanje sistema je potpuno odlikovano brojem klijenata u
sistemu. Neka p,, oznacava ravnotezu verovatnoca kada je n klijenata u sistemu. Sli¢no kao za
M/M/1 mozemo izvesti formule za ravnotezne verovatnocée p,,.

y) a A 4 A a_
09000 S OO NS 0S.;
u 2p cu cu cu cu

Slika 14. Dijagram prelaza stanja za model M/M/C

Umesto izjednacavanja toka iz i u jedno stanje n, dobijamo slicne formule izjedna¢avanjem
toka iz i u skup stanja {0,1,2, ...n — 1}. Ovo rezultira izjednacavanjem toka stanja iz i u stanje
izmedu dva susedna stanja n-1 i n i daje

Apn—1 = min(n, )up, n=1,2,...
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Rekurzivni postupak koji smo koristili u modelu M/M/1, obezbeduje sledece resenje kada
koristimo u modelu M/M/C:

nup, = App_1 n=12..,c
CUDPy = App_1 n=c+1c+2,..
Zbog toga,

1 /"

pn=;(;) Do 0<n<c
! Y

=|— =0,1,2, ...

Pc+n (c,u) Pc n

/1 n—c
=|— = 1, ...
Pn (cu) Pc n=cc+1,

Ako piSemo da je p = i da pojednostavimo, dobi¢emo
1
Pn = —(cP)"po 0<n<g;
1 _
== (eP) P po csn<oo

Koriste¢i uslov Y.o_, p, = 1 dobijamo

; -1
_ c—1 (cp)? (cp)°© .
Po = [Zi:o a b c1-pl

DPn = (C:;!)npo 0<n<c;
pn=CCC’:np0 c<n< oo,
Pod uslovom da je ﬁ =p<l1.
Sledi da smo indukcijom dobili
_ ()"

Dn my po n=0,..,c—1

(cp)¢
Dein = PDc = pnTPO n=012..
Verovatnoc¢a p,, sledi iz normalnosti, daju¢i

po = (bl 4 . L)

n=0 ¢ 1-p
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Vazna karakteristika je verovatno¢a da posao mora da ¢eka. Oznaci¢emo ovu verovatnocu sa
[1,,. Obi¢no se naziva verovatnoca kasnjenja.

[y =pc+Pet1+ Doy + 0 =

c n c\71
_ Pe _ (P, <(1 —p) 2;;})ﬂ + m) : (2.5.1)

1-p c! n! c!

Prosec¢na duZina reda i srednje vreme ¢ekanja

Iz ravnotezne verovatnoce direktno dobijamo za prose¢nu duzinu ¢ekanja

p
E(Lg) = ) Mpewn =7 ) n(l=p)p" =
n=0

n=0

(2.5.2)
Pa dalje iz Little-ovog zakona

(2.5.3)
Do formula E(L,) | E(W) se takode moze doci koriste¢i tehnike srednje vrednosti. Ako je
neki server slobodan prilikom dolaska klijenta, vreme Cekanja je nula. Ako su svi serveri
zauzeti i postoji nula ili vise klijenata koji ¢ekaju, onda novi dolazni klijenti moraju prvo da

sacekaju do prvog odlaska i da sacekaju da se usluze klijenti koji su dosli pre njih.
Vreme izmedu dva doslaska je minimum od c eksponencijalnih servisnih vremena sa

. 1. . .- - 1
sredinom o to je eksponencijalno sa sredinom "

Dalje imamo
1 1
E(W) =1, ot E(Ly) p”

Zajedno sa Little-ovim zakonom opet dobijamo formule (2.5.2) i (2.5.3).
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Sledeca tabela nam prikazuje verovatnoce ¢ekanja i1 srednje vreme ¢ekanja u redu M/M/C sa
sredinom vremena usluzivanja 1 za p = 0,9.

C 1, E(W)
1 0.90 9.00
2 0.85 4.26
5 0.76 153
10 0.67 0.67
20 0.55 0.28

Tabla 2.5.1: Karakreristike izvrsenja modela M/M/C zapy = 1ip = 0.9 [6]

Vidimo da se verovatno¢a odlaganja polako smanjuje kada se ¢ povecava. Srednje vreme
¢ekanja ipak se brzo smanjuje(malo brze od 1/c). Sistem se moze posmatrati i na drugi nacin.
Mozemo da umesto posmatranja stope zauzetosti masine posmatramo srednju vrednost
masina koje miruju. To ¢emo nazvati visak kapaciteta. Sledeca tabela prikazuje srednje
vreme Cekanja i srednji broj klijenata u sistemu za fiksni viSak kapaciteta(umesto za fiksnu
stopu zanimanja kao u prethodnoj tabeli) i ¢ varira od 1 do 20.

p EW) E(L)
1 0.9 9.00 9
2 0.95 9.26 19
5 0.98 9.50 51
10 0.99 9.64 105
20 0.995 9.74 214

Tabla 2.5.2: Karakteristike izvrsenja modela M/M/C za u = 11 fiksni visak kapaciteta za 0.1
server. [6]

Iako se prosecan broj klijenata u sistemu naglo povecava, srednja vrednost vremena ¢ekanja
ostaje skoro konstantna.

Mere u sistemu opsluzivanja M/M/C

Prvo ¢emo odrediti broj klijenata u redu,L,. U sistemu nece biti reda formiranog dok broj
klijenata nije manji ili jednak broju servera. Klijent ¢e u¢i u red ako po dolasku u sistem
pronade sve servere zauzete. Broj klijenata u redu je n — ¢, pa je

Lq = Z?lo=c(n - C)pn-
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Da definiSemo L, zameni¢emo j = n — c ilin = ¢ + j u gornju jednacinu i dobi¢emo

Ly =2jl0Pcxj-

Dalje je
Grata) G
Pc+j = 2 el \cu Po
(p)° ;
2= p/po
Sada je
o J(p)°
Lq :Z clcl P’Po
=0
(P P\ !
B (c'c)pozj(z)
j=0

Sto mozemo pisati i kao

pc+1
\ () /=<(C—1>!<c—p>2>'p°'

Vreme Cekanja klijenata u sistemu ¢emo dobiti kada na W, dodamo vreme usluzivanja.

W=W,+-.
u
Broj klijenata koji ¢ekaju u sistemu je

L=2W =W, +2
u
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Primer.

Mozemo posmatrati kabine u butiku. Posmatracemo slucaj da postoji dve kabine u butiku.
Pretpostavicemo da je stopa dolazaka klijenata 10 na sat. Da se klijenti u proseku zadrze oko
10 minuta u butiku dok isprobaju viSe stvari da vide $ta im najviSe odgovara. Proces dolazaka
i usluga ima eksponencijalnu rasporedu.

Posmatra¢emo koja je verovatnoc¢a da su obe kabine slobodne, koja je verovatnoca da ¢e biti
slobodna kabina ¢im ude novi klijent, koja je verovatnoca da klijent nece zate¢i red kada
stigne u butik.

Red koji posmatramo je M/M/2.

e Verovatnoca da su obe kabine slobodne (to je jednako verovatno¢i da nema nijednog
klijenta u butiku)

i c -1 2 -1
P, = [Zf;&%+%- (1—%)] = <1+p+2(f—_£)) .
Akojec=2,1=10nasat u = 6nasat ’
p===1666;
Pa je dalje
Py = 0.09.
e Verovatnoca da ¢e klijent moc¢i da koristi kabinu odmah po dolasku

P(klijent ¢e moci da koristi kabinu odmah po dolasku)
= P(da nema klijenata u butiku)
+ P(da ima jedan klijent u butiku)
tj.

P(klijent ¢e moci da koristi kabinu odmah po dolasku) =
:P0+P1 :P0+pPO 2024

e Verovatnoc¢a da nema nikog pri dolasku

P(nema nikog pri dolasku) = Py + P, + P, = Py + pP, + p*P, = 0.368.
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2.6. Sistem masovnog opsluzivanja M/M/C/N

Ovaj model ima ograni¢en kapacitet klijenata koji mogu ¢ekati u redu sa N. Kao i kod primera
sa jednim serverom u praksi se uglavnom javljaju problemi gde ¢ekanje u redu ima ogranicen
kapacitet, a klijenti koji ne mogu da stanu u red se gube. Karakteristike modela redova
¢ekanja M/M/C/IN su :

e Dolasci u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom A;

e Vreme usluge klijenata ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom y;

e Postoji ¢ servera koji usluzuju klijente po redosledu dolazaka i svi ¢ serveri su
nezavisni;

e Klijenti koji ¢e biti usluzeni jesu oni do popunjenja kapaciteta N, jasno je da je N > c.

Primer: Model sa tri servera

M

A B

)- -
;.b; VR

Slika 15. Primer modela M/M/3/N

Kada je u serveru samo jedan klijent odnosno N = 1, tada ¢e samo jedan server biti zauzet i
brzina usluge ¢e biti u.

Kada je N = 2, tada ¢e biti zauzeta dva servera i brzina usluge ¢e biti 2u.

Kada je N = 3, tada Ce biti zauzeta tri servera i brzina usluge ¢e biti 3.

Kada je N = 4, tada Ce biti zauzeta Cetiri servera i brzina usluge ¢e biti 3u.

Znamo da je stopa dolazaka bilo kog klijenta po redu A
idajebrzinauslugenu zan<c
idajebrzinauslugecu zac<n<N.

Rekurzivni postupak koji smo koristili u modelu M/M/1 moZemo i dalje koristiti pa imamo:
n=0  Apy = ups;
n=1  Apy+ups = Apo + 2up; & p1(A+ 1) = Apo + 2up;;
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n=>2 Apy + 2up, = Apy + 3ups © p, (1 + 2p) = Ap; + 3ups;
n=3 Aps + 3ups = Ap; + 4ups © p3(A + 3u) = Ap, + 4ups;

n=¢c Apc + cupe = Ape—1 + (€ + Dupeyr © (A +cu) =
Ape-1 + (¢ + Dppcyy;

n=c+1 Apcys+ (€ + Dupeys = Apc + (¢ + 2)upcys
S pep1(A+ (c+ Dp) = Apc + (¢ + 2)upcs2;

n=N CUPN = APN-1-

Resenje ovih jednacina je:
Apo = up1 =  p1 = (A/W)po;
Ap1 = 2up; =  pr = (4/21)p4;
Apz = 3upz = ps = (1/31)pz;
Apz = 4upy, = py = (4/4W)ps;

APp-1 = NUpp, = pp = (A/M)pp-1 n<c;

A

Apn_1 = Clupp, = pp = (;) Pn-1 N 2C,
A

APn-1 = cUupy = py = (;) Pn-1-

Kada sve jednaéine izrazimo kao funkciju od p, | zamenimo % = p dobi¢emo:
P1 = P Po;

n

Pn = (p_)po nz=c;

clcn—¢

Pn = (#L) Po-

Koriste¢i uslov da je ¥N_, p, = 1 dobijamo

. -1
l

c—-1 pi N o
Po = [ E+2c!ci‘cl

=0 I=c

Zbog konacnosti sume je uvek p, > 0. Sledi da je

n

p .
pn=5p0 , n<c,

n

_ P
Dn _—c!cn—cpo ,c<n<N.
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3. Primena redova ¢cekanja u saobracaju

Teorija redova je matematicka studija ¢ekanja. U teoriji ¢ekanja model je konstruisan
tako da se mogu predvideti duzine i vreme Cekanja. Pitanje Cekanja je predmet naucne
rasprave zato $to ne postoji drustvo koje se ne suocava sa problemom ¢ekanja. Uloga prevoza
u ljudskom Zzivotu je velika. Efikasni transportni sistem igra vaznu ulogu u odrZavanju
dnevnih potreba u Zivotu gradana. On ukljucuje pristup uslugama koje su kljuéne za zivot svih
pojedinaca, kao $to su zaposljavanje, obrazovanje, zdravstvene usluge i slobodno vreme. Na
pojedinanom nivou, smatra se da je transport kljucni faktor za drustvo, jer daje pristup
privrednim aktivnostima, olakSava porodi¢ni zivot i pomaze odrzavanju drustvene mreZze.

U teoriji redova ¢ekanja, obraca se velika paznja na pitanje o tome na koju traku na
putu je najbolje uéi, gde najbolje znaci traka sa minimalnim vremenom provedenim u sistemu.
U mnogim situacijama, kao $to su paralelni redovi sa identi¢énim serverima, najbolja traka za
pridruzivanje je najkraca linija. Medutim, pojavljuju se situacije u kojima bi, kako bi se
minimiziralo vreme ¢ekanja, trebalo pridruziti redovima sa najveé¢im brojem klijenata. Takve
situacije ukljucuju sistem slicnog semafora u kojem putnik Zeli da prede magistralu na bilo
kojoj traci. Sto je duzi red kod bilo kog crvenog svetla, veéa je verovatnoca da ¢e svetla
uskoro postati zelena.

Operativno istraZivanje je naucni pristup za analizu problema i donoSenje najbolje
odluke. U operativnim istraZivanjima, teorija redova je matemati¢ka tehnika koja minimizira
vreme Cekanja odredenog klijenta u sistemu ¢ekanja. Kad god se problem gustine saobracaja
javlja u toku upravljanja saobracajem, u redovima ¢ekanja teorija i njena primena uvek dolaze
u razmatranje. Gustina saobracéaja je situacija na putnoj mrezi koja se javlja kada se upotreba
puteva povecava 1 karakteriSe se sporijim brzinama, duZim vremenom putovanja i pove¢anom
koli¢inom vozila koja ¢ekaju. Gust saobracaj se takode moze dogoditi usled nepredvidenih
dogadaja na autoputu, kao $to su nesreca ili radovi na putevima, §to moZe smanjiti kapacitet
puteva ispod normalnih nivoa.

Gustina saobracaja je pojava povecanog kretanja saobracaja u saobracajnom sistemu.
To se najbolje vidi kada se nivo potraznje za kretanje priblizava ili premaSuje sadasnje
kapacitete. Saobracajne guzve predstavljaju zajednicki, ne neizbezni aspekt saobracajne
aktivnosti u regionu, naro¢ito u urbanim podrué¢jima. Takode se veruje da su velika koli¢ina
vozila, neadekvatna infrastruktura i iracionalna distribucija razvoja glavni razlozi za
povecanje saobracajne guzve. Zbog sve veceg broja automobila potrebno je 1 Sirenje putne
mreze, odnosno izgradnja novih puteva da bi gustina saobracaja bila $to bolja. Takode moze
da se posmatra analiza primene modela teorije redova u kontekstu planiranja transportnih
terminala. Kada zapremina Zelezni¢kog servisa na terminalu prevazilazi kapacitet servisa,
neizbezno se pojavljuju redovi. Vreme provedeno u redu je ekonomski nepoZzeljno, dok s
druge strane troskovi su povezani sa neupotrebljivim servisima.
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Glavna svrha za proucavanje redova je da omoguci predvidanje onoga Sto bi se
dogodilo, ukoliko se izvrSe odredene promene parametara unutar sistema ili njegovih
komponenti. Drugi razlog je sticanje razumevanja, koji moze pomoc¢i planerima u izradi
metodologija koja na neki nacin moze poboljsati sistem, ¢ime se postize ravnoteza izmedu
troskova ¢ekanja 1 usluga.

Studija pokazuje da procenat vremena koji objekat ostaje u stanju mirovanja zavisi od
stope dolazaka, brzine odlaska i broja operativnih servera. Zaposljavanje velikog broja servera
dovodi do visokih proporcija vremena neaktivnosti u objektu. Zbog toga je ekonomicnije
povecati stopu pruzanja usluga, a ne povecati broj servera.

Operativni model se ponovno dizajnira koris¢enjem performansi, a parametri su
odredeni na osnovu terenskih opservacija, ispitane efikasnosti i potencijala za dizajniranje
modela minimalnih troskova.

Dokazano je da se modeli teorije redova cekanja mogu koristiti kao objektivni,
pouzdani analiticki alati za donoSenje odluka u planiranju i upravljanju u saobracaju.

Takode, u saobracaju su posmatrani vozaci dok c¢ekaju na semaforu. Vreme ¢ekanja
moze se razlikovati od trenutnog vremena ¢ekanja. Kroz sveobuhvatnu jednu video anketu
pokazuje se da je to percipirano vreme ¢ekanja koje zavisi ne samo od trenutnog vremena
Cekanja, ve¢ od vremena Cekanja i na drugim faktorima kao §to je broj stanica u redu i
prisustvo crvenog talasa izmedu susednih raskrsnica.

Oba vremena c¢ekanja mogu biti vrlo kratka i veoma duga, verovatno c¢e biti
precenjeno. U poredenju sa dugim zastojem ¢ekanje, pomeranje i zaustavljanje nekoliko puta
na raskrsnicama(usled kratkih ciklusa signala) dovodi do nizih percepcija ¢ekanja. Kada
prolazimo dve susedne raskrsnice, voza¢i ne vole da se zaustavljaju na obe raskrsnice,
pogotovo ako je druga stanica relativno blizu.

Jedan od pristupa za modeliranje saobracajnog toka na signaliziranoj raskrsnici jeste
teorija redova cCekanja. Saobra¢ajno zaguSenje na autobuskim stajaliStima smanjilo je
efikasnost usluge javnog transporta ozbiljno u nekim drZzavama, pa je klju¢no da sistematski
proucavaju svoju teoriju 1 metode. Medutim, postoje¢im studijama nedostaje teoretski model
efikasnosti raunarstva. Zbog toga su prouc¢avani modeli izraCunavanja zastoja autobusa pod
razli¢itim uslovima. Prvo, moze da bude analiziran postupak kojim se autobusi odlazu u
garazu 1 utvrdeno je da se kaSnjenje moZe podeliti na kasnjenje ulaska i kaSnjenje izlaska.
Drugo, formirani su modeli za raspored autobusa, a funkcije ravnoteznog rasporeda su
predlozene primenom ugradenog Markovog lanca na tradicionalni model teorije ¢ekanja u
stabilnom stanju. Trece, izlazno kaSnjenje se proucava korisc¢enjem teorije redova i teorije
prihvatanja praznine. Na kraju, predlozeni modeli se potvrduju koris¢enjem polja izmerenih
podataka, a zatim se razmatraju faktori koji uticu na kasnjenje. Sa ovim modelima lako se
procenjuje kasnjenje saznajuci karakteristike rasporeda vremena boravka 1 obima saobracaja
na ivici trake na razli¢itim lokacijama i u razli¢itim periodima. Ona moze pruziti osnovu za
procenu efikasnosti autobuskih guzvi. Literatura koriS¢ena pri izradi ovog poglavlja rada
bazira se na [9].
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3.1. Redovi ¢cekanja i analiza saobracajnog toka

Svrha teorije modela ¢ekanja u saobracaju je da obezbedi sredstva za procenu vaznih mera
performansi autoputa, ukljucujuéi i kasnjenja vozila i duZine redova ¢ekanja. Ovakve procene
su od klju¢nog znacaja za projektovanje saobracajnice 1 kontrolu saobracaja, ukljucujuéi i
vremenski raspored prometnih veza na raskrsnicama. Modeli redova ¢ekanja poti¢u iz
osnovnih pretpostavki o obrascima dolaska, karakteristikama odlaska i discipline u redu.
Postoje dve mogucénosti za stopu dolazaka vozila:

e Jednaki vremenski intervali;
e Eksponencijalna raspodela vremenskih intervala.

Pored pretpostavki o dolasku vozila, izvodenje modela redova zahteva pretpostavke koje se
odnose na karakteristike odlaska vozila. Od posebnog znadaja je raspodela vremena za
odlazak vozila - na primer vreme za prolaz kroz raskrsnicu na pocetku zelenog signala, vreme
potrebno za placanje putarine na naplatnoj rampi ili vreme potrebno vozacu pre nego S§to
odlu¢i da nastavi nakon $to se zaustavi na znak stop. Kao $to je bio slu¢aj kod dolaska, s
obzirom na prosecnu stopu odlaska vozila, pretpostavka je deterministicke ili eksponencijalne
raspodele.

Jos jedan vazan aspekt modela redova je broj raspoloZivih kanala usluge. Za veéinu primena u
saobracaju postoji samo jedan usluzni kanal, kao $to je traka za autoput ili grupa traka koje
prolaze kroz raskrsnicu. Medutim, moZe se u nekim primenama u saobracaju susresti i vise
kanala za uslugu, na primer na naplatnim rampama i na ulazima na mostove i grani¢ne
prelaze. Kona¢na neophodna pretpostavka se odnosi na discipline u redovima ¢ekanja. U ovoj
primeni, dva modela su popularna za razvoj modela ¢ekanja: FIFO 1 LIFO. Za gotovo sve
saobracajno orijentisane redove, FIFO je mnogo prihvatljivija disciplina. Modeli redova
cekanja se Cesto identifikuju pomocu tri vrednosti. Prva vrednost ukazuje na pretpostavku
brzine dolaska, druga vrednost daje pretpostavku stope odlaska, a trea vrednost oznacava
broj kanala za uslugu. Za pretpostavke o dolasku i odlasku u saobracaju, mi ¢emo koristiti
eksponencijalnu raspodelu.

Model za ¢ekanje koji pretpostavlja jedan odlazni kanal i eksponencijalnu raspodelu vremena
odlaska pored eksponencijalno rasporedenog vremena dolaska primenjuje se u nekim
primenama u saobracaju. Na primer, eksponencijalno raspodeljeni obrasci odlaska mogu biti
opravdana pretpostavka na rampi na carini u kojoj neki dolazni vozaci imaju ispravne putne
isprave i mogu brzo pro¢i, a drugi imaju putne isprave koje zahtevaju dodatne provere, sto
dovodi do raspodele odlaska prema nekoj srednjoj stopi odlaska.
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Pod M/M/1 pretpostavkama, moze se pokazati da se primenjuju sledeée jednaCine mera
¢ekanja:

_ P
Lq =1
A,
Wo = u(u-2y’
_ 1
Y

gde su L, -prose¢na duZina reda vozila, W, - srednje vreme ¢ekanja vozila u redu, W-srednje
vreme provedeno u sistemu.

Primer 1:

Vozila stizu na ulaz u rekreativni park. Postoji jedna kapija(na kojoj se moraju zaustaviti sva
vozila), gde se deli besplatna broSura. Park se otvara u 8:00 ¢asova, pri ¢emu vozila pocinju
da stizu prose¢nom brzinom od 180 vozila na ¢as do kraja radnog dana. Ako je vreme
potrebno za deljenje broSure 15 sekundi pod pretpostavkom, opisacemo operativne
karakteristike modela reda M /M/1.

Ako ho¢emo da prikazemo stopu dolaska i odlaska po minutu sledi da je:

vozila

180
= L = 3 pozila po minutu za svako t ;
60 min/h
60min/sek .
= SOMIN/Sek _ 4 min za svako t ;
15sek
y
=-=0.75.
Py

Pa ¢emo primenjujuci ove vrednosti dobiti:

2
Ly =35 = 225
1-0.75
3 . _
W, = pronie 0.75 min po vozilu;
W = - 1 min po vozilu.

Opsta formulacija modela M/M/1 reda je M/M/C red, pri ¢emu je C ukupan broj kanala za
uslugu. M/M/C red je logi¢na pretpostavka za naplatnu rampu ili na mostovima za placanje,
gde Cesto postoji viSe od jednog kanala za uslugu. ParkiraliSte je jo$ jedan primer, pri c¢emu je
C broj parking mesta u parceli. M/M/C c¢ekanje se takode Cesto srece i u primenama koje nisu
u transportu, kao §to su sigurnosne provere na aerodromu i redovi u samoposlugama.
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Na slede¢em primeru ¢emo posmatrati mere modela M/M/C gde p ne mora biti striktno manje
od 1, odnosno model dozvoljava i da je p veée od jedan ali uz uslov daje% <1

Po = oo™ -
n=0n! " cl(1—-p/c)

__ P Do
Pn p” ,n<c;
_ p"po
pTL ch—ccl Pn > C!
c+1
P "Po

Pn>c = red = p/o)

gde je p,- verovatno¢a da nema vozila u sistemu;

pn-Verovatnoca da ima n vozila u sistemu;

Pn>c-verovatnoca ¢ekanja u redu (verovatnocéa da je broj klijenata za opslugu veci od broja
usluznih servera);

n-broj vozila u sistemu;

c- broj servera u sistemu;

p-intenzitet saobracaja.

Dalje je
L = poptt [ 1 ]
a= ¢ (1-p/c)2l’
_ p+Lq _ l
q - l “’
_ Ptlq
W = —
Primer 2.

Na ulazu na mostu, Cetiri Standa su otvorena za placanje putarine. Vozila na most dolaze sa
prosecnom brzinom od 1200 vozila na sat, a na pultu vozaci u proseku ostaju 10 sekundi kako
bi platili za svoje koriS¢enje. Za stopu dolaska 1 odlaska se moze pretpostaviti da su
eksponencijalno rasporedeni. Kako bi se prose¢na duzina reda, vreme u sistemu i verovatnoc¢a
¢ekanja u redu promenili ako bi otvorili 1 peti Stand?

Koriste¢i formule za model M/M/C, prvo ¢emo izraunati za slucaj sa 4 Standa. Ako je
U = 6 vozila u minuti i A = 20 vozila u minuti, pa ¢e biti p = 3.33. Takode % = 0.833,

pa se moZe koristiti ovaj model.
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Verovatnoc¢a da nema nijednog vozila u sistemu sa Cetiri otvorena Standa je

1
Po = | 3333 (33332 (3333)° = (3333)° = 0.0213.
10 2! 31 41(0.1667)
Srednja duzina reda:
0.0213-3.333% 1 ,
Ly = m . [(0_1667)2] = 3.287 vozila.
Srednje vreme provedeno u sistemu je:
W= %23'287 = 0.331minuta po vozilu.

Verovatnoca da mora da se ¢eka u sistemu je:

3.333%-0.0213

Pn>4 = Z201667) 0018

Kada je otvoreno pet Standova

Verovatnoca da nema nijednog vozila u sistemu sa pet otvorenih Standova

1

Po = 143333, (3.333)2  (3.333)3 (3.333)% | (3.333)5
Y1 0 20 T 31 T a4l T51(0.3333)

= 0.0318.

Srednja duzina reda:

_0.0318-3.333° [ 1
T 515 (0.333)2

] = 0.654 vozila.

Srednje vreme provedeno u sistemu je:

, 65 . ;
W = w = 0.119minuta po vozilu.

Verovatnoc¢a da mora da se ¢eka u sistemu je:

| 3.3336-0.0318
Pn>5 = T515(0.333)

= 0.218.

Tako bi otvaranje petog Standa smanjilo prose¢nu duzinu reda za 2.633 vozila(3.287-0.654),
prosecno vreme u sistemu za 0.132(0.331-0.199) i1 verovatnoc¢u ¢ekanja u redu za 0.33 (0.548-
0.218).
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Primer 3.

U prodavnici ima cCetiri slobodna parking mesta. Vlasnik predvida da ¢e trajanje kupovine
klijenta biti eksponencijalna raspodela sa sredinom od 6 minuta(vreme koliko ¢e parking biti
zauzet). Vlasnik zna da su u satima kada je najurbaniji saobracaj dolasci klijenata
eksponencijalno rasporedeni sa prosecnom stopom dolaska 20 klijenata na sat. Kakva je
verovatnoc¢a da klijent nece doc¢i do slobodnog parking mesta kada dode do prodavnice?

Ako je u = 10 vozila na ¢as i A = 20 vozila na Cas, pa je p = 2, odnosno % = 0.5 §to je

manje od 1. Verovatnoca da nema vozila na parkingu sa Cetiri slobodna mesta je

1

Po =
2, (2)% (2)3
L+ i+ 5+ 73

= 0.1304.

(2)*
41(0.5)

+

Verovatnoca da vozilo nece naci nijedno slobodno mesto je

__25-0.1304
Pn>a = 414(0.5)

= 0.087.
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3.2. Optimizirani raspored za rute javnog prevoza putnika

Gradski javni prevoz putnika je glavna komponenta gradskog prevoza, jedna od najvaznijih
funkcija grada jer obezbeduje odvijanje svih njegovih aktivnosti. Iako to zauzima istaknuto
mesto u ljudskoj delatnosti, organizovanje gradskog prevoza, uopste, jeste trenutno veliki
problem u vecini ve¢ih gradova. Cilj javnog prevoza putnika je da preuzme putni tok iz
transportne mreze u oba pravca saobrac¢aja. U tom kontekstu, neophodno je odrediti satne
varijacije toka putnike za svaku rutu, a zatim, u zavisnosti od toga duzinu rute, kapacitet i
brzinu dostupnih vozila, kako bi se odredile potrebe vozila na razli¢ite nacine da se za
razli¢ita vremena U toku dana naprave rasporedi. Proizvodna aktivnost prevoznika je proces
transporta fokusiran istovremeno da postigne dva dijametralno suprotna cilja:

- minimizira vreme putovanja putnika;
- minimizira potro$nju resursa u transportnom procesu.

Stoga postoji potreba za objektivnim vrednovanjem optimalnih parametara procesa,
karakteristi¢nih za transportni sistem i njegove komponente. U javnom prevozu, vaznost
efikasnosti koriS¢enja transportnih kapaciteta je jo§ vece zbog oskudica i karakteristika
nepravilnosti u saobrac¢aju. Tokom praznog perioda izmedu sati kada je najveca guzva
(udarno vreme, npr. kada se ljudi vracaju s posla) je efikasnost autobusa smanjena znacajno,
Sto zahteva potrebu za usvajanjem mera optimizacije sistema javnog prevoza povezivanjem
broja vozila na putu sa stvarnim tokovima putnika. Metodologija optimizacije rasporeda
zasnovana je na teoriji reda ¢ekanja, koja proizilazi iz prirode procesa karakteristicnog za rad
javnog prevoza razli¢itim rutama. Smatra se slucajnim procesom akumulacija i ukrcavanje
putnika na usputnim gradskim autobuskim linijama u praznim periodima izmedu najvecih
guzvi. Za optimizaciju servisa za odredivanje rute autobusa c¢e se koristiti teorija redova
¢ekanja.

Pretpostavimo da se akumulacija putnika na usputnim stanicama na putu odvija prema
Poasonovom procesu, a dolazak autobusa je realizovan prema eksponencijalnoj raspodeli.
Ako je n broj putnika koji dolaze na stanicu u intervalnom vremenskom intervalu (0, t),
verovatnoc¢a dolazaka po Poasonu je:

p, = &% o=, (3.2.1)

n!

gde je A intenzitet dolazaka putnika na stanicu, a t vreme izmedu dolaska prvog putnika i
dolaska autobusa na stanicu.

U slucaju Poasonove raspodele, matematicko ocekivanje E je jednako intenzitetu dolazaka
putnika na stanicu pa imamo da je E(n) = A.

S druge strane, prema teoriji redova ¢ekanja, neophodno je postovati odnos

N .
1= (3.2.2)
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gde je N broj putnika koji su akumulirani na stanici u periodu T.

U periodu t akumulirani(nakupljeni) broj putnika na stanici je:
+ N
N*=_t. (3.2.3)

Period T je interval vremena u kome je broj N putnika akumuliranih na stanici i ostaje
konstantan. Obi¢no ovaj period ne prelazi 10-13 min. Posle tog perioda, putnici izaberu druge
raspolozive moguénosti putovanja, ukljucujuéi i druge rute ili vrste prevoza. Zbog toga puno
preuzimanje putnickog toka stanice, potrebno je da bude u skladu sa slede¢im odnosom:

t<T. (3.2.4.)

Vreme dolazaka autobusa na stanicu je u skladu sa eksponencijalnom raspodelom sa
intenzitetom dolazaka autobusa na stanicu 4.

=2 (3.2.5.)

gde je I interval cirkulacije na ruti;
AR - broj autobusa na putu;
TR - period autobuskog prometa izrazen u min.

Interval cirkulacije na ruti tokom dana tehnoloski varira od minimalne vrednosti | = 3 - 5 min,
karakteristi¢na za vreme zurbe, do maksimalne vrednosti I= 12 - 20 min za period mirovanja,
odnosno kada nema guzve. Realna vrednost intervala cirkulacije je zapravo prakti¢an
kriterijum za procenu kvaliteta usluga. Dato je vreme dolaska autobusa u stanicu t :

t,=—=—E (3.2.6.)

A 604g

Da bi se obezbedio ulazak u autobus svih akumuliranih putnika mora biti ispunjen uslov:

t<t,. (3.2.7.)

Kada jednacinu (3.2.7.) zamenimo u (3.2.3.) 1 (3.2.6.) dobi¢emo

N*T Tg
N 60AR’

*

o N . . .
Ako definiSemo ~ =1 tada se jednacina moze pisati kao

TR
60T

Ag >
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Ova jednacina omogucava formulisanje sledecih principa optimizacija:

-minimiziranje broja autobusa na ruti moze se posti¢i povecanjem vrednosti koeficijenta
revalorizacije protoka putnika n u stanici i periodom akumulacije putnika na stanici do
prihvatljivih nivoa putnika.

Saobracajni protok N* se akumulira u periodu ako postoji mesto u autobusu. Medutim, ako
nema slobodnog mesta, onda putnici koji nisu mogli u¢i ¢ekaju slede¢i autobus, koji bi trebao
da stigne brze od perioda T. Ako se poslednji uslov ne vazi, prevoznik ne moze potvrditi
tokove putnika, koji ¢e se zatim preusmeriti na druga transportna reSenja. Za maksimalnu
revalorizaciju putnickog saobracaja, akumuliranog tokom perioda do stanice, je potrebno
koristiti autobuse s ve¢im brojem sedista ili, alternativno, da smanji proporcionalni period
prometa.

Kao rezultat razvoja optimizacije javnog prevoza putnika na razli¢itim rutama, mogu se izvuci
slede¢i zakljucci:

- primena teorije redova ¢ekanja radi racionalizacije transportnim uslugama javnog transporta
pruza stvarno optimalno reSenje, primenjivo u praksi;

- minimalno vreme ¢ekanja autobusa je obezbedeno ako je sistem planiran u skladu sa
jednacinom (3.2.7.);
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4. Simulacije

4.1. Simulacija redova ¢ekanja u saobracaju

Simulacija omoguéava proucavanje i eksperimentisanje nekog sistema(ili njegovog
podsistema), kao 1 interakcije izmedu njih. Informacione, organizacione i ekoloske promene
se mogu simulirati i posmatrati promene u ponaSanju modela. Znanje steCeno proucavanjem
modela moze biti od velike vrednosti 1 moze predloziti poboljSanje sistema koji se posmatra.
Promena simulacionih ulaza moZe pomoc¢i u razumevanju kako odredene komponente sistema
integriraju i uticu na sistem. Simulacija se takode koristi za eksperimentisanje sa novim
dizajnom ili politikom pre implementacije, odnosno sprovodenja i mogu se ustedeti ogromne
koli¢ine novca. Simulacije se takode koriste za proveru analitickih reSenja. Simulacija se
koristi kao matematicki opis ili model stvarnog sistema u obliku kompjuterskog programa.
Ovaj model se sastoji od jedna¢ina Kkoje oponasaju funkcionalnost veze u stvarnom sistemu.

Simulacija ima svojih prednosti, poput testiranja pravila odlu¢ivanja, tokova
informacija, organizacione procedure bez ometanja u toku operacije realnog sistema. Novi
hardverski projekti, sistemi transporta mogu biti testirani bez troSenja resursa itd. Vreme se
moze sazeti ili proSiriti radi ubrzavanja ili usporavanja sistema koji se posmatra. Uvid se
moze dobiti o interakciji parametara i znacaju parametara. Uvid se moZe dobiti o znacaju
varijabli. Simulacija moZze pomo¢i u razumevanju naina rada sistema. Jedna od mana
simulacije jeste §to je nekad tesko razumeti rezultate dobijene analizom.

ResSenje moze biti najbolje pronadeno nakon pokretanja nekoliko simulacija sa
razli¢itim parametrima, ali ovo uopste ne garantuje da je reSenje zaista najbolje dostupno(koji
se obicno mogu dokazati samo pomocu analitickih metoda).

Spomenuli smo da simulacije predstavljaju tehniku koja koriste¢i racunar oponasa
funkcionisanje razli€itih objekata i procesa u realnom svetu. Obi¢no ono §to posmatramo
nazivamo sistem, 1 u cilju njegovog oponaSanja neophodno je sastaviti pretpostavke o tome
kako on funkcioniSe. Te pretpostavke se formuliSu na osnovu prikupljanja podataka i1 znanja
o funkcionisanju sistema. Na primer jedna od pretpostavki jeste kojom raspodelom klijenti
dolaze i odlaze. Ove pretpostavke, koje obi¢no predstavimo matematicki, broj¢ano i pomocu
formula da bi konstruisali model sistema koji Zelimo da oponasamo konstituisu model nad
kojim se onda sprovode kompjuterski bazirani eksperimenti, u cilju opisivanja, objasnjavanja
i predvidanja ponasanja realnog sistema. Nakon pokretanja simulacije u programu, kompjuter
generiSe stohasti¢ke promenljive koje odgovaraju zahtevima posmatranog sistema, kao $to su,
kod redova cekanja, vreme dolazaka i vreme potrebno za opslugu klijenata, tj. svaka
simulacija je jedan eksperiment u kome se kompjuterski generisani ulazni podaci koriste za
dobijanje izlaznih podataka.
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4.1.1. Simulacija redova ¢cekanja na primeru naplatne rampe

Kao primer simulacije u ovom radu razmotricemo redove Cekanja na naplatnoj rampi sa
jednim 1ili sa vise servera. Pretpostavimo da su dolasci klijenata(u nasem slucaju vozila) na
naplatnu rampu u skladu sa Poasonovim procesom sa srednjom stopom A. Takode usluzivanje
klijenata mozemo da modeliramo slu¢ajnom promenljivom sa eksponencijalnom raspodelom
sa oCekivanom vredno$¢u 1/u. Kao $to smo spomenuli na pocetku rada A predstavlja
prosecan broj klijenata po jedinici vremena koje pristizu u red ¢ekanja na naplatnoj rampi na
autoputu, dok je p prosean broj usluzenih klijenata po jedinici vremena. Dalje
pretpostavljamo da se usluga vrsi po principu FIFO, tj. ko prvi stigne prvi ¢e biti usluzen.
Red ¢ekanja moze biti konacan i beskonac¢an. Mi ¢emo u radu posmatrati beskona¢ne modele
redova Cekanja da bi ubacili odredene ulazne podatke. Kada vozilo dode na naplatnu rampu
bi¢e odmah usluzeno ukoliko nema vozila ispred njega, a ukoliko ima vozila u redu, staje u
red i ¢eka na opslugu.

Jedan primer simulacije: Posmatracemo dva slucaja primera kada vozila stizu na naplatnu
rampu na autoputu. U prvom slucaju ¢emo posmatrati slucaj kada je otvorena samo jedna
naplatna rampa na autoputu ili u drugom slucaju kada je otvoreno vise naplatnih rampi.

Pretpostavicemo za red M/M/1 da vozila dolaze na naplatnu rampu prosenom brzinom od
300 vozila na sat 1 da se zadrzavaju oko 10 sekundi da plate koriS¢enje autoputa. Za stopu
dolaska i odlaska pretpostavicemo da su eksponencijalno rasporedeni.

Ondasu u = 6 vozila u minuti i A = 5 vozila u minuti, pa ¢e biti p = 0.8333.

Pretpostavicemo da vozila dolaze na naplatnu rampu proseénom brzinom od 900 vozila na sat
i da se zadrzavaju u proseku oko 10 sekundi da plate koriS¢enje autoputa. Za stopu dolaska i
odlaska pretpostavicemo da su eksponencijalno rasporedeni. Pomocu simulacija u matlabu
vide¢emo koliko bi bila prose¢na duzina reda, vreme u sistemu i kako se verovatnocée ¢ekanja
u redu menjaju ako bi na autoputu postojala jedna ili vise naplatnih rampi.

Koriste¢i formule za model M/M/1 1 M/M/C koje smo naveli kroz rad ¢emo to izraCunati.
Znamo da kod M/M/1 da bi model imao smisla p < 1, a kod modela M/M/C % < 1. Ako je

u = 6 vozila u minuti i 2 = 15 vozila u minuti, pa ce biti p = 2.5. Takode 2, ako ima 3 ili vise

naplatnih rampi ¢e biti manje od 1 pa ¢emo ovaj model koristiti za simulaciju modela M/M/3
i M/M/4.
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A 5
/] 6
P 0.8333
Model | M/M/1
L 5.000
W 1.000
Lg 4.166
Wq 0.8333
Pn>1 0.6944
p(0) 0.1667
p(1) 0.1389
Tabela 4.1.1.

Tabela
Pn=queuing1(5,6,1)

A 15
/] 6
P 2,5
c 3
Model | M/M/3
L 6.011
w 0.400
Lq 3.511
Wq 0.2341
Pn>3 0.5852
p(0) 0.0449
p(1) 0.1124
p(2) 0.1404
p(3) 0.1170
Tabela 4.1.2.

Tabela
Pn=queuing1(15,6,3)

rezultata

rezultata

u

u

matlabu

matlabu
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A 15
u 6
P 2,5
c 4
Model | M/M/4
L 3.033
W 0.2022
Lq 0.5331
Wq 0.0355
Pn>4 0.1999
p(0) 0.0737
p(1) 0.1842
p(2) 0.2303
p(3) 0.1919
p(4) 0.1199

Tabela 4.1.3. Tabela rezultata u matlabu za model M/M/4 kada pozivamo
Pn=queuing1(15,6,4)

Za model ¢ekanja M/M/3 i M/M/4 mozemo primetiti da ¢e se srednja duzina reda ukoliko ima
Cetiri naplatne rampe u odnosu na model kada ima 3 servera smanjiti za(3.511 — 0.5331) =
2,977. Prose¢no vreme provedeno u sistemu(0.400-0.2022) smanjice se za 0.1978. Takode ¢e
se verovatno¢a ¢ekanja u sistemu Smanjiti povecanjem broja servera(0.5825-0.1999) za
0.3826. Sve podatke mozemo uzeti iz tabela 4.1.2.14.1.3.

64



PRIMENA REDOVA CEKANJA U SAOBRACAIU

Prilog koda u matlabu

function [Pn, L, p, Lg, W, Wq] = queuing1(lambda,mi,S)
Po=0;

ro=lambda/(S*mi);

Po_inv=0;

sum_1=0;
i=0;

fori=0:S-1

sab_1=(lambda/mi)*i/factorial(i);
sum_1=sum_1+sab_1;

end

sab_2=(lambda/mi)AS/(factorial(S)*(1-ro));
Po_inv=sum_1+sab_2;

Po=(Po_inv)"(-1); %verovatnoda da u sistemu nema vozila
Pn(1) = Po;

n(1)=0;

for j=1:1:S
n(j+1) =j;

if (j)<=§
Pn(j+1) = (lambda/mi)*j/factorial(j) * Po;

else Pn(j+1) = (lambda/mi)*j/(factorial(S) * Sc”(j-S)) * Po;
%verovatnoca da u sistemu ima j vozila

end

end

p=((S*ro)*(S+1)*Po)/(factorial(S)*S*(1-ro))

% p verovatnoca da u sistemu mora da se ceka

Lg=(lambda/mi)AS*ro*Po/(factorial(S)*(1-ro)*2) %srednja duZina reda

L=Lg+lambda/mi  %broj klijenata koji cekaju u sistemu
Wq=Lg/lambda %prosecno vreme ¢ekanja u redu
W = L/lambda %srednje vreme provedeno u sistemu

Drugi primer simulacije: Posmatra¢emo slucaj primera kada vozila stizu na naplatnu rampu

na autoputu kada je kapacitet vozila koji mogu ¢ekati ogranicen.

Pretpostavicemo prvo za red M/M/C da vozila dolaze na naplatnu rampu ako nam je data
stopa odlazaka u i stopa dolazaka A, kao i kapacitet vozila koji ¢ekaju u redu N. Za stopu
dolaska i odlaska pretpostavicemo da su eksponencijalno rasporedeni. Rezultati uradenih
simulacija su prikazani u tabelama gde mozemo primetiti da ¢e se povecanjem broja naplatnih
rampi o¢ekivani broj klijenata smanjuje, guzve su manje, ali iskoriSéenost pojedinacnog

servera se smanjuje.
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A 30
1} 40
C 4
N 6
p(0) 0.4722
p(1) 0.3542
p(2) 0.1328
p(3) 0.0332
p(4) 0.0062
p(5) 0.0012
p(6) 0.0002
Lq 0.0016
Wq 0.000
L 0.7514
W 0.0251

Tabela 4.1.4. Tabela

queuing11(30,40,4,6)

A 30
1} 40
C 6
N 7
p(0) 0.4724
p(1) 0.3543
p(2) 0.1329
p(3) 0.0332
p(4) 0.0062
p(5) 0.0009
p(6) 0.0001
p(7) 0.0000
Lq 0.0001
Wq 0.000
L 0.7500
w 0.0250

Tabela 4.1.5. Tabela

queuing11(30,40,6,7)

rezultata u matlabu

rezultata u matlabu
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Prilog u matlabu

function [ Pn, Lg, PN, L, W, Wq] = queuing11(lambda,mi,S,N)
Po=0;

PN=0;

ro=lambda/(mi);

Po_inv=0;

sum_1=0;

sum_2=0;
j=0;

sab3=0;

fori=0:S-1

sab_1=ro”i/factorial(i);

sum_1=sum_1+sab_1;

%prvi deo sabirka kada posmatramo po za red sa konacnim kapacitetom
end

for k=S:N

sab_2=(ro”k)/(factorial(S)*((S)*(k-S)));
sum_2=sum_2+sab_2;

%drugi deo sabirka kada posmatramo po za red sa konacnim kapacitetom
end

Po_inv =sum_1+sum_2;

Po=(Po_inv)~(-1); %verovatnoca da u sistemu nema vozila
Pn(1) = Po;

for j=1:1:N

if (j)<=S
Pn(j+1) = ro?j/factorial(j) * Po;

else Pn(j+1) = ro”j/(factorial(S) * SA(j-S)) * Po;
%verovatnoca da u sistemu ima j vozila

end
end
for h=S:(N-1)
Ph=ro*h*Po /(factorial(S) * SA(h-S)) ;
sab3=sab3+(h-S+1)*Ph;
end
PN=(ro”N)*Po/(factorial(S)*S"(N-S))
lambdae=lambda*(1-PN);
Wq=sab3/(S*mi*(1-PN))
Lg=Wqg*lambdae
W = Wg+1/mi
L=Lg+(lambda*(1-PN)/mi)
end
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Zakljucak

Teorija redova ¢ekanja je efikasan matemati¢ki model za reSavanje razli¢itih problema i
situacija iz svakodnevnog zivota. U ovom radu je cilj prikazivanje situacija u saobracaju u
kojima veliku ulogu imaju redovi ¢ekanja. Videli smo da se i saobracajne situacije, poput
zagusenja saobracaja, ¢ekanja na javni prevoz i odredivanja ruta, odredivanja broja parking
mesta za izgradnju parkinga, regulisanje semafora, a samim tim i raskrsnica, odredivanje
broja potrebnih naplatnih rampi na autoputu mogu predstaviti koriste¢i matemati¢ke modele i
formule za optimalna reSenja. Uvek su ciljevi najoptimalnija reSenja za drustvo i minimalni
trosSkovi.

Ove situacije iz prakse se predstavljaju pomocu nekog od modela redova cekanja iz
Kendelove notacije, tako §to imamo stope odlazaka i dolazaka klijenata, broj servera, broj
mesta u redu, veli¢inu populacije iz koje klijenti dolaze i princip po kom se vr$i usluga,
odnosno disciplinu reda.

Primer iz saobracaja za koji je napravljen i praktican primer u Matlabu jeste primer
naplatne rampe. Ciljevi ovakvih implementacija su da za modele koji su implemetirani uz
postavljena ograniCenja i date parametre mozemo dobiti reSenja i odgovore na pitanja sa
kojim verovatno¢ama ¢e se nesto desiti i Sta bi bilo najpovoljnije.

U radu je pomocu implementacije u Matlabu uradena simulacija na primerima u
saobracaju, ali se takode pomocu ovih kodova ili uz neke manje modifikacije i dodatna
ograni¢enja mogu uraditi simulacije i za druge primene kako u saobracaju, tako i za veliki
broj drugih primera primene redova cekanja poput reda cekanja na Salteru u banci,
predvidanje broja mesta potrebnih za izgradnju parkinga ispred neke firme 1 sli¢no.

68



PRIMENA REDOVA CEKANJA U SAOBRACAIU

Literatura

[1] Danijela Rajter-Ciri¢, Verovatnoéa, Univerzitet u Novom Sadu, Prirodno-matematiéki
fakultet u Novom Sadu, 2011.

[2] Richard M. Feldman, Ciriaco Valdez-Flores, Applied Probability and Stochastic,
Processes, Springer, 2010.

[3] K.Roy, M. Hlynka, Queuing Theory applied to a Traffic Light Problem, Department of
Mathematics and Statistics Univrsity of Windsor, Windstor 1995.

[4] Birth and Death Processes
http://www.bibalex.org/supercourse/

[5] Fred L. Mannering, Scott S. Washburn, Walter P. Kilareski, Principles of Highway
Engineering and Traffic Analysis, New York, United States 2012.

[6] Ivo Adan, Jacques Resing, Queueing Systems, Department of Mathematics and
Computing Science, Eindhoven University of Technology, Eindhoven 2015.

[7] U. Narayan Bhat, An Introduction to Queueing Theory, Birkhauser, 2008.

[8] Tien Van Do,Y. Takahashi, W. Yue,Viet-Ha Nguyen, Queueing Theory and Network
Applications, Springer 2015.

[9] Fred L. Mannering, Scott S. Washburn, Walter P. Kilareski, Principles of HIGHWAY

ENGINEERING and TRAFFIC ANALYSIS, Fourth Edition, United States of America
20009.

[10] Zenzerovi¢ Z, Teorija redova cekanja, Pomorski fakultet Rijeka, 2005.
[11] Danijela Rajter-Ciri¢, Stohasticka analiza, beleske sa predavanja i skripta, 2014.
[12] N. Vandaele, Tom V. Woensel, A. Verbruggen, A QUEUEING BASED TRAFFIC

FLOW MODEL, Transportation Research-D: Transport and environment , 2000., vol. 5
nr. 2, pp. 121-135

[13] Shuguo Yang, Xiaoyan Yang, The Application of the Queuing Theory in the
Traffic Flow of Intersection, World Academy of Science, Engineering and Technology
International Journal of Mathematical and Computational Sciences Vol:8, No:6, 2014

[14] https://nptel.ac.in/courses/110106046/

[15] M. Ottobre, Applied Stochastic Processes, Imperial College London, Mathematics
Department 2014.

69



PRIMENA REDOVA CEKANJA U SAOBRACAJU

Biografija

Ivana Mirazovi¢ je rodena 24.05.1991. u Kikindi. Osnovnu $kolu
,,Dosite] Obradovi¢” zavrsila je u Zrenjaninu 2006. godine kao
nosilac Vukove diplome. Tokom Skolovanja je ucestvovala na
takmicenjima iz matematike i fizike $to je dovelo do toga da upise
Zrenjaninsku gimnaziju, prirodno-matematicki smer. Takode kao
nosilac Vukove diplome 2010. zavrSava gimnaziju i iste godine
upisala je Prirodno-matematicki fakultet u Novom Sadu,
departman za matematiku i informatiku, na smeru primenjena
matematika, modul matematika finansija. Trogodi$nje osnovne
studije zavrsila je uspesno u roku 2013. godine, a zatim upisala
master studije na istom fakultetu, na istom smeru. U aprilu 2016.
godine, uspesno je polozila sve ispite predvidene planom i
programom i time stekla pravo na odbranu master rada. Trenutno
je zaposlena u osnovnoj 1 srednjoj Skoli u Zrenjaninu.

70



PRIMENA REDOVA CEKANJA U SAOBRACAIU

UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA
Redni broj:
RBR
Identifikacioni broj:
IBR
Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija
TD
Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal
TZ
Vrsta rada: Master rad
VR
Autor: Ivana Mirazovic¢
AU
Mentor: prof. dr Danijela Rajter-Ciri¢
MN
Naslov rada: PRIMENA REDOVA CEKANJA U SAOBRACAJU
NR
Jezik publikacije: srpski (latinica)
JP
Jezik izvoda: srpski/engleski
JI
Zemlja publikovanja: Republika Srbija
ZP
Uze geografsko podrucje: Vojvodina
UGP
Godina: 2018.
GO
Izdavac: Autorski reprint
1Z
Mesto i adresa: Prirodno-matematicki fakultet, Novi Sad, Trg Dositeja Obradovica 4
MA
Fizicki opis rada: (4/74/-/8/15/-/-)
(broj poglavlja/strana/lit.citata/tabela/slika/grafika/priloga/)
FO
Naucna oblast: Matematika
NO
Naucna disciplina: Stohasticka analiza
ND
Predmetna odrednica/kljucne reci: stohasticki proces, Poasonov proces, eksponencijalna
raspodela, stopa dolazaka, stopa odlazaka, broj servera, saobracaj, cekanje u redu
PO

71



PRIMENA REDOVA CEKANJA U SAOBRACAIU

UDK

Cuva se: Biblioteka Departmana za matematiku i informatiku Prirodno-matemati¢kog
fakulteta u Novom Sadu

CU

Vazna napomena:

VN

Izvod: Kroz rad je obrazlozena terminologija i Cetiri najceS¢e koriS¢ena modela redova
Cekanja sa primerima za svaki model redova ¢ekanja u praksi. Govori se o teoriji redova
¢ekanja konkretno u saobrac¢aju. U redovima cekanja teorija i njena primena dolaze u
razmatranje situacija o problemu gustine saobracaja, ¢ekanju prilikom prevoza javnim
transportom, ¢ekanja na semaforu. U vecini ovih primena se Koristi najjednostavniji model sa
jednim serverom. Detaljnije je opisan primer sa naplatnom rampom na parkingu, autoputu ili
na ulazu u hotele ili garaze. Ovaj problem se razmatra detaljnije jer se moze posmatrati i samo
na jednom serveru, ali i kada imamo viSe servera, odnosno usluznih kanala, pa imamo
konkretan primer odnosno simulaciju reda ¢ekanja u saobracaju u programskom jeziku gde
dobijamo konkretne rezultate.

1z

Datum prihvatanja teme od strane NN veca: 22.09.2017.

DP

Datum odbrane:

DO

Clanovi komisije:

Predsednik: dr Sanja Rapaji¢, vanredni profesor PMF-a

Clan: dr Dora Selesi, redovni profesor PMF-a

Mentor: dr Danijela Rajter Ciri¢, redovni profesor PMF-a

72



PRIMENA REDOVA CEKANJA U SAOBRACAIU

UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF SCIENCE AND MATHEMATICS
KEY WORDS DOCUMENTATION
Accession number:

ANO

Identification number:

INO

Document type: Monograph type

DT

Type of record: Printed text

TR

Contents Code: Master’s thesis

CC

Author: Ivana Mirazovic¢

AU

Mentor: prof. dr Danijela Rajter-Ciri¢
MN

Title: Application of Queuing Theory in Traffic
TI

Language of text: Serbian (Latin)

LT

Language of abstract: Serbian / English
LA

Country of publication: Republic of Serbia
CP

Locality of publication: VVojvodina

LP

Publication year: 2018

PY

Publisher: Author’s reprint

PU

Publication place: Novi Sad, Trg D. Obradovic¢a 4
PP

Physical description: (4/74/-/8/15/-/-)
PD

Scientific field: Mathematics

SF

Scientific discipline: Stochastic Analysis
SD

Subject/Key words: Stochastic process, Poisson process, exponential distribution, the rate of
arrivals, departures rate, number of servers, traffic, queuing
SKW

73



PRIMENA REDOVA CEKANJA U SAOBRACAIU

uc

Holding data: The Library of the Department of Mathematics and Informatics, Faculty of
Science and Mathematics, University of Novi Sad

HD

Note:

N

Abstract:

AB

This master’s thesis describes terminology of queuing theory and shows examples of four
most widely used models of queuing theory in practice. The main objective of this thesis is
queuing theory in traffic. Concretely queuing theory and its applications are considered in the
situation on the problem of traffic density, waiting for the public transport and waiting at
traffic lights. In most of these applications is used the simplest model with a single server.
Queuing theory example of the toll gate in a parking lot, a highway or at the entrance of the
garage or hotels is described in details. This problem is considered in more detail because it
can be seen on a single server, but also when there are multiple servers, and service channels.
At the end of this thesis is simulation of queue in traffic which has been made in the
programming language where we can see concrete results.

Accepted by the Scientific Board on: 22.09.2017.

ASB

Defended:

DE

Thesis defend board:

DB

President: dr Sanja Rapaji¢, Associate Professor, Faculty of Sciences, University of Novi Sad
Mentor: dr Danijela Rajter Ciri¢, Full Professor, Faculty of Sciences, University of Novi Sad
Member: dr Dora Selesi , Full Professor, Faculty of Sciences, University of Novi Sad

74



