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Predgovor

., U svetu u kojem se racunski troskovi ubrzano smanjuju, dok je cena dokazivanja
teoreme i dalje stabilna ili raste, elementarna ekonomicnost ukazuje na to da se moramo
vise posvetiti racunanju.

J. W. Tukey, ,, American Statistician*, 1986.

Cinjenica je da su radunari odavno postali neizostavan deo nase svakodnevice i da
je zivot kakav poznajemo bez njih tesko i zamisliti, buduci da obezbeduju nezamenljivu
Za razliku od pronalazaka za koje se ta¢no zna ko ih je i kada izumeo, nastanak kompjute-
ra je nemoguce povezati sa jednim konkretnim imenom i godinom. Ipak, u kontekstu te-
me kojom ¢e se baviti ovaj rad, klju¢ni momenat u razvoju ra¢unarske tehnike desio se to-
kom 1940-ih, kada su se pojavili prvi moderni, elektronski racunari, sustinski veoma sli¢-
ni onome $to pod tim pojmom danas podrazumevamo.

Takozvana informaticka revolucija prouzrokovala je pravi procvat mnogih nauc-
nih disciplina, s obzirom na to da su stvoreni uslovi za ,,hvatanje u kostac* sa velikim bro-
jem problema ¢ije reSavanje, iz prakti¢nih razloga, do tada nije bilo izvodljivo. Sa aspekta
nase price, od posebnog je znacaja sve intenzivnije zanimanje za nesto Sto bi se moglo na-
zvati primenjenom ili eksperimentalnom matematikom, a u ¢ijoj je osnovi ideja 0 kombi-
novanju klasi¢nih teorijskih zakljucaka i sposobnosti racunara za brzo i pouzdano izvrsa-
vanje obimnih i kompleksnih kalkulacija.

Oblast matematike koja od sredine XX veka dozivljava mozda i najizrazitiju rene-
sansu je matematicka statistika. Nagli rast racunarske mo¢i omogucio je automatizaciju
njenih postupaka, laksa i ,,jevtinija“ statisticka ispitivanja velikih skupova podataka sloze-
ne strukture, ali i razvoj niza novih statisti¢kih tehnika koje na bazi izvodenja ranije neza-
mislivo intenzivnih izracunavanja, ¢ak i nad skromnim raspolozivim uzorcima, obezbedu-
ju solidne rezultate u situacijama kada nisu zadovoljeni uslovi za primenu uobiéajenih me-
toda zakljucivanja.

Dakle, kompjuterska revolucija je nagovestila koliki potencijal leZi u tzv. eksperi-
mentalnoj ili empirijskoj statistici. Iskustva, medutim, pokazuju da susretanje sa novim i
nepoznatim, ¢ak i u nauci, ¢esto prate sumnjicavost i podeljena misljenja, pa nije pretera-
no zacudujuce $to se pomenute inovacije u statistickoj metodologiji i dan-danas neretko
prihvataju sa izvesnom rezervom.

Mnogi istrazivaci i dalje radije posezu za tradicionalnim statistickim postupcima,
i onda kada za to nisu ispunjeni neophodni uslovi, nego §to ,,eksperimentisu® sa nekom
od modernijih tehnika, a smatra se da za ovakav konzervativan pristup postoje tri glavna
razloga. Prvo, u statistickim kursevima se savremenijim temama uglavnom posvecuje ne-
uporedivo manja paznja, ukoliko se one uopste i obraduju, tako da su mnogima ovi kon-
cepti potpuno strani. Drugo, donedavno je vecina statistickih programskih paketa omogu-
¢avala samo uobi¢ajenu analizu podataka, $to je i one istrazivace koji SU svesni postojanja
novijih metoda ogranicavalo u njihovoj intenzivnijoj primeni. Na kraju, ni zadovoljenost
prethodna dva uslova ponekad nije dovoljna za razbijanje predrasuda o nedostatku teorij-
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ske potpore ovim ,,marginalnim® postupcima, za razliku od onih tradicionalnih, koji se do-
zivljavaju kao cvrsto teorijski opravdani i empirijski potvrdeni.

U ovom radu, bic¢e predstavljen jedan od pomenutih savremenih alata statisticke
analize, ¢ija se primena, osim u nekim najjednostavnijim primerima kakve u praksi retko
susrecemo, Nne moze zamisliti bez ra¢unarske podrske. Re¢ je 0 tzv. bootstrap metodu. Ka-
ko je naglasak stavljen na njegovu upotrebu u razli¢itim ekonometrijskim ispitivanjima,
prvo poglavlje ¢e biti posveéeno definisanju okvira razmatranja koja slede, u vidu krat-
kog podsetnika o pojmu, ciljevima i metodologiji ekonometrije.

Mehanizam bootstrap postupka, u najopstijem smislu, tema je drugog poglavlja ra-
da. Nakon definisanja klju¢nih pojmova, poput bootstrap uzorka, ocene i raspodele, i ob-
jasnjenja prirode odnosa sa klasi¢nim statistickim zaklju¢ivanjem, na nekoliko ilustrativ-
nih primera ¢e biti napravljena razlika izmedu dve njegove verzije — parametarskog i ne-
parametarskog bootstrapa. Budu¢i da odsustvo bilo kakvih pretpostavki o populaciji iz
koje potice raspolozivi uzorak otezava detaljniju komparaciju sa analitickim rezultatima,
paznja ¢e u daljem izlaganju mahom biti usmerena na parametarski postupak (sto je po-
sebno naglaSeno u glavama 3 i 4).

Trece poglavlje govori 0 moguc¢nostima primene bootstrapa u cilju smanjenja pris-
trasnosti ocena. Glavno je pitanje mogu li prosta i iterativna bootstrap redukcija u situaci-
ji kada ne znamo njen funkcionalni oblik dati podjednako dobre rezultate kao redukcija u
uslovima poznate forme pristrasnosti. Poslednji odeljak rezervisan je za numeri¢ki primer.

Bootstrap intervalima poverenja bavi se Cetvrto poglavlje. Predstavljene su tri
procedure za njihovu konstrukciju: prva odreduje granice na prirodan nacin — nalazenjem
odgovarajuceg kvantila empirijske rapodele bootstrap ocena, druga u sve to ukljucuje i
korekciju pristrasnosti posmatranog ocenjivaca, dok ga tre¢a pre primene bootstrap pos-
tupka transformisSe tako da se dobije veli¢ina ¢ija raspodela ne zavisi od nepoznatog para-
metra (tzv. pivot). Za kraj, dato je poredenje na konkretnom primeru.

Imaju¢i u vidu dobro poznatu vezu izmedu koncepata intervala poverenja i testo-
va hipoteza, u obimnoj literaturi na temu bootstrap metoda uobicajeno je favorizovanje
jednog pristupa u odnosu na drugi. Kako se vec¢ina autora opredeljuje za problematiku
obradenu u poglavlju 4 ovog rada, peta glava ¢e biti posvecena skiciranju najosnovnijih
elemenata procedure bootstrap testiranja, bez preteranog zalaZenja u detalje.

Poslednje, Sesto poglavlje ilustruje na koji se nacin glavni rezultati prethodna dva
mogu upotrebiti pri izvodenju zaklju€aka o vrednostima parametara regresionih modela.
Za pocetak, posmatran je standardni, ne nuzno normalni, linearni model, da bi na praktic-
nom primeru u poslednjem odeljku bilo pokazano kako je sli¢na analiza primenljiva i na
neke dinamicke modele.

Na ovom mestu bih Zelela da izrazim zahvalnost svim profesorima 1 asistentima
za dragoceno znanje koje sam stekla tokom osnovnih i master studija. Posebno sam za-
hvalna svom mentoru, prof. dr Zorani LuZanin, na pomoc¢i pri izboru i obradi teme mog
master rada, ali i na zanimljivim predavanjima koja su me zainteresovala za oblast ekono-
metrije. Clanovima komisije, prof. dr Andreji Tepavéevié i prof. dr Danijeli Rajter-Cirié,
se zahvaljujem na korisnim primedbama i sugestijama.

Rad posvecujem mojoj porodici, majci Radmili i ocu Zoranu, kao zahvalnost za
neizmernu ljubav, podrSku i razumevanje tokom svih ovih godina!

Ivana Mali¢ Novi Sad, oktobar 2012.



Master rad Mali uzorci i primena bootstrap metoda u ekonometriji

1 O ekonometriji

Na samom pocetku, ukratko ¢emo se podsetiti $ta izucava disciplina pod imenom
ekonometrija, koji su osnovni elementi ekonometrijskog modela i kako izgledaju tipi¢ni
koraci u ekonometrijskom ispitivanju.

1.1 Sta je ekonometrija?

Delimic¢an odgovor na pitanje iz gornjeg naslova dobijamo analiziranjem same re-
¢i ekonometrija — u doslovnom prevodu sa grékog jezika, ona bi znacila ,,merenje u eko-
nomiji“. Prvo pominjanje ovog naziva u ekonomskoj literaturi datira iz 1926. godine, a
pripisuje se Ragnaru Frischu, norveskom ekonomisti i statisticaru i jednom od dobitnika
prve Nobelove nagrade iz oblasti ekonomskih nauka.

Nastanak ekonometrije kao nauéne discipline vezuje se za pocetak izdavanja ¢aso-
pisa ,,Econometrica®, januara 1933. godine, iako je ,,Econometric Society*, medunarodno
ekonometrijsko udruZenje, osnovano tri godine ranije. Od tada do danas, brojni autori su
pokusali da $to preciznije definiSu njene okvire i predmet izu¢avanja. Neke od tih definici-
ja date su u nastavku.

T. Haavelemo (1944) navodi da je cilj metodologije ekonometrijskih istrazivanja,
u sustini, povezivanje ekonomske teorije 1 stvarnih podataka, koriS¢enjem teorije 1 tehni-
ka statistickog zakljucivanja kao spone izmedu njih.

Prema A. S. Goldbergeru (1964), ekonometrija je drustvena nauka u kojoj se in-
strumenti ekonomske teorije, matematike 1 statistickog zaklju€ivanja primenjuju za anali-
zu ekonomskih fenomena.

G. S. Maddala (2001) opisuje ekonometriju kao primenu statistickih i matematic-
kih metoda u analizi ekonomskih podataka, sa svthom pruzanja empirijske podloge eko-
nomskim teorijama i njihove verifikacije ili odbacivanja.

Sve u svemu, zakljucak je da se radi o naucnoj grani koja na specifican nacin
sintetizuje ekonomsku teoriju, matematiku, statisticke metode i stvarne podatke.

1.2 Pojam ekonometrijskog modela

Ekonometrija 1 njen postupak su, prvenstveno, ¢vrsto utemeljeni na nau¢nom pos-
tupku, a najcesce koris¢en naucni metod analize pojava koje spadaju u sferu razmatranja
date discipline jeste njihovo modeliranje. Stoga, prvi zadatak sa kojim se svaki ekonome-
trista suocava ¢ini formulisanje modela.
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Uopsteno govoreci, pojmom model oznacavamo pojednostavljenu predstavu neke
pojave iz realnog sveta, tj. formalizovanu prezentaciju ideja, propozicija ili znanja o speci-
ficnom fenomenu, sa ciljem njegovog objaSnjenja, predvidanja i kontrole.

Model je, dakle, ,,slika u malom* i nikada ne moze posti¢i idealnu realisticnost,
ma koliko bio slozen. Zato se pri njegovoj izradi tezi ka ostvarivanju §to bolje aproksima-
cije, tj. ukljucuju se samo oni faktori (promenljive) koji imaju bitan uticaj na ispitivanu
pojavu, dok sve ostalo, ¢itav niz detalja koji se zanemaruju ili se ne mogu predvideti,
svrstavamo u ,,poremecaje” (,,Sum‘). Pitanje izbora nije nimalo jednostavno, pa treba vo-
diti ra¢una o tome da model ne bude ni preterano uproséen, ali ni suvise kompleksan.

Prethodna prica pruza osnovu za pravljenje distinkcije izmedu ekonomskog 1 eko-
nometrijskog modela.

Ekonomski model predstavlja skup pretpostavki koje priblizno opisuju ponasanje
ekonomskog sistema ili nekog njegovog dela. Za razliku od toga, elementi ekonometrij-
skog modela su:

— jednacine izvedene iz ekonomskog modela koje opisuju ponasanje posmatranog siste-
ma, a sastoje se iz znacajnih promenljivih (uticajni faktori) i Suma,

— informacije o eventualnim greskama merenja nastalim prilikom opazanja vrednosti da-
tih promenljivih,

— specificiranje raspodele verovatnoce Suma i greSaka merenja.
Prema tome, namena ekonometrijskog modela jeste da se posmatrani ekonomski mo-
del predstavi u obliku koji ¢e omoguciti njegovu empirijsku validaciju, a potom i pri-

menu u raznim predvidanjima i analizama. Obi¢no za to postoji vise alternativnih naci-
na.

1.3 Ciljevi ekonometrije

Kao $to smo videli, ekonometrija je naucna grana koja vrednuje u kojoj je meri
ekonomska teorija konzistentna sa stvarnim podacima, omogucava dublje pronicanje u
sustinu stvarnih pojava i procesa, a ocenjene ekonometrijske relacije i modeli mogu poslu-
ziti za definisanje ekonomskih parametara potrebnih za vodenje ekonomske politike, do-
noSenje poslovnih odluka, kontrolu i predvidanje tendencija buducih kretanja vrednosti
medusobno zavisnih ekonomskih varijabli.

U tom smislu, definiSu se tri osnovna cilja ekonometrijske metodologije (Slika
1.1):

1) formulisanje ekonometrijskog modela (o ¢emu je bilo reci u prethodnom odeljku);
ova etapa ekonometrijskog rada se naziva fazom specifikacije,

2) ocenjivanje i testiranje modela koris¢enjem prikupljenih podataka, $to oznacavamo
kao fazu zakljucivanja,

3) primena modela u predvidanjima i analizi ekonomske politike.
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Slika 1.1 — Sematski prikaz glavnih koraka u ekonometrijskoj analizi
ekonomskih modela

Specifikacija ekonometrijskog modela predstavlja matematicku formulaciju nauc-
nih hipoteza postavljenih na osnovu poznavanja delovanja i ponaSanja ispitivanog feno-
mena u ekonomskoj stvarnosti, rezultata ranijih istrazivanja i spoznaja ekonomske teorije
o njemu. To ukljucuje znanje o promenljivama koje treba ukljuciti u model, matematic-
kom obliku njihove meduzavisnosti, kao i 0 mogu¢im vrednostima parametara modela.

Ocenjivanje modela obuhvata niz, moglo bi se re¢i, ,,tehni¢kih* aktivnosti — pri-
kupljanje neophodnih podataka, proveru da li su merenja izvrSena na odgovarajuci nacin,
da li su funkcije koris¢ene u modelu saglasne sa odnosima koje definise ekonomska teo-
rija, ispitivanje ja¢ine medusobne korelacije i uslova stohasti¢nosti slu¢ajnih promenlji-
vih, izbor adekvatnih ekonometrijskih metoda i tehnika za ocenjivanje modela 1, konac¢no,
njihovu primenu.

Ono S§to sledi jeste vrednovanje dobijenih ocena parametara, tj. testiranje modela,
koje se vrs$i u odnosu na tri grupe kriterijuma: ekonomske, statisticke i ekonometrijske.
Ekonomski kriterijumi odnose se na neke unapred poznate pretpostavke o predznaku i ve-
li¢ini parametara, statistickim se ispituje statisticka znacajnost dobijenih ocena, dok po-
mocu ekonometrijskih utvrdujemo da li te ocene imaju pozZeljna svojstva, poput nepri-
strasnosti, konzistentnosti i efikasnosti.

Ovako kreiran ekonometrijski model je potrebno oceniti i sa stanovista njegove
moci predvidanja, kao jednog od glavnih ciljeva ekonometrijskog istrazivanja koji podra-
zumeva upotrebu dobijenih numerickih rezultata da bi se predvidele vrednosti nekih eko-
nomskih veli¢ina u uslovima koji jo$ nisu nastupili, radi pravovremenog donosenja odgo-
varajué¢ih odluka i uspes$nog planiranja i usavrSavanja funkcija ekonomskog sistema.
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2 Mehanizam bootstrap postupka

(SISARER bress R0 W “I was still a couple of miles above the clouds when it broke, and
\ with such violence | fell to the ground that | found myself
f stunned, and in a hole nine fathoms under the grass, when I
JL L" ) | recovered, hardly knowing how to get out again. Looking down, |
P ® observed that | had on a pair of boots with exceptionally sturdy
ﬁ’lﬁw\g straps. Grasping them firmly, | pulled with all my might. Soon |

LBV had hoist myself to the top and stepped out on terra firma without

N W further ado."

R. E. Raspe, “Singular Travels, Campaigns and
Adventures of Baron Munchausen”, 1786.

Prate¢i dogodovstine legendarnog barona Miinchausena, ¢uvenog po svojoj sklo-
nosti ka ,,preuveli¢avanju®, nemacki pisac R. E. Raspe je ovim re¢ima opisao kako je nje-
gov junak jednom prilikom sam sebe izvukao iz mo¢vare povla¢enjem kaiSeva na sopstve-
nim c¢izmama (engleski: bootstraps). Izraz “to pull yourself up by your own boot-
straps” posluZio je kao inspiracija americkom statisticaru Bradleyu Efronu prili-
kom izbora naziva za novu statisti¢ku tehniku koju je predstavio 1979. godine u ra-
du ,,Bootstrap methods: Another look at the jackknife“ objavljenom u ¢asopisu
»The Annals of Statistics“. Ovim neobi¢nim imenom Efron je Zeleo da ukaze na to da
bootstrap metode (poznate i kao MUinchausenove) predstavljaju koristan, prakti¢an i Siro-
ko primenljiv alat, “matematicke kaiSeve” pomocu kojih se na jednostavan nacin moze-
mo izvuci iz “statisticke mocvare”.

Medutim, ima i onih koji smatraju da ovakav naziv samo potkrepIJUJe utlsak koji
0 modernim statistickim instrumentima i dalje postoji u izvesnim .. : m
krugovima — da su zasnovani na principu ,,nesto za nista“. Na pri- ‘
mer, P. G. Hall, australijski matemati¢ar poznat po izuzetnom
doprinosu u oblasti neparametarske statistike i autor brojnih rado- ﬂ ol
va na temu resampling metoda, u monografiji ,,The Bootstrap
and Edgeworth Expansion“ (1992) komentarise kako je uzor-
kovanje iz jednog te istog skupa podataka, iznova i iznova,
jednako uzaludno kao gore opisani poduhvat barona Miinchause-
na.

Poglavlje koje sledi bice posveéeno definisanju osnovnih
koncepata bootstrap metologije. U uvodnom delu dajemo motiva-
ciju, tj. formuliSemo problem koji nas interesuje, da bismo u na-
rednim odeljcima, u zavisnosti od nekih polaznih pretpostavki o
raspolozivom uzorku podataka, napravili razliku izmedu parame-

Bradley Efron
tarskog i neparametarskog pristupa ovoj tehnici. (1938.— )
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2.1 Uvod

Statistika je matematicka disciplina koja se bavi prikupljanjem, prikazivanjem,
analizom i koriS¢enjem podataka u svrhu izvodenja zakljucaka i donosenja odluka. Pred-
met njenog ispitivanja su masovne pojave koje su po prirodi promenljive i ¢ije ponaSanje
zavisi od dejstva razli¢itih faktora, njihovih osobina, broja i kombinacija.

Skup svih elemenata na kojima se data pojava proucava zove se osnovni skup ili
populacija. Glavna karakteristika populacije jeste to da mora biti homogena, $to znaci
da njeni elementi imaju bar jednu zajedni¢ku osobinu. Svojstva po kojima se elementi po-
pulacije razlikuju nazivamo statistickim obeleZjima. Pojam obelezja ekvivalentan je
pojmu slucajne promenljive u teoriji verovatnoce i osnovni zadatak statistike jeste odredi-
vanje njegove raspodele.

U slucaju da se ispituje cela populacija, odredivanje raspodele verovatnoée obe-
lezja svodi se na registrovanje njegovih vrednosti na svim elementima populacije. To, me-
dutim, obi¢no nije moguce, bilo zbog velikih materijalnih troskova, vremenskog trajanja
ili pak unistenja ¢itave populacije. U takvim situacijama, primenjuje se metod uzorka: iz
populacije se na odredeni na¢in uzima jedan podskup — uzorak — na ¢ijim se elementima
ispituju vrednosti posmatranog obeleZja. On je konacan, a broj njegovih elemenata nazi-
vamo obimom uzorka i obelezavamo sa n.

Osnovna ideja metoda uzorkovanja jeste da se zakljuécei dobijeni na bazi uzorka
generalizuju na celu populaciju. Pri tome, kao neophodan uslov postavlja se reprezenta-
tivnost uzorka, koja obezbeduje verodostojnost rezultata zaklju¢ivanja, a ostvaruje se slu-
¢ajnim izborom njegovih elemenata iz populacije, uz postovanje odredenih pravila teorije
verovatnoc¢e. Na taj nacin, pomenuta pravila se mogu koristiti i u postupku izvodenja sta-
tistickih zakljucaka.

Matematicki, prost slu¢ajan uzorak obima n za neko obelezje populacije X defi-
niSe se kao n-torka nezavisnih slu¢ajnih promenljivih,

X=Xy, Xg0e X)),

od kojih svaka ima istu raspodelu verovatnoée kao X. Registrovanjem vrednosti obelezja
na svakom od izabranih elemenata dobija se realizovani uzorak,

X = (X5 X5 500y X))
Prilikom statistickog zakljucivanja na osnovu uzorka o nekom parametru popula-
cije, tj. o nekom kvantitativnom svojstvu koje je zajednic¢ko za sve elemente osnovnog

skupa, koriste se razne transformacije prostog slu¢ajnog uzorka. Slu¢ajnu promenljivu

Y = £(X) = F (X, Xy X,)

u kojoj ne figuriSe nepoznati parametar, gde je f :R" — R® Borelova funkcija, nazivamo
statistikom.
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Dakle, statisticko zakljucivanje je oblast koja se bavi procedurama za izvodenje
zakljucaka na osnovu raspolozivih podataka o populaciji iz koje oni dolaze ili, drugacije
formulisano, o nekom procesu koji ih je generisao, a moze se opisati odgovarajucom
funkcijom raspodele u kojoj figuriSu izvesni parametri.

Primena velikog broja ovakvih postupaka podrazumeva prethodnu proveru ispu-
njenosti odredenih polaznih uslova u vezi sa posmatranim podacima ili postavljanje nekih
neophodnih pretpostavki. Problem nastaje u situaciji kada ne mozemo biti potpuno sigur-
ni u njihovu zadovoljenost, odnosno kada nije preterano racionalno pouzdati se u te pret-
postavke pod datim okolnostima. U tom smislu, kako je ve¢ istaknuto, jedno od klju¢nih
pitanja odnosi se na raspodele verovatnoce.

Radi ilustracije, prisetimo se sledeCeg jednostavnog primera. Statistika koja se
uobicajeno koristi kao ocena sredine populacije, x, ha osnovu prostog sluc¢ajnog uzorka
X = (X1, X2,..., Xp) jeste aritmeticka sredina,

X,.

i=1

X =

S|

Ako se zna da slucajne promenljive X;,i=12,...,n, imaju raspodelu oblika
N(,u,dz),ye R,o>0,

statisticka teorija nam garantuje da ée i slu¢ajna promenljiva X biti normalno raspodelje-
na, sa oéekivanjem i varijansom o%/n. Medutim, pitanje koje se postavlja jeste §ta raditi
ukoliko nemamo nikakvih prepostavki o uzorku X.

U slucaju kada raspolazemo dovoljno velikim brojem podataka, zadovoljavajuce
odgovore nam Cesto obezbeduje asimptotska teorija. Baveci se raspodelama statistika za
beskonacne uzorke, tj. N— oo, ona omogucava jednostavno dobijanje rezultata koji pred-
stavljaju dobre aproksimacije za ono sa ¢ime se susreCemo u praksi, gde su uzorci, nuzno,
ograni¢enog obima.

Dva su fundamentalna principa na kojima pociva asimptotska teorija.

1) Zakoni velikih brojeva (engleski: LLN — laws of large numbers). lako postoji vise

razli¢itih formulacija, generalno se bave ispitivanjem potrebnih i dovoljnih uslova da
niz aritmetickih sredina

Xy,

X+ X, X +X,+X, 1ixi"”

2 3 ’m’ﬁizl

nezavisnih slucajnih promenljivih Xi, Xa,..., Xp,... konvergira u odredenom smislu ka
nekom broju. Preciznije, za dati niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih definisanih nad
istim prostorom verovatnoce, posmatra se konvergencija niza

I3 x -1 E(x), n=123..
Nz =]

10
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ka nuli.

Mi ¢emo se najcece pozivati na Hincinov zakon velikih brojeva: ako nezavisne slucaj-
ne promenljive Xy, X2,..., Xp,... imaju istu raspodelu i kona¢no ocekivanje E(X;) =a<oo,
onda vazi

1 n
=Y X;—Poa, noox,
N

odnosno, po definiciji konvergencije u verovatnoci,
Ve>0, P{|X,—-al2e}—>0, n>x.

2) Centralne grani¢ne teoreme (engleski: CLT — central limit theorems). Poput zako-
na velikih brojeva, i centralna grani¢na teorema Se javlja u raznim oblicima, ali je os-
novna ideja sadrzana u tvrdnji da ¢e, pod odredenim uslovima, suma n standardizova-
nih slu¢ajnih promenljivih umnozena sa N2 imati priblizno normalnu raspodelu za
N — oo,

Lindeberg — Lévi CLT glasi: ako su Xy, Xz,..., Xp,... nezavisne slu¢ajne promenljive sa
istom raspodelom i kona¢nom disperzijom D(X;) = 0?<w,i=1,2...,n,..., onda vazi

(Zx —E Zx J// Z_l:x <x o \/_:[oezdt xeR.

Ve je receno da su uzorci sa kojima radimo u prakti¢nim uslovima neminovno
kona¢nog obima. Neretko je o ispitivanom fenomenu, iz ovog ili onog razloga, dostupno
veoma malo podataka. U takvim situacijama, aproksimacije koje bi nam pruzila asimptot-
ska teorija, ¢ak i kada su validne, obi¢no se ne mogu smatrati previse pouzdanim. Jedan
od novijih statistiCkih alata ¢ija je svrha poboljSanje uobic¢ajenih asimptotskih aproksima-
cija u kona¢nim uzorcima, ali i izvodenje zakljucaka u slu¢aju kada asimptotska raspode-
la nije poznata ili zavisi od nekih nezgodnih parametara, jesu tzv. resampling metode.

Re¢ je, zapravo, o grupi tehnika sa jednostavnom zajednickom idejom: ,reciklira-
nje* informacija sadrZanih u jednom jedinom raspoloZivom uzorku. Na to ukazuje i
sama re¢ ,,resampling®, koja bi u doslovnom prevodu sa engleskog jezika znacila ,,re-
uzorkovanje®. Naime, osnovni princip na kojem su bazirane ove tehnike jeste da se reali-
zovani uzorak X=(Xy,X,,...,X,) tretira kao virtuelna populacija iz koje ¢e, na odredeni na-
¢in, biti generisani novi uzorci (resamples). Ovo bismo formalno mogli iskazati uvode-
njem tzv. resampling vektora

P =(P,P,,..P)), R">0, Y R =

i=1

tj. vektora verovatnoca Koji sa podacima X = (X, X,,..., X,) definise funkciju raspodele

11
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£ X Xy e X,
PP .. P

kao pravilo za formiranje velikog broja nezavisnih uzoraka oblika

*

X =X, X5 XY~ F,

Zvezdica (*) u gornjem desnom uglu predstavlja uobic¢ajenu oznaku za objekte koji se od-
nose na resampling. Primetimo da, u zavisnosti od izbora konkretne tehnike, X~ ne mora
biti istog obima kao X, tj. nije nuzno m = n.

Sli¢no kao sto X reprezentuje originalnu populaciju, uzorci dobijeni resamplingom,

X, = (Xll’ Xogreens Xml)’

X, =(X12’X22""’Xm2)7

*

Xg :(XlR’X2R1"'1XmR)’

treba da simuliraju visestruko uzorkovanje iz osnovnog skupa. Dakle, namera je da se
uzoracka raspodela posmatrane statistike Y =f(X) aproksimira resampling raspodelom,
odredenom njenim vrednostima

y; = (X)), i=12...,R,

izraCunatim za dobijene ,,reuzorke®.

Da bismo jasnije uocili razliku izmedu zakljucaka koje izvodimo pozivanjem na
asimptotsku teoriju i primenom resamplinga, vrati¢emo se na primer s po¢etka ovog odelj-
ka — ocenjivanje nepoznate sredine populacije aritmetickom sredinom uzorka.

a) Uzoracka raspodela statistike X formirana je od njenih vrednosti izradunatih za veli-
ki broj uzoraka izvucenih iz polazne populacije ¢iju raspodelu ne znamo.

A4

X, - uzorakobiman N r

X, -uzorakobiman

X3 -uzorakobiman

~

e X
o5
.

POPULACIA SA UZORACKA RASPODELA
NEPOZNATOM RASPODELOM STATISTIKE X

12
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b) Ukoliko je poznato da je polazna populacija normalno raspodeljena, statisti¢ka teorija
nam garantuje da je i uzoracka raspodela aritmeticke sredine normalna; ¢ak i kada na-
vedeni uslov nije ispunjen, isti zaklju¢ak nam obezbeduje CLT.

teorija
(ili CLT) |- o/vn
>
#.
NORMALNA POPULACIJA SA UZORACKA RASPODELA
NEPOZNATOM SREDINOM STATISTIKE X

c) ldejaresamplinga: iz jednog raspolozivog uzorka generisati veliki broj (R) novih, izra-
Cunati vrednost posmatrane statistike za svaki od njih i formirati tzv. resampling ras-
podelu kao aproksimaciju njene uzoracke raspodele.

raspolozivi

uzorak, X X3 X;

POPULACIJA SA ORIGINALNI UZORAK RESAMPLING
NEPOZNATOM RASPODELOM RASPODELA
STATISTIKE X

Resampling oCuvava sustinu statistickog zaklju¢ivanja, buduc¢i da je rezonovanje 1
dalje zasnovano na pitanju: ,,Sta bi se desilo kada bismo ponovili postupak mnogo puta?*
Cilj ovih metoda je da se primenom intenzivnog racuna omoguci olaksanje uslova koji su
neophodni za bezbednu primenu klasiénih statistickih procedura. One nas ¢esto oslobada-
ju komplikovanih formula i funkcioniSu po istom mehanizmu za Citav spektar razli¢itih
statistika pod razli¢itim okolnostima, dajuci ponekad i tacnije rezultate od onih koje bi-
smo dobili na tradicionalan nacin.

Iako prvi tragovi zanimanja za ovu temu datiraju jos iz 30-ih godina proslog veka,
izuzetno veliki racunski troskovi predstavljaju glavni razlog §to su znacajnija ispitivanja
resampling metoda usledila tek nakon pojave modernih racunara. Paralelno sa uvecava-
njem njihove brzine i mo¢i, razvijale su se i brojne varijacije ovih tehnika, ali se u literatu-
ri najcesce izdvajaju Cetiri osnovna tipa:

13
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1) permutacioni testovi (Fisher, 1935.) — testovi hipoteza zasnovani na permutovanju
opazanja originalnog uzorka, tako da se p-vrednost odreduje kao udeo permutacija za
koje vrednost test statistike premasuje onu izra¢unatu za polazni uzorak;

2) cross-validation (Kurtz, 1948.) — metod koji se u ekonometriji koristi za ocenjivanje
taCnosti predvidanja na osnovu modela: u svakoj iteraciji, jedan deo raspolozivih opa-
zanja se izdvaja za fitovanje modela, dok ostatak sluzi za njegovo testiranje, a konac-
na ocena preciznosti predvidanja formira se usrednjavanjem rezultata dobijenih vise-
strukim ponavljanjem postupka za razli¢ite podele originalnog uzorka;

3) jackknife (Quenouille, 1949.) — novi uzorci se formiraju naizmeni¢nim izostavlja-
njem po jednog opazanja (ili, opStije, grupe opazanja) iz originalnog uzorka; njegova
osnovna namena jeste redukcija pristrasnosti ocenjivaca i dobijanje pouzdanijih ocena
varijanse;

4) bootstrap (Efron, 1979.) — u neparametarskoj verziji, bootstrap uzorci se dobijaju pu-
tem ,,izvlacenja sa vraCanjem* iz originalnog skupa opazanja, dok parametarski boot-
strap podrazumeva odredivanje vrednosti nepoznatih parametara raspodele unapred
zadatog oblika na osnovu raspolozivih podataka i, zatim, generisanje novih uzoraka iz
date raspodele okarakterisane dobijenim parametrima.

Od njihovog uvodenja u statisticku praksu do danas, kritike na ra¢un resampling
metoda bile su podeljene.

Ima mnogo onih koji su jos uvek krajnje skepti¢ni po pitanju upotrebe ovih ,,alter-
nativnih® postupaka. S. E. Fienberg (1991) je, na primer, prili¢no ostro prokomentarisao:

., PokusSavate da ni od cega dobijete nesto. Koristite iste brojeve iznova i iznova,
sve dok ne dodete do odgovora koji ne mozete dobiti ni na koji drugi nacin. U tu svrhu,
morate naciti neke pretpostavke, zbog kojih se kasnije moZete mnogo pokajati.

Najmanje opravdan je, nesumnjivo, poslednji argument, budu¢i da je svaka teorija i proce-
dura utemeljena na izvesnim polaznim postavkama koje prihvatamo takvim kakve jesu —
StaviSe, klasi¢na statistika svakako prednjac¢i u odnosu na resampling metode u tom pogle-
du. Neki kriti¢ari su otisli i dalje, postavljajuéi pitanje da li se resampling uopsSte moze
smatrati formom statisti¢kog zaklju¢ivanja, s obzirom na to da vrsi generalizaciju na osno-
vu samo jednog uzorka. Ono o ¢emu se, u svakom sluéaju, mora voditi rauna jeste pazlji-
va primena ovih tehnika pri radu sa podacima neuobicajene strukture, kako ne bi bila
ugrozena validnost dobijenih rezultata. Sa istim problemom se, naravno, suocavaju i kla-
sicni statisticki postupci, ali ga oni, za razliku od resamplinga, ne mogu bar delimi¢no
ublaziti dodatnim uzorkovanjem.

Na drugoj strani, pristalice resampling metoda navode brojne razloge kojima
opravdavaju njihovu upotrebu. Kako je ve¢ istaknuto, oni predstavljaju pogodnu alternati-
vu za tradicionalne statisticke procedure koje su bazirane na teorijskim raspodelama, $to
podrazumeva jake pretpostavke o populaciji i uzorku, a Cesto i zahtev za dovoljno veli-
kim skupom podataka. lako se obi¢no upotrebljava kao ,,lek* za problem malog uzorka,
resampling moze biti od koristi i u obrnutoj situaciji — tipi¢an primer je redukovanje moci
testa, koji za suviSe veliki broj opaZanja moZe odbaciti prakticno svaku hipotezu. Vazna
stavka je i to Sto su resampling metode sustinski veoma jednostavne i intuitivno jasne,
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tako da za njihovo razumevanje nisu neophodna preterano napredna matematicka predzna-
nja.

Da zakljuc¢imo: i klasi¢nim i resampling postupcima je moguce pripisati manje ili
viSe argumenata i ,,za“ i ,,protiv*, sto u velikoj meri zavisi od konkretne situacije koja se
ispituje. Ipak, mora se konstatovati da u sluc¢aju kada su zadovoljene neophodne parame-
tarske pretpostavke nijedan pristup nece dati bolje rezultate od klasi¢ne statistike.

2.2 Formulacija problema

Za pocetak, razmotrimo slede¢u situaciju. Podaci koje imamo, u oznaci x=
(X, X,,..., X,), predstavljaju realizaciju prostog slu¢ajnog uzorka X = (X, X,,..., X,) za
obelezje populacije X sa funkcijom raspodele F. Drugim rec¢ima, vrednosti x,X,,...,X, Su
generisane ,,pravilom* F. Neka je, dalje, Y = f(X) nekakva statistika uzorka X. Ono
Sto nas zanima jeste odredivanje njene funkcije raspodele, G, na osnovu X, tj. njena
uzoracka raspodela. Radi jednostavnosti, pretpostavicemo da su sve slu¢ajne promenljive
jednodimenzionalne.

Ukoliko se zna kako su raspodeljene X,, i=12,...,n,tj. F je dato, jednostavno
¢emo generisati veliki broj, obelezimo ga sa B, nezavisnih realizacija prostog sluc¢ajnog
uzorka X, u oznaci

X; = (X, Xgjreees Xoj)s 1=12,..., B,
i izraCunati vrednost posmatrane statistike za svaku od njih,
Yi = f (Xj)1 y= (y1’ Yaro YB)-

Tada, empirijska funkcija raspodele (engleski: EDF — empirical distribution function)
statistike Y na osnovu kolekcije y, definisana kao

Gay 1Y) =S DI, <3}, yeR

(gde 1(A) predstavlja indikator dogadaja A, tj. slu¢ajnu promenljivu koja uzima vrednost
1 ako se A desio, a 0 u suprotnom), prema Borelovom zakonu velikih brojeva konvergira
skoro sigurno (sa verovatno¢om 1) ka funkciji raspodele G(y) kada B — o, za svako fi-

ksirano y € R. Ova konvergencija je i uniformna po y € R, o ¢emu govori tzv. central-
na teorema matematicke statistike.
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Teorema 2.1 (Glivenko — Cantelli):
Ako je

S (%) =%i|({xi <x}), xeR,

EDF obelezja X sa funkcijom raspodele F na osnovu prostog slucajnog uzorka X =
(X, X,,..ry X)), tada vazi:

P{sup|S,(X)-F(X)|>0, n—>oo}=1. O

xeR

Opisani postupak moze se prikazati slede¢im algoritmom:

F=X=(X,%,,...X,), F —poznato
for j=1:B

fori=1:n

izaberi x; iz F

I++

X = (X5 X e Xoj)

Y = f(xj)
j++
Y=(Y1: Y2 Yg)
formiraj EDF G, (-|y)

Ono §to, medutim, predstavlja problem jeste ¢injenica da vrlo ¢esto nemamo pot-
pune informacije o raspodeli verovatnoce iz koje dolazi na$§ uzorak. U tom smislu, napra-
vi¢emo razliku izmedu dva slucaja:

1) znamo oblik funkcije raspodele F (normalna, eksponencijalna,...), ali u njoj figu-
riSe neki nepoznati parametar 1, 0=0(F),

2) ne znamo niSta o raspodeli F.

Jedno od reSenja u ovakvim situacijama predstavlja primena resampling metoda
pod nazivom bootstrap. U zavisnosti od toga sa kojom se od pomenute dve varijante
suoCavamo, moze se re¢i da postoje dva osnovna pristupa ovoj tehnici — parametarski i

neparametarski bootstrap — ¢iji ¢e mehanizmi biti opisani u nastavku poglavlja. Pri to-
me, statistika Y = f (X) ¢ija nas raspodela zanima bice ocenjivac¢ nepoznatog parametra

! Radi jednostavnosti, posmatraéemo jednodimenzionalni slu&aj. Analiza je potpuno analogna kada F zavisi
od vektora nepoznatih parametara, 0 = (6,,6,,...,6k), k >1.
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0 =0(F)
raspodele F na osnovu prostog slu¢ajnog uzorka X, koji ¢emo oznacavati sa

0=0(X).

2.3 Parametarski bootstrap

U ovom odeljku, pretpostavka je da znamo oblik funkcije raspodele F prostog slu-
¢ajnog uzorka X, ali da ona zavisi od nekog parametra € cija je stvarna vrednost nepozna-
ta. Drugim re¢ima, F pripada dopustivoj familiji raspodela

{F,, 0 6},

gde je ® skup svih mogucih vrednosti datog parametra. Kako je obja$njeno, interesuje
nas funkcija raspodele G nekog njegovog ocenjivaéa 6 =6(X). Raspolazemo samo jed-
nom realizacijom, X = (X, X2,..., Xn).

Parametarski bootstrap je postupak koji navedeni problem resava na veoma pri-
rodan nacin: umesto iz F,, generisacemo B nezavisnih uzoraka upotrebom njene aproksi-
macije oblika

F

o(x)’

gde je sa O(x) obelezena vrednost ocenjivaca parametra @ izraCunata za originalni uzo-
rak x. Tako dobijene podatke, u oznaci

X; = () Xgj 0 X)) 1 =1,2,..., B,

nazivamo bootstrap uzorcima. Za svaki od njih, ba$ kao i u prethodnom odeljku, potreb-
no je odrediti vrednosti

0’ =0(x,), j=12,..B, (2.1)

takozvane bootstrap ocene ili bootstrap replikacije posmatrane statistike, a potom kon-
struisati empirijsku funkciju raspodele

G.(-107), 6 =(6,.6;....67),

kao bootstrap ocenu nepoznatog G. Kolekcija vrednosti (2.1) ¢esto se naziva bootstrap
raspodelom ocenjivada 6.
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2.4 Neparametarski bootstrap

U uslovima kada o raspodeli F koja je generisala prost slu¢ajan uzorak X nema
nikakvih informacija, ideju za resavanje problema formulisanog u odeljku 2.2 — kako oce-
niti raspodelu G ocenjivada 6 =60(X) njenog nepoznatog parametra 6 = 6(F) — nepara-
metarski bootstrap nalazi u empirijskoj funkciji raspodele

Fn(x|x):%znll({xi <x}), xeR,

formiranoj na osnovu raspolozivih podataka X = (X, X,,..., X, ).

Prakti¢no, to znaci da se B realizacija prostog slu¢ajnog uzorka X, tj. B bootstrap
uzoraka, dobijaju putem izvla¢enja sa vra¢anjem iz originalnog skupa {x;, X, ..., X, }, ta-
ko da svaka od vrednosti x; pri svakom izvladenju ima jednaku verovatno¢u, 1/n, da bu-
de izabrana. Drugim re¢ima, ako bismo sa

* * * *

X =(X], X5 X1)

obelezili ,,bootstrap prost sluc¢ajan uzorak“ (Cije Su realizacije oznacene kao
X*} = (XIJ- , X;j veeey X:j), i=1,2,..,B), ,.bootstrap slu¢ajne promenljive“ X, ,i=12,..,n, bile
bi medusobno nezavisne i raspodeljene po pravilu

x;*:(Xl 2 o X"}. 2.2)
1/n 1/n .. 1/n

Dalji tok postupka je potpuno isti kao u slu¢aju parametarskog bootstrapa: za svaki boot-
strap uzorak X ratunamo odgovarajucu bootstrap ocenu 4 =4(x;), a zatim generisemo
empirijsku funkciju raspodele G,(-|6") na osnovu kolekcije dobijenih vrednosti
0" =(4,,6;,....;), kao aproksimaciju za nepoznatu raspodelu G ocenjivata 8 = 6(X) pa-
rametra 6 = 6(F).

Opisana procedura se moze predstaviti algoritmom veoma sli¢cnom onome iz odelj-
ka 2.2. Jedina razlika je u tome $to je nepoznato F(-) zamenjeno sa F,(-|x). U tom smis-
lu, bootstrap (parametarski i neparametarski) predstavlja tipican primer tzv. plug-in prin-
cipa, koji govori o ocenjivanju nepoznatog parametra ¢(F) posmatrane raspodele F veli-
¢inom O(F), gde je sa F oznaGena nekakva aproksimacija funkcije raspodele F. Prema

tome, zakljuGuje se da je u slucaju parametarskog bootstrapa F = F s09» dOK j€ za nepara-
metarski F = F,(-| x).
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F=x=(x,X,,...,X,), F —nepoznato
formiraj F,(-|X)

for j=1:B
fori=1:n
izaberi x; iz F,(-|X)
I++
X = (X Xgjrees Xoj)
0, =0(x;)
J++

0" =(4,,6;,..6)
formiraj G, (-|0")

2.5 Odnos parametarskog i neparametarskog bootstrapa na
primeru ocenjivanja sredine i varijanse

2.5.1 Uvod

Rezime izlaganja iz prethodna tri odeljka izgledao bi ovako. Polazimo od nekog
obelezja populacije X sa funkcijom raspodele F u kojoj figurise nepoznati parametar
60 =6(F). Dat nam je ocenjiva¢ tog parametra na osnovu prostog slu¢ajnog uzorka X =
(X,, X,y X)), U OZNACH @ = H(X). Interesuje nas raspodela statistike 6, opisana funkci-
jom raspodele G. S obzirom na to da raspolazemo samo jednom realizacijom prostog slu-
¢ajnog uzorka X, X =(X;,X,,..., X, ), 1 da zbog nepotpunih informacija o F nismo u mogu¢-
nosti da ih generiSemo jos§, ne mozemo Se pozivati na uobicajene asimptotske rezultate
(odeljak 2.2), pa simuliramo uzorkovanje iz originalne populacije primenom bootstrap
postupka — formiramo bootstrap uzorke X = (X, X3;-- %), j=1,2,...,B, po ,pravilu®
Fju (odeljak 2.3) ili F,(-|x) (odeljak 2.4) i ratunamo vrednosti & =4(x’) (bootstrap
ocene). Kolekcija 8" = (6,,6;,....6;) predstavlja aproksimaciju ,idealne“ bootstrap ras-
podele, koja se dobija pod uslovom da B — 0. Tac¢nije, EDF ovih bootstrap replikacija,

G, (z]0) :%il({é(x;)q}), reR,

za B — oo konvergira ka funkciji raspodele G™ ,,idealne“ bootstrap ocene

0" =0(X"), (2.3)
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gde jesa X" =(X,, X,,..., X|) obelezen bootstrap prost slu¢ajan uzorak, &ije se realizaci-
je x*j generiSu na gore opisani nac¢in. Prema tome, nepoznatu funkciju raspodele G po-
laznog ocenjivaga @ ocenili smo empirijskom funkcijom raspodele bootstrap ocena,
Gg (- 0"), kao aproksimacijom ,,idealne bootstrap raspodele G* (Slika 2.1).

POPULACIJA UZORAK UZORAK BOOTSTRAP
—> i —> UZORAK
0 /] /] 0

Slika 2.1 — Sustina bootstrap postupka: koriséenje analogije medu odnosima
populacija/uzorak i uzorak/bootstrap uzorak

U praktiénim primenama, medutim, broj generisanih bootstrap uzoraka, B, nuzno
je konac¢an. Uprkos enormnom porastu ra¢unarske brzine i mo¢i, narocito tokom prethod-
ne dve decenije, postupak se u nekom momentu mora zaustaviti. Naravno, ¢ak i u eri mo-
dernih kompjutera je pozeljno da izvodenje procedure bude sto jevtinije, tj. da oduzme
$to manje vremena i, samim tim, prouzrokuje nize rac¢unske troskove.

Kada je u pitanju neparametarski bootstrap, pod pretpostavkom da su sva opazanja
u skupu {x;, X,,..., X, } medusobno razli¢ita, ukupan broj bootstrap uzoraka x*j koje je mo-
guce generisati iz originalnog, x=(x,,X,,...,X,), iznosi n". Osim u slu¢aju kada je obim
uzorka sa kojim radimo izuzetno mali, n" je ogromno. Stoga, kako je istaknuto, moramo
ograniciti nase ispitivanje samo na vecéi ili manji deo mogucih replikacija, sto umnogome
zavisi od konkretnog primera.

U tom smislu, kaze se da postoje dva izvora greske pri bootstrap zaklju¢ivanju:

a) greska prouzrokovana time sto je bas uzorak x izabran za reprezenta posmatrane popu-
lacije,

b) greska nastala usled toga $to nisu uzeti u obzir svi bootstrap uzorci koje je moguce ge-
nerisati iz x (kontrolise se izborom dovoljno velikog broja B).

2.5.2 Botstrap ocene sredine i varijanse

Pretpostavimo da nas pod uslovima definisanim u prethodnom odeljku interesuju
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prvi i drugi centralni moment raspodele G, odnosno sredina E(é) i varijansa Var(§) oce-
njivata 6=6(X) proizvoljnog parametra @ = @(F) funkcije raspodele F. Pri tome, podra-
zumeva se da E(6) i Var(d) racunamo u odnosu na originalnu raspodelu obelezja X, F =
F ().

Iz statistike nam je poznato da se za ocenjivanje sredine x i varijanse o nekog
obelezja populacije Z sa funkcijom raspodele H uobicajeno koriste tzv. plug-in ocene, for-
mirane po principu

n=n(H)—>n=n(H,)=n12),

gde je sa H, oznacena empirijska funkcija raspodele na osnovu prostog slu¢ajnog uzorka
Z2=(2,,2,,...,2,), .

H,(2)=H,(z12)=~31({Z <2}), zeR.
n<g
Dakle, nepoznati parametar x oceni¢emo sredinom uzorka,
.5 1
ll’l:ZI’] :_ZZ“ (2.4)
[ ey
dok je plug-in ocenjivaé za o varijansa uzorka,
A2 c2 1 o Z \2 1 C 2 -2
62 =S =EZ(zi—zn) =szi ~-Z2 (2.5)
i=1 i=1

Imajuéi ovo u vidu, prirodan nacin za konstruisanje bootstrap ocena sredine i vari-
janse ocenjivaca 0 proizvoljnog parametra € podrazumeva odredivanje sredine i varijan-
se uzorka bootstrap replikacija, " = (&, ,6;,...,0;)

- % 1 B Nk
= bootstrap ocena sredine: 0 = EZHJ (2.6)
j=1
.- A % 1 B Nk TN 2
» bootstrap ocena varijanse: G :8—12(9j -6 (2.7)
14

Primetimo da je u drugoj formuli umesto plug-in ocenjivaca S? upotrebljena tzv. poprav-
ljena uzoracka disperzija, S?, za koju se zna da nepristrasno ocenjuje nepoznatu varijansu
obelezja, bas kao $to je slucaj i sa ocenjivatem nepoznate sredine (2.4).
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Na osnovu analize iz prethodnog odeljka, lako je izvesti zaklju¢ak da za B —
izrazi (2.6) i (2.7) daju sredinu i varijansu ,,idealne* bootstrap ocene (2.3), tj.
0" —2 SE (0) i 67 —22var (0),

gde indeks ,,X* ukazuje na to da se sredina i varijansa sada odreduju u odnosu na odgova-
rajucu bootstrap raspodelu formiranu na bazi uzorka X.

2.5.3 Numericki rezultati

Na kraju ovog poglavlja, uporedicemo performanse opisanih postupaka parametar-
skog i neparametarskog bootstrapa:

e za razliCite raspodele verovatnoée iz kojih potice originalni uzorak (normalna, ekspo-
nencijalna, binomna),

e zarazliCite veli¢ine originalnog uzorka (n =5, 200),

e za razliCite brojeve bootstrap replikacija (B =10, 100, 1.000, 10.000).

U tu svrhu, posluzi¢emo se programskim paketom ,,Matlab*“ kompanije ,,MathWorks*,
koji je Siroko koris¢en za brzo i jednostavno izvodenje numerickih izracunavanja, razvoj
algoritama, prikazivanje i analizu podataka.

Postavka problema:

a) b) c)

e O e AR
OBELEZIA E(X)=p=5 E(X)=1/4=0.25 E(X)=mp=14
hsirive Var(X)=o? =1 Var(X)=1/42 =0.0625 | Var(X)=mp(- p)=4.2
LA 0=u 0= 6=p
e (x) =X, o) =YX, 4(X) = X /m
SemA E(d)=u E(9) = (n1)/(n-1) Ed)=p
SRS | v @= | Ve ST | var() - D)

? Koristiéemo ocenjivate odredene metodom maksimalne verodostojnosti.
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Zadatak:

1) Ako se zna da raspodela obelezja X pripada dopustivoj familiji

a) {N(u,0°), ueR, o >0},
b) {&(1), 1>0},
c) {B(m,p)meN, pe(0D},

primenom parametarskog postupka konstruisati bootstrap ocene nepoznatog parame-
tra @, oceniti bootstrap raspodelu statistike @ i na¢i odgovarajuée bootstrap ocene nje-
ne sredine i varijanse.

2) Pod pretpostavkom da o funkciji raspodele F obelezja X nema nikakvih podataka, po-
noviti gore navedeno upotrebom neparametarskog bootstrapa.

Izrada:

1a) Potrebne rezultate ¢emo dobiti izvrSavanjem ,,Matlab* algoritma _ParBootNorm*?>

(dodatak D1 na kraju rada). Zbog prostorne ogranic¢enosti, kompletan izlaz koji se dobija
pozivanjem ove funkcije i detaljna analiza rezultata bi¢e dati samo za slu¢aj sa najmanjim
brojem posmatranih podataka — po nasem izboru, to je kombinacija n=5, B =10. Preosta-
le argumente komande ,,ParBootNorm* uzimamo iz gornje tabele. Radi lakSeg snalazenja,
na desnoj strani su ispisane odgovarajuce oznake koris¢ene u teorijskom razmatranju kroz
prethodne odeljke.

>> ParBootNorm(5,10,5,1) n=5 B=10, u=5 o=1

Polazni uzorak, x X=(X1,X2,...,X5)
4.5674
3.3344
5.1253
5.2877
3.8535

Sredina od x: é(X)=,ﬁ=7(5
4.,4337

. A2 _ &2

Varijansa od x: c°=§
0.5541

- - A2 =2

St. devijacija od x: O =4/Sg
0.7444

% U cilju stampanja rezultata, u algoritme iz dodatka su po potrebi ubacivane ,.disp* naredbe.
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Bootstrap uzorci generisani parametarskim postupkom

dati su u kolonama naredne matrice:

5.3202 4.2947 4.5185 4.6528 5.0724 4.1360
5.3189 4.9739 5.2278 3.4390 5.3671 4.9473
4.4057 3.9957 4.4778 4.9654 3.2473 5.0408
4.6773 6.0588 4.3625 5.6422 3.3610 4.9636
4.5637 4.3321 3.8141 3.9187 4.8588 5.3941

Bootstrap replikacije ocenjivaca teta kapa

dobijene parametarskim postupkom su:

4.8571 4.7311 4.4801 4.5236 4.3813 4.8964

Bootstrap ocena sredine ocenjivaca teta kapa:

4.5408

Bootstrap ocena varijanse ocenjivaca teta kapa:

0.0791

X, 1=12,..,10
4.9314 3.2396 4.8273 3.6814
5.3201 4.6252 4.5969 4.8911
3.5386 3.6473 3.7474 4.8116
4.4189 5.4871 2.8179 5.6935
4.3170 3.8344 4.3896 4.8738

67 =0(x;) = (%), j =12,...10

4.5052 4.1667 4.0758 4.7903

—%

0

Podsetimo se, stvarna raspodela verovatnoée (F) naseg originalnog uzorka (X) bila

je, po pretpostavci, N(51), ali smo se ,,pravili“ da nam je poznat samo njen normalan
oblik, ne i stvarne vrednosti parametara — @ = z=5 i 7 =0” =1. Ono §to nas interesuje
jeste raspodela (G) ocenjivaca §(X)=X,. U ovom konkretnom slu¢aju, odgovor nam
obezbeduje sama statisti¢ka teorija: naime, ako prost slu¢ajan uzorak X obima n pripada

Histogram bootstrap replikacija ocenjivaca teta kapa
fitovan normalnom raspodelom

broj opazanja

> 7T
: //
~__

39 41 43 45 47 49 51 53
bootstrap ocene parametra teta

0
35 37 5.5

Slika 2.2 — Histogram bootstrap replikacija
ocenjivaca 6 dobijen pozivanjem funkcije
., ParBootNorm *

24

raspodeli N(u, %), zna se da je
statistika X, raspodeljena kao
N(u, o? /n). Dakle, imamo da je

0:N(5,0.2),

ali se pretpostavlja da nam ova
teorijska Cinjenica nije poznata.
Iz tog razloga smo gene-
risali B =10 bootstrap uzoraka
X;, 1=12,...10, parametarskim
postupkom, tj. po ,,pravilu*

F =N(X,,5;

(002,71 (x) nren

= N(4.4337,0.5541),

gdesusa X, i 5/ oznacene sredi-
na i varijansa polaznog uzorka, Xx.
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Graficko testiranje normalnosti skupa Za svaki od njih je izraCunata
bootstrap replikacija vrednost ér _ HA(Xj) _ ()—(n )*;’ '[j.
oos | L formirana je kolekcija bootstrap
| N A I O N replikacija 0”, tako da sada mo-
+ zemo graficki predstaviti pribliz-
- ! nu bootstrap raspodelu ocenjiva-
8 + a 0 (za B=10), kao aproksima-
‘§ 050 - f ffffffffffffffffff ciju njegove stvarne raspodele, i
3 / odrediti bootstrap ocene sredine i
0.25 | T T varijanse ove statistike (formule
t (2.6) i (2.7)), koje aproksimiraju

- A R nepoznato E(8) i Var(6).
=TT Histogram na Slici 2.2,
8142 48 44 45 46 4T 48 49 dakle, prikazuje aproksimaciju
e e || idene” booisiap_ raspocele
-ekstrapolacija radi provere linearnosti (G') ocenjivaca 6, koju bismo

dobili za B — . Crvena kriva

Slika 2.3 — Provera normalnosti skupa bootstrap "2 grafikonu oznacava fitovanje
replikacija ocenjivaca 6 ( funkcija normalnom raspodelom (funkcija
., ParBootNorm ) gustine). Imaju¢i u vidu da smo

za obim polaznog uzorka i broj
bootstrap replikacija odabrali veoma male vrednosti (n=5 i B =10, respektivno), bilo je
logi¢no unapred ocekivati slabe rezultate.

Sa druge strane, Slika 2.3 ilustruje graficko testiranje normalnosti nasih podataka.
Naime, plavim krsti¢cima oznacene su vrednosti bootstrap ocena parametra 6, tj. replika-
cije ,,6;....,6,,, dok su na y-osu smestene verovatnoée koje odgovaraju normalnoj raspo-
deli. Zelena duz spaja 1. i 3. kvartil empirijske raspodele odredene kolekcijom 6", a ispre-
kidanom crvenom linijom je obelezena njena ekstrapolacija do krajeva uzorka, ¢ija je na-
mena provera linearnosti skupa replikacija — ukoliko one zaista dolaze iz normalne raspo-
dele, krsti¢i ¢e biti rasporedeni duz te linije. U nasem slucaju, grafikon potvrduje zaklju-
¢ak o osrednjim rezultatima izveden posmatranjem histograma.

U nastavku ¢emo na identicnom polaznom uzorku x (generisanom u prethodnoj si-
mulaciji)* ispitati ponasanje postupka parametarskog boostrapa pri poveéanju broja repli-
kacija, B, a zatim Citavu proceduru ponoviti za uzorak nesto veceg obima — n =200, sa
slede¢im karakteristikama (preuzeto iz ,,Matlab“ autputa dobijenog naredbom ,,ParBoot-

* Algoritam je prethodno prilagoden potrebi da se simulacije izvriavaju na istom originalnom uzorku, tj. iz-
bacena je linija kojom se generi$e novo X (linija 4) — umesto toga, x se zadaje kao dodatni argument funkci-
je ,,ParBootNorm.
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Norm (200,10, 5, 1)“):

—sredina od x: Xy00 = 4.9605
— varijansa od X: S2y, =0.8228
— st. devijacija od x: 52, =0.9071
B
= 10 100 1.000 10.000

5 0 =45408 | 0" =4.4533 | 0" =4.4448 | 0" =4.4405
67 =0.0791 | 67 =0.1554 | 6* =0.1154 | 6% =0.1119
200 0 =49714 | 6" =4.9663 | " =4.9632 | 9" =4.9602
6% =0.0045 | 67 =0.0036 | 6% =0.0044 | 6% =0.0041

Tabela 2.1 — Bootstrap ocene sredine i varijanse ocenjivaca 6 dobijene izvrsavanjem
programa ,, ParBootNorm “ za n=5,200 i B=10,100,1.000,10.000, respektivno

Konacni rezultati su prikazani u Tabeli 2.1, a odgovarajuci grafikoni na stranama
27 i 28. Zakljucke koje na osnovu njih izvodimo mogli bismo sumirati na slede¢i nacin.

v Oblik raspodele. Histogrami (slike u levoj koloni) i graficko testiranje normalnosti
(desna kolona) potvrduju nasu teorijsku analizu — raspodela verovatnoce generisanih
podataka, tj. bootstrap replikacija ocenjivada 6(X)= X, zaista je normalnog oblika,
pri ¢emu aproksimacija postaje sve preciznija sa porastom broja bootstrap uzoraka.

v Sredina. Za originalni uzorak koji je (po uslovu zadatka) izvucen iz normalne raspo-
dele sa sredinom u =5, statisticka teorija je predvidela da ¢e matemati¢ko ocekiva-
nje njenog ocenjivaca biti identi¢no. Iz Tabele 2.1 vidimo, medutim, da se bootstrap
ocene sredine od @ koncentrisu oko odgovarajuéih uzoratkih vrednosti, tj
X, =4.4337 za n=5 1 X, =4.9605 za n=200. Time smo dobili prakti¢nu potvrdu
konstatacije s kraja odeljka 2.5.1 — da jedan deo nepreciznosti (greske) pri bootstrap
zakljucivanju potice otuda Sto je ba§ posmatrani uzorak izabran za reprezenta popula-
cije. Ponovo, veca ta¢nost je postignuta za vece B, a uo¢avamo i to da su rezultati nes-
to bolji za n=200 nego za n=5.

v Varijansa. Sli¢no prethodnoj analizi, za uzorke obima n=5 i n=200, redom, koji
poticu iz normalne populacije sa varijansom o °=1, teorijske vrednosti varijanse oce-
njivaca 6(X)= X, njene ,,nepoznate* sredine iznose o ?/5=0.2, odnosno o /200 =
0.005. Da bismo rezultate dobijene na osnovu originalnih uzoraka uporedili sa
odgovarajuc¢im bootstrap ocenama, moramo uskladiti koris¢ene formule:
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- n=5:

2
2

S
- n=200: S,

2 05541 = 52 = (5/(5-1))s? = 0.6926 = s°/5=0.1385,
8228 = s = (200/(200—1))5> = 0.8269 => 52/200 = 0.0041.

Tabela 2.1 pokazuje da su bootstrap varijanse i ovoga puta blize uzorackim nego
teorijskim vrednostima, $to je narocito uocljivo u simulacijama za n=200. Kod
petoelementnog uzorka brojevi su nesto ,,Sareniji®, ali i sistematski manji od 0.1385.
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2a) Potrebne rezultate dobijamo izvrSavanjem ,,Matlab“ algoritma ,,NeparBootNorm*
(dodatak D2). Kao i u parametarskom slu¢aju, kompletan ,,Matlab* izlaz dajemo samo za
kombinaciju n=5, B=10. Prvi argument funkcije ,,NeparBootNorm* je vektor x generi-
san u simulaciji ,,ParBootNorm(5,10,5,1)“ (zadatak 1a)), budu¢i da nam je cilj da uporedi-
mo performanse dveju verzija bootstrap postupka pod istim uslovima.

>> NeparBootNorm(x, 10) n=5 B=10
Polazni uzorak, x X = (X5 X yueey Xg)
4.5674
3.3344
5.1253
5.2877
3.8535
Bootstrap uzorci generisani neparametarskim postupkom X?,j:ZLZPNJO
dati su u kolonama naredne matrice:
3.8535 5.2877 5.2877 5.1253 4.5674 3.3344 4.5674 5.1253 3.8535 5.1253
3.3344 5.1253 5.2877 3.8535 3.3344 4.5674 5.2877 3.8535 4.5674 5.2877
5.2877 4.5674 3.8535 3.8535 3.8535 5.2877 5.1253 5.1253 5.2877 5.1253
5.1253 3.8535 5.2877 5.1253 4.5674 3.3344 3.8535 3.3344 3.3344 3.3344
3.8535 5.1253 4.5674 3.8535 4.5674 4.5674 5.1253 5.2877 3.8535 4.5674
Bootstrap replikacije ocenjivaca teta kapa 0;=6%X?)=(XQ?Lj=L2P“JO

dobijene neparametarskim postupkom su:

4.2909 4.7918 4.8568 4.3622 4.1780 4.2183 4.7918 4.5452 4.1793 4.6880
Bootstrap ocena sredine ocenjivaca teta kapa: 0"
4.4902
Bootstrap ocena varijanse ocenjivaca teta kapa: 52
0.0759
B
= 10 100 1.000 10.000
5 0 =4.4902 | 0" =4.4741 | 0" =4.4467 | 0" =4.4326
6% =0.0759 | 6 =0.1151 | 6% =0.1106 | 6% =0.1124
200 0 =4.9480 | 0" =4.9500 | 6" =4.9595 | 6" =4.9601
6% =0.0014 | 6 =0.0050 | 6 =0.0041 | 6% =0.0042

Tabela 2.2 — Bootstrap ocene sredine i varijanse ocenjivaca 6 dobijene izvrsavanjem
programa ,, NeparBootNorm “ za n=5,200 i B=10,100,1.000,10.000, respektivno
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S obzirom na to da u neparametarskoj varijanti nemamo apsolutno nikakve pret-
postavke o populaciji iz koje je potekao nas$ originalni uzorak, celokupna teorijska analiza
data u zadatku 1a) ovde ne vazi. Dakle, mozemo samo da prodiskutujemo vrednosti dobi-
jene izvrSavanjem algoritma za razli¢ite izbore n i B (Tabela 2.2) i odgovarajuce graficke
prikaze na stranama 30, 31 i 32.

Generalno, zakljucci su veoma sli¢ni onima izvedenim za parametarski slucaj: hi-
stogrami i graficki testovi normalnosti jasno ukazuju na saglasnost podataka sa funkcijom
gustine normalne raspodele, pri ¢emu su bootstrap ocene njenih parametara i ovde blize
uzorackim sredinama (4.4337 za n=5, 4.9605 za n=200) i uzorackim varijansama
(0.1385 za n=5, 0.0041 za n =200). Razlika je samo u tome §to za manji obim original-
nog uzorka i manji broj generisanih replikacija (tj. n =5 i B =10, 100) neparametarski
bootstrap daje nesto slabije aproksimacije u odnosu na parametarski postupak, dok su za
vecée skupove podataka rezultati podjednako dobri.

5
0.95 £
0.90
4 4
0.75 ‘
3 o
n=>5 4
0.50 =
5 B=10 s
TN\ 0.25 [+
+
1 \ 0.10
0.05 |+
3.5 4 45 5 5.5 4.2 4.4 4.6 4.8
25 ‘ 0.997 -
] 0.99
0.98 o
20 0.95 #'*t
0.90 o ok
I
15 N 0.75 ﬁy‘*
7Z n=35 0.50 &
B =100 1
10 0.25 gfﬁ
y \* 0.10 s
L
5 0.05 [+
0.02
0 - N 0.003
3 3.5 4 45 5 5.5 6 4 42 44 46 48 5 52
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1b) Potrebne rezultate dobijamo uz pomo¢ ,,Matlab* algoritma ,,ParBootExp* (dodatak
D3). S obzirom na to da je deo zadatka koji se odnosi na normalnu raspodelu bio detaljno
analiziran, do kraja primera ¢emo se skoncentrisati samo na tabele sa kona¢nim ishodima
bootstrap simulacija.

obim uzorka E(H) Var (6)

teorija n=5 5.0000 8.3333
n=200 4.0201 0.0816

uzorak X n=>5 4.9859 8.2863
n=200 4.2327 0.0905

Tabela 2.3 — Vrednosti sredine i varijanse ocenjivaca 0 odredene teorijski i na osnovu
originalnog uzorka, x

Pre toga, pogledajmo vrednosti u odnosu na koje se procenjuje njihova preciz-
nost (Tabela 2.3). One su odredene prema uslovu da je stvarno /4 jednako 4 (,,teorija®), tj.
na bazi ocena koje su izraunate za generisani polazni uzorak X odgovaraju¢eg obima
(,,uzorak X*), i to koriS¢enjem formula iz tabele date u postavci zadatka:
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— zan=5: ,ParBootExp(5,10,4) — O(x) = A =1/X, =3.9887,
~ zan=200: ,ParBootExp(200,10,4) — O(X)=A=1/%,,, =4.2115.

= = 10 100 1.000 10.000
5 0" =4.2117 | 6" =5.1005 | 6" =5.0184 | " =4.9950
6% =31718 | 6% =9.8030 | 6% =8.1251 | 6% =8.0678
200 0" =39593 | 9" =4.2408 | 6" =4.2228 | 0" =4.2328
6% =0.0357 | 6% =0.0703 | 6% =0.0882 | 6% =0.0887

Tabela 2.4 — Bootstrap ocene sredine i varijanse ocenjivaca 0 dobijene izvrsavanjem
programa ,, ParBootExp “ za n=5,200 i B=10,100,1.000,10.000, respektivno

Analiziranjem vrednosti u Tabeli 2.4 moze se zakljuéiti da je primena parametar-
skog bootstrapa u ovom primeru bila prili¢no uspesna, buduéi da su dobijeni rezultati, kao
Sto se 1 o¢ekuje, veoma bliski brojevima izra¢unatim na osnovu polaznog uzorka, X — i to
Cak i za simulacije skromnijeg obima (B =100). Stavise, prisutna je i solidna saglasnost
izmedu teorijskih i uzorackih sredina i varijansi ocenjivaca nepoznatog parametra 1. Na
Slici 2.4 prikazani su histogrami bootstrap replikacija za B=10.000.
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700 250
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500+
400 150
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100
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Slika 2.4 — Histogrami bootstrap ocena nepoznatog parametra & =4 dobijenih
parametarskim postupkom za (i) n=5 i (ii) n=200
(program ,, ParBootExp“, B =10.000)

2b) Sli¢no kao u primeru sa normalnom raspodelom, izostanak bilo kakvih pretpostavki o
polaznoj populaciji ne ostavlja mnogo prostora za analize pre dobijanja konkretnih rezul-
tata, a njih generiSemo uz pomo¢ ,,Matlab* algoritma ,,NeparBootExp* (dodatak D4). Jo§
jednom, za ulazni vektor se uzima X iz parametarske simulacije za odgovarajuce n.
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= = 10 100 1.000 10.000
5 0" =39113 | 6" =5.0631 | 6" =4.9468 | 6" =4.8670
6% =7.1399 | 6% =5.9566 | 6% =5.9747 | 6% =5.5187
200 0" =42231 | 6°=4.2183 | 9" =4.2272 | 6" =4.2236
6% =0.0268 | 6% =0.0749 | 6% =0.0616 | 6% =0.0656

Tabela 2.5 — Bootstrap ocene sredine i varijanse ocenjivaca 6 dobijene izvrSavanjem

programa ,, NeparBootExp “ za n=5,200 i B=10,100,1.000,10.000, respektivno

Zakljucke izvedene posmatranjem Tabele 2.5 mogli bismo formulisati ovako.
Bootstrap ocene sredine ocenjivac¢a nepoznatog parametra A i ovde demonstriraju razum-
nu saglasnost sa ocekivanim uzorackim vrednostima (Tabela 2.3), ali, Cini se, za nijansu
slabiju u odnosu na parametarski postupak pri velikim B. Kada je re¢ o varijansi, dobijene
Su znacajno manje vrednosti od predvidenih, §to ¢emo ponovo pripisati malom broju po-
laznih informacija. Sve u svemu, opet je potvrdeno da pretpostavka o obliku raspodele, u
nekoj meri, ipak doprinosi boljem kvalitetu rezultata parametarske naspram neparame-
tarske procedure. Slika 2.5 prikazuje histograme neparametarskih bootstrap replikacija za
B=10.000.
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Slika 2.5 — Histogrami bootstrap ocena nepoznatog parametra 0 =1 dobijenih
neparametarskim postupkom za (i) n=5 i (ii) n=200
(program ,, NeparBootExp“, B =10.000)

1c) Na osnovu uslova zadatka da stvarna vrednost parametra p posmatrane binomne ras-
podele iznosi 0.7 i vrednosti njegovog ocenjivaca izraCunatih za polazne uzorke generisa-
ne algoritmom ,,ParBootBin* (dodatak D5), tj.

34



Master rad Mali uzorci i primena bootstrap metoda u ekonometriji

~zan=5: ,ParBootBin(5,10,20,0.7)* — 6(X) = p = X, /20 =0.6700,

~ zan=200: ,ParBootBin(200,10,20,0.7)* — &(X)= P = X,q,/20 = 0.6980,

formirana je Tabela 2.6 — ona prikazuje brojeve kojima ,,prizeljkujemo* da teze rezultati
odredeni primenom bootstrap postupka.

obim uzorka E(H) Var (6)
teorija n=>5 0.7000 0.0021_5
n=200 0.7000 5.25-10
uzorak X n=>5 0.6700 0.0022 i
n=200 0.6980 5.27-10°

Tabela 2.6 — Vrednosti sredine i varijanse ocenjivaca 0 odredene teorijski i na osnovu
originalnog uzorka, x

Ishodi parametarskih bootstrap simulacija dati su u Tabeli 2.7.

= E 10 100 1.000 10.000
5 6" =0.6840 6" =0.6706 6" =0.6692 0" =0.6694
6% =0.0020 6% =0.0020 6% =0.0023 6% =0.0022
6" =0.6928 6" =0.6969 0" =0.6985 0" =0.6979
200 A D* -5 nD* -5 il -5 il -5
6% =3.4737-10° | 6% =5.3285-10° | 6% =5.2497-10° | 6% =5.3387-10

Tabela 2.7 — Bootstrap ocene sredine i varijanse ocenjivaca 0 dobijene izvrsavanjem
programa ,, ParBootBin ““ za n=5,200 i B=10,100,1.000,10.000, respektivno

Iz gornjeg tabelarnog prikaza je jasno da je upotreba parametarskog bootstrapa u
ovom primeru obezbedila izuzetno dobre rezultate. To se prvenstveno odnosi na dobijene
vrednosti za sredinu ocenjivaca, koje se ve¢ u startu, za malo n i B, gotovo neznatno razli-
kuju od onih o¢ekivanih (Tabela 2.6). Sli¢na je situacija i Sa varijansom pri obimu origi-
nalnog uzorka n=5, dok su za n =200 registrovane nesto slabije aproksimacije u slucaju
kada je broj generisanih bootstrap ocena skroman (B =10). Slika 2.6 prikazuje histograme
parametarskih bootstrap replikacija za B=10.000.
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Slika 2.6 — Histogrami bootstrap ocena nepoznatog parametra @ =p dobijenih
parametarskim postupkom za (i) n=5 i (ii) n=200
(program ,, ParBootBin*, B =10.000)

2¢) Rezultati izvrSavanja algoritma ,,NeparBootBin® (dodatak D6) za razliite izbore n i
B i pocetne uzorke identi¢ne onima iz parametarskog slucaja dati su u Tabeli 2.8.

- = 10 100 1.000 10.000
5 6" =0.6720 6" =0.6684 6" =0.6697 6" =0.6699
6% =1.0667-10* | 6% =1.1459-10* | 6% =1.1485-10"* | 6% =1.1860-10"*
60" =0.6942 6" =0.6975 6" =0.6979 0" =0.6981
200 | 52 _31765.10° | 6% =4.5645-10° | 6% =4.7521-10° | 6% =4.7984.10°°

Tabela 2.8 — Bootstrap ocene sredine i varijanse ocenjivaca 0 dobijene izvrSavanjem

programa ,, NeparBootBin “ za n=5,200 i B=10,100,1.000,10.000, respektivno

Analiza ishoda neparametarskih simulacija izgleda ovako. Bootstrap ocene sredi-

ne, bas kao 1 u zadatku 1c¢), veoma su bliske vrednostima koje smo nasluéivali na bazi po-
laznih uzoraka (Tabela 2.6) ¢ak i za male n i B. Varijanse nisu preterano saglasne sa oce-
kivanim — uocava se samo to da su znatno manje od njih. Histogrami replikacija ocenjiva-
Ca posmatranog parametra generisanih neparametarskom bootstrap procedurom prikazani
su na Slici 2.7.
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Slika 2.7 — Histogrami bootstrap ocena nepoznatog parametra @ =p dobijenih
neparametarskim postupkom za (i) n=5 i (ii) n=200
(program ,, NeparBootBin*, B =10.000)
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3 Bootstrap redukcija pristrasnosti ocenjivaca

3.1 Prosta redukcija pristrasnosti

Po definiciji, za @ ¢emo reci da je nepristrasan ili centriran ocenjiva¢ nepozna-
tog parametra & ukoliko njegovo matemati¢ko o¢ekivanje ima vrednost upravo 6. Dru-
gim re¢ima, mora da vaZzi jednakost

E,(0)=6.°
Ukoliko to nije zadovoljeno, znaci da postoji neko b(€) = 0 tako da je
E,(0)=6+b(0). (3.1)

Dakle, sredina Eg(é) raspodele statistike @ sada nije centrirana u nepoznatoj vrednosti
6, vec¢ je od nje pomerena za iznos b(#). Ovo odstupanje predstavlja meru pristrasnosti
ocenjivaca 6, koja se nekada zove i bias.

Ako nam je poznat funkcionalni oblik izraza b(¢), mozemo direktno formirati
narednu ocenu redukovane pristrasnosti:

0,,, =0-b(0). (3.2)

Jedinica u indeksu oznacava da se radi o prvoj u nizu potencijalnih redukcija, buduéi da
se isti postupak moze ponoviti i na érpl, pa i na svim slede¢im ocenama, iterativno, 0
¢emu Ce biti re¢i u narednom odeljku.

Opisana korekcija najéeé¢e smanjuje pristrasnost originalnog ocenjivaca, 6, ali je
ne elimini$e u potpunosti, osim, razume se, u slu¢aju kada b(d) nepristrasno ocenjuje
b(#). Ono sto, medutim, nije jednostavno utvrditi jeste uticaj postupka na srednju
kvadratnu gresku (MSE) od 9, budu¢i da efekat redukcije pristrasnosti nekada moze biti
neutralisan povecanjem varijanse koje uzrokuje oduzeti korekcioni izraz, b(d). Naime,

zna se da vazi

® Indeksom ,,0 “ naglagavamo da se dato matematicko o&ekivanje odreduje u odnosu na originalnu raspodelu
iz koje je izvucen na§ uzorak, F=F(6).
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MSE, () = E, ((9—0)?) =Var, () +b* ().

Ako raspiSemo razliku srednjih kvadratnih greSaka od 6,_, i 6, redom:

rpl

E, (6

11— 0)?) —E,((0-0)*) = E,[0%, - 200, + 0°1- E,[0° — 200 + 6°]
= E,[0%, - 2600, - 0° + 260]
=E,[0%, - 0" -20(0,, - )]
= E,[(0,,1 — 0)(0,,, + 0) + 260(0)]
= E,[-b(0)(8,,, + 0) + 26b()]
=E,[0(9)(20-6-6,,)]
=E,[0(0)(20-20+60-06,,)]
= E,[20(0)(0 - )]+ E, [b(6)(6 - 6,,,)]

— 2E,[b(d)(6 - 0)]+ E,[(b(6))’].

vidimo da nema ociglednog nadina da se okarakteriSe nenegativnost krajnjeg izraza,
odnosno kada redukcija pristrasnosti ocene dovodi do poveéanja njene srednje kvadratne
greske, Sto ¢e biti ilustrovano primerom na kraju ovog poglavlja.

Kako smo naglasili, dosadasnje razmatranje bilo je vrseno pod pretpostavkom da
je funkcionalni oblik pristrasnosti b(¢) poznat. To, medutim, ¢esto nije slucaj. U takvim
situacijama, pokazalo se da upotreba bootstrap postupka obezbeduje gotovo identi¢ne
rezultate, bez ikakvih informacija o b(6).

Neka su X;,X,..., Xz bootstrap uzorci generisani funkcijom raspodele F;,
(parametarski), gde je d(x) vrednost ocenjivaca parametra € izraCunata iz originalnog
uzorka, x. Za svaki od njih odredujemo bootstrap ocene é;:é(x’}), j=12,...,B, Na
osnovu zakona velikih brojeva i (3.1), aritmeti¢ka sredina ovih ocena zadovoljava

—x B Ax A ™ ™
0 =%ZQJ&>Eé(9 )=60+b(6),
j=1

tako da 0" -6 predstavlja preciznu aproksimaciju za b(é). Nivo tacnosti se, jasno, i
ovde kontrolise izborom broja replikacija, B.

Dakle, bootstrap ocena redukovane pristrasnosti nepoznatog parametra € ima
oblik:

0, =0-(0"-0)=20-0".
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U praksi, ona se za dovoljno veliko B zanemarljivo razlikuje od é,pl.

3.2 lterativna redukcija pristrasnosti

Kako smo pomenuli na pocetku odeljka 3.1, postupak redukcije pristrasnosti
ocenjivaca moze se iterativno ponavljati, budu¢i da je dobijena ocena érpl =6—-b(6)
ponovo funkcija od 4. Pretpostavimo da ni ona nije nepristrasna, odnosno da postoji neko
b, (6) = 0 tako da je

Ey(0,1) =0+, (0).
Iz formula (3.1) i (3.2) dobija se
E,(0,,) = E,(0—b(8)) = 0+b(0) — E, (b(H)).
Poredenjem gornjih izraza, zakljucujemo da za b, (6) vazi
b, (6) = E, (6,1) —6 =b(6) — E, (b(9)) = E, (-b(H)) - (-b(8)),

Sto znaci da se b, (@) moze interpretirati kao pristrasnost od —b(6) kao ocene za —hb(H).
Otuda, trazena ocena redukovane pristrasnosti drugog reda jeste

érpz = érpl - bl (é)
=0-b(0) - (b(6)—E,(b(6")))
=0-2b(0)+E4(b(d")),

gde oznaka 6" unutar odekivanja ukazuje na raspodelu odredenu sa @ (u indeksu). Kako
jei 0,
odrediti ,,granica“ ovih iteracija, §to ¢e biti ilustrovano primerom u delu 3.3.

Slicno kao u prethodnom odeljku, sada ¢emo ispitati mogucnost izvodenja
opisanog postupka iterativne redukcije pristrasnosti u situaciji kada nam njeni
funkcionalni oblici nisu poznati.

Neka su X;, j=12,...,B, ponovo bootstrap uzorci generisani sa F; i ) =6(x)
odgovarajuce bootstrap ocene. Polaze¢i od ovih podataka, formiracemo novu familiju
bootstrap replikacija na slede¢i nacin:

funkcija od 8, procedura korekcije se mozZe iznova i iznova ponavljati, pa Gak i
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X1 = (Xjpr Xg jrreens X)) = 01 = O(X),

X = (X Xgj0eees Xop) 5 , X5z = (Xij2: Xpjareens Xoje) = Ojp = 0(X ),
J 1! I .

5 A

Xic = (Xjer Xgjc e Xnje) = Oic = O(Xc)-

Drugim re¢ima, iz svakog od B ,primarnih“ bootstrap uzoraka generise se po C
»sekundarnih®, koji se potom koriste za izraCunavanje trazenih ocena.

Prema zakonu velikih brojeva, vazi:
15 oo A A% A%
Ekz_;ejk —E,(07) = 6] +b(0),

gde se éj“ tretira kao slucajna promenljiva Cije se vrednosti odreduju iz realizacija pros-
tog slucajnog uzorka sa funkcijom raspodele F; za fiksirano 0;. ® Osim toga,

11 g C—w® 1< 4 n* B—o H* n*

A= 23D 3 Oy =2 Y (0] +D(0) 2 E (07 +b(9),

B4 C & B <

pa vazi aproksimacija
A=E (0 +b(07))=0+b(0)+E,(b(©&")).

Otuda,
6;,, =30-30" + A ~30-3(0+b(0)) +0+b(0) +E, (b(9")) = 6—2b(6) + E,(b(8")) = O,

Dakle, dobijena bootstrap ocena redukovane pristrasnosti drugog reda ni na koji
nacin ne zavisi od oblika funkcija b(-) i b,(-).

8 U sli¢noj vezi su i sludajna promenljiva @ i raspodela F; za fiksirano 0, odnosno slu¢ajna promenljiva

0 i raspodela F, za fiksirano (stvarno) 6.
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3.3 Primer

Postavka problema

g‘l];\éﬁgg&RASPODELA XN (,Ll, 0_2)’ y :11 0_2 =2
g%%ﬂ;l\lz?zgl VARIJANSA E(X) = u =1’ Var(X) — 0_2 =2

DT 00"
LR 6x) = 5
?)%IIEEIID\IIJI\II\'?\ACA E (é) = nT_l o’
ELR var(g) - D", (D09

Zadatak

Odrediti ocenu redukovane pristrasnosti i-tog reda za nepoznati parametar € sa datim
ocenjivatem 6, i to:

a) teorijskim putem,
b) primenom bootstrap postupka.

Izrada

a) Ukoliko znamo da prost sluc¢ajan uzorak X =(X,,X,,.., X,) dolazi iz raspodele koja
pripada dopustivoj familiji {N(x %), #€R,o>0} i zanima nas nepoznati parametar
0 = o sa Uobitajenim ocenjivatem (2.5),

609 =57 =13 (X, - X, )", (33)

priseticemo se da je

E,(9)=6-6/n, (3.4)

" 11, = E[(X —E(X))"] - €etvrti centralni moment obelezja X
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Sto znaci da pristrasnost gornje ocene iznosi

b(8) =—6/n. (3.5)
Dakle, ocena redukovane pristrasnosti ¢e imati oblik
0, =0+0/n. (3.6)
Kada je rec¢ o varijansi, lako se pokazuje da vazi

Var, (6,,) =[(n+1)/n]*Var, (9) > Var, (),

dok se za srednje kvadratne greSke ocena (3.3) i (3.6) (poduzim izvodenjem) dobija
odnos

MSE(4) = E,(0-6)* = (6*/n*)(2n° —n?) <
(6%/n")[2(n+1)* (N —1) +1] = E, (0,5, —0)* = MSE(0,,),

budué¢idajeza n>1
2(n+1)*(n-1)+1-(2n*-n?*)=3n*-2n-1=(3n+1)(n-1) > 0.

Prema tome, postupak redukcije pristrasnosti je u ovom sluc¢aju rezultirao povecanjem i
varijanse 1 srednje kvadratne greske. Jedan od primera koji potvrduju da to nije opSte
pravilo (razmatranje iz odeljka 3.1) bio bi, recimo,

0=p?, O(X)=X2,
gde imamo
Var, (0) <Var,(6,,,) i MSE(0)>MSE(6,,).
Primenom identi¢ne procedure na ocenu (3.6), dolazimo do sledeceg:
E»(0,1) = E,[0L+Yn)] = 1+Yn)E, (9) = 0(1-1/n*) = b,(6)=-6/n’,
Sto znaci da je ocena redukovane pristrasnosti drugog reda data sa
0., =0, —b,(0)=6+6/n+6/n* =0@+Yn+1/n?).

Daljim nastavljanjem postupka, u opstoj, i-toj iteraciji bismo dobili
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i+l
é, i =é(1+1+i2+...+ij=é(l—aj/(l—lj=é n L .
P n n n' n'* n n'(n-1)

Pustajuci da i — oo, stizemo do nepristrasne ocene:

i+l ) _
"1 e, N g_g (3.7)
n'(n-1) n-1

Da bismo prethodnu pricu ilustrovali konkretnim primerom, najpre ¢emo generisa-
ti originalni uzorak iz raspodele N(1,2) (po uslovu zadatka). Neka je njegov obim
n =10. Koristimo odgovarajuéu ,,Matlab“ naredbu

»X =normrnd(1, sqrt(2), 10, 1),
¢ime dobijamo vektor

x> =[0.3883 -1.3555 1.1772 1.4068 -0.6214 2.6842 2.6817 0.9468 1.4629 1.2470].
Vrednost ocenjivaca 6 za dati uzorak (naredba ,,var(x, 1)*) iznosi
O(x) =52 =1.4691. (3.8)

Dakle, sa (3.8) smo ocenili ,,nepoznato* o® =2, ali ta ocena nije nepristrasna — kao §to
smo videli, prema statisti¢koj teoriji je oblik njene pristrasnosti dat izrazom (3.5):

b(6) =—6/n=—0c5%/10=-0.2.

Buduc¢i da, po pretpostavci, ne znamo stvarnu vrednost parametra, gornji bias je prirodno
aproksimirati sa

b(O(x)) =—52/n=-0.1469.
Prema tome, ocena redukovane pristrasnosti 1. reda (formula (3.2)) je:

0,,, = 0 —b(0) =1.4691+ 0.1469 =1.6160. (3.9)

Kako je naglaseno na podetku odeljka 3.2, osim ukoliko b(#) nepristrasno
ocenjuje b(8), ni (3.9) nije centrirano, tj. postoji neko b, (@) =0 tako da vazi

Ey(6,,1) =0+b,(6).
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U nasem primeru je
b,(0) =—6/n* = - 5?/100 = -0.02,
Sto ¢emo ponovo oceniti sa
b,(O(x)) =—52 /n? =—-0.0147.
Otuda je ocena redukovane pristrasnosti 2. reda:
6,,, =0, b, (6(x)) =1.6160+0.0147 =1.6307.

Nastavljanjem opisane procedure na potpuno identi¢an nacin, dolazimo do rezulta-
ta koji su prikazani u Tabeli 3.1.

ITERACIJA
[

OCENA
0

1 2 3 4 5

1.6160220 | 1.6307131 | 1.6321822 | 1.6323291 | 1.6323438

rpi

PRISTRASNOST
b, (6) -0.0146911 | -0.0014691 | -0.0001469 | -0.0000147 | -0.0000015

Tabela 3.1 — Ocene redukovane pristrasnosti i-tog reda, i=1,2,...,5,
i vrednosti njihovih biasa

Lako je zakljuciti da su gornje ocene ve¢ u 5. iteraciji postupka redukcije pristrasnosti
veoma bliske ,,granici* (3.7), tj. nepristrasnoj oceni koja se dostize za i —> o0

s?= " g2 %-1.4691109 —~1.6323454.

n-1
b) Bootstrap redukciju pristrasnosti ¢emo izvrSiti uz pomo¢ algoritma ,,BootRedPris*
(dodatak D7) za i = 2. lIzlaz koji se dobija pozivanjem komande ,,BootRedPris(x,1000,
1000)“, gde je argument ,,x* originalni uzorak generisan u zadatku a), izgleda ovako:

>> BootRedPris(x,1000,1000) n=10, B=1.000, C =1.000

Vrednost ocenjivaca teta kapa za originalni uzorak: 0(x):6—2 :—nz
1.4691

Bootstrap ocena njegove pristrasnosti: g*—H(X)
-0.1532
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Bootstrap ocena redukovane pristrasnosti 1. reda 9;1::2900'_5*

za nepoznati parametar teta:
1.6223

Bootstrap ocena redukovane pristrasnosti 2. reda 9;2==3900——3§*4—ﬂ

za nepoznati parametar teta:
1.6443

Teorijska granica - nepristrasna ocena (3.7): S
1.6323

Vidimo da su rezultati za nijansu slabiji u odnosu na slu¢aj pod a), gde nam je
funkcionalni oblik pristrasnosti bio poznat, §to se verovatno objasnjava ¢injenicom da
smo odredili samo prve dve iteracije. Medutim, jedan od problema u vezi sa primenom
bootstrap postupka jeste i to $to ga porast broja iteracija znatno ,,poskupljuje®, tj. uvecava
racunske i vremenske troSkove njegovog izvodenja. U naSem primeru, re¢ je o skoku sa
B=1.000 (za i=1) na B-C =1.000.000 generisanih bootstrap uzoraka (za i =2). Prema
tome, izraCunavanje ocena redukovane pristrasnosti viseg reda u ,,razumnom* vremen-
skom periodu nuzno bi podrazumevalo izbor nesto skromnijih vrednosti B i C.
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4 Bootstrap intervali poverenja

4.1 Uvod

Kako je objasnjeno U pocetnim delovima rada, pri ispitivanju nekog obeleZja X Ce-
sto nam je poznato samo to da njegova raspodela pripada dopustivoj familiji {F (X, &),
XxeR, 0 e0}, tj. znamo oblik te raspodele, ali ne i tatnu vrednost parametra koji u njoj fi-
guriSe. Po pretpostavci, 6 je element zadatog skupa mogucih vrednosti, ®. Ukoliko je X=
(X1, Xy4..., X,) prost sluc¢ajan uzorak obima n za obelezje X, interesuje nas kako se na osno-
VU Njega moze oceniti nepoznati parametar i time potpuno odrediti posmatrana raspodela.

Razlikovacemo dva pristupa ovom problemu: tackasto 1 intervalno ocenjivanje.

Tackastom ocenom parametra # nazivamo adekvatno odabranu statistiku U =f (X)
Cija se realizovana vrednost uzima kao aproksimacija nepoznatog 6. Da bi U bila dobra
ocena, pogodno je da poseduje ,,lepa“ svojstva, poput nepristrasnosti, stabilnosti, efikasno-
sti,... O ovakvim ocenama je bilo re¢i u prethodnim poglavljima.

Mana tackastog ocenjivanja je to §to verovatnoca da statistika U uzme vrednost
jednaku stvarnoj vrednosti parametra moze biti nula (to 1 jeste slu¢aj kod neprekidnih ras-
podela). Zbog ovoga, bilo bi pozeljno da uz ocenu parametra dobijemo i izvesnu meru
njene moguce greske. Dakle, umesto izvodenja zakljucka o stvarnoj vrednosti parametra
0, pokusac¢emo da utvrdimo u kojem intervalu se ona nalazi. Tada se govori o intervalnim
ocenama parametara ili intervalima poverenja.

Formalno, interval poverenja se definiSe na slede¢i nacin. Neka je X obelezje sa
raspodelom koja pripada dopustivoj familiji {F(x,8), xeR, 8 € ®}, X prost slu¢ajan uzo-
rak za obelezje X, a U; = uy(X) i U,=u,(X) dve statistike za koje vazi

P{U, <6<U,}=a,

pri cemu a ne zavisi od 6. Tada se interval (U,,U,) naziva intervalom poverenja za para-
metar ¢ na nivou poverenja a ili 100a% —nim intervalom poverenja za 6. Uobicajene
vrednosti a su 0.99, 0.9510.9.

Isto ime koristimo i za realizovano (uj,u,), ali treba napraviti razliku: dok neslu-
¢ajni interval (u,,u,) ili sadrzi ili ne sadrzi 6, za slucajni interval (U,,U,) vezujemo tzv. ve-
rovatnoéu pokrivanja nepoznatog parametra. Stvarna verovatno¢a pokrivanja se ne mo-
ra podudarati sa pretpostavljenom, nominalnom, tj. «. Ukoliko su poznate ta¢ne raspode-
le statistika upotrebljenih za konstruisanje intervala poverenja — one ¢e biti jednake, a pos-
matrani intervali ta¢ni. U suprotnom, moramo se zadovoljiti pribliznim intervalima po-
verenja, zasnovanim na asimptotskoj teoriji ili na bootstrapu.
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4.2 Efronov percentilni bootstrap®

Pretpostavimo da je X =(X,, X,,..., X,) prost slu¢ajan uzorak za obelezje X sa
raspodelom F =F(#) i da zelimo da konstruisemo interval poverenja za nepoznati para-
metar 4.

Ako je 6 =6(X) odgovarajuéi ocenjivag, nas prvi korak ée biti generisanje boot-
strap replikacija &,,6;,....8, uobitajenim parametarskim postupkom — po ,pravilu®
Foor 9de X=(X;,X;,...,X,) predstavlja posmatranu realizaciju prostog slu¢ajnog uzorka.
Kako je objasnjeno na pocetku rada, ,,rastrkanost* ovih vrednosti bi trebalo u nekoj meri
da reflektuje slucajnost originalne ocene, . Prema tome, naslu¢ujemo da bi za gornju
granicu zeljenog intervala poverenja za 6 mogla biti uzeta adekvatno odabrana veca
vrednost iz sortiranog niza bootstrap ocena,

ANk

Ory < Oy <. < 6.

Da bismo precizirali prethodnu pri¢u, ponovo ¢emo se pozvati na zakon velikih
brojeva. Naime, znamo da se za dovoljno veliko B empirijska funkcija raspodele boot-
strap replikacija 0" = (6,,6;,...,6;), datasa

Gy (710) == X 1({0(X}) <), T<R.

moZe smatrati dobrom aproksimacijom funkcije raspodele G" =G, od 0" =6(X") (ode-
ljak 2.5.2) °:

G,(t)=P,{0" <t}, teR.
ReSavanjem jednacine
G,(t)=(1+a)/2
po t, dobija se gornja granica nominalnog 100a%b6- nog intervala poverenja za 6 :
0% () =G, ((1+a)/2). (4.1)

Ako je B dovoljno veliko, (4.1) je u praksi moguce odrediti i upotrebom empirijske funk-

® B. Efron, 1981.
® Zvezdicu (*) u oznaci za funkciju raspodele ,,idealne* bootstrap ocene zamenili smo indeksom 4 radi na-
glasavanja Cinjenice da je re¢ o parametarskom bootstrapu.
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cije raspodele GB(‘|(§*), odnosno zamenom
G, ((1+a)/2) » G5! ((L+)/2]0"),

Sto se €ini odredivanjem broja

2

i proglasavanjem m-te po redu vrednosti, é:m), u rastuéem nizu éa) < 63(*2) <.< é(B) za

gornju granicu. Ukoliko m nije ceo broj, za najve¢e k <m, k € Z, nalaze se ,,grani¢ne*
replikacije 0, i 0.y, a zatim definise

Ax

Gy = Oy +(M=K) G2y — ).

Jo§ jednom, dovoljno veliko B garantuje dobru aproksimaciju originalnog Gé’,l((1+ a)/2).
Potpuno analogno se izvodi i donja granica nominalnog 100a%b6- nog intervala
poverenja za 6

05 (@) =G, (1-a)/2) ~ Gg" (1~ 2)/2]6"). 4.2)

Ako stavimo da je

sli¢no kao u prethodnom slucaju (zakon velikih brojeva), moZzemo je aproksimirati statis-
tikom poretka bootstrap ocena éa). Ukoliko | ¢ Z, primenjuje se opisani postupak inter-
polacije.

Zajedno, granice (4.1) i (4.2) odreduju nominalni 100a%o- ni interval poverenja
sa jednakim repovima za € dobijen Efronovim percentilnim metodom:

lep (@) = (0 (@), 6% ().

Budu¢i da je, kako smo videli, za njegovo formiranje dovoljno poznavati proceduru
konstrukcije jedne od granica, u nekim slucajevima ¢emo se baviti samo gornjom,
odnosno samo donjom.
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4.3 Efronov percentilni bootstrap sa korekcijom pristrasnosti®

Kao i u prethodnom odeljku, polazeci od prostog slu¢ajnog uzorka X generisa-
nog funkcijom raspodele F = F(6) i zadatog ocenjivada 6 =6(X) od 6, konstruisaéemo
interval poverenja za ovaj nepoznati parametar.

Po definiciji, za ocenu 0 koja zadovoljava uslov

G,(0)=P,{0<6}=05 (4.3)

kazemo da je nepristrasna u odnosu na medijanu. Kada je u pitanju bootstrap raspode-
la G"=G,, (4.3) implicira

G,(0)=05.

Za korigovanje pristrasnosti ocena koje nisu nepristrasne u odnosu na medijanu Efron je
predlozio odredivanje naredne ocenjene korekcije:

X, = © (G, (), (4.4)

gde je sa @ obelezena funkcija raspodele standardne normalne slucajne promenljive. Na-
ravno, ona se redukuje na nulu ako & ispunjava uslov (4.3). Kao gornju granicu nomi-
nalnog 100a%b- nog intervala poverenja za ¢ Efron uzima

Oy () = G (D(2% + Z(1.092)), (4.5)
gde je z, =®"(p) kvantil reda p raspodele N(0,1). Sli¢no,

élngp (a)= Ggrl (D(2x, + Z(1-a))2 )
predstavlja odgovarajuu donju granicu. égpkp [ é,gpkp zajedno formiraju nominalni
100a%0- ni interval poverenja sa jednakim repovima za 6. Primetimo da se za x, =0,
tj. G, (0) =0.5, dobijaju ,,obi¢ne“ Efronove percentilne granice.

U praksi, Efronov percentilni bootstrap sa korekcijom pristrasnosti izvodimo na
sledeci nain. Nakon generisanja kolekcije replikacija 6;,6;....,6; prema pravilu F, i
odredivanja proporcije § vrednosti 9; koje nisu vece od é(x), kao dobru aproksimaciju
Za X, uzimamo

0B, Efron, 1981.
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D(4).
Dalje, nalazimo q,,,y,, = ©(2%, + 24, ,y/,), ratunamo broj

m= BQ(1+a)/2

i imenujemo m—ti element, 4, sortiranog niza @, <@, <..<@, gornjom granicom
intervala poverenja za 8 nanivou «. Ako mg Z, pribegavamo uobicajenoj interpolaciji.
Potpuno analogna procedura primenjuje se i za donju granicu (slicno kao u prethodnom
odeljku, umesto (1+«)/2 stavljamo (1-«)/2), ¢ime je kompletiran traZeni interval po-

verenja sa jednakim repovima.

4.4 Hallov percentilni bootstrap

Okvir od kojeg polazimo i dalje je nepromenjen: tu je prost slucajan uzorak X iz
raspodele F,, nepoznati parametar @ te raspodele i njegov ocenjivaé @ =68(X). Novinu,
medutim, predstavlja Cinjenica da bootstrap postupak ovoga puta primenjujemo ne na
funkciju raspodele G, statistike 6, veé¢ na funkciju raspodele H, koja odgovara razlici
6-0:

H,(x)=P,{0-0<x}, xeR.

To se ¢ini generisanjem replikacija 6, ,6; ...,0; po modelu F 4, i formiranjem ko-
lekcije razlika

6 -0=0(x,)-0(x), j=12,..,B,
¢ija empirijska funkcija raspodele ima oblik
HB(x|6*—6)=%gl({é;—é£x}), 6 —0=(0 —6,6,-0,..0,-0), xeR,
i za dovoljno veliko B dobro aproksimira
H,(x)=P{0 -0<x}.

Naglasimo da se gornja verovatnoca izratunava za fiksirano 0 (1. 0= é(x)), dok je izraz

Up G. Hall, 1992.
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0" =0(X") sludajan — X  predstavlja ,,bootstrap prost slu¢ajan uzorak generisan
funkcijom raspodele F g, . H,(x) se smatra adekvatnom aproksimacijom nepoznatog
H,(x), dok Hg(x]| 0" —0) ima ulogu bootstrap ,,zamene* za H 5 (X). Taénost aproksima-
cije Hy(x]0"—0) = H,(x) moze se kontrolisati putem broja replikacija, B, ali za H (x) ~
H,(x) onazavisi od kvaliteta ocene  parametra @ i obi¢no je pod uticajem obima origi-

nalnog uzorka, n.
Gornja granica 100a%b- nog intervala poverenja za 6 dobijenog Hallovim me-
todom ima oblik

03 (@) = 0—H M ((1-a)/2), (4.6)
dok je odgovarajuca donja data sa
O (@) = 0—H " (1+2)/2).

Nastavak analize bi¢e usmeren na izraz (4.6), buduéi da su izvodenja za donju granicu
potpuno analogna.
Konstrukcija é,ﬂp je motivisana tacnom 100a% —nom gornjom granicom:

6° (@) =0—-H, (1-2)/2),
s obzirom na to da je

P{0° >0}=P,{0-H,* (1-)/2) > 6}
=1-P{0-0<H, (1-a)/2)}
=1-H,[H, (1-a)/2)]
=(l+a)/2.

Problem u vezi sa 6° jeste njena posredna zavisnost od nepoznatog parametra & (preko
H,'((1-«)/2). Bootstrap metod ga prevazilazi aproksimirajuéi H,'((l-a)/2) sa
, . . . . . . o
H, ((1-a)/2), koje se, za dovoljno veliko B, moze dobiti sa proizvoljnom preciznoséu

direktno iz uzorka bootstrap replikacija

D =0 -0, j=12,.,B. (4.7)

Potrebno je samo sortirati vrednosti D; u rastui niz,
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<..<Dg,

odrediti broj 1=B@-a)/2 i uzeti I-ti element, D,
H ' ((1-a)/2). Ukoliko | ¢ Z, primenjuje se interpolacija izmedu ,,granica Dy, i Dy,

kao aproksimaciju za

—zanajvete k<l,keZ:
Day =Dy + (1 =K)(Dye.qy = Dy )

Primetimo da nam nije bio neophodan analiticki oblik funkcije raspodele H,.

U specijalnom sludaju kada H,'(«) ne zavisi od 6, vazi da je H," (o) = H, (@)
=H (), tako da rezultujuc¢i interval poverenja ima ta¢nu verovatnocu pokrivanja za
B —> .

4.5 Primer

Postavka problema

Neka je X obelezje sa raspodelom koja pripada dopustivoj familiji {N(x,c°), xR, o> 0}.
Ako je dat prost slu¢ajan uzorak X =(X,, X,,..., X,), nepoznate parametre u i o oce-

njujemo uobi¢ajenim ocenjivacima X, i S?, respektivno.
Zadatak

Konstruisati dvostrani interval poverenja sa jednakim repovima na nominalnom nivou «
za nepoznatu varijansu obelezja, = o>, primenom:

a) Efronovog percentilnog bootstrapa,
b) Efronovog percentilnog bootstrapa sa korekcijom pristrasnosti i
c) Hallovog percentilnog bootstrapa.

Izrada

Podsetimo se, klasi¢an dvostrani 100a% —ni interval poverenja za nepoznatu varijansu
o’ posmatranog obelezja X ima oblik

[n§n2 | nS_nzj’ 48)

C, C,
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gde su ¢, i c,, respektivno, kvantili reda (1—c«)/2 i (1+a)/2 raspodele y’,, $to éemo

obelezavati kao

2 . 2
C=Xnaaapz ! Co=Xna@ra)2:

Naime, statistika od koje polazimo je

Kako se za nju zna da ima hi-kvadrat raspodelu sa n—1 stepeni slobode, c, i ¢, odreduje-

mo kao brojeve za koje vazi:
P{c, <nS?/o? <c,}=P{c, <y, <c,}=a.

a) Bootstrap postupak (parametarski) zapo¢injemo, kao i obi¢no, generisanjem B boot-
strap uzoraka, X;,X;,...,Xg, iz raspodele N(X ,57), gde su X, i S’ vrednosti ocenjivaca
nepoznate sredine i varijanse izraCunate na osnovu originalnog uzorka, x, i odredivanjem
kolekcije bootstrap replikacija ] = 0(x;) =(5?);, j =12,..,B. Odgovarajuéa EDF,
GB(-|6*), dobro aproksimira funkciju raspodele bootstrap ocene 6", G, (). Ako bismo
zamislili da je B veoma veliko (u idealnom slucaju — B =), mogli bismo odrediti njen

tadan oblik 12:
G,(x)=P{0" <x}=PAnS”/s? <nx/s’}= x>, (nx/S7), xeR. (4.9)

Gornji izraz, dakle, sledi iz analiticke &injenice da slu¢ajna promenljiva nS>"/s? ima hi-
kvadrat raspodelu sa n—1 stepeni slobode. Naravno, bootstrap metod za ovo ,,ne zna“.
Kako je objasnjeno u teorijskom delu, Efronov percentilni postupak uzima (1+«)/2—ti
percentil kolekcije bootstrap ocena za gornju granicu trazenog intervala poverenja,

budu¢i da on, za veliko B, predstavlja odli¢nu aproksimaciju nepoznatog Ggl((1+ a)/2):

G (W )/ =(22.) (W a)/2) = (@) (4.10)

Stvarna verovatnoca pokrivanja granice (4.10) je:

12 7a funkciju raspodele sludajne promenljive 2 upotrebljava¢emo istu oznaku — »2(.).
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PAOE 2 0} =PAG, /M1 (t+2)/2) 207}
=P{nS;/o® 2n*/(x12) (W+a)/2)} (4.12)
=1- z[n*/ (i) (@4 @)/2)].
Potpuno analogno, za donju granicu nominalnog 100c% —nog intervala poverenja za ne-

poznatu varijansu obelezja X dobijenu primenom Efronovog percentilnog bootstrapa vaze
izrazi:

0% (@) =G ((1-)/2) %ﬂ(zﬁ_l)-l«l—a)/zx (4.12)

PAO% <= 22.In°/(x2) (- 2)/2)]. (4.13)

[lustrujmo prethodna razmatranja jednim konkretnim primerom. Pretpostavimo da
su stvarne vrednosti parametara normalne raspodele naseg obelezja X, recimo, =3 i 6=
0.5, a obim uzorka koji ¢emo posmatrati n=10. Dakle, originalno x generisemo ,,Mat-
lab* naredbom:

X =normrnd(3, sqrt(0.5), 10, 1)*.
Dobijeni rezultat je sledeci:
x’=[2.6941 1.8223 3.0886 3.2034 2.1893 3.8421 3.8409 29734 3.2314 3.1235].

Pretvarajuc¢i se da nemamo informaciju o x i o°, konstruisaéemo interval poverenja za ne-
poznatu varijansu obeleZja na nominalnom nivou, po nasem izboru, o =0.95.
Prema statistickoj teoriji, klasi¢an 95% —ni interval poverenja (izraz (4.8)) je:

(nif ns? J _[10~0.3673 10-0.3673

c, ¢ ) \ 19.0228 ' 27004

j =(0.1931,1.3602).
Ovo sledi iz ¢injenice da je varijansa uzorka X (naredba ,,var(x,1)*)
A(x) =52 =0.3673,
dok su odgovarajuci kvantili hi-kvadrat raspodele
C. = Xeoos = 2.7004, C, = x&0475 =19.0228.
Kada je u pitanju bootstrap postupak, videli smo da pretpostavka da je broj

posmatranih replikacija veoma veliki (B =) omogucava odredivanje analitickog oblika
Efronovog percentilnog intervala poverenja. Drugim re¢ima, formule (4.10) i (4.12) daju:
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=2

0% (o) = % X4 0975 =0.03673:19.0228 = 0.6987, (gornja granica)
=2
0% () = %8 X5 0025 =0.03673-2.7004 = 0.0992. (donja granica)

Stvarne verovatnoc¢e pokrivanja ovih granica (izrazi (4.11) i (4.13)) iznose, redom:
PAOS% > }=1- 42 (10°/ 22 0075) =1— 22 (5.2568) = 0.8114,
PAOS <0} = 72(10%/ Z2o0ss) = 22 (37.0315) = 0.9999.

Prakti¢no, medutim, Efronov percentilni bootstrap realizujemo putem simulacija,
Sto podrazumeva izbor nekog kona¢nog (§to veceg) B. U tu svrhu, posluzili smo se ,,Mat-
lab* algoritmom ,,IntPovEP* (dodatak DS) i za posmatrani uzorak X, « =0.95 i B =10.000
dobili naredni izlaz:

>> IntPovEP(x,0.95,10000)
Interval poverenja dobijen Efronovim percentilnim bootstrapom

-gornja granica:
0.7085

-donja granica:
0.0992

Zakljucujemo da postoji visok stepen saglasnosti izmedu analitiCkih 1 rezultata dobijenih
upotrebom simulacija, $to se i moglo oc¢ekivati, imajuc¢i u vidu da je broj generisanih
bootstrap uzoraka bio 10.000.

b) Izabrana ocena nepoznate varijanse, 6(X) = S?, nije nepristrasna u odnosu na medija-
nu. Naime, znamo da je

G,(0) =PAO<}=PAS? <o}=P{nS?/c* <n}=72,(n) =G, (H).

Vrednosti funkcije raspodele y?2,(n) za razli¢ite n, odnosno njihova odstupanja (¢ak i za
velike uzorke) od 0.5, prikazani su u narednoj tabeli:

n 2 3 4 5 10 20 50 100 500
22,(n) | 0.8427 | 0.7769 | 0.7385 | 0.7127 | 0.6495 | 0.6054 | 0.5666 | 0.5470 | 0.5210

Ukoliko ponovo pretpostavimo da je B beskonac¢no veliko, §to znaci da nam je po-
znata ta¢na bootstrap raspodela (4.9), u mogucnosti smo da zapiSemo interval poverenja
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dobijen percentilnim bootstrapom sa korekcijom pristrasnosti u kompaktnom matematic-
kom obliku i analiziramo njegovu verovatno¢u pokrivanja. Jo§ jednom, sve ovo nije ne-
ophodno u prakti¢nim primenama, gde do trazenih rezultata dolazimo upotrebom simula-
cija. Prema (4.4) i (4.5), gornja granica Zeljenog intervala poverenja je tada:

élngp ()= Ggl (D(2x, + Z(11q)/2 )
=G (@20 (G,(0) + Zny)
=(50/m)- (2 ) [PRO™ (21 (M) + 2. )]
= (0.3673/10)- (1) "[@(2P " (15 (10)) + Z475)]
=0.0367-(yZ) '[@(2d*(0.6495) +1.9600)]
=0.0367-(x2) ™ (®(2.7280))
=0.0367- Zgz,o.gges
=0.9114.

Njena stvarna verovatnoca pokrivanja iznosi:

PAO%, = 0= PA(S? /n)- (720) T®RO ™ (72, (N) + 2,y 2)] = 07}
=PA(nS?/0%) 202/ (22) @D (22, () + 20 )T
=1- 22,/ (20) @R (22, (N) + Zg gy )]
=1- 7[100/(x3) [®(2D ™ (75 (10)) + Zy075)]]
=1- ;(92 [100/ ( ;(5)’1[®(2<D’1(0.6495) +1.9600)]]
=1- 74[100/(x3) " (®(2.7280))]

=1- 22[100/ 22 go5el
=1- y2(4.0303)
=0.9094.

Potpuno analogno, za donju granicu se dobija:

0% (@) = G (D(2%, +21_,2))

=(5; /n) (e ) PR (rr,(n)+ Z4_g)/2 )]
=0.1615,

Pa{élgpkp <O}= F)@{(S_n2 /n) ) (Zr?—l)il[q)(zq)il (Zr?—l(n)) T 20 )02 < 0'2}

= Zr?—l[nz/(}(rf—l)_l[q)(zq)_l (Zr?—l(n)) T 20 a)2 I
=0.9932.
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Sa druge strane, rezultati simulacija izvedenih uz pomo¢ ,,Matlab* algoritma ,,Int-
PovEPkp* (dodatak D9) za ulazne argumente identi¢ne onima iz zadatka pod a) su slede-
¢i:

>> IntPovEPkp(x,0.95,10000)

Interval poverenja dobijen Efronovim percentilnim bootstrapom
sa korekcijom pristrasnosti

-gornja granica:
0.9090

-donja granica:

0.1632

Zakljucujemo da ishod eksperimenta jo§ jednom pokazuje solidno slaganje sa ocekiva-
nim, analiticki odredenim vrednostima.

c) Funkcija raspodele statistike 6—0=S52—o? je:
H,(xX)=P{S? -c? <x}=P,{nS? /c? <nx/c? +n}= 42, (nx/ o +n).
Sledi:

H, ((1-a)/2) = o*[(x72) " (1~ a)/2)/n-1],
H, (- )/2) =57 1(x0) (- a)/2)/n-1].
Dakle, prema (4.6), gornja granica nominalnog 100% —nog intervala poverenja ima ob-
lik:
0% =57 —H;'(1-@)/2)
=5/ 12-(x02) (Q-a)/2)/n]
=0.3673-[2— 7 5.025/10]

=0.3673-1.7299
=0.6354.

Stvarna verovatnoc¢a pokrivanja ove granice je:

PAO% > 0} =P{S/[2- (12,) (A-a)/2)/n] 2 o7}
=P {nS?/c* = n*/[2n- (2 ) (- a)/2)T
=1- 2, [n*/[2n - (22) (A~ a)/2)]]
=1- 192[100/(20 - ﬂ(«.az,o.ozs)]
=1— 72(5.7805)
=0.7617.
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Analogno, za donju granicu imamo:

O =57 —H; ' (1+2)/2)

=57[2-(x2,) (A+a)/2)/n]
—0.0359,

PAO5 <Or=PAS [2-(x2) " (A+a)/2)/n]< o}

= 22 n?/[2n—(x2,)  (A+@)/2)]]
~1.

Prakti¢no izvodenje Hallovog percentilnog bootstrapa (,,Matlab*“ program ,,Int-
PovHP*, dodatak D10) opet je rezultiralo razumnim poklapanjem sa gore izraCunatim
vrednostima:

>> IntPovHP(x,0.95,10000)
Interval poverenja dobijen Hallovim percentilnim bootstrapom

-gornja granica:
0.6356

-donja granica:
0.0362

Analiza rezultata

U radu [11] (odeljak 4.2.2), na jednom numeri¢kom primeru je analizirana zavis-
nost gresSke pokrivanja svake od granica intervala poverenja, kao razlike izmedu njene
stvarne i nominalne verovatnoée pokrivanja, od obima polaznog uzorka, tj. od n™2. U slu-
¢aju nominalnog 95%—nog intervala poverenja, kada su nominalne verovatnoce pokriva-
nja pojedinacnih granica jednake 0.975, pokazalo se da su greske gornjih granica negativ-
ne i prili¢no velike za skromno n, dok su za donje pozitivnog predznaka i znatno umereni-
je, ¢ak i kada je n malo. Sa tim rezultatom su saglasne i vrednosti koje smo dobili u na-
Sem zadatku za n =10 (Tabela 4.1).

Generalno, Scholz konstatuje da su pod odredenim uslovima regularnosti, pretpo-
stavkom o 11D podacima u originalnom uzorku i dovoljno velikom n greske pokrivanja
svake od granica proporcionalne sa n"/2, a za &itav interval poverenja sa n .

POSTUPAK a) EP b) EPkp C) HP
GORNJA GRANICA -0.1636 -0.0656 -0.2133
DONJA GRANICA 0.0249 0.0182 ~0.0250

Tabela 4.1 — Greske pokrivanja gornjih i donjih granica nominalnih 95% — nih intervala
poverenja konstruisanih Efronovim percentilnim postupkom, percentilnim postupkom sa
korekcijom pristrasnosti i Hallovim percentilnim postupkom
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5 Bootstrap testovi hipoteza

5.1 Uvod

Kao jedan od ,,alata” inferencijalne statistike, uz intervalno ocenjivanje, testovi
hipoteza su u Sirokoj upotrebi jer omogucavaju sistemati¢éno donosenje odluka o proble-
mima koji u sebi sadrze neodredenost. Baveci se pitanjem ispravnosti generalizacije na
osnovu uzorka, tj. kombinovanjem raspolozivih podataka i statisti¢ke teorije u cilju izvo-
denja zakljucaka o ¢itavoj populaciji, testiranje hipoteza otklanja uticaj subjektivnosti po-
jedinca 1 obezbeduje racionalnije i tacnije rezultate.

Statistickom hipotezom nazivamo tvrdnju, pretpostavku u vezi sa svojstvom po-
pulacije koje nas interesuje, tj. o nekom njenom obeleZju. Najéesca svrha testiranja (ko-
jom ¢emo se u ovom radu i baviti) jeste provera nekog tvrdenja o raspodeli verovatnoce
tog obelezja, odnosno o parametrima koji u njoj figurisu. Budu¢i da nam stvarne vrednosti
tih parametara Cesto nisu poznate, prinudeni smo da se okre¢emo procenama na bazi dos-
tupnih uzoraka, a potom i da utvrdimo stepen njihove preciznosti i pouzdanosti.

Polazna statisti¢ka hipoteza, tj. ona koju Zelimo da testiramo, naziva se nultom hi-
potezom i uobic¢ajeno obelezava sa Hy. Testiranje njene istinitosti podrazumeva i formuli-
sanje odgovarajuce alternativne hipoteze, Hi, u koju ¢emo ,,verovati* ukoliko se, sa as-
pekta datog testa, pokaze da je Ho neprihvatljiva. Nulta i alternativna hipoteza moraju da
budu medusobno isklju¢ive i da zajedno iscrpljuju sve moguénosti. Na primer, ako sa ©
obelezimo skup mogucih vrednosti (dopustiv skup) nepoznatog parametra ¢ posmatrane
raspodele verovatnoce, formulacija bi mogla biti ovakva:

Ho(0eA,), H(0eA,), A A, cO, ANA, =0, A UA,=0.

Razlikujemo proste i slozene hipoteze. U kontekstu gornjeg primera, prostom bi-
smo okarakterisali onu pretpostavku koja datu raspodelu odreduje u potpunosti, pridruzu-
juéi nepoznatom parametru konkretan broj (A1={6o}, 6o ®, Ho(0=60)), dok slozena taj
parametar smesta u neki interval (A1=[601,65], 01,0,€ O, Hp(61< 0<65)).

Statisti¢kim testom nazivamo postupak (ne)odbacivanja nulte hipoteze na osnovu
realizovanog uzorka x=(Xy, X2,..., Xn), tj. nalazenja odgovora na pitanje da li je opazena raz-
lika izmedu uzoracke 1 populacione, pretpostavljene vrednosti parametra realna ili je pos-
ledica slu¢ajnosti. Rezultati testa su izraZzeni u terminima verovatno¢e koja meri stepen
saglasnosti datih podataka i posmatrane hipoteze.

Bas kao §to ne mozemo naci 100% — ni interval poverenja, ni statisticki testovi ne
garantuju 100% — nu sigurnost u ispravnost nase odluke. Buduci da se u postupku testira-
nja mora voditi racuna o tome da biranje uzorka podleZe pravilima slucajnosti, moze se
desiti da dva razli¢ita uzorka dovedu do suprotnih odluka, pa je pravilno zakljuciti da na
bazi datog uzorka odbacujemo ili nemamo razloga da odbacimo H.
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U tom smislu, prilikom testiranja neke hipoteze mozemo naciniti dva tipa greske:

e greSka I vrste — nastaje kada, zbog slu¢ajnosti uzorka, pogresno odbacimo ta¢nu nultu
hipotezu; verovatnoca da se to desi naziva se verovatno¢om greske I vrste i obelezava
Sa a.

a = P{H, seodbacuje | H, je tatna};

e greska II vrste — na osnovu datog uzorka, ne odbacujemo nultu hipotezu iako ona nije
istinita; verovatnoc¢a ovog dogadaja jeste verovatnoca greske II vrste, U oznaci S

S =P{H, seneodbacuje | H, nije tacna}.

Izvodenje testa podrazumeva da se unapred zada, a time i kontrolise, greska ili
rizik sa kojim ga vrS§imo. Re¢ je upravo o verovatno¢i greSke I vrste, koja se naziva 1
nivoom znacajnosti (signifikantnosti). Cilj nam je, svakako, da i « i £ budu $to manje,
ali smanjenje jedne greske nuzno uzrokuje povecanje druge. Zbog toga, hipoteze se
formulisu tako da greska I tipa bude ona koja nam je vaznija, tj. koju zelimo imati pod
kontrolom. Uobi¢ajene vrednosti za nivo testa su 0.01, 0.05 i, maksimalno, 0.1.

Verovatnoc¢a 1-/ prihvatanja stvarno istinite alternative zove se mo¢ testa. Budu-
¢i da pokazuje njegovu sposobnost da odbaci nultu hipotezu koja zaista nije tacna, ona
predstavlja jedno od najc¢escih merila kvaliteta, a time i pogodan kriterijum za poredenje
razlicitih testova.

Da li je razlika izmedu onoga $to o¢ekujemo na osnovu Hy i informacija koje nam
pruza izvuceni uzorak realna ili je posledica slucajnosti, testira se upotrebom odgovaraju-
Ce test statistike, z, tj. sluajne promenljive koja ima poznatu raspodelu verovatnoce uko-
liko je nulta hipoteza tac¢na (tzv. nulta raspodela), dok je pod alternativnom raspodeljena
drugacije. ,,Procedura“ je sledeca:

— kada je registrovana vrednost test statistike, 7 , takva da ju je pod Hy ¢esto moguce do-
biti na sluc¢ajan nacin, zaklju¢icemo da test nije obezbedio adekvatan dokaz protiv ove
hipoteze;

— ako se vrednost 7 moze okarakterisati kao ,,ckstrem®, u smislu neuobiéajenosti njene
slucajne realizacije pod Ho, to predstavlja argument koji ne ide u prilog polaznoj pret-
postavci — ispostavi li se da je dovoljno ubedljiv, mozemo doneti odluku o njenom od-
bacivanju.

Da bi bilo jasno precizirano koje se to vrednosti test statistike smatraju nekompati-
bilnim sa nultom hipotezom, odluku o njenom (ne)odbacivanju donosimo na bazi odrede-
nog pravila odbacivanja, koje kaze da ¢e Hy biti proglasena neprihvatljivom ako i samo
ako registrovano 7 ,,upadne® u tzv. kriti¢nu oblast (oblast odbacivanja) tog pravila.

U sluc¢aju dvostranog testa, gde se odbacivanje vrsi bilo za dovoljno male bilo za
dovoljno velike vrednosti test statistike (na primer: Ho(6=6y), H1(6#60)), kriti¢na oblast je
data u vidu unije odgovaraju¢a dva skupa. Za jednostrani test, u zavisnosti od znaka og-
rani¢enja zadatog u nultoj hipotezi (Ho(6<6p) ili Ho(6>6p)), pomenutu oblast ¢e safinjava-
ti one vrednosti 7 koje su vece, odnosno one koje su manje od odredene ,,granice* (Kri-
ticna vrednost).
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Dosadasnja prica bila je zasnovana na implicitnoj pretpostavci da je nulta raspode-
la nase test statistike U potpunosti poznata, tako da imamo tzv. tacan test (engleski: exact
test). U ekonometriji, medutim, pomenutu raspodelu ¢esto znamo samo priblizno. Tada
moramo napraviti razliku izmedu nominalnog nivoa testa, tj. verovatnoc¢e da se nacini
greska I vrste izraCunate prema ma kojoj pribliznoj raspodeli upotrebljenoj za odredivanje
kriti¢ne oblasti, i stvarne verovatnoc¢e odbacivanja, koja od nominalnog nivoa moze zna-
¢ajno odstupati.

Odluka o tome da li odbaciti nultu hipotezu ili ne moze biti doneta i putem izracu-
navanja tzv. p-vrednosti (marginalnog nivoa znac¢ajnosti) pridruzene registrovanom 7.
Najjednostavnije, to je verovatnoca da test statistika z uzme jos ,,ekstremniju* vrednost od
ove realizacije, pod pretpostavkom da je Hy ta¢na. Ako je, recimo,

a=P, {r>c},
gde smo sa ¢ obelezili granicu kriti¢ne oblasti, odgovarajuca p-vrednost se definise kao
p=P, {r>7}.

Tada, nultu hipotezu odbacujemo za p <«, dok za p > « nema osnova da se ona odbaci.

5.2 Postupak bootstrap testiranja — osnovni pojmovi

Pretpostavimo da je 7 realizovana vrednost posmatrane test statistike = za raspo-
lozivi uzorak x obima n, tj.

T=7(X,, X0y X, ),

1 da zelimo da izvr§imo test na nivou znacajnosti «, pri ¢emu se nulta hipoteza odbacuje
za dovoljno velike realizacije 7 (drugima recima, kriti¢na oblast se nalazi u gornjem repu
raspodele test statistike). Ako sa F(z) ozna¢imo funkciju raspodele od = pod nultom hi-
potezom (,,nulta“ raspodela)™®, odgovarajuéa p-vrednost je, po definiciji,

p(7) =1-F(7), (5.1)

a Ho se, kako je ve¢ receno, odbacuje za p(7) <. Alternativni pristup bilo bi racunanje
kriti€ne vrednosti ¢, date jednaCinom

1-F(,)=q,

13 Jasna je razlika izmedu ovako definisanog F(z) i oznake F=F(#) za funkciju raspodele prostog slu¢ajnog
uzorka X koja je kori$¢ena u prethodnim delovima.

62



Master rad Mali uzorci i primena bootstrap metoda u ekonometriji

kada pravilo odbacivanja ima oblik 7 >c,. Jasno, zakljucak u oba slu¢aja mora biti isti.
Problem, medutim, predstavlja to sto ekonometristima veoma ¢esto nije poznata funkcija
F (7). Jedno od resenja jeste njena zamena pribliznom funkcijom raspodele, obelezimo je
sa F~(zr), koja je bazirana na asimptotskoj teoriji, ali je ishod ispitivanja tada uslovljen
kvalitetom pomenute aproksimacije.

Postupak koji postaje sve popularniji, kako zbog jednostavnosti njegove primene
usled stalnog rasta racunarske mo¢i, tako i zbog ¢injenice da ponekad bolje aproksimira
nepoznato F(z), jeste bootstrap testiranje. Procedura, kao i obi¢no, zapocinje generisa-
njem B bootstrap uzoraka indeksiranih sa j. U opStem slucaju, za mehanizam koji generiSe
ove simulirane skupove podataka ¢esto se koristi naziv bootstrap DGP (engleski: DGP —
data generating process). Kako je objasnjeno u 2. poglavlju, on moze biti (potpuno ili deli-
micno) parametarski ili neparametarski. Za svaki bootstrap uzorak potom se racuna tzv.
bootstrap test statistika, tj.

2'; = T(X’;), j=12,...,B,

naj¢esce na identican nadin na Koji je i 7 izracunato iz X. Preporuka je da upotrebljeni
bootstrap DGP treba da zadovoljava nultu hipotezu, ali to nije uvek moguce, pa se u takvim
situacijama 7 ne mogu racunati potpuno isto kao 7. Konstruisanjem empirijske funkcije
raspodele dobijene kolekcije,

1 B * * * *
FB(X|T)=EZ|(TJ- <X), T=(7,,751Tg), (5.2)
j=1
dobijamo tzv. bootstrap p-vrednost, kao ocenu stvarne p-vrednosti (5.1):
A x A A 1 B * A
p(7)=1- FB(TIT):EZI(TJ- > 7). (5.3)
j=1

U slucaju da test odbacuje H, za vrednosti 7 koje se nalaze u donjem repu raspodele test
statistike, nejednakost u prethodnoj formuli bi bila suprotnog smera. Dakle, bootstrap p-
vrednost je u opStem slucaju udeo bootstrap test statistika r; ¢ije su vrednosti ,,ekstremni-
je*“ uodnosu na originalnu realizaciju, 7. Izraz (5.3) predstavlja empirijski analog za (5.1).
Jos jednom, odbacivanje nulte hipoteze kada je P (7) <« ekvivalentno je odbacivanju
pod uslovom da 7 premasuje kvantil reda 1—« raspodele F;(-| 7).

Ako pustimo da broj generisanih bootstrap uzoraka, B, tezi beskonacnosti, EDF
(5.2) ¢e biti dobra aproksimacija za stvarnu funkciju raspodele vrednosti r’;, u oznaci
F"(r), pa ¢e time i bootstrap p-vrednost (5.3) biti bliska ,,idealnoj* bootstrap p-vrednosti,
datoj sa
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p (7)) =1-F (7). (5.4)

(Slika 5.1). Dakle, jasno je da bootstrap testovi u opstem slucaju nisu ta¢ni, odnosno da se
se stvarna verovatnoc¢a odbacivanja nulte hipoteze na nivou « generalno ne podudara sa
ovim nominalnim pragom. Veéina problema u vezi sa bootstrap testiranjem nastaje ne iz
razloga $to je F;(-| z) samo ocena za F(z), ve¢ zato $to F™(r) moze slabo aproksimira-
ti nepoznato F(z).

ocenjuje aproksimia

p(f) - p(f) < P(D)

stvarna . idealna* bootstrap EDF bootstrap
p-vrednost p-vrednost replikacija test
statistike

Slika 5.1 — Objasnjenje pojma bootstrap p-vrednosti

Ukoliko Zelimo da izvrSimo dvostrani test, bootstrap p-vrednost vise ne moZzemo
racunati koriste¢i formulu (5.3), bududi da je, kako je istaknuto na pocetku analize, ona
prikladna samo za slu¢aj kada se nulta hipoteza odbacuje pri dovoljno velikim pozitivnim
vrednostima 7. Pretpostavimo li da je statistika 7 simetri¢no raspodeljena oko nule, upo-
trebi¢emo izraz za tzv. simetri¢nu bootstrap p-vrednost,

) =2 Y107 12, 55)

koja prakti¢no konvertuje dvostrani test u jednostrani. U suprotnom, (5.5) je moguce za-
meniti bootstrap p-vrednoséu za jednake repove, datom sa

67 (7) = 2min {éi (e <9), éi I > f)}. (5.6)

Ovde, zapravo, izvodimo dva testa — jedan ¢iju kriti¢nu oblast ¢ine vrednosti test statistike
u donjem repu njene raspodele i drugi koji odbacuje Hy za vrednosti 7 u gornjem repu.
Ovim se objasnjava prisustvo mnoZioca 2, bez kojeg bi p,, leZalo izmedu 0 i 0.5. Ne moZe
se garantovati da ¢e izrazi (5.5) i (5.6) dati sli¢ne rezultate. Stavise, ukoliko je sredina re-
plikacija z’}, j=12,...,B, daleko od 0, ti brojevi se mogu znatno razlikovati, ba$ kao i
svojstva odgovarajucih testova. Osim za uzorke veoma velikog obima, testovi bazirani na
p. ¢e pod nultom hipotezom naj¢esce biti pouzdaniji od onih koji racunaju p-vrednost

A K

Pet-
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Prema tome, jednakost (5.5) je primenljiva samo na test statistike ¢ije vrednosti
mogu imati ma koji predznak, poput t-statistike. Za one koje su uvek pozitivne, kao 2,
obi¢no se moze Kkoristiti samo formula (5.3). Izraz (5.6) je moguce upotrebiti ukoliko
zelimo da odbacimo nultu hipotezu i za suviSe male i za suvise velike vrednosti 7.

Vazno svojstvo bootstrap testova, koje uo¢avamo neposredno iz (5.3), (5.5) i (5.6),
jeste invarijantnost njihovih rezultata u odnosu na monotone transformacije posmatrane
test statistike. Naime, ako je g(z) monotona funkcija od z, onda ¢e bootstrap test zasno-
van na g(z) dati potpuno iste zakljucke kao i onaj baziran na statistici z. Razlog je to $to
¢ i g(?), respektivno, zauzimaju identi¢nu poziciju u sortiranoj listi vrednosti 7,7, ,7,,
.. Ty, 0dnosno g(7),9(z;),9(z,),....9(z5), tako da vrienje transformacije ne¢e imati efe-
kta na odgovarajucu bootstrap p-vrednost.

5.3 Monte Karlo testovi

Specijalan slu¢aj u kojem maloc¢as opisana procedura rezultira tanim bootstrap te-
stom podrazumeva zadovoljenost naredna dva uslova:

1) test statistika 7 je pivot, tj. njena raspodela verovatnoce ne zavisi ni od ¢ega nepozna-
tog; iz ovoga sledi da su 7 i rJ j=12,...,B, jednako raspodeljene ukoliko je nulta
hipoteza tacna;

2) broj bootstrap uzoraka, B, je takav da a(B+1) € Z, gde a oznacava nivo testa.

Bootstrap test koji ispunjava navedene stavke naziva se Monte Karlo testom. Generalno,
eksperimenti sa simulacijama su poznati i kao Monte Karlo eksperimenti, pa otuda i sli¢no
ime za testove bazirane na simuliranju pivotskih statistika, koje je originalno predlozio
Dwas (1957). U vreme kada su kompjuterske simulacije postale izvodljive, najcuveniji
kazino bio je onaj u Monte Karlu, pa je inspiracija za naziv potekla iz analogije sa kockar-
skim igrama, u ¢ijoj osnovi takode lezi postupak generisanja slu¢ajnih brojeva.

Nije tesko razumeti zbog ¢ega su Monte Karlo testovi ta¢ni. Zamislimo da su svih
B +1 vrednosti 7, T: , 2';,..., 2'; sortirane u rastu¢em poretku. Pravilo odbacivanja nulte hi-
poteze kaze da se H, odbacuje ukoliko je 7 jedna od «(B+1) najvecih realizacija. Kako
statistike 7 i 7; imaju istu raspodelu (prvi uslov), to se deSava sa verovatno¢om (pod Ho)
tacno « (drugi uslov).

Posto je jedini zahtev u vezi sa brojem bootstrap replikacija, B, da bi posmatrani
test bio tacan taj da «(B +1) mora biti celobrojno, cilj nam je da B u¢inimo $to je mogu-
¢e manjim i time racunske troSkove postupka testiranja svedemo na minimum. Na primer,
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za nivo poverenja « =0.05 teoretski bismo mogli uzeti i B=19, zatim B=99 za
a=0.01, itd. Medutim, tu se pojavljuju dva problema. Prvi potice otuda $to sa smanjenjem
broja B opada i mo¢ testa. Drugo, izborom suvise skromnog B rezultati testa mogu netrivi-
jalno zavisiti od konkretnog niza slu¢ajnih brojeva upotrebljenih za generisanje bootstrap
replikacija test statistike. 1z definicije p~ vidimo da je njena varijansa data sa p"(1- p")/B.
Prema tome, ako je p” =0.05, odgovarajuca standardna devijacija iznosi 0.0219 za B =99,
0.0069 za B =999 i0.0022 za B =9.999. Ukoliko racunski troskovi ne predstavljaju pre-
veliku brigu, navedene vrednosti upucuju na to da izvodenje zakljucaka na bazi manje od
999 bootstrap simulacija moze biti rizi¢no, dok B =9.999 predstavlja sasvim razuman iz-
bor.

Kada procedura bootstrap testiranja jeste racunski intenzivna, ali ne i ekstremno
,,skupa“, pouzdane rezultate za malo B ¢esto obezbeduje iterativni postupak koji su pred-
lozili Davidson i MacKinnon (2000). Ideja je da se po¢ne sa malim brojem simuliranih
uzoraka, utvrdi da li bi ishod testa skoro sigurno bio isti da je B=co i, ako je odgovor
,ne, za sledecu iteraciju odabere vece B. Ponavljanje se vrsi ili dok se ne dobije nedvos-
mislen odgovor ili dok ne postane jasno da je p"(7) veoma blizu «. U veéini sludajeva,
narocito kada je nulta hipoteza tacna, postupak se zaustavlja ve¢ za B <100.

Za najkomplikovaniji scenario, tj. situaciju kada se suoc¢avamo sa izuzetno visokim
raunskim troSkovima, dva korisna resenja predlozili su Racine i MacKinnon (2007). Prvo
je dato u vidu prili¢no jednostavnog metoda za izvodenje Monte Karlo testova bez uslova
a(B+1) € Z, ali problem moze predstavljati njihova skromna mo¢. Nesto sloZeniji postu-
pak podrazumeva odredivanje p-vrednosti koje zavise od konkretnih brojeva 7 i z;, ane
samo od pozicije koju originalna realizacija zauzima u sortiranoj listi svih test statistika.
lako se u ovom slucaju ne dobijaju ta¢ni testovi, moguce je znacajno poveéati moc¢ za veo-
ma malo B (nekada manje i od 20).

Veéina test statistika u ekonometriji ipak nisu pivoti. Kao posledica, ni vecina
bootstrap testova nisu ta¢ni. Odredeni teorijski argumenti, medutim, ukazuju na to da ¢e
se bootstrap testovi ¢esto pokazati boljim od uobi¢ajenih, asimptotskih. U tu svrhu, potre-
bno je da posmatrana test statistika bude asimptotski pivot, tj. da za n— oo prati raspo-
delu koja ne zavisi ni od ¢ega nepoznatog, iako ne moramo imati informaciju o kojoj
asimptotskoj raspodeli je konkretno re¢. Pomenuta asimptotska poboljsanja podrazumeva-
ju da ¢e greska verovatnoce odbacivanja (engleski: ERP — error in rejection probability)
bootstrap testa biti manjeg reda po n u odnosu na asimptotski test zasnovan na istoj test
statistici (u mnogim slu¢ajevima, redukcija je O(n™'?) za jednostrane, odnosno O(n™)
za dvostrane simetri¢ne testove). Ukoliko 7z nije ni asimptotski pivot, primena bootstrap
postupka ¢e rezultirati asimptotski validnim testom, ali prethodna konstatacija u vezi sa
njegovom ERP vise ne vazi.

Dakle, cak i kada je B (hipoteticki) beskonac¢no veliko, bootstrap test nece biti ta-
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¢an ukoliko 7 nije pivot, a uzrok tome jeste razlika izmedu stvarne i bootstrap funkcije ra-
spodele te statistike, F(z) i F (r). Ako je 7 asimptotski pivot, problem se resava pusta-
njem da n— oo, ali nam uslov B — c u tom smislu nije od Kkoristi. Kada funkcija F(7)
nije previse ,,osetljiva“ na vrednosti nepoznatih parametara koji u njoj figurisu, bootstrap
testovi bi trebalo da daju solidne rezultate. U slucaju veéeg stepena zavisnosti ili slabijih
ocena tih parametara (velika pristrasnost, neefikasnost), performanse bootstrap testova
mogu biti veoma lose. Generalno, od (eventualno) veceg broja bootstrap DGP-a primenlji-
vih u datoj situaciji uvek bi trebalo odabrati onaj za koji ¢e F(z) biti §to je moguce bli-
ze F(r) u okolini kriti¢ne vrednosti c,. To, medutim, nije nimalo jednostavno, jer je od-
luka o bootstrap DGP-u koji ¢e obezbediti najpouzdaniji test najéesée bazirana ili na sofi-
sticiranoj ekonometrijskoj teoriji ili na obimnim simulacijama.
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6 Bootstrap u regresiji

Ekonomska teorija se uglavhom bavi odnosima izmedu razli¢itih promenljivih, po-
put ponude, traznje, funkcije troskova, proizvodne funkcije i sl, a zadatak ekonometrije
jeste testiranje ustanovljenih teorijskih tvrdnji u tim vezama i procenjivanje parametara
koji u njima figurisu.

Odnos izmedu dve promenljive X i Y definiSemo kao skup svih mogucih vrednos-
ti (X,y) koje zadovoljavaju zadatu jednacinu. Karakteristi¢ni oblik te jednacine obi¢no daje
i ime posmatranom odnosu (linearni, eksponencijalni,...).

Svi odnosi se mogu podeliti na deterministicke i stohasticke. Odnos izmedu X i Y
je deterministic¢ki ako se svakom elementu domena (skupa svih moguc¢ih vrednosti pro-
menljive X) pridruzuje samo jedan element kodomena (skupa svih mogucih vrednosti pro-
menljive Y). Ukoliko, medutim, za svako X postoji ¢itava raspodela verovatnoée vrednosti
Yy, kazemo da je odnos stohasticki.

U ekonomskoj teoriji se, po pravilu, svi odnosi izrazavaju U deterministickom obli-
ku — ne zbog toga Sto ekonomisti veruju u potpuno odsustvo slucajnosti u ekonomskim
odnosima, ve¢ zato Sto stohastic¢ka odstupanja smatraju manje vaznim od sistemati¢nih
uticaja. Uplitanje sluc¢ajnosti znatno komplikuje posao teoreticara, ali kada bi teorijske ve-
ze zaista bile deterministicke sve bi se zavrSavalo na prostim merenjima, ¢ineci izliSnim
statistiCke testove.

Sa druge strane, ekonometrija se bavi isklju¢ivo stohasti¢kim odnosima. Najjedno-
stavniji oblik stohasti¢kog odnosa izmedu promenljivih X i Y, §to ¢e i biti polazna tacka u
na8im ispitivanjima kroz ovo poglavlje, jeste prost linearni regresioni model,

Y, =u+X, +g,

gde se X i Y nazivaju nezavisnom i zavisnom promenljivom, respektivno, x i ¢ su ne-
poznati parametri regresije, a ¢ je slu¢ajno odstupanje ili greska. Indeks ,,i* odnosi se
na i-to opazanje; vrednosti promenljivih X i Y mozZemo registrovati, ali vrednosti greSaka
¢ ne. Potpuna specifikacija gornjeg modela, uz navedenu jednacinu, podrazumeva i
odgovarajuce pretpostavke o njenim elementima.

6.1 Bootstrap testovi hipoteza o vrednostima regresionih
parametara — dva osnovna pristupa

6.1.1 Uvod

Osnovnu ideju ¢emo ilustrovati na narednom modelu proste linearne regresije:
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Y, =u+8X,+&, & ~1ID:F,0,6%), i=12..,n (6.1)

Podsetimo se, oznake X i Y; se odnose na i-tu opazenu vrednost nezavisne i zavisne pro-
menljive, redom, ¢ su greske — nezavisne, identi¢no raspodeljene (11D) slucajne promen-
ljive sa nepoznatom funkcijom raspodele F,, sredinom 0 i nepoznatom, kona¢nom vari-
jansom o2, dok u i & predstavljaju parametre regresije ¢iju vrednost takode ne znamo.
Ukupan broj elemenata u nagem uzorku iznosi n.**

Pretpostavimo da zelimo da testiramo nultu hipotezu H (5 =&,) protiv jednostra-
ne alternativne H, (5 < &,), za neko zadato ¢,. U odeljcima koji slede bi¢e objasnjena dva
sustinski razli¢ita nacina da se to uradi primenom bootstrap metoda.

6.1.2 Pristup sa implementacijom restrikcije

Poznato je da se za testiranje hipoteze o tome da je nagib regresione linije, &,
jednak nekoj vrednosti &, upotrebljava test statistika oblika

7(5,) = 5?" , (6.2)

5

gde jesa & oznaden ocenjivag nepoznatog parametra & dobijen metodom najmanjih kva-
drata,

S Zn:(xi—i)(Yi—Y) ) )

S=X =1 _ C X=X, Y=Y,
Sxx (XI _ )?)2 i=1 i=1

'L

dok sg predstavlja nepristrasnu ocenu varijanse od 3,

2
s$=s—, -1y e’.
S n—-2%3
Pod pretpostavkom da su greske &, 1 =12,...,n, normalno raspodeljene slu¢ajne promen-
ljive, tj. da posmatramo standardni normalni linearni model, i da je nasa nulta hipoteza
H,(0 =6,) tacna, gornja statistika ¢e imati Studentovu t-raspodelu sa n—2 stepeni slo-
bode, odnosno

4 Konkretne realizacije obelezavamo malim slovima: X;, Vi, €,...

69



Master rad Mali uzorci i primena bootstrap metoda u ekonometriji

7(50) - tn—2 -

Prvi od dva nacina za generisanje bootstrap vrednosti zavisne promenljive u mode-
lu (6.1) zasnovan je na slede¢em DGP-u:

*T

Y, =4, +5,X, +¢g, i=12,..,n (6.3)

Notacija ,,*" “ upucuje na to da bootstrap DGP (6.3) implementira restrikciju ¢ = &, zada-
tuu H, (engleski: restricted). Ocenjiva¢ 4, odsecka regresione linije, x, takode je odre-
den pod pretpostavkom da model (6.1) zadovoljava nultu hipotezu:

/&r =Y__50>z’

dok se bootstrap greske & dobijaju kao slucajna izvlaenja sa vracanjem™ iz skupa rezi-

duala {e ,e,,...,e,}, koje mozemo naci bilo iz modela sa restrikcijom,
€& =Y _/[lr — X, (6.4)

bilo iz modela bez restrikcije,

eiu =Yi — [1—0%

(6.5)

(4 — ,,obican* ocenjiva¢ parametra u, tj. i =Y —5X ). Vise re¢i 0 na¢inu definisanja
bootstrap gresaka, odnosno o izboru izmedu (6.4) i (6.5), bi¢e u delu 6.2.1.
Bootstrap analog statistike (6.2) formiran na bazi dobijenog bootstrap uzorka

(% Y5 )0 (X0 Y3 Do (X, Y7 ) dat je sa

gdesu & i sgx bootstrap verzije ocenjivada & i njegove varijanse, respektivno. Donji in-
deks ,,r oznacava da su i u toj statistici, bas kao u DGP-u (6.3), upotrebljeni ocenjivaci
sa restrikcijom. Ako sa rr*’ra obelezimo kvantil reda « njene bootstrap raspodele, tj.

PLr, <77 }=a,

> Budu¢i da u specifikaciji modela (6.1) nije zadat oblik funkcije raspodele F,, bootstrap greske moraju biti
generisane neparametarski.
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pri ¢emu je verovatnoc¢a P. definisana u odnosu na raspolozive podatke i DGP (6.3), ova-
ko formulisana bootstrap test procedura, nazovimo je T,”, odbaciée restrikciju & = &, pro-
tiv alternative oblika & < &, na nivou znacajnosti « ako realizovana vrednost test statisti-

ke 7(3,) za originalni uzorak nije veca od kvantila ;. Beran (1986) je pokazao da, pod
pretpostavkom o taénosti H,, Verovatno¢a odbacivanja testa T,” zasnovanog na kvantili-
ma teorijske bootstrap raspodele (za B =) konvergira ka nominalnom nivou, odnosno

P{(5,) <7/, [H}—>a.

6.1.3 Pristup bez implementacije restrikcije

Beran (1987) definise pojam roota na slede¢i nacin. Neka je X prost slucajan
uzorak obima n odreden funkcijom raspodele Fy, gde je & nepoznati parametar, a w =
w(0) neka njegova funkcionela. Dati su i odgovarajuéi ocenjivadi, 6 i v =w(6),
respektivno. Root predstavlja funkciju

R=R(X,y) =R(X,y(0))

podataka iz X i parametra & (posredno, preko w(0)). Ukoliko funkcija raspodele ova-
kvog roota,

H,(r)=PAR<r}=P,{R(X,y(9) <r}, (6.6)

ne zavisi od @, kaze se da je R striktni pivot. Ideja na kojoj je, zapravo, baziran pojam pi-
vota jeste ,,premos¢ivanje dvostruke zavisnosti od @ u (6.6) — kroz P, i w(0) — sa ci-
ljem da se ona u potpunosti eliminise. Naravno, to nije uvek izvodljivo.

Pivoti nalaze znacajnu primenu u konstruisanju intervala poverenja. Pretpostavi-
mo, dakle, da H,(r)=H(r) ne zavisi od 6. Neka je r, takvo da vazi

H(r,)=a<r,=H(a).
Tada se
CX,a)={yw |RX,p) <r,} (6.7)

moze smatrati SKupom poverenja za y na nivou «, $to sledi iz Cinjenice da je

Py eC(X,a)}=PAR(X,y)<r,}=H(r,)=0c.
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Ukoliko je R(X,w) monotono po w, (6.7) ¢e biti neki interval neograni¢en odgore ili
odole, sto odgovara donjoj ili gornjoj granici poverenja za w. Ako R(X,y) najpre opada
a zatim raste po w — obi¢no se dobija ograniceni interval poverenja.
Prisecajuci se razmatranja iz prethodnog odeljka, lako zaklju¢ujemo da je root za
regresioni parametar 6 dat sa
5-6

R(8)=—— (6.8)

S

asimptotski pivot, budu¢i da za n — oo prati t,., raspodelu. U ovom delu, definiSemo drugi
pristup generisanju bootstrap vrednosti zavisne promenljive u modelu (6.1), i to putem na-
rednog DGP-a:
Y = g+8X, +s, i=12,...,n. (6.9)

Notacija ,, *" “ ovoga puta znaci da bootstrap DGP (6.9) ne implementira restrikciju iz nul-
te hipoteze H, (5 = &,) (engleski: unrestricted). Ocenjiva¢ 4 nepoznatog parametra u ta-
kode je odreden na osnovu modela bez restrikcije (6.1), dok za bootstrap greske vazi pot-
puno isti komentar kao u slu¢aju DGP-a (6.3).

Bootstrap analog roota (6.8) formiran na bazi dobijenog bootstrap uzorka (x,,y; )
(X, Y5 ) (X, yo ) dat je sa

*U

R*=R"(8) = . (6.10)

Primec¢ujemo da je ulogu pivota od 6 sada preuzeo njegov ocenjivac, 5. Donji indeks ,,u*
oznacava da su i u (6.10), bas kao u DGP-u (6.9), upotrebljene ocene bez restrikcije. Ako
sa R:fa obelezimo kvantil reda o bootstrap raspodele od R (5), tj.

P{R’ <R’ }=¢,
onda se interval oblika
(-0,6—s:R;,), (6.11)

moze smatrati jednostranim bootstrap intervalom poverenja za 6 na nivou 1—«. On od-
govara skupu vrednosti {5 |R(5) > R:;}. Postupak primenjen za njegovo konstruisanje
naziva se percentil-t bootstrapom.

Naime, vratimo li se na opstiju pricu sa samog pocetka ovog odeljka, gornju grani-
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cu percentil-t intervala poverenja na nivou 1—« za funkcionelu v =w(6) nepoznatog
parametra @ definisa¢emo kao

o (@) =y - K; ()6,

gde je sa K, oznacena ocena funkcije raspodele K, pivota’®

odnosno generisanjem bootstrap uzoraka xJ j=12,.,B, iz F,, raunanjem odgovaraju-
¢ih replikacija T i uzimanjem I-te po redu vrednosti, | =B, u sortiranom nizu

Ty ST <. < T

za dobru aproksimaciju Kgil(a). Ukoliko I = aB ¢ Z, primenjuje se uobicajena interpola-
cija.

Skoncentri§imo se ponovo na slucaj testiranja H, (5 = &,) protiv H,(6 < &,). Vred-
nost &, lezi van intervala (6.11) ukoliko je zadovoljen uslov R(&,) < R:fa. Kako je root
R(5,) jednak t-statistici z(5,), odgovarajuca bootstrap test procedura, obelezimo je sa
T,, odbaciée restrikciju & =3, na nivou znacajnosti a ukoliko z(5,) nije vece od
kvantila R; . Freedman (1981) je pokazao da, pod odredenim uslovima regularnosti, test

T, takode ima ta¢nu asimptotsku verovatno¢u odbacivanja pod nultom hipotezom.

Da rezimiramo, dva pristupa opisana u odeljcima 6.1.2 i 6.1.3 bila su bazirana na
konstruisanju bootstrap DGP-a i bootstrap test statistika koji implementiraju, odnosno ne
implementiraju restrikciju iz H,, respektivno. Logi¢no je, stoga, pretpostaviti da bi una-
krsno kombinovanje moglo dati jo§ dve nove bootstrap test procedure. U prvom slucaju,
DGP bez restrikcije (6.9) uparujemo sa t-statistikom z”(5,), $to, prema Hallu i Wilsonu
(1991), nije najsre¢nije reSenje zbog male moci testa. Druga implementacija podrazu-
meva DGP sa restrikcijom (6.3) u kombinaciji sa rootom R*(S). Navedeni postupci se u
literaturi Cesto oznacavaju kao hibridni.

'® T ne mora biti striktni pivot, ali zelimo da K, §to slabije zavisi od 6.
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6.2 Cetiri bootstrap test procedure za standardni, ne nuzno
normalni, linearni model viSestruke regresije

6.2.1 Konstrukcija

U ovom delu, skoncentrisacemo se na standardni, ne nuzno normalni (gausovski),

linearni model viSestruke regresije zadat jedna¢inom
y=Xf#+eg, (6.12)

gde je y,,, vektor vrednosti zavisne promenljive, X . fiksna matrica regresora, g, ,

nxk
vektor nepoznatih parametara regresione funkcije i ¢,,, vektor gresaka, tj. slucajnih pro-
menljivih za koje vazi ¢ ~ 1ID: F.(0,6°), i =12,..,n. Osim toga, pretpostavljamo da je
broj koeficijenata f,, obelezen sak, fiksiran, da su jedini podaci koje mozemo registrova-
ti komponente od y i X i da je rang(X) =k. Za asimptotsku analizu bitan je i uslov da
X'X/n — Q kada n— oo, gde je Q matrica sa kona¢nim elementima i pozitivno definit-
na'’ je.

Podsetimo se, ocenjiva¢ vektora parametara # dobijen metodom najmanjih kva-
drata ima oblik

B=(XX)"Xy, (6.13)
tako da su odgovarajuci reziduali dati sa
e=y—XB =y —X(X'X) X'y = (1= X(X'X) " X)y = M.y,

gde je My =1-X(X'X)™"'X' simetricna (M,'=M,), idempotentna (M, M, =M.,)
matrica za koju vazi M, X =0. Otuda,

e=M,y =M, (Xf+¢&) =M,e.
Matrica varijansi i kovarijansi ocenjivaca ,él, 1=12,...,Kk,
Var () = o2 (X' X) (6.14)
ocenjuje se sa

52 =s*(X'X)™", (6.15)

" Po definiciji, realna simetri¢na matrica je pozitivno definitna ako su svi njeni glavni minori striktno pozi-
tivni.
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pri ¢emu je
§f=—" (6.16)

ocenjiva¢ od o”.

Pretpostavimo da treba testirati skup od m (< k) nezavisnih linearnih ograni¢enja
nad komponentama vektora g. Tada nultu i alternativnu hipotezu, u najopstijem slucaju,
mozemo formulisati kao

Ho(Rﬂ = ro)' Hl(Rﬂ # ro),

gde su R i r, poznati matrica i vektor, dimenzija mxk i mx1, redom. Neka je sa §. oz-
nacen ocenjiva¢ od g dobijen metodom najmanjih kvadrata, ali pod restrikcijom iz H,.
Vazi

B =B+ (XX R'W(r,—Rf), W=R(X'X)™'R’,

bududi da je R,l}r =T1,. Reziduali sa restrikcijom su dati sa

er :y_xﬁr'

Uobicajena F-statistika se moZe zapisati u obliku
. PO
Mp) == (B-BYRWR(E-B)/s’

i ona ima ta¢nu FiSerovu raspodelu u kona¢nim uzorcima pod nultom hipotezom.
Specijalno, u slucaju testiranja ogranicenja za jedan koeficijent, tj. g = 4,, | e{L2,
..k}, |-ta komponenta vektora . bice jednaka S,. Alternativna hipoteza moze biti zada-

ta kao jednostrana, H,(5, < £,) ili H,(5, > f3,), kada upotrebljavamo uobicajenu t-stati-
stiku

() = @ (6.17)
A

ili pak kao dvostrana, H,(f, # £,), za koju treba kvadrirati (6.17), Sto se poklapa sa od-
govaraju¢om F-statistikom.
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Kao sto je objasnjeno u delu 6.1, bootstrap zakljucivanje ¢e biti zasnovano na
podacima koji se generiSu putem jednog od narednih bootstrap DGP-a:

— DGP bez implementirane restrikcije (,, *" ): v =XB+¢, (6.18)
— DGP sa implementiranom restrikcijom (,,* ): Y~ = Xﬁr +eg. (6.19)

Zaustavimo se na trenutak na pri¢i o na¢inu definisanja bootstrap gresaka &, ,i =12,...,n.
Kako je ve¢ istaknuto, njihova originalna funkcija raspodele, F., po pretpostavci nije
poznata, Sto znaci da se moramo osloniti na neku vrstu ocenjivaca, oznacimo ga sa Ifg.
Da je zadata makar familija dopustivih raspodela kojoj pripada F, (parametarski slucaj),
sve nepoznato $to U njoj figuriSe bismo prosto ocenili na bazi raspolozivih podataka.
Medutim, posto 0 F, nemamo bas nikakvih informacija (neparametarski slucaj),
najjednostavnije resenje jeste primena principa ,izvlacenje sa vra¢anjem® nad skupom
reziduala {e,,e,,...,e,}. Pitanje koje se u vezi sa tim dalje postavlja jeste da li upotrebiti
reziduale definisane izrazom (6.4) ili (6.5). Ukoliko je nulta hipoteza istinita, sasvim je
jasno da se ocenjivaci sa restrikcijom pokazuju efikasnijim u odnosu na one bez nje, pa se
¢ini da prednost treba dati vrSenju resamplinga nad kolekcijom €,i=12,...,n. Ipak, da
ovakav zakljucak nije opste pravilo dokazuju primeri u kojima je H, netaéna — dok EDF
skupa reziduala sa restrikcijom tada najéeSce nije preterano dobar reprezent originalne
raspodele gresaka &,, koriS¢enje vrednosti e obezbeduje konvergenciju If‘9 ka F, (u
odgovarajucoj metrici) bez obzira na (ne)tacnost polazne hipoteze.
Bootstrap analog ocenjivaca # datog sa (6.13) ima oblik

B =(XX)7Xy

i on je zajednicki za oba gore navedena DGP-a. Sli¢no (6.14), (6.15) i (6.16), odgovaraju-
¢a matrica varijansi i kovarijansi ocenjuje se sa

sg,k =s7(X'X)*,

gde je

* e*le* * * Ak
s¥="—"r, e =y -Xf.
n—k
U rezimeu na samom kraju dela 6.1, receno je da kombinovanje bootstrap DGP-a
koji implementira ili ne implementira restrikciju iz nulte hipoteze sa bootstrap test statisti-

kom konstruisanom pomocu ocenjivaca sa ili bez restrikcije ima za rezultat Cetiri razlicite
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bootstrap test procedure. U terminima modela (6.12), to izgleda ovako:

1) L =1 = %(ﬁ’ ~BYR'WR(B - B)/s”, vektor y* generisan sa (6.18),

u

2) L =1 (B)= % (B - BYR'W™R(B - B)/s*, vektor y* generisan sa (6.19),

u

3) A =1(8) =i(/}*—/}r)'R'W‘lR(/}*—l}r)/sz*, vektor y* generisan sa (6.18),
m

4 I =1(B) =i(ﬁ*—ﬁr)'R'W‘lR(ﬁ*—/}r)/Sz*, vektor y* generisan sa (6.19).
m

Dakle, gornji indeks u oznaci za bootstrap oblik F-statistike ponovo ukazuje na tip DGP-a
upotrebljenog za odredivanje bootstrap vrednosti zavisne promenljive, dok se donji odno-
si na vrstu ocenjivaca oko kojeg je centrirana test statistika. Sli¢na notacija se koristi i za
bootstrap verziju t-statistike (z. ,z. .7, ,z, ).

Kvantile reda  bootstrap raspodela test statistika 4 i ¢~ obelezavaéemo sa 4, i
z., respektivno, tj.

P{A<A}=a P{f' <t }=c.

Radi jasnijeg naglasavanja 0 kojoj od Cetiri gore navedene procedure je reé¢, posluzi¢emo
se identi¢nim na¢inom indeksiranja: 4, i 7, oznaGavace, redom, a-kvantile bootstrap

raspodela test statistika 1" i ", za j,I e{u,r}.

6.2.2 Osobine

Moze se pokazati da bootstrap test procedure opisane u prethodnom odeljku pose-
duju naredna svojstva.

1) U linearnom modelu sa fiksnim regresorima (6.12), F-statistike 2;" E/I*u(/}) i

A =27 (B.) suekvivalentne. Isto vazi i za t-statistike 7. =z~ (B) i 7. =7" (B,).

2) Pod pretpostavkom da je hipoteza H,(Rg =r,) tacna, testovi zasnovani na test statisti-
kama £ =A"(B) i £ =X (B.) imaju asimptotsku verovatnoéu odbacivanja jedna-
ku nominalnom nivou znadajnosti, . Isto vaZi i za statistike 7, =7 (B) i 7, =
' (B,) kada se u modelu (6.12) testira jedno ogranicenje oblika H, (5. = £,), za ne-
ko ie{l2,...,k}, protiv jednostrane alternative H, (5, < £,) ili H,(8 > £,).
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3)

4)

Nezavisno od stvarne vrednosti parametra f, testovi zasnovani na test statistikama
I =2"(B) i £ =4 (B) imaju asimptotsku verovatnoéu odbacivanja 0 na nomi-
nalnom nivou znacajnosti ¢, pod uslovom da je « <0.5. Isto vazi i za testove
bazirane na bootstrap raspodelama od (z;)? =[z" (8,)F i (z, )* =[r" (5)]* kada se
u modelu (6.12) ogranic¢enje oblika H, (S = f,) testira protiv dvostrane alternative

Hy (5 # fo).

Pri testiranju nulte hipoteze H, (5, =/,) protiv jednostrane alternative, tj.
H, (B < B,) ili H,(B > f,), primena hibridnih procedura ponovo rezultira asimptot-
ski netaénim veli¢inama®® — jedna odbacuje H, rede, a druga ¢esc¢e nego $to se oceku-
je.

Nezavisno od stvarne vrednosti parametra £, test zasnovan na test statistici

*

. =1 (f,) ima asimptotsku verovatno¢u odbacivanja 0 na nominalnom nivou zna-

r

Cajnosti a < 0.5. Nepouzdanost ovog postupka moze se objasniti na sledeci na¢in. S

obzirom na to da vazi
U S TR
T (ﬂo):?f(ﬂo)"‘f (ﬂi)!

zakljucuje se da je 7* (B,) pod Hg priblizno raspodeljeno oko vrednosti 7(4,), tj. da
ELc (B)] - t(B,), jer = (8) ] (y, X)—->N(01) * i s/s"—2—»1. Raspodela verovat-
node test statistike 7~ (,) zavisi, dakle, od registrovanog z(£,), koje se u bootstrap
proceduri smatra fiksnim, §to znaci da za svaku realizaciju imamo drugaciju bootstrap
raspodelu. Na Slici 6.1 a) prikazane su asimptotske raspodele t-statistika 7~ (B,) i
7" (B) za konkretno 7(f,). Vidimo da originalna test statistika uvek lezi izmedu
bootstrap kvantila 7, i 7, , za a <0.5. Prema tome, ukoliko se u ulozi test statisti-
ke upotrebljava z(f,) i kriticne vrednosti su zasnovane na bootstrap raspodeli od

7" (3,), nulta hipoteza nikada nece biti odbacena, bez obzira na stvarnu vrednost pa-
rametra g, i testiranu, S,. Ovo je argument zbog kojeg se posmatrana procedura kara-

kteriSe kao sustinski nepouzdana.

18 Tehnicki, veli¢ina testa je supremum verovatno¢a odbacivanja po svim DGP-ima koji su mogli generisati
polazni uzorak (u kontekstu nase price — supremum moguéih vrednosti nepoznatog parametra koje su sa-
glasne sa ograni¢enjem u Hy).

9 Konvergencija u raspodeli (,,d ) niza slu&ajnih promenljivih ka nekoj slu¢ajnoj promenljivoj X definise
se konvergencijom niza njihovih funkcija raspodele ka funkciji raspodele Fx od X.
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Slika 6.1 — Graficko poredenije bootstrap raspodela test statistika 7~ (43,) (grafikon
a), puna linija), 7~ (,Bi) (grafikon a), isprekidana linija), =~ (Bi) (grafikon b), puna
linija) i =~ (,) (grafikon b), isprekidana linija)

lako bi se na osnovu svojstva 3) moglo pomisliti da je asimptotska verovatno-
¢a odbacivanja testa baziranog na z':r =" (ﬁi) takode 0, to ipak nije slucaj — ona iz-
nosi ®(z,/2) (z, —kvantil reda « standardne normalne raspodele), $to je za a < 0.5
vece od nominalnog nivoa znacajnosti. Kako je ®(z,,./2) = ®(—1.645/2) =0.205, vi-
dimo da se dve vrednosti mogu znatno razlikovati, pa je komentar o kvalitetu zakljuc-
ka izvedenog primenom ove procedure slican onome iz prethodne analize. Objasnjenje
za ¢es¢a odbacivanja je sledece. Buduéi da je test statistiku 7~ (,@i) moguce predstavi-
ti obliku

“(B) =—S—ir(ﬂo)+r” (By),

opazamo da je, za razliku od 7" (f,), njena asimptotska bootstrap raspodela pod nul-
tom hipotezom centrirana oko — z(/3,), odnosno da vazi E.[r" (B)]— —7(f3,). Otuda
su i odgovarajuéi kvantili ,,pomereni“ u odnosu na kvantile raspodele od 7" (/3,)
priblizno za iznos —z(4,), 1j. r:,ra - rfa —7(3,), sto je prikazano na Slici 6.1 b). Hipo-
teza H, (5, = f,) bice odbacena protiv alternative H, (S, < f,) ukoliko je vrednost t-
statistike z(f,) izrazito negativna. Medutim, u tom slucaju je —z(/3,) pozitivno, ta-
ko da kriti¢na vrednost 7, premasuje 7, . Zato dogadaj 7(8,) <7, ima vecu vero-

*T

vatnocu realizacije u odnosu na z(3,) <z, ,, pa je i asimptotska veli¢ina posmatranog

ra’

testa veca od njegovog nominalnog nivoa znacajnosti.
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6.3 Bootstrap test procedure u dinami¢kim modelima na
primeru stacionarnog gausovskog AR(1) procesa

Freedman (1984) je pokazao da se asimptotski rezultati formulisani kao svojstva
2) 1 3) u odeljku 6.2.2 prenose i na slucajeve kada u modelu (6.12), osim kolona matrice
X, ulogu regresora imaju i ,,pomaknute* (engleski: lagged) vrednosti zavisne promenljive.
Preciznije, govorimo o autoregresivnom modelu reda 1 datom sa

y=oy +Xf+e¢, |pkl, ¢ ~IID:F, t=12,..,n,

gde je uvedena oznaka y ; =[Y,, Y;»--» ¥, 1] Ve€za izmedu pristupa sa i bez implementaci-
je ograniCenja iz nulte hipoteze opisana svojstvom 1) ovde, medutim, viSe ne vazi. Naime,
u modelima sa pomaknutom zavisnom promenljivom bootstrap DGP-i moraju biti formu-
lisani rekurzivno, $to za jednu od posledica ima to da t-statistike z™ (3) i =" (,), odnos-

no F-statistike A“ () i 4" (B,), u opstem slu¢aju, nisu ekvivalentne.

6.3.1 Konstrukcija
Posmatra¢emo stacionarni gausovski AR(1) model
Y, =u+oy, , +&, |plkl, & ~1IN(0,c%), t=12,..,n (6.20)
Startna vrednost y, bira se iz stacionarne raspodele, tj.
Yo ~ N(1/ (=), o* /(1= %))

Ako uvedemo notaciju

Yo
1
x=|. ", /fsm,
: : 7
1 yn—l

model (6.20) moze biti predstavljen matri¢no kao
y=Xf+e.

Naglasimo jos jednom da je, za razliku od prethodnih odeljaka, matrica X ovde stohastic-
ka.
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Problem koji nas zanima jeste testiranje hipoteze oblika
Ho(2 = 9).

Odgovarajuca t-statistika data je sa

A

7(py) = (”g% , (6.21)

P

gde su @ i s; ocenjivaci dobijeni metodom najmanjih kvadrata. Budu¢i da je Y, izvuce-
no iz stacionarne raspodele, raspodela test statistike 7(¢,) ne zavisi od nepoznatih para-
metara u i o°. Rekurzivni dinamicki bootstrap DGP-i, analogni (6.3) i (6.9) definisanim
u delovima 6.1.2 i 6.1.3, redom, izgledaju ovako:

*T

— DGP sa implementiranom restrikcijom (,, *" ©): A

M+ DY T &,

A+

*U

— DGP bez implementirane restrikcije (,, *" ): Y,

*U *
i1 T & -

Ovde se y, bira tako da y, bude stacionarno, dok su & ~ 1IN(0,6?), t =1,2,...,n. Kako
su bootstrap raspodele od 7" (¢) i =" (¢,) invarijantne u odnosu na ocenjiva¢ 62, nije
bitno da li je on zasnovan na rezidualima sa ili bez restrikcije.

6.3.2 Numericki rezultati

Postavka problema

U Tabeli 6.1 su dati istorijski podaci o kretanju vrednosti neke veli¢ine Y tokom n =100
uzastopnih vremenskih perioda, odnosno skup {y,, t =1,2,...,100}.%

Zadatak

a) Ispitati da li se podaci iz Tabele 6.1 mogu fitovati modelom oblika (6.20), odnosno da
li niz {y,, t =1,2,....100} moze biti modeliran kao stacionarni gausovski AR(1) proces.

b) Ukoliko je u zadatku a) dobijen potvrdan odgovor, uporediti performanse dva osnovna
bootstrap pristupa (sa i bez implementacije restrikcije) izvodenju zaklju¢aka o vredno-
sti parametra ¢ tog procesa.

20 |zvor: www.ubalt.edu/ntbarsh/Bussiness-stat/otherapplets/Autoreg
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t Vi t Vi t Vi t Vi t Vi
1 25170 ] 21 2.5204 | 41 -1.1861 | 61 1.5216 | 81 1.9933
2 1.9354 | 22 2.1206 | 42 3.9071 | 62 2.3093 | 82 2.0498
3 2.0253 | 23 1.0029 | 43 1.5102 | 63 4,3321 | 83 2.3353
4 -0.7771 ] 24 -1.1519 | 44 -0.1728 | 64 4,1392 | 84 1.6331
5 -1.7430 | 25 0.8660 | 45 1.1210 | 65 4.1584 | 85 1.4143
6 1.0436 | 26 0.5928 | 46 0.3247 | 66 2.6014 | 86 -0.1453
7 0.9857 | 27 1.6327 | 47 -0.6694 | 67 2.5381 | 87 0.6752
8 -1.0198 | 28 1.6951 | 48 -1.5616 | 68 1.3488 | 88 2.0024
9 -0.1928 | 29 0.9649 | 49 -0.8586 | 69 1.2546 | 89 4.4490
10 -0.4442 | 30 1.6227 | 50 1.0735] 70 1.2865 | 90 3.1836
11 15296 | 31 2.6309 | 51 -0.7784 | 71 2.8525 ] 91 4.6914
12 1.5078 | 32 2.3503 | 52 0.2583 | 72 2.8616 | 92 2.6540
13 2.0143 ] 33 2.1783 | 53 0.8959 | 73 2.21551 93 0.3073
14 2.5326 | 34 0.4777 ] 54 0.7524 | 74 1.3825 | 94 -0.0849
15 0.6281 | 35 2.8741 ] 55 2.5626 | 75 1.1488 | 95 -0.0616
16 1.2445 | 36 3.9541 | 56 3.0079 | 76 -0.2762 | 96 1.6285
17 1.2561 | 37 -0.8315 | 57 6.4565 | 77 1.7090 | 97 -0.2706
18 2.4014 | 38 -2.5968 | 58 2.3339] 78 3.3058 | 98 0.4678
19 4.6787 | 39 -0.0077 | 59 2.2028 | 79 1.0328 | 99 -0.5382
20 3.6461 | 40 -0.4406 | 60 3.0287 | 80 3.7183 | 100 -3.3892

Tabela 6.1 — Vrednosti velicine Y registrovane tokom 100 uzastopnih vremenskih perioda

Izrada

a) Procenu adekvatnosti odabranog modela za posmatrani skup vrednosti ¢esto je mogu-
¢e 1zvrsiti prostom grafiCkom analizom.

Stacionarnost vremenske serije

Pozivanje ,,Matlab*“ koman-
de ,,plot(1:100,y)*, gde prvi argu-
ment oznacava vreme t =
1,2,...,100, 6 |
dok se kao drugi zadaje vektor sa ‘\\
elementima y;, ima za rezultat Gra- 4 . h i i
fikon 6.1. /\ /\ LW /\

Jasno je da se radi o stacio- 22— N AN \

narnoj vremenskoj seriji. QW \pv \H M /\// o \/V \\/ \AA

Yt

0 20 40 60 80 100

Grafikon 6.1 — Kretanje vrednosti
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velicine Y
Adekvatnost tipa modela

Pomo¢ pri izboru vrste i reda procesa kojim ¢emo modelirati nase podatke na-
lazimo u autokorelacionoj i parcijalnoj autokorelacionoj funkciji raspolozivog uzorka.

1 k Pk k Pk
1 0.5024 | 11 | -0.0483
0.8
\ 2 | 0.2447]12 |-0.0873
06 k 3 | 0.1785|13 |-0.0337
L 04 \ 4 -0.0103 | 14 0.0282
< ., 5 | -0.0095 |15 |-0.0438
. A\ A 6 | 0050716 |-0.1185
e \..,.\/. 7 | 0118117 |-0.0947
-0.2 b
8 0.0235| 18 | -0.1292
-0'40 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 9 -0.0648 | 19 -0.2103
Lag 10 |-0.0270]120 | -0.1175
Grafikon 6.2 — Uzoracka autokorelaciona Tabela 6.2 — Vrednosti auto-
funkcija podataka iz Tabele 6.1 korelacionih koeficijenata za
podatke iz Tabele 6.1
1 k Pik K Pk
1 0.5482 | 11 0.0511
0.8
\ 2 | -00173|12 |-0.0981
06 X 3 | 0092213 | 0.0118
L 04 4 -0.1925 | 14 0.0489
(@)
T o0 X 5 | 0.0702|15 |-0.0575
AV Iradl i\ ) 6 | 0092916 |-0.1476
VEAVat 7 | 01486 |17 |-0.0104
02 8 |-0.181118 |-0.0631
-0'40 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 9 -0.1377'1 19 -0.0844
Lag 10 0.0137 | 20 0.0417
Grafikon 6.3 — Uzoracka parcijalna autokore- Tabela 6.3 — VVrednosti parci-
laciona funkcija podataka iz Tabele 6.1 jalnih autokorelacionih ko-

eficijenata za podatke
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iz Tabele 6.1
,,Matlab““ komanda

,[ACF, Lags, Bounds] = autocorr(y,20)*

odreduje uzoracku autokorelacionu funkciju unetog vektora vrednosti za specificirani
broj pomaka, tj. racuna autokorelacione koeficijente p(k) za k =1,2,...,20 (Grafikon
6.2 i Tabela 6.2). Na sli¢an na¢in mozemo ispitati i parcijalnu autokorelaciju:

,[PACF, Lags, Bounds] = parcorr(y,20)*

(Grafikon 6.3 i Tabela 6.3).

U opstem sluc¢aju, argumenti koji upucuju na to da je model za kojim tragamo
autoregresivni proces reda p jesu lagano odumiranje autokorelacionih koeficijenata,
Pk, ka nuli i vrednosti parcijalnih autokorelacionih koeficijenata, ¢w, koje su vrlo blis-
ke nuli za k >p. Uporednom analizom Grafikona 6.2 i 6.3, odnosno rezultata prikaza-

nih u Tabelama 6.2 i 6.3, zaklju¢ujemo da nasem skupu podataka odgovara model
AR(1).

Ocene nepoznatih parametara
Vrednosti nepoznatih parametara x i ¢ u modelu oblika (6.20) oceni¢emo na

osnovu uzorka datog u Tabeli 6.1 uobic¢ajenom primenom metoda najmanjih kvadra-
ta. U tu svrhu, medutim, matri¢ni zapis

y=Xf+e
moramo blago modifikovati:
Y2 1y &
1
y= S ﬂzm, e=| . (6.22)
: N 0 :
Y100 1 Yo €100

Naime, postupak ocenjivanja AR(p) modela podrazumeva izostavljanje prvih p eleme-
nata raspolozivog uzorka; kako je n najéesc¢e veliko, a p uglavnom malo, to ne pred-
stavlja bitan problem. Dakle, upotreba standardne formule

p=(XX)"Xy
daje sledece rezultate:

[1=0.6078, ¢=0.5482.
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Reziduali — gausovski beli sum?

Poslednje sto treba ispitati kako bismo se uverili u to da je model (6.20) adekva-
tan izbor za fitovanje nasih podataka jeste da li se reziduali

e=y—Xg (6.23)

mogu okarakterisati kao neautokorelirane normalno raspodeljene slu¢ajne promenlji-
ve sa o&ekivanjem 0 i konstantnom varijansom o°.

Neautokoreliranost. Testiranje hipoteze o odsustvu autokorelacije reziduala
zasniva se na tzv. Ljung-Box Q-statistici

2
Kk

pt (6.24)

m
Q=n(n+2)> P
k=1
gde je, kao i obi¢no, sa p,? obeleZen kvadrat uzorackog autokorelacionog koeficijenta
u k-tom pomaku, m je broj pomaka uklju¢enih u Q-statistiku, a n ukupan broj elemena-
ta posmatranog uzorka. Pod pretpostavkom da fitovanje jeste ispravno, odnosno da je
Ho tacna, (6.24) ima asimptotsku hi-kvadrat raspodelu sa m — p — q stepeni slobode,
pri ¢emu p i g predstavljaju redove AR i MA komponente modela, respektivno.

Test ¢emo izvrsiti uz pomo¢ ,,Matlab*“ naredbe ,,Ibgtest®, ¢iji su argumenti, re-
dom, vektor reziduala, e, vektor odabranih vrednosti za m, nivo znac¢ajnosti, «, i vek-
tor koji kao komponente sadrzi odgovarajuée brojeve stepeni slobode hi-kvadrat raspo-
dele Q-statistike, m — p — g. Dakle, komanda

,.[H, pValue, Qstat, CriticalValue] = Ibgtest (e, [10,15,20,25], 0.05, [9,14,19,24])

daje rezultate koji su prikazani u tabeli ispod:

Vrednost Broj stepeni Kriticna
m | Ljung-Box-ove slobode vrednost p-vrednost Ishod testa
Q-statistike | y*raspodele | y*-raspodele testa
10 9.6208 9 16.9190 0.3820 Ne odbacuje Hy
15 13.3698 14 23.6848 0.4976 Ne odbacuje Hy
20 19.9059 19 30.1435 0.4003 Ne odbacuje Hy
25 22.7718 24 36.4150 0.5333 Ne odbacuje Hq

Zakljucéak glasi: Ljung-Box-ov test na nivou znacajnosti od 5% ne odbacuje nultu hi-
potezu o neautokoreliranosti reziduala, buduci da ni u jednom od posmatranih pomaka
(m =10, 15, 20, 25) nije otkrivena statisti¢ki znacajna autokorelacija.
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Normalnost. Prate li reziduali (6.23) normalnu raspodelu (sa ma kojom sredi-
nom x i varijansom 2) utvrdi¢emo putem tzv. Jarque-Bera testa, baziranom na test

statistici
4 Y
Bonl Ka, (Ke=3)"
6 24

sa asimptotskom hi-kvadrat raspodelom. Naime, kako je poznato da vrednosti koefici-
jenta asimetrije i koeficijenta ekscesa za N(x,o?) iznose, redom,

_ My _ E[(X-EX)’] _
s (BI(X - E(X)° DY

_ M EIX-EX)T _,
= (EI(X —E(X)])?

testiranje nulte hipoteze o tome da elementi vektora e jesu normalno raspodeljeni vrsi
se ispitivanjem da li postoji neuobi¢ajeno velika razlika izmedu ocekivanih i1 uzorac-
kih pokazatelja oblika distribucije.

Pozivanjem ,,Matlab*“ naredbe

,»[H, pValue, JBstat, CriticalVValue] = jbtest (reziduali, 0.05)

dobili smo:
Vrednost e
Jarque-Bera K”?_‘;’;‘; Vggiﬁf“ p'vthC:QOSt Ishod testa
test statistike x-rasp
1.4960 5.9915 0.4733 Ne odbacuje Hq

Znaci, pretpostavku o normalnosti nasih reziduala ne odbacujemo na nivou znacajnos-
ti od 5%. Do istog zakljucka lako se dolazi i grafickim putem (Slika 6.2):

25 . 0.997
0.99 ,
0.98 £ E
20 I 0.95 T
o A+
. 0.90 gﬁt
5 = 0.75
— XK 0.50
10 0.25 gw
0.10 # :
5 0.05 +F
7L ) 0.02 f”t
7 M 0.01
b=
5 4 3 2 41 0 1 2 3 4 5 B
a) b)

86



Master rad Mali uzorci i primena bootstrap metoda u ekonometriji

Slika 6.2 — a) Histogram fitovan normalnom raspodelom (,, histfit(reziduali) “) i
b) graficko testiranje normalnosti skupa reziduala (,,normplot(reziduali) *)
Sredina jednaka nuli. Standardni test za testiranje hipoteze o tome da je sredi-
na nekog obelezja X:N(u,02) jednaka uo, tj. Ho(u = o), protiv dvostrane alternative
Hi (u#w0), pod uslovom da varijansa ¢ nije poznata, je Studentov t-test zasnovan na
statistici

T =%\/n “1-~t

n

gde su X, i S aritmeticka sredina i standardna devijacija prostog slu¢ajnog uzorka
obima n. Za nivo znacajnosti a, odgovarajuca kriticna oblast ima oblik

(—o0,—C] U[C,0),

gde je sa c obeleZen kvantil reda 1— /2 raspodele t, .
Rezultati dobijeni za na$ vektor reziduala, e, su sledeci:

— aritmeti¢ka sredina uzorka (,,mean(reziduali)*): —-3.0303-10°°
— standardna devijacija uzorka (,,std(reziduali,1)*): 1.4319
— registrovana vrednost test statistike:
—-3.0303-10° -0 /%8 s
= 98 =-2.0950-10
e 1.4319

— kvantil reda 1— /2 =0.975 Studentove raspodele sa 98 stepeni slobode: 1.9845

Prema tome, treq nije upalo u kriticnu oblast (—o0,—1.9845]\U[1.9845,), Sto znaci da na

nivou znacajnosti od 5% ne odbacujemo pretpostavku da je sredina normalne ras-
podele koju prate reziduali 0.

Konstantnost varijanse. Da o? jeste konstantno, mozemo se uveriti posmatra-
ju¢i graficki prikaz elemenata vektora e (Grafikon (6.4)).
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Grafikon 6.4 — Vrednosti reziduala
b) U zadatku a) smo, dakle, utvrdili da se podaci iz Tabele 6.1 mogu modelirati kao

y, =0.6078+0.5482y, , +&,, & ~ lIN(0,2.0504), t=12,...100.

U nastavku ¢emo napraviti poredenje izmedu dva bootstrap pristupa izvodenju zaklju-
Caka o vrednosti parametra ¢ ovog modela, objasnjena u odeljcima 6.1.2 1 6.1.3, i to
kroz konstrukciju 95% — nog intervala poverenja i testiranje hipoteze na nivou znacaj-
nosti od 5%.

Razmatranje iz dela 6.1.3 implicira da asimptotski 95% — ni dvostrani percen-
til-t interval poverenja za ¢, konstruisan na bazi pretpostavke da za n — oo vazi

ima oblik
((ﬁ - S(thn—Z,O.Q?S’ @ - Sgatn—z,o.ozs)-

Primetimo sledece: budu¢i da smo ocene parametara odredili za ,,modifikovani‘ mo-
del (6.22), tj. izostavljajuéi jedan element polaznog uzorka obima 100 (Tabela 6.1), u
daljim analizama moramo uzimati da je n = 99, §to znaci da ¢e i u gornjem intervalu
biti upotrebljeni odgovarajuci kvantili Studentove raspodele sa 97, a ne 98 stepeni slo-
bode! Prema tome, kako je

¢ =05482, 52 =s2(X'X) ! = % (X'X)™ =0.0081, ty; 475 = 1.9847, ty; o005 = —1.9847,

dobijamo trazeni asimptotski interval poverenja

(0.3696, 0.7268).
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Isti posao primenom bootstrap procedure koja ne implementira nikakve re-
strikcije ni u DGP za generisanje bootstrap uzoraka ni u posmatranu statistiku izvrSen
je uz pomo¢ detaljno objasnjenog ,,Matlab* programa ,,IntPovBezRestrikcije” (doda-
tak D11). Situacija sa drugim bootstrap pristupom nije tako jednostavna. Naime, pos-
to se interval poverenja formira invertovanjem statistike u kojoj figuriSe izvesno ¢o
(definisano restrikcijom), njegove granice ¢emo naci testiranjem c¢itavog opsega vred-
nosti za ¢. Dakle, ovaj postupak je ra¢unski intenzivniji, $to se i vidi iz ,,Matlab* algo-
ritma ,,IntPovSaRestrikcijom* (dodatak D12). Posebno je interesantan zavr$ni deo,
gde se na bazi izracunatih bootstrap replikacija i vrednosti statistike registrovane u ori-
ginalnom uzorku odreduju p-vrednosti za testove nulte hipoteze Ho(p =¢o) protiv alter-
nativa Hi(p <@o) 1 Ha(p > ¢). Tada, gornja granica Zeljenog bootstrap intervala pove-
renja predstavlja ono ¢o za koje p-vrednost testa protiv donje alternative, Hi, iznosi
2.5%, dok je donja jednaka onom ¢q kojem odgovara p-vrednost od 2.5% u testu pro-
tiv gornje alternative, H,. Ponavljajuéi simulacije za razne vrednosti ¢o iz opsega
(0.24,0.90) nacrtali smo Grafikon 6.5; granice nalazimo u preseku krivih (plavo) sa
horizontalnom linijom (crveno) koja oznac¢ava nominalni nivo od 2.5% za svaku poje-
dina¢no. Broj bootstrap uzoraka generisanih u oba postupka bio je B=4.999, a konac-
ni rezultati su prikazani u Tabeli 6.4. (Napomena: U programima ,,IntPovBezRestrik-
cije“ i ,,IntPovSaRestrikcijom* smo, radi pogodnosti, Koristili nesto drugaciji oblik
ocene varijanse ocenjivaca ¢:

Sé - SZ(XZ'M1X2)41 s* :—21 Ml =1- Xl(xllxl)ilxll’

gde su sa Xy i X, obelezene 1. i 2. kolona matrice X.)

0.2

0.175

0.151

=

[

N
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T

p-vrednost
o
=
T

0.075
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0.025f
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fi-nula

Grafikon 6.5 — Graficko odredivanje granica 95% — nog bootstrap intervala
poverenja za parametar ¢ zasnovanog na pristupu sa implementiranjem restrikcije
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" . Granice Mera
Tip intervala poverenja . o
donja gornja asimetricnosti
Asimptotski (t-) 0.3696 0.7268 1.0000
Bootstrap bez restrikcije (z, ) 0.3988 0.7484 1.3400
Bootstrap sa restrikcijom (z; ) 0.3908 0.7512 1.2897

Tabela 6.4 — Razliciti 95% — ni intervali poverenja za parametar ¢

Kolona ,,Mera asimetri¢nosti* sadrzi vrednosti izraCunate kao

gornja granica — ¢
¢ —donja granica
Vidimo da su oba bootstrap intervala poverenja, za razliku od onog baziranog na
asimptotskoj aproksimaciji, asimetri¢na, ali je veca preciznost postignuta u slucaju
pristupa sa implementacijom restrikcije.
U nastavku primera, generisali smo N =1.000 novih ,,originalnih® uzoraka
(koji ¢e imati istu ulogu kao podaci iz Tabele 6.1) po modelu

y, =0.61+0.55y, , +&, & ~IIN(0,2.05), t=12,..100,  (6.25)

Ciji su parametri inspirisani vrednostima ocenjenim u zadatku a) (polazni model), a
startni elementi ponovo izabrani iz stacionarne raspodele.

Za svaki od tih uzoraka, testirali smo hipotezu Ho(¢ =0.55) protiv jednostranih
alternativa Hi (¢ < 0.55) i Ha(p > 0.55) na nivou znacajnosti od 5%. Asimptotski test
je zasnovan na poredenju registrovane test statistike

A

Q=D

%

(@) =

sa odgovaraju¢im kvantilima njene Studentove raspodele za n — . Tako, kriti¢na ob-
last za donju alternativu, Hj, ima oblik

T<t,_,, =1y 005 =—1.6607,
dok je za gornju alternativu, H,, data sa
T>1 51, =ty 005 =1.6607.

Pomenuti test, zajedno sa generisanjem potrebnih 1.000 uzoraka (koje smo sacuvali
kao kolone matrice ,,yOrig®), izvrSili smo upotrebom ,,Matlab* algoritma ,,TestHip-
Asimptotski““ (dodatak D13) i usput belezili koliko puta je u tih 1.000 pokusaja nulta
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hipoteza odbacena protiv svake od alternativa na nivou znacajnosti od 5%. Rezultati
su prikazani u Tabeli 6.5.

Isto smo ponovili i angazovanjem bootstrap procedura koje implementiraju,
odnosno ne implementiraju ograni¢enje iz Hy (programi ,, TestHipBezRestrikcije (do-
datak D14) i ,,TestHipSaRestrikcijom* (dodatak D15), respektivno), pri ¢emu su ulaz-
ni argumenti bili matrica ,,yOrig®, B =999 i « = 0.05. Slede zakljucci.

Budu¢i da posmatrana nulta hipoteza zadovoljava DGP koji je zaista generi-
sao podatke iz matrice ,,yOrig*, dat sa (6.25), frekvencije odbacivanja jasno reflektuju
stvarnu veli¢inu testa. Rezultati bazirani na asimptotskoj aproksimaciji su korektni,
iako je odstupanje od nominalnog nivoa zna¢ajno. U odnosu na njih, oba tipa boot-
strap testa za ishod su imala pobolj$anje. Kada je re¢ o pristupu sa implementiranjem
restrikcije, stepen saglasnosti sa postupkom ta¢nog zakljucivanja je visok, jer se vred-
nosti ne razlikuju previse od 0.05. Kao i u delu zadatka sa konstruisanjem intervala
poverenja, pristup bez restrikcije je pokazao za nijansu slabije ponasanje — primetimo,
pre svega, da je ucestalost odbacivanja u slu¢aju gornje alternative bitno veca, dok je
kod asimptotskog testa bila bitno manja u poredenju sa nominalnim a. Oc¢igledno, pri-
mena bootstrap DGP-a i bootstrap test statistike za ¢ije je formiranje, osim raspolozi-
vog uzorka, iskori$¢ena jo$ jedna dodatna informacija — konkretno ¢, — i ovoga puta
je doprinela unapredenju performansi bootstrap metoda.

Tip testa Alternativna hipoteza

¢ <0.55 ¢ > 0.55
Asimptotski ( thx) 7.40 2.60
Bootstrap bez restrikcije (z,, ) 5.80 5.90
Bootstrap sa restrikcijom (z; ) 5.10 4.70

Tabela 6.5 — Frekvencije odbacivanja nulte hipoteze Ho(p =0.55) protiv
jednostranih alternativa pri testiranju baziranom na asimptotskoj
aproksimaciji i na dva bootstrap postupka
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Zakljucak

S obzirom na to da su sva kljuéna pitanja kojima smo se bavili na prethodnim stra-
nicama potkrepljena pazljivo analiziranim numerickim rezultatima, a u isto vreme znajuci
kako je time obuhvacen samo deli¢ sve $ireg i Sireg spektra mogucnosti za upotrebu boot-
strap metoda u ekonometrijskim ispitivanjima, ¢ini se da bi, umesto klasi¢nog rezimiranja
poglavlja koja (bar po misljenju autorke ovog rada) predstavljaju solidnu osnovu za izuca-
vanje vecine ,,naprednijih* primena, na ovom mestu bilo korisnije uputiti ¢itaoca na neke
od interesantnih, a iz razloga prostorne ogranicenosti izostavljenih pravaca daljeg istrazi-
vanja date teme.

Jedan od njih, kojeg smo se dotakli u delu o redukciji pristrasnosti, jesu iterativne
bootstrap procedure. Kako je odmah naglaseno, eventualna poboljSanja u odnosu na za-
kljucke dobijene prostim bootstrapom po pravilu prati ozbiljan porast ratunskih troskova.
Razuman nivo tacnosti bootstrap rezultata moze se ocekivati samo pri dovoljno velikom
broju generisanih replikacija — prema mnogim autorima, za B >1.000 — pa se zato u litera-
turi prica najc¢es$ce zaustavlja na duplom bootstrapu. Naime, ako su B; i B, veli¢ine pri-
marne i sekundarne kolekcije, ve¢ u tom slu¢aju se radi o skoku sa minimalnih B; =1.000
na B; - B, =1.000.000 bootstrap uzoraka, odnosno B; + B; - B, =1.001.000 odgovarajucih
ocena.

Jedan metod za konstrukciju intervala poverenja duplim bootstrapom predlozio je
Beran (1987), a zasnovan je na ideji prepivotiranja: nakon $to se u prvom koraku funkci-
ja raspodele Hy roota R(X,#) za posmatrani nepoznati parametar ¢ (kao uopstenje pojma
pivota o kojem je bilo reci u odeljku 6.1.3) aproksimira EDF-om skupa bootstrap replikaci-
ja tog roota, tako ocenjeno H; koristi se za formiranje novog roota, H; (R(X,8)), nad ko-
jim se potom izvodi identi¢an postupak. Modifikacijom osnovnog metoda dobijen je tzv.
automatski dupli bootstrap (Scholz, 1992), koji je skoncentrisan na problem izbora odgo-
varajuceg roota — kako sam naziv kaZe, on automatski pronalazi prirodni pivot ukoliko
isti postoji, $to rezultira intervalom poverenja sa tacnom verovatno¢om pokrivanja.

Na istom principu funkcioni$u i dupli bootstrap testovi hipoteza. Dve procedure
koje je predstavio Beran (1987, 1988) razlikuju se po tome imamo li ili nemamo test sta-
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tistiku koja je asimptotski pivot — ako ne, ona se konstruiSe na bazi kolekcija bootstrap
uzoraka u oba koraka, ako da — tzv. dupla bootstrap p-vrednost odreduje se putem upore-
divanja primarne, izracunate iz prve kolekcije, i sekundarnih bootstrap p-vrednosti, koje
se ratunaju za svaku od sekundarnih kolekcija. Brzi dupli bootstrap (Davidson i Mac-
Kinnon, 2007) je znatno ,,jevtiniji“ metod testiranja, budu¢i da iz svakog od B; primarnih
bootstrap uzoraka treba generisati samo po jedan (a ne po B,) bootstrap uzorak u okviru
sekundarne kolekcije.

Kako smo se pri ispitivanju moguénosti primene bootstrapa u izvodenju zakljuca-
ka o vrednostima regresionih parametara, radi jednostavnije analize, mahom ogranicavali
na modele sa prilicno strogim pretpostavkama (najc¢esce u vezi sa raspodelom verovatno-
¢e gresaka), potrebno je ista¢i da je razvijen niz bootstrap procedura specijalizovanih za
situacije kada neke od tih hipoteza nisu zadovoljene.

Problem heteroskedasti¢nosti, tj. slu¢aj kada greske u naSem modelu jesu nezavis-
ne, identi¢no raspodeljene slucajne promenljive sa sredinom 0, ali se njihova varijansa ra-
zlikuje od opazanja do opazanja, moze se resiti primenom ,,divljeg™ (engleski: wild) boot-
strapa (Wu, 1986) ili bootstrapa parova (Freedman, 1981). Prvi metod bootstrap uzorak
vrednosti zavisne promenljive generise DGP-om

y =X+ fe)V, i=12,.,n,

gde je X; vrsta matrice X u kojoj se nalaze i-ta opazanja svake od nezavisnih promenlji-
vih, f(e;j) neka transformacija reziduala e;j, dok je v;” slu¢ajna promenljiva sa sredinom 0 i
varijansom 1; uobi¢ajeni izbori su

N [ -(B-1)/2 (5+1)/2
= V! :
1- (X(X'X) "X, (/5+1/(2v5)  (V5-1)/(2V/5)

Bootstrap parova, kako samo ime nagovestava, zasnovan je na ideji o tome da se boot-
strap uzorci (y;', Xi") generisu ne resamplingom reziduala, ve¢ putem izvla¢enja sa vraca-
njem iz skupa parova opazanja (i, Xi).

Za konstrukciju bootstrap DGP-a u situacijama kada podaci (greske ili opazanja)
nisu nezavisni, dva najpopularnija postupka su ,,sitasti* (engleski: sieve) bootstrap (Buhl-
mann, 1997) i blok-bootstrap (Kiinsch, 1989). ,,Sitasti* bootstrap pretpostavlja da greske
prate neki nepoznat stacionarni proces sa homoskedasti¢nim inovacijama i pokuSava da
ga aproksimira, u opStem slucaju, AR(p) modelom specijalno izabranog reda p. Blok-
bootstrap je jo§ jedan postupak baziran na resamplingu — posmatrane velic¢ine (reziduali
ili parovi opazanja) dele se na blokove uzastopnih elemenata (iste ili razli¢itih duzina, pre-
klapajuce ili nepreklapajuce), koji se potom izvlace sa vracanjem.

Na kraju, treba konstatovati da je jasno zbog ¢ega je u radu naglasak stavljen na
upotrebu bootstrap metoda u okviru druge etape ekonometrijskog ispitivanja: podsetimo
se (odeljak 1.3), faza zakljucivanja je ona koja najintenzivnije angazuje procedure statis-
ticke analize. To, naravno, ne znaci da bootstrap ne nalazi primenu i u postupku selekcije
odgovarajuceg oblika modela i u problemima predvidanja.

f(e)
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Dodatak — koriséeni ,,Matlab* algoritmi

D1) Program ,,ParBootNorm*

function ParBootNorm(n,B,mi, sigma)
$generisemo polazni uzorak (x) zadatog obima (n) iz normalne raspodele sa
$specificiranom sredinom (mi) i standardnom devijacijom (sigma)
- x=normrnd (mi,sigma,n,1);
5 S%racunamo sredinu, varijansu i standardnu devijaciju od x
6- xsred=mean (x) ;
7- xvar=var (x,1);
8- xstdev=std(x,1);
9 S%generisemo B bootstrap uzoraka parametarskim postupkom, tj. iz normalne raspodele
10 %sa parametrima xsred i xstdev, i smestamo ih u kolone matrice PBU
11- for j=1:B
12- PBU(:,J)=normrnd (xsred, xstdev,n, 1) ;
13- end
14 Sracunamo vrednosti ocenjivaca teta kapa za svaki od bootstrap uzoraka
15- PRUsredine=mean (PBU) ;
16 %odredjujemo bootstrap ocene sredine i1 varijanse ocenjivaca teta kapa
17- pbos=mean (PBUsredine) ;
18- pbov=var (PBUsredine) ;
19 S%crtamo histogram bootstrap replikacija i fitujemo ih normalnom raspodelom
20- histfit (PBUsredine);
21 %na drugom grafikonu proveravamo normalnost kolekcije bootstrap replikacija
22- figure
23- normplot (PBUsredine) ;

DS w N

D2) Program ,,NeparBootNorm*

1 function NeparBootNorm(x,B)

2 % (za polazni uzorak uzimamo vektor x iz odgovarajuce simulacije pomocu programa

3 S%ParBootNorm (za istu vrednost n)); narednom funkcijom primenjujemo neparametarski

4 Sbootstrap na uzorak x: u B kolona matrice NPBUind upisuju se indeksi elemenata iz x
5 %koji su izabrani u dati bootstrap uzorak (izvlacenje sa vracanjem), dok su u vektor
6 %NPBUsredine smestene vrednosti ocenjivaca teta kapa za svaki od njih

7- [NPBUsredine,NPBUind]=bootstrp (B, @mean, x) ;

8 %"prevodimo" indekse u konkretne bootstrap uzorke, koje zapisujemo u kolone matrice
9 SNPBU

10- for j=1:B

11- for i=1l:length (x)

12- for k=1:length (x)

13- if k==NPBUind (i, 3j)
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14- NPBU (i, 3J)=x (k) ;

15- end

16- end

17- end

18- end

19 %odredjujemo bootstrap ocene sredine i1 varijanse ocenjivaca teta kapa
20- npbos=mean (NPBUsredine) ;

21- npbov=var (NPBUsredine) ;

22 %crtamo histogram bootstrap replikacija i fitujemo ih normalnom raspodelom
23— histfit (NPBUsredine) ;

24 Sproveravamo normalnost kolekcije bootstrap replikacija (drugi grafikon)
25- figure

26— normplot (NPBUsredine) ;

D3) Program ,,ParBootExp*

1 function ParBootExp (n,B, lambda)

2 %generisemo polazni uzorak (x) zadatog obima (n) iz eksponencijalne raspodele sa
3 S%specificiranom vrednoscu parametra (lambda)

4- for i=l:n

5- x (1) =exprnd (1/lambda) ;

6- end

7 %ocenjujemo parametar lambda na osnovu originalnog uzorka, tj. racunamo vrednost
8 S%njegovog ocenjivaca, teta kapa, za x

9- xlambda=1/mean (x) ;

10 %generisemo B bootstrap uzoraka parametarskim postupkom, tj. iz eksponencijalne
11 S%raspodele sa parametrom xlambda, i smestamo ih u kolone matrice PBU

12- for j=1:B

13- for i=1:n

14- PBU (i, j) =exprnd (1/xlambda) ;
15- end

16- end

17 Sracunamo vrednosti ocenjivaca teta kapa za svaki od bootstrap uzoraka
18- PBUlambde=ones (1,B) ./mean (PBU) ;

19 %odredjujemo bootstrap ocene sredine 1 varijanse ocenjivaca teta kapa
20- pbos=mean (PBUlambde) ;

21- pbov=var (PBUlambde) ;

22 %crtamo histogram bootstrap replikacija

23— hist (PBUlambde) ;

D4) Program ,,NeparBootExp“

1 function NeparBootExp (x,B)

2 % (za polazni uzorak uzimamo vektor x iz odgovarajuce simulacije pomocu programa

3 S%ParBootExp (za istu vrednost n)); narednom funkcijom primenjujemo neparametarski

4 S%bootstrap na uzorak x: u B kolona matrice NPBUind upisuju se indeksi elemenata iz x
5 %koji su izabrani u dati bootstrap uzorak (izvlacenje sa vracanjem), dok su u vektor
6 SNPBUlambde smestene vrednosti ocenjivaca teta kapa za svaki od njih

7- [NPBUlambde, NPBUind]=bootstrp (B, Q@ (x) 1./mean (x),x);

8 %$"prevodimo" indekse u konkretne bootstrap uzorke, koje zapisujemo u kolone matrice

9 SNPBU

10- for j=1:B

11- for i=1:length (x)

12- for k=1l:length (x)

13- if k==NPBUind (i, )

14- NPBU (i, 7J)=x (k) ;

15- end

16- end

17- end

18- end

19 %odredjujemo bootstrap ocene sredine i varijanse ocenjivaca teta kapa
20- npbos=mean (NPBUlambde) ;

21- npbov=var (NPBUlambde) ;

22 %crtamo histogram bootstrap replikacija

23- hist (NPBUlambde) ;

D5S) Program ,,ParBootBin*
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W o U WN

)

10-
11-
12-
13

14-
15

l6-
17-
18

19-

function ParBootBin(n,B,m,p)
$generisemo polazni uzorak (x) zadatog obima (n) iz binomne raspodele sa
$specificiranim brojem ponavljanja eksperimenta (m) i verovatnocom uspeha (p)
x=binornd (m,p,n,1);
%ocenjujemo parametar p na osnovu originalnog uzorka, tj. racunamo vrednost njegovog
%ocenjivaca, teta kapa, za x
xp=mean (x) /m;
%generisemo B bootstrap uzoraka parametarskim postupkom, tj. iz binomne raspodele sa
$parametrima m i xp, i1 smestamo ih u kolone matrice PBU
for j=1:B
PBU(:,J)=binornd(m,xp,n,1);
end
$racunamo vrednosti ocenjivaca teta kapa za svaki od bootstrap uzoraka
PBUp=mean (PBU) ./ (m*ones (1,B)) ;
%odredjujemo bootstrap ocene sredine i varijanse ocenjivaca teta kapa
pbos=mean (PBUp) ;
pbov=var (PBUp) ;
$crtamo histogram bootstrap replikacija
hist (PBUp) ;

D6) Program ,NeparBootBin*

W oYU WN

O

10

11-
12-
13-
14-
15-
16-
17-
18-
19-
20

21-
22

23-
24-
25

26-

function NeparBootBin (x,B,m)
% (za polazni uzorak uzimamo vektor x iz odgovarajuce simulacije pomocu programa
%$ParBootBin (za istu vrednost n)); narednom funkcijom primenjujemo neparametarski
$bootstrap na uzorak x: u B kolona matrice NPBUind upisuju se indeksi elemenata iz x
$koji su izabrani u dati bootstrap uzorak (izvlacenje sa vracanjem), dok su u vektor
%NPBUs smestene aritmeticke sredine svakog od njih (kasnije ih delimo sa m da bismo
%dobili vrednosti ocenjivaca teta kapa)
[NPBUs, NPBUind]=bootstrp (B, @mean, x) ;
$"prevodimo" indekse u konkretne bootstrap uzorke, koje zapisujemo u kolone matrice
$NPBU
for j=1:B
for i=1:1length (x)
for k=1:length (x)
if k==NPBUind (i, j)
NPBU (i, 3)=x (k) ;
end
end
end
end
%$NPBUp - neparametarske bootstrap replikacije ocenjivaca teta kapa
NPBUp=NPBUs/m;
$odredjujemo bootstrap ocene sredine i varijanse ocenjivaca teta kapa
npbos=mean (NPBUp) ;
npbov=var (NPBUp) ;
$crtamo histogram bootstrap replikacija
hist (NPBUp) ;

D7) Program ,,BootRedPris*

12-

function BootRedPris (x,B,C)
$kao argument x unosimo polazni uzorak koji je generisan u zadatku pod a) da bismo
%mogli uporediti rezultate teorijske i bootstrap analize; treba izracunati njegovu
%$sredinu, varijansu i standardnu devijaciju
xsred=mean (x) ;
xvar=var (x, 1) ;
xstdev=std(x,1);
%polazeci od x, generisemo B bootstrap uzoraka parametarskim postupkom, tj. iz
%normalne raspodele sa parametrima xsred i xstdev, i1 smestamo ih u kolone matrice PBU
for j=1:B

PBU(:,J)=normrnd (xsred, xstdev, length(x),1);
end
%racunamo vrednosti ocenjivaca teta kapa za svaki od dobijenih uzoraka
PBUocene=var (PBRU, 1) ;
$posto "ne znamo" funkcionalni oblik pristrasnosti b(teta), pa je ne mozemo oceniti
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%sa b (tetaKapa) kao u slucaju pod a), koristimo narednu bootstrap aproksimaciju
bias=mean (PBUocene) -xvar;
$formiramo bootstrap ocenu redukovane pristrasnosti prvog reda
BSOrpl=xvar-bias;
%za svaki od B ,primarnih™ bootstrap uzoraka generisemo po C ,sekundarnih™, ponovo
Sparametarskim postupkom - iz normalne raspodele ciji ce parametri biti njihove
$sredine 1 varijanse (tj. standardne devijacije); ,sekundarne“ uzorke smestamo u
$kolone matrice SPBU
PBUsred=mean (PBU) ;
PBUstdev=std (PBU, 1) ;
rez=zeros (1,B);
for j=1:B
SPBU=zeros (length (x),C)
for k=1:C
SPBU (:, k)=normrnd (PBUsred (j), PBUstdev (j), length(x),1);
$racunamo vrednosti ocenjivaca teta kapa za svaki od ,sekundarnih“ bootstrap
%uzoraka 1 smestamo ih u vektor SPBUocene
SPBUocene=var (SPBU, 1) ;
%usrednjavamo dobijene vrednosti i zapisujemo ih na odgovarajuce mesto u
$vektoru rez, koji je u startu bio definisan kao nula vektor
rez (j)=mean (SPBUocene) ;
end
end
%aritmeticka sredina elemenata vektora rez predstavlja ono sto smo u odeljku 3.2
$oznacili sa lambda
lambda=mean (rez) ;
%$sada imamo sve sto je potrebno za formiranje bootstrap ocene redukovane pristrasnosti
$2. reda
BSOrp2=3*xvar-3*mean (PBUocene) +lambda;
%teorijski, nakon beskonacno mnogo iteracija, i, stigli bismo do sledece nepristrasne
%ocene (formula (3.7)
granica=var (x) ;

D8) Program ,,IntPovEP“

10-
11-
12-
13

14-
15-
16

17-
18-
19-
20-
21-
22-
23-
24

25-
26-
27-
28-
29-
30-
31-

function IntPovEP(x,alfa,B)
$x-originalni uzorak, alfa-nominalni nivo poverenja, B-broj bootstrap replikacija;
%na samom pocetku, odredjujemo sredinu, varijansu i st. devijaciju uzorka x,
%respektivno
xsred=mean (x) ;
xvar=var (x,1);
xstdev=std(x,1);
%generisemo B bootstrap uzoraka parametarskim postupkom, tj. iz normalne raspodele sa
%parametrima xsred i xstdev, 1 smestamo ih u kolone matrice PBU
for j=1:B
PBU(:,J)=normrnd (xsred, xstdev, length(x),1);
end
%racunamo bootstrap ocene za svaki od dobijenih uzoraka i sortiramo ih
PBUocene=var (PBU, 1) ;
sPBUocene=sort (PBUocene) ;
%odredjujemo gornju granicu
m=((l+alfa)/2)*B;
if m==floor (m)
gornja=sPBUocene (m) ;
else
k=floor (m) ;
gornja=sPBUocene (k) + (m-k) * (sPBUocene (k+1) -~sPBUocene (k) ) ;
end
$odredjujemo donju granicu
1=((l-alfa)/2)*B;
if 1==floor(1l)
donja=sPBUocene (1) ;
else
t=floor (1) ;
donja=sPBUocene (t)+ (1-t) * (sPBUocene (t+1) -~sPBUocene (t)) ;
end

D9) Program ,,IntPovEPKkp*
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1 function IntPovEPkp(x,alfa,B)

2 %$x-originalni uzorak, alfa-nominalni nivo poverenja, B-broj bootstrap replikacija;
3 %na samom pocetku, odredjujemo sredinu, varijansu i st. devijaciju uzorka x,
4 Srespektivno

5- xsred=mean (x) ;

6- xvar=var (x,1);

7- xstdev=std(x,1);

8 %generisemo B bootstrap uzoraka parametarskim postupkom, tj. iz normalne raspodele sa
9 Sparametrima xsred i xstdev, i smestamo ih u kolone matrice PBU

10- for j=1:B

11- PBU(:,J)=normrnd (xsred, xstdev, length(x),1);

12- end

13 S%racunamo bootstrap ocene za svaki od dobijenih uzoraka i sortiramo ih

14- PRUocene=var (PBU, 1) ;

15- sPBUocene=sort (PBUocene) ;

16 %aproksimiramo x0 (izraz (4.4)

17- v=find (sPBUocene<=xvar) ;

18- gkapa=length (v) /B;

19- x0O=norminv (gkapa,0,1);

20 %odredjujemo gornju granicu; prvo nam treba broj m

21- gl=normcdf (2*x0+norminv ((1l+alfa)/2));

22- m=B*ql;

23— if m==floor (m)

24— gornja=sPBUocene (m) ;

25- else

26— k=floor (m) ;

27~ gornja=sPBUocene (k) + (m-k) * (sPBUocene (k+1) -~sPBUocene (k) ) ;
28- end

29 %odredjujemo donju granicu; prvo nam treba broj 1
30- g2=normcdf (2*x0+norminv ((l-alfa)/2));

31- 1=B*qg2;

32- if l==floor(l)

33- donja=sPBUocene (1) ;

34- else

35- t=floor(l);

36— donja=sPBUocene (t)+ (1-t) * (sPBUocene (t+1) -sPBUocene (t)) ;
37- end

D10) Program ,,IntPovHP*

1 function IntPovHP(x,alfa,B)

2 %x-originalni uzorak, alfa-nominalni nivo poverenja, B-broj bootstrap replikacija;
3 %na samom pocetku, odredjujemo sredinu, varijansu i st. devijaciju uzorka x,

4 Srespektivno

5- xsred=mean (x) ;

6- xvar=var (x,1);

7- xstdev=std(x,1);

8 %generisemo B bootstrap uzoraka parametarskim postupkom, tj. iz normalne raspodele sa
9 Sparametrima xsred i xstdev, i smestamo ih u kolone matrice PBU

10- for j=1:B

11- PBU(:,J)=normrnd (xsred, xstdev, length(x),1);

12- end

13 S%racunamo bootstrap ocene za svaki od dobijenih uzoraka i sortiramo ih

14- PRUocene=var (PBU,1);

15- sPBUocene=sort (PBUocene) ;

16 S%formiramo kolekciju razlika, (4.7)

17- D=sPBUocene-xvar*ones (1,B);

18 %odredjujemo gornju granicu

19- 1=B*(l-alfa)/2;
20- if 1==floor (1)

21- gornja=xvar-D(1l);

22- else

23- t=floor(l);

24— gornja=xvar-(D(t)+(l-t)*(D(t+1)-D(t)));
25- end

26 %odredjujemo donju granicu
27- m=B* (l+alfa)/2;
28— if m==floor (m)
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29- donja=xvar-D(m) ;

30- else

31- k=floor (m);

32- donja=xvar- (D (k)+ (m-k)* (D(k+1)-D(k)));
33- end

D11) Program ,IntPovBezRestrikcije“

1 function IntPovBezRestrikcije(y,B,alfa)

2 %vrednosti ocenjenih parametara

3- miKapaU=0.6078;

4- fiKapaU=0.5482;

5- varKapa=2.0504;

6 %vektor reziduala

7- yBezPrvog=y(2:100) ;

8- yBezPoslednijeg=y(1:99);

9- X(:,1)=ones (99,1);

10- X(:,2)=yBezPoslednjeg;

11- rezidualiU=yBezPrvog-X* [miKapaU fiKapaU]';
12 S%$startna vrednost

13- yO=normrnd (miKapaU/ (1-fiKapaU), sqrt (varKapa/ (1-fiKapaU~2)));
14 %generisemo B bootstrap uzoraka

15- for j=1:B

16 $vektore bootstrap gresaka smestamo kolone matrice eBSu
17- eBSu(:,J)=normrnd (0, sqgrt (varKapa),100,1);

18 $prve elemente bootstrap uzoraka upisujemo u vektor "prvi"
19- prvi (j)=miKapaU+fiKapaU*y0+eBSu(l,]j) ;

20 $bootstrap uzorci - kolone matrice yBSu

21- yBSu (1, 3)=prvi(j);

22— for t=2:100

23- yBSu (t, j)=miKapaU+fiKapaU*yBSu (t-1,j)+eBSu(t,]);

24- end

25- end

26 Sponovo ocenjujemo model za svaki od bootstrap uzoraka
27- for j=1:B

28 $definisemo "pomocne" bootstrap oznake

29- yboot=yBSu (2:100,3) ;

30- Xboot (:,1)=ones (99,1);

31- Xboot (:,2)=yBSu(1:99,3);

32 $bootstrap ocene parametara mi i fi

33- oceneBSu (:,J)=((Xboot'*Xboot) " (-1)) *Xboot'*yboot;
34- miKapaBSu (j)=oceneBSu(l,]);

35- fiKapaBSu (j)=oceneBSu(2,7);

36 $vektore odgovarajucih bootstrap reziduala smestamo u kolone matrice rezidualiBSu
37- rezidualiBSu (:, j)=yboot-Xboot*oceneBSu(:,]j);

38- end

39 Sracunamo B bootstrap replikacija test statistike
40- for j=1:B

41 $nedostaje nam jos ocena varijanse bootstrap ocenjivaca parametra fi
42— eKapaBS=rezidualiBSu(:,3);

43— Xboot (:,1)=ones (99,1);

44— Xboot (:,2)=yBSu(1:99,7);

45— Xbootl=Xboot (:,1);

46— Xboot2=Xboot (:,2);

47— Mlboot=eye (99) -Xbootl* ( (Xbootl'*Xbootl)" (-1)) *Xbootl"';

48— sFiKapa2BS (j) = ( (eKapaBS' *eKapaBS) /97) * ( (Xboot2'*Mlboot*Xboot2)* (-1)) ;
49 $vrednost j-te bootstrap replikacije je...

50— tauKapaBSu (j) = (fiKapaBSu (J) -fiKapalU) /sqrt (sFiKapa2BS(j)) ;

51- end

52 %redjamo bootstrap replikacije u rastuci niz, biramo odgovarajuce “kvantile” i
53 %konstruisemo trazeni bootstrap interval poverenja

54- X1=X(:,1);

55- X2=X(:,2);

56- Ml=eye (99)-X1* ((X1'*X1)"(-1))*X1"';

57- sFiKapa2=((rezidualiU'*rezidualilU) /97)* ((X2'*M1*X2)" (-1));

58- sFiKapa=sqgrt (sFiKapa?2);

59- sortirani=sort (tauKapaBSu) ;

60- donjaU=fiKapaU-sFiKapa*sortirani ((l-alfa/2)* (B+1));

61- gornjaU=fiKapaU-sFiKapa*sortirani ((alfa/2)* (B+1));
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D12) Program ,,IntPovSaRestrikcijom*

1 function IntPovSaRestrikcijom(fiO,y,B,alfa)

2 %vrednosti ocenjenih parametara

3- fiKapaR=£fi0;

4- yBezPrvog=y(2:100) ;

5- yBezPoslednjeg=y(1:99);

6- miKapaR=mean (yBezPrvog)-fiKapaR*mean (yBezPoslednjeq) ;
7 Svektor reziduala

8- X(:,1)=ones (99,1);

9- X(:,2)=yBezPoslednjeg;

10- rezidualiR=yBezPrvog-X*[miKapaR fiKapaR]';

11 S%startna vrednost

12- varKapa=var (rezidualiR,1);

13- yO=normrnd (miKapaR/ (1-fiKapaR), sqrt (varKapa/ (1-fiKapaR"2)));
14 %generisemo B bootstrap uzoraka

15- for j=1:B

16 Svektore bootstrap gresaka smestamo u kolone matrice eBSr
17- eBSr (:,J)=normrnd (0, sgrt (varKapa),100,1);

18 $prve elemente bootstrap uzoraka upisujemo u vektor "prvi"
19- prvi (j)=miKapaR+fiKapaR*y0+eBSr(1,3);

20 $bootstrap uzorci - kolone matrice yBSr

21- yBSr (1,3)=prvi(]j);

22— for t=2:100

23- yBSr (t, j)=miKapaR+fiKapaR*yBSr (t-1,j)+eBSr(t,J);

24- end

25- end

26 Sponovo ocenjujemo model za svaki od bootstrap uzoraka
27- for j=1:B

28 $definisemo "pomocne" bootstrap oznake

29- yboot=yBSr (2:100,7) ;

30- Xboot (:,1)=ones (99,1);

31- Xboot (:,2)=yBSr(1:99,73);

32 $bootstrap ocene parametara mi i fi

33- oceneBSr (:,J)=((Xboot'*Xboot) " (-1)) *Xboot"'*yboot;
34- miKapaBSr (j)=oceneBSr (1, 7);

35- fiKapaBSr (j)=oceneBSr (2,73);

36 $vektore odgovarajucih bootstrap reziduala smestamo u kolone matrice rezidualiBSr
37— rezidualiBSr (:, J)=yboot-Xboot*oceneBSr(:,7);

38- end

39 Sracunamo B bootstrap replikacija test statistike
40- for j=1:B

41 %nedostaje nam jos ocena varijanse bootstrap ocenjivaca parametra fi
42— eKapaBS=rezidualiBSr (:,3);

43— Xboot (:,1)=ones (99,1);

44~ Xboot (:,2)=yBSr(1:99,3);

45— Xbootl=Xboot (:,1);

46— Xboot2=Xboot (:,2);

47— Mlboot=eye (99) -Xbootl* ( (Xbootl'*Xbootl)" (-1)) *Xbootl"';

48— sFiKapa2BS (j) = ( (eKapaBS' *eKapaBS) /97) * ( (Xboot2'*Mlboot*Xboot2)* (-1)) ;
49 $vrednost j-te bootstrap replikacije je...

50- tauKapaBSr (j) = (fiKapaBSr (J) -fiKapaR) /sqrt (sFiKapa2BS (j)) ;

51- end

52 %u nastavku ce nam biti neophodna vrednost test statistike za originalni uzorak, radi
53 S%uporedjivanja sa bootstrap replikacijama

54— oceneOrig=((X'*X)" (-1))*X'*yBezPrvog;

55- fiKapaOrig=oceneOrig(2) ;

56— rezidualiOrig=yBezPrvog-X*oceneOrig;

57- X1=X(:,1);

58- X2=X(:,2);

59- Ml=eye (99)-X1* ((X1'*X1)"(-1))*X1";

60- sFiKapa2=((rezidualiOrig'*rezidualiOriqg) /97)* ((X2'*M1*X2)"(-1));
61- tauKapaOrig=(fiKapaOrig-fiKapaR) /sqrt (sFiKapa2) ;

62 Sbootstrap p-vrednost za test HO(fi=fi0) protiv HI1 (£i<£fiO0)

63- sumal=0;

64- for j=1:B

65- if tauKapaBSr (j)<=tauKapaOrig

66- sumal=sumal+l;
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end
end
pl=sumal/ (B+1) ;
%gornja granica trazenog bootstrap intervala poverenja bice ona vrednost £i0 za koju
%je pl=alfa/2
if pl==(alfa/2)

gornja=£fi0;
end
Sbootstrap p-vrednost za test HO(fi=fi0) protiv H1 (£fi>fi0)
suma2=0;
for j=1:B

if tauKapaBSr (j)>=tauKapaOrig

suma2=suma2+1;

end
end
p2=suma2/ (B+1) ;
%donja granica trazenog bootstrap intervala poverenja bice ona vrednost fi0 za koju
%je p2=alfa/2
if p2==(alfa/2)

donja=£1i0;
end

D13) Program ,, TestHipAsimptotski

43-
44—
45-

function TestHipAsimptotski (N, kvantill, kvantil2,alfa)
%generisemo N uzoraka obima 100 koji prate nas polazni model sa narednim vrednostima
$parametara
miOrig=0.61;
fiOrig=0.55;
varOrig=2.05;
$biramo startne vrednosti
start=normrnd (miOrig/ (1-fiOrig), sqrt (varOrig/ (1-£i0Orig”2)),1,N);
$vektore gresaka smestamo u kolone matrice eOrig; prvi element svakog od uzoraka
%upisujemo na k-to mesto u vektoru prvi; konacni uzorci bice kolone matrice yOrig
for k=1:N
eOrig(:, k)=normrnd (0, sqrt (varOrig),100,1);
prvi(k)=miOrig+fiOrig*start (k) +eOrig(1,k);
yOrig (1, k)=prvi (k);
for t=2:100
yOrig(t, k)=miOrig+fiOrig*yOrig(t-1,k)+eOrig(t,k);
end
end
$odredjujemo N vrednosti test statistike
for k=1:N
suvodimo "pomocne" oznake
yBezPrvog=yOrig(2:100, k) ;
yBezPoslednjeg=yOrig(1:99,k);
X(:,1)=ones(99,1);
X (:,2)=yBezPoslednjeg;
X1=X(:,1);
X2=X(:,2);
Ml=eye (99) -X1* ((X1'*X1)"(-1))*X1"';
$ocenjujemo model za svaki od uzoraka
ocene= ((X'*X) " (-1)) *X'*yBezPrvog;
miKapa=ocene (1) ;
fiKapa=ocene (2) ;
$racunamo vektore reziduala
reziduali=yBezPrvog-X*ocene;
%ocena varijanse ocenjivaca fiKapa Jje...
sFiKapa2=((reziduali'*reziduali) /97)* ((X2'*M1*X2)" (-1));
%konacno, test statistika iznosi...
tauKapa (k)= (fiKapa-£fiOrig) /sqrt (sFiKapa2) ;
end
$izvrsavamo test HO(£i=0.55) protiv H1 (£i<0.55) na nivou alfa za svaki od N uzoraka
brojOdbacivanjal=0;
for k=1:N
if tauKapa (k)<kvantill
brojOdbacivanjal=brojOdbacivanjal+1l;
end
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46- end

47 S$frekvencija odbacivanja nulte hipoteze na nominalnom nivou alfa Jje...

48- frekvencijal=brojOdbacivanjal/N;

49 %izvrsavamo test HO(fi=0.55) protiv H2(£i>0.55) na nivou alfa za svaki od N uzoraka
50- brojOdbacivanja2=0;

51- for k=1:N

52— if tauKapa (k) >kvantil2

53- brojOdbacivanja2=brojOdbacivanja2+1;
54- end

55- end

56 S%frekvencija odbacivanja nulte hipoteze na nominalnom nivou alfa je...
57- frekvencija2=brojOdbacivanja2/N;

D14) Program ,,TestHipBezRestrikcije“

1 function TestHipBezRestrikcije (yOrig,B,alfa)

2- dim=size (yOrigqg);

3- N=dim(2) ;

4 %za svaki od N polaznih uzoraka (kolone matrice yOrig), generisacemo po B bootstrap
5 S%uzoraka

6- for k=1:N

7 $prvo odredjujemo ocene parametara postupkom bez implementiranja restrikcije

8- yBezPrvog=yOrig(2:100, k) ;

9- yBezPoslednjeg=yOrig(1:99,k);

10- X(:,1)=ones (99,1);

11- X (:,2)=yBezPoslednjeg;

12- X1=X(:,1);

13- X2=X(:,2);

14- Ml=eye (99) -X1* ((X1'*X1)"(-1))*X1"';

15- oceneU=((X'*X) " (-1)) *X'*yBezPrvog;

16- miKapaU=oceneU (1) ;

17- fiKapaU=oceneU(2) ;

18 $racunamo vektor reziduala

19- rezidualiU=yBezPrvog-X*oceneU;
20 $bootstrap greske ce biti izvlacene iz normalne raspodele sa sredinom 0 i
21 %varijansom. ..
22— varKapa=var (rezidualiU, 1) ;
23 $izbor startne vrednosti
24— y0=normrnd (miKapaU/ (1-fiKapaU) , sqrt (varKapa/ (1-fiKapaU"2))) ;
25 %generisanje bootstrap uzoraka
26— for j=1:B
27 $vektore bootstrap gresaka smestamo u kolone matrice eBSu
28— eBSu (:,J)=normrnd (0, sqgrt (varKapa),100,1);
29 $prve elemente bootstrap uzoraka upisujemo u vektor prviBS
30- prviBS (j)=miKapaU+fiKapaU*y0+eBSu(1l,73) ;
31 $bootstrap uzorci - kolone matrice yBSu
32— yBSu (1, 7J)=prviBS(J);
33- for t=2:100
34- yBSu (t, j) =miKapaU+fiKapaU*yBSu (t-1,7)+eBSu(t,J);
35- end
36- end
37 $ponovo ocenjujemo model za svaki od bootstrap uzoraka
38- for j=1:B
39 $definisemo "pomocne" bootstrap oznake
40- yboot=yBSu (2:100,7) ;
41- Xboot (:,1)=ones (99,1);
42— Xboot (:,2)=yBSu(1:99,73);
43 $bootstrap ocene parametara su...
44— oceneBSu (:,J)=((Xboot'*Xboot) " (-1)) *Xboot"'*yboot;
45- miKapaBSu (j)=oceneBSu(l,7j);
46- fiKapaBSu (j)=oceneBSu(2,7);
47 $vektore odgovarajucih bootstrap reziduala smestamo u kolone matrice
48 $rezidualiBSu
49- rezidualiBSu(:, J)=yboot-Xboot*oceneBSu(:,]j);
50— end
51 $racunamo B bootstrap replikacija test statistike
52- for j=1:B
53 %jos "pomocnih" bootstrap oznaka...
54- eKapaBS=rezidualiBSu(:,7);
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99-

Xboot (:,1)=ones (99,1);

Xboot (:,2)=yBSu(1:99,73);

Xbootl=Xboot (:,1);

Xboot2=Xboot (:,2);

Mlboot=eye (99) -Xbootl* ( (Xbootl'*Xbootl) " (-1)) *Xbootl"';

%ocena varijanse bootstrap ocenjivaca parametra fi

sFiKapa?2BS (j) = ( (eKapaBS'*eKapaBS) /97) * ( (Xboot2'*Mlboot*Xboot2)* (-1)) ;

$vrednost j-te bootstrap replikacije je...

tauKapaBSu (j) = (fiKapaBSu (j) -fiKapalU) /sqrt (sFiKapa2BS(j)) ;
end
$izvrsavamo test HO(£i=0.55) protiv H1(fi<0.55): nulta hipoteza se odbacuje na
$nivou znacajnosti alfa ukoliko je registrovana vrednost test statistike (za
%originalni, k-ti uzorak) manja od kvantila reda alfa odgovarajuce bootstrap
%raspodele
sFiKapa2=((rezidualiU'*rezidualilU) /97)* ((X2'*M1*X2)"(-1));
sFiKapa=sqgrt (sFiKapa2) ;
tauKapa= (fiKapaU-0.55) /sFiKapa;
$sortiramo B bootstrap replikacija i originalnu test statistiku u rastuci niz
niz (1:B)=tauKapaBSu;
niz (B+1)=tauKapa;
sortirani=sort (niz);
%proveravamo da li se tauKapa nalazi medju prvih alfa* (B+1l) elemenata sortiranog
%niza: ako da - odbacujemo HO, ako ne - nema osnova da se HO odbaci na bazi
$raspolozivih podataka
brojoOdbacivanjal (k)=0;
for 1=1:(alfa* (B+1))

if sortirani (1)==tauKapa

brojOdbacivanjal (k)=brojOdbacivanjal (k) +1;

end
end
%$slicno se izvodi i test HO(£i=0.55) protiv H1(£i>0.55); proveravamo da 1li se
$tauKapa nalazi medju poslednjih alfa* (B+1l) elemenata sortiranog niza: ako da -

$odbacujemo HO, ako ne - nema osnova da se HO odbaci na bazi raspolozivih
%podataka

brojoOdbacivanja2 (k)=0;

for 1=((l-alfa)* (B+1)) : (B+1)

if sortirani (1)==tauKapa
brojoOdbacivanja2 (k) =brojOdbacivanja?2 (k) +1;
end
end

end
%zakljucak - ucestalost odbacivanja nulte hipoteze protiv svake od alternativa u
%eksperimentu sa N simuliranih uzoraka
udeol=sum (brojoOdbacivanjal) /N;
udeo2=sum (brojoOdbacivanja2) /N;

D15) Program ,,TestHipSaRestrikcijom*

2—
3_

6_

8_

9_
10-
11-
12
13-
14-
15-
16
17
18-
19
20-
21

function TestHipSaRestrikcijom(yOrig,B,alfa)
dim=size (yOrig) ;
N=dim(2) ;
%za svaki od N polaznih uzoraka (kolone matrice yOrig), generisacemo po B bootstrap
Fuzoraka
for k=1:N
$prvo odredjujemo ocene parametara postupkom sa implementiranjem restrikcije
fiKapaR=0.55;
yBezPrvog=yOrig(2:100, k) ;
yBezPoslednjeg=yOrig(1:99,k);
miKapaR=mean (yBezPrvog) -fiKapaR*mean (yBezPoslednjeqg) ;
%racunamo vektor reziduala
X(:,1)=ones (99,1);
X (:,2)=yBezPoslednjeg;
rezidualiR=yBezPrvog-X* [miKapaR fiKapaR]';
%bootstrap greske ce biti izvlacene iz normalne raspodele sa sredinom 0 i
%varijansom.. .
varKapa=var (rezidualiR, 1) ;
$izbor startne vrednosti
y0=normrnd (miKapaR/ (1-fiKapaR) , sqrt (varKapa/ (1-fiKapaR"2))) ;
%generisanje bootstrap uzoraka

103



Master rad

22-
23
24-
25

27

28-
29-
30-
31-
32-
33

34-
35

36-
37-

39
40-
41-
42-
43
44
45-
46-
47
48—
49
50-
51-
52-

54-
55-
56

57-

59-
60-
61
62
63
64
65—
66—
67-
68-
69—
70-
71-
72-
73
74—
75-
76—
77
78
79
80-
81-

83—
84-
85—
86

87

88

89-
90—
91-
92-

for j=1:B
Svektore bootstrap gresaka smestamo u kolone matrice eBSr
eBSr (:,]j)=normrnd (0, sgrt (varKapa),100,1);
$prve elemente bootstrap uzoraka upisujemo u vektor prviBS
prviBS (j)=miKapaR+fiKapaR*y0+eBSr (1,7) ;
Sbootstrap uzorci - kolone matrice yBSr
yBSr(1l,j)=prviBS(j);
for t=2:100
yBSr (t, j)=miKapaR+fiKapaR*yBSr (t-1,j)+eBSr(t,J);
end
end
$ponovo ocenjujemo model za svaki od bootstrap uzoraka
for j=1:B
%definisemo "pomocne" bootstrap oznake
yboot=yBSr (2:100,7) ;
Xboot (:,1)=ones (99,1);
Xboot (:,2)=yBSr(1:99,73);
%bootstrap ocene parametara su...
oceneBSr (:,J)=((Xboot'*Xboot) " (-1)) *Xboot"'*yboot;
miKapaBSr (j)=oceneBSr (1, ]);
fiKapaBSr (j)=oceneBSr (2,73);
%vektore odgovarajucih bootstrap reziduala smestamo u kolone matrice

$rezidualiBSr

rezidualiBSr (:,j)=yboot-Xboot*oceneBSr(:,]j);
end
%racunamo B bootstrap replikacija test statistike
for j=1:B

%jos "pomocnih" bootstrap oznaka...
eKapaBS=rezidualiBSr (:,3);
Xpboot (:,1)=ones (99,1);
Xboot (:,2)=yBSr(1:99,7);
Xbootl=Xboot (:,1);
Xboot2=Xboot (:,2);
Mlboot=eye (99) -Xbootl* ( (Xbootl'*Xbootl) " (-1)) *Xbootl"';
%ocena varijanse bootstrap ocenjivaca parametra fi
sFiKapa2BS (j) = ( (eKapaBS'*eKapaBS) /97) * ( (Xboot2'*Mlboot*Xboot2)* (-1)) ;
$vrednost j-te bootstrap replikacije je...
tauKapaBSr (j) = (fiKapaBSr (j) -fiKapaR) /sqrt (sFiKapa2BS (J)) ;
end
$izvrsavamo test HO(fi=0.55) protiv H1(£i<0.55): nulta hipoteza se odbacuje na
$nivou znacajnosti alfa ukoliko je registrovana vrednost test statistike (za
%originalni, k-ti uzorak) manja od kvantila reda alfa odgovarajuce bootstrap
%raspodele; najpre, racunamo vrednost test statistike za originalni uzorak
oceneOrig=((X'*X) " (-1))*X'*yBezPrvog;
fiKapaOrig=oceneOrig(2);
rezidualiOrig=yBezPrvog-X*oceneOrig;
X1=X(:,1);
X2=X(:,2);
Ml=eye (99) -X1* ((X1'*X1)"(-1))*X1';
sFiKapa2=((rezidualiOrig'*rezidualiOrig) /97)* ((X2'*M1*X2)"(-1));
tauKapaOrig= (fiKapaOrig-fiKapaR) /sqrt (sFiKapa2) ;
%$sortiramo B bootstrap replikacija i originalnu test statistiku u rastuci niz
niz (1:B)=tauKapaBSr;
niz (B+1)=tauKapaOrig;
sortirani=sort (niz);
%proveravamo da 1li se tauKapaOrig nalazi medju prvih alfa* (B+1l) elemenata

$sortiranog niza: ako da - odbacujemo HO, ako ne - nema osnova da se HO odbaci na

$bazi raspolozivih podataka
brojoOdbacivanjal (k)=0;
for 1=1:(alfa* (B+1))

if sortirani (1)==tauKapaOrig

brojoOdbacivanjal (k) =brojoOdbacivanjal (k) +1;

end
end
$slicno se izvodi i test HO(£i=0.55) protiv H1(£fi>0.55); proveravamo da 1li se

$tauKapaOrig nalazi medju poslednjih alfa* (B+1l) elemenata sortiranog niza: ako da -

%odbacujemo HO, ako ne - nema osnova da se HO odbaci na bazi raspolozivih podataka
brojodbacivanja2 (k) =0;
for 1=((l-alfa)* (B+1)): (B+1)

if sortirani (1)==tauKapaOrig

brojOdbacivanja2 (k) =brojoOdbacivanja?2 (k) +1;
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93-
94-

end
end

95- end

96
97

%zakljucak - ucestalost odbacivanija nulte hipoteze protiv svake od alternativa u
%eksperimentu sa N simuliranih uzoraka

98- udeol=sum(brojodbacivanjal) /N;
99- udeo2=sum (brojOdbacivanja2) /N;
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