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Uvod

U ovom radu baviéemo se linearnim mesovitim modelima koji imaju Siroku
Za razliku od linearnih modela, u kojima se posmatraju samo fiksni efekti (fak-
tori), u ovakvim modelima su, pored njih, ukljuceni i slucajni efekti (faktori).
Ukljucivanje slucajnih faktora u model je tipicno za merenja koja su korelisana.
U poljoprivredi, medicini, psihologiji merenja se ¢esto vrse na individuama tokom
vremena Sto dovodi do povezanosti izmedu merenja, posebno ako je razmak izmedu
istih relativno mali. Na primer, u oplemenjivanju zivotinja moze biti povezan prinos
mleka kod mlecnih krava koje poti¢u od istog oca, te se stoga uticaj oca ukljucuje
u model kao slucajni faktor.

Pre nego sto je ¢ovek pripitomio, odnosno poceo da uzgaja zivotinje radi ko-
risti ili pak razonode postojala je prirodna selekcija u kojoj su samo one najbolje
prilagodene jedinke, odnosno populacije opstajale. Danas, selekcija podrazumeva
odabir, pomoc¢u nekog utvraenog metoda, najbolje jedinke koja ¢e se koristiti za
dalji priplod. Drugim rec¢ima, sustina je da se odaberu najbolje zivotinje koje ¢e
svoj genetski potencijal preneti na potomstvo.

Glavni cilj svakog odgajivackog programa je definisati metode kojima ¢e se
posti¢i najveca ekonomska korist od same zivotinje, pre svega genetskim unaprede-
njem zivotinja na nivou populacije. Stoga je ove programe potrebno prilagodavati
uslovima i potrebama trzista. Savremene metode selekcije se nisu oduvek upotre-
bljavale, ve¢ se prvobitna selekcija oslanjala na iskustvo odgajivaca. Dakle, biranje
zivotinja za dalji priplod zavisilo je od znanja, vestina i dugogodisnjeg iskustva
odgajivaca.

Treba uzeti u obzir da svaka jedinka nasleduje odredene osobine od svojih
roditelja, koje se mogu ispoljiti ili ne. Svaka primetna, uocljiva karakteristika
koja se javlja kod individue, a koja je posledica delovanja gena predstavlja feno-
tipsku osobinu. Takva osobina mozZe biti kvalitativna (boja oé¢iju, boja dlake, boja
perja,...) ili kvantitativna koja se izrazava koli¢inska mera (koli¢ina mleka, mes-
natost, brzina konja,...). Svaka fenotipska osobina moze biti nasledena, odredena
uticajem zivotne sredine ili se pak ispoljiti zbog zajednickog delovanja oba fak-
tora. Kvantitativna genetika se zasniva na pretpostavci da je fenotip kvantitativne
osobine posledica delovanja gena i okoline. Takode, bitno je napomenuti da na



ispoljavanje neke osobine ne utice jedan gen veé¢ grupa gena svaki sa svojim ude-
lom. Jedan od osnovnih pojmova u kvantitativnoj genetici jeste varijansa. Ukupna
fenotipska varijansa u populaciji proizilazi iz dva izvora: razlike u genima i uslova
spoljasnje sredine. Ove komponente je potrebno proceniti jer ih nije moguce di-
rektno izracunati. Polazi se od pretpostavke da razli¢ite vrste srodnika imaju
razlicite stepene genetske povezanosti. Tako je na primer povezanost kod monozi-
gotnih blizanaca 100%, kod dizigotnih, roditelja i dece, brace i sestara 50%. Pored
toga na stepen povezanosti utice i okolina pa se ukupna fenotipska varijansa moze
podeliti na genetsku i varijansu okoline. Stoga, kada je u pitanju oplemenjivanje
zivotinja osnovni cilj je poboljsanje genetskog kapaciteta zivotinja, a za to nam
umnogome mogu pomoc¢i mesoviti linearni modeli.

U prvom delu rada bi¢e dati neki od osnovnih kako statistickih tako i uopste
matematickih pojmova koji ¢e biti potrebni za dalju analizu. Potom ¢emo definisa-
ti linearne mesovite modele i bi¢e data njihova klasifikacija. Centralni deo rada
odnosi se na procenu, pre svega, slucajnih efekata. Za njihovu procenu koristi se
najbolji linearni nepristrasan prediktor - BLUP, koji podrazumeva minimizaciju
srednje kvadratne greske - MSE. Ovaj nacin predvidanja ima dugu istoriju koju
je verovatno zapoceo Charles Roy Henderson(1948) u svom istrazivanju koje je
direktno vezano za oplemenjivanje zivotinja (engl. Animal breeding). Pored ove
ocene bi¢e naveden i empirijski najbolji linearni nepristrasan prediktor - EBLUP,
koji se primenjuje u slucaju kada nam varijanse nisu poznate. Formira se na taj
nacin sto se vrsi ocenjivanje varijansi, a potom se one tako ocenjene uvrstavaju u
BLUP ocenu. Jedna od osnovnih problematika u tom slucaju jeste ocena srednje
kvadradne greske. Za ocenu MSE bice data ocena dobijena jackknife metodom koju
je predlozio Jiming Jiang [4]. Na kraju ¢e kroz realne primere biti prikazana pri-
mena ovih modela kao i kratak osvrt na njihovu upotrebu u R. Srbiji.



Glava 1

Osnovni pojmovi

Kako bismo izveli zakljucke o zakonitostima i medusobnim vezama koji se
odnose na neku pojavu, potrebno je izvrsiti analizu podataka dobijenih posma-
tranjem i merenjem na nekom uzorku. Ishod merenja smatramo zavisnom pro-
menljivom dok nezavisne promenljive predstavljaju sve faktore koje uticu na dati
ishod.

Pre svega navestemo neke od podela promenljivih jer to utice na statisticke
metode koje ¢emo kasnije koristiti.

Prva i najceséa klasifikacija promenljivih jeste na osnovu njihovih vrednosti. Na
taj nac¢in promenljive delimo u dve osnovne grupe, a to su kategorijalne i numericke
promenljive. Kategorijalne promenljijve sadrze podatke kategorisane u grupe koje
mogu biti poredane po veli¢ini. Ispitanici se razdvajaju u jasno razgrani¢ene grupe
po odredenoj karakteristici. Kategorijalne promenljive se jos nazivaju i kvalita-
tivne. S druge strane, numericki ili kvantitativni podaci imaju za vrednosti bro-
jeve. Osnovna razlika izmedu ova dva tipa promenljivih je u tome sto kategorijalne
promenljive sadrze podatke koji nemaju pravo numericko znacenje pa se na njima
ne mogu vrsiti matematicke operacije, dok na numerickim to ima smisla.

Prema vrednostima koje mogu primiti, numericke promenljive se mogu klasi-
fikovati na diskretne i neprekidne (kontinualne). Diskretne promenljive primaju
vrednosti iz prebrojivog skupa podataka, dok neprekidne mogu primiti vrednosti
iz neprebrojivog skupa podataka.

Prema nivou merenja ili skali merenja promenljive mozemo podeliti na nomi-
nalne, ordinalne, intervalne i racio promenljive. Kada su u pitanju nominalne
promenljive, podaci se grupisu u deskriptivne kategorije koje se ne mogu poredati
po velicini. Podaci se svrstavaju po nekoj osobini ili karakteristici po kojoj se
medusobno razlikuju. Dakle, pretpostavlja se da su svi pripadnici jedne kate-
gorije isti po toj osobini zbog koje su svrstani u datu kategoriju. Kako nominalne
promenljive grupisu podatke po njihovim karakteristikama, one spadaju u kate-
gorijalni tip promenljivih. Za razliku od nominalnih, kod ordinalnih promenljivih
se zna relativni polozaj svakog pojedinacnog slu¢aja u odnosu na ostale. Na primer,
dijastolni krvni pritisak se moze grupisati u kategorije: < 70, 71 — 90, 91 — 110,
110 — 130 i > 131 mmHg. Kod intervalnih promenljivih jednake razlike u broje-
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vima na intervalnoj skali predstavljaju jednake razlike u posmatranom svojstvu.
Razlika izmedu dve vrednosti se moze iskazati brojem, ali on ne predstavlja nji-
hovu relativnu razliku. Karakteristicno za intervalne varijable je da se polozj nule i
merne jedninice odreduje dogovorom. Sama nula ne znac¢i nepostojanje posmatra-
nog svojstva. S druge strane, kod racio promenljivih razliku izmedu dve promenljive
mozemo iskazati brojem ali on predstavlja i stvarnu razliku izmedu njih. Pri tome
nula na skali merenja ukazuje na nepostojanje odredenog svojsta.

Kategorijalne promenljive mogu biti nominalne i ordinalne i one su uvek di-
skretne, dok numericke promenljive mogu biti intervalne i racio, a pored toga mogu
biti i diskretne i neprekidne. Termin kvantitativan se Cesto koristi za promenljive
merene na neprekidnoj skali, dok se termin kvalitativan koristi za nominalne i
ponekad ordinalne podatke.

DISKRETNE NEPREKIDNE
(KONTINUALNE)
KATEGORIJALNE NUMERICKE
(KVALITATIVNE) (KVANTITATIVNE)
— rl —
NOMINALNE | | ORDINALNE | [RACIO | |INTERVALNE |

Slika 1.1: Graficki prikaz podele slu¢ajnih promenljivih.

Slucajna promenljiva je jedan od osnovnih pojmova u statistici. Pomocu nje
mozemo proucavati odredene pojave. Skup svih elemenata na kojima se proucava
odredena pojava nazivamo statisticki skup ili populacija, a osobine po kojima se
elementi populacije razlikuju obelezja. Slucajna promenljiva predstavlja osnovni
matematicki model za obelezje. Osnovni zadatak statistike je odredivanje raspodele
ili funkcije raspodele posmatranog obelezja. Razlog za to je sto su sve informa-
cije vezane za sluc¢ajnu promenljivu sadrzane u njenoj funkciji raspodele. Analiza
podataka, ocenjivanje parametara, test statiske zavise od raspodele podataka.
Medutim, u nekim slucajevima nam nije poznat ni tip raspodele, pa se njeno
odredivanje vrsi na osnovu registrovanih vrednosti obelezja na svim elementima
populacije. S druge strane, u praksi je vrlo ¢esto dovoljno ukazati samo na neke
bitne parametre koji ilustruju posmatrano obelezje, odnosno bitne karakteristike
raspodele slucajne promenljive. Najveéi prakti¢ni znacaj imaju dve grupe para-
metara. U prvoj grupi su parametri koji reprezentuju centar rasturanjavrednosti
slucajne promenljive, a u drugoj grupi parametri koji mere to rasturanje oko centra
rasturanja.[9] Dakle, za opisivanje obelezja koriste se neke bitne karakteristike i
to najCeCe matematicko ocekivanje slucajne promenljive, koje spada u prvu grupu
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navedenih parametara i disperzija i standardna devijacija koja spada u drugu grupu
parametara.

Najcesce se desava da parametri obelezja nisu poznati, pa ih je potrebno oceniti.
Pre svega naves¢emo neke od bitnih karakteristika sluc¢ajne promenljive Y. Sa
E(Y) éemo oznacavati ocekivanu vrednost slu¢ajne promenljive ¥ (matematicko
ocekivanje ili prosek populacije). Disperzija ili varijansa populacije Var(Y) je
brojna karakteristika koja predstavlja meru odstupanja od srednje vrednosti,

Var(Y) = o = E[(Y — E(Y))?].

Kada je u pitanju uzorak od n subjekata imamo da je ocekivanje uzorka, u
oznaci Y, ocena proseka populacije:

Y =

S|

>
i=1

Kao ocena varijanse populacije koristi se:

1 & _
62 = > ¥i-Y)>
1=1

n—1

Deljenje sa n — 1 se koristi kako bi ocena bila nepristrasna.

Kovarijansa predstavlja meru koja pokazuje kolika je povezanost izmedu dve pro-
menljive, gde pozitivna vrednost ukazuje da se velike vrednosti jedne promenljive
poklapaju sa velikim vrednostima druge, a negativna da se velike vrednosti jedne
poklapaju sa malim vrednostima druge promenljive. Dakle, ako su Y; i Y; dve
slu¢ajne promenljive onda je kovarijansa izmedu njih

Cou(V;, ¥;) = EI(Y; — E(Yi)(Y; — E(Y;)]

Ocigledno je da kovarijansa izmedu dve iste promenljive predstavlja varijansu.
Neka sada y predstavlja vektor posmatranja:
!
y=1Iy v2 - Unl,
a Y vektor slucajnih promenljivih:
I
Y = [Yl Yo ... Yn] .

Dakle, pretpostavimo da imamo n nezavisnih slucajnih promenljivih Y7, Y5, ..., Y,
takvih da vazi E(Y;) = p; i Var(Y;) = 0? zai = 1,2,...,n. Neka je W slutajna

promenljiva koja predstavlja njihovu linearnu kobinaciju, t;j.
W = a1Y1 + GQY& + ...+ anYn,

gde sua;, v =1,2,...,n konstante. Tada je ocekivana vrednost sluc¢ajne promenljive
W data sa
E(W) = a1 + aspie + ... + apfin,
a njena varijansa
Var(W) = alo? + aios + ...+ a’o?

ngn'
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1.1 Normalna raspodela

Normalna raspodela predstavlja jedan od osnovnih uslova za sprovodenje param-
etarskih testova u statistici. Stoga su u ovom delu dati neki od osnovnih pojmova
normalne raspodele.

Ako slucajna promenljiva Y ima normalnu raspodelu sa sredinom p i varijansom
o2, u oznaci

Y : N(p,0%),
tada je njena funkcija gustine raspodele[9] data sa

1 (y—m)2
= 202

f(y) Tonaat : (1.1)
Normalna raspodela sa sredinom 0 i varijansom 1, Y : N(0, 1), se naziva stan-
dardna normalna raspodela. Rezultate ponovljenih posmatranja na istoj jedinki
potrebno je sagledati zajedno. Zbog toga nam je potreban slucajni vektor Y,
naveden ranije. Svaki element vektora Y je slucajna promenljiva koja ima normalnu

raspodelu sa oé¢ekivanjem j; i varijansom o?:

Yi: N(Mi70'i2)7

gdei=1,2,...,n.
Kovarijansa izmedu dve slucajne promenljive Y; 1 Y; je data sa

CO[U(}/ia }/j) = Pij0i05,
gde p;; predstavlja koeficijent linearne korelacije izmedu Y; i Yj.

Raspodelu jedne promenljive ¢esto nazivamo univarijantna raspodela, dok
u ovom slu¢aju imamo zajednicku raspodelu za normalno distribuirane slucajne
promenljive Y;, odnosno mulitivarijantnu normalnu raspodelu. Kako posma-
tramo sve elemente Y zajedno, mozemo zakljuciti da ¢e postojati veza izmedu
merenja na istoj jedinki u razli¢itim vremenskim trenucima. Stoga, za slucajni
vektor Y, oc¢ekivanu vrednost dobijamo kao oc¢ekivanje svakog elementa vektora Y

i to predstavljamo .

p=[EM) E(X) ... EM)].

Ocekivanu vrednost definiSemo kao
EY) = p.
Varijansno-kovarijansnu matricu V' definiSemo na slede¢i nacin:
E[(Y1 — pn)?] El(Yr —p)(Yo —p2)] -+ E[(Yr — p1)(Yn — pin)]

E[(Y2 = p2)(Y1 — pu1)] E[(Ya — p2)?] o E[(Ya = p2)(Ya — )]

. )

El(Ya — i)¥s — )] El(Va — po) (Yo — )] - E[(Ya - j1a)?]
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ili jednostavnije mozemo zapisati

2
%5 012 *°° Oi1n
2
021 g5 o O2n
V =
2
Oni On2 T [op

Matricu V' nazivamo kovarijansna matrica. Kako vaZi da je o;; = 0, za svako
1= 1,2,...,n1i7 = 1,2,...,n, matrica V je simetricna. Takode, matrica V je
kvadratnog oblika. Zapisujemo

Y N, V),
gde je ,
Y = [Yl Y ... Yn] .

Analogno se koeficijenti korelacije prikazuju u matri¢cnom obliku, gde ¢emo na di-
jagonali imati jedinice. Pretpostavimo da su Y7, Ys, ..., Y}, nezavisne i normalno dis-
tribuirane i nezavisne sluéajne promenljive Y; : N (i, 02) za i = 1,2,...,n. Tada je
sluc¢ajna promenljiva W, koja predstavlja linearnu kombinaciju kao i ranije, takode

1
normalno distribuirana i vazi:

W = iaiYi : N(i a; b, i a?o?).
i=1 i=1 i=1
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1.2 Uopstena inverzna matrica
Posmatramo jednostavan model:
X =A0+¢,

gde je X n-dimenzionalni slu¢ajni vektor, A matrica reda n x m, gde je m > n,
m-~dimenzionalni nepoznati parametar koji treba oceniti i € n-dimenzionalni vektor
slucajnih gresaka.

Kod resavanja sistema linearnih jednacina neretko se javlja problem da matrica A
nije punog ranga, a samim tim nije regularna matrica. To se desava kada imamo
manji broj jednacina od broja nepoznatih, tj. kada Zelimo da ocenimo m parame-
tara, a imamo n opservacija, pri ¢emu je n < m. U toj situaciji koristimo uopstenu
inverznu matricu.

Definicija 1.2.1 Uopstena inverzna matrica matrice A reda n X m je bilo koja
matrica G reda m X n za koju vazi:

AGA = A.

Za uopstenu inverznu matricu G matrice A koristi¢emo i oznaku A~.

Teorema 1.2.1 Neka je A reqularna matrica. Tada je mjena inverzna matrica
A1 § uopstena inverzna matrica i pri tome je jedinstvena.

Dokaz. Kako je A~' inverzna matrica matrice A vaZi:
AATTA=TA = A.
Neka je sada A~ bilo koja uopstena inverzna matrica matrice A. Tada

A" =TA T=(ATA)A (AA ) = A HAA A =A144 1 =41 ]

Teorema 1.2.2 Neka je GI(A) skup svih uopstenih inverznih matrica matrice A
i neka A~ € GI(A). Tada vaZi:

1. A~ A je idempotentna matrica, tj.
(A=A)* = A~ A,
2. Opéste resenje homogenog sistema jednacina AX = 0 je dato sa:
X=(A"TA-1)z,
gde je z proizvoljan vektor;
3. Opste resenje nehomogenog sistema jednacina AX =Y je dato sa
X=AY+(AA-1I)z,

gde je z proizvoljan vektor.
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Dokaz.
1. (A7A)2 = (A"A)(A~A) = A= (AA=A) = A~ A;
2. X = (A~ A —I)z je zaista resenje sistema AX = 0:

AX = A(A"A—T)z = A(A"Az — I2) = AA" Az — Az = Az — Az = 0

3. A7Y + (A~ A — I)z je zaista resenje sistema AX =Y :

AX = AAY+(AA-1)z)
= AATY 4+ A Az—1Iz)

AATY + AAT Az — Az

AATY + Az — Az

= AA7Y

Y = AX = (AA"A)X = (AA7)(AX) = AA"Y. |
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1.3 Kronekerov produkt

Definicija 1.8.1 Neka je A = (a;;) matrica, gde i = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n.
Tada je za bilo koju matricu B Kronekerov produkt A ® B blok matrica ¢iji su
blokovi (a;;B) gde i =1,2,...,m, i j =1,2,...,n.

Primetimo da ako je matrica A dimenzije m X n, a matrica B dimenzije p X gq,
onda je Kronekerov produkt A ® B matrica dimenzije mp X ng. Na primer, ako za
matricu A uzmemo jedini¢nu, tj. A = I,,,, a za matricu B matricu koja sadrzi sve
jedinice, tj. B = 1,, onda kao Kronekerov produkt dobijamo:

A® B =diag(1,,...,1,).

Neke od osobina[4] Kronekerovog produkta su sledece:

(A1 +A2)@ B=A1® B+ A, ® B.

e A® (B1+B2) =A® B+ A® Bs.

e c®A=A®c=cA, gde je c realan broj.

e A (B®C(C)=(A®B)®C.

e (A®B) =A"®B.

e Ako je A blok matrica, tj.

A=A A |,

onda vazi:

[Al As ]®B:[A1®B A, ® B ]

Medutim ako je B blok matrica, onda vazi:

A® [ B By, |#[A®B1 A®B, |.

o (A1 ® B1)(A2 ® By) = (A1 A2) ® (B1By).

e (A®B)"! = A1 ® B7!, gde su A i B regularne matrice.
o rank(A® B) = rank(A)rank(B).

o tr(A® B) = tr(A)tr(B).

e Ako su A i B matrice dimenzije m X m i n X n respektivno, onda vazi:
|A® B| = |A["™|B|".

e Karakteristitni koreni Kronekerovog produkta A ® B su svi moguéi proizvodi
karakteristi¢nih korena matrica A i B.
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Mesoviti linearni modeli

Kako bi razumeli meSovite linearne modele potrebno je poznavanje linearnih
regresijskih modela ¢iji je opsti oblik y = X3 + ¢, gde je y vektor posmatranja, X
poznata kovarijansna matrica, 8 vektor nepoznatih koeficijenata i € vektor slucajnih
gresaka. U ovakvom modelu se smatra da su regresijski koeficijenti fiksni. Medutim,
postavlja se pitanje Sta se deSava kada su u model ukljuceni i slucajni efekti. U
linearnim mesovitim modelima uklju¢uju se, pored fiksnih i sluc¢ajni efekti, Sto
nam omogucava kontrolu dodatnih izvora varijabilnosti. Pored toga, razmatra-
njem odnosa fiksnih i slu¢ajnih efekata mozemo detaljnije ispitati odredenu pojavu.
Ukljucivanje sluc¢ajnih faktora u model je tipi¢no za merenja koja su korelisana. U
poljoprivredi, medicini, psihologiji merenja se Cesto vrSe na individuama tokom
vremena, Sto dovodi do povezanosti izmedu samih merenja, posebno ako je razmak
izmedu tih merenja relativno mali. Kod uzgoja zivotinja moze biti povezan npr.
prinos mleka kod mle¢nih krava koje poticu od istog oca, sto je kasnije i razmatrano
na jednom od primera.

Pretpostavimo sada da je svaka individua povezana sa nekim sluc¢ajnim efektom,
na kojem nije vrseno posmatranje. Neka je sa y;; oznaceno posmatranje i-te indi-
vidue u vremenu j i neka je «; slucajni efekat povezan sa i-tom individuom. Pret-
postavimo da posmatranje vrsimo na m individua u k vremenskih trenutaka. Kako
bi pojednostavili smatracemo da se merenja vrse istovremeno na svakoj individui,
u istim vremenskim intervalima. Tada imamo model:

/
Yij = @B + a; + €45,

gde je x;; poznati vektor, 8 vektor nepoznatih regresijskih koeficijenata. Pret-
postavljamo da su slucajni efekti oy, i slucajne greske ¢;;, gde i = 1,2,...,m,
j = 1,2,...,k, nezavisni i jednako rasporedeni sa sredinom nula i varijansama 72
i o2, respektivno. Pored toga smatramo i da su sluc¢ajni efekti i slu¢ajne greske
medusobno nezavisni. Odavde proizilazi da je korelacija izmedu dva merenja na
istoj individui 72/(72 4 ¢2), pri é¢emu su posmatranja na razli¢itim individuama
nekorelisana. Ovaj model je specijalni slucaj longitudinalnog mesovitog linearnog
modela o kome ¢ée biti rec¢i kasnije. Dakle, za sada zelimo opstiju klasu modela.[4]
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Generalno se mesoviti modeli mogu predstaviti:
y=XB+Za+e¢ (2.1)

gde su:

y vektor posmatranja;

B vektor nepoznatih regresijskih koeficijenata koje jos nazivamo i fiksni efekti;

« vektor slucajnih efekata;

e vektor sluc¢ajnih gresaka;

X, Z su poznate martice, koje povezuju elemente vektora [ i o sa elementima
vektora y.

Elementi vektora (8 predstavljaju fiksne, dok elementi « predstavljaju slucajne
efekte populacije, gde nam je poznata varijansno - kovarijansna struktura. Osnov-
ne pretpostavke statistickog modela (2.1) su da sluCajni efekti i greske imaju
ocekivanje nula i kona¢nu varijansu. Varijansu ovih promenljivih oznac¢imo sa:

G =Var(a),

R =Var(e).

Takode pretpostavljamo da su « i € nekorelisane.
Dakle, ocekivanja slucajnih promeljivih su:

Ela) = 0
E( = 0
E(ly) = E(XB+Za+e)

E(XB)+ E(Za)+ E(¢)
XE(B)+ ZE(a) + E(e)
- X3

Varijansno-kovarijansnu strukturu obi¢no predstavljamo kao:

][ 3

gde su G i R poznate, pozitivno definitne matrice.
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Dakle,

Var(y)

Cou(y, @)
Couv(y, €)

Var(Xp+ Za +¢)

Var(Za +¢)

ZVar(a)Z'+ Var(e) + ZCov(a,e) + Cov(e, o) Z’
ZGZ'+ R

ZG

R

13
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2.1 Kilasifikacija mesovitih linearnih modela

Jedan od nacina klasifikacije mesovitih linearnih modela jeste na osnovu pretpo-
stavke o raspodeli podataka. Pretpostavka o normalnoj raspodeli slucajnih efekata
i gresaka nam uglavnom omogucava vise fleksibilnosti u modeliranju.

2.1.1 Gausovi mesSoviti linearni modeli

Kod Gausovih mesovitih linearnih modela osnovna pretpostavka je da slucajni
efekti i greske imaju normalnu raspodelu. Naves¢emo neke od osnovnih modela
ovog tipa.

1. ANOVA je jedan od najranijih Gausovih mesovitih modela koji se spominju
u literaturi. ANOVA podrazumeva analizu varijanse.

e (One way random effects model) Ovaj model se naziva model sluc¢ajnih
efekata iz razloga $to nam je nepoznata sredina populacije.[4]
Pretpostavimo da imamo merenja y;;, gde ¢t =1,2,...mij=1,2,... k;.
Takode, neka merenja y;;, za svako 7 i j, zadovoljavaju model:

Yij = B+ a; + &y,

gde je u nepoznata sredina, «;, i = 1,2, ...,m slucajni efekti normalno
distribuirani, tj. p: N(0,72) i ;; greske,takode sa normalnom raspode-
lom ¢;; : N(0, o?). Pri tome smatramo da slu¢ajni efekti i greske neza-
visni. Uobicajeno je da su nam njihove varijanse nepoznate. Cilj nam
je sve ovo prikazati pomo¢u modela (2.1). Dalje, neka je y;; gde
j = 1,2,..., k; vektor kolona posmatranja za i-tu grupu. Analogno je
ie; = (gi5);, gde j =1,2,...,k;. Sada mozemo zapisati

y=1[ ¥ - Unl
a=(w),i=1,2,...,m,
e=[el e ... en].
Lako se moze pokazati da se za odgovaraju¢e X i Z i 8 = p model moze
iskazati pomo¢u (2.1) pri ¢emu

o N(O,T2Im),

£: N(0,0%I,),

gde je n = Xk;. Specijalno, ako vazi da je k; = k za svako ¢ onda
govorimo o balansiranom modelu.[4] U tom slu¢aju se matrice X i Z
mogu prikazati kao:

Z = Im & 1k:a

gde je ® oznacava Kronekerov produkt, objasnjen ranije.
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o (Two way random effects model) U ovom sluCaju pretpostavljamo da
merenja y;;, gde i = 1,2,...,m i j = 1,2,..., k zadovoljavaju model:
Yij = b+ &+ + &

za sve ¢ i j, gde je p ponovo sredina populacije, &, ¢ = 1,2,...,m i
15,3 = 1,2,...,k su nezavisni slucajni efekti, a €;; su nezavisne sluc¢ajne
greske. Sada imamo sledeée raspodele:

gi : N(O77—12)7
ni : N(0,73),
Eij * N(0702)‘

Takode, ponovo pretpostavljamo da su slucajni efekti i greske nezavisni.
Generalno se ANOVA model pomocu (2.1) definiSe tako da

o= Zl()él + ZQO[Q —+ ...+ ZSOZS,

gde su 7, Z,,...,Zs poznate matrice, aj,qs,...,as vektori slucajnih
efekata. Pretpostavka je da su «y, za svako i nezavisni sa raspodelama
N(0,7?). Komponete & su nezavisne sa raspodelom N(0,0?). Takode,
aq,Qs, ..., A, € SU Nezavisni.

Skup 72 i 02 u ANOVA modelima nazivamo varijanse komponenti.
ANOVA model je generalno balansiran ako se matrice X i Z;, i =
1,2, ...,s, mogu predstaviti kao X = ®f:+11 141 Z; = 7:-5-11 15;1’1, gde
(al,...,al) € Sw+1 = {0’1}w+1 s (bi,la---;bi,w+1) €S C Syt1. ny pred-
stavlja broj broj nivoa faktora [, [ = 1,...,w, pri ¢emu imamo da je
as+1 = 11ida je bj o411 =1 za svako i.

Za prvi primer imamo vrednosti w =1, ny =m, no = ki S = {(0,1)}
dok u drugom navedenom primeru imamo da je w = 2, ny = m, no =k,
n3 = 1, dok je skup S u tom slucaju {(0,1,1), (1,0,1)}.[4]

2. Longitudinalni model. Naziv ovog modela potice od toga Sto se najcesce
koristi za analizu longitudinalnih podataka, tj. takvih podataka gde je neka
karakteristika ili osobina merena na istom subjektu vise puta. Analizu takvih
podataka nazivamo longitudinalne studije. Takve studije mogu biti eksperi-
mentalne (kontrolisani uslovi) i posmatracke (nekontrolisani uslovi). Kada su
u pitanju ovakvi podaci, posmatracke studije imaju siru upotrebu. Vreme
prikupljanja podataka moze biti izrazeno razli¢itim jedinicama, godinama,
semestrima, mesecima, danima, itd. Periodi¢nost prikupljanja podataka
moze biti ista ili razli¢ita, te stoga razlikujemo fiksni i fleksibilan raspored
prikupljanja podataka. Treba uzeti u obzir da su merenja na istom subjektu
u korelaciji.[4] Generalno se longitudinalni mesoviti model moze predstaviti:

Yi = XMB + Ziozi + Ei,i = 1,27 ... m

gde su y; vektor posmatranja na i-toj individui, X; i Z; poznate matrice,
B nepoznati vektor regresijskih koeficijenata, «; vektor slucajnih efekata i ¢
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vektor slucajnih gresaka. Pretpostavlja se da su «a; i €; nezavisni za svako
1 =1,2,...m, pri ¢emu vazi:

Q; N(O,Gl),

g; : N(0, R;),
gde su kovarijansne matrice G; i R; poznate do na vektor varijanse kompo-

nenti 6.

3. Marginalni model. Gausov mesoviti model se moze prikazati pomoéu margi-
nalne raspodele. Uzimajuéi u obzir model (2.1) i normalnost dobijamo:

y:N(XB,V), V=R+2GZ (2.2)

Dakle, ovo je jednostavniji prikaz mesovitog modela. Za ANOVA model
imamo da je V = 02, + >.;_, 02Z;Z!. Nedostatak ovog modela jeste §to
sluéajni efekti nisu eksplicitno definisani.[4] Neretko slucajni efekti imaju
prakti¢no znacenje, pa zakljucci o njima mogu biti od interesa.

GAUSOVI
| | |

| ANOVA | | LONGITUDINALNI | | MARGINALNI |

|ONE WAYREM| [TWO WAY REM |

Slika 2.1: Klasifikacija Gausovih mesovitih linearnih modela.

2.1.2 Ne-Gausovi mesSoviti linearni modeli

Osnovna karakteristika ovih modela je da slucajni efekti i greske nemaju normalnu
raspodelu. Pretpostavka o njihovoj nezavisnosti ostaje nepromenjena.

1. ANOVA. Ne-Gausov mesoviti linearni model se takode definise sa (2.1) gde

su «; slucajni efekti sa sredinom 0 i varijansom Tf, i =1,2,...,s. Kompo-

nente vektora e takode imaju sredinu 0, a njihova varijansa je o2. 1 u
ovom slucaju vazi pretpostavka da su aj, as, ..., s, € nezavisni. Sve osta-
le pretpostavke su iste kao i u Gausovom mesovitom modelu. Neka je sa
F;,i = 1,2,...,s oznacena zajednicka distribucija komponenti a;, a sa G
komponenti e. Tada ako parametarske forme Fy, Fy, ..., Fs, G nisu poznate,
onda distribucija sluc¢ajne promenljive y nije odredena do na skup parametara.
Sve dok nije ispunjena pretpostavka o normalnosti nije moguce distribuciju
od y analiticki predstaviti.[4]
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2. Longitudinalni model. Gausov longitudinalni mesoviti model se takode moze
prosiriti na ne-Gausov, ukidanjem pretpostavke o normalnosti. U slucaju
ovog modela se pretpostavlja da su y1, y2, ---, Ym nezavisne slucajne promenlji-
ve i da su «; i €; nekorelisane za svako i. Pri tome imamo da:

E(a;)=0 Var(a;) = Gy,
E(&i) =0 Var(ei) = Rz

Ponovo imamo da se distribucija slucajne promenljive y ne moze u potpunosti
navesti do na skup parametara.[4]

3. Marginalni model. Ovo je mozda najopstiji model od dosad navedenih tipova.
U ovom modelu se pretpostavlja da slu¢ajna promenljiva y zadovoljava:

E(y)=Xp  Var(y) =V,

gde nam je matrica V poznata do na vektor #. Ovaj model je nastao od
Gausovog modela izbacujuéi pretpostavku o normalnosti. I dalje je glavni ne-
dostatak Sto slucajni efekti nisu reprezentovani. Stoga, manjak pretpostavki
u ovom modelu, tj. njegova opsStost znatno otezava procenu osobina oce-
njivaca.[4]

NE-GAUSOVI
| | |

| ANOVA | | LONGITUDINALNI | | MARGINALNI |

Slika 2.2: Klasifikacija Ne-Gausovih mesovitih linearnih modela.



GLAVA 2. MESOVITI LINEARNI MODELI 18

2.2 Metodi ocenjivanja za (Gausove modele

Kroz istoriju su postojali mnogi metodi za ocenjivanje kada su u pitanju Gausovi

linearni mesoviti modeli. U ovom poglavlju ¢emo paznju usmeriti na dva stan-

dardna metoda ocenjivanja, a to su su metod maksimalne verodostojnosti (Mazimum
Likelihood - ML method) i limitiran metod maksimalne verodostojnosti (Restricted

Mazimum Likelihood - REML method).

1. Metod maksimalne verodostojnosti je definisao i razvio engleski sta-
tistiCar Ronald Fisher jo§ pocetkom dvadesetog veka.[4] On je predlozio da se
za ocenu parametara uzima ocena koja daje najvetu verovatnocu realizacije
uzorackih podataka. Ipak, za meSovite linearne modele ga koriste tek Hartley
i Rao(1967). Glavni razlog za to je $to ocenjivanje varijansi u mesovitom
modelu nije bilo jednostavno.

Znamo od ranije da za Gausove linearne mesovite modele vazi:
y: N(XB,V), V=R+ZGZ'.
Tada je zajednicka funkcija gustine raspodele data sa

1 1 -1
_ —3(y=XB)'V™ (y—XB)
- n e 2 )
f(y) (271_)5 V|%

gde je n dimenzija slucajnog vektora y. Dalje je logaritam funkcije:

Y- X8V - XB),

1
1(5,6) = ¢ — Slog (V) -

gde 0 predstavlja vektor varijansi komponenti, a ¢ neku konstantu.

Diferenciranjem funkcije I(8, ) po parametrima dobijamo sledece:

ol

_v/'v—1, _ v/yy—1
a—B_XV y— X'V1Xg, (2.3)
or 1 OV OV
g5 = 30— XOY VTGV Ty XB) — (VI )], (24)

gde je 6, r-ta komponenta vektora 6, r = 1,2, ..., q.

Standardna procedura pronalazenja ML ocene podrazumeva resavanje sistema
jednacina
o
B

=0, r=1,2,..q.

0,

00,
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Medutim takva resenja ne moraju biti nuzno ocena dobijena metodom maksi-
malne verodostojnosti, Sto ¢emo videti kasnije.

Neka je sada § vektor dimenzije p. Radi jednostavnosti pretpostavimo da
je matrica X punog ranga (po kolonama), tj. rank(X) = p. Neka je (8, 0)
MLE, tj. ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti. Tada iz
(2.3) dobijamo:

B — (X'V_IX)_lX/V_ly,

gde je V = V(é), odnosno u V' su komponente varijansi zamenjene njihovom
ocenom.
ML ocena za 8 dobija se ubacivanjem ocene za 6 u izraz (2.4).

Lako je pokazati da ocena metodom maksimalne verodostojnosti za 6 zado-

voljava
ov oV
'P—Py = -1 =1,2,..
yPog Py tr(V 80r)’ r=12,..4q,
gde je
P=V 'V Iix(XVv1ixX)'x'v-i (2.5)

Stoga je Cesto procedura da se prvo resi (2.5), a da se potom § dobije iz (2.4).

Ocene dobijene metodom maksimalne verodostojnosti mogu biti i neefikasne i
pristrasne. Ipak zna se da pod nekim uslovima ova ocena moze biti asimtotski
efikasna i da moze imati asimtotski normalnu raspodelu.

2. Metod limitirane maksimalne verodostojnosti se razvio iz razloga sto
ocena dobijena metodom maksimalne verodostojnosti ne mora biti konzis-
tentna ocena. Neyman i Scott(1948) su radili na jednom problemu u cilju
da pokazu da kada se povecava broj parametara sa velicinom uzorka, ocena
dobijena metodom maksimalne verodostojnosti ne mora biti konzistentna.[4]
Pretpostavimo sada da imamo dva posmatranja koja su sakupljena na m indi-
vidua. Neka je p; sredina za i-tu individuu i neka su posmatranja nezavisna
i normalno distribuirana sa varijansom o2. Cilj nam je oceniti varijansu 2.
Posmatramo model:

Yij = M + Eij,
gde su €;; nezavisni i normalno distribuirani, sa sredinom 0 i varijansom
o2. Ovaj model se moze posmatrati kao specijalni slu¢aj meSovitog linearnog
modela (2.1), kada je Z = 0. Moze se pokazati da MLE u ovom slucaju
nije konzistentna ocena. Taj problem je vezan za to Sto MLE generalno
nije nepristrasna ocena. Ta pristrasnost se ne moze ukloniti sa pove¢anjem
uzorka, ako je broj fiksnih parametara proporcionalan sa veli¢cinom uzorka.
Problem je sto nam fiksni efekti nisu od interesa, a sa druge strane nam
smetaju pri ocenjivanju varijanse. Potreban nam je model koji se neée baviti
parametrima koji nisu od interesa, nasuprot metodi ML kojom se ocenjuju
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svi parametri u modelu. Dakle, neka imamo m + 1 parametar, pri ¢emu
parametri pq, ..., iy nisu od interesa, tj. jedini cilj nam je oceniti varijansu.
Broj parametara je proporcionalan veli¢ini uzorka koja iznosi 2m.

Kako bi eliminisali fiksne efekte izvrsicemo jednostavnu transformaciju na
podacima.[4] Neka je

Zi = Yil — Yi2-
Osnovna razlika je Sto su sada fiksni efekti ukljuceni u raspodelu slucajnih
promenljivih z;, ¢ = 1,2,...,m. Nakon transformacije imamo m opazanja i
samo jedan parametar koji ocenjujemo. Lako je uociti da zq,..., 2, imaju
normalnu raspodelu sa sredinom 0 i varijansom 202. Moze se pokazati da
¢e ocena metodom maksimalne verodostojnosti zasnovana na ovim podacima
biti konzistentna.[4]
Sada ¢emo dati uopsten postupak dolazenja do REML ocene. Pretpostavimo
b.u.o da rank(X) = p i neka je A matrica dimenzije n x (n — p) takva da

rank(A) =n —p, A'X =
Dalje, neka je z = A’y. Ocigledno vazi:
N(0,A'V A).

Tada je zajednicka funkcija gustine verovatnoce za z data sa:

1 17 / —1
fR 2) = — e~ 2% (A'VA) z7
) (2m) =" AV A2

gde R u indeksu oznacava restrikciju. Dalje je log-verovatnota u oznaci [p

dat sa: 1 1
Ir(0) =c— 510g(|A’VAD - 52’(A'VA)712, (2.6)
gde je ¢ neka konstanta. Diferenciranjem ove fukcije dobijamo:
813 , aVv
P P P
{ ( ael )}7

gde je i = 1,2, ...q, pri ¢emu je g dimenzija vektora varijansi 6, a
P=AAVA) A =V VXXV X))t XxV—h

REML ocena za 6 dobija se maksimiziranjem funkcije (2.6). Analogno, kao
i u slu¢aju ML ocene, maksimum se dobija reSavanjem jednacina:

Olr
00;

=0, i=1,2, ..q.
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Bitno je napomenuti da REML ocena ne zavisi od A. Moze se pokazati da
ako A zamenimo matricom B = AT, gde je T bilo koja regularna matrica
reda (n — p)(n — p), REML ocena se neée promeniti. Dakle, matrica A nije
jedinstvena. To je vazno jer ocena ne zavisi od transformacije koju smo

izabrali.
U posmatranom primeru, za transformaciju z; = y;1 — v;2, matrica A bi
izgledala:
1 -1 0 0 0o 0]
0 0 1 -1 0 O
A=
o o 0 o0 --- 1 -1

Medutim mozemo izvrsiti i bilo koju drugu transformaciju sa B = AT, gde
je T regularna matrica dimenzije m x m, a pri tome se ocena dobijena ovim
metodom nece promeniti.[4]

Treba imati na umu da se ovom metodom procenjuje iskljuc¢ivo varijansa.
Parametri 8 se ne ocenjuju jer su oni eliminisani pre ocene. Uprkos tome,
[ nekada dobija na isti nac¢in kao i u metodu maksimalne verodostojnosti.
Ocenu za 8 dobijamo tako S$to u izraz za ML ocenu za B uvrstimo V = V(é)7
gde je 6 ocena dobijena REML metodom. Takava ocena se nekad naziva
"REML ocena”[4] za £.
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2.3 Metodi ocenjivanja za ne-Gausove modele

Prethodne metode su se zasnivale na pretpostavci o normalnoj raspodeli. Medutim
u praksi to Cesto nije slucaj. Postoje razni realni primeri koji ne zadovoljavaju
normalnu raspodelu. Iz tog razloga u ovom poglavlju ¢e biti razmatrani metodi
ocenjivanja za ne-Gausove mesovite linearne modele. Kako ne postoji generalni
metod, razmotricemo neke pojedinacne slucajeve.

2.3.1 Longitudinalni linearni mesoviti modeli

1. Metod ponderisanih najmanjih kvadrata ( Weighted Least Squares-WLS)
se koristi u analizi longitudinalnih podataka za ne-Gausove longitudinalne lin-
earne mesovite modele koje smo ranije razmatrali.

Pretpostavimo da se podaci prikupljaju na individuama tokom vremena. Sa y
oznacimo vektor zapazanja koja mogu biti u korelaciji.[4] Neka je X poznata
matrica i b.u.o pretpostavimo da je X punog ranga kao i da vazi

E(y) = Xp,

gde je 8 vektor nepoznatih regresijskih koeficijenata. Tada se WLS ocena za
[ dobija minimizacijom izraza

(y— XB)W(y - XB), (2.7)

gde je W poznata simetricna ponder matrica. Tada je za regularnu matricu
W minimum dat sa

Bw = (X'WX) ' X' Wy. (2.8)

Kada za matricu W izaberemo jedini¢nu matricu dobijamo obican metod
najmanjih kvadrata i u tom sluc¢aju je ocena parametra 3

Br=(X'X)"1X"y. (2.9)

S druge strane poznato je da je optimalan izbor matrice W ustvari matrica
V=1 gdeje V = Var(y). U tom slué¢aju dobijamo najbolji linearni nepristra-
san ocenjivac

Beroe = (X'V1X)1X'y. (2.10)

Medutim kada je matrica V' nepoznata, nije moguce izracunati Sy g ocenu.
U slucaju kad je 8 poznato mozemo oceniti V. Tada je nepristrasan, ali ne i
konzistentan ocenjivac za V' dat sa

V=(y—XB)(y— XB)

Ako je V u potpunosti nepoznat, onda imamo % nepoznatih parametara

koje treba oceniti. Medutim, u tom sluc¢aju i ne ocekujemo da ¢emo imati
konzistentan ocenjivac jer bi nam neke informacije iz V' morale biti dostupne.

Radi jednostavnosti sada ¢emo razmotriti specijalan balansiran slucaj. Dakle,
pretpostavimo da su podaci sakupljeni na istom skupu vremenskih trenutaka.
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Neka je y;; predstavlja posmatranje na i-toj jedinki u vremenskom trenutku
t;, gde j =1,2,...,k i neka je
Yi = (Yig)1<j<k,
gde su y1, Y2, ..., Ym medusobno nezavisni, j = 1,2, ...,m, i vazi
E(y:) = X; Var(y:) = Vo,

gde je Vo = (vgr)1<qr<k POznata kovarijansna matrica. Ako je k fiksno
mozemo naci konzistentan ocenjivac. Specijalno ako je § poznato konzisten-
tan ocenjivac ¢e biti

V = diag(Vy, ..., Vo), (2.11)
gde je
- 1
Vo = E(yi - Xif)(yi — XaB)'. (2.12)

Sustina je u tome da ako nam je poznato V mozemo koristiti BBLUE iz 2.10,
kao ocenu za 3. S druge strane, ukoliko nam je poznato 3, ocenu za V dobi-
jamo jednostavno iz (2.11) 1 (2.12).

Medutim, jasno je da postoji direktna veza izmedu ovih parametara koji se
trebaju oceniti, ali se postavlja pitanje sta mozemo uraditi ako su nam i V
i 8 nepoznati. U tom sluc¢aju posmatramo iterativni postupak. Pocetni za-
datak je oceniti 8 obi¢nom metodom najmanjih kvadrata. Potom se tako
dobijena ocena f; uvritava u (2.11), kao bi dobili ocenu za V. Dalje na-
stavljamo postupak tako sto dobijenu ocenu V vra¢amo u izraz (2.10) kako
bi dobili slede¢u ocenu za . Ovaj postupak nazivamo iterativni postupak
ponderisanih najmanjih kvadrata i oznacavamo sa I-WLS.[4]

Moze se pokazati da ako vazi pretpostavka o normalnosti i ovaj postupak
konvergira, onda se grani¢na ocena poklapa sa ocenom metodom maksimalne
verodostojnosti.[4]

2. Jackknife metod je prvi uveo Quenouille(1949), a kasnije ga je razvio
Tukey(1958).[4] Za sada znamo da iterativni postupak I-WLS konvergira oce-
nama za 8 i V. Glavni cilj je dobiti efikasniju ocenu. U tom slucaju ocenu
za X = Var(ﬁ) mozemo dobiti zamenom V sa V u kovarijansnoj matrici
(X'V71X)~1t iz (2.10). Medutim kako nije uzeta u obzir dodatna vari-
jacija uzrokovana ocenjivanjem V', ocena X Ce verovatno potceniti realnu
varijansu.[4]

S druge strane, za ocenjivanje pristrasnosti i varijanse ocene nepoznatog
parametra mozemo koristiti jackknife metod. Prednost ove metode je Sto
se moze koristiti za razlicite metode ocenjivanja parametara.

Glavna ideja ovog metoda je da se uzorak podeli na odreden broj grupa. Broj
grupa moze varirati, ali je u praksi najces¢i slucaj da se uzorak deli na ono-
liko grupa koliki je obim uzorka. Potom se prave novi uzorci na taj nacin sto
sve grupe osim jedne ulaze u uzorak. Ako je veli¢ina grupe jednaka jedinici,
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onda se postupak svodi na izbacivanje jednog elementa iz uzorka. U ovom
postupku dobija se uzorak obima za jedan manji od polaznog, pri ¢emu broj
elemenata polaznog uzorka ostaje nepromenjen.

Posmatrajmo sada ne-Gausove modele. Pretpostavimo da je vektor ¢ =
(8',0") ocenjen sa 0, gde je ) M-ocena koja je redenje sledeée jednaéine:

m

S £, :) + a(w) =o. (2.13)

i=1

fi 1 a su vektor vrednosti iste dimenzije kao i ¢, takve da je E(f;(¢,y;)) =
0, za i = 1,2,..m. M-ocena podrazumeva na primer ML i REML ocene
kao granice iterativnog postupka ponderisanih najmanjih kvadrata. Sada iz
uzorka izbacujemo i-ti element i dobijamo ocenu 1/3_1- kao resenje jednacine

m

Z fi(h, yi) + a—i(¥) = 0. (2.14)
i=1

Neka je

¥ = Var(¥),

asimptotska kovarijansna matrica za ocenu 1& Tada je jackknife ocena za ¥ data

Sa
m
m—1 ~ A~ A ~

Siack = —— Y (Yoi — ) (s — D). (2.15)

m :
=1

Jiang i Lahiri(2004) su pokazali da je ocena iz (2.15) dobijena jackknife metodom
konzistentna.[4]
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2.4 Procena slucajnih efekata

2.4.1 BLUP

Dok se kod ocenjivanja fiksnih efekata koristi najbolji linearni nepristrasni ocenjivac
BLUE (Best linear unbiased estimator), s druge strane se kod ocenjivanja sluc¢ajnih
efekata koristi najbolji linearni nepristrasan prediktor BLUP (Best linear unbiased
predictor). Najbolji prediktor podrazumeva minimizaciju srednje kvadratne greske
(Mean squared error - MSE). Nepristrasnost podrazumeva da je E(&) = a. Ovaj
nac¢in predvidanja ima dugu istoriju koju je zapoc¢eo Charles Roy Henderson(1948)
u toku svog istrazivanja vezanog za uzgoj zivotinja (animal breeding[4]). Kasnije
je Robinson(1991) detaljnije izveo BLUP sa nekoliko primera i njegovom primenom.

Osnovni problem jeste predvideti funkciju:

KB+ Ma

Prvo ¢emo razmotriti na koji nacin se vrsi predvidanje kada su nam fiksni efekti i
varijanse komponeti poznati. Tada je najbolji prediktor, u smislu minimalne MSE,
dat pomoc¢u uslovne sredine:

E(M'aly) = M'E(aly).

Najbolji prediktor moze biti linearan ili nelinearan. Nelinearni prediktori su ¢esto
teski za izvodenje, pa je stoga njihova upotreba veoma ograni¢ena. Mi ¢emo se
bazirati na linarne prediktore. U tom slucaju potrebno nam je da znamo ocekivanje
i varijansu slucajne promenljive y.
Neka je

Var(y)=Z2GZ'+ R=1V.

Ako pretpostavimo normalnost imamo:

HEFAREA

Tada je najbolji prediktor za M’a:
M'GZ'V=y — XB).
Nekada se najbolji prediktor za M’« dobija kao najbolji prediktor za
n=Kpg+ M a:
g =K'B+MGZ'V~y— XB), (2.16)

Pri tome se B u formulaciji BLUE odnosi na najbolji (Best) prediktor.
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Moze se pokazati da je 175 najbolji linearni prediktor za 7 i to bez pretpostavke
o normalnosti. Medutim, u sluc¢aju kada su nam fiksni efekti nepoznati, pri cemu su
nam poznate varijanse, ne mozemo koristi (2.16) kao prediktor. Tada je uobic¢ajeno
zameniti  sa ocenom B , $to dobijamo pomo¢u metoda maksimalne verodostojnosti,
pri ¢emu koristimo pretpostavku o normalnosti.
Dakle,

B=XVIX)TIX'VYy (2.17)

Poznato je da je 37 definisan na ovaj nacin, najbolji linearni nepristrasan ocen-
jivac ¢ije izvodenje ne zahteva normalnost.
Henderson(1973)[4] je pokazao da ako u (2.16) 8 zamenimao sa 3 dobijamo najbolji
linearni nepristrasni prediktor za 7, gde najbolji podrazumeva da ima minimalnu
srednje kvadratnu gresku od svih linearnih nepristrasnih prediktora gde je:

MSE(#) = E[(% —n)(H —n)'].
Dakle, ponovo smo dobili prediktor bez pretpostavke o normalnosti:
iprup = K'f+ M'GZ'V"!(y - XP), (2.18)
gde je B najbolji linearni nepristrasni ocenjiva¢ - BLUE iz (2.17), a:
a=GZ'V -y — Xp), (2.19)
koji se takode zove BLUP za slucajne efekte a.

Originalno Hendersonovo izvodenje BLUP-a zasniva se onome S$to on naziva
zajednicka procena maksimalne verodostojnosti fiksnih i sluc¢ajnih efekata. Ako
posmatramo Gausov mesSoviti model (2.1), gde

a: N(0,G)

e:N(0,R)

i slucajni efekti i greske su nezavisni, a matrice G i R regularne, onda se moze
pokazati da se logaritam zajednicke funkcije gustine za « i y moze prikazati kao:

c— %[(y—Xﬂ—Za)’R_l(y—Xﬂ—Za)+a’G_1a] (2.20)

gde je ¢ neka konstanta. Henderson(1950) je predloZzio da se do maksimalnog
verodostojnog ocenjivaca dode diferenciranjem po « i 5 i izjednacavanjem tih izvoda
sa nulom. Na taj nacin se doslo do mesovitog modela jednacina, oblika

X'R1X X'RZ g1 [ X'R 'y
Z’R'X Z'R'Z+G ' | a| | ZR Yy |

Kao reSenja ovog modela jednac¢ina dobijamo upravo (2.17) i (2.19). Kasnije
je Henderson(1963) pokazao da takvo reSenja zaista i jeste BLUP. Harville(1990),
kao i Robinson(1991) su takode dali svoj pristup u pokazivanju najboljeg linearnog
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nepristrasnog prediktora. Ono $to je specificno jeste da ovakav prediktor ne zahteva
normalnost pa se moze primeniti i na ne-Gausove mesovite modele. Konacno je
dokaz da je BLUP najbolji linearni nepristrasan prediktor dao Jiming Jiang(1998)
koji se bazira na uporedivanju gresaka.

Sada ¢emo prikazati jedan primer koji je dao Robinson(1991)[4] kako bi ilustrovao
BLUEi BLUP [4].

Primer 2.4.1 Posmatramo prinos mleka kod mlecnih krava pri cemu su genetski
uticaji oca uzeti za slucajne efekte, a uticaj stada za fiksne efekte. Primenjujemo
meSoviti linearni model. Efekte stada oznacavamo sa B, j = 1,2,3 , a sa ay,
1=1,2,3,4 oznacavamo uticaj oceva A, B, C'i D. Za matricu R uzimamo jedinicnu
matricu, a za G jedini¢nu matricu pomnozZenu sa 0.1. Pretpostavijamo da su ocevi
nepovezani i da su varijanse:

2 = Var(o),

o? = Var(e;j).

Podaci su dati u sledeéoj tabeli:

Stado 1 1 2 2 2 3 3 3 3
Otac A D B D D C c D D
Prinos mleka | 110 | 100 | 110 | 100 | 100 | 110 | 110 | 100 | 100

MeSoviti model jednacina u matricnom obliku[4] izgleda:

200 1 0 0 1 B 210
0300 1 0 2 Ba 310
004 0 0 2 2 s 420
10011 0 0 O0f|q |=]110],
010 0 11 0 0] a 110
002 0 0 12 0| 220
112 0 0 0 15/ [ ¢ | | 500 |

Kao resenje ovog modela jednacina, pomocéu programskog paketa MATLAB dobi-
jamo:

B=105.64 104.28 10546 |,
a=1[04 052 076 —1.67]".
Dakle, najbolji prediktor za K’f3 + M'a mozemo zapisati:
A=K'B+MGZ'V~ ' y—Xp)
gde je K'B najbolji, linearni, nepristrasni (BLUE) ocenjiva¢ za K'f.

Pojam nepristrasnosti je malo drugaciji kada je u pitanju prediktor, jer je potrebno
oceniti kako « tako i linearnu kombinaciju /.
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Ocekivanje prediktora L'y je:

E(R) = E(K'B+MGZV~'(y—Xp)) (2.21)
= K'B+EMGZ'V~(y—Xp)) (2.22)
= K'B+ME() (2.23)

Nepristrasnost se obi¢no definiSe da je o¢ekivana vrednost ocenjivaca jednaka stvarnoj
vrednosti te promenljive. Medutim, ovde to ne mozemo koristiti s obzirom da
imamo ukljucene slucajne efekte. To je razlog Sto u (2.23) imamo E(«). Kada za
« imamo da je E(a) = 0 onda je taj deo od malog znacaja u (2.23).

Mozemo zakljuciti da je prediktor nepristrasan ako vazi

E(K'B+M'éa) = K'B.

Do sada smo pretpostavljali da je Cov(e,a) = 0. Sada ¢éemo pokazati da u
slucaju kada je Cov(e, o) = ok, gde je k poznati vektor, osobine ocenjivaca ostaju
nepromenjene.[11] Slucaj kada je kovarijansa izmedu slucajnih gresaka i sluc¢ajnih
efekata jednaka nuli je specijalan slucaj sledece teoreme.

Teorema 2.4.1 Pretpostavimo da je
Var(e) = o?V,
Cov(e,a) = k.

gde je 0% >0, V je pozitivno definitna simetricna matrica i k poznati vektor.
Pretpostavimo da se K' + a moZe oceniti. Tada je K'[3 + & najbolji linearni
nepristrasni prediktor za sve prediktore oblika K'B + « gde je

& = Cov(e,a)[Var(e)] Yy — XB) = kV ™y — XJ).
Pri tome je B BLUE ocenjivac dat sa:
B=(X'VIX)TIX'Vly
Dokaz. Neka je prediktor oblika:
KB+a=KPpB+KV ' (y—Xp).
Tada je njegova ocekivana vrednost
E(K'B+ KV 'y—Xp)) = K'B+KV (XB-XB)=K'B
Odque vidimo da je K’B + & nepristrasan prediktor za K'ff + a.
K’ + & linearan prediktor sto se vidi iz:
K'B+a = KB+kKV ' (y—Xp)
= (K'—KV'X)B+KVly
= (K'=KVI'X)(XVIIX) ' X'V Yy + KVl
= (K -KVIX)(XV X)XV + KV 1y
L'y
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Kako je K’B + & = L'y nepristrasan prediktor ocigledno je da vaZi:
I'X =K'
Da bi pokazali da je i najbolji prediktor potrebno je da pokazZemo da ima minimalnu

varijansu. Neka je P’y neki drugi linearan i nepristrasan prediktor oblika K'f3 + a.
Tada vazi:

PX =K.
Srednja kvadratna greska za prediktor P'y je:
MSE(P'y) = E[P'y — (K'8+a)]? = Var[P'y— (K'ﬂ + )]
= Var(P'y—a)

(
= Var(P'y— a—i—L’y L'y)
Var[(P— L)'y + L'y — o]
= Var[(P—-L)y]+ Var(L'y — )
+2Cov[(P — L)'y, L'y — a]

Sada je
Cov[(P—-L)y,L'y—a] = (P—L)YVar(y)L — Cov[(P — L)'y, q]
= (P-L)o 2VL (P — L) Cov(y, )
o?(P- L)'V P —L)Cov(g, )
= o*(P-L)VL- 02(P L)k
o?(P—-L) (VL —k).

Dalje,
VL -k

VIVIIX[(X'VIX) V(K - X'V )+ V k] -k
= X[(X'VIX)"V(K-X'V k)

Kako su P'y i L'y nepristrasni prediktori, onda vaZi:
PX=LX=K'
Odavde sledi da je kovarijansa:
Cov[(P—L)'y,L'y —a] = o*(P - LY X[(X'V'X)"''(K - X'V k) = 0.

Dakle, srednja kvadratna greska je:

MSE(P'y) = E[P'y — (K'f+)]> = Var[(P—L)'y|+ Var(L'y — a)
= Var[(P—L)'y|+ Var[lLl'y— (K'B + a)]
= Var[(P—L)'y|+ E[L'y — (K'B + a))
= Var[(P—L)'y|+ MSE(L'y)



GLAVA 2. MESOVITI LINEARNI MODELI 30

Odavde sledi
MSE(P'y) > MSE(L'y),

pa vazi:
Var[(P— L)'y =0« P =L.

Dakle, K'B + & je jedinstveni najbolji, linearni, nepristrasni prediktor (BLUP) za
sve prediktore oblika K'3 + c. |
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2.4.2 Mesoviti model jednacina

Najbolji linearni nepristrasan prediktor u svom izrazu sadrzi V—!. TraZenje in-
verzne matrice kada je V velike dimenzije nije prakticno. U ovom delu ¢emo
prikazati drugi nac¢in za pronalazenje ovakvog prediktora.
Kao sto smo ve¢ rekli, Henderson je formulisao mesoviti model jednaé¢ina (Mixed
Model Equations - MME) za izra¢unavanje BLUP prediktora za « i BLUE oce-
njivaca za (.
Mesoviti model jednacina se obi¢no predstavlja u matri¢cnom obliku:

X'RX X'R7'Z g1 [ X'RYy

Z'R7'X Z’R_IZ—i-G_l} { Qa } o [ Z'R™ 1y } ’

odakle dobijamo dve jednacine:
X'R'XB+X'R'Za=X'R 'y (2.24)
Z'R'XB+ (ZR'Z+G Ya=2ZR"y. (2.25)
Kada iz jednacine (2.25) izrazimo & i ubacimo u jednaéinu (2.24) dobijamo:

X'R'XB+X'R'ZWZ' R *(y— XB) = X'R™ 'y,

gde je
W= (Z'R'Z+Gc 1
Dalje,
X'R'XB-X'R'"ZWZ'R'XB = X'R 'w—X'R 'ZWZ'R ™'y
X' (R'—=R'ZWZ R YHWXE = X' (R'—R'ZWZR ')y
XVIXE = X'Vl
gde je

Vi=R'-R'ZWZ' R

Ovako definisano V=1 je zaista inverzna matrica od V $to se vidi iz:

VvVt = (R+ZGZ)R'-R1'ZWZ'R™1)

I+ZGZ'R™' - ZWZ'R™' - ZGZ'R™'ZWZ' R™!
I+ZGZ'R' - Z(I+GZ'R'Z2)WZ' R
I+ZGZ'R' - ZG(G '+ Z R ZWZ'R™!

= I+ZGZR'-ZGW'WZ'R™!

I+ ZGZ'R™' — ZGZ'R™!

I

Ocenjiva¢ za @ dobijen pomoéu MME jednak je onom kojeg smo dobili i ranije.
Takode, prediktor za slucajne efekte se poklapa.
Ako u prediktor &: A

6=GZV(y - XP)
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dobijen BLUP metodom, V! zamenimo sa R~' — R™'ZW Z'R~!, dobijamo:

GZ'V ' y—XB) =

GZ' (R =R 'ZWZ' R ') (y — XB)

G(ZR = Z'R'ZWZ R )y — XB)

GUI —Z'R'ZW)Z'R™ (y — XP)
GW™r—Z'R'Z)YWZ' R ' (y — Xp)
G(Z'RZ+G Y)Y —Z'R'Z)WZ' Ry — Xj)
(GZ'RZ+1—GZ'R™*ZYWZ'R™(y — Xb)
IWZ'R Y (y — X3)

WZ'R}(y— XP)

«

32

Dakle, najbolji linearni nepristrasan prediktor za K8 + a je K'8+ @&, gde i &
mozemo dobiti pomoéu MME.
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2.4.3 Empirijski BLUP

U praksi se Cesto desava da su fiksni efekti kao i varijanse komponenti nepoznati.
U tom slucaju nije moguce izracunati BLUP ocenu, odnosno potrebno je oceniti
te varijanse. Dakle, vektor varijansi 6 je potrebno zameniti odgovarajuéim oce-
njivacem 6. Na taj nacin dobijamo prediktor koji se najces¢e naziva EBLUP, gde
oznaka E potice od Empirical.
Kackar i Harville(1981) su pokazali da takav prediktor ostaje nepristrasan,[4] pri
¢emu su pored normalnosti podataka koristili i sledeée osobine ocenjivaca 6 = (y):

O(—y) = 0(y),

Oy — XB) = d(y).

Druga osobina se naziva translatorna invarijantnost ocenjivaca 0. Postoji vise
translatorno invarijantnih ocenjivaca za 6, od kojih su neki od najpoznatijih ANOVA,
ML i REML. Pored toga pretpostavili su da postoji ocekivana vrednost ocene
EBLUP koja i nije bas oc¢igledna kako EBLUP nije linearan ocenjivac. Kasnije
je postojanje te oc¢ekivane vrednosti dokazao Jiming Jiang(1999b,2000a).[4]

Pored EBLUP ocene postoji i empirijska Bayes-ova ocena - PEB. Medutim,
Harville je pokazao da se u slu¢aju mesovitih efekata oni poklapaju.[4] Jedna od
osnovnih razlika izmedu ta dva pristupa jeste sto je PEB vise teorijske prirode,
odnosno rad je fokusiran na jednostavnije modele jer su kao takvi pogodniji sa
teorijskog stanovista. S druge strane, rad vezan za EBLUP se uglavnom vrsi od
strane odredenih specijalizovanih stru¢njaka i stoga se primenjuje na slozenije mo-
dele.

Ocenu srednje kvadratne greske MSE za EBLUP takode dobijamo zamenom
0 sa njegovom ocenom 6. Takvu ocenu za MSE nazivamo naivna ocena jer kao
takva potcenjuje ukupnu gresku. Kako bi to ilustrovali sa 7 oznacicemo EBLUP
mesovitih efekata. Dakle, neka je

i=Ka+Mp

EBLUP ocena mesovitih efekata za n = K'a + M’'f3, gde su & i B8 BLUP i BLUE
ocene za « i B i pri tome je vektor varijansi 8 zamenjen ocenom 6. Kackar i Harville
su pokazali da pod pretpostavkom normalnosti vazi:

MSE(j) = MSE(#) + E(7i — 7)2,

gde je ) BLUP ocena za 1 data ranije u izrazu (2.18).
Moze se pokazati[4] da je:

MSE(7}) = g1(0) + g2(6),
gde su:

q1(0) =K' (G-GZ'V'ZG)K,
g2(0) = (M - X'V 'ZGK) (X'V'X) (M - X'V ' ZGK).
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Jasno je da ukoliko umesto 6 koristimo ocenjivac 6 mozemo potceniti srednje
kvadratnu gresku jer se ne uzima u obzir varijansa koja nastaje prilikom procene 6.
Ovaj problem je od velikog znacaja kada su u pitanju velika ulaganja. Nije retkost
da se na osnovu EBLUP-a ulazu velika nov¢ana sredstva. Kackar i Harville(1984)
su dosli do priblizne vrednosti srednje kvadratne greske EBLUP ocene za linearne
mesovite modele pri ¢emu su izveli varijabilnost ocene 6. Tacnost aproksimacije
greske do danas nije pokazana. Prasad i Rao(1990) su izucavali ta¢nost drugog reda
za dva specijalna slu¢aja longitudinalnih mesovitih modela.[4] Kasnije su rezultati
prosireni na generalne mesovite modele (2.1).

Za Gausov mesSoviti model ANOVA sa REML ocenom za 6 je pokazano da:
MSE() = 91(6) + 02(6) + 5(6) + 0(d;?),
gde je:
g3(0) = tr[{(8/00"\ V1 ZGMYV{(0/00" )V ZGM}H 1],
H = E(0lr/06000")

Pri tome je I funkcija data ranije u (2.6) i

d. = mini<i<sd; d; =||Z/PZ;||2,

P=Vv'!'-Vv XXV X)) txv-L

Takode isti rezultat se dobija i za ML ocenu.

Jiming Jiang(2002) je predlozio metod jackknife koji je doveo do drugog reda
aproksimacije srednje kvadratne greske za EBLUP u slucaju longitudinalnih lin-
earnih mesovitih modela. Oznac¢imo sada, radi jednostavnosti zapisa M SE(7) sa
b(0), gde je 7 BLUP ocena. Jackknife ocenjivaé za M SE(7}) je dat sa:

MSE(ij) = MSAE(ij) + MSE(p),

gde je
— m—1<=~ _ 5
MSAE(7) = ——— > (- —7)*,
i=1

SISE() = b(0) = "2 > (0(0-2) ~ b(d).
i=1

Pri tome m predstavlja broj klastera, dok je sa 0_; oznacen ocenjivac za 0
dobijen na podacima bez i-tog klastera. Analogno, 7} predstavlja EBLUP za n gde
su fiksni parametri ocenjeni bez podataka iz i-tog klastera.

Pored toga, vazi: -
E(MSE(#)) = MSE(#) + o(m™1).

Ovaj rezultat se koristi kada je ocenjiva¢ za 6§ REML ili ML, za Gausove
mesovite linearne modele longitudinalnog tipa. Jackknife metod se najcesée pri-
menjuje na generalne mesovite linearne modele gde se ocena EBLUP tada zame-
njuje ocenom EBP (Empirical Bayes prediction).
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Primena linearnih mesovitih

[ ] A

modela u selekciji zivotinja

3.1 Selekcija u ovéarstvu pomocu linearnih
mesovitih modela

Kako bi ilustrovali linearne meSovite modele Harville i Fenech(1985)[4] su analizirali
telesnu masu jagnjadi na rodenju. Prikupili su podatke o masi 62 pojedinacnih
jagnjadi. Jagnjad su potomci od 23 oca (ovna) i svako jagnje ima razli¢itu majku.
Starost majke je evidentirana kao kovarijetet, dok drugi kovarijetet predstavlja po-
pulaciona linija. U ovom slucaju postoje dve kontrolne linije i tri selekcione. Jiming
Jiang[4] je neSto drugadije grupisao prikupljene podatke kako bi bolje predstavio
mesovite linearne modele, Sto ¢emo i predstaviti u nastavku.

Podaci su prikazani u tabeli 3.1. U ovom modelu, otac odnosno ovan predstavlja
slucajni faktor, tj. slucajni efekat. Slucajni efekti ofeva su oznaceni sa s;; (s - od
sire $to znadi otac), i = 1,2,....,.51j=1,2,....n;, gde suny =ny =ng =4, n4 =3
ins = 8. s su nezavisni i normalno distribuirani sa sredinom 0 i varijansom
o2, Starost majke predstavlja kategorijalnu promenljivu. Majke su podeljene u tri
starosne grupe: 1 (1-2 godine), 2 (2-3 godine) i 3 (viSe od 3 godine), te je starost
majke posmatrana kao fiksna promenljiva.

Dalje, neka je x;5,1 = 1 ako godine k-te majke koja odgovara liniji ¢ i ocu j
pripadaju kategoriji 1, a u drugom slucaju neka je zj;x,1 = 0. Analogno, iz 2 =1
ako godine k-te majke koja odgovara liniji ¢ i ocu j pripadaju kategoriji 2, a u
drugom slucaju vazi z;j,,1 = 0. Ostali fiksni efekti su linijski i njih oznacavamo
sa l;,1 = 1,2,...,5. Konacno, slucajne greske e;r, i = 1,2,..5, 7 = 1,2,..n; i
k =1,2,...,n4 su dodate u model kako bi objasnile varijaciju koja nastaje usled
uticaja zivotne sredine i drugih neobjasnjenih faktora. e;;, su po pretpostavci
nezavisne i normalno distribuirane sa sredinom 0 i varijansom 03. Takode su i €5
i s;; medusobno nezavisni. n;; predstavlja broj merenja u éeliji (¢, j). Na primer
ni1 = 1, nig = 67 Ny = 2.
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Sada mesoviti linearni model se moze predstaviti kao:
Yijk = li + 01%551 + Q2Tijk,2 + Sij + €ijk,

gdei=1,2,..,5,7=1,2,..m; i k =1,2,...,n;;. Ovaj model se moze prikazati u
standardnoj formi modela (2.1)

y=XB+ Zs+e,

gde su y = [y111, Y121, ---» Usss)' vektor posmatranja, 8 = [, s, ..., l5, a1, as]” vektor
fiksnih efekata, X matrica kovarijeteta koji odgovaraju 8, s = [s11, 812, ..., S58])’
vektor koji odgovara uticaju oca, Z dizajn matrica za s i e = [e111, €121, .., €585
vektor slucajnih gresaka. Matrica Z je standardna dizajn matrica koja se sastoji
od nula i jedinica, gde u svakoj vrsti postoji tacno jedna jedinici i u svakoj koloni
najmanje jedna.

Model je fitovan pomoéu SAS PROC MIXED sa opcijom REML.[4] Opcija REML
daje ocenu varijanse komponenti. Na taj nac¢in[4] se dobija:

o2 =0.511,

o2 = 2.996.

Pre svega, cilj je odrediti fiksne efekte. Ocene fiksnih efekata su date u tabeli
3.2.[4] Vidimo da se svi linijski efekti zna¢ajno razlikuju od 0, pri ¢emu je kao nivo
znacajnosti uzeta vrednost od 0.01. Medutim, efekti starosti nisu znacajni. Dakle,
mozemo zakljuciti da starost majke ne utice znacajno na telesnu masu jagnjadi na
rodenju.

SAS PROC MIXED[4] daje i alternativne metode za fitovanje linearnih mesovitih
modela. Npr. ako se REML opcija zameni sa opcijom MIVQUEQ (specijalan slucaj
MINQUE) kao ocene varijansi[4] dobijaju se:

o2 = 0.323,

o2 = 3.116.

Koristeti ovaj metod dobijaju se sli¢ne ocene za fiksne efekte, dok se ocene varijansi
sasvim razlikuju.[4]

Medutim, PROC MIXED ne daje moguénost ANOVA ocene parametara.[4] Je-
dina mogué¢nost da se dode do takve ocene je pomoéu GLM procedure u SAS-u,
PROC GLM.[4] One koriste Hendersonov metod 111 i na taj naé¢in se dobijaju ocene
varijansi:

o2 = 0.764,
o2 = 2.796.
Ponovo su dobijene razli¢ite ocene u odnosu na REML i MIVQUEO.
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Posmatranje | 6.2 13.0 9.5 10.1 114 118 129 131 104
Otac 11 12 13 13 13 13 13 13 14
Linija 1 1 1 1 1 1 1 1 1
God. 1 1 1 1 1 2 3 3 1
Posmatranje | 8.5 13.5 10.1 11.0 14.0 15,5 12.0 11.5 10.8
Otac 14 21 22 22 22 22 23 24 24
Linija 1 2 2 2 2 2 2 2 2
God. 2 3 2 3 3 3 1 1 3
Posmatranje | 9.0 9.0 12.6 11.0 10.1 11.7 8.5 8.8 9.9
Otac 31 31 31 32 32 32 32 32 32
Linija 3 3 3 3 3 3 3 3 3
God. 2 3 3 1 2 2 3 3 3
Posmatranje | 10.9 11.0 13.9 11.6 13.0 120 9.2 10.6 10.6
Otac 32 32 32 33 33 34 41 41 41
Linija 3 3 3 3 3 3 4 4 4
God. 3 3 3 1 3 2 1 1 1
Posmatranje | 7.7 10.0 11.2 10.2 109 11.7 9.9 11.7 12.6
Otac 41 41 41 42 42 43 43 51 51
Linija 4 4 4 4 4 4 4 5 )
God. 3 3 3 1 1 1 3 1 1
Posmatranje | 9.0 11.0 9.0 12.0 99 13.5 10.9 5.9 10.0
Otac 52 52 53 53 54 55 56 56 57
Linija 5 5 5 5 5 5 5 5 5
God. 1 3 3 3 3 2 2 3 2
Posmatranje | 12.7 13.2 13.3 10.7 11.0 125 9.0 10.2
Otac 57 57 57 58 58 58 58 58
Linija 5 5 5 5 5 5 5 5
God. 2 3 3 1 1 1 3 3
Tabela 3.1: Telesna masa jagnjadi po rodenju[4]

Effect Line Age Est. S.E t-value  Pr > |t|

Line 1 10.5008  0.8070 13.01 < .0001

Line 2 12.2998  0.7569 16.25 <.0001

Line 3 11.0425 0.6562 16.83 <.0001

Line 4 10.2864  0.7882 13.05 <.0001

Line 5 10.9625  0.5438 20.16 <.0001

Age 1 —0.0097 0.5481 —0.02  0.9861

Age 2 —0.1651 0.6435 —0.26  0.7989

Tabela 3.2: Ocene fiksnih efekata(REML)[4]

37
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Effect Line Age Est. S.E t-value Pr > |t|
Line 1 10.5637  0.7730 13.67 < .0001
Line 2 12.3028 0.7277 16.91  <.0001
Line 3 10.9962 0.6134 17.93  <.0001
Line 4 10.2640  0.7478 13.72 <.0001
Line 5 10.9650  0.5255 20.86 <.0001
Age 1 —0.0109 0.5509 —0.02  0.9844
Age 2 —0.1393 0.6495 —0.21  0.8313

Tabela 3.3: Ocene fiksnih efekata(MIQUEOQ)[4]

Dakle, do sada su ocenjeni fiksni efekti i dobijene su ocene varijansi komponenti.
Dalje je cilj oceniti slucajne efekte, tj. u ovom slucaju su to efekti koji poticu od oca.
Potrebni su nam najbolji linearani nepristrasani prediktori, odnosno BLUP ocene.
Ti prediktori su dobijeni pomoéu PROC MIXED.[4] Rezultat su prikazani u tabeli
3.4. Standard Pred Error predstavlja kvadratni koren ocene srednje kvadratne
predvidenje greske, MSPE (Mean Square Prediction Error) od EBLUP ocene za s,
j-tog oca iz linije i. Ocena MSPE se u PROC MIXED dobija ubacivanjem REML
ocena varijansi u formulu za MSPE, pretpostavljaju¢i da su kao takve varijanse
komponenti poznate.[4]

Ovo je poznato kao naivna metoda ocenjivanja greske MSPE. Kao $to smo i pre
diskutovali ova metoda moze potceniti gresku MSPE. Metode koje poboljsavaju
tacnost ove ocene su predlozeni ranije.
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Sire
11
12
13
14
21
22
23
24
31
32
33
34
41
42
43
51
52
53
54
959
56
57
58

Line

U O O UL O OO U i s W WWwNNNNFE R =

Estimate
—0.6256
0.3658
0.5050
—0.2452
0.1750
0.1588
—0.0423
—0.2914
—0.2667
—0.2182
0.3212
0.1637
—0.2015
0.0695
0.1319
0.3047
—0.2437
—0.1177
—0.1549
0.3940
—0.6311
0.5762
—0.1274

Standard Pred Error
0.6693
0.6693
0.6156
0.6441
0.6701
0.6296
0.6717
0.6457
0.6184
0.5850
0.6397
0.6701
0.6187
0.6454
0.6436
0.6356
0.6308
0.6327
0.6656
0.6684
0.6318
0.5913
0.5769

Tabela 3.4: BLUP ocene slu¢ajnih efekata[4]
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3.2 Selekcija u govedarstvu pomocu linearnih
mesovitih modela

U oplemenjivanju zivotinja je, kao Sto smo ve¢ rekli, jedan od osnovnih ciljeva
uspesna selekcija, odnosno potrebno je odabrati najbolju zivotinju koja ¢e na po-
tomstvo preneti svoj genetski potencijal. Odabir zivotinja za dalju reprodukciju
se u svetu najcesce vrsi na osnovu oplemenjivackih vrednosti koje se izracunavaju
pomocu najboljeg linearnog nepristrasnog prediktora, tj. BLUP ocene.

2011. godine izvrseno je jedno istrazivanje od strane Poljoprivrednog fakulteta
Univerziteta Novi Sad i Instituta za stoCarstvo u Zemunu.[7] Osnova tog istrazi-
vanja je bila odabir bikova oceva koji ¢e se koristiti za dalji priplod. Od inte-
resa su bile osobine mlec¢nosti krava koje poticu od bikova simentalske rase u R.
Srbiji. Istrazivanje obuhvata 2121 prvotelku, simentalske rase, koje su locirane na
imanjima individualnih poljoprivrednih proizvodaca na teritoriji Srbije. Laktacije
su sakupljene u toku jedne godine. Analiza podataka je zasnovana na principu
najmanjih kvadrata za mesovite modele. Cilj je proceniti oplemenjivacke vrednosti
bikova na osnovu osobina mle¢nosti njihovih kéerki, a pri tome eliminisati fak-
tore zivotne sredine. Ocene su vrSene za sledece osobine: trajanje laktacije (DL),
prinos mleka (MY), sadrzaj mleéne masti (CMF), prinos mle¢ne masti (MFY) i
koli¢inu mleka (kg/dan) korigovanu na 4% mletne masti (4% FCM). Jednacdina
modela sadrzi slucajne efekte koji poticu od oca i fiksne efekte: uticaj regiona,
godinu i sezonu teljenja. Svaki bik (otac) ima 20 i viSe kéeri rasprostranjenih u 2
do 3 regiona. Dakle, kao sto je ranije navedeno za ocenu oplemenjivackih vrednosti
bikova i samo njihovo rangiranje na osnovu proizvodnje njihovih kéeri, koristena
je BLUP metoda.[7] Na taj nac¢in dobijeni su rezultati koji nam pokazuju znatnu
superiornost nekih bikova u odnosu na ostale.

Jednadina mesovitog linerarnog modela[7] izgleda:
Yijkim = b+ Bi + Rj 4+ G + Si + €ijkim

gde su:

Yijkim Osobina koja je merena na m-toj kravi, kéerki oca ¢, proizvedenoj u j-toj
regiji 1 oteljenoj u k-toj godini i I-toj sezoni;

w1 generalni prosek, odnosno sredina;

B; slucajni efekat i-tog bika(oca);

R; fiksni efekat koji predstavlja uticaj j-tog regiona;

G, fiksni efekat k-te godine teljenja;

S fiksni efekat [-te sezone teljenja;

€ijkim Slucajna greska.

Rezultati koji su dobijeni za oplemenjivacke vrednosti i rangiranje bikova na
osnovu osobina mlecnosti kéerki pokazuju da su, kada je u pitanju prinos mleka,
najbolje rangirani strani bikovi koji su pozajmljeni iz drugih zemalja ili oni ¢ije je
seme uvezeno za plansko osemenjavanje domacih plotkinja simentalske rase. Neki
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od ovih bikova imaju u svojoj genetskoj osnovi udela drugih rasa poput Crvenog
Holstajna. S druge strane, domaci bikovi su najlosije rangirani. Bolji rezultati za
domace bikove nisu postignuti ni za ostale osobine.

Proizvodnja mleka i mleéne masti vezana je iskljucivo za jedan pol. Medutim
znanje o kvalitetu bikova moze biti od velikog znacaja za poboljSanje populacije.
Osnovni zahtev, kada je u pitanju oplemenjivanje zivotinja jeste poboljsanje njiho-
vog potencijala za proizvodnju kako mleka tako i mesa. Linearni modeli doprinose
genetskom poboljsanju proizvodnih i reproduktivnih osobina, pre svega kroz dobi-
janje tacnijih procena genetskih vrednosti grla. Primena BLUP metoda je jedna
od vodecih kada je u pitanju genetski napredak populacije i kao takav primenjuje
se Sirom sveta.[7] Prednost mu se daje u odnosu na ostale metode, jer je kao takav
najmanje pristrasan.
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3.3 Selekcija u svinjarstvu pomocu linearnih
mesovitih modela

U ovom delu bic¢e izvrsena samostalna obrada prikupljenih podataka. Pre
svega napomenimo da se dobar kvalitet svinje odnosi na visok nivo misi¢nog tkiva
u odredenim delovima poput buta, leda, vrata i slicno. Ocenjivanje mesnatosti, koja
je od velikog interesa u svinjarstvu, vrsi se na osnovu sastava i nekih karakteristika
koji su od komercijalnog znacaja. Balansirana ishrana predstavlja dobar put do
sigurnog unapredenja odredenih osobina kod svinja, ali je pored toga, neizostavni
faktor koji uti¢e na posmatranu osobinu i genetska predispozicija. U ovom slucaju
izabrali smo da posmatramo koeficijent koji predstavlja odnos boc¢ne slanine i
telesne mase pomnozen sa 100 radi lakse analize. Kao i do sada, glavni cilj je
izvrsiti selekciju svinja oc¢eva odnosno majki koje ¢e se koristiti za dalji priplod,
tj. potrebno je odabrati one zivotinje koje imaju najvec¢u mesnatost, a kako je de-
bljina slanine u negativnoj korelaciji sa kolicinom mesa onda samim tim i najma-
nji pomenuti koeficijent. Selekciju odnosno odabir najboljih zivotinja radi¢emo
pomocu najboljeg linearnog nepristrasnog prediktora, tj. BLUP ocene.

Podaci su prikupljeni od strane Poljoprivrednog fakulteta Novi Sad i prilagodeni
radi lakse ilustracije linearnih mesovitih modela. Podaci sadrze informacije o
ukupno 562 svinje. Na slici 3.3 ispod izdvojeni su podaci za prvih deset svinja.
Prva kolona predstavlja Sifru zZivotinje, odnosno grla (ID), druga pol (sex), treca
farmu na kojoj se odgovarajuée grlo uzgaja (F) i Cetvrta rasu grla (Ge). Potom
slede sifre oca (Sire), odnosno majke (Dam), a na samom kraju izmereni koeficijent
boc¢ne slanine za svako grlo. Analizom je obuhvaceno 5 razli¢itih rasa svinja na
kojima je merena debljina boc¢ne slanine i koje se uzgajaju na 22 farme u Srbiji.
Grla potic¢u od 102 oca i 336 majki. Treba napomenuti da su sva posmatrana grla
muskog pola, te stoga osobina pol nije uzeta u dalju analizu.

1D sex F | Ge | Sire | Dam | k
20206 | Male | 5 | 2 2276 | 2920 | 20.86
23216 | Male | 31 | 4 6320 | 6213 15.00
25616 | Male | 31 | 4 6320 | 2652 15.74
27849 | Male | 31 | 4 6320 | 9990 12.63
28184 | Male | 31 | 4 6320 | 6213 | 8.69
29177 | Male | 31 | 4 6320 | 12259 | 9.90
37749 | Male | 31 | 1 3908 | 10006 | 4.90
38418 | Male | 31 | 1 3908 | 15207 | 20.00
40097 | Male | 31 | 1 3908 | 8737 | 10.41
40198 | Male | 31 | 1 3908 | 14593 | 20.00

Tabela 3.5: Koeficijent boc¢ne slanine

Jasno je da, kao i do sada konstruisemo linearni mesoviti model, gde otac, ma-
jka ili oboje predstavljaju slucajne efekte, ostale promenljive su fiksne, a pri tome
zavisna promenljiva je koeficijent k. Cilj analize jeste oceniti sluc¢ajne parametre.
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Za analizu smo koristili poznati statisticki paket R jer u njemu postoji moguénost
ocene parametara za linearne mesovite modele. Ocene su dobijene pomoc¢u funkcije
Imer koja je ugradena u paket Ime4. Razlog za takav odabir je Sto prethodno
pomenuta funkcija koristi metod limitirane maksimalne verodostojnosti (REML)
(detaljnije u poglavlju 2.2). Kako REML ocena zahteva normalnu distribuciju pre
toga smo ovu osobinu i ispitali na nasim podacima.

Poznato je da normalnu distribuciju rezultata mozemo ispitati na dva nacina i
to pomocu graficke i numericke metode. Numericke metode provere imaju prednost
jer ne uzimaju u obzir subjektivno misljenje istrazivaca. S druge strane mogu biti
nedovoljno osetljive na male uzorke, te previse osetljive na velike. Ovo znadi da u
slu¢aju malih uzoraka testovi mogu pokazivati da se radi o normalnoj distribuciji
iako to zaista nije sluc¢aj, dok u slucaju velikih uzoraka mogu pokazivati da se ne
radi o normalnoj distribuciji i onda kada je ona normalna. 1z tog razloga prvo smo
obavili proveru pomoc¢u graficke metode, a potom i numericke.

Na prva tri grafika se moze uvideti da podaci prate normalnu distribuciju.
Graficka metoda provere normalnosti je odradena u statistickom paketu R pomoéu
slede¢ih funkcija:

> hi st (k)

> qgqgnor n( k)
> boxpl ot (k)

Histogram of k
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Slika 3.1: Histogram koeficijenta k.
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Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Slika 3.2: Q-Q plot za koeficijent k.
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Slika 3.3: Boxplot za koeficijent k.

Pored graficke metode, kao sto je ve¢ prethodno spomenuto, odradeni su i
statisticki testovi normalnosti. Na narednoj slici prikazan je rezultat iz paketa
SPSS (Trial Version) radi lepse preglednosti, pri tome su identi¢ni reziltati dobijeni
i u paketu R pomoc¢u funkcija:



GLAVA 3. PRIMENA LINEARNIH MESOVITIH MODELA 45

> shapiro.test (k)
> ks.test(k, pnorm nean(k), sd(k))

Tests of Normality

KoImogorov-Smirnova Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. Statistic df Sig.
k .031 562 .200 .997 562 .543

a. Lilliefors Significance Correction
*. This is a lower bound of the true significance.

Slika 3.4: Testovi normalnosti za koeficijent k.

Nulta hipoteza u ovim testovima govori da podaci prate normalnu distribuciju,
dok alternativna podrazumeva da postoje znacajne razlike izmedu distribucija. Te-
stiranje je vrSeno na nivou poverenja od 95%. p vrednosti koje smo dobili su veée
od 0.05 i pri tome prihvatamo nultu hipotezu, tj. smatra se da su podaci normalno
distribuirani.

Pored toga, koristena je jos jedna numericka metoda za ispitivanje mere asime-
tri¢nosti i homogenosti (zarubljenosti). Ovu metodu smo uradili pomoéu koefi-
cijenata skewness i kurtosis u statistickom paketu R koristeéi istoimene funkcije.
Dobijeni su sledeéi rezultati:

> skewness(k)
[1] 0.07689206

> kurtosi s(k)
[1] 3.07593

Kao s$to se moze videti skewness je blizu nule, a kurtosis je blizu vrednosti 3,
te stoga pretpostavka o normalnosti podataka moze biti prihvacena.

Sada kada imamo normalnost mozemo preé¢i na analizu naseg linearnog mesovitog
modela. Pre svega, treba napomenuti da je za analizu u paketu R bilo potrebno
ucitati nekoliko paketa poput Ime4, devtools, moments.
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Prvi model koji je raden uzima farmu i rasu svinje kao fiksne faktore, dok
je otac (Sire) uzet kao slu¢ajan faktor. Model pravimo pomoéu funkcije Imer na
slede¢i nacin:

> M.<-| mer (k~F+Ge+( 1| Si re), dat a=dat al)
> sumary( M)
Li near m xed nmodel fit by REM.L [' I merMod']
Formula: k ~F + Ge + (1| Sire)
Data: datal

REML criterion at convergence: 2741.7
Scal ed residual s:

Mn 1Q Medi an 3Q Max
-4.0373 -0.5472 -0.0125 0.5785 4.2926

Random ef f ect s:

Groups Nane Vari ance Std. Dev.
Sire (I'ntercept) 5.405 2.325
Resi dual 5. 765 2.401

Nunber of obs: 562, groups: Sire, 102

Fi xed effects:

Estimate Std. Error t val ue
(I'ntercept) 14.232080 0. 478105 29.768
F -0.012322 0.004782 -2.577

Ge 0. 138836 0. 084117 1.651
Correl ation of Fixed Effects:
(Intr) F
F -0.547
Ge -0.635 0.039

>

Oznaka (1|Sire) oznacava da se radi o jednostavnijem linearnom meSovitom
modelu kakav smo mi do sada i radili. Umesto jedinice mogu da stoje i druge
oznake koje znatno komplikuju model. Vidimo da smo na ovaj nacin uspeli da
konstruisemo model u kojem slucajni efekat proizilazi od oca. Medutim, sada nas
intresuju i koeficijenti za svakog oca pojedina¢no. Dakle interesuju nas BLUP ocene
koeficijenata. To mozemo dobiti pomoéu:

> coef (M)

Na ovaj nacin dobijamo 102 koeficijenta koja nam govore o kvalitetu oceva.
Nas, kao Sto smo i rekli, interesuju oni koji imaju manji koeficijent k, jer nam to
ukazuje na vetu mesnatost kod njihovih potomaka, a samim tim i na kvalitet genet-
skog materijala kod oceva. Na slici 3.6 izdvojeno je prvih deset oceva sa njihovim
koeficijentima, dok je na slici 3.7 izdvojeno deset oceva sa najlosijim genetskim
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materijalom, po ovom modelu.

Sire BLUP
5358 9.47
40377 | 10.14
1277 10.32
115039 | 10.54
78911 10.86
16670 | 10.95
6822 10.97
71132 | 11.28
16412 | 11.31
52323 | 11.34

Tabela 3.6: BLUP ocene za oceve(1-10)

Sire BLUP
70879 16.46
11913 16.48
114770 | 16.55
40096 16.80
107474 | 16.89
6714 17.00
2276 17.33
51037 | 17.35
3850 18.93
13626 19.21

Tabela 3.7: BLUP ocene za oteve(93-102)

Mozemo videti da otac 5358 ima, po ovom modelu, najmanju BLUP ocenu,
tj. najbolju (najveéu) oplemenjivacku vrednost, $to ukazuje da njegovi potomeci
imaju u proseku najveéu mesnatost, kada je u pitanju boc¢na slanina. Kako se
koeficijent k krece okvirno od 5 do 25, kao sto mozemo videti i na histogramu na
slici 3.1, koefcijenti & u vrednosti od 8, 6.79, 7.82, 10.09, 10,57, njegove dece su
sasvim zadovoljavaju¢i. S druge strane, otac 13626 ima najgori rezultat, tj. ima
najve¢u BLUP ocenu. Ako proverimo vrednosti k njegovih potomaka vidimo da
su vrednosti od 16.19, 20.8, 22.9 izrazito velike. Jasno je da se najbolji otac ne
odreduje sa najboljim prosekom rezultata njegove dece, ve¢ na to uticu i ostali
faktori iz modela. Ipak, ove vrednosti su date da bi se stekla jasnija slika o razlici
najboljeg i najlosijeg oca po ovom modelu.
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Pored ovog modela, konstruisan je jos jedan u koji je, pored oca kao slucajnog
faktora, ukljucena i majka. Postupak je raden analogno, a dobijeni su rezultati koji
se mogu videti u nastavku.

> M.1<-I| mer (k~F+Ge+( 1| Sire)+(1] Dam, dat a=dat al)

> sunmary( M.1)

Li near m xed nodel fit by REM. ['| mer Mod' ]

Formula: K ~F + G + (1| Sire) + (1| Dam
Data: datal

REML criterion at convergence: 2735

Scal ed residual s:
M n 1Q Median 30Q Max
-4,.3896 -0.4953 -0.0164 0.5118 4.7220

Random ef fect s:

G oups Nane Vari ance Std. Dev.
Dam (Intercept) 1.210 1.100
Sire (Intercept) 4.959 2.227
Resi dual 4.818 2.195

Nunber of obs: 562, groups: Dam 336; Sire, 102

Fi xed effects:

Estimate Std. Error t val ue
(I'ntercept) 14.228969 0.475873 29.901
F -0. 012049 0.004823 -2.498

Ge 0.131121 0. 083928 1.562
Correl ation of Fixed Effects:

(Intr) F
F -0.554

Ge -0.634 0.042

Sire BLUP
5358 9.95
1277 10.52
40377 | 10.61
115039 | 10.70
16670 10.91
78911 11.13
6822 11.19
71132 11.42
16237 | 11.45
16412 11.50

Tabela 3.8: BLUP ocene za oceve(1-10)
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Sire BLUP
11913 16.38
70879 16.32
114770 | 16.41
40096 16.50
107474 | 16.75
6714 16.82
2276 17.13
51037 | 17.15
3850 18.53
13626 18.65

Tabela 3.9: BLUP ocene za oteve(93-102)

Ponovo smo prikazali rezultate samo za oceve, jer se u ovim modelima veéi
znacaj pridaje muskim grlima, tj. o¢evima na nivou populacije, zbog same prirode
majki, odnosno kol¢ine potrebnog vremena dobijanja potomaka. Drugim rec¢ima
ocekuje se da ¢e muska grla imati vise potomaka. Ukljucili smo uticaj majke, kako
bi stekli jasniju sliku o ofevima i uporedili sa prethodnim modelom. Vidimo da ne
postoje znacajne razlike u ocenama, te da je ponovo otac 5358 rangiran najvise.
Medutim, na nizim pozicijama postoje neke izmene, kao sto je na primer slucaj sa
ocem 1277, koji je u prvom modelu bio na tre¢oj poziciji, a sada je na drugoj.

Dakle, po oba ova modela bi izabrali oca 5358 za dalju reprodukciju. Pored
toga treba imati u vidu i fiksne faktore koji su uticali da se ispolje odredene karak-
tristike kod njegovih potomaka, u ovom slu¢aju nas posmatrani koeficijent k.

Treba naglasiti da su ovi modeli radeni u cilju ilustracije linearnih mesovitih
modela i BLUP ocene, te da bi u slucaju stvarne selekcije trebalo ukljuciti vise
faktora u model. Pored toga, za dalju analizu i uspesniju selekciju, u smislu
poboljsanja tacnosti samog modela, bilo bi neophodno vece znanje iz oblasti genetike,
oplemenjivanja i ishrane svinja kako bi se model unapredio.



Prilog

U ovom delu rada prikazani su podaci koji su koriséeni za analizu u cilju selekcija
svinja nerastova, pri Cemu je koeficijent k& dobijen na nacin spomenut ranije, pomocéu
debljine bocne slanine (BS) i telesne mase (TM).

ID F Ge | Sire Dam | BS | TM | k
20206 | 5 2 2276 2920 24 | 115 | 20.87
23216 | 31 4 6320 | 6213 15 | 100 | 15
25616 | 31 4 6320 2652 17 | 108 | 15.74
27849 | 31 4 6320 | 9990 12 | 95 12.63
28184 | 31 4 6320 | 6213 10 | 115 | 8.7
29177 | 31 4 6320 12259 | 11 | 111 | 9.91
37749 | 31 1 3908 10006 | 5 102 | 4.9
38418 | 31 1 3908 15207 | 21 | 105 | 20
40097 | 31 1 3908 8737 10 | 96 10.42
40198 | 31 1 3908 14593 | 19 | 95 20
40507 | 109 | 1 15987 | 9479 12 | 110 | 10.91
40508 | 109 | 1 15987 | 9479 11 | 112 | 9.82
46184 | 64 1 16237 | 16238 | 8 105 | 7.62
47228 | 87 | 2 536 5901 12 | 117 | 10.26
47229 | 87 | 2 536 2680 15 | 110 | 13.64
47230 | 87 | 2 536 2680 10 | 100 | 10
47232 | 87 | 2 536 10486 | 10 | 81 12.35
47235 | 87 | 2 547 2358 12 | 102 | 11.76
47243 | 87 | 2 535 12 10 | 94 10.64
47244 | 87 | 2 535 13927 | 16 | 110 | 14.55
48520 | 87 | 2 536 2354 16 | 103 | 15.53
51087 | 3 1 13562 | 8500 17 | 115 | 14.78
52044 | 3 1 13562 | 723 25 | 180 | 13.89
52046 | 3 1 13562 | 723 20 | 178 | 11.24
52766 | 4 2 10911 | 4730 18 | 106 | 16.98
52767 | 4 2 10911 | 4730 12 | 102 | 11.76
52768 | 4 2 11913 | 12861 | 19 | 105 | 18.1
52769 | 4 2 10911 | 4946 14 | 103 | 13.59
53227 | 4 2 10911 | 12879 | 15 | 109 | 13.76




1D F Ge | Sire Dam | BS | TM | k
53228 | 4 2 10911 | 12879 | 15 | 108 | 13.89
53553 | 31 1 8809 12454 | 19 | 113 | 16.81
54861 | 6 1 16670 | 9834 10 | 90 11.11
55762 | 114 | 2 16412 | 16411 | 8 113 | 7.08
55785 | 87 | 2 535 9788 12 | 100 | 12
56469 | 24 2 13626 | 4085 26 | 125 | 20.8
56470 | 24 | 2 13626 | 4085 30 | 131 | 22.9
56477 | 24 1 3850 | 4059 30 | 124 | 24.19
56478 | 24 1 3850 | 4059 24 | 132 | 18.18
56961 | 23 2 6822 13524 | 6 80 7.5
58026 | 27 1 15228 | 3132 11 | 109 | 10.09
58699 | 87 | 2 535 7617 14 | 96 14.58
58700 | 87 | 2 535 7617 12 | 86 13.95
58701 | 87 | 2 535 7617 16 | 99 16.16
58702 | 87 | 2 535 7617 10 | 106 | 9.43
58703 | 87 | 2 535 7617 12 | 108 | 11.11
58732 | 160 | 1 15677 | 317 15 | 104 | 14.42
58733 | 160 | 1 15677 | 317 14 | 103 | 13.59
59084 | 63 2 9374 17089 | 19 | 116 | 16.38
59085 | 63 2 9374 17089 | 20 | 125 | 16
60324 | 92 4 6714 10846 | 19 | 98 19.39
61333 | 109 | 1 16237 | 349 12 | 130 | 9.23
61367 | 6 1 16670 | 10778 | 9 106 | 8.49
61368 | 6 1 16670 | 10778 | 11 | 108 | 10.19
61564 | 109 | 1 16237 | 349 14 | 126 | 11.11
62231 | 64 10 | 13011 | 474 12 | 118 | 10.17
63745 | 6 1 16670 | 16984 | 14 | 120 | 11.67
63746 | 6 1 16670 | 16984 | 19 | 108 | 17.59
63747 | 6 1 16670 | 16984 | 13 | 120 | 10.83
69652 | 87 1 15677 | 19047 | 9 94 9.57
69954 | 31 1 8809 19393 | 16 | 95 16.84
70211 | 160 | 1 6795 19754 | 17 | 105 | 16.19
70345 | 31 4 6320 19953 | 12 | 128 | 9.38
70749 | 160 | 1 8809 20307 | 15 | 107 | 14.02
70750 | 160 | 1 8809 20307 | 12 | 100 | 12
71500 | 31 1 8809 21611 | 16 | 103 | 15.53
73647 | 31 4 8813 24058 | 17 | 90 18.89
73895 | 31 4 8813 24529 | 15 | 110 | 13.64
74417 | 33 10 | 25427 | 10019 | 10 | 110 | 9.09
74418 | 33 10 | 25427 | 20193 | 16 | 100 | 16
74424 | 33 10 | 25427 | 12446 | 5 95 5.26
74430 | 33 10 | 25427 | 10614 | 15 | 115 | 13.04
74438 | 33 10 | 25427 | 25418 | 15 | 100 | 15
74450 | 33 10 | 25427 | 12446 | 24 | 95 25.26
74456 | 33 10 | 25427 | 14350 | 8 115 | 6.96

o1



ID F Ge | Sire Dam | BS | TM | k
74457 | 33 10 | 25427 | 24111 | 16 | 105 | 15.24
74459 | 33 10 | 25427 | 10947 | 11 | 100 | 11
74461 | 33 10 | 25427 | 10018 | 15 | 115 | 13.04
74465 | 33 10 | 25427 | 3953 21 | 104 | 20.19
74466 | 33 10 | 25427 | 3953 10 | 108 | 9.26
74469 | 33 10 | 25427 | 8821 15 | 100 | 15
74471 | 33 10 | 25427 | 12773 | 20 | 107 | 18.69
74472 | 33 10 | 25427 | 12773 | 17 | 108 | 15.74
74946 | 31 1 3908 25735 | 13 | 105 | 12.38
74947 | 31 1 3908 25735 | 11 | 102 | 10.78
75787 | 160 | 1 8809 26274 | 13 | 100 | 13
75791 | 160 | 1 6795 26274 | 14 | 120 | 11.67
75797 | 160 | 1 15677 | 26274 | 13 | 105 | 12.38
75811 | 160 | 1 8809 26286 | 19 | 110 | 17.27
75813 | 160 | 1 8809 26286 | 17 | 100 | 17
75840 | 160 | 1 6795 26289 | 16 | 105 | 15.24
75841 | 160 | 1 6795 26289 | 14 | 95 14.74
76253 | 4 2 11913 | 26985 | 17 | 103 | 16.5
76439 | 14 1 27287 | 17982 | 10 | 80 12.5
76440 | 14 1 27287 | 17982 | 13 | 84 15.48
76441 | 14 1 27287 | 17982 | 14 | 80 17.5
76442 | 14 1 27287 | 22824 | 22 | 110 | 20
76444 | 14 1 27287 | 22824 | 23 | 112 | 20.54
76521 | 14 1 27287 | 14322 | 17 | 115 | 14.78
76523 | 14 1 27287 | 26895 | 22 | 110 | 20
76524 | 14 1 27287 | 22819 | 10 | 106 | 9.43
76526 | 14 1 27287 | 22819 | 15 | 100 | 15
76527 | 14 1 27287 | 14038 | 12 | 120 | 10
76528 | 14 1 27287 | 14038 | 10 | 127 | 7.87
76529 | 14 1 27287 | 26238 | 22 | 119 | 18.49
76561 | 14 1 27287 | 9424 16 | 115 | 13.91
76562 | 14 1 27287 | 20838 | 14 | 115 | 12.17
76563 | 14 1 27287 | 20838 | 16 | 115 | 13.91
76564 | 14 1 27287 | 20838 | 20 | 100 | 20
76565 | 14 1 27287 | 779 16 | 120 | 13.33

52



ID F Ge | Sire Dam | BS | TM | k
76574 | 14 1 27287 | 9424 16 | 110 | 14.55
76579 | 14 1 27287 | 17864 | 22 | 120 | 18.33
76580 | 14 1 27287 | 10627 | 20 | 125 | 16
76581 | 14 1 27287 | 10627 | 20 | 115 | 17.39
76582 | 14 1 27287 | 1791 23 | 120 | 19.17
76583 | 14 1 27287 | 10627 | 23 | 115 | 20
76638 | 14 1 27287 | 26239 | 17 | 127 | 13.39
79836 | 3 1 13562 | 29689 | 17 | 130 | 13.08
80083 | 4 2 11913 | 29763 | 19 | 103 | 18.45
80084 | 4 2 11913 | 29763 | 17 | 105 | 16.19
80282 | 87 | 2 535 29963 | 10 | 87 11.49
80283 | 87 | 2 535 29963 | 10 | 104 | 9.62
80307 | 87 | 2 535 29992 | 15 | 100 | 15
81918 | 31 1 8809 32211 | 16 | 95 16.84
82172 | 160 | 1 3850 32463 | 18 | 104 | 17.31
82829 | 87 | 2 536 33422 | 11 | 81 13.58
82898 | 87 | 2 535 33557 | 12 | 89 13.48
83008 | 87 | 2 535 33657 | 10 | 94 10.64
84080 | 6 1 16670 | 35039 | 12 | 120 | 10
84083 | 6 1 16670 | 35039 | 10 | 100 | 10
84084 | 6 1 16670 | 35039 | 18 | 115 | 15.65
84436 | 87 | 2 535 35335 | 11 | 117 | 9.4
84593 | 31 1 15987 | 35475 | 17 | 105 | 16.19
84622 | 160 | 5 9889 35505 | 11 | 96 11.46
85153 | 87 | 2 536 36464 | 15 | 92 16.3
86190 | 33 10 | 25427 | 37755 | 16 | 100 | 16
86191 | 33 10 | 25427 | 37755 | 15 | 110 | 13.64
86192 | 33 10 | 25427 | 37755 | 20 | 120 | 16.67
86195 | 33 10 | 25427 | 37757 | 13 | 108 | 12.04
86994 | 31 1 30794 | 38429 | 17 | 108 | 15.74
87985 | 31 1 40096 | 24017 | 25 | 115 | 21.74
88008 | 31 1 40096 | 2511 18 | 100 | 18
88049 | 31 1 40096 | 10895 | 16 | 92 17.39
88050 | 31 1 40096 | 10895 | 17 | 107 | 15.89
88076 | 31 1 40096 | 10895 | 20 | 94 21.28
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ID F | Ge | Sire Dam | BS | TM | k
88120 | 31 | 1 40096 | 40052 | 16 | 105 | 15.24
88195 | 31 | 1 30794 | 40177 | 20 | 100 | 20
88196 | 31 | 1 30794 | 40177 | 16 | 109 | 14.68
88197 | 31 | 1 30794 | 40177 | 22 | 130 | 16.92
88202 | 31 | 1 40096 | 40177 | 14 | 112 | 12.5
88601 | 16 | 2 40377 | 8303 9 118 | 7.63
88602 | 16 | 2 40377 | 8303 10 | 118 | 8.47
89477 | 16 | 1 41500 | 5754 13 | 95 13.68
89478 | 16 | 1 41500 | 5754 19 | 110 | 17.27
89479 | 16 | 1 41500 | 5754 13 | 89 14.61
90033 | 27 | 5 1277 | 42347 | 9 90 10
91382 | 31 | 1 44211 | 29438 | 17 | 100 | 17
91383 | 31 | 1 44211 | 29438 | 15 | 99 15.15
91401 | 31 | 1 44211 | 28744 | 19 | 108 | 17.59
91402 | 31 | 1 44211 | 8734 19 | 106 | 17.92
91403 | 31 | 1 44211 | 8734 14 | 105 | 13.33
91439 | 31 | 1 44211 | 10895 | 20 | 109 | 18.35
91441 | 31 | 1 44211 | 10895 | 17 | 106 | 16.04
91468 | 31 | 1 44211 | 38441 | 12 | 95 12.63
91485 | 31 | 1 44211 | 31243 | 16 | 96 16.67
91486 | 31 | 1 44211 | 26702 | 19 | 112 | 16.96
91491 | 31 | 1 44211 | 29438 | 16 | 99 16.16
91549 | 31 | 1 44211 | 25657 | 14 | 110 | 12.73
91550 | 31 | 1 44211 | 25657 | 14 | 103 | 13.59
91919 | 27 | 5 1277 | 44693 | 7 97 7.22
92910 | 6 | 4 46284 | 819 11 | 112 | 9.82
92911 | 6 | 4 46284 | 819 7 98 7.14
92912 | 6 | 4 46284 | 819 13 | 96 13.54
92913 | 6 | 4 46284 | 819 12 | 96 12.5
92918 | 6 | 4 46284 | 35050 | 10 | 104 | 9.62
92943 | 6 | 4 46284 | 16974 | 10 | 102 | 9.8
92945 | 6 | 4 46284 | 184 15 | 100 | 15
92946 | 6 | 4 46284 | 819 14 | 102 | 13.73
92988 | 6 | 4 46284 | 44103 | 14 | 95 14.74
92989 | 6 | 4 46284 | 9845 14 | 110 | 12.73

54



ID F Ge | Sire Dam | BS | TM | k
92993 | 6 4 46284 | 6889 14 | 116 | 12.07
93119 | 31 1 44211 | 46560 | 17 | 116 | 14.66
93129 | 31 1 30794 | 46570 | 21 | 118 | 17.8
93226 | 6 4 46284 | 46730 | 9 113 | 7.96
93227 | 6 4 46284 | 46730 | 16 | 116 | 13.79
94625 | 5 2 49341 | 10885 | 20 | 115 | 17.39
95066 | 15 1 50060 | 8936 19 | 120 | 15.83
95283 | 31 4 50487 | 30934 | 19 | 106 | 17.92
95319 | 31 4 50487 | 29503 | 20 | 107 | 18.69
95320 | 31 4 50487 | 26714 | 18 | 102 | 17.65
95350 | 31 4 50487 | 28502 | 17 | 98 17.35
95351 | 31 4 50487 | 24925 | 16 | 110 | 14.55
95352 | 31 4 50487 | 28502 | 19 | 102 | 18.63
95370 | 31 4 50487 | 16982 | 16 | 97 16.49
95371 | 31 4 50487 | 16982 | 15 | 97 15.46
95387 | 31 4 50487 | 47425 | 14 | 105 | 13.33
95695 | 15 2 50815 | 12305 | 24 | 141 | 17.02
95938 | 6 4 46284 | 50990 | 16 | 125 | 12.8
95939 | 6 4 46284 | 50990 | 14 | 125 | 11.2
95941 | 6 2 46284 | 50990 | 9 94 9.57
96009 | 5 2 51037 | 10882 | 23 | 110 | 20.91
96129 | 23 2 51144 | 41937 | 14 | 105 | 13.33
96130 | 23 2 51144 | 41937 | 10 | 95 10.53
96447 | 31 4 51392 | 7158 18 | 112 | 16.07
96671 | 6 1 16670 | 51570 | 9 104 | 8.65
96672 | 6 1 16670 | 51570 | 9 105 | 8.57
97208 | 6 1 52323 | 44150 | 8 96 8.33
97641 | 160 | 1 12641 | 52914 | 13 | 98 13.27
97644 | 160 | 1 12641 | 52914 | 12 | 90 13.33
97992 | 6 1 16670 | 53061 | 11 | 107 | 10.28
97993 | 6 1 16670 | 53061 | 11 | 110 | 10
98508 | 83 1 53231 | 12117 | 11 | 100 | 11
98511 | 83 1 53231 | 12117 | 8 95 8.42
98512 | 83 1 53231 | 12117 | 10 | 112 | 8.93
99142 | 31 1 44211 | 53531 | 14 | 101 | 13.86
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1D F Ge | Sire Dam | BS | TM | k
99246 31 1 53551 | 25735 | 13 | 105 | 12.38
99247 | 31 1 53551 | 48634 | 17 | 110 | 15.45
99248 31 1 53551 | 48634 | 17 | 100 | 17
99265 31 1 53551 | 30895 | 15 | 105 | 14.29
100474 | 84 1 55088 | 12425 | 14 | 93 15.05
100475 | 84 1 55088 | 12439 | 12 | 96 12.5
100476 | 84 1 55088 | 3990 13 | 100 | 13
101361 | 31 4 56069 | 46639 | 15 | 119 | 12.61
101362 | 31 4 56069 | 29357 | 16 | 103 | 15.53
101367 | 31 4 56069 | 28675 | 16 | 110 | 14.55
101368 | 31 4 56069 | 3798 16 | 110 | 14.55
101369 | 31 4 56069 | 31153 | 17 | 93 18.28
101370 | 31 4 56069 | 28675 | 14 | 93 15.05
101371 | 31 4 56069 | 31153 | 16 | 100 | 16
102419 | 31 10 | 57564 | 11301 | 14 | 130 | 10.77
105821 | 14 2 68193 | 17973 | 15 | 105 | 14.29
105822 | 14 2 68193 | 17973 | 12 | 114 | 10.53
105845 | 14 2 68193 | 20806 | 20 | 140 | 14.29
105846 | 14 2 68193 | 20806 | 20 | 124 | 16.13
107827 | 31 4 50487 | 69251 | 15 | 100 | 15
107828 | 31 4 50487 | 69251 | 16 | 115 | 13.91
107829 | 31 4 50487 | 69251 | 17 | 104 | 16.35
107830 | 31 4 50487 | 69251 | 16 | 114 | 14.04
108317 | 31 4 50487 | 69772 | 16 | 96 16.67
108459 | 31 4 50487 | 70065 | 20 | 107 | 18.69
108460 | 31 4 50487 | 70065 | 16 | 94 17.02
108461 | 31 4 50487 | 70065 | 18 | 108 | 16.67
108616 | 160 | 1 6795 70196 | 12 | 97 12.37
108624 | 160 | 1 6795 70207 | 13 | 90 14.44
109031 | 31 1 53551 | 70433 | 15 | 113 | 13.27
109041 | 31 1 40096 | 70509 | 16 | 106 | 15.09
109052 | 31 1 40096 | 70599 | 17 | 95 17.89
109053 | 31 1 40096 | 70599 | 16 | 97 16.49
109248 | 31 4 51392 | 70811 | 16 | 105 | 15.24
109263 | 31 1 3908 70838 | 19 | 100 | 19
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ID F | Ge | Sire Dam | BS | TM | k
109264 | 31 | 1 3908 70838 | 16 | 102 | 15.69
109396 | 31 | 1 30794 | 70850 | 15 | 116 | 12.93
109412 | 33 | 10 | 70879 | 8682 13 | 110 | 11.82
109413 | 33 | 10 | 70879 | 21658 | 15 | 105 | 14.29
109417 | 33 | 10 | 70879 | 8840 23 | 100 | 23
109419 | 33 | 10 | 70879 | 10953 | 20 | 110 | 18.18
109424 | 33 | 10 | 70879 | 26795 | 20 | 105 | 19.05
109425 | 33 | 10 | 70879 | 26795 | 21 | 105 | 20
109436 | 33 | 10 | 70879 | 20102 | 20 | 110 | 18.18
109492 | 14 | 1 27287 | 70953 | 30 | 135 | 22.22
109643 | 15 | 1 71102 | 15351 | 17 | 123 | 13.82
109681 | 3 1 71132 | 4360 16 | 177 | 9.04
109682 | 3 1 71132 | 12786 | 18 | 170 | 10.59
109846 | 31 | 1 44211 | 71236 | 16 | 108 | 14.81
110265 | 31 | 1 40096 | 71867 | 16 | 96 16.67
110404 | 33 | 10 | 48683 | 72215 | 19 | 105 | 18.1
110905 | 31 | 4 72597 | 40160 | 16 | 113 | 14.16
110909 | 31 | 4 72597 | 14385 | 14 | 108 | 12.96
111331 | 31 | 4 73222 | 6745 17 | 105 | 16.19
111337 | 31 | 4 73222 | 27627 | 20 | 105 | 19.05
111338 | 31 | 4 73222 | 15206 | 17 | 105 | 16.19
111376 | 31 | 4 73222 | 29124 | 19 | 105 | 18.1
111377 | 31 | 4 73222 | 24730 | 15 | 100 | 15
111378 | 31 | 4 73222 | 29124 | 16 | 103 | 15.53
111490 | 31 | 4 50487 | 73272 | 16 | 91 17.58
111542 | 31 | 4 51392 | 73282 | 16 | 107 | 14.95
111645 | 33 | 10 | 25619 | 73284 | 18 | 102 | 17.65
111657 | 31 | 1 44211 | 73456 | 17 | 100 | 17
111659 | 31 | 1 44211 | 73456 | 15 | 105 | 14.29
111754 | 31 | 1 40096 | 73575 | 22 | 112 | 19.64
111757 | 31 | 1 40096 | 73575 | 17 | 104 | 16.35
111759 | 31 | 1 40096 | 73575 | 16 | 108 | 14.81
111760 | 31 | 1 40096 | 73575 | 17 | 120 | 14.17
111795 | 31 | 4 73588 | 283 19 | 95 20
111811 | 31 | 4 73588 | 69113 | 16 | 119 | 13.45
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1D F Ge | Sire Dam | BS | TM | k
111833 | 31 4 73588 | 68924 | 17 | 100 | 17
111834 | 31 4 73588 | 68924 | 15 | 100 | 15
111899 | 31 4 73588 | 69198 | 19 | 109 | 17.43
111900 | 31 4 73588 | 69198 | 18 | 113 | 15.93
111928 | 31 4 73588 | 69113 | 13 | 90 14.44
111929 | 31 4 73588 | 5600 17 | 108 | 15.74
111930 | 31 4 73588 | 29335 | 16 | 105 | 15.24
111996 | 31 4 73588 | 37365 | 14 | 99 14.14
112035 | 31 4 73588 | 11907 | 16 | 94 17.02
112049 | 31 4 73588 | 11907 | 19 | 100 | 19
112050 | 31 4 73588 | 11907 | 17 | 97 17.53
112070 | 31 4 73588 | 286 16 | 97 16.49
112071 | 31 4 73588 | 286 16 | 108 | 14.81
112090 | 31 4 73606 | 70065 | 19 | 97 19.59
112131 | 31 4 73606 | 35550 | 15 | 94 15.96
112173 | 31 4 73606 | 7882 17 | 98 17.35
112174 | 31 4 73606 | 32002 | 14 | 95 14.74
112187 | 31 4 73606 | 73546 | 16 | 99 16.16
112188 | 31 4 73606 | 73546 | 19 | 102 | 18.63
112191 | 31 4 73606 | 29124 | 13 | 106 | 12.26
112228 | 31 4 73606 | 287 16 | 98 16.33
112229 | 31 4 73606 | 29124 | 17 | 103 | 16.5
112410 | 31 4 73606 | 73735 | 14 | 112 | 12.5
112435 | 33 10 | 73750 | 19349 | 15 | 95 15.79
112440 | 33 10 | 73750 | 19362 | 17 | 92 18.48
113194 | 31 4 73222 | 74095 | 14 | 93 15.05
113853 | 31 1 74828 | 46556 | 18 | 124 | 14.52
113916 | 31 1 74828 | 46560 | 13 | 103 | 12.62
114626 | 16 1 75633 | 5754 14 | 98 14.29
114658 | 16 1 75633 | 30301 | 15 | 91 16.48
114659 | 16 1 75633 | 30301 | 17 | 100 | 17
114782 | 33 10 | 73750 | 75756 | 19 | 103 | 18.45
114862 | 160 | 1 6795 75819 | 15 | 110 | 13.64
114863 | 160 | 1 6795 75819 | 15 | 110 | 13.64
114912 | 160 | 1 12641 | 75830 | 13 | 97 13.4
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1D F Ge | Sire Dam | BS | TM | k
115434 | 33 10 | 25427 | 76138 | 20 | 135 | 14.81
115781 | 31 1 44211 | 76727 | 15 | 102 | 14.71
115782 | 31 1 44211 | 76727 | 15 | 97 15.46
116567 | 160 | 1 77785 | 75782 | 15 | 109 | 13.76
116568 | 160 | 1 77785 | 27829 | 10 | 100 | 10
116569 | 160 | 1 77785 | 75806 | 14 | 105 | 13.33
116570 | 160 | 1 77785 | 75806 | 16 | 107 | 14.95
116576 | 160 | 1 77785 | 70207 | 16 | 112 | 14.29
116577 | 160 | 1 77785 | 70207 | 12 | 115 | 10.43
116578 | 160 | 1 77785 | 70207 | 12 | 105 | 11.43
116579 | 160 | 1 77785 | 70207 | 14 | 115 | 12.17
116583 | 160 | 1 77785 | 26289 | 14 | 97 14.43
116584 | 160 | 1 77785 | 26289 | 12 | 94 12.77
116585 | 160 | 1 77785 | 28122 | 14 | 98 14.29
116615 | 31 1 74828 | 77791 | 17 | 106 | 16.04
117091 | 84 2 78692 | 9644 14 | 100 | 14
117135 | 84 2 78692 | 7352 16 | 98 16.33
117136 | 84 2 78692 | 7352 8 99 8.08
117183 | 84 2 78694 | 12316 | 13 | 110 | 11.82
117184 | 84 2 78694 | 15751 | 9 105 | 8.57
117320 | 6 1 16670 | 78782 | 9 95 9.47
117575 | 6 4 78911 | 44136 | 13 | 104 | 12.5
117588 | 6 4 78911 | 40702 | 8 95 8.42
117589 | 6 4 78911 | 40702 | 9 107 | 8.41
117591 | 6 4 78911 | 35010 | 17 | 112 | 15.18
117653 | 6 4 46284 | 78914 | 13 | 115 | 11.3
118373 | 6 1 16670 | 79070 | 11 | 118 | 9.32
118560 | 6 4 78911 | 79278 | 11 | 101 | 10.89
118972 | 6 4 46284 | 79506 | 15 | 100 | 15
118981 | 6 4 46284 | 79526 | 14 | 104 | 13.46
118982 | 6 4 46284 | 79526 | 10 | 103 | 9.71
119001 | 6 4 78911 | 79541 | 10 | 112 | 8.93
119002 | 6 4 78911 | 79541 | 14 | 118 | 11.86
119114 | 31 4 50487 | 79720 | 16 | 93 17.2
119456 | 4 2 10911 | 80117 | 14 | 100 | 14
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1D F Ge | Sire Dam | BS | TM | k
119457 | 4 2 10911 | 80117 | 12 | 95 12.63
119458 | 4 2 10911 | 80117 | 11 | 90 12.22
120301 | 31 4 80778 | 72287 | 15 | 108 | 13.89
120302 | 31 4 80778 | 69067 | 15 | 100 | 15
120317 | 31 4 80778 | 72287 | 15 | 111 | 13.51
120318 | 31 4 80778 | 72287 | 15 | 98 15.31
120319 | 31 4 80778 | 72287 | 14 | 122 | 11.48
120343 | 33 10 | 25427 | 80803 | 19 | 116 | 16.38
120344 | 33 10 | 25427 | 80803 | 16 | 103 | 15.53
120347 | 33 10 | 25427 | 80803 | 22 | 99 22.22
120348 | 33 10 | 25427 | 80803 | 18 | 98 18.37
120493 | 14 1 27287 | 81049 | 22 | 120 | 18.33
120494 | 14 1 73937 | 81049 | 22 | 130 | 16.92
120495 | 14 1 73937 | 81049 | 22 | 125 | 17.6
120511 | 14 1 27287 | 81095 | 19 | 110 | 17.27
121057 | 31 4 50487 | 81887 | 16 | 108 | 14.81
122557 | 15 2 84055 | 29583 | 18 | 140 | 12.86
122675 | 6 1 84075 | 79596 | 11 | 107 | 10.28
123405 | 160 | 5 9889 84615 | 13 | 90 14.44
123406 | 160 | 5 9889 84615 | 11 | 95 11.58
125338 | 31 1 40096 | 87019 | 16 | 110 | 14.55
125854 | 160 | 1 88001 | 26289 | 12 | 97 12.37
125855 | 160 | 1 88001 | 26289 | 12 | 90 13.33
125892 | 31 1 44211 | 88164 | 17 | 110 | 15.45
125903 | 31 1 57562 | 88174 | 13 | 96 13.54
125904 | 31 1 57562 | 88174 | 14 | 97 14.43
126354 | 31 4 89382 | 77226 | 17 | 105 | 16.19
126355 | 31 4 89382 | 77226 | 15 | 89 16.85
126356 | 31 4 89382 | 77226 | 19 | 106 | 17.92
126357 | 31 4 89382 | 77226 | 17 | 96 17.71
126361 | 31 4 89382 | 31153 | 15 | 100 | 15
126362 | 31 4 89382 | 81806 | 14 | 96 14.58
126403 | 31 4 89382 | 25922 | 17 | 100 | 17
126423 | 31 4 89382 | 72377 | 15 | 104 | 14.42
126424 | 31 4 89382 | 14079 | 12 | 103 | 11.65
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ID F Ge | Sire Dam BS | TM | k
126453 | 31 4 89382 4168 16 | 105 | 15.24
127046 | 67 | 2 90395 58050 12 | 110 | 10.91
127049 | 67 | 2 90395 8408 10 | 110 | 9.09
127053 | 67 | 2 90395 8487 17 | 120 | 14.17
127135 | 109 | 10 | 60279 90435 12 | 106 | 11.32
127136 | 109 | 10 | 60279 90435 12 | 109 | 11.01
127668 | 6 2 5358 91207 | 8 100 | 8
127669 | 6 2 5358 91207 7 103 | 6.8
127670 | 6 2 5358 91207 | 9 115 | 7.83
128280 | 6 4 78911 92923 9 107 | 8.41
128281 | 6 4 78911 92923 10 | 100 | 10
128529 | 15 2 93669 | 4314 16 | 125 | 12.8
130094 | 6 2 95635 13442 9 88 10.23
130145 | 6 2 5358 95917 11 | 109 | 10.09
130146 | 6 2 5358 95924 11 | 104 | 10.58
132690 | 160 | 1 77785 107023 | 10 | 100 | 10
132691 | 160 | 1 77785 107023 | 16 | 112 | 14.29
133255 | 31 4 107474 | 70077 20 | 105 | 19.05
133341 | 31 4 107474 | 72275 15 | 90 16.67
133369 | 31 4 107474 | 26714 18 | 98 18.37
133370 | 31 4 107474 | 26714 22 | 96 22.92
133426 | 31 4 107474 | 70823 22 | 115 | 19.13
133427 | 31 4 107474 | 14353 15 | 100 | 15
133469 | 31 4 107474 | 41316 20 | 108 | 18.52
133490 | 31 4 107474 | 69054 14 | 96 14.58
133502 | 31 4 107474 | 72374 13 | 93 13.98
133523 | 31 4 107474 | 48614 19 | 102 | 18.63
133524 | 31 4 107474 | 48614 19 | 112 | 16.96
133612 | 31 4 107474 | 30210 15 | 99 15.15
133614 | 31 4 107474 | 29503 14 | 93 15.05
133649 | 31 4 107474 | 30873 19 | 114 | 16.67
133698 | 31 4 72597 107484 | 20 | 108 | 18.52
133724 | 31 4 50487 107495 | 15 | 108 | 13.89
133993 | 31 4 107620 | 75434 13 | 98 13.27
134185 | 31 4 50487 107742 | 20 | 105 | 19.05
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ID F Ge | Sire Dam BS | TM | k
134626 | 31 4 50487 108310 | 17 | 108 | 15.74
134647 | 33 10 | 25427 108345 | 22 | 115 | 19.13
134952 | 160 | 1 6795 108631 | 11 | 98 11.22
134959 | 160 | 1 8738 108631 | 12 | 90 13.33
134979 | 160 | 1 77785 108635 | 14 | 111 | 12.61
134980 | 160 | 1 77785 108635 | 13 | 100 | 13
134981 | 160 | 1 77785 108635 | 14 | 110 | 12.73
134992 | 160 | 1 8738 108635 | 12 | 96 12.5
134993 | 160 | 1 8738 108635 | 12 | 98 12.24
134994 | 160 | 1 8738 108635 | 12 | 97 12.37
135032 | 31 4 56069 108702 | 17 | 113 | 15.04
135353 | 33 10 | 25427 109075 | 19 | 120 | 15.83
135359 | 33 10 | 73750 109088 | 17 | 101 | 16.83
135485 | 160 | 1 77785 109183 | 10 | 96 10.42
135495 | 160 | 1 12641 109183 | 14 | 101 | 13.86
135496 | 160 | 1 12641 109183 | 11 | 95 11.58
135501 | 160 | 1 77785 109184 | 10 | 100 | 10
135833 | 33 10 | 109435 | 80735 16 | 106 | 15.09
135834 | 33 10 | 109435 | 80735 16 | 90 17.78
136220 | 31 4 50487 110296 | 17 | 110 | 15.45
136248 | 33 10 | 110307 | 109428 | 18 | 95 18.95
136249 | 33 10 | 110307 | 109428 | 15 | 93 16.13
136261 | 33 10 | 25427 110309 | 15 | 106 | 14.15
136834 | 31 4 111330 | 72486 16 | 98 16.33
136835 | 31 4 111330 | 72486 20 | 106 | 18.87
137113 | 31 4 111778 | 3798 16 | 110 | 14.55
137960 | 33 10 | 113489 | 40188 17 | 95 17.89
137961 | 33 10 | 113489 | 40188 18 | 95 18.95
137962 | 33 10 | 113489 | 40188 17 | 104 | 16.35
137963 | 33 10 | 113489 | 40188 16 | 94 17.02
137964 | 33 10 | 113489 | 40188 15 | 94 15.96
138057 | 15 2 84054 113570 | 19 | 122 | 15.57
138106 | 31 4 107474 | 113632 | 18 | 99 18.18
138398 | 6 1 84075 114467 | 14 | 100 | 14
138399 | 6 1 84075 114467 | 11 | 122 | 9.02
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ID F Ge | Sire Dam BS | TM | k
138444 | 160 | 1 77785 114728 | 12 | 96 12.5
138445 | 160 | 1 77785 114728 | 14 | 94 14.89
138456 | 160 | 1 8738 114735 | 12 | 96 12.5
138457 | 160 | 1 8738 114735 | 12 | 97 12.37
138519 | 33 10 | 114770 | 109089 | 21 | 105 | 20
138520 | 33 10 | 114770 | 109089 | 19 | 97 19.59
138521 | 33 10 | 114770 | 109089 | 21 | 109 | 19.27
139319 | 6 10 | 115039 | 10158 15 | 125 | 12
139320 | 6 10 | 115039 | 10158 15 | 110 | 13.64
139325 | 6 10 | 115039 | 10703 11 | 122 | 9.02
139326 | 6 10 | 115039 | 10158 17 | 130 | 13.08
139327 | 6 10 | 115039 | 10158 10 | 111 | 9.01
139351 | 6 10 | 115039 | 115037 | 15 | 130 | 11.54
139352 | 6 10 | 115039 | 115037 | 14 | 130 | 10.77
139402 | 31 1 115244 | 25657 16 | 93 17.2
139403 | 31 1 115244 | 111479 | 16 | 107 | 14.95
139496 | 31 1 115244 | 28744 17 | 112 | 15.18
139500 | 31 1 115244 | 46570 14 | 100 | 14
139664 | 33 10 | 114770 | 115445 | 16 | 103 | 15.53
139665 | 33 10 | 114770 | 115445 | 15 | 95 15.79
139678 | 33 10 | 112463 | 115450 | 15 | 115 | 13.04
139755 | 31 1 115582 | 73575 17 | 105 | 16.19
139756 | 31 1 115582 | 73575 19 | 108 | 17.59
140320 | 160 | 1 12641 116555 | 12 | 99 12.12
140321 | 160 | 1 12641 116555 | 12 | 96 12.5
140322 | 160 | 1 12641 116555 | 13 | 99 13.13
140323 | 160 | 1 12641 116555 | 13 | 96 13.54
140945 | 31 1 118625 | 71499 16 | 104 | 15.38
140977 | 31 1 118625 | 73448 16 | 96 16.67
141014 | 31 1 118625 | 46472 18 | 100 | 18
141853 | 33 10 | 120342 | 23808 16 | 100 | 16
141854 | 33 10 | 120342 | 23808 14 | 105 | 13.33
143113 | 6 1 122696 | 29304 11 | 98 11.22
143580 | 160 | 1 124366 | 114728 | 15 | 95 15.79
143581 | 160 | 1 124366 | 114728 | 14 | 100 | 14
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ID F Ge | Sire Dam BS | TM | k
143582 | 160 | 1 124366 | 114728 | 13 | 96 13.54
143583 | 160 | 1 124366 | 110948 | 16 | 95 16.84
143584 | 160 | 1 124366 | 110948 | 13 | 98 13.27
143585 | 160 | 1 124366 | 110948 | 16 | 100 | 16
143597 | 160 | 1 124366 | 93696 13 | 90 14.44
143599 | 160 | 1 124366 | 110947 | 12 | 96 12.5
143600 | 160 | 1 124366 | 114728 | 12 | 95 12.63
143608 | 160 | 1 124366 | 108635 | 13 | 94 13.83
143609 | 160 | 1 124366 | 108635 | 13 | 100 | 13
143692 | 160 | 1 124366 | 124375 | 12 | 90 13.33
143694 | 160 | 1 124366 | 124375 | 13 | 98 13.27
143695 | 160 | 1 124366 | 124375 | 12 | 95 12.63
143696 | 160 | 1 124366 | 124375 | 10 | 94 10.64
143697 | 160 | 1 12641 124375 | 13 | 97 13.4
143698 | 160 | 1 12641 124375 | 11 | 90 12.22
144197 | 31 1 44211 125889 | 16 | 100 | 16
144215 | 160 | 1 125891 | 116565 | 10 | 96 10.42
144216 | 160 | 1 125891 | 116565 | 14 | 98 14.29
144226 | 160 | 1 125891 | 109184 | 13 | 95 13.68
144227 | 160 | 1 125891 | 124372 | 12 | 96 12.5
144228 | 160 | 1 125891 | 124372 | 13 | 95 13.68
144229 | 160 | 1 125891 | 124372 | 13 | 96 13.54
144230 | 160 | 1 125891 | 124372 | 14 | 90 15.56
144231 | 160 | 1 125891 | 93695 12 | 99 12.12
144232 | 160 | 1 125891 | 93695 13 | 96 13.54
144414 | 67 | 2 90484 127145 | 9 103 | 8.74
145105 | 160 | 10 | 44695 132498 | 13 | 120 | 10.83
145106 | 160 | 10 | 44695 132498 | 14 | 120 | 11.67
145107 | 160 | 10 | 44695 132498 | 14 | 100 | 14
145117 | 160 | 10 | 44695 132498 | 12 | 96 12.5
145118 | 160 | 10 | 44695 132498 | 14 | 97 14.43
145119 | 160 | 10 | 44695 132498 | 14 | 90 15.56
145126 | 160 | 10 | 44695 132498 | 10 | 90 11.11
145127 | 160 | 10 | 44695 132498 | 10 | 98 10.2
145128 | 160 | 10 | 44695 132498 | 10 | 97 10.31
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1D F Ge | Sire Dam BS| TM | k
145129 | 160 | 10 | 44695 132498 | 14 | 99 14.14
145130 | 160 | 10 | 44695 132498 | 10 | 90 11.11
145131 | 160 | 10 | 44695 132498 | 13 | 98 13.27
145132 | 160 | 10 | 44695 132498 | 13 | 98 13.27
145133 | 160 | 10 | 44695 132498 | 14 | 96 14.58
145134 | 160 | 10 | 44695 132498 | 13 | 95 13.68
145176 | 160 | 10 | 44695 132518 | 14 | 111 | 12.61
145177 | 160 | 10 | 44695 132518 | 15 | 112 | 13.39
145178 | 160 | 10 | 44695 132518 | 14 | 110 | 12.73
145179 | 160 | 10 | 44695 132518 | 12 | 100 | 12
145295 | 6 4 78911 133052 | 13 | 85 15.29
145743 | 160 | 4 133902 | 111239 | 14 | 97 14.43
145746 | 160 | 4 133902 | 111239 | 13 | 96 13.54
145747 | 160 | 4 133902 | 111238 | 12 | 95 12.63
145748 | 160 | 4 133902 | 92084 | 13 | 90 14.44
145749 | 160 | 4 133902 | 92084 12 | 98 12.24
145750 | 160 | 4 133902 | 92084 | 13 | 98 13.27
145751 | 160 | 4 133902 | 92084 | 12 | 97 12.37
145752 | 160 | 4 133902 | 92076 12 | 97 12.37
146268 | 160 | 1 125891 | 134978 | 12 | 97 12.37
146270 | 160 | 1 125891 | 134978 | 12 | 99 12.12
146271 | 160 | 1 125891 | 134978 | 12 | 95 12.63
146272 | 160 | 1 125891 | 134978 | 12 | 96 12.5
146803 | 33 10 | 136260 | 80802 17 | 105 | 16.19
146822 | 160 | 1 125891 | 136453 | 12 | 95 12.63
146838 | 160 | 1 125891 | 136471 | 12 | 100 | 12
146898 | 160 | 4 133902 | 136722 | 13 | 100 | 13
146899 | 160 | 4 133902 | 136722 | 11 | 90 12.22
146991 | 31 10 | 137959 | 109089 | 16 | 115 | 13.91
147998 | 160 | 10 | 14254 145120 | 13 | 95 13.68
148003 | 160 | 10 | 14254 145171 | 12 | 95 12.63
148004 | 160 | 10 | 14254 145171 | 13 | 99 13.13
148005 | 160 | 10 | 14254 145171 | 13 100 | 13
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Zakljucak

Prvenstveno u ovom radu glavni cilj je bio dati osnovni uvid u linearne mesovite
modele, kao i u oblasti u kojima se mogu primeniti sa posebnom paznjom usmere-
nom na oplemenjivanje zivotinja. Glavni akcenat stavljen je na ocene parametara
u mesovitim modelima. BLUP, kao nacin ocene slucajnih efekata u mesovitim
modelima, pri ¢emu se istovremeno ocenjuju i fiksni efekti, je od velike vaznosti u
proceni uzgojnih odnosno oplemenjivackih vrednosti. Smatra se najboljom i naj-
objektivnijom ocenom. Pre svega linearni mesoviti modeli imaju primenu u oblasti-
ma u kojima veliki uticaj imaju genetski faktori. Stoga i ne ¢udi da ih najcesce
susrecemo u oplemenjivanju zivotinja, biljaka, psihologiji, medicini i slicno. U
poslednje vreme, linearni mesoviti modeli nalaze znacajnu primenu u detektovanju
postojanja bioloskog napada ili bioterorisma. Pomocu takvih modela, utvrduje
se, na odredenim grupama ili regijama, koliko pojavljivanje posmatrane bolesti
odstupa od ocekivane vrednosti, dobijene na osnovu istorijskih pdataka.

Raznolikost individua i njihovih osobina rezultat su uticaja naslednih faktora
i spoljasnje sredine. Medu svim faktorima koji uticu na osobine neke jedinke,
najmanje se genetski menjaju tokom njenog zivota, pa su od posebnog znacaja
kada je u pitanju selekcija zivotinja. Linearnom regresijom mozemo opisati uticaj
fiksnih faktora na neku posmatranu osobinu. Medutim, ukoliko Zelimo uvrstiti uti-
caj genetike, kako same individue tako i njenih roditelja, to mozemo uraditi pomocéu
linearnih mesovitih modela. Drugim re¢ima takav uticaj smatramo sluc¢ajnim, te
ga uvrStavamo u model kao slucajni efekat. Na taj nac¢in mozemo izabrati najbolju
individuu koju ¢emo koristiti za dalju reprodukciju. Pre svega u takvim modelima
nas zanima ocena sluc¢ajnih efekata, jer tako biramo najbolju zivotinju, pri ¢emu je
osnovni kriterijum oplemenjivacka vrednost, odnosno genetski potencijal. S druge
strane, kako jedinka odredenog genotipa moze ispoljiti svoje bitne karakteristike u
odredenim uslovima zivotne sredine, a u drugim ne nuzno, neophodno je posma-
tranje medusobnog delovanja fiksnih i slucajnih efekata, jer se samo na taj nacin
mogu ispoljiti zeljene osobine kod date individue.

.....

tivno ekonomski aspekt. U sluc¢aju kad imamo genetski kvalitetno grlo i pri tome
uticemo na uslove spoljasnje sredine, daljom analizom i reprodukcijom mozemo un-
apredivati nase stado. U Srbiji se godisnje potrosi na stotine hiljada evra na uvoz
semena domacih zivotinja. Pored toga, Srbija ima veliki potencijal kada je kvalitet
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bikova u pitanju, kao i kvalitet nerastova (muskih svinja). Za saradnju su zain-
teresovane zemlje poput Austrije i Nemacke, dok se procene oplemenjivackih vred-
nosti rade upravo pomoc¢u BLUP ocena. Na ovaj nacin se vrsi selekcija zivotinja,
odnosno procena njihovog genetskog kvaliteta. Od interesa mogu biti kvalitet mesa,
mlecnost ili koli¢cina mleka, kvalitet samog mleka, brzina konja i slicno u zavisnosti
od vrste zivotinje, rase i cilja samog odgajivaca.
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