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Uvod

Resavanje sistema linearnih jednacina spada u jedan od osnovnih zadataka linearne
algebre. Za reSavanje sistema postoje direktne metode, medutim kad se radi o
sistemima vece dimenzije, ove metode nisu u praksi primenljive. Na primer, za
sistem dimenzije n primenom Kramerovog pravila potrebno je izvrsiti O(n!n) ari-
tmetickih operacija sto dovoljno govori o neprihvatljivosti ove metode za reSavanje
sistema linearnih jednacina. Nesto bolja situacija je kod Gausove metode eliminacije
gde je potrebno O(n?) operacija.

Sa druge strane, u savremenoj nauci i tehnici diskretizacijom razlicitih problema
raste potreba za resavanjem upravo sistema velikih dimenzija.

Pored direktnih metoda za resavanje sistema linearnih jednacina kod kojih se u
konkretnom broju koraka dolazi do ta¢nog resenja, postoje i iterativne metode gde
je reSenje grani¢na vrednost niza uzastopnih aproksimacija. Medutim, kod sistema
velike dimenzije konacan broj koraka nije prakticno upotrebljiva osobina. Naime,
za sistem od 10° jednacina Gausovom metodom potrebno je 10'® operacija, sto bi
pri brzini racunara od 10'? operacija u sekundi, znacilo 11 dana. Sto se tacnosti
tice, nje u praksi zapravo i nema, jer se operacijom deljenja (koja se ¢esto javlja
kod direktnih metoda) i zaokruzivanjem realnih brojeva na konacan broj decimala,
tokom postupka gomila greska. Sa druge strane, i sami ulazni podaci su Cesto
rezultat prethodnog merenja i proracuna, pa nisu ta¢ni brojevi, tako da i nema
smisla traziti tacno reSenje.

Posto se pri ispitivanju konvergencije iterativnih postupaka za reSavanje sistema
linearnih jednacina koriste matri¢ne norme, u prvom poglavlju date su definicije,
osobine i primeri vektorskih i matricnih normi, kao i preliminarna tvrdenja o kon-
vergenciji nizova i redova vektora i matrica.

Kako se mnogi problemi u fizici, hemiji, biologiji, tehnici, ekonomiji i drugim
oblastima nauke svode na resavanje sistema linearnih jednacina sa posebnom struk-
turom generalizovane dijagonalne dominacije, upravo su te klase matrica razmatrane
u drugom i tre¢em poglavlju rada. Pri tome je drugo poglavlje posvec¢eno uslovima
dijagonalne dominacije matrica, a tre¢e poglavlje uslovima blok dijagonalne domi-
nacije.

U cetvrtom poglavlju rada razmatrani su iterativni postupci tipa fiksne tacke za
resavanje sistema linearnih jednacina. Posebna paznja je posvecena parametarskim
relaksacionim postupcima OR (overrelaxation). Za slucajeve kada je matrica sis-
tema SDD, S — SDD ili H—matrica dati su dovoljni uslovi za konvergenciju AOR



postupka. Jedno od uopstenja AOR postupka pogodno za primenu na paralelnim
racunarima (tj. rac¢unarima koji imaju vise procesora) - PDAOR metod (paral-
lel decomposition-type relaxation methods) obradeno je u petom poglavlju, gde su
izlozeni dovoljni uslovi za konvergenciju tog postupka za sluc¢aj blok S DD matrica.

Sesto poglavlje sadrzi progirenje oblasti konvergencije za slu¢aj blok S — SDD
matrica ostvareno tehnikom skaliranja.



Glava 1

Preliminarna tvrdenja

1.1 Oznake

U ovom radu koristicemo sledece oznake:

N— skup prirodnih brojeva,

N ={1,2,...,n},

Ny = NU {0},

R— skup realnih brojeva,

R™— skup realnih n—dimenzionalnih vektora,

R™"— skup n X n realnih matrica,

A = [a;;]— matrica ¢iji je element u i-toj vrsti i j-toj koloni a;j,

(A);;- ij-ti elemenat matrice A,

AT - transponovana matrica matrice A,

x > (>)0, z € R"— vektor ¢ije su sve komponente pozitivne (nenegativne),

A > (>)0, A € R""— matrica Ciji su svi elementi pozitivni (nenegativni),

D = diag[dy,ds, ..., d,]— dijagonalna matrica sa elementima dy,ds, ..., d, na
dijagonali,

D >0, D je dijagonalna matrica i svi njeni dijagonalni elementi su pozitivni,

E— jedini¢na matrica,

A = D — L — U— standardno razlaganje matrica A na njen dijagonalni (D),
strogo donji trougaoni (L) i strogo gornji trougaoni (U) deo,

o(A) je skup karakteristicnih korena (spektar) matrice A,

tr(A) je trag matrice A.

1.2 Vektorske 1 matriéne norme

Kako se u analizi konvergencije iterativnih postupaka za resavanje sistema linearnih
jednacina koriste pojmovi vektorske i matricne norme, najpre dajemo definicije i
osobine ovih pojmova.



DEFINICIJA 1.1. Swvako preslikavanje || - || : R® — R koje ima sledeée osobine:

1) |zl =0
|z =02 =0

2) l|ax|| = |a|z|
3) Nz +yll < llzll + [yl
za svako x,y € R", a € R, naziva se vektorska norma na R™.

PRIMER 1.1. Neke od vektorskih normi su:

n
o llalli =) |l
i=1

o Jlallz= (Y faif*)'
i=1

o [zl = max |z,

o llally = Q)P p> 1.
i=1

TEOREMA 1.1. Neka je || - || vektorska norma i S reqularna matrica. Tada je pre-
slikavanje N definisano sa N(x) := ||Sz|| takode vektorska norma.
Dokaz.

1) Svakako je N(z) = ||Sz| > 0.
Nz)=0<+=||S2]| =0 = Sz =0<=2=5""'0=0,
jer je S regularna matrica.
2) N(azx) = |S(az)| = [laSz] = [o|[|Sz(| = |a|N(z).
3) N(z+y) =S +y)ll =[Sz + Syll < [|Sz[| + |Syll = N(z) + N(y).

g

TEOREMA 1.2. Za svake dve vektorske norme ||| i || || postoje pozitivne konstante
m i M sa osobinom da za svaki vektor x vazi:

!
mllz] < lz| < Ml
Navedena osobina se naziva ekvivalencija vektorskih normi.
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TEOREMA 1.3. Neka je dat vektor e za koji vazi e > 0. Tada je preslikavanje defi-

nisano sa ||zl = Imax Ji] vektorska norma.

Dokaz. Izaberimo matricu S na sledeéi nacin:

S = diag [i i ,i}

€1 62 €n

Kako je e > 0, sledi da je det(S) = - > 0, pa je S regularna matrica. Tada je

preslikavanje N definisano sa o
N(z) = ||Sells = max |(Sa)i| = max LIp—
1< 1<i<n €; 1<i<n €;
vektorska norma, prema Teoremi 1.1. [J
DEFINICIJA 1.2. Svako preslikavange ||-|| : R™™ — R skupa kvadratnih matrica R™"

u skup nenegativnih realnih brojeva koje zadovoljava sledeée osobine:
1) J1A] > 0
A =0<= A=0
2) [leAll = lafl|A]
3) |14+ Bl < [[All + Bl
4) IAB| < || A[l||B]

za svako A, B € R™", naziva se matriéna norma na R™™.

DEFINICIA 1.3. KaZemo da je matricna norma || - || saglasna sa vektorskom no-
rmom || - ||, ako za svaki vektor x i svaku matricu A vazi:

[Az ]l < [[Allm ][]l

TEOREMA 1.4. Za svaku matricnu normu postoji vektorska norma sa njom sa-
glasna.

DEFINICUJA 1.4. Neka je data vektorska norma ||-||,. Tada preslikavanje definisano

sa
IIAwllv

zovemo prirodna matricna norma ili matricna norma indukovana datom vektorskom
normom.

Al =

TEOREMA 1.5. FEkvivalentan zapis za prirodnu matriénu normu je

Al = mas [l Aull

lullo=



Dokaz. Oznacimo sa u = —=—. Ocigledno, tada je ||u||, = 1. Iz definicije matri¢ne

|l
norme imamo: || b A
T T
Al = sup [|7— =
ot || lo azo [zl
= sup A = sup || Aul,.
Izl ™ jpag=1
Kako je {z : |z||, = 1} kompaktan skup (zatvoren i ogranicen), a || Au||, neprekidna

funkcija, koja na kompaktnom skupu dostize svoj maksimum, time je tvrdenje
dokazano. [J

DEFINICIA 1.5. Za kvadratnu matricu A € R™" definisimo spektralni radijus p(A)
na sledeci nacin:

p(A) = max Al

gde je a(A) skup svih karakteristicnih korena matrice A.

PRIMER 1.2. Neke od matriécnih normi su:

e matricna norma indukovana vektorskom normom beskonacno je :

1<i<n

n
[A[Joc = max E lagl,
=1
e matri¢na norma indukovana vektorskom normom jedan je :

n
[A[ly = max Z sl
=1

1<j<n

e matricna norma indukovana vektorskom normom dva je :

[All2 = v/ p(ATA),

e Frobenijusova matri¢na norma
|Alle = \/tr(AT A).

TEOREMA 1.6. Neka je S € R™ regularna matrica i || ||, proizvoljna vektorska
norma u R". Ako je N(z) := ||Sz|,, onda je matricna norma indukovana ovom
vektorskom normom data sa N(A) = [|[SAS™Y|m, pri éemu je || ||,n matricna norma
indukovana vektorskom normom || ||,.



Dokaz. Prema Teoremi 1.1 N(z) je vektorska norma. Oznacimo sa y = Sxz. Tada
je © # 0 ekvivalentno sa y # 0 (jer je S regularna matrica). Po definiciji matri¢ne

norme dalje je
N(Ax) [1SAz|,

N(A) = sup =sup———— =
w20 N(@) a0 |5z,

[SAS~ S|, ISAS™ L

—————— =Sup ———————

=20 ISzl w0yl

= 1SAS™ lm,
¢ime je tvrdenje dokazano. [J

TEOREMA 1.7. Za sve matricne norme || || vazi
p(T) < |||

Za svaku kvadratnu matricu T i svaki realni broj € > 0 postoji matricna norma || ||+,
takva da je
[T < p(T) +e.

Dokaz. Neka je p(T) = |A|, a z # 0 karakteristi¢ni vektor koji odgovara A. Dalje,
na osnovu Teoreme 1.4 postoji vektorska norma || ||, saglasna sa datom matri¢nom,

pa tada vazi
(Alllzlle = IAzllo = 1T 2]} < I TIH|2]]o-

Dakle, p(T') = [A| < [T, jer ||z, > O.

Neka je J Zordanova forma matrice T, J = S™'T'S. Za proizvoljno € > 0
definisimo matricu D, = diag[l,¢€, €2, ..., e"1]. Matrica D-'JD, = (SD.)"'T(SD.)
se razlikuje od J samo po tome Sto iznad dijagonale umesto jedinica ima e. Matrice
S'i D, su regularne, pa mozemo defnisati slede¢u vektorsku normu

lzll+ = [(SDe) ™ |oo-
Na osnovu prethodne teoreme imamo
T« = 1(SDe) ' T(SDe)lloo < max |Ai| + € = p(T) +e.

g

TEOREMA 1.8. Neka je A € R™™ proizvoljna matrica © vektor e € R™ takav da je
e > 0. Tada je

— lajle;
1Al == max y " =22
(3 €;
j=1

(2

matriéna norma indukovana vektorskom normom || ||e. Takode, za A > 0 vaZi

[ Aelle = [|All.

10



Dokaz. Prema Teoremi 1.3.

|75
e = mas 2 = |Aza].,
<jsn e
je vektorska norma, gde je
1 1 1
M = diag {—,—,...,—] )
€1 €9 €n

Dalje, prema Teoremi 1.6. je

1<z<n

Kako matrica A ime sve pozitivne elemente, tada je

n n
1> el > aije;

Ae); — _
HA€H _ 1n<1a<x |( e>l| = max L = max L = HA”e
i<n €; 1<i<n €; 1<i<n €;

g

1.3 Konvergencija nizova vektora i matrica

U ovom odeljku navodimo definicije i vaznije teoreme koje se odnose na konver-
genciju nizova i redova vektora i matrica neophodne za konstrukciju iterativinih
postupaka koje razmatramo.

DEFINICIJA 1.6. Niz vektora {x®}en € R™ konvergira ka x € R™ akko za svako
ie{l,2,...,n} vazi
x¥ — 2,k — oo.

TEOREMA 1.9. Niz vektora {x")} ey € R™ konvergira ka x € R™ akko

lim ||z® — 2| =0,
k—o00

za svaku vektorsku normu.

DEFINICIJA 1.7. Red vektora Z 2 konvergira akko niz parcijalnih suma {s® ey
k=1

k
konvergira, gde je s*) = Z 29 kada k — .
j=1

11



DEFINICIJA 1.8. Niz matrica AY) = [agjl-)],A(Z) = [ag)], LA = [agn)], ¥
R™™ konvergira ka matrici A = [a;;] istog reda, ako i samo ako je

lim '™

o =y, t=12,....n,53=12....n
m—ro0

TEOREMA 1.10. Niz kvadratnih matrica {A®Ycy reda n konvergira ka matrici
A e R™ akko

lim ||A® — A|| =0,

k—oo

za svaku matricnu normau.

TEOREMA 1.11. Neka je A € R™". Stepeni red Z A konvergira akko je p(A) < 1.

k=0
Pri tome je E — A regularna matrica i vazi:

(E—A)~"' = f:A’“.

12



Glava 2

Dijagonalno dominantne matrice i
tehnika skaliranja

Konvergencija nekog iterativnog postupka za reSavanje sistema linearnih jednacina
zavisi, izmedu ostalog, od oblika matrice tog sistema. Od posebnog znacaja su ma-
trice ¢iju regularnost mozemo jednostavno proveriti, ne racunajuc¢i im determinantu.
Tu spadaju strogo dijagonalno dominantne matrice. Medutim, kako je ovo veoma
"uska” potklasa klase regularnih matrica, ona se prosiruje matricama koje se mogu
svesti na SDD matrice mnozenjem sa desne strane nekom pozitivhom dijagonalnom
matricom. Takve matrice se zovu generalizovane dijagonalno dominantne matrice
(GDD), a sam postupak njihovog svodenja na SDD matrice se zove skaliranje. U
ovom delu rada razmatramo ove klase matrica, kao i neke druge potklase klase GDD
matrica dobijene tehnikom skaliranja.

2.1 Strogo dijagonalno dominantne matrice

DEFINICIJA 2.1. Matrica A = [a;;] € R™" se naziva strogo dijagonalno dominantna
matrica ili SDD matrica ako vazi

jail > > ayl, i=1,2,....n
j=1
i
t1. u svakoj vrsti je apsolutna vrednost dijagonalnog elementa veca od zbira apsolut-
nih vrednosti vandijagonalnih elemenata te vrste.

U literaturi, ova klasa matrica, kao i njena uopstenja, se definisu na skupu kom-
pleksnih kvadratnih matrica. Kako je u ovom radu akcenat na sistemima linearnih
jednacina, mi ¢emo se zadrzati na realnom slucaju.

n
Ako uvedemo oznaku r;(A) := Z |la;;], onda se gornji uslov moze jednostavnije

j=1
G
zapisati u obliku
|a7;i| > Ti(A), 1=1,2,...,n.

13



PRIMER 2.1. Matrica A = | —1 2 —1 | nije SDD matrica, jer r(A) = 2 =
0 1 2
’CLQQ‘.
3 -1 -1
Matrica B = 0 2 —1 | ocigledno zadovoljava SDD uslov.
-1 -3 5

TEOREMA 2.1. Svaka SDD matrica je reqularna.

Dokaz. Pretpostavimo da je SDD matrica A = [a;;] € R™" singularna. Tada postoji
nenula vektor x = [z1,...,7,|T € R" takav da je Az = 0, ili ekvivalentno

n
E aijxj:O, i:1,2,...,n.
j=1

Kako je x # 0, postoji k € {1,...,n} tako da je
0 < |zg| = max{|z;| : j € {1,...,n}}.
Tada je

n
E Ajlj = —AkkTl,
j=1

£k

odakle sledi .
lallze] < lawl|25] < lael Y laxy|-
j=1 j=1

ik ik
Deljenjem poslednje nejednakosti sa |x;| > 0 dobijamo

lagk| < rr(A),

Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom. Dakle, A je regularna matrica. [

Prethodna teorema daje dovoljan uslov za regularnost matrice. Ovaj uslov je
mnogo jednostavniji za proveru od izracunavanja determinante matrice, naroc¢ito ako
se radi o matricama velikog reda. Medutim, ovaj uslov nije i potreban, Sto se vidi
iz prethodnog primera. Matrica A nije SDD matrica, ali je regularna jer detA # 0.
Dakle, klasa SDD matrica je potklasa klase regularnih matrica. Medutim, ako
se oslabi uslov stroge dijagonalne dominacije u dijagonalnu dominaciju, gubi se
regularnost.

DEFINICUA 2.2. Matrica A = [a;;] € R™™ se naziva dijagonalno dominantna ma-
trica (DD ) matrica ako vazi

n
|aii|22|aij|, 1=1,2,...,n,
g
pri éemu za bar jedan indeks k € {1,...,n} vaZi stroga nejednakost, tj. |agx| >

14



Da DD matrice ne moraju biti regularne pokazuje slede¢i primer.
51 2
PRIMER 2.2. Matrica A = | 0 1 1 | je DD-matrica, ali det(A) = 0, pa je
000

singularna.

2.2 Generalizovane dijagonalno dominantne ma-
trice

Kako je u praksi uslov stroge dijagonalne dominacije cesto previse zahtevan, razvi-
jala su se njegova razna uopstenja, [25]. Medutim, ispostavilo se da veéina takvih
uopstenja podpada pod okvir teorije H-matrica. U nastavku, navodimo definiciju
H-matrica i njihovu vezu sa strogom dijagonalnom dominacijom.

DEFINICIJA 2.3. Matrica A € R™" je generalizovana dijagonalno dominanitna ma-
trica ili GDD matrica, ako postoji pozitivna dijagonalna matrica W takva da je AW
SDD matrica.

Iz definicije sledi da se svaka GDD matrica reda n moze dobiti kao proizvod
neke SDD matrice i neke pozitivne dijagonalne matrice reda n, odnosno da su
G DD matrice generisane SDD matricama.

Generalizovane dijagonalno dominantne matrice su odlican alat u proucavanju
M —matrica koje imaju Siroku primenu, kako u matematici, tako i u ekonomiji,
inzenjerstvu, ekologiji itd. ([5]).
DEFINICIJA 2.4. Matrica A = [a;;] € R™" je Z-matrica ako vaZi a;; < 0, za svako
ij=1,...,n, i#j

DEFINICIJA 2.5. Matrica A koja je Z-matrica naziva se M -matrica ako je reqularna
i A7 > 0.

TEOREMA 2.2. Neka je matrica A Z-matrica. Tada, A je M-matrica akko postoji
pozitivan vektor z takav da je Az > 0.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je matrica A M-matrica. Prema definiciji, tada ja
matrica A Z—matrica, ima inverznu matricu i vazi da je A= > 0.

Za vektor 6 =[1 1---1]T > 0 imamo da je 2 = A71§ > 0.
Pretpostavimo da postoji ¢ takvo da je z; = 0. Tada

(A_l(S)i - O,

odakle sledi da je



pa zakljuéujemo da je cela i— ta vrsta matrice A~! jednaka nuli, odnosno matrica
A~ nije regularna.

Dakle z > 0, pa je
Az =AAT'6 =6 >0.
(<) Pretpostavimo da je A Z—matrica i da postoji vektor z > 0 takav da je
Az > 0.
Neka je A = D — B razlaganje matrice A, takvo da je D = diag|ay, . . ., Gnp).

Tada je B > 0, jer je A Z—matrica. Na osnovu pretpostavke znamo da je Az > 0
paje (D — B)z >0, a time i
0< Bz< Dz,
Sto implicira da D ima pozitivne dijagonalne elemente, tj. D > 0. Medutim, tada

jei D7! > 0, pa mnoZenjem prethodne nejednakosti sa leve strane sa D! dobijamo

D 'Bz < 2.

Koristec¢i Teoremu 1.8 dobijamo:
ID7'B|. = [|ID7" B|l. < |l2]. =1,

pa je, po Teoremi 1.6
p(D™'B) < [|ID7'B]. < 1.
Dakle, na osnovu Teoreme 1.11, E — D™'B = D YD — B) = D 'A je regularna
matrica 1 vazi .
(E-D'B)' =) (D'B)*.
k=0

Iz A= D(E — D7'B) sledi da je matrica A regularna (kao proizvod dve regularne

matrice). Dalje je

(D74t =) (D7'B),

k=0

odakle sledi .
AT'D =) (D'B)".
k=0

Mnozenjem sa D! sa desne strane dobijamo

ATt = (D'B)*D' >0,

k=0

pa je matrica A M —matrica. [J

TEOREMA 2.3. Matrica A € R™" koja je Z i SDD matrica, je i M—matrica.
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Dokaz. Neka je matrica A Z—matrica i neka je A = D — B razlaganje matrice
A na matricu D i B. Kako je A SDD, dijagonalni elementi ne mogu biti nula, t;j.
D > 0. Dakle, vazi da je D™'B > 0.

Pretpostavimo da je p(D~!B) > 1. Tada postoji karakteristi¢ni koren A matrice
D™!'B sa osobinom |A| > 1.

Posmatrajmo matricu C':= AD — B. Za svako ¢ = 1,2, ..., n vazi
n n
il = [Aa] = [Mas] > laa] > lagl = leil,
j=1 =1
J# J#

pa je C SDD matrica.

Kako su sve SDD matrice regularne, onda je i matrica C regularna, pa je A\D—B
regularna, odnosno D(AE— D™ B) je regularna, tj. AE—D~!B je regularna matrica.
Medutim, tada je A ¢ o(D~!B) $to je u kontradikciji sa pretpostavkom.

Dakle mora biti p(D'B) < 1. Po Teoremi 1.11. sledi da je E — D! B regularna
matrica, pa je i A = D(E — D™!B) regularna kao proizvod dve regularne matrice.
Dokazimo da je A=' > 0. Prema Teoremi 1.11 je

(E-D'B)y'=) (D'Bf >0,
k=0
pa je
At'=(E-D'B)'D ' >0.
O

Ocigledno, M-matrice se ograni¢avaju na realne matrice specijalne znakovne
strukture, te postoji potreba za prosirenjem na realne matrice proizvoljne znakovne
strukture, kao i na kompleksne matrice. Tako je nastala klasa H-matrica.

DEFINICUJA 2.6. Matrica (A) = [a;] je pridruzena matrica matrice A = [a;;] ako
vazi
i = ag|, oy =—lagl, ,j=12,...,n, i#}].

DEFINICUA 2.7. Matrica A je H-matrica akko (A) je M-matrica.

Da H—matrice nisu nista drugo nego G DD matrice dokazujemo u sledec¢oj teo-
remi.

TEOREMA 2.4. Matrica A je H—matrica akko je GDD matrica, tj. ako postoji
pozitivna dijagonalna matrica W takva da je AW SDD matrica.

Dokaz. Matrica A je H—matrica akko je prateéa matrica (A) M —matrica, Sto
je po Teoremi 2.2 ekvivalentno sa postojanjem vektora z takvog da je (A)z > 0, tj.
da je ((A)z); > 0, za svako ¢ € {1,...,n}. Ovo je dalje ekvivalentno sa

n

|aii‘zz‘_2|aij‘|2j >0, +1=1,2,...,n.
e
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Ako oznacimo W = diag[z, . . ., z,], poslednju relaciju mozemo zapisati u obliku

[(AW)ii] > Y [(AW)y] = ri(AW), i=1,2,....n
o
Sto je ekvivalentno sa uslovom da je AW SDD matrica. [
DEFINICIJA 2.8. Neka je matrica A H—matrica. Pozitivna dijagonalna matricu W

takva da je AW SDD matrica se zove skalirajuca matrica, a sam postupak svodenja
na SDD se zove dijagonalno skalirange ili samo skalirange.

Iz definicije neposredno sledi da je svaka H—matrica regularna, jer je proizvod
dve regularne matrice: SDD matrice AW i pozitivne dijagonalne matrice W1
Dakle, H-matrice predstavljaju najsire uopstenje stroge dijagonalne dominacije tehni-
kom skaliranja. U narednoj sekciji naves¢emo i druge klase matrica koje se dobijaju
ovom tehnikom. Tako se dobijeni rezultati odnose na potklase klase H-matrica, oni
svoju svrhu nalaze sa jedne strane u tome Sto klasifikuju H-matrice prema obliku
skaliraju¢e matrice praveé¢i "most” od S DD matrica, kao osnovne potklase, do cele
klase H-matrica.

2.3 Neke potklase klase H—matrica

U literaturi su proucavane i razne potklase klase H—matrica koje ispunjavaju neke
posebne uslove. Shodno temi ovog rada, navodimo samo one koje se odnose na
tehniku skaliranja.

2.3.1 Matrice koje su SDD po kolonama

DEFINICIJA 2.9. Matrica A € R™™ je SDD po kolonama ako vazi
lai| > ¢i(A) = Z laji|, za svakoi=1,2,... n.
o
TEOREMA 2.5. Ako je matrica A SDD po kolonama, onda je A i H—matrica.

Dokaz. Prvo, primetimo da su klase M- i H-matrica invarijantne na transpono-
vanje. Naime, za sve matrice A € R™"

(1) A je Z-matrica akko je AT Z-matrica,
(2) A je regularna akko AT je regularna,

(3) A1 > 0 akko (AT)"t >0,
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(4) (A7) = (A"

Dakle, kako je A SDD po kolonama, tada je AT SDD, pa time i H-matrica, §to,
na osnovu prethodnog, implicira da je i A H-matrica. [J

Kao sto smo primetili, uslovi koji definisu H-matrice su invarijantni na transpono-
vanje, dok klasa SDD matrica to nije. Dakle, razne potklase dobijane uopstenjima
stroge dijagonalne dominacije se mogu formulisati kako za vrste, tako i za kolone
matrice, [22, 25]. Medutim, iako na osnovu prethodne teoreme, tehnika skaliranja
primenjena na vrste matrice (Sto se dobija kada bismo datu matricu A mnozili
skaliraju¢om matricom W sa leve strane - W A) vodi ponovo ka klasi H-matrica,
naredne potklase koje klasifikuju H-matrice se u opstem sluc¢aju razlikuju ukoliko
se formulisu po vrstama ili kolonama. Imajuéi to u vidu, navodimo formulacije po
vrstama, dok se na potpuno analogan nac¢in moze izvrssiti klasifikacija H-matrica
po kolonama.

2.3.2 S — SDD matrice

DEFINICUIA 2.10. Za matricu A = [a;;] € R™™ i podskup S skupa N = {1,2,...,n}
neka je

ri(A) = Y agl, i=1,2,...,n

jes\{i}

DEFINICUJA 2.11. Za dati neprazan pravi podskup S skupa indeksa N, matrica A =
[a;;] € R™™ je S-SDD (S-strogo dijagonalno dominantna) matrica ako vaZi

lag| > r7(A),  za svako i€ S, (2.1)
(laz| — 72 (A))(laj;| — r2(A)) > r¥(A)rd(A), zasveic S, jes. (2.2)

LEMA 2.1. Ako je matrica SDD, onda je ona © S-SDD matrica, za proizvoljan skup
S CN.

Dokaz. Pretpostavimo da je matrica A = [a;;] € R™" SDD matrica i da je S C N
proizvoljan skup indeksa. Tada, za svako i € N

i > ri(A) = rf(A) + r7(A) = rf(A),

pa uslov (2.1) vazi. Za sve i,j € N vazi

jaal =77 (A) > r7(A),  ag| = r(4) > rf(A),

pa je ispunjen i uslov (2.2). O

TEOREMA 2.6. Ako je matrica S-SDD za dati skup indeksa S C N, onda je ona i
H—matrica.
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Dokaz. Pretpostavimo da je matrica A = [a;;] € R™" S-SDD matrica, tj. takva da
za neprazan skup indeksa S C N vazi (2.1) i (2.2). Pokazimo da postoji pozitivna
dijagonalna matrica W takva da je AW SDD matrica. Definisimo matricu W =
diag|wy, . . ., w,] na sledeéi nacin:

w4 ako je k € §
711, akojeke S

Da bi matrica AW bila SDD matrica, treba da izaberemo ~ tako da vazi:

Y0ag| > yrf (A) + T?(A), za svako i € S,

|aj;| > 75 (A) + W?(A), za svako j € S.

Ovo je ekvivalentno sa uslovima

TS(A) s
) 3 . (A
’y > |au| . T;S(A)’ gde -]e ‘CL’L’L’ > Tz ( )
i S
|a ;| — 7 (A) s
7<TA]), zarj(A)#O.

Ako za matricu A definisemo brojeve

ri(4)
R T )

Jag| = 75(4)
A):= min —— 21—~
a(4) jesrszo 15 (A)
tada ¢e gornji uslovi biti ispunjeni ako i samo ako v pripada intervalu (u1(A), ua(A)).

Da je ovaj interval dobro definisan i neprazan, sledi iz uslova (2.1) i (2.2). Dakle,
za ovako odredenu matricu W matrica AW je SDD matrica, $to znaci da je A
H—matrica. [J

Po Teoremi 2.4. za svaku H—matricu A postoji regularna dijagonalna matrica
W, takva da je AW strogo dijagonalno dominantna. Medutim, cesto se ta skali-
rajuca matrica W ne moze eksplicitno naci. Iz dokaza prethodne teoreme vidimo
da se za S — SDD matrice skaliraju¢a matrica moze eksplicitno odrediti, sto pruza
odgovarajucée prednosti u radu sa ovom klasom matrica, vid. [8],[9].

2.3.3 PM i PH-matrice

Ove matrice su uvedene u radu [19], a u [18] je data njihova karakterizacija termi-
nologijom generalizovane dijagonalne dominacije.
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Neka je A = [a;;] € R™", n € N, i neka je M = M; U...U M,, particija
skupa indeksa N = {1,...,n} na m disjunktnih podskupova. Ozna¢imo A;; =

A[M;, M;] = [apg|ver,., 1,7 =1,...,m, i predstavimo matricu A u blok formi
qEJWj
An A o0 A
Ao A.21 A.22 - A'Qm
At Apa .. A

Definisimo kolekciju pridruzenih matrica

’I“Z‘l (AH) Til (Alg) e T'il (Alm)
. . Tz‘zA TiQA riQAm
Al i) — | Teln) Tald) Wond | e My k=1,
T (Aml) T4 (Amg) e T (Amm)

pri cemu je 1y, (Arj) = 3 jc s, Gigt-

DEFINICIJA 2.12. Matrica A je PM-matrica u odnosu na particiju M ako su njeni
vandijagonalni elementi nepozitivni i sve pridruzene matrice AW-m) € My, k =
1,...,m su reqularne M —matrice.

DEFINICIA 2.13. Matrica A je PH—matrica v odnosu na particiju M ako je njena
pridruzena matrica (A) PM—matrica v odnosu na istu particiju skupa indeksa.

Ocigledno, matrica A je PM —matrica (PH—matrica) u odnosu na najfiniju
(tackastu) particiju (n = m) ako i samo ako je regularna M —matrica (H—matrica).
S druge strane, za najgrublju particiju skupa indeksa, tj. n =1, A je PH—matrica
ako i samo ako je SDD matrica.

Da definicije PM — i PH—matrica predstavljaju klasifikaciju M-matrica i H-
matrica tehnikom skaliranja rezultat je sledec¢ih tvrdenja pokazanih u [18].

TEOREMA 2.7. Neka je A € R™™ matrica sa nepozitivnim vandijagonalnim ele-
mentima i neka je M = {My,..., My}, 1 < m < n, particija skupa indeksa na
disjunktne neprazne podskupove. Tada, A je PM—matrica akko postoji pozitivan
vektor x = [z;] € R" oblika x; = ¢j za svei € M; (j = 1,...,m), takav da je
Ax >0, tj. A je GDD matrica sa skalirajucom matricom ¢ije sve blok komponente
koje odgovaraju podskupovima M; (j = 1,...,m) imaju na dijagonali konstantne
vrednosti.

Iz ove teoreme se neposredno dobijaju sledeée posledice.

PosLEDICA 2.1. Ako je A PM —matrica u odnosu na neku particiju skupa indeksa,
onda je ona i M —matrica.
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PosLEDICA 2.2. Ako je A PM—matrica v odnosu na neku particiju skupa indeksa,
onda je ona i PM—matrica u odnosu na svaku finiju particiju skupa indeksa.

Analogna tvrdenja vaze i za PH—matrice.

TEOREMA 2.8. Neka je A € R™" i neka je M = {M,...,M,}, 1 < m < n,
particija skupa indeksa na disjunktne neprazne podskupove. Tada je A PH—matrica
akko postogi pozitivan vektor x = [x;] € R"™ oblika z; = ¢; za sveti € M; (j =
1,...,m), takav da je Ax > 0, tj. A je GDD matrica sa skalirajuéom matricom
c¢ije sve blok komponente koje odgovaraju podskupovima M; (j = 1,...,m) imaju
konstantne vrednosti na dijagonali.

PosLEDICA 2.3. Ako je A PH—matrica u odnosu na neku particiju skupa indeksa,
onda je ona i H—matrica.

PosLEDICA 2.4. Ako je A PH—matrica u odnosu na neku particiju skupa indeksa,
onda je ona i PH—matrica v odnosu na svaku finiju particiju skupa indeksa.

Primetimo da je matrica A PH—matrica u odnosu na dvoclanu particiju M; UMy
akko je S-SDD matrica, gde je S = M;.
PrRIMER 2.3. Matrica

2 0 -1 0 =2
-1 7 -2 -1 =2
A= -3 -1 4 0 O
0o 0 -1 3 =2
-2 0 -1 -1 11

ocigledno nije SDD, ali je PM-matrica u odnosu na particiju {1,3} U {2,4} U {5},
jer je Z—matrica i skaliranjem dijagonalnom matricom W = diag[3, 2, 3, 2, 1]
dobija se SDD matrica. Ova matrica je i PH-matrica u odnosu na istu particiju
skupa indeksa, jer je njena prateéa matrica (A) = A.

Dakle, na osnovu Teoreme 2.8 klasa PH-matrica se moze razumeti kao klasi-
fikacija H-matrica prema obliku skalirajuce matrice. Osnovni motiv za formiranje
ove klase se nalazi u S — SDD matricama, pa ¢emo u nastavku rada ovoj klasi
posvetiti posebnu paznju pri ispitivanju konvergencije iterativnih postupaka.
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Glava 3

Blok dijagonalno dominantne
matrice 1 tehnika skaliranja

Pojmove uvedene u glavi 2 mozemo uopstiti i na blok matrice, kao sto je uradeno u
[16].

Neka je data matrica A = [a;;] € R™" i particija 7 = {p1,...,p} skupa indeksa
N koja ispunjava uslov

po=0<p <...<p:=n.

Tada se matrica A moze predstaviti u blok formi

A A o0 Ay
A= A.21 A'22 - A.2l Al
Au AZQ . All
Ako sa Wj, j € {1,...,l}, ozna¢imo potprostor prostora R™" koji generisu vektori

€p,_1+1,- - - €p; standardne baze prostora R™", onda podmatrica A;; odreduje jedno
linearno preslikavanje potprostora W, u potprostor W;.

Sada ¢emo za klase SDD, S — SDD i H—matrica navesti odgovarajuca blok
uopstenja. Uvedimo sledece oznake:

L:={1,2,...,1},
Ai'x [e')
1Ayl = sup 12Tl 04l
eew;  1Zlloo =t
~ _ o Asz] s
(47 o)™ == inf 7= (3.1)
IO [

Primetimo da je poslednja definicija u skladu sa uobicajenom definicijom prirodne
norme, u slucaju kada je matrica A; regularna. Ako je A; singularna, onda je

A
inf w jednako nuli.
e[|
z#0
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Za blok matricu A = [A;;];x; definisa¢emo pridruzenu matricu istih dimenzija
[ x [. To mozemo uraditi na slede¢a dva nacina:

e pridruzenu matricu I tipa oznacavamo sa )A("= [s;;], gde je
(145 o)™t @ = j 1 det(Ay) #0
Sij = —HAinoo, i 7é Js

0, inace.

e pridruzenu matrica II tipa oznacavamo sa (A)™ = [m;;], gde je

mij =4 =45 Aijllos, @ # J 1 det(Ay) # 0,
0, inace.

Zbog dva tipa pridruzene matrice sledi da ¢e i svaka tackasta potklasa H—matrica
imati po dve svoje blok varijante, [ i II tipa. Za blok 7 matrice koje imaju singularne
dijagonalne blokove, pridruzene matrice I i II tipa ¢e imati nule na dijagonali, pa
ne mogu biti H—matrice. Zbog toga ¢emo u daljem radu kada god razmatramo

blok 7 matricu A = [A;;];x; iz neke od klasa nastalih blok uopstenjima potklasa
H —matrica, uvek pretpostavljati da su dijagonalni blokovi Ayy,..., Ay regularne
matrice.

3.1 Blok SDD matrice

3.1.1 Prvi tip blok uopstenja

DEFINICUA 3.1. Za datu particiju 7, blok matricu A = [A;j]ixi zovemo blok m SDD
matrica I tipa ako je njena pridruzena matrica I tipa YA(™ SDD matrica.

Drugim rec¢ima, za datu particiju m, matrica A je blok 7 SDD matrica, ako vazi

(A )™ > Y Ayl za svako i € L.
FeL\{i}
TEOREMA 3.1. Svaka blok m SDD matrica I tipa je reqularna.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je A singularna matrica, tj. da postoji nenula
vektor x € R", tako da je Ax = 0. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti

da je ||z]|lsc = 1. Zapisimo vektor x u blok formi z = [X; X,...X;]T, pri cemu je
dimenzija vektora X; jednaka redu dijagonalnog bloka A,;, za svako j € L. Tada je

ZA"ij =0, zasvakoi€ L,

JjeL
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odnosno,
> AyX;, i€l
JEL\{i}
Kako je ||z]|c = 1, mozemo izabrati indeks k takav da je || Xi|l.c = 1. Tada, za
1 = k dobijamo
A Xkllo < D0 1A X lo < D IAksllocl Xilloo < D7 AkslIoe.
JEL\{k} JEL\{k} JEL\{k}
Medutim,
1A Xkllso = (1A o) ™ 1 Xk lloe = ([ AR lloe)
pa zakljucujemo da je
(A llse)™ < >0 [ Asglloos
FeL\{k}
sto je kontradikcija sa pretpostavkom da je )A(™ SDD matrica. Dakle, A je regu-
larna matrica. [J

3.1.2 Drugi tip blok uopstenja

DEFINICUA 3.2. Za datu particiju w, blok matricu A = [A;j]1x; zovemo blok m SDD
matrica II tipa ako je njena pridruzena matrica II tipa (A)™ SDD matrica.

TEOREMA 3.2. Svaka blok m SDD matrica I tipa je reqularna.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je A singularna matrica, tj. da postoji nenula
vektor x € R", tako da je Ax = 0. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti
da je ||z||c = 1. Zapisimo vektor z u blok formi z = [X; Xy...X;]?, pri ¢emu je
dimenzija vektora X; jednaka redu dijagonalnog bloka A,;, za svako j € L. Tada je
ZAinj =0, zasvakoie€ L,
jEL
odnosno,
> AuX;, i€l
JEL\{i}
odakle sledi
> AG'A;X;, Q€L
JEL\{i}
Kako je ||z]| = 1, mozemo izabrati indeks k takav da je || Xx||oo = max [ Xjlloo = 1.

Tada, za ¢ = k dobijamo

1= Xille < D0 140 ANl < D 4G Akl Xl

JEL\{k} JeL\{k}
< D AR Al = ) gl
jeL\{k} JeL\{k}

sto je u kontradikeiji sa pretpostavkom da je (A)™ strogo dijagonalno dominantna.
Dakle, A je regularna matrica. [
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3.1.3 Odnos Ii II tipa blok uopstenja

TEOREMA 3.3. Ako je A blok m SDD matrica I tipa, onda je A i blok m SDD
matrica 11 tipa.

Dokaz. Neka je m data particija i neka je matrica A blok 7 SDD matrica I tipa.
Dakle, vazi

(147 )™ > > ||yl zasvako i€ L.
JEL\{i}
Ovaj uslov se moze zapisati i u obliku

1> (|47 oo Z | Aijllc  zasvako i € L.
JEL\{i}
Kako je
147 S Hle = 3 147 ool Asslloo
JeL\{i} JeL\{i}

> ) 147 Ayl

to znaci da je
1> Z ]mij],
JEL\{i}
tj. (A)™ je SDD matrica, odnosno, A je blok 7 SDD matrica II tipa. [

Odnose klasa SDD matrica u tackastom smislu, blok 7 SDD matrica I tipa i
blok 7 SDD matrica II tipa ilustruju slede¢i primeri.

PRIMER 3.1. Za particiju 7 = {0,2,5} skupa indeksa {1,2,3,4,5} i matricu

1 2[5 00
1 1/0 £ 0
A=10 0|1 2 3
0 0|0 1 2
0 0|0 0 1
imamo 1
si = ([[A7 |) " = g0 M= 1
1 3
S192 = _HA12”00 = _57 mi2 = _”A A12H00 = _Z
s91 = —[[A21flec =0, Moy = —||A2_21A21Hoo =0
1
s22 = (| A% |s) ™" = o 2= L,

W = [ =

o7
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Matrica A nije SDD (u tackastom smislu), nije blok 7 S DD matrica I tipa (jer ) A(™
nije SDD matrica), a jeste blok 7 SDD matrica II tipa (jer je (A)™ SDD matrica).

PRIMER 3.2. Za particiju 7 = {0,2,4} skupa indeksa {1,2,3,4} i matricu

6 05]—-24 3

6 11| 2 —2
A=|—= 71 14 —4
05 3| 1 5

1mamo

-9 493 0.74 1

Matrica A je SDD (u tackastom smislu) i blok 7 SDD matrica II tipa, a nije blok
m SDD matrica I tipa (jer ) A(™ nije SDD matrica).

>A<,,:[5.25 —5.4}’ <A>,T:[ 1 —0.98]'

3.2 Blok H—matrice

Analogno uopstenjima pojma tackastih S DD matrica na blok S DD matrice, dajemo
dva tipa uopstenja H —matrice na blok H—matrice tehnikom skaliranja.

3.2.1 Prvi tip blok uopstenja

DEFINICUA 3.3. Za datu particiju m, blok matricu A = [Aijlixi zovemo blok m
H—matrica I tipa ako je njena pridruzena matrica I tipa ) A(™ H—matrica.

TEOREMA 3.4. Svaka blok m H—matrica I tipa je regularna.

Dokaz. Ako je [A;jlixi blok m H—matrica I tipa, tj. ako je )A(™ H—matrica, onda
postoji pozitivna dijagonalna matrica

X = diaglzy, xa, . .., 71,

takva da je YA(™X SDD matrica. To znaci da za svako i € L vazi

(1A o) > D (Ao
JEING)

Definisimo matricu W € R™", gde je n red matrice A, na slede¢i nacin:

W = diag|x1 By, X2 FEm,, . .., 21Ey,],
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gde je E,,, jedinicna matrica reda my, a my je dimenzija bloka Ay, k € L. Tada je

2711411 {EQAH R LEZAU
AW — x1Ao waAg ... 51311.42[ _
T An 1A ... 1Ay
All A12 . All xlEml 0 Ce 0
B A21 A22 v Agl 0 I'QEmZ s 0
All AZQ ce All 0 0 ce xlEml

Kako je
NOAW )5 oo )™ = @il A7 o)
[OAW(M)ijllo0 = 2511 Aij [l
sledi da je pridruzena matrica I tipa )AW (™ SDD matrica, a time da je i AW blok

m SDD matrica I tipa. [J
3.2.2 Drugi tip blok uopstenja

DEFINICUJA 3.4. Za datu particiju m, blok matricu A = [Aijlix zovemo blok w
H—matrica II tipa ako je njena pridruzena matrica II tipa (A)™ H—matrica.

TEOREMA 3.5. Svaka blok m H—matrica II tipa je regularna.

Dokaz. Ako je [A;jlixi blok m H—matrica II tipa, tj. ako je (A)™ H—matrica, onda
postoji pozitivna dijagonalna matrica

X = diag[l‘hxg, .. ,J?l],

takva da je (A)"X SDD matrica. To znaci da za svako i € L vazi

mi> > (1A Ayl
JeL\{i}

Definisimo matricu W € R™", gde je n red matrice A, na sledeé¢i nacin:
W = diag[x1Epm,, x2Emy, . . ., 21E,],

gde je I,,, jedini¢na matrica reda my, a my, je dimenzija bloka Ay, k € L. Tada je

z x
A11 x_wa R x_iAll
Eal zL
W*lAW _ P Agl AQQ SRR Agl
x—lAll ﬂAlg . All

Z Ty
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Ako uvedemo oznaku (WTAW)™ = [p;,], onda je
pii = 1=my;

_ _ Tr; . _
Hij = _H(W_IAW)z‘z‘l(W 1AW>inoo = - inilAij

)

= = Mij, LF -

Kako je (A)™X SDD matrica, to je i X '(A)™X, ¢iji su elementi
(X_1<A>7TX)” == 1, Z S L

(XY A)TX),; = —%mij, i+j, i,jeL.
Dakle, (W= TAW)™ = X~ 1(A)" X, pa zakljucujemo da je (W' AW)™ SDD matrica,
odnosno, W—tAW je blok 7 SDD matrica II tipa, pa time i regularna. Tada jei A
regularna matrica. [J

3.3 Blok S — SDD matrice

Analogno uopstenjima pojma tackastih klasa iz prethodne dve sekcije, dajemo dva
tipa uopstenja i za S — SDD matrice, s obzirom da upravo ove klase igraju bitnu
ulogu prosirivanju oblasti konvergencije relaksacionih iterativnih postupaka.

3.3.1 Prvi tip blok uopstenja

DEFINICUA 3.5. Za datu particiju © i skup O # S C L, blok matricu A = [A;j]ix
zovemo blok m S-SDD matrica I tipa ako je njena pridruiena matrica I tipa )A("
S-SDD matrica.

Direktno na osnovu prethodne definicije sledi naredno tvrdenje.

TEOREMA 3.6. Svaka blok m S-SDD matrica I tipa je regularna, sta vise, ona je
blok m H—matrica I tipa.

Dalje, neka je [A;j];x; blok m S — SDD matrica I tipa, tj. )A(™ je S — SDD
matrica. Tada postoji pozitivna dijagonalna matrica X = diag|xy, s, ..., x| takva
dajex;=v>0zasvei€ L, x;=1zai ¢ Li)A("X SDD matrica. Tada, kao i
u prethodnoj sekciji, za svako ¢ € L vazi

(1A o) " > Y Ay lloots,
jeL\{i}

sto je ekvivalentno sa uslovom da je Y AW (™ SDD matrica, gde je matrica W € R™",
definisana sa
W = diaglx1Epy, o FEm,, ..., vy, ].

Dakle, AW je blok m SDD matrica I tipa, a matrica W je time skalirajuca
matrice za blok S — SDD matrice I tipa. Ovaj oblik skalirajué¢e matrice bi¢e od
vaznosti u poslednjem poglavlju.
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3.3.2 Drugi tip blok uopstenja

DEFINICUA 3.6. Za datu particiju © i skup O # S C L, blok matricu A = [Aj]ix
zovemo blok w S-SDD matrica II tipa ako je njena pridruzena matrica II tipa (A)™
S-SDD matrica.

Ponovo, direktno na osnovu prethodne definicije imamo sledece tvrdenje.

TEOREMA 3.7. Svaka blok m S-SDD matrica 11 tipa je reqularna, sta vise, ona je
blok m H—matrica II tipa.

Slicno prethodnom razmatranju, ako je [A;j];x; blok 7 S-SDD matrica II tipa,
dobijamo da postoji skaliraju¢a matrica W € R™", oblika

W = diag|x1Epy, 29 FEm,, . .., 01y, ],

gdesux; =v>0zasvei € L,ax; =1zai¢g L, takva da je W LAW je blok
7 SDD matrica II tipa. Drugim re¢ima, oblik skalirajuce matrice je isti za oba tipa
blok uopstenja.

Iako je svaka blok 7 SDD matrica I tipa, istovremeno i blok 7 S DD matrica II
tipa, a time kao posledica, svaka blok 7 .S — SDD matrica I tipa, istovremeno i blok
m S — SDD matrica II tipa, kao i svaka blok m H-matrica I tipa, istovremeno i blok
7 H-matrica II tipa, obe vrste uopstenja nalaze svoje primene, vid. [16].
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Glava 4

Iterativni postupci za resavanje
sistema linearnih jednacina

Neka je zadata matrica A € R™" i vektor b € R™. Odgovor na pitanje kada
linearni sistem Az = b ima resenje x € R" i kada je ono jedinstveno daje Kronecker-
Capellijeva teorema. Posebna paznja posveCuje se sistemima kad je matrica A
regularna i kvadratna, s obzirom da se oni najcesée javljaju u praksi. U ovom
poglavlju izlozi¢emo neke metode za resavanje regularnih, kvadratnih sistema li-
nearnih jednacina

1121 + 1209 + ... + ATy = bl
a91X1 + Q222 + ... + A2pTy, = bg

ai; € R, b; € R.
Ap1%1 + Ap2T2 + ... + AppTy = bn

Matrica A = [a;;] € R™" je matrica sistema, njeni elementi su koeficijenti sistema,
a vektor b = [b;] € R" je vektor desne strane sistema. Resiti sistem znaci odrediti
vektor nepoznatih x = [z;] € R" tako da vazi Ax = b.

Sa teorijske strane, reSavanje ovog sistema je veoma jednostavan problem. Rese-
nje x, kada postoji, dato je formulom = A~'b, gde je A~! inverzna matrica matrice
A. Navedena formula je jedna metoda za resavanje sistema koja nije prakticna jer
je zadati problem zamenjen novim, tezim problemom nalazenja inverzne matrice.
Do reSenja sistema se moze do¢i i Gausovom metodom eliminacije, kao i primenom
Kramerovih formula. Zajednicka karakteristika svih pomenutih metoda je da one
nakon kona¢no mnogo izvedenih operacija dovode do tacnog resenja ako se sve ope-
racije izvode egzaktno. Ovakve metode zovemo direktnim. U slucajevima kada
je broj jednacina i nepoznatih mali, ovaj problem smo u stanju resiti vrlo brzo i
pouzdano. U slucaju da je re¢ o vrlo velikim sistemima linearnih jednacina nailazi
se na probleme ¢ak i uz danasnje racunare. Racunar nije ograni¢en samo po pitanju
numericke tacnosti, ve¢ i memorijskog prostora i brzine izvodenja operacija. Opste
je poznato da resavanje linearnog sistema pomoc¢u Gaussovih eliminacija, u opstem
slucaju, zahteva zalihu u memoriji za skladistenje svih n? elemenata matrice A,
a broj potrebnih operacija je reda n®. Iako dana$nji racunari imaju fascinantnu
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brzinu ona ne moze odgovoriti problemima sve ve¢ih dimenzija koje namece mo-
derna nauka. Kad jo§ uzmemo u obzir moguénost da je svaka od O(n?) operacija u
Gaussovom algoritmu izvrSena s greSkom zaokruzivanja, postavlja se pitanje koliko
je dobijeno resenje "tacno”. 1z svega navedenog zakljucujemo da su direktne metode
Cesto nepraktiéne ako je matrica A velikih dimenzija.

U velikom broju primena (naro¢ito u numerickom resavanju parcijalnih dife-
rencijalnih jedna¢ina) matrica A je retko popunjena, u smislu da je veliki broj njenih
elemenata jednak nuli, dok su nenula elementi uglavnom pravilno rasporedeni. Di-
rektne metode se mogu prilagoditi tako da iskoriste strukturu takvih matrica kako
bi se smanjio broj potrebnih operacija. Medutim, takvu strukturu je mnogo lakse
iskoristiti ako se matrica A u algoritmu koristi samo kao faktor.

Pored toga, u praksi se skoro nikada ne radi sa egzaktnim podacima (matrica
A moze biti rezultat merenja ili prethodnih prora¢una, dakle "netacna”), pa nema
smisla traziti "tacno” resenje x = A~'b.

Prethodna diskusija nas motivise da potrazimo drugacije metode za reSavanje
linearnih sistema. Cilj je konstruisati niz 2, z® ... 2™ . . vektora iz R", koji
konvergira (po normi) ka ta¢nom resenju x = A~'b, i u ¢ijem formiranju se matrica
A (ili neka druga dobijena iz A) koristi samo kao faktor. Ovakve metode zovemo
iterativnim.

4.1 Opsti iterativni postupak

Svako rastavljanje matrice A u obliku A = M — K, gde je matrica M regularna, bi
moglo generisati jednu iterativhu metodu na slede¢i nacin:

(M-K)r=b & Mo=Kz+b < v=M"'Kz+ M 'b
Uvodenjem oznaka T = M 'K, d = M~'b prethodna relacija postaje
r=Tx+d,

tj. tacno resenje z je fiksna tacka preslikavanja f(z) = Tz + d. Iterativhu metodu
defnisemo sa

) = T2™ 14, meN,. (4.1)
Dovoljan uslov za konvergenciju ovakvih metoda daje slede¢a teorema.

TEOREMA 4.1. Niz {2™},.cn,, definisan relacijom (4.1) konvergira ka resenju li-
nearnog sistema Az = b za sve pocetne vektore % i sve b € R", ako je

17 <1,

pri cemu je || || proizvoljna matriéna norma.
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Dokaz. Oduzimanjem x = Tz + d od (4.1) dobijamo
M) g = T2 — ).

Dalje, kako na osnovu Teoreme 1.4 za datu matricnu normu postoji vektorska norma
sa njiom saglasna, tu vektorsku normu mozemo primeniti na prethodnu jednakost i
dobijamo:

2D — | < T2 = ]| < T |2 — 2.

Iz |T|| < 1 sledi ||T]|™*" — 0 kad m —> o0, a to znaéi ||[z™*) — x| — 0. Na
osnovu Teoreme 1.9 sledi 2™t — 2 za svako z(©. O

TEOREMA 4.2. Niz {z(m)}(meNo), defnisan relacijom (4.1) konvergira ka resenju
linearnog sistema Az = b za svaki startni vektor ° i svako b € R™, ako i samo ako
je

p(T) <1,

pri éemu je p(T) spektralni radijus matrice T = M K.

Dokaz. Ako je p(T) > 1, izaberimo poéetni vektor (?), tako da je 2(®) — 2 karakter-
istiéni vektor koji odgovara karakteristicnom korenu A, takvom da je

Al = p(T).
Tada vazi
2 — || = | T (=™ — )| = ... = [T (2 = 2)|| = A" |2 — 2],

sto ocigledno ne tezi ka nuli.

S druge strane, ako je p(7) < 1, onda mozemo izabrati ¢ > 0, takvo da je
p(T) + e < 1, azatim i (Teorema 1.7) matrié¢nu normu || |, takvu da je

IT). < p(T) +e < 1.

Primenom prethodne teoreme dobijamo trazeni rezultat. [

Na osnovu prethodne teoreme vidimo da spektralni radijus iterativne matrice
karakterise konvergenciju iterativnog postupka. Medutim, vazi i viSe, spektralni
radijus je pokazatelj brzine konvergencije opisanih iterativnih postupaka. Naime,
sto je p(T) blize nuli, to je manji broj iteracija potreban da se dode do resenja
sistema x = Tz + d. U slucaju kada je p(T') = 0, T je nilpotentna matrica pa
iterativni niz postaje stacionaran nakon n iteracija, gde je n dimanzija sistema. Sa
druge strane, $to je p(T') blize jedinici to je konvergencija sporija, pri ¢emu se u
granicnom slu¢aju p(7T) = 1 ona narusava.
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4.2 Jacobijeva metoda

Neka je dat sistem linearnih jednadcina
Ar =0,
gde je matrica A € R™" regularna i
a; #0, 1=1,2,...,n.

Neka je
A=D-L-U

razlaganje matrice A na dijagonalnu matricu D, strogo donje trougaonu matricu
L i strogo gornje trougaonu matricu U. Jacobijev iterativni postupak za resavanje
sistema Ax = b definisan je sa

2D — Dil(L + U):E(k) +D %, k=0,1,2,...,

odnosno
2 =12® 1 d k=0,1,2,...,
gde je
T; = D_l(L + U)v
d= Db
Kako je D' = diag[ai}, a5y, . . ., a; ], to je
0 a2 ain b1
a1 7 ann ail
e 22
T=—| e =
Gnl  Gm2 () b

Uoc¢imo da ovu petlju mozemo izvesti bilo kojim redom po j, jer koordinate novog
vektora z*t1) zavise samo od koordinata starog vektora. Zbog toga je Jacobijeva
metoda pogodna za paralelno racunanje. Slede¢a teorema govori o konvergenciji
Jacobijeve metode.

TEOREMA 4.3. Neka je A SDD matrica. Tada Jacobijeva metoda konvergira za

svaku pocetnu aproksimaciju x(©).
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Dokaz. Prema definiciji strogo dijagonalno dominantne matrice, vazi:

n n
1
1T joe = max E [(T)ij| = max — § lai;| <1,
=== i=1

1<i<n |aii|
i

pa prema Teoremi 4.1. Jacobijeva metoda konvergira za svaku pocetnu aproksi-
maciju (. O

TEOREMA 4.4. Neka je A H—matrica. Tada Jacobijeva metoda konvergira za svaku
0)

pocetnu aproksimaciju 20
Dokaz. Neka je
A=D-L-U

razlaganje matrice A na dijagonalnu matricu D, strogo donje trougaonu matricu L
i strogo gornje trougaonu matricu U.

Matrica A je H—matrica ako i samo ako postoji regularna dijagonalna matrica
W, takva da je AW SDD matrica, odnosno I/V_lAW je SDD matrica. Prema
teoremama 4.2 i 4.3 vazi p(T;) < 1, gde je T; Jacobijeva iterativna matrica za
sistem W AW (W ~tz) = W~1b.

Kako je W AW = W1DW — W=ILW — W~lUW, dobijamo da je

Ty, = (W 'DW) "\ (W ILW + W IUW) =
= (W'DW)" Y\ (WYL + U)W) =
=W'DT'WW-Y L+ U)W =
=W YD Y (L+U)W =
= WIT,W,

pa je iterativna matrica T slicna matrici T7(A).
Posto je p(Ty) = p(T) i p(Ty) < 1, onda je i p(Ty) < 1, pa Jakobijev iterativni
postupak konvergira. [

4.3 Gauss-Seidelova metoda

Jacobijevu metodu mozemo modifikovati tako da tekuce aproksimacije prethodnih
komponenti od 21 koristimo da bi se izrac¢unala njegova slede¢a komponenta, tj.
. . . (k+1) o (k+1) (k+1) (k) (k)
za izraCunavanje x; koristimo xy ", ... 2w
Ako je A = D — L —U standardno razlaganje matrice regularnog sistema Az = b
ovaj iterativni postupak moze se zapisati u matricnom obliku

(D — L)z = yz® 4 p, (4.2)
ili

x(kH) = TGSZB(k) + d,
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gde je
Tes=(D—L)'U, d=(D— L)'

Nedostatak ove formule je §to treba racunati (D — L)™', §to je mnogo teZe nego
D~!. Zato ¢emo potraziti pogodniji zapis ovog iterativnog postupka. MnoZenjem
formule (4.2) sa D~! dobijamo

(E—D'L)z* ) = Dty z® 4 D=1y,
Odatle je

g D) = D=L LD L D=Ly W o D1y,
Prema tome, komponente vektora z**1 izracunavaju se na sledeéi nacin

i—1 n
1
xEkH) =—(b; — aijatg-kﬂ) — Z aijmg-k)), 1=1,2,...,n.
j=1 j=i+1

Uzevsi u obzir gore navedene razlike izmedu Jacobijeve i Gauss-Seidelove metode,
razumno je ocekivati da Gauss-Seidelova metoda konvergira brze od Jacobijeve. U
vecéini slucajeva to je tacno, ali ne uvek.

PRIMER 4.1. Neka je

1 -2 2
A= -1 1 -1
-2 -2 1
Tada matrice Ty i Tgg glase
0 2 =2
,=11 0 1
2 2 0
0 2 2
Tes=10 2 -1
0 8 —6
Sledi
o(Ty) = {0}, o(Tas) = {0,2—2v2,2+2v2},
pa je

p(T)) =0, p(Tas) = 2(1+2)
Sto znaci da Jacobijeva metoda konvergira, a Gauss-Seidelova divergira.

Kadaseradio SDD matricama, obe metode konvergiraju za svaki poéetni vektor
(0)
T .

TEOREMA 4.5. Neka je A SDD matrica. Tada Gauss-Seidelova metoda konvergira

za proizvoljan pocetni vektor x(©).

36



Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je p(Tgs) > 1. Tada postoji bar jedan
karakteristi¢ni koren A iterativne matrice Tgg koji je po modulu veéi od 1. Kako je

AE U(Tgs) e det()\E — Tgs) =0

e det(\E — (D — L)"'U) =0

e det((D— L)"'(\ND — L) —U)) =0
e det(D — L) \det(\(D — L) — U) =0
e det(\(D — L) — U) =0,

zaklju¢ujemo da je matrica C' = A\(D — L) — U singularna. Iz

lciil = [Aaii| = [Maiu| > [A(li(A) +ui(A)) = [Al(A) + [A[ui(A)
> [Ali(A) + ui(A) = L(C) +ui(C),

sledi da je matrica C' SDD matrica, pa samim tim i regularna. Time je dokaz
zavrsen. []

TEOREMA 4.6. Neka je A H—matrica. Tada Gauss-Seidelova metoda konvergira
0)

za proizvoljan pocetni vektor x(©).
Dokaz. Posto je matrica A H —matrica, postoji regularna dijagonalna matrica W
takva da je W=t AW SDD matrica. Kao i ranije, oznacimo sa Tgg Gauss-Seidelovu
iterativnu matricu za sistem W AW (W~1z) = W~1bh. Tada je p(Tgs) < 1.
Iz
WHrAW =W (D~-L-UW =W YD - L)W -WUW
imamo da je .
Tas = (W_I(D — L)W)_IW_IUW
=W-YD - L)y"'ww-uw
=W=Y((D - L) 'U)W
= W TgsW,
pa su iterativne matrice Tgg i Tag slicne i tada p(Tas) = p(Tas) < 1, odnosno da
Gauss Zaidelova metoda konvergira. [J

4.4 OR (overrelaxation) postupci

Kao sto smo ve¢ naveli, brzina konvergencije navedenih metoda zavisi od spektralnog
radijusa iterativne matrice, pa se time ona moze poboljsati uvodeci slobodne parame-
tre sa ciljem da se njihovim izborom smanji vrednost spektralnog radijusa. Ovaj
pristup se naziva relaksacija (eng. overrelazation (OR)).

Dakle, posmatramo sistem linearnih jednacina
Ax =0,
gde je A € R™"™ uz pretpostavku
a; 70, 1=1,2,...,n.



Matricu A rastavimo na sledeéi nacin
A= Bw) - C(w),

gde su B(w) i C'(w) matrice reda n zavisne od realnog parametra w # 0. Osim toga
B(w) treba biti regularna. Parametar w se zove parametar relaksacije. Tada je

B(w)z = C(w)z + b.

Zbog regularnosti B(w), postoji B(w)™'. Stavimo

Zamenom dobijamo

r=T(w)z+dw).

[terativni postupak je tada dat formulom

2* ) = T(w) 2® + d(w), k=0,1,2,....

Za razlicite izbore matrice B(w) dobijamo razlicite OR postupke. Parametar
relaksacije treba odabrati tako da postupak Sto brze konvergira, drugim recima,
tako da je spektralni radijus iterativne matrice Sto manji.

4.4.1 Jakobijeva OR metoda (JOR metoda)

Za A = [a;;] € R™" i standardno razlaganje A = D — L — U izaberimo

1
BJOR(CU) =—0D.
w
Tada je

Tor(w) = Bjor(w) ' Cror(w) = (1 —w) E+w D™ (L +U),

dJOR(w) = BJOR(W)_l b=w D_l b.

Na taj nacin dobijamo slede¢u formulu za iterativni postupak
g+ — [(1-w)E4+wD " (L+U)] z®) 4 wD™ 1.
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Primetimo da za w = 1 JOR metoda postaje Jacobijeva metoda.

Jasno, konvergencija JOR postupka zavisi od izbora parametra w > 0. Oblast
divergencije, tj. skup vrednosti parametra w za koji JOR postupak divergira, neza-
visna od matrice sistema data je slede¢im tvrdenjem.

TEOREMA 4.7. JOR metoda ne konvergira za w < 0 1w > 2.

Dokaz. lIzra¢unajmo najpre trag matrice Tjor(w) = n(l — w). Dalje, neka je
o(Tror(w)) = {A1,..., Ax}. Tada

|t7”(TJOR(w))| = |/\1 + ...+ )\n|7

odakle je

nl—wl =Y Al < np(Trorw)):

i=1

Dakle, za w ¢ (0,2) vazi
p(Tior(w)) > [1 —w| > 1,

pa po Teoremi 4.2, JOR ne konvergira. [J

Sa druge strane, oblast konvergencije u potpunosti zavisi od matrice sistema. U
nastavku navodimo tvrdenja za klase matrica koje posmatramo u ovom radu - SDD
i H-matrice.

TEOREMA 4.8. Neka je A SDD matrica. Tada za

2

O<w< ————
L+ 1T oo

JOR iterativni postupak konvergira za proizvoljan pocetni vektor x(©).

Dokaz ovog tvrdenja ¢emo za sada izostaviti jer je on direktna posledica Teoreme
4.13.
TEOREMA 4.9. Neka je A H—matrica i W njena skalirajuca matrica. Tada za

2
L+ [|[WTW |

O<w<

JOR iterativni postupak konvergira za proizvoljan pocetni vektor x(?).

Kao i ranije, dokaz Teoreme 4.9 sledi na osnovu tehnike skaliranja i ¢injenice
da su JOR iterativne matrice za sistem Az = b i sistem W AW (W~lz) = W1
slicne.
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4.4.2 Sukcesivha OR metoda (SOR metoda)

Slicno prethodnoj metodi, za matricu A = [a;;] € R™" sistema Azx = b, koja ima
nenula dijagonalne elemente i standardno razlaganje A = D — L — U izaberimo

1
BSOR<W) = ED — L.

Tada je
BSOR(W)_l = W (D — CUL)_l,

1—w

Csor(w) = <—) D -U,

w

TSOR(W) = BSOR(W)_l OSOR(LU) = (D — wL)_l [(1 — (U) D —+ w U] s

dSOR(w) = BSOR(W)_l b=w (D - wL)_l b.

Formula za iterativni postupak tada glasi

2*) = (D —wL) ™' [(1 — w)D + wU] 2™ + w (D — wL)~"b.

Kao i do sada, navedimo odgovarajuca tvrdenja o konvergenciji.
TEOREMA 4.10. SOR metoda ne konvergira za w <0 i w > 2.

Dokaz. lzra¢unajmo najpre determinantu matrice Tsor(w).

detTSOR(w) = mdet((l — U.))D -+ UJU)
= d%Ddet((l - w)D)
= o5 (1 —w)"detD
=(1—w)™

Neka je 0(Tsor(w)) = {A1,..., A\, }. Tada
|detTsor(w)| = |1 ... Al

odakle je
[1—w|" = H IAil < p(Tsor(w))"™.

i=1
Na kraju, za w ¢ (0,2) vazi
p(Tsor(w)) 2 [1 —w| =1,

pa po Teoremi 4.2, SOR ne konvergira. [
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TEOREMA 4.11. Neka je A SDD matrica. Tada za

2

O<w< —77—
L4 {177 [l

SOR iterativni postupak za proizvoljan pocetni vektor x(©).

Kao i u slucaju JOR postupka, dokaz izostavljamo jer je on direktna posledica
Teoreme 4.13, a sledeca teorema se pokazuje tehnikom skaliranja.

TEOREMA 4.12. Neka je A H—matrica « W njena skalirajuéa matrica. Tada za

2

O<w<
1+ |[WT; W]

SOR iterativni postupak za proizvoljan pocetni vektor x(©).

4.4.3 Ubrzana OR metoda (AOR metoda)

Takozvani Accelerated Overrelaxation (AOR) postupak definisao je Apostolos
Hadjidimos kao dvoparametarsku generalizaciju SOR postupka, vid. [1],[2]. U radu
[1] pokazano je da u nekim specijalnim slucajevima spektralni radijus iterativne
matrice moze biti jednak nuli, Sto znaci da se tacno resenje dobija nakon najvise n
iteracija u tacnoj aritmetici.

Posmatrajmo sistem

Ar = b,
gde je A = [a;;] € R™", uz pretpostavku

CLZ‘Z‘#O, i:1,27...,n.

Nekaje A= D—L-U, gde je D = diag|ay1, - . ., any], L je strogo donja trougaona
matrica, a U je strogo gornja trougaona matrica. Matricu A rastavimo na sledeéi
nacin

A= B(y,w) = C(y,w),
gde su B(v,w) i C(w,~y) matrice reda n, zavisne od realnih parametara w # 01 7.
Osim toga B(v,w) je regularna. Tada je

B(y,w)z = C(y,w)x + 0.

Izaberimo 1
Baor(v,w) = 5(D —vL).
Tada je
1 1—w w —
Caor(v,w) = Baor(7,w) — A = ;(D—VL) —-D+L+U= ” D+ » 7L+U,
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pa Ce iterativni postupak biti dat formulom

1—w

1

~ D+w_7L+U)x(’“)+b.
w W

w

Zbog regularnosti matrice B(y,w), iterativni postupak se moze zapisati i u obliku

x(k—i_l) = F’y,wx(k) + fAOR
pri ¢cemu je
Frw=(D—=7L)"((1 = w)D + (w—7)L +wU),
faor = w(D —~L)™'b.

Neki specijalni sluc¢ajevi ovog postupka su:

e 7 =w daje SOR postupak,

* w =1 daje Gaus-Zajdelov postupak,

e 7 =0 daje JOR postupak,

* w =1 daje Jakobijev postupak.

U izvesnim slucajevima AOR postupak brze konvergira od JOR ili SOR postu-
paka za optimalni izbor parametara. Dovoljni uslovi za konvergenciju AOR postupka
su razmatrani u radovima vise autora. Ako matrica sistema A ima neka specijalna
svojstva, kao Sto je stroga dijagonalna dominacija ili pozitivna definitnost, poznato
je da AOR metod konvergira ako parametar w pripada intervalu (0,w;), gde je
1 < wy < 2, a parametar « pripada intervalu (—v;,7,), gde su 1 i 72 pozitivni

realni brojevi. Medutim, interval konvergencije AOR postupka u opstem sluc¢aju ne
mora biti u navedenoj formi.

Postoji vise nacina da se dobiju dovoljni uslovi za konvergenciju AOR metode u
slucaju kada je matrica sistema SDD matrica, vid. [7].

Prvo, pokazimo tvrdenje koje daje gornju granicu spektralnog radijusa AOR
iterativne matrice, a time i dovoljan uslov za konvergenciju AOR postupka, tj.
oblast parametara w i v za koje AOR postupak konvergira.

TEOREMA 4.13. Neka su svi dijagonalni elementi matrice A= D — L — U razliciti
od nule i neka je za svako i =1,2,... n

li = Ti(DilL) 1 U; = T’i(DilU).
Ako je 1 — |y|l; >0, i =1,2,...,n, tada je

11— w| + |w — [l + |w|u;
1- |7|li '

p(]:%w) < max
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Dokaz. Pretpostavimo da postoji karakteristicni koren A matrice F,,, takav da

je
11— w|+ |w—7|l; + |w|u; .
1= |y[l; ’ T

Tada za svako i = 1,2,...n, vazi

Al >

A = Al > 11— w| + w — |l + |w|u;,

odakle je
A=1+w| Z|[A—=[1-w
> Al = |1 = wl
> A7l + o = ]l + [wlu;
= (M + |lw =Dl + |wlu;
> Ay +w =l + |wlu;
> |w+ (A= D + |wu;.

To znaci da matrica
C=A—14+w)D—(w+y(A—1))L —wU,
zadovoljava uslov
|Cii‘ > T’i(C), 1=1,2,...n

Dakle, matrica C' je strogo dijagonalno dominantna, pa samim tim i regularna. Kako
je A karakteristican koren matrice F, ,, vazi

det(A\E — F, ) =0

ANE—F,, =XD-— fyL)_l(D—fyL) —(D—~vL)" (1 -w)D + (w—7)L +wlU)
(D YL) Y AND —~L) — (1 —w)D + (w — )L + wU)
g é( —14+w)D—-(w+vyA—=1))L —wU)

sledi

0 = det(\E — F,,) = det(D — yL) 'det(C).
Kako je (D — yL)™! regularna, sledi da je det(C') = 0, $to je u kontradikciji sa
¢injenicom da je C regularna. [

Uzimaju¢i u prethodnoj teoremi v = 0 za direktnu posledicu dobijamo tvrdenje
Teoreme 4.8, dok uzimajuc¢i v = w dobijamo tvrdenje Teoreme 4.11.

Sledeca teorema pruza metod za uvodenje relaksacionih parametara u postojeci
iterativni postupak.

TEOREMA 4.14. Neka iterativni postupak

e ) = Ma® 4 d k=0,1, ...
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konvergira ka jedinstvenom resenju x sistema v = Mx + d, za svaki startni vektor,
tj. neka je p(M) < 1. Tada za

I<w< ——
1+ p(M)

ekstrapolacioni iterativni postupak
g® ) = (1 = w)I + wM)2z™ +wd, k=0,1,...
konvergira ka x za svaki startni vektor.

Koriste¢i ovu teoremu i ¢injenicu da se AOR postupak moze dobiti postupkom
ekstrapolacije SOR postupka, moze se dobiti sledeé¢i rezultat o konvergenciji AOR
postupka za SDD matrice koji navodimo bez dokaza.

TEOREMA 4.15. Neka je A =D — L —U SDD matrica, F,. iterativna matrica
SOR metode sa parametrom ~ i neka je

li = TZ‘(DilL), U; = Ti(DilU),

2 2
pP=1—F S= ,
L+ p(Fy) L+ p(IL] +1U])
2
t

Tada AOR postupak konvergira za svaki startni vektor ako parametre izaberemo na
sledeci nacin:
0<vy<s, 0<w<max{p,t},

ili

L=l —u;+2 0,w—1
0<w<t, —w min ui + 2max{0, w }<,y<0’
1<i<n 21,
il 0] .
O<w<t, 1<v< min min{0, 1 — w} 4 w( +i_ui).

1<i<n 21;

Sada ¢emo pokazati drugaciju tehniku za dobijanje rezultata o konvergenciji
AOR postupka u slucaju SDD Kklase.

TEOREMA 4.16. Neka je A = [a;;] € R™ matrica ¢iji su svi dijagonalni elementi
jednaki 1, tj. neka je D = FE. Za1=1,2,...,n oznac¢imo sa

i—1

i) =D lagl (1L =31+ e (1)) + Y laugl,

j=1 j=i+1

p(v) = maxpi(7)-
Tada za AOR iterativnu matricu vazi:

[Frwllee <1 = w]+ [wlp(7).
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Dokaz. 1z definicije matri¢ne norme || - || sledi da postoji vektor y takav da je

[Yllee = 1, [ Frwlloe = 175 0¥l co-

Oznac¢imo sa

2= Fy ..
Tada je
(B —7L)z = (1 = w)E + (w =)L +wU)y,
odnosno: .
=(l-wy —w Z @1kYk,
k=2

i za svako 2 = 2,...,n dobijamo

i—1

Zi+72aik2k (1-w)yi — (w—7 Zazkyk_w Z @ik Y-

k=1 k=i+1

Koriste¢i matematicku indukciju pokazimo da za svako i = 1,2,...,n vazi

1z = (1 = w)ys| < |wlpi(y) 1 2] < |1 —w| + [w|pi(7).
Za 1 =1 vazi:

= (1 —wy - Wzalkyla

k=2
—(l-wy =-w Z a1y,

pa, zbog |y;| < 1, dobijamo

|21 = (1 —w)y| < MZMMH?JH < !w!ZIalk\ wlp1(7)-
Takode,

21 = (1= whyn = w Y aayl < 11 —w| + 1wl D law] = [T = o] + |wlpi(y)-

Dalje, pretpostavimo sada da za svako j =1,2,...,7 — 1 vazi
12 = (1 —w)ys| < wlp; () 1 [z < 1 = w| + |wlp;(7).

S obzirom da je

i—1 i—1

zi + VZaika =(1-w)y — (w—"7) Zaikyk —w Z AikYk

k=1 k=1 k=i+1
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zakljucujemo da je

i—1
—(l-wyi=—w Z ikYr — Zazk Y2k + WYk — YY) =
k=i+1 k=1

= —w Z azkyk—wzam (1 =)y + = (Zk—(l—w)yk)],

k=i+1

v
= 1= 0l < ol 3 b+l Sl =21+ e = 1= ) <
k=i+1

< ] Z |azk|+!w!Z|am| 1=+ vlpe(7) = lwlpi(9)-

k=i+1
Sada se lako vidi da je
21l < 1= wl + |wlpi(y).

Konacno,
I2lloe = max |z| <1 —w| + |wlp(v),
<i<n

¢ime je dokaz zavrSen. [J

Kao direktnu posledicu prethodne teoreme, dobijamo sledece tvrdenje:

TEOREMA 4.17. Neka je A = [a;;] matrica ¢iji su svi dijagonalni elementi jednaki
1, tj. neka je D = E. Ako za svako i = 1,2,...,n vazi 1 — |y|l; > 0, tada za AOR
iterativnu matricu vazi:

||.F || < max | _w|+<|w||1_7| |1_w||7|>l +|w|uz
ellos = 1205, Tl

gde je

Dokaz. Neka su p(y) i pi(y), ¢ = 1,2,...,n definisani kao u prethodnoj teoremi.
Oznacimo sa p(7y) = pr(y) = max pi(7). Tada je

k-1
Pi Jarg | (11 = 3] + [71p; (v Z ;| <
7=1 Jj=k+1

k— n
Z ag| (11 =+ Ylee() + D laws| =

=1 j=k+1

= (|11 = [+ [v|pr() e + g,
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odnosno,
(1= e (y) <1 = A|lk + up.

Pod pretpostavkama navedenim u teoremi vazi 1 — |y|l; > 0, pa zakljucujemo

11— |l 4w 11— |l + u;
1 — [y|l i 1=l

p(v) <

Na osnovu Teoreme 4.12 sledi

[Frwllee <1 —w|+|wlp(v)

1 — |l + wi
¢ 1=yl
_ 1 —wl+ (wlll == [1 = @Iyl + |w|u;
= max
1<i<n 1—|y|k

0

Sada je moguce naci intervale konvergencije za parametre v i w. Naime, potrebno
je samo analizirati uslov € < 1, gde smo sa € oznacili gornju granicu za normu
beskona¢no, pa samim tim i spektralni radijus AOR iterativnhe matrice, datu u
Teoremi 4.17. Ta gornja granica, ocigledno, zavisi od elemenata matrice A i od
parametara v i w. Teorema o konvergenciji koja se na taj nacin dobija ima slican
oblik kao Teorema 4.15 i ovde je ne¢emo navoditi.

Rezultati o konvergenciji za klasu S DD matrica mogu se iskoristiti za dobijanje
analognih rezultata o konvergenciji za klasu H—matrica.

Na osnovu Teoreme 2.4 sledi da za svaku H—matricu postoji regularna dijago-
nalna matrica W takva da je AW strogo dijagonalno dominantna. Tada je W~tAW
takode SDD matrica, i to takva da su joj dijagonalni elementi svi jednaki 1. Posto
su AOR iterativna matrica za sistem sa matricom A i AOR iterativna matrica za
sistem sa matricom W AW sli¢ne, tj. posto je

FrwWTTAW) = WLE, (AW
i posto slicne matrice imaju iste karakteristicne korene, sledi da je
P(Fr(WTAW)) = p(F,0(A)).

Upravo zbog toga vazi sledec¢a teorema.

TEOREMA 4.18. Ako je A H—matrica, a relaksacioni parametri v i w izabrani kao
u Teoremi 4.10, pri cemu je

ll' = Ti(WilLW), U; = T‘i(WilUW), 1= 1, 2, ey,

tada AOR postupak konvergira za svaki startni vektor.
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Glava 5

Paralelni iterativni postupci

Zhong-Zhi Bai autor je jedne posebne vrste paralelnih iterativnih postupaka, koji
su pogodni za implementaciju na paralelnim racunarima takozvanog SIMD tipa.
U radu [3] je definisan paralelni AOR postupak i izvedeni neki dovoljni uslovi za
njegovu konvergenciju u slucaju H—matrica. Sliéno tehnici koja je pokazana u
prethodnom poglavlju, u radu [15] ti su uslovi za konvergenciju poboljsani. Ovde
¢emo prikazati neke od njih.

Neka je dat sistem linearnih jednacina oblika
Az = b, (5.1)

gde je A = [a;;] € R™ regularna matrica, a © = [z;],b = [b;] € R™. Zapisimo ovaj
sistem u blok formi

AX =B, (5.2)
gde je
An A o0 A
A | e e R 1< <m,
At Ao oo A

X=[X1Xy...X,w]", B=[BB,y...By]", X;,BicR™, 1 <i<N,
an;, 1 <1< m,su pozitivni celi brojevi takvi da je
ny+ne+...4+n, =n.

Neka se paralelni racunar kome prilagodavamo AOR postupak sastoji od a proce-
sora. Pretpostavi¢cemo da postoji pozitivan broj 5 takav da je m = a x .

Paralelni AOR postupak pogodan za implementaciju na SIMD sistemima, defi-
nisan u radu [3], izgleda ovako.

Neka je 71, jo, - - ., Jm permutacija brojeva 1,2, ... m, tj.

w(k)=jr, k=1,2,...,m.
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Ozna¢imo sa
Ji={n(G-1)p+1),7(i—1)+2),...,7(iB)}, i=1,2,...,«

Ocigledno J; (i = 1,2,...,«a) formiraju particiju skupa indeksa {1,2,...,m}
bez medusobnog preklapanja. U odnosu na ovu particiju, sistem linearnih jednacina
(5.2) moze se dekomponovati na « podsistema

Ari—1)s+0,1X1 + Ari—1)p11),2X2 + - - - + Ar(i—1)8+1),mXm = An(-1)8+1)

Arp) 1 X1 + Az 2 Xo + .o+ Ariig)mXm = Axip)
1=1,2,...,«

Biramo proizvoljno X© € R™ i za p = 0,1,2,... do konvergencije, ra¢unamo
X+ na sledeéi nacin:

Za svako k € {1,2,...,} istovremeno ra¢unamo X ;()ZI)I)BM)(' 1,2,...,q)
kao
(p+1) _A— p+1)
X (= 1)B+k) _A7r (i—1)B+k),m((i—1) B+k) VZ Z Ar((i-1)8+k).j
=1 jeJ(L;k)
()
Z > An(mnprn i XV - wz Yo Avsng X
=1 jeJ(l;k) jed(l;k)
A (I=1)B+k)
(p)
—WE:AMMJWMW«FUMMXﬁ@4mHg+w3ﬂw4mwo +
1£i
p
+(1 = w) X7 (i _1)p1m):
gde je

JGk)={r((— 1B+ 1),7((I—-1B+2),... 7((i —1)B+k—1)},
T k) ={r((i = D)8+ k), n((i —)B+k+1),....7(i8)},
i=1,2,...,0, k=1,2,...,5,
J@,1)=0,i=1,2,...,a,

a v,w adekvatno izabrani relaksacioni parametri.

Definisimo sledeée blok matrice:

49



L]_]_ L12 © .. L]_a Ul]_ U12 © .. U]_a

O I S PR I
Lot Loz . Lo Ui Uve . Uno
Dy 0 ... 0 0 Dip ... Do

e R P I
0 O D, D.al D;Q 0

0 0 ... 0
L. — _AW((i*1)5+2,7r(jfl)B+1) 0 ... 0
A . . . . )
_Aﬂ(iﬁ)77r((j*1)6+1) _Aw(iﬁ),ﬁ(j—l)ﬁJrz ... 0
0 —Ar(-0sr1aG-18+2) - —An(i-1)8+1)7(8)
Ui = (_) Q o _Aﬂ(@fl?ﬂw)m(jﬁ) ’
0 0 . 0
azail,j=1,2,...q,01%# ]
—Ar((i-1)B)+Lm((I-1)8+D) 0 . 0
D.. = 0 —Ar(i-1)B)+2,7((-1)8+2) - - - 0
ij = . | ) : 7
0 0 —Ari) x(8)
Ar(i—1)8)+1,m((i-1)8+1) 0 0
D, = 0 Aw((i—l)ﬁ)+.2,7r((i—1),3+2) 0 |
0 0 o Arig)aip)

Tada se paralelni AOR postupak moze ekvivalentno izraziti u sledetem matri¢nom

obliku:
X(p+1) — 2(7,&})X(p) + b(ry’ w)’ p= 07 17 2, e

pri cemu je
£(y,w) = (Ap = 7A4L) " (1 = w)Ap + (w = N AL + wAy + wAp),
b(y,w) = w(Ap —vAL) 'B.
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Primetimo da je Ap regularna matrica, pa je i Ap — vAp takode regularna.

Paralelni AOR postupak konvergirace ka jedinstvenom resenju linearnog sistema
(5.2) ako i samo ako je spektralni radijus iterativne matrice £(-y,w) manji od jedan.

Kako matrica linearnog sistema ¢ije se resenje trazi pomocu iterativnih postupaka
na paralelnim racunarima ima blok formu, koristi¢emo blok uopstenja II tipa vec
razmatranih klasa matrica kao sto je to do sada u literaturi prisutno. Sli¢ni rezultati
koji se odnose na I tip blok uopstenja se mogu formulisati, medutim, klase koje se
dobijaju na taj nacin su uze, a samim tim i dobijene teoreme rede primenljive. Bez
obzira na to, da li se blok uopstenjima I tipa mogu dobiti esencijalno novi prakti¢no
upotrebljivi rezultati o konvergenciji ostaje predmet daljih izucavanja u ovoj obalsti
numericke linearne algebre.

Prvo ¢emo navesti rezultate o konvergenciji za slucaj m blok SDD matrica II
tipa, koje ¢emo kasnije generalizovati.

Bez gubitka opstosti, do kraja ovog poglavlja pretpostavicemo da je 7 identi¢na
permutacija, tj.
w(k)=Fk, k=1,2,...,m.

Tada je

Ji={G-1)p+1L0GE-1)p+2,...,i0}, i=1,2,...,a.

Za svako i € {1,2,...,m} oznacimo

F(A) = Ao

J#L
Dalje, oznacimo sa
L(A) :=T(AG AL, di(A) := F(AGAD), ui(A) == 75 (AG Ay) i ri(A) == 75 (AL A).

Evidentno je r;(A) = [;(A) + d;(A) + w;(A).

Da bismo pojednostavili zapis, u ovom odeljku, redom oznac¢imo [;(A),d;(A),
w;(A) 1r;(A) samo sa l;, d;, u; i 1.

Sledeéa teorema iz [15] daje dovoljne uslove za konvergenciju PDAOR postupka
za reSavanje sistema Cija je matrica m blok SDD matrica II tipa.

TEOREMA 5.1. Neka je A m blok SDD matrica I tipa. Tada je

[€(7,w)llee <1
ako biramo
< — .
0<w<, i 2, << in o, : (5.3)
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il

il

il

1< < . 2—2[1 1< < . Z—w(l—lz—i—uz—i—dz)
“ 1glﬁan—li+Ui+di’ 7 lglﬁnN 21;
1 <w< mi 2= s 0<~y<1
w < min ,
1<G<N 1+ 1 4+ vy + d; — 291 7=
l<w< mi 2+ 271; . 1_li_ui_di< <0
w < min — min .
1SN 1+ 1 +u; +d;7 1<i<n 21, K
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Glava 6

Poboljsanje oblasti konvergencije
tehnikom skaliranja

Za neke klase matrica dobijeni dovoljni uslovi za konvergenciju AOR i PDAOR
postupka se mogu poboljsati.

6.1 AOR postupak

Kada nam je poznata skaliraju¢a matrica, kao sto je slucaj sa S — SDD matricama,
mozemo znacajno prosiriti oblast konvergencije kao sto pokazuje naredni rezultat iz
[11]. Kako je on posledica opstijeg tvrdenja koje pokazujemo u narednom odeljku,
izostavicemo njegov dokaz.

TEOREMA 6.1. Neka je S neprazan podskup skupa N ={1,2,...N} i A S—SDD
za taj skup. Tada je
||‘F7,w||00 < ]-7

odnosno AOR postupak konvergira, ako parametre v i w biramo na sledeéi nacin:

0<w<1, —min{FS,Fg} <y<1l+ min{FS,Fg},
ili 7 7

1 <w<min{Q® 0%}, 1 < v < min{®°(w), d*(w)},
il B

1 <w<min{¥(v), ()}, 0 <~y <1,

il B B

1 <w < min{6%(y),0%7)}, —min{l* T} < <0,
gde su

1 — Y1 =Sy — ¢SS
¥ := min min ( il ,Tj) ,TZ "
ies jes  I5 — ASrS + 25y
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1—I5)(1 —rS) = I5r3
QS :2m1nm19 S( Sz )( Sj) 1§J Sl
i€S jeg (1—}-7’Z —2[2 )(1—’/’]-)—}-(7’5- —2l2 )Tj

(2 — w+ 20l —wrd) (1 —17) —w(r,8 — 205)rs

S L . .
(W) = e S T S S~ 915,5 £ 2,8
iss  (L—=r2) (X —r7) —rpry2l7 = 20775 + 2077

1—A2) (1 —r¥) — 4Ir?
U9(y) := 2min min (1=t CJ) ity
€5 jes (141 =2912) (1 = 75) + (7 = 2917 )r7

)

e° := 2min min = —
™ €S jes (1+7rd)(1—r?)+rdr?

)

Na osnovu ¢injenice da je svaka SDD matrica ujedno i S — SDD matrica za svaki

singlton S = {i} C N, dobijamo slededi rezultat.
TEOREMA 6.2. Neka je A SDD matrica. Tada
[Frallee <1,

ako izaberemo

O<w<l, —-TI'<y<1+4T,

il

l<w<Q, 1<vy<P(w),
il

l<w<V¥(y), 0<~vy<1,
il

l<w<OB(y), -T<y<O,
gde je

®(w) := w+max min

O(7) := 2max min

1—r; il (L—1;
I' := maxmin rj-—i_‘a] |( T) )
€N j#i max{2l; — 2€g’aji|(1 — 1), 2l ai}

Q=2 i !
= zInaxmin -
€N 3A 1 4 max ri=lilagil  rj=li=(=&)|ajil(1=rs) |’
1—7“]'4-‘(1]'7;‘(1—7"1')7 l—lj+§f|aji‘(1_ri)

iEN  j#i

1
U(7v) := 2maxmin

rj—lajil(1—r;)—1

€N j#£i | 4+ max ri—lilagil 1 ,
+ {177"7'“’»'0’]"5‘77['5‘0']'”’ + 1—7(1]—§f|aﬂ|(1—n))

)

}

— 1))

1 — 7 - s s
[min { 7“] ‘l’ |a]z| + ’ylz|ajz| 1 + ’}/(l] gz |a]1|(1
iEN  j#i

i 0, j<i.

o4

1—rj+ lajs| +rilags| = 147 — lag|(1—ry)

in 2wy = ag|(L =) 2=w)(L =75+ |a|) = wrila|
2lj — 2§£|(lﬂ|(1 — Ti) ’ 2lz|a]z|

i
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Dokaz. Neka je S singlton, tj. S = {i} za neko i € N. Tada

e =0, rf=nm, 7’3-5 = lail, 7’}9 =1 —lagl, j#i.
Analogno
B=0, =0, =lay, =1-¢la;l, quadj+#i
Dalje je
P — i 1—r;+ |aju|(1—r;)
J#i 2;]a;i
i
M\ — min 1 —r; _'|aji|(1 —Ti)
tako da

min{I‘S Fg} = min L= + la;i](1 = r:) :
’ g7 max{2l; — 28 a|(1 —ry), 2] az|}

Posto je svaka SDD matrica takode i S — SDD matrica za svaki singlton S =
{i} C N, primenom prethodne teoreme dobijamo da ¢e postupak konvergirati ako
parametre izaberemo na slede¢i nacin:

0<w<1l, —min{l%T%} <y<l4min{l'’, T5}, za svako S = {i},i=1,2,... n.
Najsira oblast konvergencije ¢e se dobiti izborom
l<w<l, —-T'<y<I'+1,

gde je
I' = max min{I"*, T°}.
ieN
Na isti nac¢in mozemo dobiti ostale intervale konvergencije za relaksacione parame-
tre. U

6.2 PDAOR postupak

Ukoliko je matrica sistema 7 blok SDD matrica II tipa koriste¢i Teoremu 5.1 dobi-
jamo oblast konvergencije PDAOR postupka. Medutim, kako je svaka 7 blok SDD
matrica II tipa matrica ujedno i © blok S — SDD matrica II tipa za proizvoljan
skup indeksa S, oblast konvergencije mozemo poboljsati primenom Teoreme 6.3.
Koristedi se saznanjem o obliku skaliraju¢e matrice za klasu 7 blok S-SDD matrica
IT tipa matrica mozemo uopstiti teoremu 5.1.

Za neprazan pravi podskup S skupa indeksa {1,2,..., N} neka je A 7 blok SDD
matrica II tipa i neka su uvedene oznake kao u glavi 5, tj. sume vrsta se odnose na
odgovarajucu pridruzenu matricu II tipa.
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Za svako i € {1,2,..., N} podelimo vandijagonalnu sumu 7;(A) na dva dela, u
odnosu na S i njegov komplement S :

7(A) = 7°(A) + 77 (A),

gde je

A = > Al
jes\{i}

Analogno, uz oznake iz glave 5, imamo da je [; = [ + lig ir; =72+ 7’?.
TEOREMA 6.3. Neka je A w blok S-SDD matrica II tipa. Tada je

1€Ppaor(Ysw)|lee <1

ako biramo parametre v 1 w na sledeci nacin:

0<w<1, —min{l* T} <~ <1+ min{I'°, 5}, (6.1)
ili - -
1 <w<min{Q® 0%}, 1 < v < min{®°(w), d*(w)}, (6.2)
ili -
1 <w<min{¥(v), ()}, 0 <y <1, (6.3)
ili - -
1 <w < min{0%(y),0%%)}, —min{I*, T} < <0, (6.4)

gde je B
L=r?)(1 =15 ror?
¥ .= minmin( 2 ) - ,Z J
ies Jes 205 — 2USrS + 2057
1—19(1 —rP) —15r9
Q° := 2min min ( I ) - SN A
i€S jes (1+rf —25) (1 —rP) + (rf — 25)r9

s o (2—w—|—2wls—wr )(1 —rs) w(r§—2l»§)r5
®”(w) := minmin — ,
i€s jes 25(1 — 1%) + 2515

1— A7) (1 =75 i5re
\I/S(V) := 2min min ( o ) 771 .
€S jes (1418 — 291%)(1 — rf) + (rf = 2917)r?

L+ A9 (1 —75) +AI5r?
0% (%) ::2minmin< ) J,) Rk
€S jes (14r7) (1 —rf)+rirf
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Dokaz. Ideja dokaza je da se koristi oblik skaliraju¢e matrice W za koju je AW
7w blok SDD matrica II tipa. Kako je iterativna matrica PDAOR postupka za
linearan sistem ¢ija je matrica sistema A, slicna sa iterativnom matricom za sistem
¢ija je matrica AW, tvrdenje Teoreme 5.1 mozemo primeniti na matricu AW, kako
bismo dobili oblast konvergencije za relaksacione parametre u PDAOR postupku za
reSavanje sistema linearnih jednacina sa matricom sistema A. Na taj nac¢in dobijamo

(6.1), (6.2), (6.3), (6.4) iz (5.3), (5.4), (5.5) i (5.6) respektivno.
Kako je A blok S-SDD matrica, za svako n za koje vazi

rig T T . 1_T]§
max = (A(") == <n < pa = p()A(") = min

ies 1 —rf jes T

AW je m blok SDD matrica II tipa gde je
W = diag[lel,szg, c. ,’LUNEN]
_Jm, akojei€ S
Wi = 1, akojeie S -

Dalje, primenjujemo Teoremu 5.1 na matricu AW. Za minimum (5.3) imamo

1SN 2L (AW S T (AawW) s 2,(AW)

Kako za i € S vazi r;(AW) = r? + %T?, razlomak

1—ri(AW)  1—7rf — n s
21;(AW) 205 + 211

je neopadajuca funkcija po 7. Dakle, da bismo maksimalno prosirili intervale za n u
(5.3) uzimamo 1 = yy i dobijamo

1— r.g - _
1—rf—<min SJ> Y
. 1— TZ(AW) . JES rj
ies 2L(AW)  les A\
2lf—i—2<min SJ> 19
jES Tj

1— 7)1 =) —r5ps
:minmin( Z)( ]) ‘I 15,

€S jes 205 — 25rS 4 23S

Sliéno, za i € S imamo r;(AW) = nr? + 7"23, i zakljucujemo da je odgovarajuci

koliénik nerastuca funkcija od 7. Uzimajuéi n = u; dobijamo
1 —r;(AW) Q=79 —rF) —rir?

min —————— = minmin — — R Fg’
ics  2l;,(AW) ies Jjes QliS — 2l;97“]$+2lf7’f
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sto kompletira dokaz za (6.1).
Oblasti date u (6.2), (6.3) i (6.4) dobijamo na slican nac¢in. O

Primetimo da se iz ovog tvrdenja dobija Teorema 6.1 kao specijalni slucaj, kad
su blokovi u (5.2) dimenzije 1 x 1, [11].

Primenom prethodne teoreme mozemo poboljsati oblast konvergencije PDAOR
postupka kada je matrica sistema m blok SDD matrica II tipa.

TEOREMA 6.4. Neka je A 7w blok SDD matrica Il tipa. Tada je

€07, W)lloe < 1,
ako biramo
O<w<1, -I'<y<1+4T, (6.5)
ili
l<w<Q, 1<y<d(w) (6.6)
ili
l<w<V¥(y), 0<vy<1, (6.7)
ili
l<w<0O(y), -I'<y<0, (6.8)
gde je

1—r; (1 — 1y
I’ := maxmin Tt il (1 = 73) ,
1EN  j#i max{2lj — 2§f|aﬁ|(1 — T’i), 2l2|aﬂ|}

1
) ;= 2maxmin :
: )
ieN j#i ri—lilajil ri—li—(1-¢&)laji|(1—r:)
max :
+ 1_Tj+‘aji‘(1_ri)’ l—lj+§-lj-|aji‘(l—7"i)

¢ := w+max min
iEN  j#i

win 2w 47y —lap|(t =) 2=w) (A =7+ |aj]) — wrifasl
2l — 2& |aji| (1 — 1) ’ 2l;]aj;|
1

¥ := 2max min ,

€N j#i 1 4 max ri—ylilajil 1 ri—lagil(1—ri)—1
+maxd e T TG g

i€EN  j#i

O := 2maxmin |min rj +lagil +7 |aﬂ|’ + vl — & lail( ) 7
L =7+ |ag| + rifag 147 —lajl(1 =)

i 0, j<i.

Dokaz. Ideja dokaza je u tome da, posto je m blok S DD matrica II tipa istovremeno
i 7 blok S —SDD matrica II tipa i to za svaki singlton S = {i}. Primenom Teoreme
6.3 1 optimizovanjem po ¢ € N dobijamo tvrdenje. [J

Oblast konvergencije dobijena pomocu Teoreme 6.4 je uvek Sira nego oblast iz
Teoreme 5.1.
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Koliko zna¢ajno ovo poboljsanje moze biti pokazuje primer iz [21] koji se odnosi
na linearan sistem c¢ija je matrica sistema 7 blok S DD matrica II tipa reda n = 100,
podeljena u m = 20 blokova implementiranih na o = 4 podsistema.

Improving the parameter area of a block SDD matrix

6 T ! I I : |
T i}

_ SDD
b == =53] | ]
3_ e [EER RN S=[11[}] =
i) i}
= 4l ]

E

5 of _
= B I
_2r I
3+ I
_al I

_5 : I i L 1 1
0 0.5 1 1.5 2 =B .

omega
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Zakljucak

U radu su razmatrani savremeni rezultati o upotrebi teorije H-matrica pri reSavanju
sistema linearnih jednacina iterativnim metodama. U tu svrhu je uveden pojam
stroge dijagonalne dominacije i pomoc¢u njega je izvrsena karakterizacija H-matrica
tehnikom skaliranja. Potom je tehnika skaliranja prikazana kao alat pomocu koga
se moze izvrsiti klasifikacija H-matrica, sto je uc¢injeno uvodenjem klasa S — SDD
i PH-matrica.

Pored navedenog teorijskog znacaja tehnike skaliranja, prikazana je njena pra-
kticna vrednost u poboljsanju rezultata o konvergenciji relaksacionih iterativnih
postupaka. Naime, razmatrano je kako se saznanje o strukturi skaliraju¢e matrice
za klasu S — SDD matrica moze tehnikom skaliranja iskoristiti da se prosiri oblast
parametara AOR iterativnog postupka primenjenog na sistem linearnih jednacina
sa SDD osobinom. Za sisteme velikih dimanzija sa blok SDD osobinom isto je
ucinjeno za PDAOR iterativni postupak za paralelne racunare.

Vazno je ista¢i da obradeni materijal predstavlja polaznu tacku za dalja istra-
zivanja ovog tipa sa ciljem da se tehnika skaliranja primeni u kombinaciji sa PH-
matricama i time ostvare novi korisni rezultati o konvergenciji relaksacionih itera-
tivnih postupaka.
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