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PREDGOVOR

Ovaj rad opisuje primenu logisticke regresije koja se pokazala veoma znacajnom u
modeliranju Sirokog opsega pojava, pre svega u ekonomskim, populacionim, bioloskim,
marketinskim, medicinskim i mnogim drugim istrazivanjima.

Rad obuhvata dva dela. Prvi deo rada,koji sadrzi Sest poglavalja, predstavlja teorijski
pristup logistickoj regresiji sa mnostvom ilustrativnih primera, dok drugi deo rada predstavlja
primenu logisticke regresije na model koji utvrduje povezanost gojaznosti sa potencijalnim
faktorima rizika.

U prvom poglavlju je predstavljeno poreklo logisticke funkcije i dat je osvrt na
uopsStene linearne modele kao klasu kojoj pripadaju logisticki regresioni modeli. Drugo
poglavlje ima za cilj da nas putem linearne regresije, kao metoda kod kog je zavisna
promenljiva neprekidna, uvede u logisticke regresione modele kod kojih je zavisna
promenljiva diskretna. U ovom poglavlju vr§imo poredenje ove dve metode i takode se
upoznajemo sa logit funkcijom.

Kad smo se upoznali sa logisti¢kim regresionim modelom proveravamo koliko se dati
logisti¢ki model slaze sa podacima, ovo je opisano u tre¢cem poglavlju. Metoda za ocenjivanje
koeficijenata koju smo ovde predstavili je metoda maksimalne verodostojnosti. Nakon
ocenjivanja koeficijenata predstavicemo 1 ispitivanje znacajnosti promenljivih u modelu
pomocu test koli¢nika verodostojnosti ili wald test-a kao i testiranje intervala poverenja za
parametre koji nas interesuju. Interpretacija fitovanog modela, koja podrazumeva izvodenje
zakljucaka na osnovu ocenjenih koeficijenata u modelu, je predstavljena u cetvrtom
poglavlju. Interpretaciju dajemo u tri sluaja u zavisnosti da li je nezavisna promenljiva
dihotomna, polihotomna ili neprekidna.

Peto poglavlje predstavlja metode i postupke za gradenje modela, gde se upoznajemo
sa Siroko rasprostranjenom metodom za izbor promenljivih, korak po korak, koja se zasniva
na test statistici koli¢nika verodostojnosti. Nakon gradenja modela se, u Sestom poglavlju,
upoznajemo sa goodness-of-fit koje predstavljaju opsti pokazatelj koliko dobro se model
slaze sa podacima. Statistike sa kojima ¢emo se ovde upoznati su: Pirsonova Hi-kvadrat
statistika i odstupanje, Hosmer-Lemeshow test, tabele klasifikacije i ROC kriva(Receiver
Operating Characteristic Curve).

Na kraju rada, u sedmom poglavlju, prezentujemo primenu prethodno opisanih

metoda i tehnika na konstrukciju modela sa zavisnom promenljivom gojaznost i faktorima
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rizika kao Sto su: starost, obim kukova, konzumiranje odredenih namirnica, bavljenje

rekreacijom 1 slicno.

**k*

Izuzetnu zahvalnost dugujem svom mentoru, prof. dr Zagorki Lozanov-Crvenkovié,
na sugestijama, savetima, strpljenju i pomo¢i prilikom izrade ovog master rada. Zelela bih da
se zahvalim i ¢lanovima komisije dr Ivani Stajner-Papuga i dr Ljiljani Gaji¢ na saradnji.
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1 POREKLO LOGISTICKE FUNKCIJE

Tomas Maltus (1776-1834), ekonomista iz Engleske je u svom radu *’An essay on the
principle of population as it affects the future improvement of society’” iz 1789 godine
izlozio svoje glediste da se sa povecanjem broja stanovnika povecava i koli¢ina proizvedenih
resursa, hrane i sli¢no, ali ovo poveéanje raste aritmetickom regresijom, dok rast broja
stanovnika prati geometrijsku regresiju. Posle odredenog broja godina, resursa ¢e biti manje,
a stanovnika koji ¢e ih koristiti viSe, pa ¢e tako zavladati oskudice. Ovo stanje ¢e se
vremenom pogorsavati i dobilo je naziv-demografska (Maltusova) katastrofa. Ovakvim
rezonovanjem doslo se do zakjlucka da je jedini nacin da se izbegne izbegne ili odlozi
katastrofa smanjenje prirastaja, §to se moze posti¢i povecanjem smrtnosti - namerno

izazvanim ratovima, bolestima, oskudicama, ili ograni¢enim radanjem.

1.1 POPULACIONI MODELI

Osnovni Maltusov model

Prebrojavanjem dolazimo do podatka da u nekom trenutku t, na Zemlji zivi p(0)
stanovnika. Populacija u slede¢em trenutku je srazmerna populaciji u prethodnom jer rast
stanovnistva prati geometrijsku regresiju, odnosno p(1) = rp(0), gde je r parametar koji
opisuje neto priraStaj stanovniStva i moze se dobiti iz postojecih podataka.

Ako sa y ozna¢imo konstantnu brzinu radanja u jedinici vremena po jedinki (stopa
nataliteta), a sa & konstantnu brzina umiranja u jedinici vremena po jedinki (stopa
mortaliteta), tada vazi da je konstantan prirastaj A = y — 6.

Ako je sa p(t) oznacen broj jedinki u trenutku t, onda je on posle nekog vremenskog
intervala At jednak

p(t + At) = p(t) + Ap(t)At

Vidimo da je rast srazmeran postojecoj populaciji 1 vremenu.

Odnosno imamo problem:
p'(t) = Ap(t) 1)
p(0) = po

Resavanjem ove diferencijalne jednacinu dobijamo:

dp(t)
O - Adt

In|p(t)| =At+c
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p(t) = e*ec
p(t) = Ce*
Vazida je
p(0) =py = Ce® =,
pa je reSenje jednacine (1)

p(t) = poe™ (2

Vidimo da populacija raste eksponencijalno po vremenu (Slika 1).

Ovaj model se naziva osnovni (Maltusov) populacioni model [9].

Jkaligina /
.I'II .,-""-'J
/ -
/ ﬂ,/
/
_____-o-""
7 Maltusova katastrofa
.-"f-f#
____.-"'
__H__-‘"
4 _F__,_,.-"
'pri@qdmﬁ/hrane -
1 -~
-
) _____f_ i} -d_'___.,-r"'ffl
_|—Topulacija
. I'\.ITEII'I'IEI ;
Slika 1.

Modifikacija Maltusovog modela

Maltusov model je imao bitna nedostatke. Pjer Fransoa Verhlust (1804-1849) je
izvr$io modifikaciju modela. On smatra da nijedna sredina ne moze na sebi da odrzava
neograni¢en broj jedinki, odnosno da rast populacije treba ograniciti do neke maksimalne
fiksne vrednosti karakteristicne za sistem koji se posmatra, odnosno do nekog maksimalnog
nosivog kapaciteta sredine K. Ograniceni resursi usporavaju rast populacije i populacija tezi
ka grani¢nom zasi¢enu. Takode linearne brzine radanja i umiranja nisu konstante, ve¢ su date
sa.

y(@® =vo — 121
§(t) = 8o + &1p(t)
Yo > 6y >0, ¥1,601 >0
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i smanjuju brzinu radanja, a uvecavaju brzinu umiranja sa rastom populacije.

Verhlustov logisticki model

Maksimalni priraStaj ozna¢i¢emon sa a, gde je
a=7vo— 08
Sada vazi da je prirodni prirastaj
A(t) = (o = 6o) = (v1 + 81)p(t) = a — bp(t)
gde smo sa b oznacili b = y; + &,
Maltusova jednacina sada ima oblik
p'(t) = A(Op()
p'(t) = ap(t) — bp*(t)

b
p'(t) =a (1 - Ep(t)) p(t)

1
p'(6) = a<1 —Ep(w)p(t)

a>b>0, p(0)=np, (3)

Populacija P u pocetku raste eksponencijalno sa stopom rasta a, ali se taj rast smanjuje kako
.. e . . . . a iy -
se populacija priblizava maksimalnom (nosivom) kapacitetu sistema b = K . Matematicki

takvo ponasanje mozemo modelirati logistickom jednacinom:

dp(t) p(t)
T ap(t)(1 - T)

p(0) = po

Odnosno vazi da kada ja populacija P mala u odnosu na kapacitet K, populacija se ponasa
prema Maltusovom populacionom modelu. Kada se populacija priblizi maksimalnom

kapacitetu, tada izraz u zagradi tezi nula $to koci rast populacije. ReSimo jednacinu:

dp(t) p(t)
T aP(t)(l—T)
f;pdp =at+c
r(1-x)
In K- | =—at—c
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‘K Pl _ p—ato=C
p
K
——1=Ce™™
p

PO =1 Cear

Vidimo da kada t — oo funkcija p(t) — K. Opste reSenje ove jednacine je logisticka funkcija

Konstantu C dobijamo kad uvrstimo pocetni uslov, odnosno:

K K —po
0 = o —— C:
p(0) = pg Trc o

Kriva p(t) ima S-oblik i naziva se logisticka kriva (Slika 2). Ovaj model je bolji
nego Maltusov model, ali ima nedostatke jer nisu uzeti u obzir i mnogi spoljasnji uticaji [17].

populacia

-

-
logisticka-kriva

—_ Wreme

Slika 2.
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1.2 SIGMOID FUNKCIJA

Postoje razliciti oblici logisticke funkcije a jedan od specijalnih slu¢ajeva je sigmoid
funkcija ili sigmoid kriva koja je jo§ poznata i pod nazivom standardna logisticka funkcija ili

osnovna logisticka funkcija i data je sa:

PO=1re ?

Standardna sigmoid funkcija se dobija kao resenje diferencijalne jednacine prvog

reda:

dP—Pl P

1

Ona je strogo rastuca funkcija koja se moze prikazati 1 u slede¢em obliku:

1
P(t) = ————
(t) 1+eat
gde je a parametar nagiba sigmoidne funkcije. Menjajuci vrednost parametra a, dobijaju se

razli€iti oblici, $to je prikazano na Slici 3.

P(t)

Slika 3
Posmatrajmo izraz (4). P-predstavlja verovatno¢u da se neki dogadaj desi, pod

uticajem nekih nezavisnih riziénih faktora, promenljiva t se definise kao:
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Bo + B1x1 + -+ Birxy, gde su B, i =1..k regresioni koeficijenti koji opisuju veli¢inu
doprinosa odgovarajuceg rizi¢nog faktora x;. Kada su regresioni koeficijenti pozitivni tada
nezavisne promenljive x; povecavaju verovatno¢u pozitivnog ishoda, a kada su negativni,
onda smanjuju tu verovatnocu.

Primerl

Ispitujemo verovatnocu da osoba u narednih 10 godina umre od bolesti srca,
posamtrajudi rizi¢ne faktore: x;= godine preko 50, x, — pol (musko-0, Zensko-1),

x5 - Nivo holesterola preko 5 mmol/l. Neka su nam regresioni koeficijenti dati sa:
Po=-5p1=2,0,=-1,B=12

Posmatrajmo: Muskarca koji ima 50 godina i 7 mmol/I holesterola u Krvi.

Verovatnoca da on umre u narednih 10 godina je tada data sa:

1
1+ e~ (BotB1x1+B2x2+P3X3)

1
P(t) = 1 + e—(-5+2(50-50)-1-0+1.2(7-5))

P(t) =

= 0.07

Odnosno verovatno¢a da ova osoba umre u narednih 10 godina je 7%.
1.3 UOPSTENI LINEARNI MODELI (GLM)

Uopsteni linearni modeli se koriste za regresiono modeliranje zavisne promenljive
koja ne mora da ima normalnu raspodelu, odnosno za modeliranje promenljive iz
eksponencijalne familije raspodela kako §to su Poasonova, Binomna, Multinomna 1 sli¢no.
GLM modeli sastoje se iz tri komponente i to:

1. Komponenta slucajnosti
2. Komponenta sistemati¢nosti
3. Funkcija veze (Link funkcija)

Komponenta slucajnosti- se indentifikuje sa zavisnom promenljivom i prihvata njenu

funkciju verovatnoce. Neka su Y; Y5, ... ¥, realizacije zavisne promenljive i one su po
pretpostavkama GLM medjusobno nezavisne. Realizacije od Y mogu biti dihotomne
(binarne, sa samo dva moguce ishoda (uspeh ili neuspeh)) tada zavisna promenljiva
Y ima binomnu raspodelu ili se realizacije mogu dobiti prebrojavanjem tada zavisna

promenljiva ima Poasonovu raspodelu[2].

Komponenta sistematicnosti: - predstavlja lineranu funkciju nezavisnih promenljivih

koje opisuju zavisnu promenljivu:

10
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Bo + B1x1 + - + Brxy
Ovakva linerana kombinacija se naziva linearno predvidanje, i promenljive x; ne
moraju biti linerano nezavisne.

Funkcija veze(Link funkcija) — Funkcija veze povezuje linerno predvidanje sa

funkcijom u = E(Y), odnosno povezuje komponentu slucajnosti i komponentu
sistemati¢nosti. Ona predstavlja neku funkciju g(+) tako da vazi:
gW) = Bo + Prxy + -+ Brxy
Funkcija g(+) je monotona i ne mora da bude linearno preslikavanje.
Logisti¢ki regresioni model je jedan od GLM modela kod kojeg je zavisna promenljiva

binomna.

11
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2 LOGISTICKI REGRESIONI MODEL

Regresione metode su sastavni deo svake analize podataka koja se bavi opisivanjem
veze izmedu zavisnih i nezavisnih promenljivih. Cilj analize koja koristi ovaj metod je naci
model koji opisuje vezu izmedu zavisne promenljive i skupa nezavisnih promenljivih koji nju
opisuju. Logisticka regresija se koristi za:

- predvidanje zavisne promenljive na osnovu vrednosti nezavisnih promenljivih
- rangiranje nezavisnih promenljivih po vaznosti
- procenu efekta interakcije.

Zavisna promenljiva u logistickom regresionom modelu je diskretna, obi¢no binarna,
a u redim slucajevima moze da ima vise od dve kategorije. Na primer, zavisna promenljiva
moze biti da li je pacijent izleCen ili ne; da li je neki proizvod proSao kontrolu kvaliteta ili ne;
da li je zivotinja na kojoj se vrSio neki eksperiment prezivela isti ili ne i slicno. Tada u
zavisnosti od merne skale zavisne varijable, govorimo o Nominalnim, odnosno Ordinalnim
logistickim regresionim modelima. Nezavisne promenljive mogu biti kategorijalne ili
kombinacija kategorijalnih i neprekidnih, pri ¢emu u logisti¢koj regresiji ne postoje
pretpostavke o raspodeli za ove promenljive. Zavisnu promenljivu ozna¢avacemo sa Y, dok
nezavisne ozna¢avamo sa x [6].

Na primer, ukoliko je pacijent izleen, ishod je ,uspeh®, a ako nije ishod je
,heuspeh®; ako proizvod prode kontrolu kvaliteta ishod je ,,uspeh®, u suprotnom ,,neuspeh®.
Ukoliko zavisna promenljiva oznacava to da li je osoba zdrava ili ne, onda bismo npr. sa 0
kodirali - osoba nije zdrava, a sa 1 — osoba je zdrava.

Cesto je potrebno izvrsiti grupisanje podataka, tako da se u okviru jedne grupe nalaze
svi subjekti koji imaju iste vrednosti nezavisnih promenljivih. Kada su podaci grupisani,
lakse je zabeleZiti broj ,,uspeha®, odnosno broj ,,neuspeha®, jer ih belezimo za svaku grupu

posebno, dok bismo u sluc¢aju negrupisanih podataka dobijali dugacke nizove 0i 1.

2.1 LOGISTICKI | LINEARNI REGRESIONI MODEL

[lustrovac¢emo razlike izmedu linearne i logisti¢ke regresije primerom.
Odredujemo da li Zenske krabe u odnosu na njihovu $irinu izrazenu u centimetrima
imaju muzjake-satelite (SAT) ili ne. Izabrano je 173 krabe da ucestvuju u istrazivanju koje su

grupisane u Kkategorije (STR-KAT) u odnosu na Sirinu (Tabela 1 na cd-u u prilogu).

12
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Rezultujuc¢a promenljiva je SAT, koja je binarna i prima vrednost nula (Y = 0) ako nema

muzjaka, odnosno vrednost jedan (Y = 1) ako ima muzjaka.

Sirina kraba n SAT Proporcija
da ne

<23.25 14 3 11 0.21
23.25-24.25 14 4 10 0.29
24.25-25.25 28 13 15 0.46
25.25-26.25 39 21 18 0.54
26.25-27.25 22 15 7 0.58
27.25-28.25 24 20 4 0.83
28.25-29.25 18 15 3 0.83

>29.25 14 14 0 1.00

Tabela 2

Ako bi rezultujua promenljiva bila neprekidna, tada bismo Koristili dijagram

rasipanja rezultata u odnosu na nezavisnu promenljivu(Slika 4) [18].

Sateliti

1' " a9 L] - L LI ) L LR J " AW - aa TFw @ w "9 FFEFEFOFEASF W

0.9 1
0.8 1
0.7 1
0.6 -
0.5
0.4
0.3 1
0.2 1
0.1 1

1] Sirina kraba

_l—‘+rI—H+H—"rH*—‘—‘_H_‘—H—‘+H—rI—m‘—"—H—‘_H—‘ﬁ_|_'—|%

22 23 24 25 26 27 28 23
Slika 4

Sa ovog grafika vidimo da sve tacke pripadaju jednoj od dve paralelne prave koje

predstavljaju prisustvo (Y = 1), odnosno odsustvo satelita (Y = 0). MozZe se uoditi tendencija

13
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da se kod Sirih kraba ¢esce javlja prisustvo satelita, ali je ipak na ovaj nacin teSko opisati vezu
izmedu Sirine kraba 1 prisustva satelita. Problem je Sto je varijabilnost za promenljivu SAT za
sve Sirine velika, pa je samim tim tesko opisati funkcionalnu vezu izmedju Sirine 1 SAT.
Uobicajni metod eliminisanja nekih promenljivih sa ciljem odrzavanja strukture veze izmedu

rezultata i nezavisne promenljive je formiranja intervala za nezavisnu promenljivu i

broj onih koji imaju satelite

racunanje proporcije ( -) za rezultujucu promenljivu (Tabela 2).

ukupan broj kraba u datoj grupi
Na ovaj nacin dobijamo novi grafik (Slika 5) sa kojeg se jasno vidi da poveéanjem S$irina

kraba povecava proporcija onih koje imaju satelite [12].

"F'rnpu:uru:ija Frisutnog Satelita

0.9 1

0.8 1

0B -
0.5 -
0.4

0.3 1

0.1 1

0 . . . . . . . éirina krahal
22 23 24 25 16 27 28 29 30

Slika 5

U bilo kom regresionom modelu kljucno je odrediti ocekivanu vrednost zavisne

promenljive za datu vrednost nezavisne promenljive, u oznaci E(Y1x) [12]. Kako je zavisna

14
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promenljiva dihotomna, za uslovnu sredinu vazi 0 < E(YIx) < 1. Promena u E(Ylx) po
jedinici promene za X postaje progresivno manja kako uslovna sredina postaje bliza 0 ili 1.

Kako je zavisna promenljiva dihotomna i uzima vrednosti 0 i 1, uze¢emo da uzima vrednost 1

, , . 1
sa verovatno¢om 1, a vrednost 0 sa verovatnoCom 1 —m, tj. Y = ( 1 E - n)'

Slucajna promenljiva Y|x ¢e takode uzimati vrednosti 0 i 1, sa verovatno¢ama

1—m(x), m(x) redom, tj. Y|x = (1 E . 71r)

Kako nas interesuje o¢ekivana vrednost od Y za dato x, izra¢una¢emo je:
E(Y|x)=0- (1 — n(x)) +1-7(x) =mn(x)
Zbog ovoga, ubuduce ¢emo koristiti oznaku 7(x) za prikazivanje uslovne sredine od
Y za dato x kada se koristi logisti¢ka raspodela [6].

Poseban oblik regresionog modela koji koristimo je

eBo+2k Brxk

m(x) = 1 + eBo+Zk Brxk

Kod logisticke regresije, vrednost rezultuju¢e promenljive za dato x mozemo izraziti
kao Y|x = m(x) + €, gde je € greska koja ima binomnu raspodelu.
Promenljiva ¢ moze uzeti vrednost —m(x) i 1 —m(x) i to vrednost —m(x) uzima kada
promenljiva Y|x uzme vrednost 0, a vrednost 1 — m(x) uzima kada Y|x uzme vrednost 1.
Kako slu¢ajna promenljiva Y|x uzima vrednost 0 sa verovatno¢om 1 — m(x), a vrednost 1 sa
verovatnocom 7 (x), sledi da ¢e i € uzeti odgovarajuce vrednosti sa tim verovatno¢ama, tj.

o —n(x) 1-mn(x)
&= (1 —n(x)  wx) )

Dakle, € zaista ima binomnu raspodelu sa sredinom E(¢) = 0 nula i varijansom

Var(e) = n(x)(l — n(x))

2.2 LOGIT MODEL

Odnos izmedu verovatno¢e m i1 nezavisne promenljive X se moze predstaviti preko
logistickog regresionog modela, koji se predstavlja preko S-krive date na Slici 5. Vidimo da
verovatno¢a m polako raste sa porastom X, kasnije se rast ubrzava, dok se na kraju ne

stabilizuje i ne ide preko vrednosti 1. Verovatnoca m se moze predstaviti formulom:
eﬂ0+ﬁlx

7T:P(Y21|XZX):W
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Model moze biti uopsten za slucaj kada imamo vise nezavisnih promenljivih i onda

izgleda ovako:

eB0+ﬁ1x1+ﬁ2x2+"'+ﬁpxp
T = P(Y = 1|X1 = x1'X2 = X2, ,Xp = Xp) = 1+ eﬁo+31x1+ﬁ2x2+"'+ﬁpxl’

Ova jednakost se naziva logisticka regresiona funkcija [8]. Nije linearna po
parametrima f; ,i = 0 ...p, ali se moze linearizovati odgovaraju¢om logit transformacijom.

Tada vazi:

1
1+eBotBix1+B2x2++Bpxp

1-m=P(Y =0|X;, = x,X; = %3, . , X, = X,) =
Dalje imamo da je:

s
= eﬁo+ﬁ1x1+ﬁzx2+'“+ﬁpxp

1—-m
Ako logoritmujemo sa prirodnim logaritmom obe strane gornje jednakosti dobijamo:

T
1n1 - = ﬁo +ﬂ1x1 +ﬁ2X2 + - +ﬁpxp

Ova jednakost se naziva logit i ona je linearna po komponentama g;,i=1..p.
Primetimo jo$ da vrednost od 7w pripada intervalu [0,1], dok se vrednost logita kre¢e od

(=00, +0), pa je logit funkcija najprikladniji izbor za link funkciju[1].
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3 SLAGANJE LOGISTICKOG REGRESIONOG MODELA SA
PODACIMA

3.1 METOD MAKSIMALNE VERODOSTOJNOSTI (ML)

U linearnoj regresiji najces¢i metod za ocenjivanje regresionih parametara je metod
najmanjih kvadrata. U tom metodu, biramo one vrednosti S, i 1, koje minimiziraju sumu
kvadrata odstupanja registrovane vrednosti za Y od predvidene vrednosti dobijene na osnovu
modela. Pod uobic¢ajenim pretpostavkama za linearnu regresiju, metod najmanjih kvadrata
daje ocene sa mnostvom pozeljnih statistickih svojstava. Medutim, kada se metod najmanjih
kvadrata primeni na model sa dihotomnim ishodom, ocene viSe nemaju te iste osobine.

Kada je u pitanju logisticka regresija za ocenjivanje regresionih koeficijenata
koristimo metod maksimalne verodostojnosti. Ovaj metod daje vrednosti za §;,i =0 ... p,
koje maksimizraju verovatnou dobijanja registrovanog skupa podataka. Odnosno
utvrdujemo verodostojnost (verovatnoée) registrovanih podataka za razli¢ite kombinacije
vrednosti regresionih koeficijenata, za razliku od metode najmanjih kvadrata. Ovaj metod
zahteva dosta iterativnog izracunavanja.

Da bismo opisali ML model, potrebno je da se upoznamo sa funkcijom
verodostojnosti, to je funkcija nepoznatih parametara, u naSem slucaju regresionih
koeficijenata u oznaci L(B), gde je B = (Bo,B1,.,Bp) 1 predstavlja verovatnocu koja

kombinuje doprinose svih subjekata u istraZivanju.

0

AKo je zavisna promenljiva Y: (1 o

1) ,tada izraz
T

Bo+B1xqi+B2xpi++BpXp;

Bo+31x1i+,82x2i+~--+,8pxpi

e

w(x;) = za proizvoljnu vrednost B = (B, B1, ---, Bp), daje uslovnu

1+e
verovatnoéu P{Y = 1|x;} = n(x;) i P{Y = 0|x;} = 1 — n(x;), gde je
Xi = (1,%15 % o Xp; ), i =1.m
Za one parove (x;,y;) gde jey; =1 doprinos funkciji verodostojnosti je m(x;), a za
one parove (x;,y;) gde je y; = 0 doprinos funkciji verodostojnosti je 1 — m(x;).

Dakle, za par (x;, y;) doprinos funkciji verodostojnosti je dat slede¢im izrazom:

m(x)¥i(1 - m(x;)) "
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S obzirom da radimo pod pretpostavkom da su registrovane vrednosti nezavisne,
funkcija verodostojnosti je dobijena kao proizvod gornjeg izraza, odnosno:

- 1-y; (5)
1) = | [re0i(1 - 7))
i=1
Verodostojnost se moze predstaviti i kao:

p

_ m(x;) 7
L(B) = 1:[ <1_—n(xl)> (1-m(x))
gde se izraz % naziva Sansa za P{Y = 1|x;} i jednak je

TL'(XL) _ eB0+ﬁ1x1i+ﬁ2x2i+'“+ﬁpxpi

= e = ex;B
1—m(x;)

odnosno verodostojnost predstavlja funkciju registrovanih vrednosti zavisne i nezavisnih
promenljivih i nepoznatih parametara [6], [13].

Radi jednostavnosti koristi¢emo logaritam ove funkcije, tj. logaritam verodostojnosti:
P

L) =l = ) [ilnm(x) + (1= y) In(xy)] ©)

i=1

odnosno:

p
L(B) = ) [yixiff —In(1 + e¥)]
i=1

Gde x; predstavlja kovarijatu registrovanih vrednosti za posmatranje i .
Ocene parametara trazimo tako da maksimiziraju funkciju verodostojnosti. Da bismo nasli
B = (Bo, B1, -, Bp) Koji maksimizira funkciju L(B) diferenciratemo L() u odnosu na

B = (Bo, 1, .-, Bp) i dobijene jednacine ¢emo izjednaciti sa nulom, odnosno vaZi:

14 ’
o) eXB \
=T =) (o) 0

i=1

Ove jednacine su nelinearne po B = (Bo,f1, .-, Bp), Pa se reSavaju nekim od iterativnih
postupaka.

Jedan od najcesce korisc¢enih iterativnih postupaka za resavanje jednacine (7) je
Njutn-Rapsanov postupak. Radi lakSeg rada sistem (7) ¢emo napisati u ekvivalentnom

matriénom zapisu, odnosno vazi:
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L)
B X'y-p
X11 le
xB 1 x, -+ x
gdejep=P{Y=1|xi}=n(xi)=ni=e—x,ﬁIX= . 2
1+e7i . :
1 1 Xop
Neka je W = diag(p;(1 — p;)), odnosno:
7-[1(1 - T[l) 0
W = : :
0 o (1 —my)
odakle sledi da je
0°L(B) ,

Neka je B vektor podetnih aproksimacija za svako B, tada je prva iteracija Njutn-

Rapsanovog postupka:

B0 = 50 4 <_ azL(ﬁ(z))>‘1 IL(B©®)
p© ap©
Odnosno:
BV = O 4 (X'Wm)X)‘er(y — p©)
Svaku [ + 1 iteraciju dobijamo:
D = g0 4 (X'W(I)X)_lx'(y —p®)
Vrednost koja se dobija kao resenje ovih iteracija naziva se ocena maksimalne

verodostojnosti i oznacava se sa B = (Bo, f1, -, Ep) [6].
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Primer 2

Posmatrajmo podatke iz Tabele 3.

Pr.Test | Pret.Isk. | ZavrSen | Pr.Test | Pret.Isk. | ZavrSen
5 6 0 3 3 0
1 15 0 1 24 1
1 12 0 2 8 0
4 6 0 1 9 0
1 15 1 4 18 0
1 6 0 4 22 1
4 16 1 5 3 1
1 10 1 4 12 0
3 12 0 4 24 1
4 26 1 2 18 1
5 2 1 2 6 0
1 12 0 1 8 0
3 18 0 5 12 0

Tabela 3

U tabeli se nalaze podaci vezani za odgovarajuci kurs, odnosno: Pret.Isk - predstavlja

trajanje prethodnog iskustava u mesecima bitnog za dati kurs, Pr.Test - predstavlja ocenu

dobijenu na prijemnom ispitu za dati kurs, Zavrsen — je promenljiva koja je kodirana sa 1 ako

je kurs zavrSen, odnosno sa 0 ako kurs nije zavrSen.

Promenljiva B Standardna
greSka
Pr.Test 0.28758 0.33918
Pret.Isk. 0.14688 0.04334
Konstanta -3.16567 0.02627

2L(B)=28.879

Tabela 4

Koris¢enjem logisti¢ke regresije sa neprekidnom nezavisnim promenljivim Pret.Isk i

Pr.Test i zavisnom promenljivom Zavrsen dobijamo Tabelu 4 sa ocenama maksimalne

verodostojnosti parametara S, , 81 i B2, kao i ocenama njihovih standardnih greski i logaritma

verodostojnosti.
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Takode dobijamo i ocenu logita, odnosno vazi:
g(x) = —3.16567 + 0.14688Pret. Isk + 0.28758Pr.Test
Kao i fitovane vrednosti koje dobijamo iz jednakosti:

eI
(X) = {1 es®

3.2 TESTIRANJE ZNACAJNOSTI KOEFICIJENATA

Nakon ocenjivanja koeficijenata, dalje razmatranje fitovanog modela se uopSteno
odnosi na ocenjivanje znacajnosti promenljivih u modelu. Ovo obi¢no ukljucuje formulisanje
1 testiranje statistickih hipoteza za odredivanje da li su nezavisne promenljive u modelu
znacajno povezane sa rezultuju¢om promenljivom.

Pitanje koje ovde postavljamo je sledec¢e: Da li nam model koji sadrzi promenljivu,
govori vise o rezultujuc¢oj promenljivoj nego model koji ne sadrzi tu promenljivu?

Odgovor na ovo pitanje je dobijen uporedivanjem registrovane vrednosti rezultujuce
promenljive sa predvidenom vrednosti pomoc¢u svakog od dva modela; prvim sa, i drugi bez
te promenljive. Ako su predvidene vrednosti na osnovu modela koji sadrzi tu promenljivu
bolje, ili ta¢nije u nekom smislu, nego vrednosti koje su predvidene na osnovu modela koji ne

sadrza tu promenljivu, tada kazemo da je promenljiva u modelu znacajna.

3.2.1 TEST KOLICNIKA VERODOSTOJNOSTI

Poredenje registrovane i1 predvidene vrednosti dobijene iz modela koji sadrzi
nezavisnu promenljivu i modela koji je ne sadrzi, je bazirano na logaritmu funkcije
verodostojnosti. Pri tome se smatra da je registrovana vrednost zavisne promenljive ona
predvidena vrednost koja se dobija iz zasi¢enog modela. Zasi¢en model je onaj model koji
sadrzi toliko mnogo parametara koliko ima podataka[20].

Za poredenje registrovanih sa predvidenim vrednostima na osnovu modela koristimo

funkcije verodostojnosti:

I
D=-2InZL (8)
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Gde je [s-verodostojnost fitovanog modela, dok je [,-verodostojnost zasi¢enog

. l . v . . .
modela, dok se izraz l—f naziva kolicnik verodostojnosti.

Z

Koristili smo -2In da bismo dobili veli¢inu ¢ija nam je raspodela poznata, tako da ovu
statistiku mozemo koristiti za testiranje hipoteza.

Kori$¢enjem izraza (5) izraz (8) postaje:
n
D ——22[ .1n(@)+(1—y.)1n(1_—ﬁ‘)] ©)
e SN Y\l -y

Statistika D, u jednakosti (9), se naziva odstupanje[6].

gde je 71, = 70, (x;)

U cilju procenjivanja znacajnosti nezavisne promenljive, uporedujemo vrednost D za
model koji sadrzi nezavisnu promenljivu i model koji je ne sadrzi. Promena u D koja nastaje

zbog ukljuc¢ivanja nezavisne promenljive u model je data sa:

G = D (model bez nezavisne promenljive) - D (model sa nezavisnom promenljivom)

Kako obe vrednosti D imaju isti imenilac (verodostojnost zasi¢enog modela), G se

moze se izraziti kao:

G ) ( verodostojnost modela bez nezavisne promenljive )
verodostojnost modela sa nezavisnom promenljivom

Kada je u pitanju univarijabilni slucaj lako se pokazuje da kada promenljiva nije u

modelu maksimalna verodostojnost od S, je In % gdejen; =Yy,an,=>1—1y;, dok je
0

predvidenan vrednost konstantna 1 iznosi % U tom slucaju vrednost G je :

np)\™ (Mg)™

&) &)

G=-2In —— ——
H?=17T(xl)yi(1 - n(xl))

odnosno

G=2 {Z[yi In(x) + (1 = y) 7)) = [y In(y) + g In(g) = nin(w)]

=1
Pod hipotezom da je f1 jednako nuli, statistika G ima hi-kvadrat raspodelu sa jednim

stepenom slobode.
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Primer 3

Posmatrajmo Tabelu 5 (na cd-u u prilogu) u njoj se nalaze podaci vezani za zavisnu
promenljivu manjinsko stanovni$tvo koja je kodiran sa O ako osoba ne pripada manjinama,
odnosno sa 1 ako osoba pripada manjinskom stanovnistvu. Ostale promenljive su:
god_obrazovanja-koja predstavlja duzinu skolovanja ispitanika, vrsta_zaposlenja koja je
kodirana sa 1 - ako je osoba sluzbenik, 2 - obezbedenje, odnosno sa 3 - ako osoba pripada
menadzmentu kompanije, prethodno_iskustvo-predstavlja radno iskustvo u mesecima.
IspitivaCemo koliko prethodno_iskustvo uti¢e na Cinjenicu da je osoba manjinskog porekla.
Za neka izracunavanja koristicemo statisticki paket SPSS 17 [4].

Iz tabele vidimo da je n; = 370, dok je n, = 104, takode vazi da je na osnovu

formule (6) logoritam verodostojnosti jednak —242.574, pa vazi da je:
G =2 (—242.574 — (370In(370) + 104In(104) — 474ln(474))) = 13.651

Kako je p vrednost ove statistike jednaka : P{y? > 13,651} = 0.0002 < 0.002 pokazali smo
da je promenljiva prethodno_iskustvo znacajna u odredivanju da li je osoba manjinskog
porekla.

Kada je u pitanju multivarijabilni logisticki regresioni model test koli¢nika
verodostojnosti za ukupnu znacajnost p koeficijenata za nezavisne promenljive u modelu je
izveden na isti na¢in kao i u univarijabilnom slucaju. Jedina razlika je da su fitovane
vrednosti za model, 7, bazirane na vektoru B koji sadrzi p + 1 parametar. Tada G ima hi-
kvadrat raspodelu sa p stepeni slobode pod nultom hipotezom da je svih p koeficijenata

nagiba za kovarijate u modelu jednako 0.

3.2.2 WALD TEST

Jos jedan od pristupa ispitivanju znacajnosti koeficijenata jeste da koristimo test koji
povezuje koeficijente sa njihovim standardnim greskama. Wald test predstavlja koli¢nik

ocene maksimalne verodostojnosti koeficijenta f sa njegovom standardnom greskom Sp

statisticki ima priblizno standardnu normalnu raspodelu N (0,1) pod hipotezom daje § = 0
Kvadrat ove Z statistike za univarijabilni slu¢aj ima priblizno y? raspodelu sa jednim

stepenom slobode. Odnosno Wald statistika za univarijantni slucaj je [3]:

A

_B.
Z‘%'N(O'D

7%y
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Test statistika koli¢nika verodostojnosti i Wald statistika daju priblizno iste vrednosti
kad su u pitanju veliki uzorci, pa ako je neka studija dovoljno obimna nije bitno koju
statistiku koristimo, medutim ako su uzorci malog obima statisitke mogu znacajno da se
razlikuju i pokazano je da je test statistika koli¢nika verodostojnosti u ovakvim situacijama
taCnija.

Primer 4

Posmatrajmo Tabelu 5 na cd-u u prilogu.

Koris¢enjem SPSS 17 dobijamo sledece:

Promenljiva B Stan.gr. | Wald(Z?) p
Prethodno_iskustvo 0.003 0.001 9.557 0.002
Konstanta -1.586 0.157 101.406 0.000
Tabela 6

Kako je p vrednost Waldove test statistike jednaka P{y? > 9,557} = 0.001 < 0.002 sledi da
odbacujemo hipotezu da je g = 0, odnosno dobijamo i ovim testom da je promenljiva
prethodno_iskustvo znacajna u odredivanju da li je osoba manjinskog porekla.
Waldova test statistika za multivarijabilni slucaj je:
w = B'Var®) B =B (X'VX)B

| ima y? raspodelu sa p + 1 stepenom slobode pod po&etnom hipotezom da je svaki od p + 1
koeficijenata jednak nuli. Statistiku za samo p koeficijenata nagiba dobijamo kad
elimini$emo B, iz vektora B kao i odgovarajuce redove, odnosno kolone iz 'VX .

Wald-ov test ¢esto ima nedostatak da se ne odbacuje nulta hipoteza iako su koeficijenti

znacajni tako da je preporucljivije koristiti test koli¢nika verodostojnosti

3.3 INTERVAL POVERENJA ZA OCENU

Nakon testiranja znacajnosi koeficijenata interpretiracemo testiranje intervala
poverenja za parametre koji nas interesuju. Prvo razmatramo intervale poverenja za
univarijabilni slucaj.

Baza za konstrukciju intervala ocene je ista statisticka teorija koju smo koristili za
formulisanje testa za znaCajnost modela. Intervali poverenja ocene za nagib i odseCak su
bazirani na njihovim odgovaraju¢im Wald testovima. Krajnje tacke za 100(1 — a)% interval

poverenja za ocenjeni koeficijent nagiba su[14]:

B F Z1-a/25F; (10)
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a za odsecak:

Bo ¥ Z1-a/25G, (11)

gde je sa S5 oznacena ocena standardne greSke (zasnovane na modelu) za odgovarajuéu
ocenu parametra, a z;_,/, je gornja taCka standardne normalne raspodele.

Kao primer, posmatrajmo slaganje modela sa podacima (Tabela 5 na cd-u u prilogu)
koji povezuje promenljivu prethodno_iskustvo sa manjina. Rezultati su prikazani u Tabeli 6.
Krajnje tactke 95%-tnog intervala poverenja za koeficijent nagiba su 0.003 + 1.96 * 0.001,
Sto daje interval (0.00104, 0.00496). Odnosno rezultat pokazuje da ukoliko se
prethodno_iskustvo poveca za jedan mesec promena logoritma Sanse za zavisnu promenljivu
manjina iznosi 0.003, te sa 95- procentnim poverenjem zaklju¢ujemo da moze moze biti u
intervalu od (0.00104, 0.00496)

Kao u slucaju bilo kog regresionog modela, konstanta daje ocenu ishoda za x = 0,
izuzev ako je nezavisna promenljiva centrirana u nekoj vrednosti koja ima smisla u klinickoj
praksi. Za na$ primer, konstanta daje ocenu logaritma odnosa Sansi za manjina kada je
prethodno_iskustvo jednako 0. Kao rezultat, konstantanta sama po sebi nema znacajnu
interpretaciju. Krajnje tacke za 95% interval poverenja za konstantu su—1.58 + 1.96 * 0.157,
Sto daje interval (-1.893,-1.278). Konstanta je vazna kada se razmatra tackasta i intervalna
ocena za logit.

Logit je linearan deo logistickog regresionog modela, i kao takav podsec¢a na fitovanu

pravu u linearnoj regresiji. Ocena za logit je

9g(x) = Bo + P1x
Ocena varijanse za ocenjeni logit zahteva koris¢enje varijansu od sume. U tom
slucaju je

Var(g(x)) = Var(B,) + x*Var(By) + 2xCov(Bo, B1) (12)

Krajnje ta¢ke za 100(1 — a)% interval poverenja za logit (na osnovu Wald statistike)
su:
9 + 2102555
gde je FI6) pozitivan kvadratni koren varijanse ocenjene u (12)[6].
Ocenjen logit za osobu sa radnim iskustvom od 300 meseci je

9(300) = —1.586 + 0.003 * 300 = —0.686
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Ocenjena kovarijansna matrica za ocenjene koeficijenata iz Tabele 6:

prethodno_iskustvo | Konstanta

prethodno_iskustvo 0.000001 -0.00011
Konstanta -0.00011 0.024649
Tabela 7
Ocenjena varijansa je :

Var(g(300)) = 0,024649 + 3002 * 0.000001 + 2 * 300 * (—0.00011) = 0.048

dok je ocenjena standardna greska :

S@ =+0.048 = 0.220

Tako da su krajnje tacke 95% intervala poverenja za logit za osobu sa
prethodnim_iskustvom od 300 meseci

—0,686 + 1.96 « 0,220 = (—1.117,—0.254)
Ocena za logit i njegov interval poverenja su osnova za ocenu fitovanih vrednosti, u ovom

slucaju logisticke verovatnoce i njenog intervala poverenja. Konkretno, koris¢enjem

e

Za osobu sa radnim iskustvom od 300 meseci ocenjena logisti¢ka verovatnoca je:

e§(300) e—0.686

#(65) = = 0.334 (13)

1 + e0(300) _ 1 4 ¢-0:686

I krajnje tacke 95% intervala poverenja su dobijene iz odgovarajuceh krajnjih tacaka intervala
poverenja za logit. Tako da su krajnje tacke za 100(1- a)% interval poverenja (baziran na
Wald-ovom testu) za fitovanu vrednost:

eg(x)$21—a/2§g’(x‘)

1+ eé@¢21—a/z§g’@

Tako da je za osobu sa radnim iskustvom od 300 meseci donja granica intervala:

e—1.117
17 o 1117 = 0.246
0dnosno gornja granica:
e—0.254-
T4 o025 = 0.436
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Fitovana vrednost izra¢unata u (13) je analogna odgovarajucoj tacki na pravoj
dobijenoj linearnom regresijom, U linearnoj regresiji svaka tacka na fitovanoj pravoj
predstavlja ocenu proporcije zavisne promenljive u populaciji sa kovarijatom x. Tako da je
vrednost 0.358 u stvari ocena proporcije subjekata sa 300 meseci prethodnog radnog iskustva
u uzorku populacije koji pripadaju manjinskom stanovnistvu. Intervala poverenja nam govori
da ova proporcija moze da se krece izmedu 0.246 i 0.436 sa 95% poverenjem.

Kad je u pitanju multivarijabilni slu¢aj, odnosno viSestruka regresija, racunanje
intervala poverenja za koeficijente se izvodi na isti na¢in kao i za univarijabilni slucaj
koris¢enjem (10) i (11). Kod racunanja intervala poverenja za logit koristimo istu osnovnu
ideju kao i kod univarijabilnog slucaja sa tom razlikom da sada imamo vise izraza uklju¢enih
u sumiranje. Opsti izraz za ocenu logita koji sadrzi p kovarijati je:

9(0) = Bo + Brxy + Poxs + - +B;xp
odnosno:
g =x'B

gde je B = (Bo, By, - Bp), 2% = (xq, X1, ..., Xp) je Konstantni vektor gde je xo = 1
Tada vazi da je:

p p P

Var(ge) = ) xpvar() + ). > 2xCov(FoBi)
=0 j=0k=j+1

Odnosno ako izrazimo u matricnom obliku dobijamo:

Var(g(x)) = X' (X'VX) 'x

Dalje izraCunavanje se vrSi analogno univarijabilnom slucaju.
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4 INTERPRETACIJA FITOVANOG LOGISTICKOG MODELA

Pretpostavicemo da je logisticki regresioni model prilagoden podacima, odnosno da je
fitovan i1 da su promenljive u modelu znacajne, tj. da su odgovarajuéi regresioni koeficijenti
razliciti od nule.

Interpretacija fitovanog modela porazumeva izvodenje =zakljuCaka na osnovu
ocenjenih koeficijenata u modelu. Klju¢no pitanje koje se tu javlja je $ta nam, zapravo,
ocenjeni koeficijenti govore o pitanjima zbog kojih je i zapoceto istrazivanje. Prilikom
interpretacije modela posmatraju se dva problema a to su: odredivanje funkcionalne veze
izmedu zavisne i nezavisne promenljive i definisanje odgovaraju¢e jedinice promene za
nezavisnu promenljivu.

Funkcionalnu vezu izmedu zavisne i nezavisne promenljive u logistickom

regresionom modelu daje logit funkcija, tj.

(x)
1—m(x)

Na dalje ¢emo, zbog jednostavnosti, raditi samo sa jednom nezavisnom

g(x) =1n = Bo + Bix1 + Brxz + -+ Bpxy

promenljivom.
U logisti¢kom regresionom modelu koeficijent nagiba 5, predstavlja promenu u
logitu po jedinici promene nezavisne promenljive, tj. : ; = g(x + 1) — g(x)
Interpretaciju fitovanog logistickog regresionog modela ¢emo dati u tri slucaja u

zavisnosti od toga da li je nezavisna promenljiva dihotomna, polihotomna ili neprekidna.

4.1 DIHOTOMNA NEZAVISNA PROMENLJIVA

Slucaj kada je nezavisna promenljiva u logisticCkom regresionom modelu dihotomna
predstavlja osnovu za druge slucajeve i podrazumeva da nezavisna promenljiva moze uzeti
dve vrednosti. U naSem slucaju neka je nezavisna promenljiva kodiranasa 0 i 1.

Kako koeficijent [; predstavlja stopu promene zavisne promenljive po jedinici
promene nezavisne promenljive, vazi da je:

9(1) —g(0) = (Bo + B1) = Bo = B

Da bismo mogli interpretirati dobijeni rezultat uves¢emo pojam odnos Sansi (unakrsni
odnos Sansi, odds ratio), koji daje meru povezanosti nezavisne promenljive sa ishodom od
interesa.

Sansa je odnos verovatnoéa da se dogadaj desi prema verovatno¢i da se dogadaj ne

desi.
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Sansa da je zavisna promenljiva uzela vrednost 1, kada nezavisna promenljiva uzme
vrednost 1 je:

PY=1X=1)  =n(1)
P(Y=0x=0 1-mn(1)

Kada nezavisna promenljiva uzme vrednost 0, Sansa da je zavisna promenljiva uzela
vrednost 1 je:
PY=1X=0) w(0)
P(Y=0/X=0) 1-m(0)

Odnos Sansi (unakrsni odnos $ansi), u oznaci OR, je definisan kao odnos ove dve Sanse, tj.

(1)
6
OR =~

1-n(0)

(14)

Moguce vrednosti logisticke verovatnoce se mogu predstaviti tablicom 2X2 na slede¢i nacin:

Rezultujuca promenljiva Nezavisna promenljiva (X)
(Y) x=1 x =0
ePoth eBo

y=1 n(l)zm n(0)=1+eﬁ0

1 1
y=0 1—n(1)=m 1_n(0):1+eﬁo
Ukupno 1 1

Tabela 8

Ova tabela opravdava to §to se odnos Sansi OR jo§ naziva i unakrsni odnos Sansi, jer
vidimo da se OR dobija kao odnos unakrsnog proizvoda elemenata na glavnoj dijagonali date
tabele i elemenata na sporednoj dijagonali [25].

Zamenom izraza iz tabele u (14) dobijamo:

eﬁo+ﬁ1

1
_ 1+ eﬂo+ﬁ1/1 T ePotPr _ ePoth _
2Bo

OR

eﬁO/ 1
1+ ePo/ 1 + ebo

Ova jednostavna veza izmedu koeficijenta i odnosa Sansi je osnovni razlog zasto se

logisticka regresija pokazala kao mocan analiticki alat.
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Primer 5
Pusaci(1) | Nepusaci(0) | Ukupno
KSB(1) 16 10 26
KSB(0) 7 27 34
Ukupno 23 37 60
Tabela 9

Posmatrajmo Tabelu 9. Preko OR ¢emo ispitati povezanost nezavisna promenljive
koja je kodirana sa 1 ako osoba pusi, odnosno sa 0 ako je osoba nepusac, sa zavisnom

promenljivom KBS(koronarno sréano oboljenje), odnosno vazi:

Odnosno vazi da pusaci imaju 6.17 puta vecu Sansu da obole od KBS od nepusaca.
Uveséemo jo$ jedan pojam, a to je relativni rizik, u oznaci RR. Relativni rizik
predstavlja odnos verovatnoé¢a uspeha u okviru dve grupe.

U naSem slucaju:

RR = <P(Y =1|X = 1)) (D)

PY=1X=0)/ =n(0)

Izraz za odnos Sansi se sada moze zapisati na sledeci nacin:
1 —-m(0)

OR = RR————=

1—-m(1)

1-m(0)
1-m(1)

verovatno¢e neuspeha u obe grupe priblizno jednake. U praksi se sre¢emo sa ovom

Vidimo da odnos $ansi aproksimira relativni rizik kada — 1, odnosno kada su

situacijom kod ispitivanja relativno retkih bolesti, koje kao takve imaju malu verovatnoéu
pojave.
Na slede¢em primeru ¢emo videti razliku izmedu OR i RR.

Primer 6

Dati su podaci u Tabeli 10, koji se odnose na broj prezivelih i poginulih putnika na
Titanku, gde je bilo ukupno 1313 putnika, od toga 462 Zene 1 851 muskarac.
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Zene Muskarci | Ukupno
Preziveli 308 142 450
Poginuli 154 709 863
Ukupno 462 851 1313
Tabela 10

Iz same tabele se vidi da je verovatnije da muSkarac umre nego Zzena, pa ¢emo smrt
muskaraca uzeti kao referentan ishod, jer ¢emo na taj nacin dobiti vrednost odnosa Sansi vecu
od jedan. Dakle, odnos Sansi ¢e porediti odnose Sansi za smrt u okviru svake grupe, tj. medu

muskarcima i Zenama.

Sansa za smrt kod Zena je:

Sansa za smrt kod muskaraca je

851 _ 4993
Dakle, odnos Sansi je:

oh — 4.993
0.5

Sto znaci da su skoro deset puta vece Sanse za smrt muskarca u odnosu na smrt Zene.

= 9.986

Relativni rizik poredi verovatnoce za smrt u okviru svake grupe, tj.

RR verovatnota smrti kod muSkaaca

verovatnota smrti kod zena

. . y . 709 . . y
Verovatnoca smrti kod muskaraca je e 0.833, dok je verovatno¢a smrt kod zena

5% = 0.333. Zamenom ovih vrednosti dobijamo da je relativni rizik RR = 2.5, odnosno

462

postoji 2.5 puta veéa verovatnoc¢a za smrt muskarca nego za smrt Zena.
Vidimo da i OR i RR pokazuju da ¢e muskaraci najverovatnije umreti, ali kod OR je

mnogo veca Sansa za to nego kod RR. Pitanje je koji od ova dva testa daje bolju procenu?
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Ovde postoje tri problema:

1. Relativni rizik meri dogadaje na nacin koji je kompatibilan sa ljudskom procenom.
Uzmimo npr. dve grupe, prva grupa ima 25% Sanse da umre, dok druga ima 75%
Sanse, vidimo da je relativni rizik ovde 3, dok je odnos Sansi ¢ak 9. U ovakvim
situacijama relativni rizik ima prednost nad OR.

2. Neke istrazivacke metode onemogucavaju upotrebu relativnog rizika. Podaci koji
poticu iz retrospektivnih studija se zasnivaju na uzorcima ispitanika sa boles¢u
(slucajevi) 1 onih bez nje (kontrole) pa se retrospektivno odreduje razlika medu njima
1 samim tim onemogucava se upotreba RR.

3. Relativni rizik moze ponekad da dovede do zbunjuj¢ih i dvosmislenih rezultata, ovo

proizilazi iz ¢injenice da su relativne mere ¢esto kontra intuitivne[19].

Odnos Sansi je parametar od interesa u logistickoj regresiji izmedu ostalog i zbog
jednostavne interpretacije. Medutim njegova ocena OR tezi da ima raspodelu koja je
iskrivljena s obzirom na &injenicu da OR € (0,00) sa nultom vredno$éu jednakom 1.
Teoretski za dovoljno velike uzorke OR ima normalnu raspodelu. Prema tome zakljudci se
obi¢no baziraju na uzorackoj raspodeli za In OR = 8, koja tezi normalnoj za mnogo manje
veli¢ine uzoraka. Tako da ¢emo 100(1 — a)% interval poverenja za OR radunati tako §to
¢emo prvo izradunati krajnje tacke intervala poverenja za koeficijent f; i zatim eksponovati
ove vrednosti[15]. Ta¢nije interval poverenja je dat izrazom:

eEJ‘rzl_a /255,
Primer 7.
Posmatrajmo Tabelu 9. Veé smo izradunali da je OR = 6.17 i vazi da je 5; = 1.820

i Sz = 0.585, tada je 95% interval poverenja za odnos Sansi:

eP1T71-as2Sg, — ,1.82070.585+1.96 _ (1.96,19.425)
Odnosno zakljucijemo da je populacioni odnos Sansi za pojavu KBS kod pusaca u odnosu

na nepusace izmedu 1.961 19.425.
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4.2 POLIHOTOMNA NEZAVISNA PROMENLJIVA

Pretpostavimo da nezavisna promenljiva moze uzeti vise od dve vrednosti. Na primer,
mozemo imati promenljivu koja predstavlja rasu, boju kose, boju o¢iju i sl. i svaka od ovih
promenljivih ima fiksni broj diskretnih vrednosti. Da bismo mogli da manipuliS§emo ovakvim
podacima, neophodno je da napravimo odgovaraju¢e dizajne promenljive koje odgovaraju
svim statistiCkim paketima[27].

Posmatrajmo Tabelu 11. Skola je zavisna promenljiva koja je binarna, dok je Rasa

nezavisna promenljiva koja ima Cetiri nivoa.

RASA
SKOLA latino-americka azijska africko-americka bela ukupno
privatna skola 2 1 2 27 168
javna skola 22 10 18 118 32
ukupno 24 11 20 145 200
OR 0.40 0.44 0.49 1.00
In(OR) -0.923 -0.828 -0.722 0

Tabela 11
Da bismo napravili odgovaraju¢u dizajn promenljivu uzeéemo belu rasu kao
referentu. Odgovarajuca dizajn promenljiva za na$§ problem je data u Tabeli 12. Tako da je
npr. OR za latino-americku rasu jednak: (2 *118)/(22 % 27) = 0.4 odnosno latino-
amerikanci imaju 0.4 puta veéu Sansu da ¢e i¢i u privatnu Skolu nego belci. U Tabeli 11 su

takode date vrednosti i za In OR.

Dizajn promenljive
RASA (kod) rasa_2 | rasa_3 rasa_4
bela(1) 0 0 0
latino-americka(2) 1 0 0
azijska(3) 0 1 0
africko-americka(4) 0 0 1
Tabela 12

Ako uporedimo ocenjene koeficijente u Tabeli 13 sa In OR vidimo da vazi:
ln[m?(rasa_Z, bela)] =0.923 =B,
ln[ﬁP(rasa_B, bela)] =0.828=5,
ln[ﬁ?(rasa_él, bela)] =0.722 = B;
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Promenljiva Bi-1 Stan.gr
rasa_2 -0.923 | 0.769
rasa_3 -0.828 1.07
rasa_4 -0.722 | 0.775

Konstanta -1.475 | 0.213
Tabela 13

Pokaza¢emo da ovo vazi zbog nafina na koji smo kodirali dizajn promenljivu.
Uzmimo za primer rasu_2 i belu rasu. Odnosno imamo:
ln[ﬁP(rasa_Z, bela)] = g(rasa,) — g(bela)
= (Bo + By = (rasay = 1) + B, * (rasaz = 0) + B * (rasa, = 0))
—([/)’E+,§I* (rasa, = 0) + B, * (rasas = 0) + B; * (rasa, = 0)) =B,
Posto posmatramo univarijabilni slu¢aj binarne logisticke regresije, ocenu standardne
greSke mozemo izra¢unati pomoc¢u odgovaraju¢ih frenkvencija iz Tabele 11, odnosno za
koeficijent koji odgovara rasi_2 vazi:

S§— = (1+1+ ! +1)—0769
Br— |\22 2 118 27/

Intervali poverenja za OR se raduna na isti na¢in kao i kad je u pitanju dihotomna
nezavisna promenljiva, odnosno:
e,l?ﬁzl_a /25g;
Tako je interval poverenja za OR koji odgovara rasi_2 data sa:
e—0.923$1.96*0.769 — (0088, 1793)
Odnosno zaklju¢ujemo da je odnos Sansi da ¢e latino-amerikanci upisati privatnu

Skolu u odnosu na belce u intervalu (0.088,1.793).

4.3 NEPREKIDNA NEZAVISNA PROMENLJIVA

Sada ¢emo posmatrati logisticki regresioni model koji sadrzi neprekidnu nezavisnu
promenljivu i pretpostavicemo da je logit linearan po toj promenljivoj odnosno:
g(x) = Bo + P1x
U ovom slucaju za razliku od sluc¢aja kada je nezavisna promenljiva diskretna,
promena od jedne jedinice nezavisne promenljive najéesce nije interesantna. Na primer, rast
sistolnog krvnog pritiska za 1 mmH g moze biti suvise mali da bismo ga smatrali vaznim dok

bi recimo rast od 10 jedinica predstavljao znacajniji podatak. Sa druge strane, ako se
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vrednosti koje nezavisna promenljiva moze uzeti krecu u inervalu od 0 do 1, tada bi promena
od jedne jednice bila suvise velika, dok bi promena od 0.01 jedinice bila realnija.
Dakle, da bismo obezbedili pravilnu interpretaciju modela smatratemo da se desila
promena od c jedinica. Tada je promena u logitu sledeca:
g(x+c¢) —g(x) =Py + Pr(x +¢) — Bo + f1x = Pic

Sada je odnos Sansi dat izrazom:
OR = eh
tj. njegova ocena je:

OR = e“Ps
Vazi da ¢ moze uzeti bilo koju vrednost, pri ¢emu se mora voditi racuna o tome da se
na jasan naéin ukaze kako se menja rizik da je ishod prisutan sa promenom nezavisne
promenljive [6].
Ocena standardne greske koja je otrebna za izraCunavanje intervala poverenja se
dobija mnoZenjem ¢ sa ocenjenom standardnom greskom za B;. Krajnje tatke za
100(1 — a)% interval poverenja za OR su:

eﬁ1$CZ1—a/25[;\1

Posto tackasta ocena parametara i krajnje tacke intervala poverenja direktno zavise od

¢ neophodno je jasno definisati oderedenu vrednost ¢ u svim tabelama i izraCunavanjima.

4.4 INTERAKCIJA | OMETANJE

U ovom odeljku ¢emo predstaviti koncept interakcije i ometanja i pokazati kako
mozemo kontrolisati ova dva efekta.

Pretpostavimo, radi lakSe interpretacije, da posmatramo model sa neprekidnom
kovarijatom i dihotomnim rizi¢nim faktorom. Ako je povezanost izmedu kovarijate i zavisne
promenljive ista za svaki nivo rizinog faktora tada ne postoji interakcije izmedu kovarijate 1
rizi€nog faktora. Graficki, nedostatak interakcije se predstavlja kao model sa dve paralelne
linjje. Kada je interakcija prisutna povezanost izmedu rizi¢nog faktora i zavisne promenljive
se razlikuje ili zavisi na neki nacin od nivoa kovarijate. Odnosno kovarijata modifikuje efekte
rizi¢nog faktora. Epidemiolozi koriste termin modifikator efekta da opisu promenljivu koja je
u interakciji sa rizi¢nim faktorom [21].

Najjednostavnija 1 najéesce koriS¢en model koji ukljucuje 1 interakciju je onaj kod

koga je logit ometaca linearan, ali pod drugim je uglom u odnosu na rizi¢ni faktor.
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Figura na Slici 6 predstavlja tri razli¢ita logita. Posmatrajmo primer (Tabela 14 na
cd-u u prilogu), gde je zavisna promenljiva Kupljena-koja oznac¢ava da li je dodatna garancija
za neki proizvod kupljena ili ne, rizi¢ni faktor je Pol, a kovarijata je Starost. Pretpostavimo
radi lakSe interpretacije da linija oznaCena sa [; predstavlja logit za Zene u funkciji godina,
l; predstavlja logit za muskarce. Ove dve linije su paralelne, $to znaci da je odnos izmedu
toga da li je garancija kupljena ili ne i godina ista i za muskarce i za zene. U ovoj situaciji
nema interakcije. In OR za pol, u zavisnosti od godina je predstavljen kao razlika izmedu [; i
l; . Ova razlika je jednaka za vertikalnoj razdaljini izmedu ovih linija, i ona je ista za sve

godine.

B /’f l

I3
2
|1

£ /
(]
A 3
2.
1 I
[]. T
20 0 40 50 60 70 a0
Godmne
Slika 6

Pretpostavimo sad da je umesto linije [, dobijena linija [, . Ova linija nije paralelna
sa l; $to znaci da postoji interakcija izmedu pola i godina. In OR za pol, u odnosu na godine
je i dalje predstavljen kao verikalna razdaljina izmedu [; i L, ali ova razlika sad zavisi od
starosti osobe. Odnosno, ne mozemo oceniti OR za pol, a da ne znamo na koje godiste se taj
OR odnosi. Jednom recju, godine su u ovom sluc¢aju modifikator efekta. U praksi smatramo
da je kovarijata modifikator efekta ako interakcija dodata u model bude i klinicki i statisticki
znaCajna. Kada je kovarijata modifikator efekta, njen status kao ometaca je od manjeg
znacaja posto je ocena efekta rizi€nog faktora zavisi od specificne vrednosti kovarijate.

Za kovarijatu kazemo da je ometac (confounder) ako je povezana i sa zavisnom i sa
nezavisnom promenljivom od interesa (rizinim faktorom). Kada postoji ova povezanosti,

tada se odnos izmedu zavisne prmenljive i rizicnog faktora zove ometajuci (confounded).U
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praksi, naCin odredivanja da li je kovarijata ometaC ili ne je da uporedimo ocenjene
koeficijente riizicnog faktora iz modela koji sadrzi i onog koji ne sadrzi kovarijatu. Svaka
klini¢ki znacajna promena u ocenjenim koeficijentima rizicnog faktora ukazuje na to da je
kovarijata ometa¢ (ali ne uvek) i trebala bi da bude uklju¢ena u model, bez obzira na
statistiCku znacajnost njenog ocenjenog koeficijenta [21].

Primer 8

Tabele 15 i 16 predstavljaju rezultate fitivovanja logistickog regresionog modela, za
dva razlicita skupa podataka, jednog iz tabele 14, a drugog hipotetickog. Interakcija je dodata
u model kreiranjem promenljive koja je jednaka proizvodu promenljivih Pol i Starost.
Rezultate koji su nam od interesa smo predstavili u Tabelama 15 i 16 [23], za prvi odnosno

drugi slucaj.

Model Konstanta Pol Starost Pol x Starost ~ Odstupanje G
1 0.001 1.421 54.876
2 -2.911 1.099 0.064 47.621 7.255
3 -2.207 0.72 0.049 0.022 47.462 0.159
Tabela 15

Iz Tabele 15 vidimo da se koeficijent promenljive Pol promenio od 1.421 u 1.099,
odnosno smanjio se za 30% dodavanjem promenljive Starost u model 2. Odavde vidimo da
postoji efekat ometanja, odnosno da je promenljiva Starost ometa¢. Kada je interakcija
dodata u model 3, imamo promenu odstupanja u iznosu od G = 0.159, koji kada uporedimo
say? imamo p-vrednost u iznosu od 0.69, §to ocigledno nije znacajno. Iz ovoga
zakljuCujemo da je promenljiva Starost ometac, ali ne i modifikator efekta. Za ove podatke

vazi da je model 2 bolji od modela 3.

Model Konstanta Pol Starost Pol x Starost ~ Odstupanje G
1 0.201 3.386 53.876
2 -6.672 1.724 0.074 35.621 18.255
3 -4.825 -3.259 0.029 0.201 27.462 8.159
Tabela 16

Ako posmatramo podatke iz Tabele 16 vidimo da se da se koeficijent promenljive Pol
promenio od 3.386 u 1.724, odnosno smanjio se za 96% dodavanjem promenljive Starost u
model 2. Odavde vidimo da postoji efekat ometanja, odnosno da je promenljiva Starost
ometa¢. Kada je interakcija dodata u model 3, imamo promenu odstupanja u iznosu od

G = 8.159, koji kada uporedimo sa y? imamo p-vrednost u iznosu od 0.004, $to je ogigledno
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znacajno. Iz ovoga zakljuCujemo da je promenljiva Starost ometa¢ ali i modifikator efekta.
Ovaj rezultat takode podrazumeva da se OR za Pol mora racunati u odnosu na odredenu
Starost, o cemu ¢e biti vise reci u narednom odeljku. Za ove podatke vazi da je model 3 bolji
od modela 2.

Koncepti interakcije i ometanje mogu da se prosire na bilo koju drugu situacije koja
ukljucuje bilo koji broj promenljivih ii bilo koji mernu skalu. Mi smo se ovde bazirali na
binarnim 1 neprekidnim promenljivim jer je rezultat lakSe predstaviti, §to nije slucaj sa

komplikovanijim modelima.

4.5 OCENA OR PRI INTERAKCIJI

Kada postoji interakcija izmedu rizi¢nog faktora i neke druge nezavisne promenljive
ocena OR za rizi¢ni faktor zavisi od promenljive sa kojom je on u interakciji. U ovakvom
slu¢aju ocena OR se ne moze dobiti prostim eksponovanjem ocenjenog koeficijenta, vec se
vrsi u tri koraka i to:

1. IspiSemo odgovarajuce logite za oba nivo rizicnog faktor
2. lIzracunamo razliku ova dva logita
3. Eksponujemo vrednost izraza dobijenog pod 2 [7].

Pretpostavimo da je rizi¢ni faktor oznacen sa R a odgovarujuca kovarijata koja je sa
njim u interakciji neka je oznacena sa K i njihova interakcija neka je R x K. Neka su
vrednosti promenljivih R = r i K = k, tada je logit za ovakav model:

g(r k) = Bo + 17 + Bok + Bar X k

Neka su vrednosti dva nivo rizi¢nog faktora data sa ry i r;. Sledeéi proceduru, prvi
korak je ispisivanje odgovarajucih logita odnosno:

g(r, k) = Bo + Pimy + Bok + Bary X k
g(ro, k) = Bo + Baro + Bok + Barg X k
Drugi korak predstavlja racunanje odgovarajuce razlike, odnosno:

ln(OR(R =T, R = TOIK = k)) =g(r11k) - g(rOI k)
= Bo + P11 + Bok + By — (Bo + Paro + Bak + B3ty X k) (15)
= p1(ry —10) + B3k(ry — 1p)
Trece korak predstavlja eksponovanje date vrednosti 1 dobijanje trazenog OR:

OR = eB1(ri=10)+Bsk(r1-70)

Ocenu OR dobijamo zamenom odgovarajucih vrednost u gornji izraz [22].
Krajne tacke intervala poverenja dobijamo na isti nac¢in kao i za modele u kojima

nema interakcije. Odnosno racunamo krajnje tacke intervala poverenja za In OR i onda ih
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eksponujemo. Da bi nasli krajnje tacke intervala poverenja potreban nam je prvo ocenjivac

varijanse od ocenjivéa In OR datog u (15). Odnosno:

Var (ln (OTR(R =r,R=1,K= k)))

= (r, —1)? x Var(B,) + (k(r, — ro))z x Var(Bs) +
+2k(ry — 19)? X Cov(By, B3).

Dalje imamo da su krajnje tacke 100 X (1 — a)% intervala poverenja jednake:

(E(ﬁ —19) + Bsk(ry — To)) x Zl—“/zsln(oAR(R:rl,R:ro,sz)) (16)

gde standardna greska predstavlja pozitvan kvadratni koren iz ocenjene varijanse. Krajnje
tacke intervala poverenja za ocenjeni OR dobijamo eksponovanjem vrednosti iz (16) [7], [6].
Kada je rizi¢ni faktor dihotoman (neka je r; = 1,7, = 0) tada su ocenjiva¢ za In OR i

njegova varijansa dati sa [22]:

ln(ﬁP(R =1,R=0,K = k)) = B + Fsk

Var (in(OR(R = 1R = 0,K = k))) = Var(B;) + k?*Var(B;) + 2kCov(By, B3).
dok su krajnje tacke intervala poverenja date sa:
(E + B;k) T Zl_WZSln(éT?(R:1,R=0,K=k))
Primer 9
Posmatrajmo logisti¢ki regresioni model (Tabela 17 na cd-u u prilogu) koji ispituje
ishoda presude (0-nije kriv, 1-kriv) u zavisnosti od rizi¢nog faktora Pol (0-Zena, 1-muskarac)
I kovarijate Atraktivna (1-osoba je atraktivna,0-osoba nije atraktivna).

Rezultati fitovanja ovog modela dati su u Tabeli 18

Model  Konstanta Pol Atraktivna  Pol x Atraktivna Odstupanje G p
0 1.312
1 1.988 -1.164 161.919
2 1.974 -1.165 0.03 161.913 0.006 0.94
3 1.504 -0.373 1.414 -1.995 156.906 5.007 0.03
Tabela 18

Kao sto vidimo iz Tabele 18, promenljiva Atraktivna nije ometac i jer je promena u
koeficijentu za Pol u modelu dva samo 0.0008%. Promenljiva Atraktivna je u interakciji sa
promenljivom Pol, §to sledi iz p-vrednosti od 0.03.

Ako pretpostavimo da u modelu nema interakcije, tada bi ocenjeni OR iznosio:

OR = ef1 = ¢71164 = 0,312

odnosno vaZzi da muskarci imaju 0.312 puta vecu Sansu da budu osudeni nego Zene.
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Kako u modelu postoji interakcija vazi da ocenjeni In OR za promenljivu Presuda, za
osobe Cija je atraktivnost ocenjena sa a je:

In (073(1001 = 1,Pol = 0, Atraktivna = a)) = —0.373 — 1.995a

Da bismo dobili ocenjenu varijansu, potrebna nam je kovarijansna matrica data u Tabeli 19

Konstanta 0.153
Pol -0.153 0.285
Atraktivna -0.153 0.153 0.680
Pol*Atraktivna -0.209 -0.285 -0.680 0.917
Konstanta Pol Atraktivna Pol*Atraktivna
Tabela 19

Ocenjena varijansa za In OR je data sa:

Var (1n (OR(Pol = 1, Pol = 0, Atraktivna = a))) = 0.285 + a20.917 + 2a * (—1.179)

Vrednosti za ocenjeni OR i 95% interval poverenja su dati u Tabeli 20.

Atraktivna 0 1
OR 0.093 0.686
95% I.P. (0.699,5.669) (0.231,5.216)
Tabela 20

Odnosno vazi da ¢e muskarci koji nisu atraktivni imati 0.093 puta vecu Sansu da budu
osudeni u odnosu na Zene koje nisu atraktivne, takode vazi da ¢e atraktivni muskarci imati

0.686 puta vecu Sansu da budu osudeni u odnosu na atraktivne Zene.
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5 METODE I POSTUPCI ZA GRADENJE MODELA U
LOGISTICKOJ REGRESIJI

U prethodnim poglavljima smo se bavili ocenom, testiranjem i interpretacijom
koeficijenata logistickog regresiong modela. Primeri koje smo koristili su uglavnom imali
samo nekoliko nezavisnih promenljivih, medutim u praksi se Cesto javljaju situacije kada
imamo vise desetina nezavisnih promenljivih koje mogu biti uklju¢ene u model. Zato treba da
odredimo odgovaraju¢e metode 1 postupke kako bismo resili ovakve probleme.

Cilj bilo koje metode je izbor onih promenljivih koje daju 'bolji' model za naucni
kontekst problema. Radi postizanja ovog cilja moramo imati:

* Plan za izbor promenljivih u model

+ Metode za dobijanje modela koji je odgovaraju¢i kako za pojedinacne

promenljive, tako i za grupu promenljivih.

5.1 1ZBOR PROMENLJIVIH

Kriterijum za ukljucivanje promenljivih u model moze varirati od jednog problema do
drugog 1 od jedne naucne discipline do druge. Gradenju statisticCkog modela ukljucuje teznju
ka modelu sa §to manjim brojem promenljivih koji ipak objasnjava podatke. ObrazloZenje za
minimiziranje broja promenljivih u modelu je da ¢e rezultujué¢i model najverovatnije biti
numericki stabilniji, 1 da ¢e se lakSe generalizovati. Ukoliko je vise promenljivih ukljuceno u
model, ocene standardne greske postaju vece, i model postaje viSe zavisan od registrovanih
podataka. Postoji nekoliko koraka koje mozemo pratiti kao pomo¢ pri izboru promenljivih za
logisticki regresioni model. Postupak za izbor modela je prili¢no slican onom koriS¢enom u
linearnom regresiji [29].

1. Postupak za izbor promenljivih trebao bi poceti univarijabilnom analizom svake
promenljive.

a) Za kategorijalne i neprekidne promenljive sa nekoliko celobrojnih vrednosti

trebalo bi analizirati tabelu kontigencije koja sadrzi ishod (y = 1,y = 0) i

k nivoa nezavisne promenljive. Hi-kvadrat test koli¢nika verodostojnosti sa

k — 1 stepeni slobode je jednak vrednosti testa kolicnika verodostojnosti za

znacajnost koeficijenata k — 1 dizajn promenljivin u univarijabilnom

logisti¢kom regresionom modelu koji sadrzi tu jednu nezavisnu promenljivu.
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Takode je potrebno oceniti pojedina¢ni odnos Sansi (zajedno sa granicama
poverenja) za promenljive koje pokazuju umeren nivo povezanosti koristeci
jedan od nivoa kao referentnu kategoriju.

b) Za neprekidne promenljive analiza bi trebala da obuhvati: fitovanje
univarijablinog modela radi dobijanja ocenjenog koeficijenta, standardne
greske, testa koli¢nika verodostojnosti za znacajnost koeficijent kao 1

univarijabilne Wald statistike.

2. Nakon univarijabilne analize, biramo promenljive za multivarijabilnu analizu.
Bilo koja promenljiva iz univarijabilnog testa koja ima p-vrednost manju od npr.
0.25 je kandidat za multivarijabilni model zajedno sa svim promenljivama za koje
se zna da su klini¢ki zanacajne.

Problem sa univarijabilnim pristupom je $to on ignoriSe moguc¢nost da skup
promenljivih, od kojih je svaka slabo povezana sa rezultatom, moze postati vazan
prediktor rezultata kada ih uzimamo zajedno. Ukoliko je to moguénost, tada bi
mogli izabrati nivo znacajnosti dovoljno velik da dopusti i takvim promenljivim da
postanu kandidati za ukljucivanje u multivarijabilni model. Tehnika ’izbora
najboljeg podskupa’ je jedna strategija za gradenje efikasnog modela za
identifikaciju skupova promenljivih koje imaju ovaj tip povezanosti sa rezultujuCom
promenljivom.

Jo§ jedan pristup izboru promenljivih je koris¢enje metode ‘korak po korak' u
kojoj se promenljive koje su izabrane uklju¢uju odnosno iskljuc¢uju iz model u nizu
koraka zasnovanih na odgovaraju¢im statistickim kriterijumima. O ovoj metodi ¢e
biti re¢i u narednom odeljku.

3. Nakon formiranja multivarijabilnog modela, potrebno je verifikovati
znacajnost svake promenljive uklju¢ene u model, a to treba da ukljuci:

a) Ispitivanje Wald statistike za svaku promenljivu.

b) Uporedivanje svakog ocenjenog koeficijenta sa koeficijentom iz modela koji
sadrzi samo tu promenljivu.

c) Promenljive koje ne doprinose modelu, a koje su bazirane na ovim
Kriterijumima treba eliminisati. Novi model zatim treba uporediti sa starijim,
ve¢im modelom koriste¢i test koli¢nika verodostojnosti. Takode, ocenjeni
koeficijenti za promenljive koje ostaju bi trebalo uporediti sa onima iz
potpunog modela. Zapravo, trebalo bi da posmatramo one promenljive kod
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kojih se veli¢ina koeficijenta znacajno menja. Ovo ukazuje da je jedna ili
vise iskljuenih promenljivih bila vazna u smislu obezbedivanja potrebnih
podesavanja efekta promenljive koja je ostala u modelu. Ovaj postupak
brisanja, popravke, i verifikacije se nastavlja, dok se ne pokaze da sve
promenljive koje su uklju¢ene u model i one koje su iskljuene su ili
klinicki, ili statisticki nevazne.

d) Na kraju treba bilo koja promenljivu koja nije izabrana za orginalni
multivarijabilni model dodati ponovo u model. Ovaj korak moze biti
koristan u identifikaciji promenljivih koje same za sebe, nisu znacajno
povezane sa rezultatom, ali daje vazan doprinos u prisustvu ostalih
promenljivih.

Model na kraju koraka nazivamo Preliminarni model glavnih efekata

4. Kada je dobijen model koji sadrzi sve promenljive koje su od sustinskog
znacaja, trebalo bi pazljivije posmatrati promenljive u modelu. Za neprekidne
promenljive potrebno je proveriti pretpostavku o linearnosti za logit. Ako logit nije
linearan, potrebno je izvrsiti odgovarajucu transformaciju promenljive, tako da logit
bude linearniji u novoj promenljivoj. Neke od transformacija su npr: metod dizajn
promeljivih 1 metod frakcionih polinoma, ali se ovde ne¢emo zadrzavati na njima.
Model sada nazivamo Model glavnih efekata

5. Kada imamo Model glavnih efekata kontroliSemo interakciju izmedu
promenljivih u modelu.

a) Kreiramo listu moguéih parova promenljivih u Model glavnih efekata koje
imaju nau¢nu osnovu da budu u interakciji jedna sa drugom. Lista ne mora
da sadrzi sve promenljive u modelu.

b) Dodajemo interakcione promenljive, jednu po jednu u model koji sadrzi sve
glavne efekte, 1 ocenjujemo njihovu znacajnost koriste¢i test kolicnika
verodostojnosti.

¢) Dodajemo znacajne interakcije Modelu glavnih efekata i verifikujemo
njihovu znaajnost putem Wald testa 1 testa koli¢nika verodostojnosti za
znacajnost koeficijenata. Na kraju iz modela izbacujemo neodgovarajuce
interakcije.

Model sada nazivamo Prvi konacni model.
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5.2 LOGISTICKA REGRESIIJA "KORAK PO KORAK"

Izbor promenljivih korak po korak (engl. Stepwise Logistic Regression) je sSiroko
rasprostranjen u linearnoj regresiji. Upotreba ovog postupka izbora moze da obezbedi brz i
efektivan nacin za proveru, kontrolu velikog broja promenljivih i fitovanja viSe logisti¢kih
regresionih jednacina istovremeno.

Bilo koji postupak korak po korak za izbor ili eliminisanje promenljivih iz modela je
bazirana na statistickom algoritmu koji proverava znacajnost promenljivih, te ih ukljucuje ili
iskljucuje iz modela na osnovu utvrdenog pravila odlu¢ivanja. Znacajnost promenljive je
definisana pomocu statisticke znacajnosti njenog koeficijenta. Statistika koja je koris¢ena
zavisi od pretpostavki modela. U linearnoj regresiji korak po korak je koris¢en F test, jer je
pretpostavka da greske imaju normalnu raspodelu. U logisti¢koj regresiji pretpostavka je da
greSke imaju binomnu raspodelu, a zna¢ajnost je ocenjena putem hi- kvadrat testa koli¢nika
verodostojnosti. Dakle, u bilo kom koraku procedure, najvaznija promenljiva, u statistickim
terminima je ona koja prouzrokuje najveéu promenu u logaritmu verodostojnosti za model
koji sadrzi promenljivu u odnosu na onaj koji ne sadrzi promenljivu (to jest onaj koji bi
trebalo rezultirati najvecom statistikom koli¢nika verodostojnosti, G).

Opisacemo 1 ilustrovati algoritam za izbor "unapred" sa testom za eliminaciju
"unazad" u logistickom postupku korak po korak. Svaka ostala varijanta ovog algoritma je
predstavlja samo razli¢itu modifikaciju ove procedure [28],[27].

Korak (0):

Pretpostavimo da imamo na raspolaganju ukupno p mogucih nezavisnih promenljivih,
gde je za svaku utvrdeno da li je od moguce "klinicke" znacajnosti u analiziranju izlazne
promenljive.

> Pocinjemo fitovanjem modela koji sadrzi samo odseCak, odnosno Sy, |
izraCunavanjem njegovog logaritma verodostojnosti L.
> Zatim se fituje svaki od p mogucih univarijabilnih logisti¢kih regresionih modela i
uporeduju se njihovi odgovarajuci logaritmi verodostojnosti.
> Biramo promenljivu sa najmanjom p-vrednosti testa koli¢nika verodostojnosti, x;
> AKo je p-vrednost za G; manja od a prelazimo na korak (1), inace stajemo.
Odlucujucéi aspekt u koriscenju logisticke regresije korak po korak je izbor "alfa" nivoa za
procenu vaznosti promenljive. On odreduje koliko je promenljivih kona¢no ukljuceno u
model.. Rezultati dosadas$njih istraZivanja su pokazali da je izbor @ = 0.05 previSe strog, jer

Cesto iskljuCuje vazne promenljive iz modela, dok se izbor vrednosti @ u rangu od 0.15 do
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0.20 ¢esc¢e preporucuje. Ponekad cilj analize mozZe biti $iri, 1 traze se modeli koji sadrze vise
promenljivih, da obezbede kompletniju sliku moguc¢ih modela. U tom slucaju, koris¢enje
a = 0.25 ili ¢ak viSeg nivoa, moZze biri opravdan izbor.

Korak (1)

Pocinjemo sa fitovanim logisti¢kim regresionim modelom koji sadrzi promenljivu iz
koraka (0), x;, koja ima najmanju p vrednost i odredujemo da li je bilo koja od p —1
preostalih promenljivih znac¢ajna dok je promenljiva x; u modelu

> Fitujemo p — 1 logisti¢kih regresionih modela koji sadrze x; i novu
nezavisnu promenljivu i uporeduju se njihovi odgovarajuci logaritmi verodostojnosti.
> Biramo promenljivu sa najmanjom p-vrednosti testa koli¢nika

verodostojnosti, x,

> Ako je p-vrednost za test kolicnika verodostojnosti manja od a
prelazimo na korak (2), inace stajemo.
Korak (2)

Ovaj korak pocinje fitovanjem modela koji sadrzii i x; i x, . MoZe se desiti da kada
u model ude promenljiva x,, promenljiva x; vise nije od znacaja za model. Dakle, korak (2)
ukljucuje proveru za "eliminaciju unazad".

» Racunamo logaritam verodostojnosti kada je promenljiva x;, 0dnosno x, izbacena iz
modela

» Racunamo koli¢nik verodostojnosti ovakvog i punog modela i p-vrednost ove
statistike

» Da bismo odlucili koju promenljivu i da li je treba izbaciti, biramo onu promenljivu
koja kad je eliminisana iz modela, model ima vefu p-vrednost statistike testa
koli¢nika verodostojnosti.

» Odlu¢ujemo da li ovako izabranu promenljivu treba eliminisati tako §to uporedujemo
odgovarajucu p-vrednost sa unapred izabranim nivoom a;. Ako ne Zelimo da
izbacimo previse promenljivih koristimo vecu a, npr. 0.9, vaZzi i obrnuto.

Kad zavrSimo ‘eliminaciju unazad’, prelazimo na izbor ‘unapred’.

» Fitujemo p — 2 logistickih regresionih modela koji sadrze x;,x, i novu nezavisnu
promenljivu i uporeduju se njihovi odgovarajuéi logaritmi verodostojnosti.

» Biramo promenljivu sa najmanjom p-vrednosti testa koli¢nika verodostojnosti, x,

> AKko je p-vrednost za test koli¢nika verodostojnosti manja od « prelazimo na korak

(3), inace stajemo.
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Korak (3)

Procedura za korak (3) je identicna onoj u koraku (2). Fituje se model koji ukljucuje
promenljivu izabranu u prethodnom koraku, izvodi se kontrola za eliminaciju ‘unazad’ i
izbor ‘unapred’. Proces se nastavlja na ovaj nac¢in, do poslednjeg koraka, koraka (4).

Korak (4):

Do ovog koraka dolazimo kada je svih p promenljivin uneto u model, ili sve
promenljive u modelu imaju p-vrednosti za eliminisanje koje su manje od a i promenljive
koje nisu uklju¢ene u model imaju p-vrednost za unos koja je veca od a;. Model u ovom
koraku sadrzi one promenljive koje su znacajne u odnosu na kriterijum za a i a;. One mogu
ili ne moraju biti promenljive koje su prikazane u kona¢nom modelu. Na primer, ako se
izabrane vrednosti za a i a; slazu sa naSom verovanjem u statisticku znacajnost, tada model
na kraju koraka (4) moze sadrzati znacajne promenljive. Medutim, ako smo koristili vrednosti
za a4 i a koje su manje stroge, tada bi trebali birati promenljive za kona¢ni model iz tabele
koja prikazuje rezultate korak po korak procedure.

Postoje dve metode koje se mogu Kkoristiti za izbor promenljivih iz tabele; one su
uporedive sa metodama koje se uobicajeno koriste u linearnoj regresiji korak po korak. Prvi
metod je baziran na p-vrednosti za unos u svakom koraku, dok je drugi metod baziran na
testu koli¢nika verodostojnosti za model u teku¢em koraku u odnosu na model u poslednjem
koraku.

Neka "Y" oznacava jedan proizvoljan korak u proceduri.

» U prvom metodu uporedujemo p-vrednost u koraku Y-1 sa unapred izabranim
nivoom znacajnosti, kao recimo a = 0.05. Ako je p-vrednost manja od «, tada
prelazimo na korak Y, a inace se zaustavljamo. Razmatramo model u prethodnom
koraku za dalju analizu. U ovom metodu, kriterijum za unos je baziran na testu

znacajnosti koeficijenta za x; koji zavisi od xy,x,, - xj_1 koji su u modelu. Broj

stepeni slobode za test je 1 ili k- 15to zavisi od toga da li je x; neprekidna ili
polihotomna promenljiva sa k kategorija.

» U drugom metodu, uporedujemo model u teku¢em koraku, koraku Y, ne sa modelom
iz prethodnog koraka, koraka Y — 1, ve¢ sa modelom u poslednjem koraku, koraku
(4). Izracunavamo p-vrednost za test koli¢nika verodostojnosti za ova dva modela i
nastavljamo na ovaj nacin sve dok je p-vrednost > «a. Ovde se testira da li su svi
koeficijenti za promenljive koje su dodate u model iz koraka Y do koraka (4) jednaki

nuli. U bilo kom datom koraku on ima viSe stepeni slobode nego test koji je
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upotrebljen u prvoj metodi. Iz tog razloga drugi metod moze da izabere vec¢i broj

promenljivih nego prvi metod.

Dobro je poznato da p-vrednosti izracunate u proceduri izbora korak po korak nisu p -
vrednosti u kontekstu tradicionalnog testiranja hipoteza. Umesto toga, one imaju znacenje
indikatora relativnog zna¢aja medu promenljivima.

Primer 10

Posmatrajmo Tabelu 21 na cd-u u prilogu. U tabeli su dati podaci pomocu kojih treba
da predvidimo da li ¢e seksualno uznemiravanje zena biti prijavljeno ili ne. Zavisna
promenljiva je prijavljeno koja je kodirana sa O-nije prijavljeno, odnosno sa 1 ako jeste.
Nezavisne promenljive su: godine, bracni status kodiran sa 1-osoba je udata, 2-osoba nije
udata, wucestalost kodirana od 0-4, nivo seksualnog uznemiravanja kodiran od 0-7,
feministkinja, sto je veci broj, Zena ima vise izrazene feministicke stavove. U ovom primeru
¢emo pokazati kako izgleda metoda ‘korak po korak’.
Izabrac¢emo da radimo sa @ = 0.7 i @; = 0.9. Pocinjemo od koraka (0).

Prvo racunamo logaritam verodostojnosti za model koji sadrzi samo odseCak i

dobijamo da je on jednak:

Ly = (nyIn(ny) + ngyln(ng) —nln(n)) =
= (174In174 + 169In 169 — 3431n 343) = —237.713
Zatim ra¢unamo logiratam verodostojnosti kada je npr. promenljiva nivo uneta u
model i dobijamo da je tada logoritam verodostojnosti jednak —221.046.
Sledeci korak je izraCunavanje G statistike i odgovarajuée p-vrednosti.
G = 2(—221.046 — (—237.713)) = 33.33
Vazi da je P{y% > 33.33} = 0.00002 < a = 0.7. 1z ovoga sledi da promenljivu nivo
smatramo statisticki znac¢ajnom.
Isto radimo i sa preostale tri promenljive i dobijamo njihove p-vrednosti, date u Tabeli
22.

promenljive p-vrednost
godine 0.27961
bracni_status 0.79123
ucestalost 0.98814
nivo 0.00002
feministkinja 0.03738
Tabela 22
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Kao $to vidimo iz tabele promenljiva bracni_status i ucestalost ne igraju veliku ulogu
u modelu, posto je njihova p-vrednost veéa od unapred zadatog « i zato ¢emo ih eliminisati iz
modela.

Kako vidimo najmanju p-vrednost ima promenljiva nivo tako da korak(1) pocinjemo
sa fitovanim logistickim regresionim modelom koji sadrzi ovu promenljivu.

Racunamo logoritam verodostojnosti modela koji sadrzi promenljivu nivo i neku od
preostalih promenljivih, npr. godine. Logaritam ovog novog modela je: —220.018.
Racunamo G statistiku ova dva modela i odgovarajucu p-vrednost i dobijamo:

G = 2(—220.018 — (—221.046)) = 1.732
A odgovarajuéa p-vrednost je: P{y? > 1.732} = 0.18815 < a = 0.7

Isti postupak ponavljamo i za promenljivu feministkinja i dobijamo da je G statistika u
ovom slucaju jednaka 0.395, dok je p-vrednost 0.53 §to je takode manje od nivoa a.

Korak(2) pocinjemo sa fitovanim logisti¢kim modelom koji ima manju p-vrednost, u
nasem slucaju je to model koji sadrzi promenljive nivo i godine. Prvo ratunamo logaritam
verodostojnosti kada je promenljiva nivo odnosno godine izbacena iz modela, pa zatim i
koli¢nik verodostojnosti ovakvog i punog modela i p-vrednost ove statistike. Logoritam
verodostojnosti kada je samo promenljiva nivo u modelu je —221.046, odnosno kada je
promenljiva godine u modelu je: —237.128. Racunamo odgovarajuce G statistike i p-
vrednosti i dobijamo:

G = 2(—220.018 — (—221.046)) = 1.732
koja ima p-vrednost 0.18815

Odnosno za promenljivu godine dobijamo:

G = 2(—220.018 — (—237.128)) = 34.221
koja ima p —vrednost 0.00000.

Kako je p-vrednost G statistike veca kada promenljiva nivo nije u modelu, tu
promenljivu bismo mogli ipak eliminisati, medutim njena p-vrednost je manja od nivoa
a; = 0.9 iz Cega sledi da promenljivu nivo ostavljamo u modelu. Dalje nastavljamo kao i u
koraku (1), ubacujemo promenljivu feministkinja u ovaj novi model, i racunamo p-vrednost
odgovarajuce G statistike, odnosno:

G = 2(—220.087 — (—220.180)) = 0.186
A njena p-vrednost je 0.66626 §to je manje od « pa prelazimo na korak(3) gde proveravamo
da li treba eliminisati neku promenljivu, na indenti¢an nacin kao u koraku(2). Dobijamo da je

p-vrednosti kada promenljiva nivo nije u modelu jednak 0.00008, odnosno 0.2171 kada

48



Primenjena logisticka regresija Gorica Gvozdi¢

promenljiva godine nisu u modelu i na kraju 0.66626 kada promenljiva feministkinja nije u
modelu. Odavde sledi da bi iz modela mogli eliminisati promenljivu feministkinja, ali to ne
radimo jer je p-vrednost manja od zadatog nivoa a; = 0.9. Na kraju dobijamo model koji

sadrzi samo znac¢ajne promenljive i to: godine, feministkinja i nivo.
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6 PROCENA SLAGANJA MODELA SA PODACIMA

Poc¢injemo razmatranje metoda za procenjivanje slaganja ocenjenog logistickog
regresionog modela sa podacima, pretpostavkom da smo zadovoljni nasim pokusajima na
nivou gradenja modela. Odnosno, podrazumevamo da model sadrzi one promenljive koje
treba da su u modelu, tj. koje su znacajne i da su promenljive unete u korektnom
funkcionalnom obliku. Sada nas interesuje koliko efikasno na§ model opisuje rezultujucu
(ishodnu) promenljivu (tzv. goodness-of-fit).

Neka su registrovane uzoracke vrednosti rezultujuée promenljive prikazane u
vektorskom obliku sa y' = (y;,y2:** ¥n).. Ozna¢i¢emo fitovane vrednosti, say, gde
ey = @u 92 )

Model je prilagoden podacima ako su:
(1) mere rastojanja izmedu y i y male.
(2) doprinos svakog para,(y;, %) i = 1,2,3,...,n ovim merama je nesistematski,
i mali u odnosu na gresku modela.
Kompletno procenjivanje fitovanog modela obuhvata kako izracunavanje mera

rastojanja izmedu y i 7y, tako i ispitivanje pojedina¢nih komponenti tih mera.

6.1 OSNOVNE MERE ZA GOODNESS-OF-FIT (GOF)

Osnovne mere za goodness-of-fit predstavljaju opsti pokazatelj koliko dobro se model
slaze sa podacima ali ne govori o tome da li je dati model bolji od nekog drugog modela. U
mnogim epidemioloSkim analizama cilj je da se nade najbolji moguc¢i model koji opisuje
odnos izmedu izloZenosti odredenim faktorima i bolesti. Tako da te anlize CeS¢e koriste
strategije koje porede viSe razli¢itih modela a ne GOF [5].

Statistike GOF ne moraju da daju informaciju o pojedinim komponentama modela.
Mala vrednost neke od tih statistika ne isklju¢uje mogucnost nekih bitnih pa samim tim i
interesantnih odstupanja od vrednosti dobijenih na osnovu fitovanog modela za nekoliko
subjekata. Sa druge strane, velika vrednost neke od tih statistika jasno ukazuje na stvarne
probleme modela.

Pre razmatranja specificne GOF statistike, moramo prvo razmotriti efekat koji fitovan
model ima na stepene slobode koji su dostupni za procenu ucinka modela. Koristicemo izraz

kovarijatni obrazac za opisivanje odabranog skupa vrednosti za kovarijate u modelu.
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Kovarijatni obrazac predstavlja opservacije sa istim vrednostima za sve nezavisne
promenljive[5]. Na primer, ako imamo dve nezavisne promenljive koje oznacavaju pol i rasu,
obe sa 2 kategorije, tada imamo cCetiri kovarijatna obrasca. Ako imamo npr. jo§ jednu
promenljivu koja predstavlja tezinu, i posmatramo n-subjekata, tada mozemo imati najvise n
kovarijatnih obrazaca (tacno n obrazaca imamo ako je tezina kod svakog subjekta razlicita)
posto je tezina neprekidna nezavisna promenljiva. Tokom razvijanja modela nije neophodno
baviti se brojem kovarijatnih obrazaca. Stepeni slobode za testove su bazirani na razlici u
broju parametara za modele koji se uporeduju, a ne na broju kovarijatnih obrazaca. Medutim,
kada je procenjeno koliko se model slaze sa podacima, tada sporno pitanje moze biti broj
kovarijatnih obrazaca.

GOF je procenjen preko grupisanja fitovanih vrednosti odredenih pomocu kovarijati u
modelu, a ne ukupnog skupa kovarijati. Na primer, pretpostavimo da na$ fitovan model
sadrzi p nezavisnih promenljivih, x" = (xq,%,,**x,) | neka | oznacava broj razlicitih
vrednosti za registrovano x. Ako neki subjekti imaju istu vrednost za x, tada je /] < n[6].

Oznac¢imo broj subjekata za koje je x = xj,sam;,za j =1,23,...,], odnosno
vazi da je ¥ m; =n. Neka je sa y; oznaCen broj pozitivnih odgovora, y =1, medu
m; subjekata za koje vazi x = x; i neka vazidaje Y y; = n;.

Raspodela za statistiku GOF se dobija, ako pustimo da n bude dovoljno veliko. Ako
se broj kovarijatnih obrazaca takode povecava sa n, tada svaka vrednost m; tezi da bude
mala. Za raspodele dobijene pod pretpostavkom da samo n postaje veliko kazemo da su
n-asimptotski. Ako fiksiramo broj grupa, /, i pove¢avamo obim uzorka onda ¢e se povecavati
broj elemenata u svakoj grupi tj. ako fiksiramo / < n i pustimo n da je dovoljno veliko, tada
svaka vrednost m; takode tezi da postane velika. Za raspodele gde svako m; postaje veliko,
kazemo da su m - asimptotske. Slucaj koji se najéesce javlja u praksi je /| ~ n, kao §to i
o¢ekujemo kad god postoji bar jedna neprekidna kovarijata u modelu i predstavlja najveci

izazov u razvijanju raspodela GOF statistike[6].
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6.1.1 PIRSONOVA HI-KVADRAT STATISTIKA | ODSTUPANJE

U linearnoj regresiji osnovne mere za procenu slaganja modela sa podacima su
funkcije reziduala i definisane su kao razllika izmedu observirane i fitovane vrednosti.
Medutim u logistickoj regresiji postoji nekoliko mogucih nacina za procenu razlike izmedu
ove dve vrednosti. Za isticanje ¢injenice da su fitovane vrednosti u logistickoj regresiji
izraCunate za svaki kovarijatni obrazac i da zavise od ocenjene verovatnocée za taj kovarijatni
obrazac, oznacavamo vrednost za j-ti kovarijatni obrazac sa j;, i vazi da je:

ed(x))
Vj=ml = TG
gde je g(x;) ocenjen logit.

Pocinjemo razmatranjem dve mere rastojanja izmedu registrovane i predvidene
vrednosti na osnovu modela, a to su: Pirsonov rezidual i rezidual odstupanja. Za odreden
kovarijatni obrazac, Pirsonov rezidual je definisan na sledeéi nacin:

~ (yj — myfi;)
r(yj’nj) = m
1t J
Statistika koja je bazirana na ovim rezidualima je Pirsonova hi-kvadrat statistika:
]

0= )’

j=1

Rezidual odstupanja je definisan kao:

1/2
) y; m; — y;
100) = {2 (7 ) + oo (2= )|

Vazi:

d(y;. #;) =
J2mlin] Yp=my

Statistika koja je bazirana na rezidualima odstupanja se naziva odstupanje (Deviance)

]
j=1

Pod pretpostavkom da je fitovani model korektan za sve aspekte, statistike y? i D

imaju hi-kvadrat raspodelu sa J - (p + 1) stepeni slobode. Kada je u pitanje odstupanje ova

izjava sledi iz ¢injenice da je D test statistika koli¢nika verodostojnosti zasi¢enog modela sa
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J parametara u odnosu na fitovani model sa p + 1 parametara. Slicna teorija daje nultu
raspodelu za y2. Problem nastaje kada je ] ~ n, jer je raspodela n-asimptotska, pa se broj
parametara povecava u istom odnosu kao veli¢ina uzorka. Dakle, p-vrednosti, izraCunate za
ove dve statistike kada je / ~ n, a korid¢enjem yxj_,_, raspodele su nekorektne[8].

Jedan nacin da se izbegnu navedene smetnje sa raspodelama za y? i D, kada je J = n
je grupisanje podataka na takav nacin da se koristi m-asimptotska raspodela. Da bi se
razumelo obrazloZenje za razli¢ite postupke grupisanja, korisno je smatrati y? Pirsonovom i
D kao logaritam verodostojnosti hi-kvadrat statistike koja se dobija iz tabele 2 x J. Redovi
tabele odgovaraju vrednostima rezultuju¢e promenljive, y = 1,0, a / kolona odgovara |
mogucim vrednostima kovarijatnog obrazca. Ocena o¢ekivanih vrednosti pod pretpostavkom
da je logisticki model u stvari korektan model za éelije koje odgovaraju y = 1 redu i j-toj
koloni je m;i; . Sledi da je ocena ofekivanih vrednosti za ¢eliju koja odgovaray = 01 j-toj
koloni m;(1 — #;) [6]

Kada su hi-kvadrat testovi izraCunati iz tabele kontigencije, p-vrednosti su korektne
pod nultom hipotezom da su ocenjene vrednosti suvise "velike" u svakoj ¢eliji. lako ovo
pojednostavljuje situaciju, ipak je korektno. U gore opisanoj tabeli 2 x J, o¢ekivane vrednosti
su uvek prilicno male jer se broj kolona povecava kako se n povecava. Da bi se izbegao ovaj
problem, mozemo smanjiti kolone u fiksiran broj grupa, g, i tada raCunati registrovane i
ocekivane frekvencije. Fiksiranjem broja kolona, ocenjene oc¢ekivane vrednosti postaju vece,
sa povecanjem n[8].

Prednosti ovih statistika su izmedu ostalog $to se nalaze u skoro svim softverskim
statistiCkim paketima. Jo$ jedna dobra karakteristika je 1 ta da se statistike relativno lako
radunaju kori§¢enjem elementarnih kalkulacija kao i njihova odgovaraju¢a p-vrednost. Cesto
se deSava da ove dve statistike imaju razliCite vrednosti, ako su te razlike jako velike

smatramo da y? aproksimacija ovih raspodela nije odgovarajuca [6].
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6.1.2 HOSMER-LEMESHOW TEST(HL TEST)

Da bi izbegli problemati¢nu upotrebu odstupanja i da bi obezbedili znacajne testove
za pristup GOF, Hosmer i Lemeshow (1980) i Lemeshow i Hosmer (1982) su predlozili
grupisanje bazirano na vrednostima ocenjenih verovatnoca. HL statistika je Siroko
rasprostranjena nezavisno od toga da li je broj kovrijatnih obrazaca blizak broju opservacija.
Mada, statistika zahteva da model ima najmanje tri kovarijatna obrazca, uprkos tome $to
imamo i slabe rezultate znacajnosti ako model sadrzi Sest obrazaca, a najbolje rezultate
pokazuje kada je broj kovarijatnih obrazaca blizu n [10].

Pretpostavimo, u cilju razmatranja, da je /] = n. U tom slu¢aju imamo n kolona koje
odgovaraju vrednostima ocenjenih verovatnoca, sa prvom kolonom kojoj odgovara najmanja
vrednost, i n-tom kolonom sa najvec¢om vrednosti. Predlozena su dva postupka grupisanja i to
formiranjem tabele zasnovane na:

» percentilima ocenjenih verovatnoéa

» fiksiranim vrednostima ocenjenih verovatnoc¢a

U prvoj metodi, koristi se g = 10 grupa, pa tako prva grupa sadrzi n'; = n/10
subjekata koji imaju najmanje ocenjene verovatnoce, dok poslednja grupa sadrzi
n';o = n/10 subjekata sa najveéim ocenjenim verovatno¢ama. U drugoj metodi, koristi se
g = 10 grupa koje sadrze sve subjekte sa ocenjenim verovatno¢ama izmedu susednih nivoa
odlucivanja (definisani su kao vrednosti k/10,k = 1,2,...,9). Na primer, prva grupa sadrzi
sve subjekte Cije su ocenjene vrednosti manje ili jednake 0.1, dok deseta grupa sadrzi one
subjekte Cije su ocenjene vrednosti ve¢e od 0.9. Za y = 1, ocene ocekivanih vrednosti su
dobijene sumiranjem ocenjenih verovatnoca za sve subjekte u grupi. Za y = 0, ocenjene
ocekivane vrednosti su dobijene sumiranjem za sve subjekte u grupi jedan minus ocenjene
verovatnoce.

Bez obzira koji postupak grupisanja je u pitanju, HL GOF statistika C je dobijena
raCunanjem Pirsonove hi-kvadrat statistike iz tabele g x 2 sa observiranim i ocenjenim
oc¢ekivanim frekvencijama.

Statistika C je definisana na sledeéi na¢in:

9 _
¢ = (0 — Ny Ty)?

a kzln,kﬁk(l — 1)

gde je n';, ukupan broj subjekata u k-toj grupi. Neka c; ozna¢ava broj kovarijatnih obrazaca

U k - tom decilu, tada vazi da je:
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Ck
%= )
j=1

broj jedinica medu c;, kovarijatnih obrazaca. Jos vazi da je:

Ck

_ _ \'""yT;
Ty = ’
Ng

j=1

prosecna ocenjena verovatnoca[13].

Hosmer i Lemeshow su pokazali dajezaJ = n (kaoiza] = n) i kada je fitovani
logisti¢ki regresioni model korektan model, raspodela € statistike dobro aproksimirana sa
X5- raspodelom.

Dodatna istrazivanja koja su vrsili Hosmer, Lemeshow, i Klar (1988) su pokazala da
metod grupisanja baziran na percentilima ocenjenih verovatno¢a ima prednost nad onima koji
su bazirani na fiksiranim nivoima odlu¢ivanja u smislu boljeg slaganja sa )(5_2 raspodelom,
narocito kada je mnogo ocenjenih vrednosti male vrednosti (to jest, manje od 0.2). Ukoliko
nije posebno naglaseno, podrazumeva se da je C bazirano na percentilnom tipu grupisanja,
obi¢no sa g = 10 grupa. Cesto se za ove grupe koristi termin "decili rizika", koji potice iz
zdravstvenih naucnih istrazivanja gde rezultat y = 1 cCesto predstavlja prisustvo nekog
oboljenja [6], [11].

Kako raspodela statistike C zavisi od m-asimptotske raspodele, prikladnost p-
vrednosti zavisi od validnosti pretpostavki da su ocenjene ocekivane frekvencije velike.
Smatramo da se model dobro slaze sa podacimo ako je p —vrednost odgovarajuce )(;_2
statistike ve¢a od 0.05.

Primer 11

Posmatrajmo Tabelu 23 na cd-u u prilogu. Pretpostavimo da je model fitovan. Model
ispituje koji faktori uti¢u na premor predavaca. Model sadrzi zavisnu promenljivu Premor
koja je kodirana sa 0-osoba nije premorena, 1-osoba je premorena. | nezavisne promenljive:
Os.Kon-predstavlja koliko predava¢ ima osecaj kontrole nad studentima (vece vrednosti -
manji osecaj kontrole), Stres - oznaCava kako se osoba nosi sa stresom uopsSteno (vece
vrednosti-osoba se slabije nosi sa stresom), Predavanje - oznacava koliko je predavacu
stersno predavanje (vece vrednosti - 0sobi je predavanje stresnije), IstrazZivanje - oznacava
koliko je predavacu stersno istarzivanje (veée vrednosti - 0S0Di je istraZzivanje sve stresnije),

Mentorstvo - oznacava koliko je predavacu stersno mentorstvo (vece vrednosti - 0Sobi je
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mentorstvo stresnije). Rezultati Hosmer-Lemeshow-og testa su dobijeni koris¢enjemi

statistickog paketa SPSS 17 i prikazani su u Tabeli 24 i 25.

Hi-kvadart Stepeni slobode p
12.399 8 0.134
Tabela 24
Tabela kontigencije za Hosmer-Lemeshow test
Premor = nije premoren Premor = premoren Ukupno
posmatrano | ocekivano | posmatrano ocekivano u grupi
1 47 46.346 0 0.654 47
2 46 45.752 1 1.248 47
3 47 45.016 0 1.984 47
4 45 43.869 2 3.131 47
5 43 42.547 4 4.453 47
6 40 40.210 7 6.790 47
7 29 35.511 18 11.489 47
8 25 28.332 22 18.668 47
9 23 17.089 24 29.911 47
10 3 3.326 41 40.674 44
Tabela 25

Vidimo da p vrednost yZ statistike iznosi 0.134, tako da zakljuéujemo da se model dobro
slaze sa podacima, odnosno da se posmatrane i o¢ekivane frenkvencije ne razlikuju znacajno

Sto vidimo 1 iz Tabele 25.

6.1.3 TABELE KLASIFIKACIJE

Jedan od nacina za sazimanje rezultata fitovanog logistickog regresionog modela je
pomocu tabele klasifikacije, koja je rezulat ukrStanja rezultuju¢e promenljive sa dihotomnom
promenljivom ¢ije su vrednosti izvedene iz ocenjenih logistickih verovatnoca.

Da bismo kreirali tabelu klasifikacije 2 x 2 predvidenih vrednosti iz naSeg modela,
za ishodnu promenljivu nasuprot ta¢noj vrednosti ishodne promenljive, moramo prvo
definisati nivo odlucivanja ¢ sa kojim ¢emo porediti svaku ocenjenu verovatno¢u. Odnosno
uzeéemo da vazi da je y =1 ukoliko je 7, > c tj. y =0 ukoliko je 7, < c. Najcesce
koris¢ena vrednost je ¢ = 0.5. Jos dva bitna pojma za tabele klasifikacije su[19]:

» Senzitivnost testa predstavlja verovatnoc¢u da je predvidena vrednost zavisne
promenljive jedan, ukoliko je zaista zavisna promenljiva primila vrednost

jedantj. P(y = 1|y = 1).
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» Specificnost  testa je verovatnota da je predvidena vrednost zavisne
promenljive nula, ako je njena stvarna vrednost nula tj. P(y = 0|y = 0).

U ovom pristupu, ocenjene verovatnoce se koriste za predvidanje grupe Clanova.
Moguce je da ukoliko model predvida ta¢no grupu ¢lanova prema nekom kriterijumu, da se
klasifikacijom zeli dokazati da je model fitovan. Nazalost, ovo moze ali i ne mora biti slucaj,
jer postoje situacije gde je logisticki regresioni model u stvari korektan model, i dakle
fitovan, ali da je klasifikacija losa.

Primer 12

Posmatrajmo Tabelu 23 na cd-u u Prilogu. U statistickom paket SPSS smo izrac¢unali

tabelu klasifikacije za dati primer i ona je pokazana u Tabeli 26.

registrovano
klasifikovano | premor=0 premor =1 ukupno
premor =0 324 24 348
premor=1 55 64 119
ukupno 379 88 467
Tabela 26

Iz tabele vidimo da je ukupno posmatrano 467 osoba, od kojih 88 osecaju premor.
Od njih 88 mi smo dobro klasifikovali njih 64, dok je 24 osobe pogresno klasifikovano. Od
379 osobe koje ne osecaju premor njih 324 smo dobro klasifikovali, dok je 55 osoba
pogresno klasifikovano.

Senzitivnost testa je:
- 64
P{premor = 1|premor = 1} = i 72.7%
Specificnost testa je :
- 324
P{premor = O|premor = 0} = —— = 85.4%
379
Dakle, tatno smo klasifikovali 72.7% osoba koje osecaju premor i 85.4% o0soba koje ne

osecaju premor pa je ukupna stopa tacne klasifikacije:

64 +324 83.1%
467 7
Dok je pogresno Kklasifikovano:
55+24 16.9%
467 7

posmatranih osoba.
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Klasifikacija je osetljiva na relativnu veli¢inu dve komponente grupe i uvek
favorizuje klasifikaciju u veée grupe, $to takode ne zavisi od prilagodenosti modela
podacima.

Vazan razlog zaSto mere izvedene iz tabele klasifikacije 2 x 2 (kao S$to su
senzitivnost i specifi¢nost) ne bismo trebali koristiti za procenu koliko je model dobar, je taj
da one dosta zavise od raspodele verovatnoca u uzorku.

Zbog razmatranja koje sledi treba da razumemo smisao verovatnoce, a to je da se od n
subjekata koji imaju istu verovatnoc¢u ishoda koji nas interesuje, 7, ocekuje se da ¢e broj onih
koji ¢e imati ishod od interesa biti nit, a broj onih za za koje se o¢ekuje da nece imati ishod
od interesa je n(1 — 7). Pretpostavimo da je koris¢en nivo odlu¢ivanja ¢ = 0.50 u cilju
klasifikacije 1 pretpostavimo da je 100 subjekata imalo verovatno¢u f = 0.51. Za sve ove
subjekte je predvideno da ¢e imati rezultat koji se posmatra, ali pretpostavljaju¢i da je model
dobro podesen, 51 subjekat bi trebalo da zaista ima ishod od interesa, dok se za njih 49 treba
o¢ekivati da nefe imati ishod od interesa. Dakle, 49 od 100 pacijenata je pogresno
klasifikovano.

Ne mogu se uporedivati modeli na bazi mera izvedenih iz tabele klasifikacije 2 X 2,
jer ove mere ne mozemo posmatrati nezavisno od raspodela verovatnoca u uzorcima na
kojima su bazirani. Isti model procenjen u dve populacije, koris¢enjem mera senzitivnosti ili
specifi¢nosti bi mogao da da vrlo razli¢ite utiske o njegovom uc¢inku.

Ukratko, tabela klasifikacije je najprikladnija kada je klasifikacija postavljena kao cilj
analize, inace bi trebala da bude samo dopuna mnogo strozijim metodama procene slaganja
modela sa podacima.

6.1.4 ROC KRIVA

Receiver Operating Characteristic Curve-ROC kriva je graficka tehnika koja je vise
od 30 godina veoma popularna posebno u labaratorijskoj medicini. Primena ove tehnike ja
zapocela tokom Drugog svetskog rata za evaluaciju lazno pozitivnih i stvarno pozitivnih
signala na ekranu radara. Kasnije je adaptirana od strane radiologa i labaratorijskih nau¢nika
za evaluaciju osetljivosti 1 specificnosti medicinskih odredivanja pri razli¢itim nivoima
odlucivanja.

Kada se senzitivnost 1 specificnost testa izracunaju za €itav niz nivoa verovatnoce,
nivoa odlucivanja, moguée je konstruisati ROC krivu koja povezuje senzitivnost

(verovatnocu ta¢nog detektovanja prisustva osobine) i 1-specifi¢nost, (verovatnocu netacnog
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detektovanja prisustva osobine). Svaka tacka ROC  krive predstavlja uredeni par
(senzitivnost, 1-specificnost) koji odgovara pojedinatnom nivou odlu¢ivanja. Kada
razmatramo rezultate odredenog testa u dve populacije, npr. jednu populaciju sa oboljenjem, i
drugu bez oboljenja, retko ¢emo dobiti perfektno razdvajanje izmedu ove dve grupe. Umesto
toga raspodela rezultata testa ¢e se preklapati, kao $to je prikazano na Slici 7. ROC kriva koje
se odlikuje kompletnim razdvajanjem (nema preklapanja raspodele rezultata dve grupe)
prolazi kroz gornji levi ugao gde stvarno pozitivni udeo iznosi 1,0 odnosno osetljivost 100%,
a lazno pozitivni udeo 0, odnosno 1-specificnost 100%. Teoretska kriva za test kod koga
nema razdvajanja (identi¢na raspodela rezultata dve grupe) je dijagonalna linija od donjeg
levog ugla do gornjeg desnog ugla Ve¢ina ROC krivih se nalazi izmedu ove dve krajnosti 1
kvalitativno gledano ona koja je bliza gornjem levom uglu ukazuje na test sa ve¢om ta¢noscu.
Ukoliko je vise ROC krivih prikazano na jednom dijagramu ona koja se nalazi iznad i na levo
u odnosu na ROC krivu sa kojom se poredi ukazuje na test sa ve¢om posmatranom

ta¢noSc¢u. Relativni polozaj dve ili viSe krivih omogucava kvalitativno poredenje vise testova

[24].

mive odluéivanja
bez <
boljen; .
oboEa obolienjem

TH
FN| Fp
rezultat testa
Slika 7

Za svaku mogucu kriticnu vrednost koju smo izabrali da razdvaja dve populacije,
postojace neki slucajevi sa oboljenjem koji su korektno klasifikovani kao pozitivni, (TP =
true positive fraction), ali ¢e neki slucajevi sa oboljenjem biti klasifikovani kao negativni, to
jest lazno negativni (FN = false negative fraction). Sa druge strane, neki slucajevi bez
oboljenja ¢e biti korektno klasifikovani kao negativni (TN = true negative fraction), dok ¢e
neki slucajevi bez oboljenja biti klasifikovani kao pozitivni, tj. lazno pozitivni (FP = false

positive fraction), sto je prikazano u Tabeli 27 [6],[24].
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oboljenje

test

prisutno

odsutno

pozitivan

tac¢no pozitivni(TP)

lazno pozitivni(FP)

negativan

lazno negativni(FN)

tacno negativni(TN)

Tabela 27

Prepostavimo da imao model za ocenjivanje verovatnoce iz primera 12. Pravilo koje

je prikazano u Tabeli 26, predvida da ¢e osoba osecati premor, ako je P(y = 1) = 0.50,

odnosno nece osecati premor ako P(y = 0) < 0.50. Postoje neke statisticki dobre osobine

povezane sa koris¢enjem ¢ =

druge vrednosti za cutpoints (Tabela 28).

0.5, ali bi trebali razmatrati 1 Sta se deSava kada koristimo

nivo
odlucivanja specifi¢nost senzitivnost 1-specifi¢nost
0.10 0.98 0.46 0.02
0.15 0.95 0.53 0.05
0.20 0.95 0.57 0.05
0.25 0.92 0.60 0.08
0.30 0.90 0.63 0.10
0.35 0.89 0.63 0.11
0.40 0.88 0.68 0.12
0.45 0.87 0.69 0.13
0.50 0.85 0.72 0.15
0.55 0.85 0.74 0.15
0.60 0.84 0.70 0.16
0.65 0.84 0.85 0.16
0.70 0.83 0.89 0.17
0.75 0.83 0.92 0.17
0.80 0.81 0.93 0.19
0.85 0.80 0.92 0.20
0.90 0.79 0.89 0.21
0.95 0.78 1.00 0.22
Tabela 28

Ako je nas cilj izbor optimalnog cutpoint, a u cilju klasifikacije, mogli bismo izabrati

onaj za koji je maksimalna i senzitivnost i specificnost. Na Slici 8 prikazan je primer

optimalanog izbora, za nivo odlucivanja, gde se krive senzitivnosti i specifi¢nosti seku i

iznosi ¢ = 0.85.
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Slika 8

Rezultati koris¢enja c = 0.85 su prikazani u Tabeli 29, ali ovo se moze uraditi za bilo koji

moguci izbor cutpoint.

registrovano

Ovde je senzitivnost jednaka 0.92, dok je specifi¢nost 0.80.

klasifikovano premor =0 premor =1 ukupno
premor =0 345 3 348
premor =1 84 35 119
ukupno 429 38 467
Tabela 29

Grafikon sezitivnosti u odnosu na 1 — specifi¢nost za sve moguce nivoe odlucivanja

daje, kako §to smo vec¢ rekli, ROC krivu . ROC krive za na§ primer je prikazana na Slici 9.

Povrsina ispod ove krive daje meru razdvajanja koja je, u naSem slucaju verovatnoca da ¢e

osobe koje osecaju premor imati ve¢u ocenjenu verovatnocu nego oni koji ne osecaju premor.
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0.5

0.6

senzitivhost

0.4+

0.25

0.0 T T T T
0.0 0z 04 0E na 1.0

1-specifiénost

Slika 9

Povrsina ispod ROC krive, koja se krece od nule do jedan, je mera sposobnosti
modela u razdvajanju subjekata koji su iskusili dogadaj koji se posmatra u odnosu na one koji
nisu. Povrsina ispod ROC krive, u oznaci AUC (The Area Under the Curve), je prihvac¢ena
tradicionalna izvedena mera za ROC krivu[6].

Kao opste pravilo, koristimo sledece:

AUC = 0.5 -nema razdvajanja
0.5 < AUC < 0.7 - lose razdvajanje

0.7 < AUC < 0.8 - prihvatljivo razdvajanje
0.8 < AUC < 0.9 - odlicno razdvajanje

YV V VYV V

» AUC > 0.9 - izvanredno razdvajanje.

U naSem primeru imali smo razdvajanje slucajeva od 0.897 §to se smatra odlicnim

razdvajanjem.
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7 KONSTRUKCIJA LOGISTICKOG REGRESIONOG
MODELA SA ZAVISNOM PROMENLJIVOM GOJAZNOST

Masovne nezarazne bolesti su vodec¢i uzrok smrti i nesposobnosti Sirom sveta. Uzroci
visoke ucestalosti masovnih nezaraznih bolesti u poslednjim decenijama dvadesetog veka su
znaCajne i brze promene u nacéinu zivota savremenih ljudi. NajviSe izrazene promene su u
nacinu ishrane, nivou fizicke aktivnosti, povec¢anoj upotrebi alkohola i duvana. Masovne
nezarazne bolesti mogu se spreciti i kontrolisati njihovim ranim otkrivanjem.

Kori$¢enje logisticke regresije u tom smislu pruza kompletnu sliku o povezanosti
zavisne promenljive i nezavisnih promenljivih, pri ¢emu je ova nezavisna promenljiva
kontrolisana za sve druge faktore.

Logisticki regresioni model je primenjen na istrazivanje povezanosti pojave
gojaznosti sa potencijalnim faktorima rizika na populaciji devojaka starosti od 15 do 19
godina. Model ¢e biti testiran da bi se utvrdilo koliko se on dobro slaze sa podacima. Ocekuje
se da model dobro opisuje podatke i da se na osnovu njega moze izvrsiti predikcija gojaznosti
(Tabela 30 na cd-u u prilogu).

U Tabeli 31 su prikazane promenljive koje smo koristili u istrazivanju povezanosti

gojaznosti sa potencijalnim faktorima rizika.
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Promenljiva Opis Kod/Vrednost Naziv

1 Stanje ishranjenosti 0= NUe. gojazna stanje_i
1= Gojaznost

2 Starost Godine starost
1=Normalan

3 Stanje struka 2=Povisen stanje_s
3= Izrazito povisen

4 Obim kukova Obimucm ok

5 Zbir DKN(Debljina Koznog Nabora) Debljina u mm zbir_dkn

6 Mesto boravka 0=Selo mes_bor
=Grad

7 Doseljenik 0= N|Jeldo.se.ljen|k doselj
= Doseljenik je
1 = Nedovoljan
2 = Dovoljan

8 Uspeh u skoli 3 = Dobar uspeh
4 =Vrlo dobar
5 =0dlican
1 = Sa roditeljima
2 = Sa starateljima

9 Osoba Zivi 3 = Sa praroditeljima zivi
4 =Sa ocem
5 = Sa majkom
1 =0snovna

. 2 = Srednja

10 Sprema majke 3 = Vica spre_m
4 = Visoka
1 =0snovna
2 = Srednja

11 Sprema oca 3 = Vita spre_o
4 = Visoka

12 Da li osoba doruckuje 0=Ne dorucak
1=Da

13 Broj obroka dnevno Broj obroka br_obrok
0 = Ne jede
2=D

14 Koliko puta nedeljno osoba jede beli hleb © (,jva. puta beli_h
4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan
0 = Ne jede

15 Koliko puta nedeljno osoba jede crni hleb 2=Do cviva. puta crni_h
4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan
0 = Ne jede

. . . . 2 = Do dva puta

16 Koliko puta nedeljno osoba jede belo pecivo 4 = Do Zetiri puta belo_p
7 = Svaki dan
0 = Ne jede

17 Koliko puta nedeljno osoba jede variva i salate 2=Do ?Va, F_JUta var_sal
4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan
0= Ne jede

18 Koliko puta nedeljno osoba jede proizvode od voca 2=Dodvaputa pro_voc

4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan
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19

Koliko puta nedeljno osoba jede proizvode od mesa

0 = Ne jede

2 = Do dva puta
4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan

pro_meso

20

Koliko puta nedeljno osoba jede ribu

0 = Ne jede

2 = Do dva puta
4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan

riba

21

Koliko puta nedeljno osoba jede mlecne proizvode

0= Ne jede

2 = Do dva puta
4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan

mlec_pro

22

Koliko puta nedeljno osoba jede puter i majonez

0 = Ne jede

2 = Do dva puta
4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan

put_maj

23

Koliko puta nedeljno osoba jede grickalice

0= Ne jede

2 = Do dva puta
4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan

grickal

24

Koliko puta nedeljno osoba pije gazirana pica

0= Ne jede

2 = Do dva puta
4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan

gazirana

25

Koliko puta nedeljno osoba pije alkohol

0= Ne jede

2 = Do dva puta
4 = Do Cetiri puta
7 = Svaki dan

alkohol

26

Broj cigareta na dan

Broj cigareta

br_cig

27

Broj rekreacija nedeljno

0 = Nijednom

1 =do dva puta

2 =0d tri do pet puta
3 =Vise od pet puta

br_rek

28

Duzina rekreacije u minutima

0 = Nula minuta
1 =Do sat vremena
2 =Vise od sat

duz_re

Tabela 31

Da bismo konstruisali odgovaraju¢i model potrebno je da izaberemo promenljive koje

su od znacajnosti za model. Prvo fitujemo univarijabilne logistiCke regresione modele.

Rezultati ovog fitovanja su dati u Tabeli 32 na cd-u u prilogu, gde je kao referetna vrednost

kategorijalnih promenljivih uzimana prva vrednost iz Tabele 31 izuzev kada su u pitranje

promenljive spre_m i riba, kada je kao refrentna vrednost uzeta poslednja vrednost iz date

tabele. Smatramo da je promenljiva znacajna ako je odgovaraju¢a p vrednost manja od 0.25,

jer smatramo da bi bilo koja manja p vrednost eliminisala klinicki znacajne promenljive iz

modela. Kako fitovanje univarijabilnih model retko daje adekvatnu analizu podataka u

istrazivanju, dalje razmatramo multivarijabilnu analizu. Dalje prelazimo na logisticku

regresiju korak po korak, koristiéemo izbor "unapred" sa testom za eliminaciju "unazad".
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U Tabeli 33 su predstavljene znacajne promenljive dobijene koriS¢enjem statistickog
paketa SPSS 17 metodom korak po korak, kao i odgovaraju¢i OR i njihova znacajnost

dobijena koris¢enjem G testa[16]

Promenljiva Koeficijent Znacajnost OR
starost -0.678 0.000 0.507
stanje_s(normalan) 0.000 1
stanje_s(povisen) 1.584 0.000 4.875
stanje_s(izrazito povisen) 20.507 0.997 805816269
ok 0.212 0.000 1.236
zbir_dkn 0.066 0.000 1.068
spre_m(visoka) 0.003 1
spre_m(visa) 2.202 0.007 9.040
spre_m(srednja) 2.280 0.004 9.781
spre_m(osnovna) 1.220 0.156 3.388
beli_h(ni jedan dan) 0.102 1
beli_h(do 2 puta nedeljno) 0.668 0.252 1.951
beli_h(do 4 puta nedeljno) 0.609 0.301 1.839
beli_h(svaki dan) -0.033 0.952 0.968
pro_meso(svaki dan) 0.160 1
pro_meso(do 4 puta nedeljno) 1.103 0.031 3.015
pro_meso(do 2 puta nedeljno) 0.452 0.192 1.572
pro_meso(ni jedan dan) 0.655 0.106 1.926
riba(svaki dan) 0.022 1
riba(do 4 puta nedeljno) 0.230 0.882 1.259
riba(do 2 puta nedeljno) 0.602 0.694 1.825
riba(ni jedan dan) 1.462 0.346 4.313
gazirana(ni jedan dan) 0.076 1
gazirana(do 2 puta nedeljno) 1.082 0.014 2.952
gazirana(do 4 puta nedeljno) 0.605 0.214 1.831
gazirana(svaki dan) 0.953 0.038 2.593
duz_re(nula minuta) 0.040 1
duz_re(do sat vremena) -0.213 0.462 0.808
duz_re(preko sat vremena) 0.932 0.030 2.540
Tabela 33

Multivarijabilnom logistiCkom regresijom uoceno je da osobe ¢ija majka ima nizu
strucnu spremu imaju do 10 puta vecu Sansu za gojaznost nego kod osoba ¢ija majka ima
visoku stru¢nu spremu. Koli¢ina pojedinih konzumiranih namirnica nedeljno je takode
znacajan prediktor gojaznosti, tako npr. osobe koje ne jedu uopste ribu imaju Cetiri puta vecu
Sansu za gojaznost u odnosu na osobe koje jedu ribu svaki dan, ili osobe koje dva puta
nedeljno piju gazirana pica imaju Cetiri puta vecu Sansu za gojaznost od osoba koje ne piju
gazirana pi¢a. Medutim uocili smo 1 par nepravilnosti koje se ne slazu sa nasim intuitivnim

shvatanjem, odnosno vazi da osobe koje vezbaju duze od sat vremena imaju dva i po puta
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vecu Sansu da ostanu gojazne od osoba koje uopste ne vezbaju, takode vazi 1 da osobe koje ne
jedu beli hleb i one koje ga jedu svaki dan imaju priblizno istu Sansu za gojaznost, dok osobe
koje jedu beli hleb dva puta nedeljno imaju oko dva puta vecu Sansu za gojaznost od njih . Iz
tog razloga smo za ove promenljive proverili da li su u interakciji sa nekim promenljivim i
dobili smo da vazi da je promenljiva duz_re u interakciji sa promenljivom gazirana, i vazi i
da je promenljiva beli_h u interakciji sa promenljivom riba. Tako da smo ove dve interakcije
ubacili u model. Takode smo ispitali i da 1i medu promenljivim koje nisu usle u model postoji

ometaca kao i da li postoji drugih interakcija sem ove i nismo dosli do pozitivnih zakljucaka.

Koliko se model slaze sa podacim smo prvo testirali upotrebom Hosmer-Lemeshevog
testa (Tabela 34) i vidimo da se u modelu observirane i o¢ekivane frekvencije ne razlikuju

znacajno, te da je model na osnovu ovog testa fitovan.

Tabela kontigencije za Hosmer-Lemeshow test
Premor = nije premoren Premor = premoren Ukupno
posmatrano | o€ekivano | posmatrano | oekivano u grupi
1 216 215.977 0 0.023 216
2 216 215.905 0 0.095 216
3 216 215.777 0 0.223 216
4 216 215.551 0 0.449 216
5 215 215.066 1 0.934 216
6 216 214.178 0 1.822 216
7 211 211.976 5 4.024 216
8 206 206.367 10 9.633 216
9 180 181.534 36 34.466 216
10 43 42.668 176 176.332 219
Tabela 34
Hi-kvadart Stepeni slobode p
2.974 8 0.936
Tabela 35

Fitovanje model moZzemo oceniti i pomocu tabele klasifikacije (Tabela 36), koja je
znaajna jer mozemo da ocenimo koliko model dobro predvida one osobe koje su zaista
gojazne — senzitivnost kao i one koje nisu gojazne — specificnost, kao i kolika je ukupna

predikcija modela.
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registrovano
klasifikovano gojaznost=0 gojaznost=1 ukupno
gojaznost =0 1906 29 1935
gojaznost=1 62 166 228
ukupno 1968 195 2163
Tabela 36

Vazi da je senzitivnost testa 85.1%, dok je specifi¢nost testa 96.8%, dok je ukupna stopa
tacne klasifikacije modela 95.8%. Odnosno i pomocu tabela klasifikacije smo videli da je
model dobro fitovan.

Povrsina ispod ROC krive, mera koja predstavlja verovatno¢u da ¢e osobe koje su
gojazne imati vecu ocenjenu verovatno¢u nego oni koji nisu gojazni iznosi 0.973 (Slika 10)

Sto predstavlja izvanredno razdvajanje.
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8 Zakljucak

U ovom radu smo se upoznali sa logistickim regresionim modelom c¢ija je zavisna
promenljiva dihotomna, dok su faktori rizika kategorijalne ili neprekidne promenljive.

Kroz mnostvo primera smo prikazali sve nivoe gradenja logistickog regresionog
modela pocev od ocenjivanja koeficijenata, do procene slaganja modela sa podacima. Takode
smo se upoznali sa bitnim statistickim metodoma, koje nisu vezane isklju¢ivo za logisticku
regresiju, kao §to su metoda maksimalne verodostojnosti, Wald test, Hosmer - Lemeshow
test, Pirsonova hi-kvadrat statistika, ROC kriva, tabele klasifikacije.

U poslednjem poglavlju rada smo prikazali evaluaciju modela sa zavisnom
promenljivom gojaznost, gde su se kao znacajni rizi¢ni faktori pokazali: starost, stanje struka,
obim kukova, sprema majke, zbir DKN, duzina rekreacije, koli¢ina konzumiranog belog
hleba, proizvoda od mesa i gaziranih pic¢a nedeljno.

Logisticka regresija se pokazala kao mocan alat za pronalaZzenje zakonitosti u skupu
nominalnih varijabli i kao takva ima Siroku primenu u ekonomskim, populacionim,

bioloskim, marketin§kim, medicinskim i mnogim drugim istrazivanjima.
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