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Predgovor

Covek ne nestaje svojom smréu, on Zivi dok postoji se¢anje na njega, sve dok ima
onih koji ga pamte. Neki Zive i posle toga, nadZive i svoje unuke i praunuke, jednostavno -
zive vecno. Tu ve€nost obezbedili su onim Sto je ostalo da Zivi posle njihove smrti, a to su
njihova dela. Leonard Ojler je olicenje jedne takve vecnosti. Rodio se u XVIII veku ali kroz
dela koja je za sobom ostavio, Zivi 1 danas. " RacCunao je 1 stvarao bez vidljivog napora,
sli¢no kao Sto Covek diSe ili kako se orao odrzava na vetru!" - za Ojlera je govorio Arago.
Cak i potpuni gubitak vida, koji bi mnoge obeshrabrio, nije usporio velikog genija. Njegova
stvaralacka produktivnost ba$ tih godina bila je u najvecoj ekspanziji.

Taj Covek koji je kroz svoja dela nastavio da Zivi vekovima, bio je moja
inspiracija za ovaj master rad. U prvoj glavi su prikazani kljuéni momenti iz bogate
biografije Leonarda Ojlera kao matemati€ara, u drugoj glavi je dat savremeni prikaz Ojler -
Maklorenove formule. Na veoma pristupac¢an nacin prikazano je samo izvodenje formule,
proucavanje ostatka i kroz nekoliko primera prikazano racunanje pomocu Ojler -
Maklorenove formule.Tre¢a glava je i najobimnija jer objaSnjava Ojlerovo izvodenje
pomenute formule. Osim samog principa izvodenja formule po Ojleru, prikazani su i
Bernulijevi brojevi i polinomi u izvornom obliku, procena ostatka i Stirlingova formula.
Kroz primere je prikazana primena Ojlerovog tvrdenja ali je ipak, akcenat stavljen na
Ojlerovo formiranje sume reda preko opsSteg ¢€lana.

Zahvaljujem se svom mentoru, prof. dr Puri Pauni¢u na pomo¢i u odabiru teme za
ovaj rad, na svim savetima, sugestijama, i razumevanju. Takode se zahvaljujem i ¢lanovima
komisije prof. dr Vojislavu Petrovicu i prof. dr MiloSu Kurili¢u bez c¢ije podrske sigurno ne
bih uspela.

Novi Sad, jun 2014 Gordana Stanojkovi¢
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Glava 1:

Biografija Leonarda Ojlera kao matematicara

Leonard Paul Ojler — jedan od najproduktivnijih matemati¢ara, roden je 15. aprila
1707. godine u Bazelu (Svajcarska) a umro je 18. septembra 1783. godine u Sankt
Peterburgu (nekadaS$nji Lenjingrad u Rusiji). Bio je veoma znafajan matematiCar toga
vremena koga su njegovi savremenici zvali "otelotvorena analiza" putem koje je otkrivao 1
tumacio tajne fenomena prirode i odredivao dalje tokove razvitka matematike u
neprekidnom ljudskom nastojanju da spozna prirodu i da je menja.

Prva znanja iz matematike, Leonard Ojler dobio je od svoga oca koji je bio
sveStenik i ucenik Jakova Bernulija. Ojlerov otac je smatrao da njegov sin treba da studira
teologiju i orijentalne jezike i da postane sveStenik. Medutim, matemetika je sve viSe
ulazila u Zivotne pore mladog Ojlera 1 u potpunosti osvajala njegov duhovni svet.
Matematika je postala sfera njegovog neprekidnog interesovanja a on je istovremeno
nastojao da se posveti isklju€ivo i samo njoj. Iz tog razloga Ojlerov otac je odustao od
sopstvene ambicije da mu se sin bavi teologijom i dozvolio mu da studira matematiku.

Svoje studije zapoceo je na Univerzitetu u Bazelu gde je ubrzo po dolasku bio
zapazen od strane Johana Bernulija koji je u to vreme bio veoma istaknut profesor
matematike na pomenutom univerzitetu. Ojler je odlazio na privatne ¢asove kod Bernulija 1
za kratko vreme doSao do takvog nivoa da ravnopravno sa svojim profesorom raspravlja o
mnogim matemati¢kim problemima toga vremena. Tokom svoga uc¢enja Ojler se sprijateljio
sa Danijelom 1 Nikolom, sinovima Johana Bernulija koji su tada poput svog oca ve¢ uZzivali
ugled istaknutih matemati¢ara. O njihovom zajednickom radu, ubrzo se ¢ulo na daleko.
Prvi samostalan rad Ojler je uradio sa svojih devetnaest godina i time pokazao da zaista
poseduje ogroman talenat koji je u kombinaciji sa velikim radom garantovao i vrtoglavi
uspeh. Naime, Pariska akademija raspisala je 1727. godine konkurs za reSavanje problema
postavljanja katarki i jedara na jedrenjacima. Te godine Ojler nije dobio nagradu ali je
dobio posebno priznanje ¢ime naravno nije bio zadovoljan. To nezadovoljstvo resio je tako
Sto je kasnije dvanaest puta osvajao tu prestiznu godiSnju nagradu. Glavna odlika ovog rada
bila je analiza- tehnicka matematika ali mu je nedostajala prakti¢na primena.

Visoko priznanje stiglo je iste godine sa dvora ruske carice Katarine I. Ona je li¢no
ponudila Ojleru 1 bra¢i Bernuli da organizuju 1 razviju matemeticko odeljenje na Akademiji
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nauka (Ciji je ona osniva€) u Petrogradu. Na Petrogradskoj akademiji, objavljujuci svoje
publikacije Ojler je za kratko vreme prevaziSao brac¢u Bernuli i na taj nacin postao ¢uven
po svojoj genijalnosti Sirom ¢itave Evrope. Posle smrti carice Katarine I u Rusiji je doSlo
do velikih previranja pa se u to vreme Ojler okrenuo svom stvaralatkom radu kako bi
izbegao sve novonastale druStvene probleme. U prilog tome da se taj njegov trud i rad
isplatio govori i Cinjenica da je Ojler sa svojih 26 godina zauzeo vodeéi polozaj
matemetiara na Petrogradskoj akademiji. Bilo je izvesno da ¢e ostati da Zivi i radi u
Petrogradu pa je resSio da tu formira i bra¢nu zajednicu. Izabranica njegovog srca bila je
Katarina, ¢erka slikara Gsella. Iz dana u dan, politiCke prilike u zemlji su postajale sve gore
i gore pa je Ojler Zeleo da napusti Petrograd, medutim, brzim dolaskom njegove dece na
svet ipak je ostao i izlaz naSao u neprekidnom radu. Osim matematike oboZavao je i svoju
decu, imao ih je trinaestoro ali je petoro, na Zalost umrlo u ranom detinjstvu. Narednih
desetak godina Ziveo je vrlo povuceno i bavio se iskljuivo radom. Kada je raspisana
pariska nagrada za astronomski problem za koji su neki istaknuti matematicari trazili
nekoliko meseci, Ojler je odlucio da je osvoji tako $to je problem reSio za tri dana. Alj,
zbog veoma velikog uloZenog napora, on se razboleo i oslepeo na desno oko.

Na predlog ¢uvenog francuskog matemati¢ara Dalambera, pruski kralj Fridrih II
1741. godine poziva Ojlera u Berlin i poverava mu rukovodenje matematickim odeljenjem
Berlinske akademije nauka. Svoju plodnu matematicku aktivnost koju je veoma razvio u
Petrogradu sada nastavlja u Berlinu kroz formiranje Sirokog kruga matematicara. Veze sa
Petrogradom nikada ne prekida, naprotiv, svoje nau¢ne rasprave objavljuje ne samo u
publikacijama Berlinske, ve¢ 1 u publikacijama Petrogradske akademije. Narednih
dvadesetak godina Ojler je Ziveo u Berlinu gde ga je kralj Fridrih II osim u nauc¢ne svrhe
angazovao 1 u reSavanju prakti¢nih problema kao $to su kovanje novca, kanalima za vodu,
kanalima za plovidbu. Kako nije bio u velikoj ljubavi sa kraljem Fridrihom II zbog svoje
nesposobnosti da ucestvuje u diskusijama o filozofskim pitanjima jer ga to nije zanimalo
rado je prihvatio srdaan poziv Katarine Velike i 1766. godine se vratio u Petrograd. U to
vreme, Ojler je poCeo da gubi vid i na drugom oku pa je ubrzo posle neke bolesti potpuno
oslepeo. U svojoj 59. godini ostao je sasvim slep. Ali to nimalo nije uticalo na njegov duh i
umanjilo njegov talenat. Kada su ga jednom prilikom posle neuspele operacije oka upitali
kako ¢e nastaviti sa radom, on je vedro odgovorio: "Sada mi bar niSta ne¢e ometati paznju."
Nastavio je sa radom tako §to je formule i objaSnjenja diktirao svojim sinovima koji su sve
vredno prenosili na papir. Umesto da se smanjuje, njegova matematiCka produktivnost se
povecavala.

Bez obzira na ovaj nedostatak, Ojler je imao fantasticno pamcenje tokom ¢itavog
svog zivota. U prilog tome govori €injenica da je znao Virgilijevu Aeneidu napamet. Osim
toga, posedovao je izuzetnu sposobnost da raCuna napamet i to ne samo aritmeticke izraze
ve¢ 1 komplikovana izracunavanja koja su zahtevala infinitezimalni racun 1 viSu algebru.
Sve vazne matematicke formule koje su postojale u Ojlerovo doba bile su memorisane u
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njegovoj glavi. Zahvaljuju¢i neverovatnoj memoriji, nastavio je da radi i tokom poslednjih
17 godina Zivota kada je bio potpuno slep. U stanju slepila izveo je i Cuvenu lunarnu teoriju
- kretanje Meseca koja je i samom Njutnu zadavala dosta poteSko¢a. Tom prilikom, sve
sloZene analize QOjler je u potpunosti izvrSio u svojoj glavi.

1771. godine, (pet godina nakon povratka u Petrograd) u velikom poZaru izgorela je
Ojlerova kuca 1 sav namesStaj u njoj a zahvaljujuci poZrtvovanosti njegovog odanog sluge i
sam je izbegao smrt. Tom prilikom izgorela je i biblioteka ali svi Ojlerovi rukopisi su
spaSeni. Kompletan gubitak sanirala je carica Katarina tako da je Ojler ubzo mogao da se
ponovo vrati svom radu. U 69. godini svoga Zivota (zbog smrti) ostao je bez svoje prve
supruge pa se nakon godinu dana oZenio po drugi put. Njegova druga Zena bila je sestri¢ina
prve Zene 1 zvala se Saloma Abigail Gsell.

Kada govorimo o Ojlerovim delima neophodno je spomenuti njegova istraZivanja
na podrucju teorijske matematike i to specijalno iz oblasti matematiCke analize. Njegova
najznacajnija istraZivanja u oblasti matematiCke analize sadrzana su u delima: Uvod u
infinitezimalnu analizu; Osnovi diferencijalnog racuna; Osnovi integralnog racuna;
Metoda iznalaZenja krivih linija koje imaju osobine maksimuma i minimuma. Ova
kapitalna dela klasi¢ne matematic¢ke analize Ojler je objavio na latinskom jeziku u periodu
od 1744. do 1770. godine. a istovremeno su bila izvor iz koga su potekli fundamentalni
tokovi razvitka klasi¢ne matematic¢ke analize u XVIII 1 XIX veku.

Ojler je u matematicku notaciju uveo nekoliko konvencija koje je publikovao kroz
svoje mnogobrojne udZbenike. Spomenu¢emo neke od bitnijih: prvi je uveo pojam funkcije
za argument X u obliku f{x), uveo je moderan zapis trigonometrijskih funkcija, slovo e kao
oznaku za osnovu prirodnog logaritma (danas poznatu i kao Qjlerov broj), gréko slovo X
za oznaCavanje sumiranja i slovo [ za oznadavanje imaginarne jedinice, koristio je gréko
slovo T da oznaci odnos obima 1 poluprecnika kruga, iako to nije bila originalno njegova
ideja. Poznat je po velikom doprinosu u razvoju stepenih redova, prikazivanju funkcija u
obliku zbira beskona¢no mnogo sabiraka. Uveo je eksponencijalne funkcije i logaritam u
analiticke dokaze. Otkrio je nacin da se izraze razliite logaritamske funkcije pomocu
stepenih redova, i uspe$no je definisao logaritme negativnih i kompleksnih brojeva, i na taj
nacin proSirio domen matematicke primene logaritama. Definisao je eksponencijalnu
funkciju za kompleksne brojeve i otkrio njenu vezu sa trigonometrijskim funkcijama.

Za proizvoljan realan broj ¢, prema Ojlerovoj formuli, vaZi jednakost: e'¢ =

cosg + ising gde je poseban slucaj te formule, koji se dobija za vrednost ¢ = T poznat
kao Ojlerov identitet ,

e"+1=10
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Slikal. Ojlerov identitet

Jo§ jedan primer njegovog fenomenalnog otkrica je Ojlerova kruZnica ili kruznica 9
tataka. To je kruZnica koja se moZe konstruisati za svaki trougao a ime je dobila po
slede¢im tackama koje sadrzi:

e Podnozja visina trougla, (tri tacke u kojima se normale iz temena trougla seku sa
stranicama na koje su normalne H, ,Hg ,H. )

® Podnozja teziSnih duZi trougla, (teZiSna duZz je duzZ koja spaja teme trougla 1 srediSte
nasprame strane i ovih tacaka takode ima tri M, , Mg , M. )

¢ Sredine rastojanja ortocentra trougla od svakog temena E, ,Ep , E¢ .

Slika2. Ojlerova kruZnica

Osim ove kruZnice, neophodno je spomenuti i pravu koja u svakom trouglu prolazi
kroz tri tacke: ortocentar (H), teziSte (G) i centar opisanog kruga oko tog trougla (O).
Dokaz da su te tri tacke kolinearne prvi je izveo Ojler a sama prava dobila je, njemu u Cast,
ime Ojlerova prava.
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Slika3. Ojlerova prava

Interesantno je pomenuti kako je Ojler definisao funkciju. Po njemu, funkcija od x
je svaki analiticki i1zraz po X koji sadrzi osnovne aritmeticke operacije, stepen, logaritam i
trigonometrijski izraz. Osim ove definicije, podstaknut matemati¢kim reSenjima nekih
konkretnih problema fizike on izvodi jo$ jednu definiciju koja tvrdi da je funkcija svaka
veza izmedu veli¢ina X i y koja se u ravni xQy izraZava ma kojom krivom, povuenom
slobodnom rukom. Ova definicija funkcije bila je primenjivana sve dok Dirihle u prvoj
polovini XIX veka nije izveo opStiju definiciju.

Od izuzetnog znacaja za matematicka istraZivanja je ¢injenica da je osnovni obrazac
na kome se bazira teorija funkcija kompleksne promenljive zapravo Ojlerov obrazac kojim
se preko imaginarnih brojeva uspostavlja veza izmedu eksponencijalne funkcije i
trigonometrijskih funkcija. Ovaj obrazac daje vezu izmedu jedne monotone funkcije i
oscilatornih funkcija. Pojava ovog obrasca je od posebnog znacaja za teoriju logaritma i to
narocito za reSavanje pitanja logaritma negativnih i imaginarnih brojeva.

Kakav i koliki doprinos u oblasti odredenih integrala specijalnog tipa je Ojler
ostavio proizilazi iz same ¢injenice da su i danas u matematici oni poznati kao Ojlerovi
integrali. Poseban doprinos je dao u izu€avanju elipti¢nih integrala stvaraju¢i uslov za
razvoj teorije elipti¢nih funkcija kao posebne oblasti u matematickoj analizi. Takode, od
velikog su znacCaja i Ojlerova istraZivanja u teoriji beskona¢nih redova. On je sumirao niz
konkretnih numerickih redova i pokazao kako se mogu sumirati drugi numericki redovi. Na
ovaj nacin dao je veliki doprinos numeric¢koj infinitezimalnoj analizi, kada je u pitanju
primena beskonacnog reda.
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Ipak, sa sigurno$¢u moZemo reci da je najobimniji i najznacajniji Ojlerov doprinos
u oblasti diferencijalnih jednacina (obi¢nih i parcijalnih). U ovim Ojlerovim istraZivanjima
zapravo je doSlo do izrazaja jedinstvo teorije i prakse. Za njega su, diferencijalne jednacCine
zapravo bile sredstvo matematicke analize za proucavanje razliitih pojava u prirodi. To
objasnjava njegovo veliko interesovanje za probleme matematicke fizike 1 mehanike koje je
fantasticno znao da formuliSe u obliku diferencijalnih jednacina a zatim im nalazio
odgovarajuca reSenja. Ustanovio je veliki broj kriterijuma integrabiliteta diferencijalnih
jednacina 1 reSio prilican broj diferencijalnih jednacina. Izveo je niz opStih metoda za
integraciju diferencijalnih jednacina-posebno parcijalnih. Dao je sistemsku teoriju
singularnih integrala diferencijalnih jednacina prvog reda i razradio metodu diferencijacije,
kao metodu za reSavanje diferencijalnih jednacina. Zasluzan je za formiranje metode
karakteristika i metode integracije parcijalnih diferencijalnih jednacina pa ga slobodno
moZemo smatrati tvorcem teorije diferencijalnih jednaCina kao posebne matematicke
discipline.

Kao posebnu oblast matematicke analize, Ojler je osnovao varijacioni ra¢un koji se
bazira na njegovim istraZivanjima vezanim za razne linije na povrSi. Naime, radi se o
iznalaZzenju krivih koje imaju specijalne osobine u vidu ekstremuma (minimuma ili
maksimuma). Do Ojlera su ovi problemi reSavani geometrijski i to na prilicno
komplikovan nacin ali ih je on veoma uprostio uvodeci prikladan analiticki metod za
njihovo reSavanje.

Od velikog znaCaja su i Ojlerova dostignuca iz oblasti geometrije gde zapravo
dolazi do izrazaja primena metoda matematiCke analize u geometriji. U tu svrhu ¢emo
pomenuti analiticki prikaz konusnih preseka i analizu opste jednacine drugog stepena sa tri
promenljive kojom je potpuno ustanovio kakve povrsi predstavlja pomenuta jednacina u
Dekartovim koordinatama. Na osnovu radova vezanih za oblast diferencijalne geometrije
smatra se jednim od njenih tvoraca. Isto vazi i za topologiju i trigonometriju.

Ojlerova istraZivanja su ostavila ogroman doprinos i u oblasti verovatnoce, raCuna
kona¢nih diferencija, astronomije i fizike, razvitku raznih grana primenjene matematike u
kojima uglavnom koristi matemati¢ku analizu kao instrument istraZivanja i na taj nacin
postiZe neverovatne rezultate. To potvrduju i njegova dela: Mehanika ili nauka o kretanju
analiticki izloZena; Teorija kretanja planeta i kometa; Teorija kretanja meseca(objavljena
na latinskom u periodu od 1736. do 1753. godine).

Ojlerova mehanika je prvo veliko delo u kome on primenom matemati¢ke analize
reSava gomilu problema iz mehanike. U ovom svom delu prikazao je primenu matematicke
analize na nauku o kretanju. Prikazana su veoma obimna prou€avanja koja se odnose na
kretanje Cvrstog tela, a takode je u tim svojim istraZivanjima postavio i opSte jednacine
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hidrodinamike. Veliki je njegov doprinos 1 u oblasti nebeske mehanike i astronomije gde je
na genijalan nacin primenio metodu varijacije konstanata. Razradio je teoriju kretanja
meseca i dao je znacajan doprinos reSavanju problema plime i oseke kao i teoriji problema
triju tela. Primenom matematiCke analize u nebeskoj mehanici 1 teorijskoj astronomiji
stvorio je fantastiénu nau¢nu podlogu za razvoj tih oblasti koje su svoju veliku ekspanziju
dozivele tokom XIX veka u delima Gausa i Leverijeva otkricem planete Neptun. Osim
ovih, predmet nauc¢nih istrazivanja Ojlera bili su teorijski 1 prakticni problemi balistike,
brodogradnje, akustike, optike, magnetizma i mnogih drugih oblasti matematicke fizike.

Ojlerov matematic¢ki genije ostavio je dubokog traga skoro u svim oblastima
teorijske i primenjene matematike. On je podjednako lako i podjednako genijalno prilazio
reSavanju razno-raznih problema u teorijskoj 1 primenjenoj matematici. Napisao je oko 900
nau¢nih radova iz oblasti algebre, matematicke analize, diferencijalnih jednacina, stepenih
redova, specijalnih funkcija, diferencijalne geometrije, teorije brojeva, racionalne
mehanike, varijacionog racuna, muzike, optike, fizike, hidrodinamike i1 astronomije. Svoj
prvi samostalni rad napisao je sa devetnaest godina, poslednji samo nekoliko dana pre svoje
smrti u 77. godini Zivota a skoro polovinu svojih radova napisao je kao potpuno slep. U
znak zahvalnosti Sto je takav genije postojao veci broj matemeti¢kih termina nosi njegovo
ime.
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Glava 2

Savremen prikaz

Ojler-Maklorenove formule

2.1. Izvodenje formule

U svom poznatom delu Kurs diferencijalnog i integralnog racuna, Fihtengoljc je na
veoma pristupaan nacin dao savremeni prikaz Ojler-Maklorenove formule, obrazlozio
njegovo proucavanje ostatka i kroz nekoliko interesantnih primera pokazao sam postupak
racunanja pomoc¢u pomenute formule.

U daljem tekstu dat je prevod iz VI paragrafa Fihtengoljceve knjige Kurs
diferencijalnog i integralnog racuna (583-594 str.) gde on detaljno prikazuje kako je
nastala Ojler-Maklorenova formula.

Posmatrajmo Tejlorovu formulu sa ostatkom za analiticku funkciju, odnosno,
dovoljno puta diferencijalnu funkciju, u formi odredenog integrala:

A f(xo) = fo + h) = f(xo) = h f' (o) + = "' (xg) + -+ FM () 4 p
gde je:

p=— [ F () (o + h— B de = [ fH D+ h - 2) S dz

m!

11
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Uzmimo sada umesto f naizmeni¢no funkcije:

: ! 17 _ _
S F@de, fG), hfI@), RGO, . M),
istovremeno zamenjujuci m, odnosno m, m—1, m -2, m=3,..,1.

Na ovaj nacin dobijamo sistem od m jednacina:

1: 2 5% f(dt = £ (ro)+ S /(o) + 5 f7 (x) +..4 Z F0m=D(x) + pg

Ag: A f(xp) = hf” (xo) +2 f”(xo) +.. + 1),f(m D(xo) + p1
Ay: hAf'(xy) = +h2f" (x0) +.. + nn 2),f(m D(xe) + P2
p(m-1)

Ap_q: R™72A F=D(x) = £ D (xg) + Py

......

jednakost sa svim ostalim, mnoZe¢i redom sa brojevima Aq,A4,,... A_1, koje ¢emo
izabrati tako da vazi:

1 1 1
;‘l‘Al_O §+ZA1+A2:0;--.

L 4+ A, =0
m!  (m-1)! (m 2)! 2t et Apor =

dobijamo sledeci rezultat:

fx) = [ F(O)dt +4;A f (o) + Aghf' (o) + - + Am 1R 2A f "D xg) + 1

. 1 rh
gdeje r=—po—A1p1 —Asp; — = Ap-1Pm-1 = T fo f(m)(xo +h—2)-
hzm-1 h2ym—2 _ . )
{ + A, (WZl o ) (mz_z)! + -+ A, A™ 12} dz ili kraée:

1 rh
r=—% fo F (xy +h— z)¢_(z)dz,

12
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B zMm-1 h2,m—2

(m-1)! +4; (m=2)!

m
gde je ¢ (2) =%+A1 + o4 Ay k™2
Ocigledno, iz sistema linearnih jednacina, o kojima je ranije bilo reci, koeficijenti
Ay, A,, ... Ay —1su jedinstveno odredeni jedan za drugim, i pri tome ne zavise od izbora
funkcije f i brojeva xy i h. Medutim, ti koeficijenti su nam ve¢ poznati - to su koeficijenti

Bk . .
— iz razlaganja

o stepenima od X.
k! ex—1 P p

Zaista, ako se podsetimo jednakosti (S + 1)* — ¥ = 0 kojoj odgovaraju brojevi 3, lako
¢emo se uveriti da su brojevi % zapravo reSenja jednakosti koje smo definisali za

koeficijente A, Az, ... Apy—1. Na osnovu toga za brojeve S, imamo da vazi:

Br_ 1, _ Popr _
A1+ ? - _E b AZp—l_ (2}?—1)' - O za p >1
_ Bap = (—1)P! Bp_ de je B.,, Bernulijev broj
2P (2p)! (2p)! S T ! >

b—
Posmatrajmo funkciju f(x) na odredenom intervalu [a, b] i neka je h= Ta ;

B

gde je n prirodan broj i ako za xy uzmemo naizmeni¢no brojeve:
a, a+h, a+2h,...a+(n—1)h=—h,pa zasvaki interval

l[a+ (i—1)h,a+ih] (i =123,..n) pojedinatno formiramo jednakost oblika:
flx) =5 [20" F(O)dE +A18 f (o) + Aghf' (o) + -+ + At R 2A f D () 4 1

X0

h
sa ostatkom r= —% fo FO(x, +h— z)¢_(z)dz,

Ako sada sve te jednakosti sloZimo dobi¢emo:

n b b
> flatG-Dy= Y e =1 [ Feadx + ailrd) - @) +
i=1 a a

Ash|f - f ’(a)] oot Ay RTE[fD (D) — D ()] + R gde je

D=
OS:‘

1l
=

S

l

b h
f(m)(a+ih—z) ¢ (2)dz = —%fo(m)(x+h—z) ¢on(2)dz
a 0

Ovo je Ojler-Maklorenova formula sa ostatkom, za razne vrednosti m pocev od broja 2.
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2.2. Proucavanje ostatka

Na koji nacin je Ojler proucavao novonastali ostatak prikazano je u narednom
tekstu kroz prevod iz takode Fihtengoljcevog dela Kurs diferencijalnog i integralnog
racuna, u VI paragrafu (586 str.)

Diferenciranjem izraza koji definise ¢, (z) dobi¢emo:
Om'(2) = Pm_1(2) + Am—lhm_1

Osim toga, imamo da vaZi da je ¢,,(0) =0 i @, (h) =0 zamakojem =2 (slediiz
ranije definisanih uslova za brojeve A4, 4;, ... Ajp—1 )

Sada smo u moguénosti da dokaZzemo sledece tvrdenje:

Funkcija @55 (2) (parnog reda) moZe imati razli¢itu vrednost vise od dva puta na
intervalu [0, h].

Dokaz: Pretpostavimo suprotno. To znaci da pretpostavimo da je njen izvod:

(ka’(Z) = @,-1(2) i da je pri tome A, = 0.

Po Rolovoj teoremi tada bi ova funkcija unutar intervala [0, h] imala vrednost O ne
manje od dva puta. U tom slucaju i izvod

/ — 2k-2
Par-1'(2) = Qar—2(2) + Agp2h
po toj teoremi bi morao da ima vrednost O unutar intervala [0, h] ne manje od tri puta, tj.
funkcija @,4_»(Z) unutar tog interval bi dobijala jednu i samo jednu vrednost:
— Ay, h?*72 ne manje od tri puta. Na osnovu toga, ako sada formiramo postepeno red
1 0 1
Z —

funkcija (i sa dva clana, doli bi do zakljucka da funkcija @,(Z) = 3 3

(kvadratni binom) dobija nekada vrednost 0 ne manje od tri puta, §to je apsolutno
nemoguce. Ovim je tvrdenje dokazano.

1z ovog tvrdenja proizilazi veoma vaZna posledica:

Funkcija @5 (Z) zadrZava svoj znak u intervalu (0,h), ¢ak moZe da ima vrednost O
na krajevima intervala i pri tome unutar intervala viSe ne moZe imati vrednost 0.

Lako je konstatovati, kakav znak zadrZava (o&uvava) funkcija ¢, (z) za dovoljno

male Z a to znaci za sve unutar intervala (0,h) ) ovaj slozeni ¢lan ima znak takav da je
odreden ¢lanom

14
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Agiah® 7222 (Agp_i = 0) 4. kako je

—2 Bp- .
Agpy = (—1)F Zﬁ znak je (—1)*.

Na taj nacin, dve uzastopne funkcije parnog reda @,;(2) i @,x42(2z) zadrzavaju
(¢uvaju) svaka odredeni znak u (0,h) ali su ti znaci suprotni.
Vratimo se sada na ostatak R i pretpostavimo da je m paran broj tj. m = 2k i

pretpostavimo da su izvodi f(2k) @if (2k+2) (2) u intervalu [a, b] oba pozitivna ili oba

negativna. Iz izraza za R posle dvostruke integracije po delovima dobijamo:

h
R=—>32 (" @u(@)f ) (x + h—z)dz =

h /
= X8 [ (Azeh®™ = Qo @)f P (x + h - 2) dz =
= = Agich? TE[F @D (x + h) = FERD )] =238 [ 931es @D f PV (x + h — 2) dz =
= A h? 2 [f D) = fAD@] =158 [ Parae @ P+ b~ 2)dz =

= A h? 7 [f D B) = fAD(@)] =358 fy 02rs2@f P+ h—2) dz =

Na osnovu formiranih pretpostavki, podvucene sume integrala imaju suprotne znake
a prva od njih ima isti znak kao izraz

Agch? [ f@=D(p) — 2=V (q)] i po apsolutnoj vrednosti manje od nje.
Na taj na¢in moZemo konstatovati da vazi:
R=Ray= 0+ Ay b [f D () - D (a)] =

- -1_B —1J £(2k-1) (2k-1)
_9_(_1)]{ 1(2_’:5)!h2k 1[f2k 1(b)—f2k 1(a)] (O<9<1)

Ako sada pretpostavimo da svi izvodi [ (2k) (2) parnog reda zadrzavaju (¢uvaju) u
intervalu jedan i samo jedan znak, i ako umesto konacne Ojler-Maklorenove formule
napiSemo beskonacan red koriS¢enjem ve¢ definisanih vrednosti za koeficijente A,,

dobi¢emo beskonacan Ojler-Maklorenov red:

15
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S f(x) = %f;’ fO)dx - L[f(b) - f(@)] +
Zhlf' ) - (@] =Z2R3[f"(b) - £ (@)] +.

+ (- 1)k 2 (zik ;)' 2k—3[f(2k—3)(b) _f(2k—3)(a)] +

-1 B —1[ £(2k-1) (2k=1)
+ (_1)k 1@h2k 1[f 2k—1 (b)_ka 1 (a)]+

Ovaj red uopsteno govoreci divergira (tako da je znak = ovde postavljen uslovno).
Na osnovu pomenutih pretpostavki, on u krajnjoj meri pocinje od tre¢eg ¢lana koji moZze
biti promenljivog znaka. Ako jo§ spomenemo prethodno konstatovani ostatak R moZemo

re¢i da napisani red definise sumu Y2 £ (x).

. 1 b . . e .
Ako tu sumu i integral - fa f (x)dx preuredimo, izmenivsi pri tome znakove svih

ostalih ¢lanova u suprotne,dobijamo red koji definiSe imenovani integral.
Parcijalne sume tih redova dozvoljavaju ponekad da se sa velikom tacno$éu

L s - 1 b o
izratuna suma Y5 f (x) znajuéi integral, ili integral - fa f(x)dx znajuéi sumu. Naravno, u

svemu ovom osnovnu ulogu ima ¢injenica da nam je unapred poznata procena ostatka.

2.3. Primeri ra¢unanja pomocu Ojler-Maklorenove formule

U naredna tri primera prikazana je konkretna primena Ojler-Maklorenove formule
prilikom odredivanja pribliZznih vrednosti (prevod, Fihtengoljc — Kurs diferencijalnog i
integralnog racuna, V1 paragraf ,588 str.)

Primer 1.  Na¢i pribliznu vrednost sume 900(!) ¢lanova
i=999 1 _ y10001, . . . _1 _ b= LB =
i=1007 = 100 » uzimajudiza f(z) = S 4= 100, b =1000 1 h = 1.

120

f@=-=% f'@==f"@=-=; f"@==; f'@2) =-

i uopste f(?¥)(2) = (2k).

2k+1

su ve¢ poznati uslovi za izraCunavanje izvoda parnog reda.
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ProduZi¢emo razlaganje do ¢lana koji sadrzi f " tako da u ostatak ulazi ve¢ fr.

U tom sluc¢aju na osnovu Ojler-Maklorenove formule imamo:

10001 _ 1000ax 1,1 1 . 1,1 1 .,
100, ™ f100 P 2(100 1000 )+ 12(1002 10002)
6,1 1 12 11
720°100% 10004 )+ 0 30241006 10006 ) 0<6<1
Kako je
1000 dx
f — = 1n10 = 2,302585092994045. . .

100 x

1,1 1
7(ﬁ 1000 ) = 0,0045

1 1 1

121002 10002

) = 0,00000825

6 1 1
720°100% 10004

) = 0,000000000083325

2,307093342910720

12 , 1 1
) ( - ) < 0,000000000000004
30241006 10006

1
Dakle, s taénoSéu do 737 moZemo reci da je iggoi = 2,30709334291072

. 1d 1
Primer 2. Izratunati | 0 ﬁ =1n2; akoje f(z) = o

a=0, b=1ih=—

10
(n=10) Imamo da je:
! 1 " _ 2 rr _ 6 .
f@=—ag 'O =g /M@=
" _ 24 . v _ 120 L. . (2k) _ (2K)!
f (Z)_(1+z)5' fP(@2) = (1+2)8’ iuopste  f (Z)_(1+z)2k

tako da su naSi uslovi opet ispunjeni. Iskoristitemo modifikovanu Ojler-Maklorenovu

ver o . v . v i
formulu, razloZi¢emo je i ovoga puta do ¢lana koji sadrzi f
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1d 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o=ttt - —(1-1) -
14z 10 11 ' 12 13 ' 14 ' 15 ' 16 ' 17 ' 18 19 20° 2
1 1 6 1 12 1

~ 1200013t 7200000(1_5 )= 03024000000(1_5) 0<6<1
Dalje imamo da je :
1 1 1 1
b — 4 — 4 e+ — = 0,718771403
10 11 | 12 19

1 1
—55(1=2) = —0,025

1 1y _
—T350(1—3 ) = —0,000625
6 1
(1—=) = 0,000000871
7200000 16
0,693147184
12 1
" Zo72000000 L ~ 76z ) < 0,000000004

1d
Prema tome, sa tacnoSc¢u do dobijamo da je = - In2 = 0,69314718

2:108 0 1+x

Primer 3. U ovom primeru pokaza¢emo kako pomo¢u Ojler-Maklorenove formule moze

biti priblizno izra¢unata suma sporo konvergiraju¢eg beskona¢nog reda.

. 1
U tu svrhu posmatratemo : T 2= 62?21 7z

1
Zamenimo u Ojler-Maklorenovu formulu sa ostatkom f(x) = 220 h=1, b=a+nh

gde su a i n bilo koji prirodni brojevi. Integral i izvodi se jednostavno izracunavaju pa

posle njihove zamene umesto A,,, dobijamo:

=0 (g+i)2 atn a 2 Ll(a+n)? a2

n-1 1 1 1] 1[1 1

B NS Y S
(a+n)3 a3 + (a+n)5  ab

.. (-1 ZBk_1 [(a+n)2k‘1 - azk—l] —6,(-1) 1Bk [(a+n)2k+1 - a2k+1]

pri ¢emu je (0< @, < 1). Za odredeno a i k dolazimo do granice kada 1 teZi oo.

18
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Lako je konstatovati da 8, takode teZi nekoj granici 0, (0< 6 <1) pa imamo:

0 1 1 1 1 1 1 1
05 -—t--=5+B;=—B,—=+B;——...+
ZiZo (a+i)2 a 2 a2 1g3 25 7347

- 1 - 1
(DB i + 0~ D) By 7

Ako sada odredimo da je @ = 10i k =10 i ako iskoristimo poznata svojstva Bernulijevih

brojeva dobijamo da je:

71_2_629 1+6+3+1 1+1 1+ 1
T Y4=142 7 919 100 1000 5-105 7-107 5-10° 11-1011
691 N 7 3617 43867 174611
455-1013 1015  85-1017 © 133-1019 55-1021

Izracunavanje ¢emo vrsiti do 19 decimala:
1
6Z?=1 2= 9,2386063869992441421

6 3 1
— +— 4+ ——=0,631
10 100 1000

1

- = = 0,000002
5-10
1
— =0,0000000142857142857
7:10
T 5109 —0,0000000002
111001 0,0000000000045454545
691
~ 2851013 =-—0,0000000000001518681

T = 0,000000000000007
10

- 8:6110717 =—0,0000000000000004255
43867

1331019 0,0000000000000000330

9,8696044010893586217
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Ako uzmemo u obzir zaokruZivanje gresSke i ostatak dobijamo da je

1

e = 9,86960440108935862 satatnoséudo ——=
2-1017

Sumu T2 konvergentnog reda smo izracunali sa veoma velikom preciznoS$¢u
pomoc¢u Ojler-Maklorenove formule, koriste¢i se parcijalnom sumom divergentnog reda

koji definiSe broj 2.

Ako bi hteli da postignemo isto a da pri tome koristimo samo konvergentan red,
tada bi morali uzeti viSe od milijardu njegovih ¢lanova.

2.4. Drugi oblik Ojler-Maklorenove formule

U prethodnom tekstu dat je savremeni prikaz Ojler-Maklorenove formule koji je
detaljno prikazao i razradio Fihtengoljc ali se on nije na tome zaustavio ve¢ nam je
omogucio jos jedno videnje pomenute formule.( prevod, Fihtengoljc Kurs diferencijalnog i
integralnog racuna, V1 paragraf ,592 str.)

Po¢i ¢emo od ve¢ poznatog oblika Ojler-Maklorenove formule i1 pretpostavi¢emo
da izvodi funkcija f(x) bilo kog reda postoje u beskonaénom intervalu [a,o0) i
zadovoljavaju uslove:

a) svi izvodi f ?¥)(z) parnog reda imaju u tom intervalu jedan i samo jedan odreden znak;
b) svi izvodi f ?¥=1(z) neparnog reda teze 0 kada z — oo;

Neka je broj m paran tj. m = 2k. Brojevi @ i h su odredeni, b = a + nh gde je n bilo
koji prirodan broj. Ostatak R predstavi¢emo na slede¢i nacin:

w ch . o h . _
_% i=1 fo P22 f ) (a + ih — z) dz + %Zi=n+1 fo @D f ) (a+ih—z)dz =

= _% i—a foh P (@) f#)(x + h— 2) dz +%Z:'X;b foh 0D fF)(x +h—2)dz

Dalje, izvrSicemo kombinovanje ovih suma sa svim ¢lanovima Ojler-Maklorenove

formule koji sadrZe @ i na taj nac¢in formirati novu konstantu koja ne zavisi od b:

Cp = —Arf(@) = Aphf'(@) = - — Agy kP 3F R (@) =230 (" ) ;

Ako sada ovu konstantu uvrstimo u ve¢ postojecu Ojler-Maklorenovu formulu dobi¢emo:
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$5£(0) = Gt [ FGOx + Ay f(B) + Aphf'(B) + -+ Ay ph? 3 fP-(b) + R’
gdeje R =232 [ 02 f P (a+ih—2) dz =

=232, [ ou@fCOB +ih—2)dz = 132, [ o (@)f PR (x + h—2) dz

Ostalo je jo§ da se potvrdi konvergencija koriS¢enih beskonacnih redova. U tu

svrhu, a na osnovu do sada re€enog moZemo konstatovati da vazi:
-1 rh .
7 Xieq Jo ©21(2) f 30 (a+ih—2)

1
h
0< Azkh2k_1 [f(zk—1) (a)_f(zk—1) (b)]

Na osnovu svojstva funkcije ¢, k(Z) i prema uslovu a) svi ¢lanovi u brojiocu imaju

jedan i samo jedan znak koji se poklapa sa znakom u imeniocu. Otuda, odredujuéi granicu kada

n — oo i na osnovu uslova b) mozemo da govorimo o konvergenciji reda:

152 [ oa@F PO+ h—2)dz = 252, [ () f PR (@ + th — 2) dz

pri ¢emu njegove sume imaju isti znak kao izraz A, h**"1f@*~D(q) i po apsolutnoj
veli¢ini nije veéi od njega. Zamenjujuéi u prethodnom obrazloZenju brojeve a i b

potvrdi¢emo konvergenciju reda:

1@ (h _lww h .

~¥5 I O (@ f O (x +h—2)dz = ~Xi1 ]y @2 (2) PO (b + ih — 2) dz
a takode i to da njegova suma ima takav znak kakav ima izraz A, h%*~1f k=D (b) a po
apsolutnoj veli¢ini nije veci od njega.

Dakle, ne samo da smo dokazali konvergenciju primenjenih beskonacnih redova,

veé smo pokazali da se ostatak R’ moZe napisati u obliku:

R =0- A2kh2k—1f(2k—1)(b) -0- (_1)k—1 %th—lf(Zk—l) (b) 0<0<1)

Neophodno je jo§ spomenuti da za konstantu Cj, koju smo ovde formirali i koristili
nije iskjlucena mogucnost zavisnosti od indikatora k. Da bi se u to uverili dovoljno je
uporediti formule:

S8 £00) = it [ FQdx + Ay f(b) + Aphf (b) + -+ + Agie_ph® 3 f K9 (b) + R’
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i R' =0 _A2kh2k—1f(2k—1) (h) =9 - (_1)k—1(f_’f)'h2k—1f(2k—1)(b) (S K}

sa formulama napisanim za k = 1:
Y5 F(x) = Cpt %f: FOdx + A f(B)+R", R"=0"4,hf (b)) (0<8 <1)
Dakle,
Cy+0 Ahf () = CotAghf (B) + . o . + Agy_yh2K=3F@K=3)(p) 1+ DA, RZE-1F2H=D) (1)

i ako teZimo granici kada b > o i na osnovu uslova b) dobijamo da je C;, = C, = C. Ova
konstanta naziva se Ojler-Maklorenova konstanta za funkciju f(x). Osim od izbora same

funkcije ova konstanta zavisi i od izbora a i h.

Napomena: Kada smo govorili o jednakosti granice, bilo je neophodno znacima
nejednakosti pridruZiti i znak broja 0 u poslednjoj formuli za R'tj. (0< 8 < 1) . Kako se
jednakost nuli iskljucuje, odmah je jasno da suma beskonac¢nog reda sa ¢lanovima istog
znaka ne mozZe biti nula. Ako se pretpostavi da je 6 =1 i ako bi u formuli

S5F () = Gty J), QX + Af(b) + Aghf' (B) + 4 Agy_sh®3F K3 (b) 4 R’

uzeliza k =1tadabi R'=0 ato nije moguce (ve¢ smo pokazali). Dakle, vazi (0< 0 < 1)
kako smo ranije konstatovali.

Ako sada, umesto konac¢ne sume

S5 F() = Gty Jl, QAR + A f(B) + Aghf' (B) + v+ Agy_sh® 3K (b) 4 R’

posmatramo beskonacan red, dobi¢emo Ojler-Maklorenov red u sledecem obliku:
1 b 1 B ! B "
YPf(x) = C+Efa f(x)dx -3 f(b) +2—?hf (b) — 4—?h3f (b)+...+

—_1 Bg- _ _ _1 B _ _
+(_1)k 1(2’5_;)!h2k 3f(2k 3)(b)+(_1)k 1(2_15)!h2k 1f(2k 1)(b)+...

(znak jednakosti ovde ima samo uslovni smisao)

Na osnovu uslova a) svi izvodi f ¥~V (b) sa rastom b menjaju se u istom pravcu, a
istovremeno na osnovu uslova b) kada b — o oni teZe 0, sa sigurno§éu mozemo zakljuciti da
oni imaju jedan i samo jedan znak. Prema tome, a i na osnovu

By

RI= 9- A2kh2k—1f(2k—1) (b) =0- (_1)k—1 0

h2k=1f(2k=1) (p) 0<06<1)
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konstatujemo da i u novom obliku Ojler-Maklorenov red definise sumu Y2 f(x) potpuno

istu kao onu o kojoj smo ranije govorili.

Jo$ je ostalo da napomememo, ako izaberemo neko b > a za koje se i suma i

integral izraGunavaju bez teSkoc¢a, moguce je za konstantu C' dobiti red koji je definiSe:
— Vb 1b 1 By, o By 13011
C=3af()—3 [, f()dx + f(b) ——-hf (b) + 2R3f"(B) +...

koji u mnogim slu¢ajevima i dozvoljava da se nade priblizna vrednost za C.
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Glava 3
Ojlerovo izvodenje

Ojler-Maklorenove formule

Ovu formulu su oba matematicara isto izvela, nezavisno jedan od drugog, Ojler -

1736. godine a Makloren - 1742. godine. Ona je veoma bitna za izraCunavanje (pomocu
1 1
diferencijalnog racuna) takvih suma kao Sto je red 1 +E + 3 +Z +. . .+; , suma

logaritama In2 + In3 + In4 + ... + In n = In n! suma stepena 1¥42% + 3% + ... +nk ili

. ¢nih 1 1 1 1 1
suma reciprocnin stepena 1+ 2_k + 3_k + 4__k +...+ F .

Dakle, pitanje je bilo: Ako je zadata funkcija f(x) nac¢i formulu za izraCunavanje sume:

S=f+f2)+fB)+...+f(n) =2, f(@)

3.1. Izvodenje formule po Ojleru:

Sam Ojler je imao viSe ideja za izvodenje svoje verzije sumacione formule koja je u
analizi u to vreme napravila veliki korak napred. U narednom tekstu prikazaCemo dve
njegove originalne ideje (prevod, D. Xaiipep, I'. Bannep — Mamemamuueckuii anaius 6

ceeme e2o ucmopuu — Hayunsriit mup; Il paragraf, 160-1609 str.)
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Iideja: Posmatracemo dodatno sumu
s=fO)+f(DH+f2)+...+f(n—1)

Da bi izraGunali razliku S — s iskoristi¢emo Tejlorovu formulu u kojoj ¢éemo uzeti da je

x—xo=—1 tako da iz f(i—1)—f(i)= —fl(f) + fzf")— f3f") ...
kao rezultat dobijamo:

fO)=fO) =Ty /(D) = 2 Xy (D) + 2 2 £ (D) — - Sy £ () + -

Ova formula sadrzi Y,/=, f'(i) ali ako je napiSemo za prethodno formiranu po f i
zatim izrazimo tu prethodnu preko f dobi¢emo formulu za Y7 ; f (i) :

@ =f fdx+ S SI f1 @) = S O S B ) —

=1

II ideja: Bazira se na tome da se iskljuce sume
L@, YRiF@, X700, ... sadesne strane izraza

L@ =f fdx+ 2SI f@) — S5 f O+ f D -

pomo¢u formule u kojoj se f redom zamenjujesa f, f ,f , ... To nas dovodi do formule
oblika:

L f@) =) fdx — a(f() — £(0)) +B(f () — f'(0)) —
—y(f"(m) — ") +3(f""(n) —f"'(0)) —...
Da bi izratunali koeficijente ., 3, v, 0, . . . redom ¢emo zameniti f u

L@ = fedx —a(f(n) — £(0) +B(F () — £1(0)) -
—y(f"(m) = f"(0)) +8(F""(m) — f"'(0)) —...

umesto f', f"', f""', ... i dobi¢emo:
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L f@ = fy fO0dx = a(f(n) = £O) +B(F' () = £/(0)) ...,
—3 T [ = ~ (P — FO) +E(F ) — £1(0) .

— =YL = +1(rm - o) -,

. 1 1. 1 e 1 e

Shodno 1y £()) =)' f)dx + 2 iy £(D) = = Xly (D) + 2 X0y f/@D) = . . .
suma svih tih izraza neophodno bi trebala da bude jednaka | on f(x)dx . Na osnovu toga
dobijamo:

1 1 1
oa+—=0, B+E+—=O, y++£+g+—=0...odaklesledidaje:
2! 2! 3! 2! 3! 4!

1 1 1 .
a=-=-, B=, vy=0, 5——5...pajeonda

Q) =) F@dx +3 () = £O)) + 15 (F'(m) = £(0)) —

—%(f”’(n) —f"(0) + L (f*(n) — f2(0)) + ...

30240

Primer. Ako primenimo ovu formulu za izra¢unavanje sume od milion ¢lanova

dobi¢emo:

1 1 1 1 1 1

_ —_ —_ - — 6y__ - -6 _

1 e + 3 + 2 +...+ 1000000 — In(10°)—In(10) + > 10 20 +
1 1 4 1

—_ -6 ~
+ 200~ 120 +5551076 +. .~ 11,463758469 ,

na ovaj nacin dobijamo prili¢no lepo priblizno reSenje pomoc¢u samo nekoliko ¢lanova.

Istovremeno, ova formula je beskorisna za izra¢unavanje sume prvih ¢lanova

1 1 1
T4-+ —+ ot —
2 3 10
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3.2. Bernulijevi brojevi

U ovom delu bice reci o tome kako je Ojler izraCunavao Bernulijeve brojeve
(prevod, O. Xaiipep, I'. Bannep — Mamemamuueckuu ananus 6 ceeme e20 ucmopuu —

Hayunsnii mup; II paragraf, 171-173 str.)

- . Bj
Kada koeficijente ., 3, ¥, 0, . . . zamenimo sa o

(Bo=1, a=2t, B=22 ...) dobijamo:

2Bi+ By=0, 3B, +3B;+ Bo=0, ... Y<l(B; =0

Ojler je na sledeci nacin izraCunavao Bernulijeve brojeve:

1 1 1 1 1 5
Bo=1 By=—2 By=2 B,=—-~ Bg=—, Bg=-—— By=—
0 e 2 T2 T T4 300 67 4 8 30 10 ™ ¢g
B.. = _ &1 _7 g o _ 381 _ 83867 o 174611
127 57307 14 = g» P16 510> 18 7 79g°’ 20 — 330 ’
B — 854513 5 236364091 _ 8553103 5 - 23749461029
22 — 138 ’ 24 — 2730 s 26 — 6 s 28 — 3870 5
8615841276005 .
Bzy=—— 1B;=B:=B,=...0
30 12322 , 3 5 7

pa sada na osnovu ovih brojeva formula:

Q@) =) F@dx +5(F) = £O)) + 15 (F/(m) = £(0)) —

_ L L

S (F () = F7(0)) + 55555 (7 () — FY(0)) + ..

dobija sledeci izgled:

Bk
(2k)!

S F() = [ F@dx +35 () — £(0)) + g1 - (FH D () — £ (0))

Ako je f(x) = x9 tada je prethodni red konac¢an i predstavlja dobro poznatu Bernulijevu
formulu.

Da bi lakSe razumeli Sta su to Bernulijevi brojevi, analiziraéemo jednu od mnogih
Ojlerovih ideja:

27




Leonard Ojler i Ojler - Maklorenova sumaciona formula

Posmatrajmo funkciju V(u) sa koeficijentima Tejlorovog reda tj. odredimo je tako da vazi:

V(u) = 1+ au + Bu’+ yud+ du*+. ..
B B B B
=1+ —Su+ 2ud+ 2wl Sut+
1 2! 3! 4!

!

dalje na osnovu prethodnih formula imamo da je :

2 3
V(u)(1+ S+ T4 %+...)=1 G V=

Na ovaj nacin,beskonacan broj algebarskih jednakosti se izraZava preko jedne

analiticke formule. Iz ¢injenice da je funkcija

u u eu/2+e—u/2

=== —
eU—1 2 2 eU/2_p—u/2

V) + % = parna,

sledidaje By =Bs=B;,=--=0

Posmatrajmo sada funkciju f(x) = cos(2mx), za koju vazi da je f(i) = 1 za svako
[ u formuli

Bk

I f@) =y fGdx +3 () = F(0)) +Tieat G PO () = FP4D(0)

Sa leve strane tog izraza ima¢emo 1 + 1 +...+ 1 asadesne strane 0+0+...+0
jer je funkcija cos(2mx) zajedno sa svim svojim izvodima periodi¢na sa periodom 1.
Dakle, napisana formula nije ta¢na. Druga kontradiktornost odnosi se na to da pri
povecavanju funkcije f beskonacan red divergira. Prema tome, neophodno je ograniciti red

posle konac¢nog broja €lanova 1 formirati izraz za ostatak.

28



Leonard Ojler i Ojler - Maklorenova sumaciona formula

3.3. Bernulijevi polinomi

Prethodni dokaz se moZe bazirati na ponovnom diferenciranju po delovima. Veoma
vaznu ulogu u ovom dokazivanju imaju Bernulijevi polinomi koji se mogu predstaviti na
ovaj nacin: (prevod, D. Xaiipep, I'. Baunep — Mamemamuueckuii ananus 6 ceeme e2o

ucmopuu — Hayunsiii mup; I paragraf, 173-175 str.)

B;(x) = Byx + B, :x_§

B,(x) = Byx?+ 2B;x + B, —x2— x+ %

B3(x) = Box3+3B;x%+3B,x + By =x3 — %xZ + %x
B,(x) = Box*+ 4B,x3+ 6B,x* + 4B3x + B, =x*t—2x3 4 x2 -1

30
ili u opStem obliku:

By (x) = Z{-‘zo(];)Bixk_" pri éemu zadovoljavaju uslove:

B,'(x) = k B, (x) , By (0) = By (1) = By
U sustini,ova formula zapravo prikazuje binomne koeficijente.

Teoremal: Neka je

L FQ) = [ FOdx +3(F0) = FO) +55, 7 (FUDm) = FU-D(0)) +Ry

(_l)k—l
k!
koja je dobijena od polinoma By (x) za 0< x < 1 putem njenog periodi¢nog produZetka sa

periodom 1.

gdeje: Ry'= f: B, () f® (x)dx priéemu se B,'(x) pojavljuje kao funkcija

Dokaz: Prvo ¢emo dokazati tvrdenje teoreme zan = 1.
Ako uzmemo da je B, (x) = 1 posle integracije po delovima dobijamo:

folf(x)dx = fol By (x)f(x)dx = B,(x)f(x) |(1) — fol By (x)f'(x)dx pa je prema

1
tome prvi ¢lan 2 (f(1) + £(0)). Na osnovu zakonitosti koje vaZe za Bernulijeve polinome
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1 R . e
u drugom ¢lanu uveséemo zamenu B; (x) = 2 B, (x) i jo% jednom primeniti integral pa

dobijamo:

B

1 ’ ’ 11 !
Jy FGOdx =5 (FQ) + F(0) =2 (F'(1) = £/(0)) +5; [ B, (2)f " ()dx .
Ako dalje nastavimo sa ponavljanjem tog principa dobi¢emo jednakost:

(_1)ij
J!

~(F(1) + F(0)) =f; FGIdx + T¥, (FUD@) - FUD(0)) + Ry,

. Dk (1
gdeje Ry =——J B, ()f®(x)dx

Sada primenimo ovu formulu na funkciju f(x + i — 1). Uoci¢emo da je

[} B QOf ®(c+i— Ddx= [ By ()f®(x)dx

i dobi¢emo tvrdenje Teoremel, sabiranjem tih formula od i=1 do i=n.

.
)
AN
AN

E EQ(I)
N AN AN AN
SE- 1L — 2 — 3 ~—_ 4 —
- Bsa)
0 1 2 3 4
Slika4. Bernulijevi polinomi
1 1 V3
Iz procena (za0<x <1) [B;(x)| < 5 |B,(x)] < z |B3(x)| < T3
|B,(x)| < % koje je jednostavno proveriti i na osnovu ¢injenice da je :

7 g(0)dx =| < [Mg()ldx  oigledno je

! 1 14 ! 1 12}
IRy1 <5 [ 1f ()l dx IRy < 5 Jy If" () dx
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Ovo 1 jesu stroge procene ostatka u Ojler-Maklorenovoj formuli sabiranja koje smo zapravo
1 hteli da dobijemo.

Napomena: Ako formulu iz prethodne teoreme primenimo na funkciju f(t) = hg(a+th) ,
gde je h = (b—a)/n i kada prebacimo (f (n) + f(0))/2 dobi¢emo: (uzevsi za x;= a+ih)

290e) +h TS g(x) +5g(xn) =f g()dx + Z?:z% (gU™P®) - g V(@) +

_1)k—1pk+1
+( )

——J5 Bi (©)g™ (a + th)dt

JB; . .
iz ¢lana Y5_, % (gu=b () — gU=Y(a)) je oigledno da je glavni &lan greske
%, '
- @ ®) —g (@)

Istovremeno, ako je g periodi¢na funkcija tada svi ¢lanovi u Ojler-Maklorenovom redu
nestaju (iS€ezavaju) i tada je ostatak jednak sa Rk' za proizvoljno k.

3.4. Stirlingova formula

U ovom delu, joS jednom ¢emo prikazati prakti¢nu primenu Ojler-Maklorenove
sumacione formule (prevod, 3. Xaiipep, I'. Bannep — Mamemamuueckuii ananuz 6 ceeme
e2o ucmopuu — Hayunbiii mup; II paragraf, 175-176 str.)

Zamenimo funkciju f(x) = In x u Ojler-Maklorenovu formulu. Posto je
Pof(@) =In2+In3+In4+...+Inn=Inn!
dobijamo pribliZan izraz za faktorijel
n!= 12-34....-n
Teorema2 : Validna formula
n

2nnn 1 1 1 1 /
nl= ——-ex (— — + — +R )
e P\2n ~ 360n " 1z60m5  1680n7 o)
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gdeje |Ry'| <0,0006605/n8, kada n — o daje aproksimaciju:
| Vv2rn-n"

n: on

(Ova formula je od veoma velikog znac¢aja za kombinatoriku, statistiku i teoriju
verovatnoce.)

TABLICA: Faktorijel i njegova aproksimacija iz Stirlingove formule
n =10 Stirling 0 = 0,359869561874103592162317593283 - 107
Stirling 1 = 0,362881005142693352994116531675 - 107

Stirling 2 = 0,362879997141301292538591223941 - 107

Stirling 3 = 0,362880000021301281279077612862 - 107

n! = 0,362880000000000000000000000000 - 107

n =100 Stirling 0 = 0,932484762526934324776475612718 - 1058
Stirling 1 = 0,933262157031762340989619195146 - 10158
Stirling 2 = 0,933262154439367463946383356624 - 1018
Stirling 3 = 0,933262154439441532371338864918 - 10158
n! =0,933262154439441526816992388563 - 10158
Dokaz: Na osnovu do sada reCenog mogli smo zakljuciti da Ojler-Maklorenova
formula postaje neefektivna kada visi izvodi funkcije f(x) na posmatranom intervalu
postaju veci.
U tu svrhu iskoristicemo formulu f(x) =1n x za sumu od i = n+1doi = m . Posto je

@ /G-t
[Inxdx =x1Inx —x, o7 (Inx)=———",

iz prethodne Teoremel dobijamo da je:
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Mo f(@=Inm!—Inn! =mlnm—m—(nlnn—n)+%(lnm—lnn)+

1,1 1 1,1 1 . ’
t(— =) =355 —5)+Rs' gdeje |Rs'| <0,00123/n*

za sve m > n. Ova procena dobijena je na osnovu ranije dokazanih formula i ¢injenice da

je |Bs(x)] <0,02446 za 0< x <1. U prethodnom izrazu svaki od ¢lanova Inn!, nlnn,

1 T, . <
n, Eln n, po definiciji divergira kada n — oo. Ako sada sve te clanove saberemo

dobi¢emo:
Yn = Inn'+ n— (n+%)lnn

pa se sada prethodni izraz moZe napisati u slede¢em obliku:

Za dovoljno veliko N, M, ¥y, ¥m postaju proizvoljno blizu. Na osnovu toga moZemo

pretpostaviti da ¥, kada m — oo konvergira ka broju koji ¢emo oznaciti sa y.

Dakle, kada m — oo prethodna jednakost ¢e sada izgledati ovako:

1 1
12n  360n3

Inn!+ n—(n+%)lnn=)/+ +R:s' gdeje
IR'| < 0,00123/n*

Ako sada izraCunamo eksponencijalnu funkciju ovog izraza imac¢emo:

Vn-n

n!=D, on

gde je

1 1 :
Dp = e - exp (E_ 360n3 t Rg)

Ova jednakost ¢e biti dokaz teoreme ako dokaZemo da je granica D,, (tj. D = eV)

jednaka v2m. U tu svrhu koriste¢i poslednji izraz ima¢emo:

DDy, n!'n!-(2n)?™e2".\2n 2:46-8-..2n 2 . .
e (2n) = - — koji takode tezi ka D.
Don n2n.e—2n.n.(2n)! 1-3-5-..2n-1) Vn
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Zaista, ako sada izvrSimo kvadriranje ovog izraza dobi¢emo:

Dn'Dn)z_ 2:2:4-4-6-6-8-8..2n-2n _2(2n+1)

= ri cemu
( Dop 1-3:3:5'5-...(2n-1)(2n-1) p
2:2:4-4-6-6-8-8...2n-2n T
N 2(2n+1) 4
1-3-3:5:5-...(2n—-1)(2n-1) 2 n

paimamo izraz Cija desna strana tezi ka 27 odakle jasno zakljucujemo da je D=V 2.

Procena R ’koja je ovom prilikom nastala je logi¢an sled teoreme 1 nejednakosti
|Bo(x)| < 0,04756.
3.5. Primena Ojlerovog tvrdenja iz Teoremel

Kroz primenu Ojlerovog tvrdenja iz Teoremel u slede¢em primeru moZemo jasno
videti na koji nacin je Ojler doSao do granice prilikom sabiranja divergentnih ¢lanova reda
(prevod, D. Xaiipep, I'. Bannep — Mamemamuueckuii ananus 8 ceeme e2o ucmopuu —

Hayunsrit mup; 11 paragraf, 177 str.)
Poku§ajmo da izraCunamo sumu reda :
1 1 1 1 C . 1 .
l+=-+-+-+...+— uzimajuéiza f(x) == u Teoremil.
2 3 4 n X
Kakoje fP(x) =(-=1)/j!x7~t imacemo da je:

1 m1l 1/1 1 1 1 1
m _ d
= () 1 G ) +
1=n+1; J'Tlx 2\m n 12 \m2 n?

Pl (A od) o L (AL (L1 gy
120 \m* n%) 252\m6 n6/) ' 240 \m8 n8 9
pri éemu iz ¢injenice da je |Bo(x)| < 0,04756 imamo da je |R9 | < 0,00529/n°.

Dalje, sabiranjem divergentnih ¢lanova dobijamo:

1
— n - _
Yn_ i=1i Inn

za Sta moZemo pokazati da konvergira i da pri tome dobijamo granicu:

[+2+=+=+. .+ = —Inn—Y=057721566490153286 ...

Ova nova granica naziva se ''Ojlerova konstanta"
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Ako sada posmatramo m— oo 1 gore navedeni izraz dobi¢emo:

n 1 1 1 1 I

1 1
i—17=Ythn+-—— - + +R
i=17 =Y 2n 12n%2 ' 120n* 252n6  240n8 0
. 0,00529
gde je IRy | < ——

Da bi izracunali granicu Y uzec¢emo, na primer zan = 10 u prethodnoj jednakosti

(kao $to je to radio Ojler) i dobi¢emo Y = 0,57721566490153286 . . .

Ovu granicu Y preciznije je izratunao D. Knut (1962.godine) ali do danaSnjeg dana

je ostalo neizvesno da li je ona racionalan ili iracionalan broj.

3.6. Formiranje sume reda preko opSteg ¢lana

U narednom tekstu imacemo priliku da se upoznamo sa suStinskim nacinom
samog (izvornog) formiranja sume reda preko opsteg ¢lana, formiranja Bernulijevih
brojeva i njihovom konkretnom primenom prilikom traZenja sume ¢lanova reda.

( prevod, Jleonapn Ditnep— Jughepenyuanvroe ucuucnenue V paragraf, 281-302 str.)

Neka je opsti ¢lan nekog reda y koji mozemo predstaviti kao neku funkciju od x.
Neka je dalje Sy suma koja predstavlja rezultat sabiranja svih ¢lanova od prvog ili bilo
kog fiksnog ¢lana do y. Racuna¢emo sumu redova od prvog ¢lana tako da, ako je x =1,

tada je y prvi ¢lan i Sy takode predstavlja taj prvi ¢lan. Ako uzmemo da je x = 0, tada ¢e
se 1 opSti Clan pretvoriti u nulu tako da ne¢emo imati ¢lanove za sabiranje.Na taj nacin,

suma Sy ¢e biti takva funkcija od x koja nestaje kada je x = 0.

Ako se opsti ¢lan y sastoji iz nekoliko delova koje moZemo predstaviti kao
y=p+q+r+...tadai sam red moZemo posmatrati kao zbir nekoliko drugih

redova ¢iji su opsti ¢lanovi p,q,r . . . Prema tome, ako je poznata suma tih pojedinacnih
redova tada se istovremeno moze odrediti suma pocetnog reda kao rezultat sabiranja
svih tih pojedinac¢nih suma.
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Dakle, akojey =p + g + r +. . . tadaje Sy = Sp + Sq + Sr + ... Kako smo
ranije odredili sume redova €iji su opsti ¢lanovi izraZzeni kao stepen X sa pozitivhim
celim eksponentom, moguée je naéi opsti ¢lan svakog reda pa imamo ax% + bxP +
+cx?+. . . gde su a,B,y, . . . celi pozitivni brojevi tj. dobili smo opsti ¢lan reda kao

racionalnu funkciju od x.

Neka je u redu ¢iji opsti ¢lan odgovara indeksu X jednak y a prethodni €lan koji
odgovara indeksu x —1 jednak v. Ukoliko v dobijamo iz y ako umesto X uzmemo

x — 1 imaéemo:

v = dy d?%y d3y d*y
=Yy dx = 2dx? 6dx3  24dx* 77

Ako y predstavlja opsti ¢lan reda

1 2 3 4...x—1 by
a+b+c+d... v + y

1 ¢lan ovog reda koji odgovara indeksu O bude jednak A tada v, ukoliko je izraZeno

kao funkcija od x predstavlja opsti ¢lan reda

1 2 3 4 5 ... x
A+a+b+c+d+...+v

Prema tome, ako je SV suma ovog reda tada je Sv = Sy — y + A. Na taj nacin
kadaje x=0imamodaje Sy=01i y=A pricemui Svnestajetj. Sv=20
dy d?y d3y d*y

Kakoje v=y ——+ — + — ... toje prema pokazanom
] y dx 2dx? 6dx3  24dx* Jep P

d d? d3 d* L
Sv=Sy—S—y+S Y _ Y Y _ .. aizizraza
dx 2dx? 6dx3 24dx*
Sv=Sy—-y+A
. dy dzy d3y d*y
imamo Yy —A=S—+S5— —S§ +S — ...
dx 2dx? 6dx3 24dx*
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Na taj nacin dobijamo

& y—A+S

_ d%y d3y d*y
dx

2dx? 6dx3 24dx*

d?y d3y d%'y
dx?2’ dx3 ’ dx*

Tada ako su poznate sume redova ¢iji su opsti ¢lanovi

. vt 4 .
moZemo naci sumu reda €iji je opSti ¢lan é. Konstanta A treba da se odredi tako da

da
pri x=0suma S ﬁ nestaje Sto je lakSe nego da kazemo da je ¢lan koji odgovara

indeksu O u redu ¢iji je opsti ¢lan jednak Y.

Sada imamo mogucnost da odredimo sumu stepena prirodnih brojeva.

U tu svrhu neka je y = x"+1

1 kako je
d d? n+n

2= (mDx™; 4y _ DR -1,

dx 2dx? 1-2

>y _ (m+Dn(n-1) ,_o,  d*y  (n+Dnn-1)(n-2) 13
6dx3 123 © 24dx* 1-2-3-4

pa koriS¢enjem ovih izraza dobijamo:

(n+1) Sx™ = xtl A 4 _(n:-;)n Sxn—1 _ (n+11).721.(;l—1) Sx™2 4

ako obe strane jednakosti podelimo sa n+ 1 dobijamo

n _ nn—-1 —_
—xntl +Ean 1 +%an 2 4. ..—const

Konstanta mora biti odredena tako da pri x = 0 opsti ¢lan nestane. Na taj nacin,

pomoc¢u ove formule iz ve¢ poznatih suma niZih stepena ¢iji su opSti ¢lanovi izraZeni

n—l, xn—Z’ )

preko X . mozemo na¢i sumu viSih stepena koji su izraZeni opStim

¢lanom x™.

Ako je u ovom izrazu n ceo pozitivan broj tada ¢e i broj ¢lanova biti konacan. Na
taj nacin, suma niZih stepena ¢e biti poznata u potpunosti. Zaista, ako je # = 0 imamo da

je Sx% = x. Ako uzmemo za n = 1 ima¢emo
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1 1 1 1 .y
Sx1 = Exz + ESxO = Exz + Ex; ako sada uzmemo za 1 = 2 dobi¢emo

1 1 1 1 1 . . P
Sx? =§x3 +Sx— ESXO = =x3 +5x2 +oX; ako nastavimo ima¢emo

1 3 1 1 1 1
Sx3==x*+2 Sx? —Sx+5x°= Zx4+—x3+—x2;

Iz Cega sa sigurnoS¢u mozemo zakljuciti da ¢e se i dalje sume visih stepena sastojati

od suma nizih stepena. To moZemo lakSe objasniti na sledec¢i nacin:

Posmatrajmo izraz:
d 1.d? 1. a3 1 .ad*
Doyt ¥ gt Y
dx 2 dx? 6 dx3 24 dx*

. . d . ... a? dz a3 d*z
i ako uzmemo da je d—J; = Z tada ¢emo imati da je 2= Y22

dx2 ~ dx’ dx3  dx?’
Posto je dy = zdx mozemo reéi da ¢emo vrednost y dobiti iz diferencijala koji je
jednak zdx $to je mogudée napisati kao y = f zdx .
Iako nalaZenje vrednosti y za poznato Z trazi primenu integralnog raCuna
istovremeno se mozemo koristiti formulom f zdx osim ako ne budemo koristili umesto
Z neke druge funkcije od X, za koje bi njihov diferencijal bio jednak zdx. Na osnovu

toga imamo:

1 .dz 1 .d%*z 1 d3z
Sz=[zdx+ssL_lglz, Lgdz
2 dx 6 dx2 24  dx3

pri ¢emu je neophodno postaviti takav uslov da za x = 0 suma Sz teZi nuli.

Ako diferenciramo prethodni izraz dobi¢emo:

dz 1 .d%z 1.d3%z 1 _d*z
SE _g4lgdz _lglz Lgdz
dx 2 dx? 6 dx3 24 dx*
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. dz , . )
1 ako umesto y uzmemo I tada ¢emo imati:
X

d’z dz 1 _,d3z 1.,d*z 1 _.d°z N .
—=—+-S5— —=-5—+ —85—=— ... naslifan nacin, ako
dx2 dx 2 dx3 6 dx* 24 dx

. ) d’z . d3z ) )

umesto y sukcesivno zamenimo —; 1 — ... nalazimo da je
dx® dx3
d3z _ d?z + 1 .d*z 1 S dsz 1 .dbz
dx3  dx? 2 dx* 6 dx° 24 x6
d*z d3z 1 .d5z 1 .d°z 1 .d’z
£2_Z22 [ 2g2f ‘g, g2
dx5 6 dx® 24 x7

dx* dx3 2

1 tako dalje do beskonac¢nosti.

. dz
Ako sada vrednosti S - S
1 _.dz 1_,d%z
Sz={[zdx+-S——--S—
2 dx 6 dx2 24 dx3

dobijamo za Sz izraz koji se sastoji od ¢lanova f zdx; z;

d%z d3z . . .
; S S e SukCCSlVIlO Zamenimo u 1zZraz

dx?’ dx3

1 .d3z

dz_ d’z d3z
dx’ dx2’ dx3 "

¢ije je koeficijente lako naci na sledeci nacin.

Neka je

dz
z=)zdx+oz+p——
S f o de ydx2 dx3

d?z d3z

umesto tih ¢lanova uzmimo izraze koje smo dobili iz prethodnih redova i iz kojih

mozemo zakljuciti sledece:
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1 .dz 1 _.d?*z 1 .d3z 1 .d*z
[zdx=Sz—2§% 1tz _Lgdz 1 gd=
2 dx 6 dx2 24 dx3 120 dx*

dz a .d?z a_.d3z a . d*z
oz = +o0S——=-S—+-S———8§5— —
dx 2 dx? 6 dx3 24 dx*
dz d?z B .d3z B .d*z
— = BS———S—+—S——...
dx dx? 2 dx3 6 dx*
d?z d3z y .d*z
dxz dx3 2 dx*
d3z d*z
— = 0S— — ...
dx3 dx*

su sloZene vrednosti pomo¢u kojih ¢emo formirati SZ. Tada koeficijente
a,B,Y,0. . . odredujemo iz sledecih jednakosti:

B 1

1 a 1 a
a—=-=0; B—=+-=0; y—= +-——=0;

2 2 6 2 6 24

a 1 1) a

5—Z+£——+—=O; 8——+Z—£+———=O;

2 6 24 120 2 6 24 120 720
C £ o) Y B a 1 -0

2 6 24 120 720 5040

Kada iz ovih jednakosti izrazimo a.,[3,Y,0 . . . dobijamo da je:

1 a 1 1 B a 1
“=3> B_z 6 12° =3 6+24_O’
6_}/ 5 a 1 1 _ 6 Y B a 1 -0
T2 6 24 120 720 T2 6 24 120 720

nastavljajuc¢i sa formiranjem ovih izraza dalje dobijamo da oni naizmeni¢no nestaju tj.

imaju vrednost 0.

Naime, Clanovi koji se nalaze na tre¢em, petom, sedmom . . .

mestu imaju

vrednost 0. Ali, kako je prvi ¢lan izuzet iz ovoga to red dolazi u suprotnost sa zakonima
neprekidnosti. S tim u vezi posebno je potrebno dokazati da svi neparni ¢lanovi osim

prvog neophodno nestaju tj. imaju vrednost 0.
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Kako su pojedinac¢ni ¢lanovi odredeni na osnovu ranije dokazanih zakona mozemo

reci da oni obrazuju rekurentni red. Da bi ga predstavili posmatrajmo red:
l+ou+pu?+yud +dut +eu’+ub+. ..
1 neka je njegova vrednost jednaka sa v, tada je o€igledno da pomenuti rekurentni red
proizilazi iz dela razlomka:
1
1

1 1 1
_= 22— 34 _~ .4
1 2u+ 6u 24u +120u

V=

1 ako je moguce ovaj razlomak na drugi nacin razloziti u red,koji se formira sa stepenima
po u tada neophodno dobijamo bas red:
V=1+au+pu?+yud+ou*+eu’+ub+...

Na ovaj nacin ¢e biti pronaden drugi zakon na osnovu koga se mogu odrediti

vrednosti a,f3,y,0 . . .

Neka je broj e takav da je njegov hiperbolicki logaritam jednak jedinici tada imamo:

1-e ¥ 1 1 1 1 1
——=l--u+-uw——uw+—ut— —us+..
2 6 24 120 720

1 zamenimo drugi ¢lan u redu ou = 2 u

a akouzmemo daje V= —
1-e™U

tada dobijamo:

1
V—5u=1+Bu2+yu3+6u4+su5+§u6+...

Dakle, ima¢emo da je:

vs .. .. . -u .y .
pa ako pomnoZimo brojilac i imenilac sa €2~ dobi¢emo da je:
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1
Daljim razlaganjem ez" i e 2" uredove dobijamo

2 4 6
u u u
1+-—+ + + ..
1 24 2468 24681012
V—-u= > ) 3 , odnosno
7GR R — v +o)
2 246 246810 @ 2468101214
2 4 6
u u u
V— i 1+ 2268 2assi012 ' ™
2 u= u? u% ub

1+ 6% 26810 268101212

Kako u ovom razlomku uopSte nemamo neparne stepene, tako se ni u njegovom
razloZzenom obliku ne nalaze parni stepeni. Prema tome, kako je

1
V—-u =1+ Bu? + yud + du* + eu® + ub +. ..

imamo da koeficijenti neparnih stepena Y, €, { . . . teZe nuli tj. nestaju. Na taj nacin,
mozemo konstatovati ¢injenicu, posto u redu

l+ou+pu?+yud +dut +eu’+ub+. ..
Clanovi koji imaju parna mesta teZe nuli, osim drugog, imamo ocuvan zakon
neprekidnosti. Prema tome ako imamo da je

1
u=1+ Eu+Bu2+6u4’+<;u6+0u8+...

i ako su vrednosti B,0,C,0 . . . odredene na osnovu prethodno razloZenih razlomaka,

dobijamo zbirni ¢lan SZ reda &iji opsti ¢lan odgovara indeksu X, jednak z u obliku

1 dz d3z d5z
z=|zdx+=-z+p—+06—+{—+...
S f 2 de de3 Cdx5

Kakored 1+ Bu? +du® + {u® +0uB. .. proizilazi iz razvijanja razlomaka

2 4 6

u u u
ltygtrr st 2681012
u? u* ub

It %+t s 0 t7T6 8 10-12-1a T

imamo da vrednosti [3,0,C,0 ... podleZu slede¢im zakonima:
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1 s B 1

C_ 2:4-6-8-10-12 4:6 4:6-8-10 4-6:8-10-12:14 °

1 g 5 B 1

T 2:46°8..16 4:6 4:6-8-10 4:6-8..-14 4:6-8-..-18

.
b

pri ¢emu primecujemo da su te vrednosti naizmeni¢no pozitivne i negativne.

Ako za te vrednosti, proizvoljno, odredimo negativne vrednosti, tada se u izrazu

1 d d3 ds
Sz=[zdx +-z+P—=+6—+(—+..
2 dx dx3 d x5
vrednosti [3,0,(,0 . . . odreduju iz razlomka
u? ut ub
l+52+t772 68t 2681012
u? u* ub

It %+t 0 t7T6 81012712

kada ih razlozimo u red 1 + Bu? + du®* + (u® +0us . ..

Na osnovu toga ¢emo imati:

B= 1 1
T 46 247
1 1
5= L — +
46 46810 2468

| o

B 1 1

6 4:6-8-10 4:6-8-10-12-14 2:4:6-8:-10-12

K

Jx
I
K

1 sada ¢e svi €lanovi biti pozitivni.
Nekaje B=—A; 0=-B; (=-—C;... takodaje

1 dz d3z d5z
Sz=[zdx+-z+A—-B—+C-——...
2 dx dx3 dxs

a za odredivanje vrednosti slova A,B,C,D . . . posmatramo red
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1 —Au? —Bu* —Cu® —Du® — ...

koji proizilazi iz razlomka

2 4 6

u u u
=52+t 468 74681012 ~
1 u? u* ub

26 T46-8°10 4°6-8-10-12-14 T

ili moZemo posmatrati red:
1 3 5 7 9
;—Au —Bu®> —Cu”> —-Du’ —Eu’ ... =8

koji proizilazi iz razlomka

2 4 6
- 4 % L + ..
S 24" 2468 24681012 Kako i
= -3 " 7 a kako je
U-tetTe810 268101212 T
1 u? ut ub
cos-u=1—-— + -
2 2-4 2:4:6-8 2:4:6:8-1012
1 u us us u’
sin-uU = —— + -
2 2 2-4-6 2:4-6:8:-10 2:4-6:8:10-12-14

dobijamo da je

1
cos =u 1 1

S= —%4— ==ctg-u
25m5u 2 2

1 . . .
Prema tome, ako kotangens ugla 2 U mozemo razloZiti u red po stepenima od U tada je

iz tog reda moguce naci vrednosti za A,B,C,D,E ...

Kako je
1 1 . .1
S = 5 C1g5 U imamo daje Ju=arctg 2s

pa diferenciranjem dobijamo

1 —-2ds

u =
2 1+4s2

d
ili 4ds +du+4s?du=0 il 4£+1+452=0
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Takode, iz jednakosti

1
S = " —Au — Bu® — Cu® — Du’” — Eu®. .. imamo da je

d
422 = L _4A—3-4Bu?—5-4Cut— ...

du u?
452 = %—8A—83u2—8Cu4—8Du6—...

+ 4A%u> + 8ABu* + 8ACu® + . ..
+4B%u®+...

izjedna¢avanjem sa nulom sume istorodnih ¢lanova ima¢emo:

1 A? 2AB 2AC+B? 2AD+2BC
A=—; B=— C=—; D=—— E=——j
12 5 7 9 11

B

2AE+2BD+ C? 2AF+2BE+2CD
=777, G=—7—7"7"7TT"7" ...
13 15

a iz ovih formula je jasno da je njihova vrednost pozitivna.

Kako su imenioci ovih razlomaka veoma veliki $to je i ozbiljna smetnja pri
njihovom izraCunavanju moZemo umesto slova A,B,C,D. . . da uvedemo nove oznake:

a B y 1) £
;, B=———; C= ; D= , E=—;
1:2:3:4:5 1-2-..7 1-2-..9 1-2-..11

tada dobijamo da je:

1 2 2 3 4 8 7 2
o=-=: =-q*: =2-—af: o0=2-ay+---0°;
2’ B 34 Y 3 B: 3T 5’8 ’
5 10-9-8 12 12-11-10 12-11-..8
£=2--0d +2- s (=2-——as+2 S+ 2.
3 1~2~...5BY’ < 1-2-3 1-2-..5 p 1-2-..7 re
14 14-13-12 14-13-...10
=2 —oal+2- —— fe+2: ——9;
N 1-2-3 < 1-2-..5 b 1:2-...7 ’

Jednostavnije ¢e biti da koristimo formule:

1 4 a? 6 8 876 (2
o=, == —; =-af; O0=-oay+ —;
2’ B 3 27 v 3 B: 3 4 3:45 2’
10 10-9-8 12 12-11-10 12-11-..8 y?
E=—00 + By; (=—ac+ BS + L.
3 3:4'5 3 3:4+5 3:4:5:6'7 2
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14 of + 14-13-12 Be + 14-13-..10
n=73 3:4-5 34567 1O

16 16:15-14 16:15-14-13+12 16:15-..10 &2
0=— an+ BC + ve + — ...
3 3:45 3:4:5:67 3:4..9 2

Shodno ovom zakonu izraCunavanje se vrs$i bez teSkoca, a kada su nadene

vrednosti  a,[3,Y,0,€ . . . zbirni €lan bilo kog reda ¢iji opsti ¢lan odgovara indeksu X i

jednak je sa Z moZemo izraziti na slede¢i nacin:

1 adz d3z yd®z 8d’z
Sz=[zdx +=z+ S + — +
2 1-2:3dx  1:2:3:4:5dx3 = 1-2-34-5-6-7dx> 1-2-3-..9dx7

ed®z {d1'z

+
1-2-3-..11dx° 1-2-3-..11dx11

Vrednosti a,3,Y,0,€ . . . koje smo nasli imaju slede¢a znadenja:
1 ey
o=- 11 1-200=1
2
1
B== 1-23p=1
1
Y=3 1-:2:3:4y =4
5= 1-23-4:58 = 36
10
g=§ 1-2-3-4-5-68 = 600
(= 1:2:3-...7¢=24-691
35
n=> 1:2:3-. .. 8n = 20160-35
9:3% 1-2:3-...90 = 12006-3617
43867

o 1-2:3-... 101 = 86400-43867

1222277
K=—"T""
110

1-2:3-... 11x=362880-1 222 277

854513
T 6

A 1-2-3-... 124 =79 833 600-854 513
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1181820455
- 546

1-2:3-...13u =11 404 800-1 181 820 455

76 977 927
y = ———

. 1-2-...14v =43 589 145 600-76 977 927

au prvomizdanju je bilo 1-2-...14v =109 109 145 600-7697 792

23749461029
E=——"7-——

- 1-2-...15¢ =43589145600-23749461029

T 8615841276005
- 402

1-2-... 16w =45287424000-8615841276005

Ovi brojevi imaju veoma Siroku primenu u svim u¢enjima o redovima. U suStini,
kao najvaznije, iz tih brojeva je moguce obrazovati poslednje ¢lanove u sumama parnih
stepena, koji se kako smo ranije primetili, ne smeju naci iz prethodnih suma kao ostali
¢lanovi. U sumama parnih stepena poslednji ¢lanovi sadrZze proizvod x i nekih brojeva.

1 1 1 1
Ti brojevi za stepene II, IV, VI, VIII . .. reda su — ; o — ,— ... 8sa

6 30 " 42 " 30

naizmeni¢nim znacima + 1 — . Oni se formiraju tako Sto se ranije definisane vrednosti za

OL,B,Y,S,S ... pridruzZe redom neparnim brojevima 3,5,7,9. . . i nazivaju se Bernulijevim

brojevima po Jakovu Bernuliju koji ih je otkrio.

On je te brojeve izrazio kroz A,B,C,D . . . kao koeficijente u trazenom redu i

izrazio preko njih sumu stepena pripodnih brojeva:

Snt=1424.. +n‘=

n‘41 n¢® ¢ c(c—-1)(c-2
= + I E et ¢ LD
c+1 2 2 2:3:4

Bn¢ 3 +

+ c(c—1)(c-2)(c-3)(c—4) Cne-5
2:3:4:5:6
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Bernmulijevi brojevi:

a_1_ g 1_43867_3
3 6 19 796
B_1l_ K _ 174611 o 283617
5 30 21 330 330
v _1l_¢ A _ 854513 o  11131:593
7 42 23 138 2:3-23
5§ _ 1 K _ 236364001
A ) 22050000 | 9p
9 30 25 2730
e _ 5 v _ 8553103 13657931
—_— — = @ _—c ,— 92 = —_—
11 66 27 6 6
691 £ _ 23749461029

- 2§ - - 9
13 2730 29 870
1_7.@ T _ 8615841276005 N
15 6 31 14322

317 ¢
17 510

Ove Bernulijeve brojeve mozemo dobiti i iz sledec¢ih jednakosti:

1
A=~
6
43 1
B=—--A
12 5
65 2
€= = -AVB
1-2 7
87 2 8765 1
D=—=AEC + . B2
12 9 1234 9
109 2 10.9-8.7 2
G=— —AD+— - —B€
12 11 1234 11
12:11 2 12:11-10-9 2 12-11-10-9.87 1 )
§-= UG+ e
12 13 1-2-3-4 13 1-2:3-4-5-6 13
1413 2 14-13-12-11 2 14-13-12-11-10.9 1
G=" —AFG+—— =B+ - —€-D
12 15 1-2:3-4 15 1-2:3-4-5-6 15
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pri ¢emu moZemo zakljuciti da je nacin formiranja ovih brojeva o€igledan sam po sebi a
takode je neophodno primetiti da tamo gde imamo kvadrat nekog broja, koeficijent je
duplo manji, tako da on zapravo treba da bude opSte pravilo. U stvari ¢lanovi koji sadrze
proizvod razlicitih slova su neophodni da se pojavljuju dva puta, na primer:

12-11 12-11-10-9 12-11-10-9-8-7

13§ = 216 + 211" 4 L2AL10987 o
1-2 1-2-3-4 1-2:3:4:5-6
12-11-10-9...5 12-11-10-9...3
12111998 gy 21110923 gy
1-2-3-4...8 1-2-3-4...10

Ova izvanredna formula data je u Bernulijevom delu ,,Ars conjectandi‘(,,VeStina
nagadanja“ tj. teorija verovatnoc¢e) koja je objavljena posle njegove smrti 1713 godine, a
koja je nastala oko 1685 godine — Formule(1) koje predstavljaju uvod u osnovne formule
za Sn¢ gde je c = 1,2,3,...10. One imaju isti oblik kao formule § 62 ¢.1 ,, Diferencijalnog
racuna® Qjlera. Dokaze opste formule (1) Bernuli nije dao. Moguce je pomisliti da se
putem sravnjivanja koeficijenata odgovaraju¢ih ¢lanova osnovnih Bernulijevih formula
kvari multiplikovani zakon obrazovanja treceg, Cetvrtog...koeficijenta kako je to radio
Ojler u § 63 ¢.1.Dokaze formule (1) u razvijenom obliku prvi je dao Ojler u pomenutoj
knjizi §132 ¢.2. Kako je formula sume koja dolazi od Ojlera bila objavljena u
,Publikacijama peterzbur§ke Akademije* oko 1733/34 godine (a za koje je dokaz dat
malo kasnije- takode u ,,Publikacijama®) nesumljivo govori da je pocetkom tridesetih
godina tog veka Ojler imao dokaze za formule (1).

Posmatrajmo sledec¢i red:
1 1 1 11 . . .
+ on + I + an + P + . .. gde je n paran pozitivan broj.

Ove sume mozemo prikazati preko stepena polukruga 7 kruga radijusa 1 i mozemo

uociti da u sastav koeficijenata tih stepena ulaze brojevi a.,3,Y,0,¢ ... Da bi potvrdili da
ovo nije slucajnost, neophodno je da te sume odredimo na poseban nacin zahvaljujuci
kojem ¢e biti lako otkriti zakon odredivanja tih suma.

Posmatrajmo:

T m 1 1 1 1 1 1
—Cl‘g—7l'=—— + — + — +...
n n m n-m n+m 2n—-m 2n+m 3In—m

I sjedinjujuéi ¢lanove u paru dobijamo:

T m 1 2m 2m 2m 2m
—clg—m=—— - - - —.
n n m  n2-m?2 4n%2—m?2 In2—-m?2 16n2-m?2
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odakle zaklju¢ujemo da je:

1 1 1 1 1 o™
n2-m2? = 4n2-m?2 = 9n2-m?2  16n2-m2  2m3 2mn gn
Ako sada uzmemo da je n = 1 a za m uzmemo U dobi¢emo:
1 1 1 1
+ + .= ——cligmTu
1-u?  4-u?  9-u?  16-u? 2u?  2u 8
Svaki od ovih razlomaka moZemo razloziti u red:
1 2 4 6 8
s=1+u“+u*+u’+u+...
1-u
1 u? u* ub  ud
e EtEtE Tttt
1 1w ut ub b
T wtatEtE et
1 1+u2+u4+u6+u8+
16—u? 42 4% 46 48 410
Ako uzmemo da je :
1 1 1 1 1 1
It+5t z+...=a l+s+5t 5+...=d
1 1 1 1 1 1
1+2—4+;+4—4+...=b 1+F+E+E+...=e
1 1 1 1 1 1
1+;+;+E+”'=C 1+E+37+47+...=f
Tada ranije pomenuti red moZemo napisati kao:
1 T
a+bu2+cu4+du6+eu8+fu1°+.....=§+Ectg7ru

Takode, kako smo ranije konstatovali brojevi koje smo oznacili sa A,B,C,D . .. imaju
takva svojstva da ako uzmemo da je
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S =
u

1 1 1
— —Au—Bu®—Cu®—Du’ — Eu® —... tadaje S =cig-u

. 1 .. ..
Prema tome, ako zamenimo TU umesto Eu ili 2mu umesto U dobijamo:

1 1
—ctgnu = — — 2Anu
2 2mu

pa ako sada ovaj izraz pomnoZimo sa

2u

a odatle dalje sledi da je:

2u? 2u

pa kada iskoristimo saznanja iz izraza:

2u? 2u

mozemo zakljuciti da vazi:

a=2Am? =

1-2-3

23

b= 23Bnt= ——
1.2:3-4-5

c=25Cn%= ———
1-2:3:4:5:67

25y

2768

d=2"Dn® = ——
1-2:3-.:9

e = 2°En10

f: 211F7T12

2%
1-2-3-...-11
211(
1-2-3-...-13

TC .
— dobi¢emo:
n

— 23Bm3ud — 2°Cndu® —

1
= ctg mu = i 2An? — 23Br*u? — 25Cnbu* — 27Dndub —...
" ctg mu = 2An? + 23Brtu? + 25Crout + 27Dndub +...

T
ctg tu=a+ bu? + cu* + du® + euB+ ful® + ...

29
me= "= 2
1-2
4__2°8 4
T 1234
25¢
6= 6
1-2:3-4-5:6
27D
8= 8
1.2:3-..-8
9
10___2€ 10
1-2:3-..-10
12_ _ 28 12
1-2-3-..-12
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Ovo veoma jednostavno rasudivanje ne dozvoljava da se lako saberu svi redovi
obrnutih stepena, koje smo dobili u prethodnoj analizi, ali u isto vreme se pokazuje na

koji nacin se obrazuju te sume kori§¢enjem poznatih vrednosti ,f3,Y,0,& . . . ili iz
Bernulijevih brojeva UB,ED ...

Kako smo ranije odredili 15 takvih brojeva, na osnovu njih moZzemo naci sve sume
inverznih parnih stepena sve do sume reda:

Naime, suma tog reda ¢e biti jednaka:
29 29
27T so_ 278 30
1-2-3-..-31 1-2-3-..-30

Ako Zelimo da nastavimo ovo izraCunavanje dalje to ¢e biti vrlo jednostavno; dovoljno

¢e biti da se produZi izratunavanje brojeva .,[3,7,0,€ . . . ili brojeva A,B,C,D . . .

Brojeve a,,f3,y,0,¢ . . . ili A,B,E.D . . . koji se pomocu njih formiraju lakse je dobiti
razlaganjem kotangensa ma kog ugla u beskonacan red. Zaista, kako je

1 1 1 3 5 7 9 - -
Ectg Su=7 —Au—Bu®—Cu>—Du’ — FEu” — ... imamo da je
2 4 6 8 10 — u 1
Au® + Bu* + Cu® + Du®+ Eu +...—1—Ectg JU
pa ako umesto koeficijenata A,B,C,D . . . zamenimo o,[3,Y,0,€ . . . imamo:
au? pu* yu® Sub

u 1
+ + + +r=1—-=ctg -u
1-2-3 1-2-3-4.5 1-2-3-4:5-6:7 1:2:3-..:.9 2 2

Koris¢enjem Bernulijevih brojeva imac¢emo:

Au 2 Bu? Cu® Dud
+ + +
1:2 1-2-3:4 1-2-3:4-5-6 1-2-3-...'8

=1 =20 X
+ee=1l-ccgsu

Iz ovih redova diferenciranjem moZemo dobiti bezbroj drugih redova i na taj nacin
sabirati beskonacne redove u koje spadaju i ovi veoma posebni brojevi.

Posmatrajmo prethodnu jednakost koju smo pomnoZili sa U i tada dobijamo novu
jednakost oblika:

aud pus yu?’ su® u?

+ + + + - =l-uctg u+
1-2-3 1-2-3-4-5 1-2-3-4-5-6:7 1-2:3-...:9

o1
4sm25u
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Ako sada ovaj izraz diferenciramo i podelimo obe strane sa du dobié¢emo:

au  fud yu® su’

1
+ +e=-ctg-u+
1 1-2.:3  1-2-3-4-5 1-2:3-...7 2

uZcostu
u 2

. U . 31
sin‘= =

> 4sin®-u
Ako se sada ponovo diferencira poslednja jednakost imacemo:

Au  Bud Cus Du’ 1 1 u

+ + e =--ctg -u+
1 123 12345  1.2:3.7 2 2

1
4sin?>u
2
izvrSimo li sada jo§ zamenu U = T iz prethodnih jednakosti i ¢injenice da je

1
ctg Sn= 01 sin%n = 1 dobijamo sledece sume:

2

am pm ym® Sm8
=——+ + + +
1-2-3 1-2-3:4:5 1-2-3:4:5-6-7 1-2-3-...-9
2 2 4 6 8
T am m m om
P Y

+ + +
4 1-2 1-2-3-4 1-2-3-4-5-6 1-2-3-..-8

3 5 7

aT T T oT

m= — p Y + +
1 1-2-3 1-2-3:4-5 1-2-3-...:7

pa ako poslednju jednakost podelimo sa Tt dobijamo

pm? ymt 8m®

1=a+ + + + . . . aodavde dalje imamo:
1-2-3 1-2-3-4:5 1-2-3-...-7

- 2 _ 4 _ 6
a:(a ﬁ)ﬂ+(ﬁ Y)1T+(Y &)m +
1-2-3 1-2-3-4-5 1-2-3-....7

tako da na ovaj nacin dobijamo:

A2 Bt

Cmo Dnd
1= + + + +
1-2 1-2-3-4 1-2-3:4-5-6 1-2:3-...:8
T Anr B3 Cm> D’
—= —4 + +
4 1 1-2-3 1-2-3-4-5 1-2:3-...:7
1 A B2 Cm? Dme
S= -4 —— 4 + +. ..
4 1 1-2-3 1-2-3:4-5 1-2:3-...:7
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Iz tablice vrednosti brojeva OL,B,y,S,S . . . koje smo ranije formirali uo¢avamo
da se oni u pocetku smanjuju a kasnije povecavaju i rastu do beskonacnosti. Sada bi
trebalo ustanoviti u kakvom su odnosu ti brojevi, zatim kako se oni dalje produzavaju i
pri tome nastavljaju da rastu. Neka je @ neki broj iz tog niza brojeva a,f3,Y,0,€ . . .
dovoljno daleko od pocetka tog niza i neka je  sledeci broj posle (. Kako se pomocu
tih brojeva odreduje suma inverznih stepena, tada ako je 2n eksponent tih stepena u ¢iju
sumu ulazi broj ¢, onda ¢e 2n + 2 biti eksponent sume u ¢iji sastav ulazi broj . Ovo
mozemo prikazati na slede¢i nacin:

1 1 1 2277.—1
l4+—F—4 —+... =—— 2P 20
22n =~ 32n 42n 1-2-3-...2n+1)
1 1 1 22n+1
- N N + = _ 2y on+2
22n+2  32n+2 42n+2 1-2-3-..(2n+3)

Ako sada drugi izraz podelimo sa prvim dobi¢emo:

1 1, 1
Itz toanret oz e am?
1 1 1 -
1 +22_n+32_n+42_n+ (2n+2)(2n+3)(p

pa za dovoljno veliko 7 svaki od ova dva reda teZi 1 i tada dobijamo:

v (2n+2)(2n+3) n2
® 412 ~ w2

Osim toga, posSto 72 oznacava i koje mesto u tom nizu brojeva (I,B,Y,B,S . . . zauzima
broj (p tada ¢e se broj (0 prema broju Y odnositi kao T 2 prema n? pri ¢emu n tezi
beskonacnosti. Kako je 7T 2 priblizno 10 i ako uzmemo da je # = 100 tada ée stoti ¢lan biti
priblizno hiljadu puta manji od slede¢eg (101) ¢lana. Dakle, brojevi a,f,Y,0,€ . . . isto
kao i Bernulijevi brojevi U, B, C, D ... obrazuju divergentan red koji divergira brze

od ma koje geometrijske progresije €iji su ¢lanovi rastuci.

Posto su definisane vrednosti brojeva a,f,y,0,& . . .ili A, B,C, D . . . ako

sada posmatramo red ¢iji je opsti ¢lan Z neka funkcija promenljive X tada se suma Sz tog

reda moZe izraziti na slede¢i naéin:
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1 1
Sz=fzdx+—z+—-—— —_—— —_— —
2 6 1-2dx 30 1-2-3-4dx3 42 1-2-3-4-5-6dx5

1 d’z 5 d°z 691 dllz
2730 1-2-3-..12dx11

—_—— b — .
30 1-2-3-.8dx7 66 1:2-3-..10dx°

7 di3z 3617 dl5z 43867 dl7z 174611
6 1-2-3-..14dx13 510 1-2-3-...16dx15 798  1-2-3-..18dx17 330
di%z 854513 d?lz 236364001 d%3z 8553103
1-2-3-..20dx1° 138 1-2-3-..22dx?1 2730 1-2-3-..24dx?3 6
d%5z 23749461029 d%7z 8615841276005 d2°z
1-2-3-..26dx325 870 1-2-3..28dx27 14322 1-2-3-...30dx?°

Samim tim, ako je poznat f zdx tj. vrednost &iji je diferencijal jednak zdx tada
se opSti ¢lan nalazi pomocu sledeceg diferenciranja. Pri tome obavezno treba naglasiti da

taj izraz treba izabrati tako da ¢e suma biti jednaka 0 ako uzmemo za x da je 0.

Dakle, ako je z racionalna funkcija od x i ukoliko svi njeni diferencijali na kraju

krajeva iS€ezavaju, opsti ¢lan se moze predstaviti kona¢nim izrazom.
Ovu konstataciju ¢emo pojasniti kroz sledece primere:

Primer 1. Neka se trazi opsti ¢lan reda
1 2 3 4 5 X
1+9+25+49+81 +...+(2x —1)? kako je ovde

7= (2x—1)?=4x? — 4x+ 1 imamo daje
4.3 2
Jzdx = Zx%-2x* +x

zapravo, diferenciranjem ovog izraza dobijamo
zdx = 4x%dx — 4xdx + dx

dalje, pomocu diferenciranja dobijamo

dz d2 d3z
—=8x—4 —=8 = 0;
dx dx? dx3

znaci traZeni opSti Clan Ce biti

4 1 2 1
gx?’ - 2x2% 4+ x +2x%-2x +E+§x—§ic0nst
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ey 1. 1 .
Neophodno je unistiti ¢lanove 7 i-3pa shodno tome imamo

Sx—-1)%= 2x—1)(2x + 1)

w e

1
x3--x =
3

w xR

Tako je za x = 4 suma prva Cetiri ¢lana jednaka:

1+9+25+49=§7-9=84

Primer 2. Neka se trazi opsti ¢lan reda

1 2 3 4 X
1+27+125+343 + ... +(2x —1)3 kako je ovde
7= (2x—1)3=8x3—12x?> + 6x — 1 imamo daje
[ zdx = 2x* — 4x3 +3x% — x
daljim, diferenciranjem ovog izraza dobijamo

2 d3
92— 24x? — 24x +6; d—§=48x—24; ZZ =48
dx X dx3

U

i slede¢im diferenciranjem nestaje. Prema tome

S@2x—1)3=2x*—4x3 +3x% —x +
+4x3 — 6x% + 3x—% +
+2x% - 2x + %—
1 .
—— =+ const tj.
15
Sx—13=2x*—x2=x2(2x2 - 1)
Tako da za x =4 suma prva Cetiri ¢lana iznosi:

1+27+ 125 + 343 =496
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Na ovaj nacin dobili smo izraz za opsti Clan koji se jednostavno formira za

stepene prirodnih brojeva o kojima smo ranije govorili ali nismo imali dokaza.

. . 1
U tu svrhu, ako sada uzmemo da je z = X" tada je fzdx = mx

se diferencijali izrazavaju kao:

i

56



Leonard Ojler i Ojler - Maklorenova sumaciona formula

2 3

dz — n—1. a“z — _ n-2. d’z — _ _ n-3.
2 i nn—1)x""%; e =n(n—1)(n-—2)x"">;
d°z e

IS =nn—-1)(n—-2)(n—3)(n—4)x"">;

d’z n-7

— = nn—1)n—-2)..(n—6)x""7;

Odatle mi dobijamo sledeéi opsti ¢lan koji odgovara stepenu X :

Syt =L yn+1 1on 1M n-1 1 nn-1)(n-2) X3 4
n+1 2 62 30 2-3-4

+in(n—1)(n—2)(n—3)(n—4) xn_s . in(n—l)(n—z)---(n—6) xn_7
42 2:3-4:5-6 30 2-3---8

+

5 n(n-1)(n-2)-+(n-8) n,_g 691 n(n—-1)(n—-2)---(n—10) xn_11 n
66 2-3---10 2730 2-3--+12

7 n(n—-1)---(n—12) xn_13 3617 n(n—-1)(n—2)---(n—14) xn_15 +
6 2-3---14 510 2-3--:16

43867 n(n—1)---(n—16) xn_17 174611 n(n—1)---(n—18) xn_lg n
798 2-3---18 330 2-3---20

+ 854513 n(n-1)--(n—20) xn_21 236364091 n(n—1)---(n—22) xn_23 +
138 2:3--:22 2730 2-3---24

8553103 n(n—1)--(n—-24) ,_»sg 23749461029 n(n—1)---(n—26) n,_o7
6 2-3--:26 870 2-3---28

8615841276005 n(n—1)~~(n—28)xn_29
14322 2-3:-30

Ovaj izraz se ne razlikuje od ranije formiranog izraza osim Sto smo ovde uveli
Bernulijeve brojeve A, B, C, D, ... tamo gde smo koristili brojeve a, B, v, 0, € ...
Medutim, saglasnost u oba izraza je sama po sebi oCigledna.Prema tome, odatle mi

mozemo dobiti ¢lanove zbira za sve stepene do trideset. Ako bi pokusali na neki drugi

nacin, to bi bilo moguce uraditi samo pomoc¢u veoma dugackih i komplikovanih izraza.

Kako smo ranije dali takav izraz sume C¢lanova reda kroz opsti ¢lan koji se
formira na taj nacin da se svaki naredni ¢lan dobijao diferenciranjem prethodnog opSteg

¢lana; on se od neformalnog reda razlikuje u glavnom po tome §to on ne sadrZi izraze od

[ zdx ali se zato pojedinacni diferencijali opsteg ¢lana mnoZe sa nekim funkcijama od x.
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Sada mi iznova dobijamo takav izraz na nov nacin koji je relevantniji prirodi
redova; iz tog nacina je u to vreme bio jasniji taj zakon na osnovu koga se koeficijenti

diferenciranjem niZu jedan za drugim.

Dakle, neka je opsti €lan reda Z neka funkcija po promenljivoj X i neka je traZzena
suma ¢lanova reda S i kao $to smo videli ta suma je takva funkcija od X koja nestaje

(isCezava) za x = . Saglasno ranije dokazanom svojstvu tih funkcija ima¢emo

xds  x%d?s x3d3s x*d*s
S — + — + —...=0

1dx  1-2dx?2 1-2-3dx3  1-2-3-4dx*

Kako je S suma svih ¢lanova od prvog do poslednjeg z, o¢igledno da ako u S

umesto X uzmemo X-1 tada se podetna suma liSava svog poslednjeg ¢lana, znaci tada

¢emo imati:
ds d?s d3s d*s .
S—x=85 ——+ — + — ... akakoje
J
dx  2dx?2 6dx3  24dx*
ds d?s d3s d*s
Z T — —

T dx  2dx? | 6dx3  24dx*

Ovaj izraz daje moguénost odredivanja opSteg ¢lana na osnovu date sume ¢lanova ,
Sto je samo po sebi vrlo jednostavno. Dakle, pomocu uspe$ne kombinacije tog izraza i
onog $to smo imali u ranijem tekstu, moZemo odrediti S preko x i z. U tu svrhu uzmimo

da je:

Bdz (cd%*z Dd3z Ed*z
S—Az + - —+ — +...=0
dx dx dx3 dx*

gde su A,B,C,D,E, . . . neophodni koeficijenti, konstantni ili promenljivi. Kako je

ds d?s d3s d*s dss
=— — + - + —. .. 1 ako sada iskoristimo
< dx 2dx? 6dx3 24dx* = 120dx5

ranije dobijene vrednosti

dz d?z d3z

——, ——= ... 1zamenimo ih u prethodni izraz dobi¢emo:
dx’dx?’ dx3 P

<y
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S=S

Ads  AdZ?s Ad3s Ad*s Ad®s
—Az = — + — + —
dx 2dx? 6dx3 = 24dx* 120dx5

Bdz Bd?s Bd3s Bd*s Bd®s
+— = + — + —

dx 2dx? 6dx3  24dx* 120dx5

Cd*z cd3s N cd*s cdSs

dx2 ~ 6dx3  24dx* 120dx5
+Dd3z N Dd*s DdSs

dx3 24dx*  120dx5

Ed4z _ _ Edss +

dx* — 120dx>

Na ovaj nacin, ovi redovi, uzeti zajedno bi¢e = 0.
Kako smo ranije imali da je

xds x2%d?s x3d3s «x*d*s

0=S5— + — + - ...
dx 2dx? 6dx3 = 24dx*

ako sada ranije izraze uporedimo sa ovim poslednjim dobi¢emo da se vrednosti za

AB,C,D . .. mogu izraziti na slede¢i nacin:
2 3
x A X B
A=x; B=2-%; c=X-2-Z,
2 2 6 2 6
4 5
x B A x D B A
D=——=_2_ =, E=——Z_Z_Z2_ =
24 2 6 24 120 2 6 24 120
Na osnovu toga kako su odredene vrednosti A,B,C,D . . . odredi¢emo po opStem

¢lanu zZ sumu ¢lanova S = Sz na sledeéi nacin:

Bdz Cd?%z Dd3z Ed*z Fd°z
Sz=Az — + - + ——=
dx dx? dx3 dx* dx
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NN

. 3 2y
Prema tome kako je: A = x; B = ; C=?_T+E"

|
N R

to je ocigledno da se ovi koeficijenti poklapaju sa onim koeficijentima koje smo ranije
definisali pa je moguce reci da je:

1 1 1 1
A=Sx"=S1; B==-Sx'—-x; C==Sx?-—>x%
1 1 2 2
1 1
=-Sx 3. E=—Sx*——x*%
24 24
Otuda ¢emo imati:
a2z ,
Sz—xz——Sx+ Sx Sx + Sx*
2dx? 6dx3 24dx4

N xdz deZZ x3d3z x4d4z
dx 2dx? 6dx3 24dx*

Ako u opStem ¢lanu Z uzmemo da je X = 0 dobi¢emo ¢lan &iji je indeks jednak nuli.
Dalje, ako uzmemo da je taj ¢lan jednak sa @ tada ¢emo imati
xdz x*d?z xd3z

a=z—-—_ + 2dx?  odx3 +. .. dalje

xdz  x*d?z 4 xd3z x*d4z +
— — ..=Z—Qa
dx 2dx? 6dx3 24dx*

Posle ove zamene imac¢emo:

d%z 3 d4z
d°z
2 x 3 l 4
2dx 6dx3 24dx

— Sx*

Dakle, ako su poznate sume stepena, tada za bilo koji opsti ¢lan moZemo naci
sumu odgovarajuc¢ih ¢lanova. Kako smo nasli izraz koji predstavlja sumu ¢lanova Sz na
dva nadina a u jednom od njih se nalazi [ zdx, kada ta dva izraza izjedna¢imo,
dobiéemo znacenje integrala [ zdx koje je predstavljeno pomocu reda. Zapravo kako je

Adz Bd3z cd®z

1
[zdx=-z + — + — =
2 1-2dx 1-2-3-4dx3 = 1-2-3-4-5-6dx5>

2 d4z
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dobijamo da je:

[ zd

L (sx? = 1By + S sxt - 4’z (sx°+1c)+ .

" 6dx3 24dx* 120dx5

gde su A, B, C ... Bernulijevi brojevi koje smo ranije definisali.

. . . dz .
Neka je na primer 7 = xz, tada jea =0, i 2x, 1 =1
tada shodno tome imamo da je:

[x?dx=(x+=)x2 =2 x(Gx2 4= x + ) +1Ex% +2x2 ++x)
2 2 2 1277 3 2 6

e 1 . . . . 1 ..
ili f x2dx = 3 x3; zaista jer diferenciranjem izraza 3X 3 dobijamo X 2dx
Sada se pred nama otvara novi put za nalaZenje sume Clanova stepenog reda.
Zaista, te sume se lako obrazuju od koeficijenata A,B,C,D. . . koje smo ranije definisali a
pri tome se svaki od njih izraZzava preko prethodnog. Na osnovu svega do sada recenog

mozemo reci da je:

1 1
le—xzzx - X,

1 1 2
Sx?—x?==x3—--x—-=(Sx—x),
3 3 2

3_,3_14_1_ 3 2 _2y_ 32 _
Sx° —x =X —ox 2(Sx xX°) 2.3(Sx xX),

4 _ 41 5 1 4 3 _ .3y _ 43 2 _ .2y _ 432 _
Sx* —x =X - X 2(Sx x*°) 2.?)(Sx x“) 234'(Sx X), -

odavde proizilazi da sume viSih stepena moZemo izraziti preko sume niZih stepena.

Ako pazljivo analiziramo zakon na osnovu koga smo ranije definisali
koeficijente A,B,C,D. . . jedan za drugim moZemo zakljuciti da oni obrazuju rekurentni
red. Zaista, ako razloZimo razlomak

1 1 1
x+ —xzu+—x3u2 +—x +mx ut+ .

1+ = u+—u2+ u3+ 0u4+
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po stepenima od U i kako smo ranije pokazali dobi¢emo red

A+ Bu + Cu® + Du® + Eu* + -
a takode kako smo ranije pokazali imamo da je

1 1
A=x, B==x*—-A4, ...
2 2

Na taj nacin, na osnovu toga kako je formiran taj red dobi¢emo sumu ¢lanova stepenog
reda. Razlomak, ¢ijim smo razlaganjem dobili ovaj red moZemo predstaviti u obliku

eXU—-1

et-1
a ovaj razlomak ako je X ceo pozitivan broj prelazi u oblik

l+e"+e?%+ 34 .4 lr-Du

Dakle, kakoje 1=1

u?  ud ut

u
e* =1+ —-+—+—+
1 1-2 1-.2.3 1234

2u  4u® su® 1eut

el =14+ =+—+—+
1 1-2 1-2-3 1-2-3-4

3u  9u? 27u® 8iu*

e =14+ —+—+
1 1-2 1-2-3 1-2-3-4

pC-Du — 1 4 DU P e eyt
1 1-2 1-2-3 1-2:3-4

imamo da je
A= x,
B=S(x—-1)=5x—-§,

C=2Sx—-1)2=285x2— 2x2,
2 2 2

ovim se u potpunosti potvrduje i

=2 8(x—1)3=18x3— 143
6 6 6

dokazuje ranije ustanovljena veza izmedu koeficijenata stepena i njihovih suma.
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4. Zakjlucak

Citaju¢i o Ojleru i njegovim delima moZemo sebi pribliZiti i konkretno prikazati
detalje iz Zivota ovog genija. Na taj nacin postajemo svesni koliki je doprinos mnogim
naukama (posebno matematici) dao ovaj neponovljivi Covek. Prou€avajuci njegov Zivot i
delo spoznajemo cinjenice koje su ga uvrstile medu velikane neprolaznih razmera.

Ono S§to je kod Ojlera najviSe fascinantno jeste sam nacin njegovog stvaranja.
Stvarao je u svako vreme i na svakom mestu nadahnut neverovatnom stvaralatkom
inspiracijom. Kakav je i koliki perfekcionista bio objasnjeno je u trecoj glavi ovog rada
gde je prikazano kako je Ojler definisao formule, Bernulijeve brojeve, donosio zakljucke
i potvrdivao svoje ideje kroz konkretne primere. Bio je prilicno temeljan i na veoma
specifican nacin prikazao kako se formira suma reda preko opsteg ¢lana. Same formule
su izuzetno sloZene i sadrZajne a ne izostaje ni ¢injenica da je i naCin zapisivanja veoma
poseban i njemu svojstven. Ovu konstataciju potvrduje i sama formula:

+
6 1-2dx 30 1-2-3-4dx3 42 1-2-3-4-5-6dx5 30

d’z 5 d°z 691 dllz 7 dl3z
 —_— + —_ —_— . —_— — —
1-2-3-...8dx7 66 1-2-3-...10dx° 2730 1-2-3-..12dx11 6 1-2-3-..14dx13
3617 d15z 43867 dl7z 174611 dl%z
510 1:2-3-..16dx15 798  1-2-3-..18dx17 330  1-2:3-...20dx19
n 854513 d?lz 236364001 d?3z 8553103 d%5z
138  1-2-3-..22dx?21 2730 1-2-3-..24dx?3 6 1-2-3-..26dx25
23749461029 d?’z 8615841276005 d?°z
870 1.2-3...28dx?7 14322 1.2-3-...30dx?°
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U drugoj glavi bilo je reci o savremenom pristupu Ojler-Maklorenovoj formuli i jasno
je pokazano koliko je ona u poredenju sa Ojlerovom osnovnom idejom pojednostavljena
i pristupacnija za korisnike. Zapravo to i jeste suStina: ideje i dela velikog genija
prikazati Sto je moguce jednostavnije i pristupacnije. O tome svedoci i njihova formula:

Z fla+ -1 = Z o0 =1 [ oo + 470 - @1 +
Rf ) = f @] 4.+ Ao d P2 [f D (B) = FD(@)] + R gde e

R_1
" h

1=
O\:

1l
Juy

b h
F™(a+ih—2) op(z)dz = —%fo(m)(x+h—z) o (2)dz
a o

i

Na osnovu svega do sada reCenog sa sigurnos¢u mozemo doneti zakljucak da je
kako u matematici tako 1 u Zivotu sve bazirano na principu "od jednostavnog ka
sloZzenom" tj. da sume viSih stepena moZemo izraziti preko suma nizih stepena $to je i na
konkretnim primerima pokazano.
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