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Predgovor

Tema ovog rada je frakciona Furijeova transformacija koja je uvedena u
matematicku teoriju kao generalizacija klasicne Furijeove transformacije.

Furijeova transformacija jedna je od najsire koriséenih transformacija u
oblasti obrade signala i komunikacije i moze se, u izvesnom smislu, interpre-
tirati kao rotacija signala u vremensko-frekvencijskom domenu za ugao 7/2.
Frakciona Furijeova transformacija daje moguénost rotacije za proizvoljan
ugao o = an /2, a € R.

Ideja o frakcionim stepenima operatora Furijeove transformacije poja-
vila se u matematickoj literaturi 20-tih godina proslog veka ali isprva nije
izazvala veliko interesovanje. Viktor Namias ([17]) 1980.-te godine ponovo
uvodi ovaj pojam u oblasti kvantne mehanike, pokazuje osnovne osobine ove
transformacije i koristi je za resavanje nekoliko tipova Sredingerove jednacine.
Medjutim, interesovanje za ovu transformaciju naglo raste pocev od 90-tih
godina, od kada se pronalaze njene brojne primene u oblasti optike i obrade
signala, kao na primer u filtriranju, kompresiji, prepoznavanju obrazaca i dr.
U mnogim oblastima u kojima se koristi klasi¢cna Furijeova transformacija,
pokazano je da se koriS¢enjem njenog uopstenja - frakcione transformacije,
postizu bolji rezultati.

U prvom delu ovog rada naveséemo teorijske osnove klasiéne Furijeove
transformacije. Pokaza¢emo njene osobine kao $to su neprekidnost i opa-
danje u beskonac¢nosti, formule mnozenja, pomeranja i izvoda i na kraju
svojstvo konvolucije koje je od kljuénog znacaja za primene u obradi signala.
Na primeru filtriranja slike ¢emo pokazati primenu teoreme o konvoluciji.

U drugom poglavlju definisacemo frakcionu Furijeovu transformaciju
uopstavajuc¢i koncept rotacije u vremensko-frekvencijskoj ravni. Izveséemo
integralni oblik definicije i spektralnu dekompoziciju jezgra koristec¢i karak-
teristicne funkcije klasicne Furijeove transformacije. Zatim ¢emo navesti i



pokazati neke od njenih osobina kao Sto su linearnost, aditivnost indeksa,
formula mnozenja, formula izvoda, skaliranje i Planserelov identitet.

Trece poglavlje bavi se odnosom frakcione Furijeove transformacije i
Vignerove distribucije. Naves¢emo definiciju Vignerove distribucije i izve-
sti  odnos sa frakcionom Furijeovom transformacijom. Koris¢enjem osobine
frakcionih martingala Vignerove distribucije opisa¢emo i ilustrovati efikasniji
metod filtriranja signala u rotiranom vremensko - frekvencijskom domenu.

U cetvrtom poglavlju izvodimo definiciju diskretne frakcione Furijeove
transformacije polazeci od spektralne dekompozicije jezgra neprekidne frakci-
one transformacije.Pokazujemo proceduru za nalazenje karakteristi¢nih vek-
tora matrice klasicne diskretne Furijeove transformacije koji se koriste u de-
finiciji i na kraju utvrdjujemo algoritam za izracunavanje diskretne frakcione
Furijeove transformacije.

U poslednjoj oblasti bavimo se primenom frakcione Furijeove transforma-
cije u kompresiji digitalnih slika. Navode se osnovni pojmovi u vezi digitalnih
slika. Zatim se opisuje postupak kompresije slike pomocu diskretne frakcione
Furijeove transformacije. Kao primer, kompresovana je test slika koris¢enjem
algoritma opisanog u prethodnom poglavlju i prikazani su i analizirani rezul-
tati koji se dobijaju pri razli¢itim nivoima kompresije i pri razli¢itim stepe-
nima same transformacije. Time je na primeru pokazana prednsot frakcione
transformacije u odnosu na klasi¢nu.

Zahvaljujem se svom mentoru, dr Nenadu Teofanovu na podrsci prilikom
izrade ovog rada. Takodje, zahvaljujem se i ¢lanovima komisije dr. Ljiljani
Gaji¢ i dr Milici Zigi¢, kao i svim profesorima sa kojima sam saradjivala u
toku studija.

Najvecu zahvalnost dugujem svojoj porodici na beskrajnoj podrsci i razume-
vanju tokom studiranja.



Glava 1

Furijeova transformacija

U prvom delu rada uveséemo definiciju klasi¢ne Furijeove transformacije.
Pokaza¢emo njene osnovne osobine, formulu inverzije i teoremu o konvoluciji
koja je od kljuénog znacaja za njenu primenu u obradi signala. Razmotri¢emo
prosirenje definicije na skup L? kvadratno integrabilnih funkcija koristeéi
argument o prosirenju sa gustog podskupa, Sto ¢e nam koristiti i u kasnijem
delu rada. Koriséena je literatura [1], [13], [15].

1.1 Definicija Furijeove transformacije

Neka nam realna funkcija f(z) : R — C predstavlja signal koji nosi odre-
djene informacije. Promenljivu z € R interpretiramo kao vreme a f(z) je
vremenski opis datog signala. U primenama je potrebno analizirati i svojstva
tog signala u frekvencijskom/spektralnom domenu. Za to se definiSe nova
funkcija F(w) : R — C gde je w € R frekvencija i F(w) frekvencijski opis
signala koji govori da li se frekvencija w pojavljuje u signalu i u kojoj meri.
Formalno, funkciju F : R — C definiSemo sa:

F) = FHw =5 [t s

Kada nesvojstveni integral sa desne strane postoji funkciju F nazivamo
Furijeova transformacija funkcije f. Moguce je definisati je i sa konstantom

\/LQ? ispred integrala umesto navedene ili sa jedinicom. Takodje moze se

koristiti i €“* umesto e~“*, kao i e?™7 ili e~*>™_ Potpuno je svejedno koji

oblik ¢emo koristiti jer ne utice na teorijske rezultate, ve¢ samo na izgled
formula koje se koriste u radu.

Neka nam je dalje G(R) familija funkcija f(z) : R — C koje su po
delovima neprekidne i koje su apsolutno integrabilne.



Ako je funkcija po delovima neprekidna na celom R, to znaci da je deo
po deo neprekidna na svakom konacnom intervalu [a, b], odnosno moze imati
beskonacan broj tacaka prekida na R ali na svakom konacnom podintervalu
ih ima najvise kona¢no mnogo. Ako je apsolutno integrabilna na R to znaci
da pripada skupu L*(R) tj. [~ |f(z)|dz postoji i konacan je.

Skup G(R) je vektorski prostor nad C. Sada uvodimo definiciju Furijeove
transformacije nad ovim skupom.

Definicija 1.1.1. Neka je funkcija f(x) € G(R). Furijeova transformacija
funkcije f je funkcija F data sa:

Flw)=F(f)(w) = % /OO f(z)e ™*d.

Funkcija F je definisana za svako f € G(R) a pokazacemo i njenu neprekid-
nost na R i opadanje u beskonacnosti:

Teorema 1.1.1. Za svaku funkciju f € G(R) vaZi:
1. F(w) je definisana za svako w € R,

2. F(w) je neprekidna na R
3. lim,, 1o F(w) = 0.

Za dokaz ove teoreme koristicemo sledec¢u teoremu, tzv. Lebegovu teoremu
o dominantnoj konvergenciji.

Teorema 1.1.2. Neka je { fn},cr familija po delovima nekprekidnih funkcija
za koju vazi limy,_o fr(z) = fu(z),Vx € R. Ako postoji funkcija g takva da
je | fu(x)| < f(x) za svako x € R i [°_g(x)dx < oo, onda vaZi:

“+o0o “+oo

lim fr(z)dx = f(z)dx

h—0 |

00 _
Ova teorema nam omogucava da limes moze uéi pod integral, tj. dozvo-

ljena je promena redosleda operacija.
Dokaz teoreme 1.1.1.:

1. Kako vazi da je |e™™*| = 1 za svako realno x i w, odatle sledi da vazi:

1 [t 1 [t

| f(z)e ™" | da = |f(2)| dz < oo

21 J_ o 21 J_o

Sto znaci da je funkcija f(x)e™* apsolutno integrabilna na R za svako
w € R. Kako je i po delovima neprekidna, sledi da pripada klasi G(R).
Znagi funkcija F(w) je dobro definisana za svako w € R.
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2. Neka jew € R. Potrebno je pokazati da je funkcija F neprekidna u tacki
w $to po definiciji neprekidnosti znaci limy,_,q |F(w + h) — F(w)| = 0.

Iz definicije funkcije F imamo da je:

1 +o0 1 +o00
F(w+h)—f(w) = — f(ﬂ?‘{'h)e_z(w‘i‘h)xdl»__ f(l,)e—zwacdaj
2T 0o 21 oo
1 [t
= 2_ f(a:)e_wx [e—zhx o 1:| dr
T J-0

Ako za svako h € R definiSemo funkciju f,(w) = e7* [e7"* — 1] onda
za svako r € R vazi:

lim fy,(z) = lim f(z)e " [e”"* —1]

h—0 h—0

— f(%)eilww }llli% [efzhz . 1}

= f(z)e ™ -0=0

Pored toga vazi i:

(@)l < |f @) e[ (Je™] +1) < [f(2)]-1-2=2-|f(2)]

Zakljuéujemo da funkcija g(x) = 2| f(z)| zadovoljava uslove prethodne
teoreme te iz nje sledi:

B B
}lgr(l] e frn(x)dx =0
.
lim [F(w+h) — F(w)] =0

h—0

Sto po definiciji znaci da je Furijeova transformacija neprekidna funkcija
po w.

3. Iz definicije Furijeove transformacije i Ojlerove formule sledi da je

+oo
lim F(w)= lim flz)e ™*dx

w—rF0c0 w—rF0co oo

= lim < ” f(z) coswrdx — Z/+°O f(z) SiIlu).IdJ?) :

w—rto0 0
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Stoga da bi se dokazalo da je lim, 4., F(w) = 0 dovoljno je pokazati:

—+00 “+o00

lim f(z)coswardr =0 1 lim f(z)sinwxdr =0

w—too [ w—too [
(1.1)

(e 9] o0

Pokaza¢emo desnu jednakost a leva se dokazuje analogno.

Neka je dato proizvoljno € > 0. Iz apsolutne integrabilnosti funkcije f

sledi da za svako € > 0 postoji M > 0 takvo da je [ |f(z)]dx <e
|z|>M
te je

/f(a:)coswxdxﬁ / |f(2) coswz|dx < / |f(x)]| dx < e.

z|>M lx|>M lz|>M

Ovim smo dobili ogranicenje funkcije |f(x)coswz| na (—oo, —M) U
(M, +00) pa preostaje da se proceni i na [—M, M]. Kako je funkcija f
po delovima neprekidna na intervalu [—M, M], sledi da postoji podela
intervala [—M, M]:

—M=xg<1<..<xp=M

takva da za dato € stepena funkcija h(z) = f(zr), 251 < x < Tg, k =
1,2, ...,m zadovoljava:

/ 1) = hia) do <,

odnosno, f se moze aproksimirati stepenastom funkcijom h. Dalje
imamo da je:

M

/;V; f(z) coswrdr = /M (f(z) — h(z)) coswzdz +/ h(x) coswxdz,

M -M
pri cemu je:

< [ 1) = ho)] feos ] do

M

’/_Z(f(x) — h(z)) coswzdx

< /_ () = hx)| da < <.

M



Sa druge strane je,

M m T
‘/ h(z) coswzdz| = Z/ f(zy) coswxdx
-M k=1 " Tk-1
T Sinwxy, — sin WTg_1 = 2 2m
= < —_—
> ) <31t < g, 10)

te za dovoljno veliko w vazi:

2m

o] s, |f(z)] <e.
Kako smo umanjili oba sabirka, dobijamo da za dovoljno veliko w vazi
‘ fj;o f(x) COSMZECZ[E‘ < 3¢ ¢ime smo po definiciji dokazali grani¢nu

vrednost a odatle sledi da vazi i treéi deo teoreme. [
PRIMER 1. Posmatramo funkciju:

1, a<x<b .
f(x)—{o inace, gde je o<a<b<+oo

Ova funkcija naziva se karakteristicna funkcija intervala [a,b] ili jedinicni
(pravougaoni) impuls na [a,b]. Njena Furijeova transformacija je:

1 400 1 b 1 e~™wT b e~ Wwa _ e—zwb
F — TWE e — TWE e — —
() 2 J_ o f(x)e v 2 /a c v 21 —ww la 2mw
Specijalno, za a = —b, b > 0, dobijamo:
et —emwb  ginwb
Flw) = = .
() 2mw wmT

sin w
w

oznacava se 1 sa Sinc w.

Funkcija

1.2 Osobine Furijeove transformacije

Naveséemo neke od najbitnijih osobina Furijeove transformacije.

Teorema 1.2.1. (Linearnost Furijeove transformacije) Neka su f(x), g(x)
dve funkcije iz G(R) i a,b € C proizvoljni. Tada vaZi:

Flaf +bg)(w) = aF(f)(w) + bF(g)(w).

9



Dokaz teoreme 1.2.1.:
Ova osobina sledi direktno iz osobine linearnosti nesvojstvenih integrala:

Flaf + bg)(w) = - /_ " (af + bg) () e

2r J_ o
1 [t 1 [t
=ag— - f(z)e d$—|—b% . g(x)e ™“*dx

= aF(f)(w) + bF(g)(w).

Teorema 1.2.2. Neka je f € G(R) realna funkcija, tj. f(z) € R 2a sve
z € R. Tada je F(—w) = F(w).

Dokaz teoreme 1.2.2.:

+00 +oo
F(—w) = L f(x)e )7 dy = L f(z)e dx
21 J_ 2m J_ o
1 [t —
=0/ flr)e~wrdr = F(w).

Teorema 1.2.3. (Parnost) Ako je f € G(R) realna i parna funkcija, onda
je i F(w) parna i realna. Ako je f € G(R) realna i neparna, onda je i F(w)
neparna i ¢isto imaginarna funkcija.

Dokaz teoreme 1.2.3.:
Pokazac¢emo prvi deo tvrdjenja.

Flw) = % ( /_ io Fl@)eda + /0 +°° f(x)e—wxdx>

1 ’ wt e —WT
=5 (— f(=t)e dt+/0 f(z)e dx)

+o0

1 [t
- wWwxT —wWwxr d
o J, f(z) (e +e77) du
1 [T
=— (x) coswxdzx,
T Jo
gde smo koristili smenu ¢ = —x i parnost funkcije f. Ovim smo dobili

da je funkcija F(w) realna funkcija i takodje je i parna jer je coswzx parna
funkcija po w. Drugi deo tvrdjenja se pokazuje analogno. [
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Teorema 1.2.4. (Formula pomeranja) Ako je f € G(R) onda je funkcija
flax +b) takodje u klasi G(R) za svako a,b € R, a # 0 i vazi:

]_ wwb w
a

F(fla-+0))(w) = —

lal a’
Dokaz teoreme 1.2.4.:
Smenom promenljive y + ax + b dobijamo da je za a > 0:

1 oo —UWT oo fzwy—b)l
Fifa- 1)) =5 [ fartherdo = oo [ fgge 0 Ly,

or J_

odnosno, za a < 0 dobijamo:

1 e —wT 1 oo —zw(ﬂ) 1
F(a-40)w) = oo | flazr+)e™de=—o [ flyle ") 2dy.
Dakle,
1 ows 1 [T —wy 1T e
F(flo- +0)w) = ne® 5o [ Jw)e ™ dy = 2oe TR

Ako promenljivu x interpretiramo kao vreme a promenljiva w kao frekvenciju-
ucestalost, ova osobina nam kaze da je pomeranje u vremenskom domenu
ekvivalentno rotaciji u frekvencijskom domenu. Vazi i obrnuto, da modulacija
u vreme-nskom domenu odgovara pomeranju u frekvencijskom domenu, $to
nam daje sledec¢a teorema:

Teorema 1.2.5. Ako funkcija f(x) pripada skupu G(R) i ako je a € R onda

Fef(O)(w) = F(f)w—a).

Dokaz teoreme 1.2.5.:

+oo
f(emf('))(w) — %/_ emacf(x)e—zwzdx

1 [t
T on

fla)e“ P de = F(f)(w — a).

Teorema 1.2.6. (Formula modulacije) Ako f € G(R) i ako je a € R proi-
zvolyno, onda vazi:

F(f()cosa)(w) = 5 (F(f)w—a)+ F(f)w+a)),

DO | —

Flf()sina) @) = o (F()w - a) + F(f)(w +a)).

11



Dokaz teoreme 1.2.6.:

Iz Ojlerove formule e = cosx + tsinz sledi cosz = 1 (¢" 4 ¢7**), odnosno

sinz = & (¢ 4 e ™), pa odatle i iz prethodne osobine sledi da vazi:
F(F()cosa)(w) = 5 (FUFOE)w) + FFOe™)(w)
= 2 (F()w—a) + F(H)(w +a)
odnosno,
F(f()sina) (@) = o (FFO)w) + FFOe )W)
1

=5, F()w—a)+ F(f)(w+a)).

Teorema 1.2.7. (Formula izvoda) Ako je funkcija f € G(R) neprekidna i
diferencijabilna i za njen izvod vazi f' € G(R) onda vazi:

F(f)w) = wF(f)(w).

Dokaz teoreme 1.2.7.:
Kako je funckija f apsolutno integrabilna vazi da je lim, ,+., = 0. Po defi-
niciji nesvojstvenog integrala imamo da je:

f(f’)(w) = 1 oo f’(&?)eiwxdl’ = lim / f fzwxdx

L,M—c0 27T
/ f —wadx — {]l‘ —ZUJZK

- [ ]
1

L
=5 {f(L)e““L — f(=M)e“M 4w /_M f(x)e“”dx}

Parcijalnom integracijom dobijamo:

Iz lim, 10 f(x) = 0 sledi lim,_p, te je

F()w) = lim (/f e = wF(f)(w).

L,M—o00 270

Vazi i uopstenje ove formule, tj. ako su funkcije f, f/, f”,...fY neprekidno
diferencijabilne i ako je f™ € G(R) vaii:

F(F)(w) = (w)"F(f)(w).

12



Teorema 1.2.8. (MnoZenje polinomom) Ako je funkcija f € G(R) takva da
integral f |z f(z)| dx konvergira, onda je Furijeova transformacija funkcije
xf(x) neprek:zdno diferencijabilna 1 vazi:

Flaf(@))(w) =1 -F(f)w).

Dokaz teoreme 1.2.8.:
Ako je funkcija f neprekidna na celom R, iz fj;o |z f(x)| dx < oo sledi da je

integral fjozo xf(z)e”" uniformno konvergentan na R. Koriséenjem Lajbni-

covog pravila dobijamo da vazi:

+oo 400
Lz = = / L we i = = [ g

2m J_ dw 2m

1 oo

e flx)e ™ de = 1 F (z f(z))(w)

U slucaju kada je funkcija f samo po delovima neprekidna, ako sa {(an, bn)},,c;
ozna¢imo familiju intervala nad kojima je f neprekidna i ¢ija je unija ceo R,

onda vazi: ,
71w1‘d
=25 [ s

nel
i vazi da navedeni red konvergira uniformno na R. Stoga mozemo diferenci-
rati F(f)(w) na isti nac¢in pod sumom kao i pod integralom da bi se dobio
trazeni rezultat. Analogno se moze pokazat1 i uopstenje formule, to jest ako
je f € G(R) i ako za dato n € N integral f |z™ f(z)| dx konvergira, onda je
Furijeova transformacija funkcije f n-puta neprekldno diferencijabilna i vazi:

n

Flaf(@)(@) ="~ F(f)(w)

1.3 Inverzna Furijeova transformacija

Zanima nas da li je i kako moguée rekonstruisati funkciju f ako je poznata

njena Furijeova transformacija. Preslikavanje definisano sa:
+oo
F(w)x — F(w)e“*dx
—0o0

zovemo inverzna Furijeova transformacija. Ono $to nas zanima je, ako je F
Furijeova transformacija funckije f, da li se ovakvim preslikavanjem dobija
sama f, odnosno da li vazi:

+00
f(z) = F(w)edu.

—00

13



Veé¢ smo napomenuli da se Furijeova transformacija moze definisati na
razlicite nacine. Mogucée je definisati je sa razlicitim konstantama ispred
integrala, takodje je moguce definisati je i sa €"“* u podintegralnoj funkciji.
U skladu sa time, i inverzna Furijeova transformacija se moze definisati na
razlicite nacine. Ono §to je bitno je da, dok se u jednoj formuli pojavljuje
e % u drugoj treba da je e™* i takodje proizvod konstanti ispred oba inte-
grala treba da je jednak %

Da bismo dokazali da je integral od gore inverzni proces, koristi¢emo
slede¢u teoremu, tzv. Fubinijevu teoremu o razmeni redosleda integracije.

Teorema 1.3.1. (Fubinijeva teorema) Neka je f : R x R — C po de-
lovima neprekidna funkcija. Pretpostavimo da integrali fj;o |f(x,y)|dx i

fjoo |f(z,y)| dy konvergiraju. Tada, ako konvergira jedan od integrala:

+oo  p+oo too  ptoo
/ / Flary)| dedy il / / (s y)| dyda

onda kovergira i drugi i integrali:

+oo  p+oo too ptoo
/ f(z,y)dxedy i / f(z,y)dydx

su medjusobno jednaksi.

Teorema 1.3.2. (O inverznoj Furijeovoj transformaciji)Ako funkcija f pri-
pada skupu G(R), onda za svaku tacku x € R u kojoj postoje jednostrani
izvodi funkcije f vazi:

Dokaz teoreme 1.3.2.:
Koriséenjem Fubinijeve teoreme dobijamo:

M M 1 “+o0
/ F(w)e dw = / {— f(y)e“ydy} e dw
-M

—-M 27 —00
1 —+o00 M
=5 f(y) [/ e_“"yewxdw] dy
T J - —M
1 [T e (@=y) M
= — _— d
271 J f) [%(w—y) —M} ’

+eo sin M (z —
S f(y)2 Mz —y)

21 J_ o =y

dy
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7 fy) sin M(x — y)

T r—y

d+

/ f(y)sin M (z — y) dy

Uvodjenjem smene t = y — z dobijamo:

M 1 [° Mt 1 [t in Mt
/ F(w)e dw — - / e A (O L
—M ™ —00 0

Dalje treba dokazati da su grani¢ne vrednosti poslednja dva sabirka kada
M — oo jednake polovinama jednostranih izvoda funkcije f, tac¢nije:

R B sth J+(2)
i (z)
sin Mt fo(x

]\}linoo;/ fa+t)y——dt ==,

Pokazujemo prvi rezultat. S obzirom da vazi:

dt

oo in Mt i in Mt oo in Mt
flo+ b2 dt:/ et ™t [ fa )™

0 ™

uveséemo novu funkciju:

flz+t)
t>m

_ t
9(37) { 0, t<m

Kako je po uslovu teoreme f € G(R) sledi da je i g € G(R) te iz dokaza
teoreme 1.1.1. (treéi deo - opadanje u beskona¢nosti) sledi:

oo 1 [t in Mt
lim g(t)sin Mtdt =0, tojest, lim — fla+t)=—

M—o0 oo M—oco T

dt =0

Posmatramo grani¢nu vrednost;

lim —/ flx+t Sthtd = f+(2)

M—oco T 2

Za funkciju h definisanu sa h(t) = (f(z +t) — f+(¢))/t vazi da je po
delovima neprekidna na [0, 7| pa se na nju moze primeniti osobina opadanja
u beskonacnosti, te vazi:

in Mt
sin di

lim —/ f(z+t Sthtdt: lim l/oﬂ (flx+1t)— fi(x)+ fo(2))

M—oco 7 M—o0 7
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1 [™ — 1 T sin M
= lim <%/0 f(x—i—t)t f+() sithdt—i—;er(x)/o smt tdt)

T sin Mt

1
= —fi(z) lim dt
7r

M—o0 0

Ostaje da se pokaze da je poslednja granicna vrednost jednaka 7.
Uvodimo smenu u = Mt pa dobijamo:

T sin Mt Mm g
/ in Jl — / 1nudu.
0 13 0 u

. o
lim Smt At — / S .
0

M—o0 0 Uu

Dakle vazi:

Kako je funkcija %

je nesvojstveni integral [

neprekidna na intervalu (0, +00), da bi se dokazalo da

Sy, konvergentan, dovoljno je da se pokaze da

limp_oo faR Si%du postoji za svako a > 0.
Parcijalnom integracijom dobijamo

lim du = lim
R—o0 a u R—o0

" sinu COoS U
U

R R cosu
— 5 du
a a u

. cosR cosa R cosu
= lim [ — + — du
R—o0 R a a U2

Iz —1 < cos R <1 sledi —% < CO;R < % alimR_m% =0pajei

. cosR
lim =0
R—oo R
Analogno dobijamo i lirnpg_mc‘;.%R = 0 odnosno !CZ%’ < # pri cemu je

funkcija = apsolutno integrabilna na [a, 00) za a > 0 pa

1
U
. R cosu > cosu
lim 5 du = 5 du
R—oo J, U a Uu

konvergira te i polazni integral konvergira.
Njegova vrednost je, prema tome, jednaka sa:

B ginu

du

lim
m—oo [, u

gde je {R,,} ~_, proizvoljan niz koji tezi ka beskonacnosti. Izborom tacaka
R,, = (m +1/2)/m dobija se:
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00 i (m+1/2)m _:
/ Y = lim ikl
0

u m—o0 0 u

Smenom t = u/(m + 1/2) dobija se:

/<m+1/2>7r sinu - _ /” sin(m +1/2)t
0 0

U t

Dalje imamo:

. ™ sin(m + 1/2)tdt . /7T 2sin(t/2) s'in(m + 1/2)tdt
m—oo J t m—o0 J 2t sin(t/2)
T 2sin(z/2) T
2 z—0+ x 2

gde smo koristili da za Dirihleovo jezgro reda m € N definisano sa

1 m
x) = 5—1—;608]6

vazi

O

Isin(m +1/2)x
D, (x) = D,,
(x) = 2 sin(x/2) 1vazi /

wm

Grani¢na vrednost limy; f_ 1y 9(x)dx, ako postoji, naziva se Kosijeva
glavna Vrednost integrala i oznacava se sa P.V. f +°° )dx Ako nesvojstveni

integral f x)dz konvergira onda konvergira i P V f (x)dz a obrnuto
ne mora da vazi.

Dakle, ako je f neprekidna funkcija na R i ako je f’ po delovima nepre-
kidna funkcija na R, onda su levi i desni izvod funkcije f u tacki x € R
jednaki pa iz prethodne teoreme sledi da vazi:

—+00

f(z)=P.V. F(f)(w)e“*dw, VreR

—00

Ako vazi da F(f)(w) € G(R) onda su nesvojstveni integral funkcije F(f)(w)e* ()
i odgovarajuca Kosijeva glavna vrednost jednaki, pa vazi:

FED@@ =5 [ FE)@e
_ 1 w _
— 5 | PO = o p—



odakle sledi da vazi inverzna formula:
oo

fa) = [ F(Hw)erdeo. (1.2)

—00

Da smo kao definiciju Furijeove transformacije koristili

Flw) = ﬁ_ﬁ / " fa)e e,

dobili bismo da je formula inverzne transformacije:

1 oo won
f(z) = \/ﬁ/—oo F(w)e“*dz.

1.4 Konvolucija

U ovom delu ¢emo definisati i ilustrovati konvoluciju dveju funkcija a
zatim navesti i dokazati teoremu o Furijeovoj transformaciji konvolucije, koja
je od velikog znacaja u primenama Furijeove transformacije. Zatim ¢emo
pokazati na primeru filtriranja digitalnih slika kako se dato tvrdjenje koristi.

Definicija 1.4.1. Neka su f i g funkcije ¢iji je domen ceo R. Konvolucija
funkcija f i g, v oznaci f x g definise se na sledeci nacin:

(f*g)(z) = - flx—y)g(y)dy, = eR.

Ako nesvojstveni integral iz definicije postoji, smenom se dobija:
+o0

(fxg)(z) = f(y)g(z —y)dy

odnosno konvolucija je komutativna operacija. Iz Fubinijeve teoreme dire-
ktno sledi:

Lema 1.4.1. Ako f,g € G(R), onda je konvolucija f x g dobro definisana i
apsolutno integrabilna funkcija.

Osvrnimo se na to §ta nam je dato u definiciji. Za signal f(y), gde je y
promenljiva po kojoj integralimo u definiciji konvolucije, f(—y) je njemu
simetrican signal u odnosu na ordinatu. Kada uvrstimo promenljivu x € R |
f(z —y) predstavlja signal f(y) pomeren ulevo po apcisi za x. Kada pustimo
da promenljiva x prolazi kroz R dobijamo signal f koji se kre¢e duz x-ose i
prelazi preko fiksnog signala g(y). Konvolucija onda predstavlja integraciju
pri kojoj preko zadatog signala g prelazi drugi signal f koji je dizajniran na
odgovarajuc¢i nacin da bi se dobio zeljeni efekat. Graficki ¢emo to prikazati
na slede¢em primeru:
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PRIMER 2. Posmatramo karakteristicnu funkciju jedinicnog intervala, tzv.
jJedinicni impuls, Xjo,1). Odredimo funkciju X[o1) * Xjo,1)(2):

“+oo

X[0,1] * XJo,1] (SC) = /

—00

X011 (¥)Xp.1(* — y)dy = / X1 (%) dy,
x—1

jer je funkcija xj01)(x —y) jednaka jedan ako y € [v — 1, x|, a nula inace.
Dakle, dobijamo:

0, x<0ir2<x
X[o,l]*X[o,l}(I) T 0<z<1
2—x 1<z<2

Na slici 1.4.1. vidimo kako se jedan signal krece po vremenskoj osi i pre-
lazi preko drugog signala. Konvolucijom smo u ovom primeru dobili Siri in-
terval nad kojim je funkcija razlicita od nule nego u slucaju pocetne a takodje
je dobyena funkcija neprekidna dok je polazna bila po delovima neprekidna.

Osnovno svojstvo konvolucije je da se ona Furijeovom transformacijom
transformise u mnozenje u frekvencijskom domenu, sto je od klju¢nog znacaja
za primene Furijeove transformacije u obradi signala kao i u diferencijalnim
jednac¢inama. Dakle, pokaza¢emo da vazi naredna teorema:

Teorema 1.4.1. Za svake dve funkcije f,g € G(R) vazi:

F(f+9)(w) = 2nF(f)(w) - Flg)(w)

Dokaz teoreme 1.4.1.:
Iz leme 1.4.1. sledi da je funkcija f * g dobro definisana i apsolutno integra-
bilna. Primenom Fubinijeve teoreme dobija se:

F(f % g)(w) = / Y (Fxg) (@) da

2m J_o
1 +00 +oo
o [ ([ e veman) ea

1 +oo —+00
flo —y)e e g(y)e " dudy

B % —00 —00
+o00 1 +o00
[ (5 [ e e ) ey
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- T S rm—
I | L | —aty) |
1 i i 1. i
L H | — f(xy)
o5b———-4L ot 11 I
T | |
g ‘ 1 i ‘ i
2 1.5 1‘ 0{5 0 0.‘5 1 0.‘5 2
(a) Signali se ne preklapaju
o 7 7 7 1 —
N 7} 77777 }r,,, I I 1 1 — g(y)
! 1 — f(x-y)
05F-——— B A e e e
” | 1 1
2 -1 .‘5 -1 -015 6 0.‘5 1I 0.‘5 2
(b) Signal T "klizi" u signal g
15 ‘ ‘ ‘ . ‘
i 1 | | 1 |
o) [ L] | ' 1
—foey BB
,,,,,,,,,, o [ SO D oS I 2 R S R s S|
o D Y |
0 1 | I i
| 1 ! 1 1 ! 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 0.5 2
(c) Signal f "klizi" iz signala g
b ' : : : ; ; : ;
R e | W NN S S QP S
—flxy) | P H
05 ====5===== i At i T s i
] | I I I |
o T N T T B B
-2 -1.5 -1 -0.5 0 05 il 05 2 25

(d) Signali se ne preklapaju

Slika 1.4.1.

Smenom promenljive dobija se:

L [ - e = F (1))
odakle sledi:
F(fg)w) = FNW) [ glwe1dy = 2 A Flg)(w). O

Sada ¢emo pokazati primenu ove teoreme u signalnoj analizi. Za pocetak
uvodimo pojam sistema i impulsnog odziva sistema.

20



Kao sto znamo, signal nam daje opis kako jedan parametar varira u odnosu
na neki drugi parametar.

Sistem predstavlja bilo koji proces koji proizvodi neki izlazni signal kao
odgovor na neki ulazni signal. Razlikujemo neprekidne sisteme koji primaju
i izbacuju neprekidne signale, kao npr. u analognoj elektronici, i diskretne
sisteme koji primaju i izbacuju diskretne signale, kao sto npr. kompjuterski
programi manipulisu vrednostima koje se ¢uvaju u matricama.

Preciznije, sistem je preslikavanje L koje ulaznom signalu f dodeljuje
izlazni signal y, koji se naziva i odziv sistema. Postoji mnogo razloga za
ispitivanje sistema. To moze biti potreba za dizajniranjem sistema koji ukla-
nja sum u elektrokardiogramu ili sistema koji pojacava ostrinu unete slike ili
uklanja efekat eha u snimanju zvuka. U nekim drugim slucajevima, sistem
moze imati efekat ometanja koje je potrebno izmeriti ili moze predstavljati
neki fizicki proces koji zelimo analizirati.

Veéina korisnih sistema spada u kategoriju linearnih sistema $to je bitno
jer bez osobine linearnosti bismo morali ispitivati pojedina¢ne karakteristike
nepovezanih sistema a ovako se mozemo fokusirati na osobine linearnih si-
stema uopste.

Kazemo da je sistem linearan ako vazi:

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g),

odnosno ako pri unosu linearne kombinacije signala f i g u sistem, kao izlaz
dobijamo linearnu kombinaciju njihovih izlaznih signala L(f) i L(g).

Sistem je vremenski neprekidan ako su ulazna i izlazna funkcija definisane
nad nekim vremenskim intervalom [a, b].

Kazemo da je sistem invarijantan u vremenu ako iz f(t)z +— ¢(t) sledi
f(t — to)x — y(t — to), ty € R.

Linearne vremensko-neprekidne i vremensko-invarijantne sisteme oznaca-
vacemo sa LTC.

Signal oblika ce®! gde su ¢ € Ciw € R dati fiksni a t € R zovemo
vremenski harmonik. Ako kompleksan broj ¢ prikazemo u obliku ¢ = Ae#°
onda vazi ce™t = Ae'@t?) gde se A zove amplituda, w frekvencija a ¢
pocetna faza vremenskog harmonika.

Odziv LTC sistema L za vremenski harmonik je takodje vremenski har-
monik oblika H,e**. Funkciju H(w) = H, : R — C zovemo frekvencijski
odziv sistema, funkcija sistema ili funkcija prelaza (prenosa). Kako vazi
H(w) = |H(w)|e®*® | |H(w)| je amplituda odziva a ®(w) faza odziva.

Ako posmatramo funkciju f i njenu Furijeovu transformaciju F i spek-
tar F sadrzi nezeljene frekvencije, njih mozemo odstraniti propustanjem kroz
odredjene filtere. Na primer, frekvencije iznad neke granice tolerancije wy > 0
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mogu se ukloniti mnozenjem funkcije F(w) karakteristicnom funkcijom in-
tervala [—wp,wp|. Znadci, modifikacije se vrse mnozenjem u frekvencijskom
domenu. Stoga, ako je Y(w) = H(w) - F(w), w € R modifikovani spektar
funkcije f, onda u vremenskom domenu njemu, prema teoremi o konvolu-
ciji, odgovara konvolucija funkcija f i h, gde je H Furijeova transformacija
funkcije h, dakle vazi:

Yt = 5 (F=h) (1), teR

Dalje posmatramo Dirakov delta impuls (tzv. delta funkciju) 4, koji nije
funkcija u pravom smislu reci i definisan je kontradiktornim uslovima:

+0o0
d(z) =0, x#0, }:ii%é(x):oo, / d(z) =1.

Za ovako definisani Dirakov delta impuls vazi da je on neutralni (jedini¢ni)
element za operaciju konvolucije:

—+00

F@O(f*x0)(t) = f(r)o(t —7)dr, teR

Odziv sistema s obzirom na Dirakovu deltu zovemo impulsni odziv, oznac¢imo
ga sa h = Lo.
Za LTC sisteme vazi da je h(-—7) odziv za §(-—7), za svako 7 € R. Linearnost
dozvoljava zamenu beskonacnih suma integralima pa vazi:

“+o00 —+00

Lf(t)=L(f=b)(t) =L f(r)o(t —7)dr = f(r)Lo(t — 7)dr

+oo
= f(r)h(t —1)dr = (hx f)(t), te€R.
Ovo znaci da se LTC sistemi mogu okarakterisati konvolucijom i impulsnim
odzivom.
Ako je ulazni signal vremenski harmonik €' i ako sa H(w) oznac¢imo
Furijeovu transformaiju impulsnog odziva h(t), onda iz prethodne jednakosti
i definicije konvolucije sledi da vazi:

e’} —+00
Le' = / ¢“th(t — r)dr = / ¢“U=Dh(r)dr = H(w)e™".

—00 —00

Dakle, frekvencijski odziv sistema kada je na ulazu vremenski harmonik je
Furijeova transformacija njegovog impulsnog odziva.
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Ako sa F,Y, H ozna¢imo Furijeove transformacije ulaza f, izlaza y i impul-
snog odziva h, redom, onda iz gorepomenute jednakosti i teoreme o konvolu-
ciji, sledi da je

Y(w) =27H(w)F(w).

Ako se pored toga, moze koristiti i formula inverzne Furijeove transformacije
za izlaz y, dobija se da vazi:

+o0 +o0o
y(t) = / Y(w)etdo = 27 | H(w)F(w)e“ dw

Ovo nam govori da je za fiksirano ¢, svaka frekvencijska komponenta e**
spektra F' ulaznog signala f pojacana ili oslabljena sa H pa H = Fh zapravo
ima ulogu filtriranja u frekvencijskom domenu.

Sada ¢emo na primeru digitalne slike pokazati efekat nekih drugih filtera
i primenu teoreme o konvoluciji. Digitalna crno-bela slika predstavlja dvodi-
menzionalni diskretni signal, predstavljen u vidu matrice celih brojeva koji
predstavljaju jacinu svetlosti datog piksela. Diskretna Furijeova transforma-
cija funkcije (slike) f(z,y) velicine M x N data je matricom:

1

F(u,v) = N

f(ZL‘, y)e—ZZTr(uz/M—i—vy/N)

pri cemu se izraz racuna za v =0,1,2, .M —-1iv=0,1,2,..N — 1.
Sliéno, za dato F'(u,v), f(u,v) mozemo dobiti formulom inverzne diskretne
Furijeove transformacije:

M—-1N-1

_ 1 227 (ux/M+vy/N)
f(xay)_WZZF(uvv)e Y :

u=0 v=0

Diskretna konvolucija dve funkcije f(x,y) i g(x,y) velicine M x N oznacava
se sa f(x,y) * g(z,y) 1 definige se sa:

M—-1N-1

) w9t = 7 32 32 oot —m.y =)

=0 n=0

I u diskretnom slucaju vazi teorema o konvoluciji pa je

f(z,y) x g(z,y) & F(u,v)G(u,v).

Ako nam g¢(z,y) predstavlja matricu filtera koju zelimo da primenimo
na datu sliku f(z,y), filtriranje slike datim filterom u prostornom domenu
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(ovde umesto vremenske imamo prostornu promenljivu) vrsi se konvoluci-
jom matrica. Medjutim, teorema o konvoluciji nam omogucava da filtriranje
izvr§imo u frekvencijskom domenu, pri ¢emu i sliku i filter preslikavamo u
frekvencijski domen diskretnom Furijeovom transformacijom, zatim dobijene
frekvencijske reprezentacije matrica mnozimo i dobijenu matricu inverznom
diskretnom Furijeovom transformacijom vra¢amo u prostorni domen i tako
dobijamo prostornu reprezentaciju filtrirane slike koju mozemo prikazati kao
1 inace.

Razlog sto se filtriranje radi u frekvencijskom domenu umesto u prostor-
nom je sto, zahvaljujuci algoritmima za brzo izracunavanje diskretne Furije-
ove transformacije, znacajno je brze izvrsiti racun mnozenjem frekvencijskih
matrica nego izvesti konvoluciju matrica u prostornom domenu. Sto je veéa
veli¢ina matrica (slike), razlika je veca.

Na slici 1.2.1. vidimo u gornjem levom uglu originalnu crno-belu sliku
Lena. Primenom filtera izostravanja koji je dat matricom formata 3 x 3:

0 -1 0
-1 5 -1
0 -1 0

dobijamo izostrenu sliku, prikazanu u gornjem desnom uglu.
Primenom filtera zamagljenja, datog matricom:

o S
[N V)
—_ N =

dobija se zamagljena slika prikazana u donjem levom uglu, a primenom
reljefnog filtera:

2 0 0
0 -1 0
0 0 -1

dobija se slika u donjem desnom uglu. Filtriranje je uradjeno koriséenjem
programskog paketa Matlab i ugradjenih funkcija za brzo izracunavanje
diskretne Furijeove transformacije.
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Slika 1.2.1. - Rezultati filtriranja slike

1.5 Prosirenje definicije na prostor L’

Kao sto smo videli, da bi Furijeova transformacija bila definisana, do-
voljno je da funkcija f bude u skupu L' apsolutno integrabilnih funkcija.
Medjutim tesko je okarakterisati sliku funkcije F u L!, te ¢emo uvesti po-
jam restriktivnijeg skupa na kome se F lepo ponasa, a koji se zove Svarcov
prostor funkcija ili drugacije, prostor brzo opadajuéih funkcija.

Definicija 1.5.1. (Svarcova klasa) Svarcov prostor funkcija S(R) sastoji se
od svih beskonacno puta diferencijabilnih funkcija (tzv. glatkih funkcija)
f R — C za koje vazi:

sup |xmf(”)(z)’ = mef(”)(x)Hoo < oo, m,n>0.
zeR

25



Dakle, f € S(R) ako i samo ako za svaki izbor m,n € Ny postoje ko-
nstante C,,, > 0 tako da vazi:

Cmn
[P @)] < T @ £0,

odnosno i funkcija i svi njeni izvodi opadaju u beskonacnosti brze od
reciprocne vrednosti bilo kojeg polinoma.

Skup S(R) je vektorski prostor u odnosu na uobicajene operacije. Jedna
od brzo opadaju¢ih funkeija je npr. funkcija e=™”. Takodje, prostor C*°(R)
beskonacno puta diferencijabilnih funkcija kompaktnog nosaca je takodje
podskup od S(R). Kako je C*(R) gust u svim LP(R), 1 < p < oo, u
normi prostora L, sledi da je i S(R) gust u tim prostorima.

Kako je oc¢igledno i S(R) C G(R), Furijeova transformacija je dobro defi-
nisana na S(R) i za brzo opadajuée funkcije vazi sve §to smo do sada dokazali.

Ovaj prostor je bitan jer za Furijeovu transformaciju vazi sledeca teorema
koju ¢emo navesti bez dokaza:

Teorema 1.5.1. Furijeova transformacija je homomorfizam vektorskog pro-
stora S(R) na njega samog, sa inverznom transformacijom definisanom sa

(1.2).
Iz ove teoreme direktno sledi Planserov identitet na S(R):

Teorema 1.5.2. Neka su f,g € S(R). Tada vaZi:

1 —+00 —+00

o f(@)g(z)de = F()w)F(g)(w)dw.

27T —00 —00
Za f = g direktno se dobija da za svaku funkciju f € S(R) vazi:
+oo

|f(3c)\2dx: /_ ]]—"(w)|2dw,

o0

I

2 ) o

odnosno: )
I ||f||L2(]R) = ||‘FHL2(R)7

Sto je takozvana formula odrzanja energije. Na levoj strani jednakosti imamo
energiju signala u vremenskom domenu a na desnoj njegovu energiju u fre-
kvencijskom domenu.

Sada na osnovu teoreme o ogranicenoj linearnoj transformaciji sledi da se

F moze jedinstveno prosiriti na ograni¢enu linearnu transformaciju sa S(R)
na L'(R):
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Teorema 1.5.3. je S C H; gust podprostor od Hy ¢ T : S — Hy ogranicena
linearna transformacija za koju vazi:

||Tf||H2 < MHfHHla fes.

Tada se T moZze prosiriti jedinstveno na ogranicenu linearnu transformaiciju
12 H1 U HQ.

Analogno se Furijeova transformacija moze progiriti i na prostor L*(R),
pri ¢emu se vodi racuna o tome da integral iz definicije transformacije ne
konvergira u op$tem slucaju za sve f € L?(R). Koristeéi to da je S(R) gust
podskup od L?(R), definisemo Furijeovu transformaciju za f € L*(R) kao
limes niza funkcija iz S(R) koje konvergiraju ka f u L? a koji postoji zbog
gustog podskupa, tj.

za {h.} C S(R") za koji vazi hy — f u L? definiemo:

—+00

F(f)(w) = L? — lim hi(z)e ™ da.

k—o0 o0

Sledec¢a lema nam daje jednostavniji nacin za izracunavanje Furijeove
transformacije na L?(R):

Lema 1.5.1. Neka je f € L*(R). Tada vaZi:

F(f)=L*— lim f(z)e 2 dx,

f(z)=L*— lim F(w)e*™dw.

Na isti nacin ¢emo i definiciju uopstenja Furijeove transformacije prosiriti
sa Svarcovog prostora na L' i L2
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Glava 2

Frakciona Furijeova
transformacija

U ovom delu rada ilustrova¢emo klasicnu Furijeovu transformaciju kao
rotaciju signala u vremensko - frekvencijskoj ravni za ugao 7/2 a onda é¢emo
dati ideju za definisanje frakcione Furijeove transformacije kao uopstenje kon-
cepta rotacije na proizvoljan ugao. Zatim ¢emo izvesti integralni oblik frak-
cione Furijeove transformacije i pokazati njene osobine, koje su uopsStenja
odgovarajucih osobina klasi¢ne transformacije.

Koriséena je literatura [3],[7], [9], [11] [17].

2.1 Rotacija u vremensko-frekvencijskoj ravni

Kao sto smo rekli u prethodnom delu, Furijeovu transformaciju za fu-
nkciju f € S(R), gde je S(R) Svarcov prostor funkcija, mozemo definisati i
sa:

Flw) = % / " fa)e e,

dok je inverzna transformacija tada definisana sa:

1 too o
f(x):E/oo F(w)e“ dw.

Promenljiva x u definiciji Furijeove transformacije je obi¢no vremenska
promenljiva a promenljiva w predstavlja frekvencijsku promenljivu. Na dalje
¢emo koristiti x i & kao neutralne promenljive, pri ¢emu je x promenljiva iz
domena funkcije f.
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Takodje, uveséemo oznake za promenljive u rotiranom sistemu osa. Ako
imamo koordinatni sistem (x,§), sa © = xy ¢emo oznaciti promenljivu koja
pripada apcisi a sa £ = x; promenljivu ¢ije vrednosti su na ordinati, bas kao
Sto su to vreme i frekvencija u vremensko-frekvencijskoj ravni. Ako se ovakav
sistem zarotira suprotno od smera kazaljke na satu za ugao o = an /2, a € R,
onda ¢emo dobijene rotirane promenljive oznacavati sa x, i &, kao Sto je
prikazano na slici 2.1.1. Dakle, dobija se da je:

To| | cosa  sina| |w

|  |—sina cosal |[£|’
Sto se moze oznaciti i sa (24,&) = Ra(z0,&). Oznaku R ¢emo koristiti
i kao oznaku operatora koji deluje na funkciju dve promenljive, u smislu

Raf(z,€) = f(Ra(2,6)) = f(2a;&a)-
Pri tome uvek pretpostavljamo da je &, = x,41, tj. da su zarotirane ose
uvek ortogonalne. Ujedno to znacii x40 = &1 = —24 1 241 = —&,.

A
=& =2

ga = Wi

Slika 2.1.1.

Sada, neka nam je dat vremenski signal f(z) promenljive x = z,, dakle
ta promenljiva lezi na apcisi. Furijeova transformacija ovog signala, funkcija
F(f)(&) je onda funkcija promenljive & = x5 (frekvencije) i ta promenljiva
onda uzima vrednosti na ordinati. Stoga, klasicnom Furijeovom transfor-
macijom se reprezentacija funkcije menja iz reprezentacije u vremenskom
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domenu (z = z() u reprezentaciju u frekvencijskom domenu (§ = 1), Sto
zapravo odgovara rotaciji za ugao 7/2 u smeru suprotnom od smera kazaljke
na satu, u (z,£)-ravni.

Veé¢ smo pokazali da vazi (F2f)(z) = f(—=z), te F? zovemo operatorom
parnosti, Sto znaci da se je osa kodomena zapravo zaokrenuta vremenska
osa, tj. vremenska osa rotirana za ugao .

Analogno, primenom Furijeove transformacije tri puta zaredom, dobijamo da
je

1 +o0
FNE = FFENE = 7= [ fa)e s = F-),

to jest vazi:

(F2N)(E) = (Ff) (=€) = F(=¢).

Ocigledno, jos jednom uzastopnom primenom transformacije, dobijamo
rotaciju za jos 7/2, odnosno vrac¢amo se na vremensku osu. To znac¢i da F*
odgovara identicnom operatoru:

(FH(f) = f odnosno F*=1T.

Na osnovu ovog zaklju¢ujemo da operator Furijeove transformacije od-
govara rotaciji funkcije u vremensko-frekvencijskoj ravni za ugao 7/2, dok
inverzni Furijeov operator predstavlja rotaciju za ugao —m /2.

Frakciona Furijeova transformacija ima vise razli¢itih definicija. Intuitivni
nacin za njeno definisanje je da se generalizuje navedeni koncept rotacije za
ugao m/2 u vremensko-frekvencijskoj ravni, odnosno da frakciona Furijeova
transformacija predstavlja rotaciju za proizvoljan ugao o = an/2, gde a € R,
to jest, da se njom reprezentacija signala f iz vremenskog domena prevede
u reprezentaciju na osi negde izmedju vremenske i frekvencijske. Operator
ovakve transformacije se oznacava sa F<, F¢, ili F,, zavisno od literature,
pri ¢emu za o = 7/2, odnosno a = 1, treba da vazi F, = Frp = F

2.2 Izvodjenje definicije

Frakcionu Furijeovu transformaciju (skra¢eno FREFT) uveséemo za pocetak
na bazi Svarcovog prostora S (R) definisanog u prvom poglavlju. Kao bazu
koristicemo potpun skup karakteristi¢nih vektora operatora F klasi¢ne Furi-
jeove transformacije.

Kako je F* = T, svi karakteristi¢ni koreni su u skupu {1, —2, —1,2}. Posto
ih ima samo 4 razlicita, karakteristicni vektori, koji se u prostoru funkcija
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zovu i karakteristiéne (sopstvene) funkcije, nisu jedinstveni. Jedan od iz-
bora karakteristicnih funkcija Furijeovog operatora F jesu tzv. Hermitsko-
Gausovske funkcije:

gde su:

22 d" 2

H,(x) =(—=1)"¢ P

Hermitski polinomi stepena n.

U skladu sa svojstvom rotacije, oznacavacemo operator klasicne Furijeove
transformacije sa F/2 a njemu inverzni operator sa F_/z.

Kako su 9, (x) karakteristicne funkcije operatora F; s, to znaci da postoje
karakteristicni koreni \,, takvi da vazi:

‘/T_‘7r/2(wn> = )\nwn

Preciznije,
Ap=e 2= \" gde N\ = —1 = "/?

predstavlja rotaciju za ugao /2.
Dakle, karakteristicna jednacina operatora JFr /o je:

Fopale™s Hy())(€) = e "™/2e~ 5 H, (€).

Posmatrajmo sada uopsteni operator F,, koji zadovoljava jednacinu:

Fole™ Hy(2))(€) = e~ % H,(€).

Iz definicije Hermitskih polinoma sledi da se operator F, moze prikazati
u obliku e™*4 te je:

e (e H(2))(€) = e e T H ().

Sada diferenciranjem po « dobijamo:

e (e Hy())(€) - 1A(e™ s Hy(2))(€) = me e % Hy (€),

pa za o = 0 dobijamo:

2 2

Ale™ % Ho(2))(€) = ne™ 7 H,(€).
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Kako su Hermitski polinomi resenja diferencijalne jednacine
y" —2xy + 2ny =0,
za njih vazi:

H,(2)" — 2zH, (z) + 2nH,(z) = 0.

Primenom ove jednacine dobi¢emo oblik parametra A. Naime, vazi:

2 2 1
ne ® 2H,(z) = e~ /? (an’(x) - §Hn”(x)>

2 ]. 2 1 2 1 2
= ze " ?H,/(z) — Ee’x 2H,"(x) + 56’”” 2H,(z) £ 5:(:26’”6 2H,(z)

1
=5 [(Fe 2 + a2 Hoo) — 20621, (0) 4+ €, ()
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1d e L Py—y 1 w2/
=g (@) + 5 ) = G L),

odnosno parametar A je oblika:

Kako su Hermitsko-Gausovske funkcije baza prostora S(R), dovoljno je
definisati operator frakcione Furijeove transformacije na njima.

Dakle, koris¢enjem oznake av = amw/2, a € R, operator frakcione Furije-
ove transformacije definiSemo sa:

‘Fawn = fa¢n = eilnaﬂ/an = )\Ziﬁn = )\ana

—am/2 1o

gde \, = e = e ' = \* dovodi do rotacije za ugao o. Oznake F, i F*
su ekvivalentne i koristicemo ih ravnopravno u zavisnosti od konteksta, pri
¢emu se donji indeks uvek odnosi na ugao « a gornji na a.

Ovim su ispunjeni uslovi da F' predstavlja operator klasiéne Furijeove
transformacije i ovako operator frakcione Furijeove transformacije predstavlja

stepen klasicne.

2.3 Integralna reprezentacija frakcione Furi-
jeove transformacije

Kao sto smo rekli, Hermitsko-Gausovske funkcije su karakteristicne funk-
cije operatora F,, a = an/2, a € R. Za svaku funkciju f(z) iz S(R), kao i za
svaku funkciju iz L?, vazi da se moze prikazati preko ovih funkcija, u smislu:

flx) = Zarﬂ/}n(x) = Zane_xQ/QHn(x)a
n=0 n=0

pri cemu su koeficijenti a,, dati sa:

1 oo
= S /oo H,(2)e 2 f(2)de.

Odavde, koriste¢i karakteristicnu jednacinu za F, i linearnost F, koja sledi
direktno iz oblika operatora, dobijamo:

Fulf) = Fa (Z an%) = Fo (thn) =Y ane”" .

n=0 n=0 n=0
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Ovo nam daje definiciju frakcione Furijeove transformacije u vidu reda.
Na dalje ¢emo izvesti integralni oblik.
Zamenom izraza za a, dobijamo iz prethodne jednakosti:

R0 =3 (e ™ P [ M) i
/ OOZ Z”n'\/_ ﬂ"aHn(f)Hn(x)ef(x2+§2)/2f($)dw' (2.1)

Sada koristimo Mehlerovu formulu koja glasi:

21‘66_1&_672104(52_‘_12) }

e AAU exp { 24
o 2"71'\/% T (1 — @—2104)

pa dobijamo da je:

Y

— —2za(£2+r2)
(€)= e } -

+00
\/_’/1—6 Zza/ exp{ 1 — g 2w

- exp {—52 —i2_ i } f(z)dx.

Kako bismo dobili jednostavniji oblik, iskoristicemo jednakosti date u
slede¢oj lemi:

Lema 2.3.1. Za svako z,§ € R i svako o = ar/2, a € R, takvo da je
sina # 0, pri cemu je & = sgn(sin«), vazi:

2 —lx
1. lfie,gm = —rfcsca
2 1 o 5_%(%&_(1)
CV/mVl—emZe \/Qﬂ\sina|
6—21& 1 _ 2
3. =o=ma t 53 = —5cota
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Dokaz:
1. Primenom adicionih formula dobijamo:

20€e™* 2w (cosa —isina) 2z (cos v — 1sin )

1—e 20 1—(cos2a —1sin2a)  cos? a + sin® o — (cos 2a — 2sin 200)

2x€ (cosa — 1sin )

(cosa —2sina) (cos o + 2sin @) — (cos 2ac — 28in 2cv)

2z (cos v — 1sin )

(cosa —1sina) (cosa + 1sina) — (cos? a — sin® v — 2usin v cos )

2x€ (cosa — 1sin )

(cos o — usin @) (cos o + 2sin ) — (cosa — 2sin )’

2z (cos v — 18in )

(cosa —esina) (cosa + 1sin v — cos o + 2 sin )

2x€ 1€
= - = —— = —rCsc
22 8In o sin «

2. Pokazujemo slucaj kada je sina > 0. Tada treba pokazati:

1 6—7,(7r/4—a/2)

VIi—e2a  \fsmna

Na osnovu dokaza pod 1., sledi da je:
1 1 1

VI—eza V/(cosa —1sina) 2usin Ve usina

te ostaje pokazati:
1

Ve .y

_ e—z(ﬂ'/4—a/2) )

Vazi:
1

Ve

= /% (cos +1sinm)”

_ ezoz/Z,L—l/Z _ eza/? (_1)*1/4

1/4 w/2 —w/4
€ )

=e
¢ime smo dokazali tvrdjenje 2. Slucaj sina < 0 se pokazuje analogno.

3. Koristeci dokaz pod 1.,dobijamo:

—_ . 2 . .
e 2 +1 (cosa —1sin ) 1  cosa—sina+sina
l—e 2 2 (cosa—isina)2isina 2 218in «v
?
= —cota=—-cota. [
2 2
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Dakle, koris¢enjem prethodne leme, sledi da vazi:

e—%(gd—a)e%£2 cota  p+oo { l’f .
exp

—1—— + —z%cot a} f(x)dx
/2 [sin o] —o0

sinaw 2

gde je & = sgn(sina) i vazi sina # 0, odnosno « ¢ 7Z, tj. a ¢ 27Z. Grana
Vsin a koju koristimo kada je sina < 0 je ona za koju je 0 < |o| < 7.

Ranije smo definisali da je F,(f)(&) = f(£) kada je « = 0 i
Folf)(€) = f(=¢) kada je a = £m. Ovo zadrzavamo i kod integralne de-
finicije i time obezbedjujemo neprekidnost funkcije F, u tim tackama jer
vazi lime o0 Fore = Fuo. Stoga mozemo preptostaviti da integralna defini-
cija frakcione Furijeove transformacije vazi na ¢itavom intervalu |a| < 7.
Ocigledno, kao i kod parametarskog oblika, vazi periodi¢nost, odnosno, za
|a| > 7 definicija ima moduo 27 i svodi se na interval [—m, 7.

Ovim smo dobili definiciju frakcione Furijeove transformacije u integral-
nom obliku:

Fal)E) =

Definicija 2.3.1. Neka je « = anw/2, a € R i neka je f € S(R). Frakci-
ona Furijeova transformacija stepena a, odnosno za ugao «, funkcije f ima
integralni oblik:

+o0

FUNE) = FalS)E) = Ko(&, 2) f(x)de,

—00

pri cemu je jezgro frakcione Furijeove transformacije dato na sledeéi nacin:
Za a ¢ 27, odnosno o # km, k € Z,

_ S Lo 2
Ka(g,x)—C’aexp{ ZSiHOé+2(I +§)c0ta},

gde je:

—L(Za—a) 1— t
e 22 1Cot
C, = = o)

“ /2nsinal 2r

Zaa€dl, ty. a =2kn, k € Z, FRFT postaje identitet, odnosno:

sgn(sin o).

Kin(6,7) =6(6—2), nel
Zaa€2+4Z, tj. a= (2k+ 1)m, k € Z, FRFT je operator parnosti, tj.
K2+4n(§ax) :(5<€+[E), n € Z.
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Iz jednakosti (2.1) vidimo da vazi:

o0

1 —mna , —&2 —z2
Kol6,2) =) gupome e € ML) P Ha @)
n=0

o0

1
= gt (@)
Sto je takozvana spektralna dekompozicija jezgra. Kao Sto smo koristili
Hermitsko-Gausovske funkcije, mogli smo koristiti i bilo koji drugi potpun or-
togonalni skup karakteristicnih vektora Furijeove transformacije, koja i sama,
kao sto smo napomenuli u prvoj oblasti, moze biti definisana na vise nacina.
Tako se mogu dobiti razlicite definicije frakcione Furijeove transformacije
koje se pojavljuju u literaturi.

n=0

Za frakcionu Furijeovu transformaciju vazi i sledece tvrdjenje:

Teorema 2.3.1. F, je homomorfizam na S(R), sa inverznom transforma-
cijom F_,,.

Iz ovog tvrdjenja sledi da je formula inverzne frakcione Furijeove trans-
formacije:

+oo
f(z) =4/ 1—1—;+ta : Fol(f)(E) exp {Zsiafa — %(332 + &%) cot Oé} dg.

Na osnovu prethodnog tvrdjenja i ¢injenice da je Svarcov prostor S (R)
gust u prostorima L'(R) i L?*(R), definicija frakcione Furijeove transforma-
cije se moze progiriti na L'(R) i L*(R), analogno kao §to smo to pokazali za
klasi¢cnu Furijeovu transformaciju. To znaéi da frakciona Furijeova transfor-
macija postoji pod istim uslovima kao i klasi¢na.

Direktno iz integralne reprezentacije frakcione Furijeove transformacije
kao i njene definicije putem rotacije, dobija se da vaze sledece osobine jezgra:

Teorema 2.3.2. Ako je K,(x,t) jezgro frakcione Furijeove transformacije iz
definicije 2.53.1., onda vazi:

1. K& ) = K, (z,§) (dijagonalna simetrija)
2. K_,(&x) = K& ) (kompleksno-konjugovano jezgro)

3. K. (=&, x) = K, (§,—x) (simetrija u tacki)
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4o [T KL (6 ) Ky(t2)dt = Kopo(E, ) (aditivnost)

5. [T K, (t, &) K, (t, x)dt = 5(¢ — x) (ortogonalnost).

PRIMER 3. U tabeli 1. prikazane su frakcione Furijeove transformacije nekih
elementarnih funkcija za koje se integral iz teoreme 2.5.1. moZe izracunati
analiticki. Takodje, na slici 2.5.1. vidimo grafik frakcione Furijeove trans-
formacije funkcije X[—10,10) pri cemu se stepen transformacije o menja od 0
ka /2. Kao §to smo rekli, za « = 0 dobija se originalna funkcija, Sto je
u ovom sluc¢aju karakteristicna (pravougaona) funkcija intervala [—10,10], a
kako stepen transformacije raste ka o = 7w /2, tako je grafik frakcione Furije-
ove transformacije sve blizi grafiku klasicne transformacije da bi se na kraju
za o = /2 dobila sinc funkcija, za koju smo u Primeru 1. pokazali da je
klasi¢na Furijeova transformacija pravougaone funkcije.

f(z) Falf)(E)

1. 1 V1+tanaexp {—2& tana}

2. | d(z —¢) \/“ﬂ exp{—zc£csca+zc 2 cota}

3. | cos(c-x) | V14 rtanaexp {—2(&* + ¢?) tan a} cos(c€ sec a)

4. | sin(c-z) | V14 tanaexp {—2(&* + ¢?) tana} sin(c€ sec a)

5.1 wn(z) | exp{—wma},(§)

6. | e?™ | 1+atanaexp{—wr (2 tana — 28cseca + *tana) }
vrer? (142 tan a) c—tan «)

7. € (14+ctana) eXp {ZWSQ (1+ctan ) }

Tabela 1. - Frakciona Furijeova transformacija nekih signala.
U levoj koloni su date originalne funkcije a u desnoj njihove transformacije.
Konstanta ¢ € R, dok za a vazi: u 2. a # nZ,au 3. i4. a # 7/27.
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12 a=0 | 120 a=0.01 ]

0z2r

1]

02t \/ \/
04 04+
-5432-15012345 {4-3-2-1%_012345

Slika 2.3.1.- FRFT pravougaone funkcije, sa razlicitim vrednostima a.
Ljubicastom bojom oznacen je realni deo a plavom imaginarni deo.
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2.4 Osobine frakcione Furijeove transforma-
cije

Sada ¢emo navesti i pokazati osobine frakcione Furijeove transformacije
koriste¢i njene razlicite oblike. Za mnoge od ovih osobina ve¢ smo dokazali
da vaze kod klasi¢ne Furijeove transformacije a sada ¢emo pokazati da vaze
i za njeno uopstenje.

Iz eksponencijalnog oblika operatora frakcione Furijeove transformacije
direktno slede sledeca svojstva:

1. za a = /2, odnosno a = 1, dobija se oblik operatora klasi¢ne trans-
formacije: F! = e~ "A/2 gg inverznim F-1 = e7A/2,

2. Za o = a = 0 dobija se operator identiteta: F° = e° = T.
3. Za a = m, odnosno a = 2, dobija se da je operator parnosti F? = e~""4,

4. Aditivnost indeksa: FoFb = e7ramA/2e=bmA/2 — p—ulatb)mA/2 _ Fatb

5. Iz aditivnosti i osobine 2, sledi da je inverzni operator za F* zapravo
Fe

6. Linearnost:

Faf (@) + Pg(x)) = aF*(f(x)) + BF(g(x)).

7. Unitarnost: (F¢)~' = Fe.
8. Komutativnost: F*F? = F2F%,
9. Asocijativnost: (F®F2) F® = Fu (F*2F%).
Koristeci integralni oblik transformacije pokazacemo sledece osobine:

Teorema 2.4.1. (Formula mnoZenja polinomom) Za funkciju f(x) € S(R)
io=ar/2, a € R, vazi:

Fulwf(@))(€) = EcosaFa(F)(E) + zsmad%fam(s)

Dokaz teoreme 2.4.1.:

Za funkciju f(z) € S(R) vazi da i zf(x) € S(R) takodje te su obe strane
date jednakosti elementi iz S(R). Pokazatemo da tvrdjenje vazi za
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f € CX(R) - glatke funkcije kompaktnog nosaca, pa ¢e zbog toga $to je
C>®(R) gust podskup u S(R) slediti da tvrdjenje vazi i na S(R).

Takodje, pretpostavicemo da —m < a < 7 te ¢e za ostale vrednosti «
tvrdjenje vaziti zbog periodi¢nosti funkcije F,.
Za o = 0 iz definicije F, sledi da vazi:

Folaf (2))(€) = £F(€) = € cos 0Fo(F)(€) + Zsinod%ﬁ(f)(f)-

Za o = 7 vazi:

dEme.

Fr(f(2))(€) = =€f(=8) = EcosmFr(f)(E) + lsimdg

Analogno dobijamo i za a = —r.
Za 0 < |a| < 7 vazi:

+oo

Falef(2))(€) = Ca /

1
exp {5262 cot a — Zsignxa

1
+ szQ cot Oz} zf(x)dx

o0

400 1
=10, Sina/ exp {§z£2 cota —1

o0

1, }
- + —wr“cotar p -
sino 2

( s1zn + € cot oz) f(z)dz+

“+o00

+& cosally, /

—00

1 1
exp {5152 cotaw — 1 —12% cot a} f(z)dx

2

+o0 537 1 )
=sinaCl, — exp —zf cota —1 + 3% cotav p f(x)dx+

sin «v
+§ cosaFa(f)(€)
sin aC, +Ooe 15 cot o — —i—l 2cotap f(x)dz+
=sina “ 3¢ Xp { =1 @ —1——+ ur”cota s f(z)de

+§ cos aFa(f)(E)

— ¢ cos aFo (f)(€) +1sin acad%fam(@,
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pri cemu smo koristili jednakost:

r=x—&cosa+Ecosa=1x — Esinacot a + £ cosa

:zsina(— +z£coto¢)+£c0sa

sin «
i zamenu redosleda izvoda i integracije sto je dozvoljeno jer f € C°(R).

Ovo tvrdjenje moze se matematickom indukcijom prosiriti na proizvoljno
m € N i tada vazi:

Fo(@f™(x)) (&) = (§cosa +vsinaD)™ Fo(f)(E),
gde je operator D = di O

Teorema 2.4.2. (Formula izvoda) Za funkciju f(z) € S(R) i o = an/2,
a € R, vazi:

7 (L) (© = gsinaF (#@)(©) + cosa g T

Dokaz teoreme 2.4.2.:
Kako f(z) € S(R) vazi i f(z)" € S(R) te su obe strane date jednakosti

elementi iz S(R).
Dalje, za a ¢ 2Z, tj. o # wZ, vazi:

F. <d£f)) (&) = /+OO C., exp {—z .xé + %(962 +€2)00W} f(@)dx

oo sin «v

0
_ 3 2 . 5 1 2 !
_Caexp{Qf cota} (/_ooexp{ e + 2cotax }f(:c)dx
400 f 2
+/ exp{—z —— + ~cot amQ} f’(:v)d:v)
0 sina 2

0
= C,exp {352 cot a} lim exp —1 ,f + ot ax? f(z)dx
2 R—oo |_p sina 2

+ % cot owc2} f’(x)dx).

R
+ lim exp ] —1—
R—oo J sin «
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Oznacimo prvi integral u prethodnoj jednakosti sa I; a drugi sa I,. Parcijal-
nom integracijom dobijamo:

0
I = / exp {—z ,f + = cot ax2} f(z)dx
_R sina 2

’ 0

:exp{—@ ,5 x+3cotozx2} - f(z)
sin o 2

0
—/ (—z ,5 +zcotax> exp {—2 ‘5 T+ zcotaxQ} f(z)dz.
"R sin «v sin «v 2
Kako je lim, ,1. f(z) = 0 sledi da je

0
lim [ = f(O)—/ (—z .f + 2 cot Oé:L’) exp {—z E:E + 2ot O./IQ} f(z)dz
R—00 sin «v sina 2

—00

—R

Analogno se dobija i

+o0 f gl, 7
lim I, = —f(O)—/ <—2 —— +1cot a:c) exp {—z ~— + —cot aa:2} f(z)dx,
R—00 0 sin «v sinav 2

pa je

F, (d‘gi‘%)) (&) = —Cyexp {%52 cot a} /_+oo (—Zsija + 1cot 0493)

o

-exp{—z gx +zcotozx2}f(x)dx
sina 2

§

sin «

=1

Folf(2))(E) — veot aFa(f(x))(E)-

Koris¢enjem formule mnozenja dobijamo dalje:

dx sin o

7 (L) © = 5 A€ - rcota(€cosari () E

d

i sinad—gfa(f(x))(é))

2

Z’Lffa(f(x))(é)( Lo cos “)—ﬂcosaia(f(x»(f)

sin «v sin «v

_ 1 sinaa(f(2))(€) + cosad%faw(x))@
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U slucaju kada je a € 47, to jest a = 2k, k € Z, iz definicije sledi da je:

400
Ful(@)(€) = / 5(€ — o) f(x)dz = f(£).

£ (L) @ = [ ste- @i = 11

i kako je sina =0, cosa = 1, vazi:

Fa <%§:)) (&) = sinaF,(f(x))(&) + cosaf'(€)

: d
=€ sina(§) + cos ad—g}"a(f(:c))(f).

Za a € 2+ 47, to jest a« = (2k + 1)w, k € Z, koriséenjem smene t = —x
dobijamo:

dx

pa kako je sinaw = 0 a cosa = —1, dobijamo:

3 (df “)) ) = —1'(-¢),

Fa () (© = sin ez, (F@)(© + cosa e )0

I ova osobina se matematickom indukcijom moze uopstiti tako da za svako
m € N vazi:

T (dﬁf)> (&) = (i€sina + cosaD)" Fo(f(2))(€),

d

gde je sa D oznacen diferencijalni operator d

Teorema 2.4.3. (Skaliranje)Neka je f(x) € S(R), ce Ria =an/2,a € R.
Tada vazi:

FulFex))(€) = mexp{%gz ota (1 - Eiizg)}fﬁ (6 sin 3 ) |

c? —cota c-sina

gde je B = arccot|(cot o) /c?] = arctan(c? tan «).
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Dokaz teoreme 2.4.3.:

Iz definicije frakcione Furijeove transformacije imamo:

—+00

f(cx) exp {2x2 —2|— & cotar — 1 595 } dx.

S111 (v

1 —12cota
2

Folf(c-x

Uvodjenjem smene ¢t = ¢ - & dobijamo:

/1— t 1 t2)c* + &2 t
Leora ) ex p{zﬂco’ca—zé—}dt
2 csin
1 — t +oo t2 2¢2 t t
/ chza f exp{ —1—05(3004 . £ }dt
e csin a

Ako definisemo /3 = arccot [(cot a) /] = arctan(c tan a) dobijamo:
1-— oo
/ 1cot / () exp § cot
C 2me?
—iét eea cscﬁ}dt
c-cscf3

c
1 —1cota [T 2+ ( %)2 cse o
=\ 5 . f(t)exp @fcotﬁ—zt gc-cscﬁ csc B
(ezs)
CSC (¢ 262
i ‘ }dt

B — cot B + are cot 3

1 —cota 1o csc? a
=y — - (1 == ) L.
272 exp{2§ € 6( ctesc? 3
CSC

2
) tQ—}— —_
' f(t)exp{z () Cot@_@<g&a5)tcscg}dt

oo 2 C-csc

B 1 —2cota 5 csc? CSe o
B \/02(1 —1cot @) P {56 cota (1 a 0408025) } .]:’8<f)(€c-cscﬁ)
_ 1 —1cota esc? o sin 3
B \/02(1 —1cot @) P {2§ cota (1 a c4csczﬁ> } .]:ﬂ(f)@c-sina)'

Osobina skaliranja, iako je kompleksnija nego u slucaju klasi¢ne transfor-
macije, vazna je jer pokazuje efekat skaliranja (promene jedinica) nezavisne
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promenljive s. Kod klasi¢ne transformacije, efekat ovakve promene je od-
govarajuce skaliranje frekvencijske promenljive i skaliranje amplitude, Sto
direktno sledi iz osobine pomeranja koju smo dokazali u prvom delu rada,
kada se uzme b = 0. Tacnije, osobina skaliranja klasi¢ne transformacije glasi:

w

ZFHE).

¢] ¢

F(f(e-z))(w) =

Kod frakcione Furijeove transformacije, skaliranje nezavisne promenljive x
dovodi do skaliranja zavisne promenljive £ sa sin 5/csin «, zatim skaliranja
amplitude, pa mnozenja eksponencijalnom funkcijom i na kraju, najbitnije,
promene ugla za koji raunamo transformaciju od o na 3 = arctan(c? tan ).
Ova promena ugla moze se interpretirati na slede¢i nacin: vremenska osa
se mnozenjem promenljive x sa a, sazima a frekvencijska osa, zbog osobine
klasi¢ne transformacije, 8iri, obe za faktor c. Uz ove dve operacije, osa izme-
dju vremenske i frekvencijske, nad kojom rac¢unamo frakcionu transformaciju
i koja je originalno bila pod uglom a u odnosu na vremensku osu, ¢e se po-
meriti na novu poziciju to jest bi¢e pod promenjenim uglom f.

Teorema 2.4.4. (Planserelov identitet) Za f(x), g(x) € S(R) vaZi:

+oo +o0

f(x)g(z)da = Fol £)(E)Falg)(©)de.

—0o0 —00

Dokaz teoreme 2.4.4.:

Izrazavajuéi f(x) preko formule inverzne transformacije:

1 too
=1/ —i—zcota/ Fal exp{z xf —1(x2+§2)cota}d§
sinae 2
dobijamo:

i [ [T Rge e

. o 2

- exp {Zsigfa — %(3172 + &%) cot @}df)@dz.

Zamenom redosleda integracije, sto je dozvoljeno na osnovu Fubinijeve teo-
reme, dobijamo:

s [ Trme( [T
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-e:vp{z xf — 1(372 + £2) cot a}dw) dg.
sina 2

Dalje, iz osobine jezgra K_,(x,&) = K,(x,€) i definicije frakcione Furijeove
transformacije, sledi:

+o0 +oo

f(@)g(z)dr = Fal)E) - Falg)(§))dE. O

—00

Kao i kod klasi¢ne Furijeove transformacije, u specijalnom slucaju f = g
dobijamo formulu odrzanja energije:

“+o0o +0o0
2 2
JINEC IR N AGIGIR
koja kaze da je ukupna energija signala tokom vremena jednaka njegovoj
energiji u domenu frakcione Furijeove transformacije, koji je izmedju vre-
menskog i frekvencijskog domena, te i pri promeni stepena transformacije,
ukupna energija ostaje ista.
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Glava 3

Vignerova distribucija

U ovom delu rada definisa¢emo Vignerovu distribuciju signala a zatim
pokazati vezu frakcione Furijeove transformacije sa ovom distribucijom, Sto
je vazna osobina za mnoge primene. Zatim ¢emo ilustrovati efekat FRFT na
Vignerovu distribuciju pri filtriranju signala.

Koriséena je literatura [8],[9],[11], [16].

3.1 Vremensko-frekvencijska reprezentacija
signala

Da bi se izdvojile najvaznije osobine signala potrebno je da se koristi prava
transformacija za izdvajanje tih karakteristika. U inzenjerstvu, klasi¢na Furi-
jeova transformacija je najcesce koriséena transformacija za analizu spektral-
nog sadrzaja signala. Medjutim, kako se kod Furijeove transformacije integra-
cija signala vrsi kroz vremenski domen i obrnuto kod njene inverzne, to znaci
da su argumenti funkcija signala i njegove Furijeove transformacije medju-
sobno iskljucivi, odnosno pojava jedne promenljive garantuje odsustvo druge.
Stoga Furijeova transformacija nije pogodna za proucavanje nestacionarnih
signala ¢ije se karakteristike menjaju tokom vremena, a kakvi su vec¢ina pri-
rodnih signala, npr. muzika ili govor. U poslednje vreme se zato paznja
posvecuje vremensko-frekvencijskim transformacijama koje omogucavaju is-
tovremeno ispitivanje i vremenskih i frekvencijskih osobina signala. Jedna od
znacajnijih jeste Vignerova distribucija, kvadratna vremensko-frekvencijska
transformacija koja ima veliki broj pozeljnih matematickih osobina i ¢iji se
znacaj ogleda u tome da se mnoge druge transformacije mogu izraziti preko
nje. Tako postoji i veza izmedju Vignerove sa kako klasi¢cnom, tako i frakcio-
nom Furijeovom transformacijom, pri ¢emu frakciona zbog moguénosti pro-
mene domena reprezentacije signala daje bolje rezultate, narocito u oblasti
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filtriranja, kao Sto ¢emo videti.
Vignerova distribucija W signala f(x) definiSe se na sledeé¢i naéin:

Wiz, w) = /+°O f (x + %) f (x — %) e "“Tdr, (3.1)

—o
Sto se smenom integracione promenljive moze izraziti i kao:

+oo
Wi(z,w) = 2e** (1) f 2z — 7) e 2“7dr. (3.2)
Grubo govoreci, moze se interpretirati kao funkcija koja pokazuje raspodelu
energije signala po vremenu i frekvenciji.
Iz definicije moze se pokazati da, ako je F(f) Furijeova transformacija
signala f, onda vazi:
Wf(.f, (,U) = W]:(w7 —(L’), (33>

Sto znaci da ¢e reprezentacija signala u vremensko-frekvencijskoj ravni biti
ista bilo da racunamo Vignerovu transformaciju originalnog vremenskog sig-
nala f(x) ili Vignerovu transformaciju Furijeove transformacije tog signala,
dokle god se Wz racuna u sopstvenom koordinatnom sistemu koji je rotiran
za 90 stepeni u odnosu na horizontalnu vremensku osu.

3.2 Veza frakcione Furijeove transformacije i
Vignerove distribucije

Pokazacemo vezu izmedju frakcione Furijeove transformacije i Vignerove
distribucije, sto je jedna od najbitnijih osobina FRFT i osnova je mnogih
primena.

Ako iskoristimo osobinu 2 iz Tabele 1 (frakciona Furijeova transformacija
delta funckije), dobijamo:

+00
f2z—7)= / Fol—2+ 2z cosa)

[e.o]

- exp {—2@362 sin v cos v + 21z sin a} K, (1,2)dz,

te je:
400 400 .
Wi(z,w) = 2627’“/ f(T)Fa(—2+ 2z cosa)
- eXp {—2@;1;2 sin o cos a + 21zx sin a} K, (T, Z)€_2ZWTdeZ
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+oo
= 22" / Faol—z+ 2z cosa) - exp { —2uz” sinavcos o + ez sinar}
— 0o
+o0o
f(N K (T, 2)e 7 drdz.
—00
Unutrasnji integral se moze izracunati koriS¢enjem 1. osobine iz tabele 1, te
dobijamo:
+o0 o

Wi(z,w) = 262“””/ FolZ +2wsina) - Fo(—Z 4 2z cos a)

-exp (—2u(2” + w?) sin o cos o + 2uza sin o — 22w cos ) dz

Smenom promenljive £ = z 4 2w sin a dobijamo:

+00
Wi(z,w) = 2e*7 Fol&)Fa(—€ + 27 cos a + 2w sin )

rexp {2u(w® — %) sina cos a + 2 (zsina — w cos a — dwz sin® @) } dz.

Dalje, smenom promenljivih na desnoj strani jednakosti:
T, =T cosa+ wsina,

o = —Tsina 4+ wcosa,
Sto odgovara rotaciji osa za ugao «, dobijamo da vazi:

+o0
We(z,w) = e tata Fol&)Fa(224 — €)e 2 de.
—0oQ

Sa leve strane imamo Vignerovu distribuciju signala f(x) izra¢unatu sa pro-
menljivima x i w, a desna strana jednakosti je Vignerova distribucija frakcione
Furijeove transformacije F,, izratunata sa parametrima (z,,&,), koji su ro-
tirane promenljive (x,w). Dakle, dobili smo da je Vignerova distribucija od
F., zapravo Vignerova distribucija signala f rotirana za ugao « ili drugacije,
Vignerova distribucija od f izrazena u novom sistemu koordinata (z,,&,).
Ovo svojstvo frakcione Furijeove transformacije da rotira Vignerovu distri-
buciju je od velikog znacaja u primenama. Takodje znaci i da je rotirana
Vignerova distribucija takodje validna transformacija, a kako inace ima si-
metri¢ne osobine u vremenskom i frekvencijskom domenu, ovo nam daje da
je simetrija tih osobina zapravo rotaciona simetrija.

Pokazana jednakost moze se uopstiti na prizvoljan rotiran sistem osa

(xm Ia+1):

Wra(xa, ay1) = We(xa cosa — Tqqq sin o, k4 8in o + 2441 COS @), (3.4)
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pri cemu smo koordinate Vignerove distribucije funkcije f predstavili kao
unazad rotirane z, i x,41. Svojstvo (3.4) je ocigledno uopstenje osobine (3.3)
koja se dobija za a = /2, $to je u skladu sa tim da je klasi¢na Furijeova
transformacija specijalan slucaj frakcione.

Kao sto smo rekli, Vignerova distribucija poseduje nekoliko pozeljnih oso-
bina. Jedna od njih su vremenski i frekvencijski martingali koji se odnose na
projekciju raspodele energije datog signala u vremensko-frekvencijskoj ravni
na pojedinac¢ne ose:

+oo

) Wiz, w)dw = |f(x)|2 (3.5)
: N Wi(z,w)de = | F(w)]?. (3.6)

Dalje, prosirenje ovih osobina, Sto se zove frakcioni martingal, glasi:

+00
WJ—'“ (‘r(ly anrl)danrl = |‘Fa($a)|2 ’ (37>
gdeje F(x,) = F*(€ur1) = F[F* Hza_1)], pri cemu je koriséena aditivnost
indeksa. Vidimo da su jednakosti (3.5) i (3.6) specijalni slucajevi (3.7), koji
se dobijaju za a = 0 i a = 1, redom. Koris¢enjem jednakosti (3.4) integral iz
(3.7) postaje takozvana Radon transformacija Vignerove transformacije:
+00
R, (Wy) = Wi(zqcosa — Tqpgsino, x,8ina + 2441 cos a)drq41 (3.8)
Jednakosti (3.7) i (3.8) nam govore da je integralna projekcija Vignerove
distribucije originalnog signala na osu z,, koja je pod uglom « sa vremenskom
osom xr = xg, jednaka kvadratu magnitude frakcione Furijeove transformacije
reda a posmatranog signala.
To dalje govori da svaka modifikacija signala u rotiranom domenu ima glo-
balni efekat u vremensko-frekvencijskoj ravni duz pravca ortogonalnog na
odgovarajucu zarotiranu osu z,. Kombinovanjem ove osobine sa svojstvom
rotacije frakcione Furijeove transformacije, mozemo definisati efikasniji me-
tod filtriranja a to je filtriranje u rotiranim vremensko-frekvencijskim dome-
nima.
Princip je slican filtriranju u frekvencijskom domenu. Preciznije, signal
f(z) se preslikava frakcionom Furijeovom transformacijom u frakcioni do-
men, pa se na njega moze primeniti filter, g,(z,). Primena filtera ostvaruje
se mnozenjem funkcija, i tako se dobija filtrirani signal u frakcionom frekven-
cijskom domenu:

~

F(1q) = galwa) F*(2a)-
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Primenom inverzne transformacije isfiltriran signal se konvertuje u pocetni,
vremenski domen i tako se dobija:

f(x) = F “(9ga(Ta) fu(a)),
gde je fa(za) = F~(f(2)).

Fleksibilnost koju nam daje moguénost izbora razli¢itih vrednosti za para-
metar a frakcione Furijeove transformacije (odnosno za signal «), od znacaja
je u procesima razdvajanja signala i eliminacije Suma, narocito u slucajevima
kada se zeljene i nezeljene komponente primljenog signala minimalno pre-
klapaju u odredjenim domenima razli¢itim od standardnog vremenskog ili
frekvencijskog domena.

Sledi ilustracija procesa filtiranja i primene rezultata koji smo dobili na
osnovu Vignerove distribucije. Za filter koji se koristi u rotiranom domenu
posmatramo tzv. ”window”filter - prozorsku funkciju. To je funkcija ¢ije
su vrednosti van zadatog intervala jednake nuli a unutar njega su razlicite
od nule. Primer ovakve funkcije je ve¢ razmatrana pravougaona funkcija.
Primena prozorske funkcije na neku drugu funkciju h ¢e ”odse¢i”one vred-
nosti funkcije h koje su van tog intervala dok ¢e unutar njega, ako se koristi
pravougaona funkcija, vrednosti funkcije h biti nepromenjene. Taj efekat se
prosiruje u vremensko-frekvencijskoj ravni na israfiranu oblast ortogonalnu
na osu x, (Slika 3.2.1.), u smislu da ¢e daljim rotiranjem filtriranog signala,
uvek sve vrednosti van iSrafirane oblasti biti jednake nuli.

A

5250:371(

Slika 3.2.1.
Sada posmatrajmo na slici 3.2.2. ilustraciju prejekcije Vignerove distribu-

cije primljenog signala koji se sastoji od korisnog (zeljenog) dela i nezeljenog
dela - Suma.
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Slika 3.2.2.

Vidimo da se signal i Sum preklapaju bilo da ih projektujemo na frekven-
cijsku osu £ = z; ili na vremensku osu x = xy. Stoga metoda filtriranja
klasicnom Furijeovom transformacijom (za a = 1) u frekvencijskom domenu
u ovakvom sluc¢aju nece u potpunosti razdvojiti zeljeni signal od Suma. Ali
zato oCigledno postoji domen x, (osa pod uglom a = a7 /2 u odnosu na vre-
mensku osu) u koji mozemo dati signal sa Sumom projektovati frakcionom
Furijeovom transformacijom stepena a i u kom ¢e komponente signala i Suma
biti razdvojene. Primenom odgovarajuéeg prozorskog filtera u domenu z, od
mesSavine signala i Suma dobijamo da samo vrednosti signala ostaju razlicite
od nule a Sum se ponistava. Tako modifikovai signal inverznom Furijeovom
transformacijom vra¢amo u vremenski domen. Zbog osobina (3.7) i (3.8)
ono sto dobijamo u vremenskom domenu je sigurno reprezentacija signala
bez Suma.

Dakle, moguénost odabira domena izmedju vremenskog i frekvencijskog,
odnosno korisé¢ena frakciona Furijeova transformacija, moze dati bolje rezul-
tate nego Sto bi dalo filtriranje u frekvencijskom domenu odnosno primena
klasi¢ne Furijeove transformacije. Ovo se moze i prosiriti na vise uzastopnih
primena FRFT i filtriranje u vise domena zaredom, kao sto je ilustrovano na
slici 3.2.3.

Na slici 3.2.3 vidimo da, iako se Zeljeni signal i Sum ne preklapaju u Vig-
nerovom domenu (cela vremensko-frekvencijska ravan), njihove projekcije se
preklapaju u svim frakcionim domenima, te ne postoji frakcioni domen u kom
bi jednostavan filter poput prozorskog filtera, jednom primenom, mogao raz-
dvojiti Sum od zeljenog signala. Medjutim, ako tri puta zaredom primenimo
opisan proces filtriranja i to u domenima za a =0, a = 0.51a = 1, redom, pa
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signal

Slika 3.2.3.

inverznom frakcionom Furijeovom transformacijom vratimo filtriran signal u
vremenski domen, moze se izdvojiti zeljeni signal od Suma.
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Glava 4

Diskretna Frakciona Furijeova
transformacija

Kao sto postoji vise razlic¢itih definicija frakcione Furijeove transformacije,
koje su razvijene u poslednjih tridesetak godina, tako postoji i vise razli¢itih
metoda za njenu diskretnu aproksimaciju kada je dat konacan vektor sa uzor-
cima signala. U ovom delu rada prikaza¢emo poslednje predlozenu definiciju
diskretne frakcione Furijeove transformacije koja je u istom odnosu sa dis-
kretnom Furijeovom transformacijom u kojem je i neprekidna frakciona sa
klasicnom neprekidnom.

Da bi posmatrana diskretna transformacija dobro aproksimirala neprekidnu
frakcionu Furijeovu transformaciju, potrebno je da poseduje njene najvaznije
osobine a to su unitarnost i aditivnost indeksa, zatim za stepen a = 1 treba
da se svodi na diskretnu Furijeovu transformaciju kako bi bila njena genera-
lizacija kao sto je neprekidna FRFT generalizacija klasicne FT, i na kraju,
treba da zadovoljava Sto je vise mogucée osobina neprekidne FRFT.

U ovom delu rada korigéena je literatura [4], [5], [6], [10].

4.1 Uvodjenje definicije
Hermitsko-Gausovske funkcije
Yolt) =S Hy(z), neN

dobijaju se kao resenja diferencijalne jednacine:

d*f(x)
dx?

— 2’ f(z) = (2n+1)f(2) (4.1)
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i kao sto smo rekli, one su karakteristi¢cne funkcije Furijeove transformacije
date sa:
+oo
Fw) = [ e .

Jednacina moze se modifikovati skaliranjem vremenske ose Hermitsko-Gausovskih
funkcija sa /27 ¢ime se dobija jednacina:

d*f(z)
dx?

— 4?2t f(x) = 2n(2n + 1) f(x). (4.2)

Jedinstvena resenja konacne energije ove jednacine su normalizovane Hermitsko-
Gausovske funkcije:

21/4
on(x) = \/2n_n|Hn(\/ 2rx)e ™, neN,

koje ¢ine potpun ortonormiran skup u S(R). Ovako definisane funkcije su
takodje i karakteristicne funkcije Furijeove transformacije kada je ona defini-
sana u obliku koji se cesce koristi u fizici:

FHw = [ fayermde,

—00

a u kome se frekvencija signala meri u hercima (broju oscilacija u sekundi),
umesto u radijanima.

Analogno kao i u poglavlju 2, i za ovu bazu prostora S(R) moze se defi-
nisati frakciona Furijeova transformacija, pri ¢emu se dobija da je integralni
oblik transformacije:

+oo am

FUNE) =Fa(N)€) = | Kal&2)f(2)dw, a=— a€R,

gde je

K, (& x) = exp {505 —a)} exp {—QWZanxa +am(2® + £2) cot a} :

V/|sin o I

u slucaju a ¢ 27, & = sgn(sin «) i analogno za a € 27Z kao u poglavlju 2.
Tada je spektralna dekompozicija jezgra data sa:

Ka(&,7) = onl(&)e " on(x). (4.3)
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Sve pokazane osobine vaze i za ovaj oblik definicije frakcione Furijeove trans-
formacije, razlika je samo u izgledu formula. Zbog jednostavnijeg izraza za
spektralnu dekompoziciju jezgra koristicemo ovu definiciju i gorepomenutu
definiciju klasic¢ne transformacije da bismo definisali diskretnu frakcionu Fu-
rijeovu transformaciju.

Na ovom mestu pokazacemo i da su Hermitsko-Gausovske funkcije zaista
karakteristi¢ne funkcije klasi¢ne Furijeove transformacije. Naime, levu stranu
jednacine (4.2) mozemo izraziti i u obliku operatora na sledec¢i nacin:

(D? + FD2F N f(x) = Af(z), (4.4)

gde je D = d/dx diferencijalni operator i F operator klasi¢ne Furijeove trans-
formacije.
Dalje ¢emo oznaciti D? + FD?F~! = S, te poslednja jednacina postaje:

Sf(x) = Af(x). (4.5)

Da bismo dokazali da su funkcije ¢, (z), koje su oc¢igledno karakteristi¢ne
funkcije operatora &, ujedno i karakteristicne funkcije operatora F, iskori-
sti¢emo sledec¢u teoremu o komutativnosti operatora:

Teorema 4.1.1. Ako dva operatora, A i B komutiraju, odnosno vazi AB =
BA, onda postoji zajednicki skup karakteristicnih vektora izmedju ta dva ope-
ratora.

Pokazujemo komutativnost operatora F i S:
FS =F(D*+ FD*F ') = FD* + F°D*F ' = FD* + F’D*F °F
= FD?+D*F = SF,

pri ¢emu smo koristili da je F?°D?F 2 = JD*J = D? gdeje J = F? = F2
operator parnosti.

Iz teoreme 4.1.1 sledi da su Hermitsko-Gausovske funkcije ¢, (z), n € N,
koje su jedinstvene karakteristicne funkcije operatora S na S(R), takodje i
karakteristicne funkcije operatora F.

Ideja za definisanje diskretne frakcione Furijeove transformacije je da se
ona definise kao diskretna verzija spektralne dekompozicije jezgra date sa
(4.3). Preciznije, pretpostavimo da imamo skup ortonormiranih karakteri-
stiénih vektora pg[n], &k = 0,..N — 1, gde n predstavlja n-tu koordinatu
vektora, n = 0, ..., N —1 i njima odgovarajuce karakteristicne korene )\, ma-
trice diskretne Furijeove transformacije koja je, za dati vektor kompleksnih
brojeva z[n], n = 0,1,..., N — 1 definisana sa:
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gde dobijamo diskretne frekvencije £ = 0,1,...,N — 1. Ideja je da se tada
matrica diskretne frakcione Furijeove transformacije definiSe na slede¢i nacin:

N-1

F(m.n] =Y pe[m](A)"peln], (4.6)

k=0

m,n = 0,...N—1 adiskretna frakciona Furijeova transformacija f,[n] (skra¢eno
DFRT) za vektor f = f[n] = [f[0], f[1],...f[N — 1]]* koji sadrzi N uzoraka

signala se dobija mnozenjem vektora f[n| matricom F®:

faln] = F*m,n] - fn].

Matrica klasiéne diskretne Furijeove transformacije ima samo 4 razlicita
karakteristi¢na korena, odnosno za svako k = 0, ...N—1 vazi A\ = exp(—rk/2)
i\, € {1,—1,2, —1}. Za njihov frakcioni stepen uzeé¢emo, analogno neprekid-
nom slucaju, A\, = exp(—rak/2).

Kako skup karakteristicnih vektora matrice F nije jedinstven, da bismo
potpuno definisali diskretnu frakcionu Furijeovu transformaciju, treba odre-
diti i koji skup karakteristicnih vektora koristiti u (4.4). U neprekidnom
slucaju, za karakteristicne vektore koristili smo Hermitsko-Gausovske funk-
cije koje su istovremeno karakteristicne funkcije i F i §. Da bismo sada
definisali diskretnu transformaciju koja je potpuno analogna neprekidnoj, za
te vektore izabra¢emo one koji su istovremeno karakteristi¢ni koreni matrice
F i diskretnog analoga operatora §. Oznacimo ih sa ug[n|. Tada definicija
DFRT postaje:

Fm,n] = uxmle™ 2" ugn), (4.7)

U nastavku ¢emo eksplicitno definisati vektore ug[n], k =0,.., N — 1.

4.2 Karakteristiéni vektori diskretne Furije-
ove transformacije

Vektore ug[n|, k = 0, ..., N—1. definisa¢emo kao resenja diferencne jednacine

analogne jednacini (4.2). )
Za to koristimo centralni diferencni koli¢nik drugog reda D, koji je aprok-

simacija drugog izvoda D? = Cf‘l—; i definisan je sa:
< flx+h)—=2f(x)+ f(x—h
D2f(x) = ( % ) )7 (4.8)
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i vazi D? = D? + O(h?).
Operator translacije moze se prikazati u hiperdiferencijalnom obliku kao:
f(x +h) = e"P f(x), $to kada ubacimo u (4.8) i iskoristimo Tejlorov razvoj
funkcije e*, dobijamo:

< efP 24P 2h? 2h*

2 _ 2 AV e A e
D? = 2 =D +\4!D + 6!D + ... (4.9)
o(r?)

Dalje, ako u (4.4) ubacimo izraz za D? dobijamo diferencni analog operatora

FD*FL:

D _ 9 | o—hD
2

e?mhe 9 4 e=mhe  9(cos(2mhx) — 1)

FD2F ' =F [ } F

B h2 B h2
h2
= —4n?x? + E(167T4£L’4) + O(hY) (4.10)
gde smo koristili da vazi F P F = ¢ i Tejlorovu formulu. Sada ako
u operatoru S ubacimo D? umesto D? dobijamo njegovu aproksimaciju koju
¢emo oznaciti sa S:

12mwhe

e"P — 2 4 e~hP N 2(cos(2rhx) — 1)

.- .
S=D24 FD2F ' = - 2

h2
=D? — 4ma* + 5 (D* + 167*z*) + O(n?) (4.11)

Odavde vidimo da je S jedna O(h*) aproksimacija operatora S. Diferencnu
jednacinu S f(r) = A f(x) mozemo koris¢enjem definicije diferencnog kolicnika

i operatora S zapisati na sledeéi nacin:
flx+h) —2f(x) + f(x — h) + 2(cos(2mhx) — 1) f(z) = KA f(z). (4.12)

Diskretizacijom vremenske promenljive tako Sto ¢emo uzeti t =nh, 0 < n <
N — 1, odnosno posmatranjem N tacaka iz vremenskog domena medjusobno
udaljenih za rastojanje h = 1/ V/N, dobijamo diferencnu jednacinu analognu
diferencijalnoj jednacini Hermitsko-Gausovskih funkcija:

Fln+ 1] = 2f[n] + fln— 1]+ 2 <cos (%n) - 1) fln] = M, (4.13)

gde je f[n] = f(nh). Koeficijenti ove jednacine su periodi¢ni sa periodom N,
Sto implicira postojanje periodi¢nih resenja sa istim periodom.
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Kada (4.13) zapisemo za svako 0 < n < N — 1 s obzirom da radimo sa
kona¢nim uzorkom signala, dobijamo sistem jednacina koji se moze zapisati
u matriénom obliku na sledeéi nacin:

-2 1 0 0 1
1 2(308(%“)—4 1 e 0
1 2008(%2)—4 -+ 0 0
_1 O O 1 2005(%(]\:7—1))—4_
A N
f11 f]
o] "
fIN —2] JIN —2]
fIN —=1]] fIN =1

pri cemu smo koristili f[n+N] = f[n]. Matricu koju smo dobili ozna¢i¢emo sa
S. Ona dakle predstavlja diskretni analog operatora S i njeni karakteristicni
vektori su resenja diferencne jednacine (4.13) u jednom periodu. Za ovu
matricu vazi:

Teorema 4.2.1. Matrica S i matrica ¥ diskretne Furijeove transformacije
komutiraju.

Iz ove teoreme i teoreme (4.1.1) sledi da S i F imaju zajednicki skup
karakteristicnih vektora, koji su resenja diferencne jednacine (4.13) te za
vektore ug[n] uzimamo upravo taj zajednicki skup karakteristiénih vektora.

4.3 Jedinstvenost zajednickog skupa karakte-
risticnih vektora

U ovom delu pokazacemo da je zajednicki skup karakteristicnih vektora
matrica S i F jedinstven i da su medjusobno ortogonalni.
Za pocetak ¢emo navesti definiciju parnog i neparnog vektora u CV:

Definicija 4.3.1. Neka je c[n] = [c[0],c[1], ...,c[N — 1]]T proizvoljan vektor
iz CN, za neko N € N. Tada sa c[—n] oznacavamo vektor

c[-=n] = [c[0],c[N — 1],¢[N — 2]...,c[1]]T i kaZemo da je vektor c[n] paran
(neparan) ako je c[n| = c[—n] (odnosno c[n] = —c[—n]).
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Sledec¢a osobina matrice F ¢e nam biti od znacaja:

Teorema 4.3.1. Karakteristicni vektori matrice diskretne Furijeove trans-
formacije su ili parni ili neparni vektori.

Za matricu S datu u (4.14) vazi da su joj, kada je N # 4m, m € N, svi
karakteristi¢cni koreni medjusobno razliciti. Kako je S realna i simetri¢na,
karakteristi¢cni koreni su joj takodje realni i skup karakteristicnih vektora
koji im odgovaraju je ortogonalan i jedinstven. Samim tim, kako S i F imaju
zajednicki skup karakteristicnih vektora, upravo taj jedinstven skup mora
biti i skup karakteristicnih vektora matrice F'.

Kada je N = 4m, m € N, matrica S i dalje ima razlicite karakteristicne
korene osim jednog koji ima vrednost 0 i viSestrukost 2. Karakteristicni vek-
tori koji odgovaraju svim ostalim korenima osim ovog jednog su medjusobno
ortogonalni a zbog toga sto je matrica S realna i simetri¢na i ova dva vektora
koji odgovaraju dvostrukom korenu mogu se izabrati tako da budu ortogo-
nalni medjusobno i u odnosu na ostale. Pri tome postoji samo jedan nacin
da se izaberu tako da jedan bude paran a drugi neparan (to je potrebno da
bi ceo skup bio i skup karakteristicnih vektora matrice F). Dakle, za koren
viSestrukosti 2 biramo da jedan karakteristicni vektor bude paran a drugi
neparan. Na ovaj nacin opet imamo jedinstveno odredjen zajednicki skup
karakteristicnih vektora matrice S i matrice F'.

Kako taj skup mora biti sastavljen od samo parnih i neparnih vektora,
odredi¢emo ga upravo u prostorima parnih i neparnih vektora. U tu svrhu
koristimo transformacionu matricu P koja vrsi dekompoziciju vektora na
parne i neparne komponente.

Naime, svaki vektor f[n], 0 < n < N — 1 moze se prikazati kao zbir jednog
parnog i jednog neparnog vektora, na sledec¢i nacin:

£In] = 3 (fln] + fl=n]) + 5 (Fln] — F[-n)).
Matrica P dati vektor f[n] preslikava u vektor g[n] ¢ije su prve | N/2 + 1]
komponente parne komponente vektora f[n]|, odnosno dovoljne su za kon-
struisanje parnog dela f[n] a preostale koordinate vektora g[n| daju neparne
komponente vektora f[n], onosno dovoljne su za konstruisanje neparnog dela.
Na primer, za dimenziju vektora N = 5, primer matrice P je:

V2 00 0 0

L]0 10 0 1
Po=—1|0 01 1 0]/,

\/5001—10

0 10 0 -1



te primenom na vektor f[n| dobijamo vektor g[n|, to jest Pf = g, takav da
su njegove prve 3 koordinate:

(910, g[1], g[2]]" = %[\/ﬁf[oh FIT+ fI=1] F120 + fl=2]"
!
Y

zapravo komponente iz parnog dela vektora f[n], podeljene sa V2, a preostale
2 koordinate su:

[V2f[0], F[1] + f[4], 2] + f[3]]"

su komponente iz neparnog dela vektora f[n].

U slucajevima kada je f[n] paran, poslednje N — | N/2 + 1] koordinate
vektora g[n] bi¢e jednake nuli i obrnuto, kada je f[n] neparan onda su prve
| N/2 4 1] koordinate g[n| sigurno jednake nuli.

Za matricu P vazi da je simetriéna i unitarna, odnosno P = PT = P~
MnoZenjem matrice S sleva sa P i zdesna sa P~!, dobijamo matricu PSP~}
koja je slicna sa matricom S, te imaju iste karakteristi¢ne korene i vazi da, ako
je v karakteristicni vektor matrice S za koren A, onda je Pv karakteristicni
vektor matrice PSP~! za isti koren ).

U skladu sa prethodno recenim, ocekujemo da je matrica PSP~! blok
dijagonalna matrica, odnosno oblika:

0 Od (4.15)

PSP = PSP = {EV 0 } :
jer u suprotnom matrica S ne bi mogla imati sve parne/neparne karakteri-
sticne vektore.

Karakteristi¢ni vektori matrice PSP~! mogu se odrediti posebno od ma-
trica Ev i Od i odgovarajuéi vektori od S se dobijaju kao parna/neparna ek-
stenzija vektora matrice PSP~!. Preciznije, ako je & karakteristi¢ni vektor
matrice Ev onda se dopunjavanjem ¢, nulama dobija vektor e = [éy, 0, ..., 0]”
koji je karakteristi¢ni vektor matrice PSP~! i kona¢no, karakteristiéni vek-
tor matrice S se dobija transformacijom tog nulama dopunjenog vektora sa
P! = P (jer iz PSP~ 'e = Xe sledi S(P~te) = A(P~te)).

Ovim se problem nalazenja zajednickog skupa karakteristicnih vektora
svodi na nalazenje karakteristicnih vektora matrica Ev i Od.
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Matrica S ima tridijagonalnu strukturu, izuzev dva elementa u gornjem de-
snom i donjem levom uglu. Nakon transformacije sli¢cnosti, PSP~! postaje
tacno tridijagonalna matrica, Sto znaci da su joj i podmatrice Ev i Od ta-
kodje tridijagonalne. Za tridijagonalne matrice vazi da imaju razlicite ka-
rakteristicne korene sto znaci da su karakteristi¢ni vektori matrica Ev i Od
jedinstveni sto potvrdjuje jedinstvenost zajednickog skupa vektora.

4.4 Sortiranje karakteristicnih korena i algo-
ritam

U ovom delu ¢emo odrediti koji karakteristi¢ni vektor matrice S predsta-
vlja koju Hermitsko-Gausovsku funkciju.
Definisa¢emo za pocetak $ta je promena znaka vektora (engl. zero-crossing).

Definicija 4.4.1. KaZemo da vektor z[n] € RY, 0 < n < N —1 ima promenu
znaka na koordinati k, ako je x[klz[k + 1] <0, k € {0,..., N —2}. Takodje,
pod promenom znaka racunamo i ako je x[0]z[N — 1] < 0.

Ideja je da se pokaze da svi karakteristicni vektori matrice S imaju razlicit
broj promena znaka i da se kao diskretne verzije, dodele Hermistko-Gausovskim
funkcijama sa istim brojem nula, jer vazi da n-ta Hermitsko-Gausovska funk-
cija ima n realnih nula, za svako n € N.

Za matrice Ev i Od vazi da karakteristi¢ni koren sa najvec¢om vrednoséu
nema promena znaka, zatim da koren sa drugom najve¢om vrednoséu ima
jednu promenu znaka i tako dalje.

Dalje ¢emo pokazati sledece:

Teorema 4.4.1. Karakteristicni koreni matrice ¥ diskretne Furijeove trans-
formacije dimenzije N dobijeni od matrica Ev i Od imaju razlicite brojeve
promena znaka.

Dokaz teoreme 4.4.1.:
Slucaj 1:
Neka je N = 2r+1. Ako je €, karakteristicni vektor matrice Ev sa k promena

znaka, 0 < k < r, paran karakteristicni vektor matrice S se od njega dobija
dodavanjem nula u é; pa mnozenjem sa P:

e= P[] |0..0]7,

¢ime se dobija:



Za lakse prebrajanje promena znaka, dodajemo prvi element na kraj vektora
e:

1 . . . . A 5 1anT
:E[\\/ﬁek[()] eﬂl] eplr] | elr] efr[l] \/§ek[0]/]

k promena znaka k promena znaka

[e | [0]]

Dakle vidimo da vektor e ima 2k promena znaka.

Analogno se dobijaju i neparni vektori. Ako je 0, neparan karakteristicni
vektor matrice Od sa k promena znaka, pri ¢emu 0 < k < r—1, odgovarajudci
karakteristi¢ni koren matrice S dobija se dodavanjem nula iznad postoje¢ih
koordinata i mnozenjem matricom P. Oznac¢imo takav vektor sa o:

0o=P0..0|o]"

te se dobija:

1 . . . .
0= E[O ox[l] ... Orlr] | —oklr] ... —ox[1]]".
Ponovo, dodavanjem prve komponente vidimo da ocigledno, ako vektor oy
ima k promena znaka, vektor o ¢e imati 2k + 1 promenu znaka:

o of0]] = —=10 &4[1] .. oxlr] |—oxlr] .. —aul1] O

~
k

=

Slucaj 2:
Neka je N = 2r. Neka je é, karakteristicni vektor matrice Ev. Kao paran,
dopunjen vektor matrice S dobija se:

1
V2

i ovaj vektor ima ponovo 2k promena znaka, pri ¢emu 0 < k < r. Pona-
vljanjem postupka za neparne vektore dobijamo da dopunjen karakteristi¢ni
vektor matrice Od:

o |ox[0]) = %

ima 2k + 1 promena znaka pri ¢emu je 0 < k <r —2. [

Dakle pokazali smo da parni karakteristicni koreni matrice S uvek imaju
2k promena znaka a neparni 2k + 1 promenu znaka, medjutim, u slucaju
kada je N neparan broj, indeks k = {0,...., N — 1} a u slucaju kada je N
paran broj, k = {0, ..., N — 2, N}, odnosno, kada je N paran broj ne postoji

le | el0]] = —z[V26r[0] 1] - éxlr —1] | exlr] élr —1] ex[1] v2é[0]]

0 6k[1] v ok[r—1] 0 | —=6plr —1] ... —6x[1] 0]
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karakteristi¢ni vektor od S sa N — 1 promena znaka, a u slucaju kada je N
neparan broj, ne postoji vektor sa N promena znaka. Svaki karakteristi¢ni
koren sa k promena nule pridruzuje se k-toj Hermitsko-Gausovskoj funkciji
kao njena diskretna aproksimacija.

Sada kada imamo ta¢no definisanu proceduru za izra¢unavanje i sortiranje
zajednickih karakteristicnih vektora F i S, mozemo dati kona¢nu definiciju
diskretne frakcione Furijeove transformacije:

Definicija 4.4.2. Matrica F* diskretne frakcione Furijeove transformacije
dimenzije N, stepena a (« = amw/2) data je sa:

N
Fm,n] = Z ug[mle”*a™ 2y, [n], (4.16)
k=0,k#(N+1+(N)2)

gde je ug[n] k-ta diskretna verzija Hermitsko-Gausovske funkcije (karakte-
risticni vektor matrice S sa k promena znaka) i (N)y = Nmod2. Za vektor
fIn], 0 <n < N —1 sa uzorcima signala diskretna frakciona Furijeova trans-
formacija se racuna mnozZenjem vektora f[n] sleva matricom F®:

F(fln]) = F*- f[n]

Dakle, mozemo utvrditi algoritam za izracunavanje diskretne frakcione
Furijeove transformacije:

1. Generisati matrice S1i P.
2. Generisati matrice Ev i Od na osnovu (4.15).
3. Nadi karakteristi¢ne korene i1 vektore matrica Ev 1 Od.

4. Sortirati karakteristicne vektore matrice Ev (Od) po broju promena
znaka u rastu¢em redosledu i oznaciti ih tako sortirane sa e (ey).

5. Izracunati ugy[n] = P - [el | 0 ... 0]T.

[zracunati ugy1[n] = P[0 ... 0 | of]7.
6. Definisati F[m,n] = >, v, ux[m]e %/ 2u;[n).

7. Izracunati Fo(f[n]) = F*- f[n].
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Ovako definisana transformacija zadovoljava osobine koje smo naveli kao
najbitnije:
e unitarna je jer karakteristi¢ni koreni A\ = e~*"*/2 Furijeove transfor-

macije imaju jedini¢nu magnitudu.

e Svodi se na klasi¢nu diskretnu Furijeovu transformaciju za a = 1 jer se
(4.16) svodi na spektralnu dekompoziciju diskretne Furijeove transfor-
macije.

e Vazi aditivnost indeksa: F®F® = F*192 gt sledi direktno iz defini-
cije mnozenja matrica i ortonormiranosti skupa karakteristicnih vektora
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Glava 5

Primena frakcione Furijeove
transformacije u kompresiji

slika

U ovom poglavlju predstaviéemo osnovne pojmove u vezi digitalnih slika
i njihove kompresije. Zatim ¢e biti objasnjena primena frakcione Furijeove
transformacije u kompresiji i na primeru ¢e biti prikazani rezultati koji se do-
bijaju pri razlicitim nivoima kompresije i prilikom promene stepena frakcione
Furijeove transformacije. Uporedi¢emo dobijene rezultate za stepen a = 1
koji odgovara klasi¢noj transformaciji u odnosu na rezultate koji se dobijaju
za razlicite vrednosti a € (0,1).

5.1 Osnovni pojmovi u digitalnoj obradi slike

Slika predstavlja vizuelnu reprezentaciju objekta ili grupe objekata. Moze
se predstaviti kao dvodimenzionalna funkcija, f(z,y) gde su x i y prostorne
koordinate i za datu tacku (z,y) u prostoru, magnituda od f(x,y) zove se in-
tenzitet slike u toj tacki. U slucaju kada imamo konac¢ne diskretne vrednosti
za x, y i f(z,y) govorimo o digitalnoj slici.

Digitalna slika sastoji se od kona¢nog broja elemenata od kojih svaki ima
svoju lokaciju i vrednost. Uobicajeno je da se digitalna slika predstavlja
matricom brojeva dimenzija M x N, koja se u literaturi cesto naziva i bitna
mapa (engl. bitmap). Najcesée je N = M i tipi¢ne dimenzije su 128, 256,
512, 1024 itd. Elementi matrice zovu se pikseli. Merenjem boje realne slike
u velikom broju tacaka dobijaju se digitalne slike kao njihove aproksimacije.
Svaki piksel u digitalnoj slici predstavlja boju, ili nivo sive boje kod crno-
belih slika, u odredjenoj tacki slike a na ekranima digitalnih uredjaja ta boja
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je predstavljena u maloj tacki ekrana koja je te odredjene boje.
Dakle, postoje dva osnovna tipa digitalnih slika:

e Crno-bele slike - Svaki piksel (element matrice) od kojih je sastavljena
crno-bela slika je broj koji predstavlja odredjenu nijansu sive boje ori-
ginalne slike u odgovarajucoj tacki. Te vrednosti pokrivaju obi¢no ve-
liki broj nijansi - nivoa sive, pocev od same bele boje pa sve do crne.
Najcesce je rec o 256 razlicitih nijansi i za cuvanje jednog takvog piksela
dovoljan je jedan bajt (8 bita) memorije racunara.

e Slike u boji - Slika u boji sastoji se od piksela od kojih je svaki sasta-
vljen od 3 broja koji odgovaraju nivou crvene, zelene i plave boje u
toj odredjenoj tacki slike. Takva slika predstavlja se takozvanom tro-
dimenzionalnom matricom ili sa 3 dvodimenzionalne matrice od kojih
svaka sadrzi nivoe jedne od ove tri boje. Svaka od tri boje se najcescée
prikazuje u takodje 256 nijansi, te je za Cuvanje jednog piksela slike
u boji potrebno tri puta viSe memorije nego u slucaju crno bele slike,
odnosno 3 bajta (24 bita).

Za memorisanje slika i multimedija i njihovo slanje putem interneta, ne-
ophodno je kompresovati podatke. Kompresija digitalne slike podrazumeva
razne tehnike za smanjenje koli¢cine podataka potrebnih za njeno predstavlja-
nje. To znaci ukloniti suvisne podatke, pri cemu razlikujemo termin podatak
i informacija. Podatak je nacin za reprezentaciju informacije i ista infor-
macija moze biti prikazana potpuno drugacijim skupovima podataka. Ako
odredjena informacija ima dve reprezentacije razli¢itih veli¢ina, onda se kaze
da jedna od njih ima suvisne podatke, ili drugacije, redundansu podataka
(engl. data redundancy). Kod veéine digitalnih slika pikseli koji su jedni do
drugih su medjusobno korelisani i stoga sadrze suvisne podatke te je cilj naci
manje korelisanu reprezentaciju slike.

Redundansa podataka moze se i izmeriti: ako su n; i ny broj simbola
potrebnih za predstavljanje iste informacije u dva skupa podataka, relativna
redundansa podataka Rp prvog skupa podataka (okarakterisanog sa n;) de-

finisana je sa:
1
Rp=1——
D CR’

gde se C'R = ny/ny zove odnos kompresije.
Redundansa podataka moze se podeliti u tri tipa:

e Redundansa kodovanja - koja postoji u skoro svim slikama ¢iji su pik-
seli direktno binarno kodovani, odnosno isti broj bitova je dodeljen sva-
kom pikselu. Moze se ukloniti prelaskom na kodiranje sa promenljivim
duzinama kodnih reci.
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e Prostorna redundansa - ona je prisutna kada su pikseli slike korelisani
usled geometrijskih relacija te se vrednost jednog piksela moze predvi-
deti na osnovu vrednosti suseda i on nosi malo informacija. Uklanja se
metodama kao $to su RLC kodovanje (run-length), delta kompresija,
prediktivno kodovanje idr.

e Psihovizuelna redundansa - odnosi se na to da pri obradi slike u ljud-
skom mozgu neke informacije imaju manju vaznost od drugih. Pri po-
smatranju slike, mozak trazi specificne delove slike kao Sto su konture
i teksture i onda ih kombinuje u prepoznatljive grupe pa ih povezuje.
Pri tome oko ne registruje isto sve vizuelne informacije koje prima te
neke imaju manju relativnu vaznost u odnosu druge. Za takve kazemo
se da su psihovizuelno reduntantne. Za uklanjanje podataka koji ih
predstavlju koristi se proces kvantitizacije. Ovo je proces u kom se
podaci gube ali zbog na¢ina na koje mozak registruje sliku, posmatrac
uglavnom ne primeti tu razliku.

Kompresija podataka postize se kada se jedna ili vise ovih redundansi uklone
ili smanje. Sama kompresija moze biti bez gubitaka i sa gubicima.
Pri kompresiji bez gubitaka, slika se nakon kompresije moze rekonstruisati,
odnosno dekompresovati tako da bude numericki identi¢na originalnoj slici.
Kompresija sa gubicima je takva da se nakon dekompresije dobija re-
konstruisana slika slabijeg kvaliteta u odnosu na original ali uz razmatranje
vizuelne precepcije moze se postic¢i da se degradacija u kvalitetu ne primecuje
a ostvaruje se ve¢i odnos kompresije nego pri kompresiji bez gubitaka. Kom-
presija slike koris¢enjem frakcione Furijeove transformacije spada u ovaj tip
kompresije.

5.2 Postupak kompresije

Generalno, sistem za kompresiju primenom transformacije sastoji se od
dva dela - kodera i dekodera. U koder se unosi slika nad kojom se izvode
tri operacije: dekompozicija slike na podslike, transformacija i kvantitizacija.
Time se dobija kompresovana slika koja zahteva manje memorije za cuvanje
i slanje podataka. Dekoder vrsi inverzne korake suprotnim redosledom kako
bi se kompresovana slika rekonstruisala na sto blizu originalu. S obzirom
da kvantitizacija dovodi do nepovratnih gubitaka, njen inverzni korak pri
dekodiranju se preskace.

U prvom koraku, digitalna crno-bela slika (kasnije éemo prosiriti na slike
u boji), predstavljena matricom dimenzije N x M deli se na podmatrice -
podslike dimenzija n x n. Dimenzije podmatrica su stepeni broja 2, najcesée
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se koriste dimenzije 8 x 8 ili 16 x 16. Sto je veéa veli¢ina podslika, greska pri
kompresiji je manja ali raste i kompleksnost racunskih operacija. U sluc¢aju
da su dimenzije cele slike takve da nisu stepeni broja 2, slika se dopunjuje
nulama do prvog stepena dvojke pa se potom deli.

U drugom koraku se primenjuje dvodimenzionalna diskretna frakciona
Furijeova transformacija na svaku od podmatrica, odnosno podslika. Zbog
separabilnosti transformacije to se moze uciniti primenom jednodimenzio-
nalne diskretne frakcione Furijeove transformacije koju smo definisali u pret-
hodnom poglavlju, tako Sto se matrica jednodimenzionalne transformacije
primeni na svaku vrstu podmatrice a onda na svaku kolonu prethodno do-
bijene transformisane podmatrice. Primenom transformacije nijanse sive u
pikselima iz prostornog domena transformisu se u koeficijente nad frakcionim
frekvencijskim domenom.

Naredni korak je kvantitizacija koja zapravo predstavlja kompresiju. Vrsi
se takozvano odsecanje (engl. cutoff) koeficijenata. To se radi tako Sto se
izracuna najve¢a magnituda od svih koeficijenata u podmatrici, oznac¢imo je
na primer sa r. Zatim se odbace, odnosno pretvore u nulu, svi koeficijenti
u podmatrici ¢ija je magnituda manja od nekog, unapred odredjenog, pro-
centa broja r. Taj procenat ¢emo oznacavati kao cutoff. Ovaj postupak se
ponavlja za svaku podmatricu zasebno. Time se zadrzavaju dovoljno veliki
koeficijenti koji odgovaraju pikselima u prostornom domenu (ovde imamo
prostor umesto vremenskog domena) koji su bitni delovi slike, a odbacuju se
svi manje bitni. Dobijanjem velikog broja nula u matrici omogucava se da
se, kodovanjem promenljive duzine, kompresovana slika sac¢uva sa manjom
koli¢inom potrebne memorije.

Ono sto je prednost frakcione Furijeove transformacije u odnosu na klasi¢nu
je Sto se promenom stepena transformacije a nekada mogu postiéi isti ste-
peni kompresije uz manje razlike kasnije dekompresovane slike od originala,
nego u slucaju klasicne transformacije. Dakle moze se dobiti bolji kvalitet
dekompresovane slike uz isti nivo kompresije.

Kada dobijemo dekompresovanu sliku, stepen transformacije ¢emo, kao
sto smo ve¢ napomenuli, oceniti procentom odnosa kompresije CR (engl.
Compression ratio), koji predstavlja odnos veli¢ine (memorije potrebne za
snimanje) kompresovane slike i veli¢ine originalne slike:

CR % — Velicina kompresovane slike

100. 5.1
Velicina originalne slike . (5.1)

Da bismo dekompresovali sliku, primenjujemo inverznu diskretnu frakei-
onu Furijeovu transformaciju (dakle transformaciju reda —a) na svaki red
podmatrice kompresovane slike a potom na svaku kolonu. Spajanjem pod-
matrica dobijamo dekompresovanu sliku koja se razlikuje od originala upravo
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zbog odbacenih koeficijenata u procesu kvantitizacije, ali oku posmatraca te
razlike uglavnom nisu mnogo uocljive.

Za merenje razlike dekompresovane slike i originala obic¢no se koriste
sledec¢a dva parametra:

e Srednje kvadratna greska - koja se dobija kao:
N N
MSE = — > > lg(i.5) = f(i.9)) (5.2)

gde je g(7, 7) matrica dekompresovane slike a f(i, j) matrica originalne
slike.

e PSNR (engl. Peak Signal to Noise Ratio):

255 X 255

PSNR = 10log,, { NISE

} dB, (5.3)

koji se meri u decibelima i pokazuje odnos izmedu maksimalne moguce
snage signala (originalne slike) i snage Suma (srednje kvadratne greske
izmedju dekompresovene slike i originala) koji uti¢u na kvalitet vizuel-
nog sadrzaja.

Sto je manja srednje kvadratna greska, veéi je PSNR i kvalitet dekom-
presovane slike je bolji.

Kada je u pitanju kompresija slike u boji, vodi se racuna o tome da se
slika u boji prikazuje kao 3 matrice, koje se zovu RGB kanalima. Prva ma-
trica sadrzi nijanse crvene boje u svakom pikselu slike, druga matrica sadrzi
nijanse zelene a tre¢a nijanse plave boje po svakom od piksela. Svi opisani
koraci se rade tri puta, posebno za svaku od ove tri matrice a onda se njihove
kompresovane /dekompresovane matrice sklapaju u kompesovanu/dekompre-
sovanu sliku u boji.
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5.3 Primer kompresije i analiza rezultata

Sada ¢emo na konkretnom primeru analizirati rezultate koje dobijamo
kompresijom slike putem diskretne frakcione Furijeove transformacije.

Slika 5.3.1. Lena

Posmatramo crno-belu test sliku Lena.tiff (slika 5.2.1) koju smo koristili
i u prvom poglavlju. Ovo je najcesce koris¢ena test slika u istoriji digitalne
obrade signala koja je dostupna za naucne i edukativne svrhe. U pitanju je
slika dimenzija 512 x 512 piksela, koju kao matricu obradjujemo u program-
skom paketu Matlab a snimljena je u tiff formatu u racunaru. Neobradjena,
ova slika zauzima 264 584 bajta, odnosno 258kB memorije racunara.

Sproveden je proces kompresije a zatim i dekompresije slike, gore opisan,
za razlicite stepene a diskretne frakcione Furijeove transformacije i razlicite
nivoe odsecanja frakcionih koeficijenata.

Slika je pri svakom procesu kompresije/dekompresije podeljena na pod-
matrice veli¢ine 8 x 8 piksela (dakle ukupno 64 x 64 podmatrica). Zatim je
za svaku od podmatrica pojedinacno izvrsena diskretna frakciona Furijeova
transformacija odredjenog stepena a na svakom redu podmatrice a onda na
tako dobijenoj matrici je opet izvrSena jednodimenzionalna diskretna FRFT
po svakoj koloni. Kod koji je korisé¢en za izracunavanje diskretne FRFT od-
govara algoritmu opisanom u prethodnom poglavlju i naveden je u dodatku.
Dostupan je na veb sajtu navedenom u stavci [12] literature.

72



Proces kvantitizacije podrazumeva pretvaranje u nulu svih onih koefi-
cijenata u transformisanim podmatricama ¢ije su magnitude manje od cu-
toff procenta najveée magnitude u odgovarajucoj podmatrici. Za vrednosti
tog procenta uzimane su redom sledeée vrednosti: cutoff = 0,05 = 5% |,
cutoff = 0,06 = 6% , cutoff = 0,08 = 8% i cutoff = 0,1 = 10%. Na-
kon kvantitizacije podmatrice se ponovo spajaju u matricu 512 x 512 koja
predstavlja kompesovanu sliku.

Za svaku dobijenu kompresovanu sliku izracunat je stepen kompresije CR
dat sa (5.1), pri ¢emu je slika snimljena u ra¢unaru takodje u tiff formatu a
vizuelno je prikazana programskim paketom Matlab.

Dekompresija je izvrsena primenom diskretne FRFT stepena —a (inver-
zne prvobitnoj transformaciji). Radi toga je kompresovana matrica ponovo
podeljena na podmatrice i za svaku pojedinacno je izra¢unata inverzna trans-
formacija, da bi se na kraju spojile u celu dekompresovanu sliku.

U tabelama 5.2.1-5.2.4 su prikazani rezultati za CR, MSE i PSNR koji se
dobijaju za navedene ¢etiri vrednosti cutoff procenta, pri raznim stepenima
transformacije, polazeé¢i od a = 0.4 pa sve do a = 1 sto odgovara klasi¢noj
diskretnoj Furijeovoj transformaciji.

Iz svih navedenih rezultata u tabelama izdvojimo, na primer, rezultate

kojima se dobija nivo kompresije CR od 74%. U tim slucajevima je pri-
blizno isti broj bita potreban za skladistenje slike u memoriji racunara i taj
broj je znacajno manji od prvobitne memorije koja je potrebna za ¢uvanje
neobradjene slike. Taj isti nivo kompresije dostignut je pri vrednostima
cutoff = 0,05, cutoff = 0,06 i cutoff = 0,08. Ono sto vidimo u tim
slucajevima je da je pri stepenu transformacije a = 0.94 dostignuta ma-
nja srednja kvadratna greska izmedju dekompresovane i originalne slike, kao
i ve¢i PSNR, §to znaci bolji kvalitet dekompresovane slike, nego pri ostalim
stepenima transformacije kao sto sua = 0,92, a = 0,96 a = 0,98 pa na kraju
i a = 1 sto odgovara klasi¢noj diskretnoj Furijeovoj transformaciji.
Ovo je dakle jedan primer kada diskretna frakciona Furijeova transformacija
stepena a € (0,1) daje bolji rezultat nego klasi¢na transformacija koja se
dobija za @ = 1. U praksi je kroz brojne primere pokazano da se bolji
rezultati dobijaju za vrednosti stepena manje od 1.

Izdvojene primere kompresovanih i dekompresovanih slika za CR = 74%
vidimo na slikama 5.2.5-5.2.8 na kojima je uocljivo da je dekompresovana
slika koja se dobija pri a = 0,94 boljeg kvaliteta od ostalih.

U opisanom postupku koriséeni su Matlab kodovi dati u Dodatku.
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a

MSE

PSNR

CR

0.4

0.0028

73.6652

73

0.5

0.0030

73.3620

73

0.55

0.0068

69.7950

85

0.6

0.0136

66.7944

92

0.65

0.0597

60.3680

92

0.7

0.7157

49.5837

92

0.75

12.3808

37.2033

85

0.8

36.6697

32.4877

75

0.85

17.6588

35.6612

76

0.9

35.8958

32.5804

I6)

0.92

25.3360

34.0934

74

0.94

17.4848

35.7042

74

0.95

14.9725

36.3778

1)

0.96

13.7735

36.7403

76

0.98

26.2693

33.9363

74

1

14.6643

36.4682

7

Tabela 5.2.1 - cutoff = 5%

a MSE PSNR | CR
0.4 |0.0155 66.2277 | 73
0.5 ]0.0235 64.4232 | 73
0.55 | 0.0492 61.2086 | 85
0.6 |0.1519 56.3144 | 92
0.65 | 1.3158 46.9389 | 92
0.7 | 28.9378 | 33.5161 | &3
0.75 | 82.0320 | 28.9910 | 70
0.8 |44.0012 | 31.6962 | 68
0.85 | 100.1437 | 28.1246 | 67
0.9 | 47.5541 | 31.3589 | 68
0.92 | 33.8231 | 32.8387 | 68
0.94 | 27.4300 | 33.7485 | 69
0.95 | 33.1023 | 32.9322 | 69
0.96 | 79.4882 | 29.1278 | 67
0.98 | 39.7115 | 32.1416 | 69
1 25.2780 | 34.1034 | 74

Tabela 5.2.3 - cutoff = 8%

a

MSE

PSNR

CR

0.4

0.0051

71.0646

73

0.5

0.0071

69.6398

73

0.55

0.0125

67.1654

85

0.6

0.0295

63.4277

92

0.65

0.1721

55.7741

92

0.7

3.3262

429113

91

0.75

38.0410

32.3283

80

0.8

39.7871

32.1334

72

0.85

20.7500

34.9606

74

0.9

40.7938

32.0249

72

0.92

28.3281

33.6086

72

0.94

20.3608

35.0428

72

0.95

18.3649

35.4909

73

0.96

19.6209

35.2036

74

0.98

31.0147

33.2151

73

1

18.2781

35.5115

76

Tabela 5.2.2 - cutoff = 6%

a MSE PSNR | CR
0.4 |0.0326 62.9945 | 73
0.5 | 0.0603 60.3296 | 73
0.55 | 0.1392 56.6954 | 85
0.6 | 0.4957 51.1785 | 92
0.65 | 23.8832 | 34.3499 | 89
0.7 | 137.3762 | 26.7517 | 73
0.75 | 87.4418 | 28.7136 | 66
0.8 |52.2942 | 30.9463 | 64
0.85 | 118.0185 | 27.4113 | 61
0.9 |52.4454 | 30.9337 | 64
0.92 | 39.9399 | 32.1167 | 65
0.94 | 51.7310 | 30.9933 | 65
0.95 | 123.7949 | 27.2038 | 63
0.96 | 94.1812 | 28.3912 | 64
0.98 | 46.6699 | 31.4404 | 66
1 31.3998 | 33.1615 | 72

Tabela 5.2.4 - cutoff = 10%

74




Slika 5.2.5. - Rezultati dobijeni za a = 0.92 i cutoff = 5%. Postignut je
CR = 74% pri ¢emu je MSE = 25.3360 a PSNR = 34.0934
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Slika 5.2.6. - Rezultati dobijeni za a = 0.94 i cutoff = 5%. Postignut je
CR = 74% pri ¢emu je MSE = 17.4848 a PSNR = 35.7042
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Slika 5.2.7. - Rezultati dobijeni za a = 0.96 i cutoff = 6%. Postignut je
CR = 74% pri éemu je MSE = 19.6209 a PSNR = 35.2036

77



Slika 5.2.8. - Rezultati dobijeni za a = 1 i cutoff = 8%. Postignut je
CR = 74% pri ¢emu je MSE = 25.2780 a PSNR = 34.1034
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Dodatak

Navodimo Matlab kodove koje smo koristili u prethodnoj glavi.

Matlab kod za korake kompresije:

function [komp,dekomp| = frft_ KD2 (image,alpha)

img=double (image );
idx=image==0;
brojNulaOriginala=sum (idx (:));

%pravljenje podmatrica
podmatrice={};
for n=1:64
for m=1:64
podmatrice{n,m} = img(n*x8—7 : n*8, mx8—7 : mx8);
end
end

F=dFRT_Oz(8,alpha);

%primena dfrft po redovima
podmatriceR={};
for n=1:64
for m=1:64
for k=1:8
podmatriceR{n ,m}(k,:)=podmatrice{n,m}(k,:)*F;
end
end
end

%primena dfrft po kolonama

79



podmatriceK={};
for n=1:64
for m=1:64
for k=1:8
podmatriceK{n ,m} (:,k)=FxpodmatriceR{n ,m}(: ,k);
end
end
end

%kvantitizacija
podmatriceQ={};
cutOff=0.05; %definisanje cut—off procenta
brojNula=512%512;
for k=1:64
for 1=1:64
thresh=cutOffxmax(abs(podmatriceK{k,1}));
ind=abs (podmatriceK{k,1})>thresh;
podmatriceQ{k, l}=podmatriceK{k,1}.xind;
brojNula=brojNula—sum (sum(ind));
end
end

%sastavljanje podmatrica u matricu
kompl =[];
for n=1:64
for m=1:64
kompl ((n—1)%81:n*8,(m-1)*81:m*8)=podmatriceQ{n,m};
end
end

%prebacivanje u uintg8
komp=uint8 (kompl );

%snimanje kompresovane slike u kompjuter
imwrite (komp, ’lenaKDK. tiff’);

%citanje podatka o velicini slike u kompjuteru
info=imfinfo ( 'lenaKDK. tiff ’);
kompSize=info . FileSize;

%racunanje CR-a
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CR=(kompSize /264584)x100;  %broj sa kojim se deli
%je velicina u bitima
%originalne slike

%crtanje kompresovane

figure , imshow(real (komp));

%DEKOMPRESIJA

%pravljenje podmatrica od kompresovane
kPodmatrice={};
for n=1:64
for m=1:64
kPodmatrice{n m}=kompl (n*8 —7:n*8 m«8—7:m*8);
end
end

Finv=dFRT_Oz (8, —alpha);

%primena inverzne dfrft po redovima
dekompR={};
for n=1:64
for m=1:64
for k=1:8
dekompR{n,m} (k,:)=kPodmatrice{n,m}(k,: ) Finv;
end
end
end

%primena inverzne dfrft po kolonama
dekompK={};
for n=1:64
for m=1:64
for k=1:8
dekompK{n ,m} (: ,k)=FinvsdekompR{n,m} (: ,k);
end
end
end

%sastavljanje matrice od podmatrica
dekompl=[];
for n=1:64
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for m=1:64
dekompl( (n—1)*81: n*8, (m-1)*81 : mx8) = dekompK{n,m};
end
end

%prebacivanje u uint8
dekomp=uint8 (dekompl );

%racunanje MSE i PSNR
MSE=immse (image , dekomp );
PSNR=10%log10 (255%255/MSE) ;

%crtanje dekompresovane
figure , imshow(real (dekomp)),
brojNulaOriginala

brojNula

MSE

PSNR

CR

end

Matlab kod za diskretnu frakcionu Furijeovu transformaciju:

function F=dFRT_Oz(N,a,ord)

%Funkcija F=dfrft (N,a,ord) vraca matricu diskretne
%frakcione Furijeove transformacije

%dimenzija NxN reda a.

%Argument ord je opcioni i predstavlja red aproksimacije
Y%za izracunavanje matrice S.

%Ako se mne unosi, podrazumeva se ord=2.

global Kvektori Kkoreni ordp

%Ako nije uneta vrednost za argument ord,
%odnosno , broj unetih parametara je 2,
Y%argument ord se postavlja na 2

if nargin==2, ord=2;end;

%pozivanje funkcije za kreiranje
Y%matrica karakteristicnih vektora i korena

if (length(Kvektori)™=N | ordp™=ord),
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[ Kvektori, Kkoreni]=dis_s (N, ord );
ordp=ord ;
end ;

paran="rem (N,2);
%ako je N parno, even je 1 1 obrnuto

F = Kvektori % diag(exp(—j*pi/2%ax*([0:N-2 N-1 paran]))) *Kvek-
tori’;

function [Kvektori,Kkoreni]=dis\ _s (N, ord)

%funkcija [Kvektori, Kkoreni]=dis\ _s(N)
%vraca sortirane karakteristicne vektore
%i karakteristicne korene

%za odgovarajuce vektore

if nargin==1, ord=2;end;

%Kreiranje matrice S
S=diag (2xcos (2% pi /N*([0:N—=1])))+
diag (ones(1,N—1),1)+diag(ones(1,N=1),—1);

S(1,N)=1;S(N,1)=1;

%Konstruisanje matrice P

p=N;
r=floor (p/2);
P=zeros(p,p);

P(1,1)=1;

paran="rem(p,2);

for k=1:r—paran,
P(k+1,k+1)=1/sqrt (2);
P(k+1,p—(k+1)+2)=1/sqrt (2);

end ;
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if (paran), P(r+1,r+1)=1; end;

for k=r+1:p—1,
P(k+1,k+1)=—1/sqrt (2);
P(k+1,p—(k+1)+2)=1/sqrt (2);

end;

CS=P*S*P’;

C2=CS(floor (1:N/2+41),floor (1:N/2+41));

S2=CS(floor (N/2+42):N, floor (N/2+2):N);

[ve,ec|=eig(C2);[vs,es|=eig(S2);
qve=[vc ;zeros(ceil (N/2—1),floor (N/2+41))];
SC2=Pxqvc; %Parni karakteristicni vektori matrice S

qvs=[zeros (floor (N/24+1),ceil (N/2—1));vs];
SS2=Pxqvs; %Neparni karakteristicni vektori matrice S

es=diag(es);ec=diag(ec);
[d,in]=sort(—ec);
SC2=SC2(:,in);

ec=ec (in);

[d,in]=sort(—es);
SS2=SS2 (:,in);

es=es (in);

if rem(N,2)==0,

S2C2=zeros (N,N+1);
SS2(:,size(S852,2)+1)=zeros(N,1);
S2C2(:,[0:2:N]+1)=SC2;
S2C2(:,[1:2:N]+1)=SS2;
S2C2 (:,N)=[];

else
S2C2=zeros (N,N);
S2C2(:,[0:2:N]+1)=SC2;
S2C2 (:,[1:2:N—1]+1)=SS2;

end;

Kvektori=S2C2;
Kkoreni=(—j ). [ 0:N-2 (N—1)+paran |;
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Zakljucak

Furijeova analiza predstavlja standardan alat koji se koristi za predsta-
vljanje signala u frekvencijskom domenu, $to je vazno u mnogobrojnim prime-
nama. Uvodjenjem frakcione Furijeove transformacije uopstava se klasi¢na
transformacija. U svim oblastima gde se koristi klasicna Furijeova transfor-
macija postoji mogucnost generalizacije i postizanja boljih rezultata korisée-
njem frakcione transformacije.

U ovom radu analizirali smo Furijeovu transformaciju i njene najvaznije
osobine. Zatim smo izveli definiciju frakcione Furijeove transformacije, poka-
zali njene osobine i vezu sa Vignerovom distribucijom. Definisali smo algo-
ritam za izracunavanje njene diskretne aproksimacije i pokazali na primeru
kompresije digitalne slike da se njenim koris¢enjem mogu postié¢i bolji rezul-
tati nego sa klasicnom transformacijom.
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