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Predgovor

Analiza vremenskih serija je statisticka disciplina koja beleZi najdinami¢niji razvoj poslednjih
decenija zbog svoje mnogostruke primene. Vremenska serija predstavlja niz opservacija uredenih
u odnosu na vreme, beleZenih u jednakim vremenskim razmacima. Posebnu grupu vremenskih
serija ¢ine finansijske vremenske serije. Njihova vaZna karakteristika je neodredenost, a mera te
neodredenosti se naziva volatilnost. Nasuprot klasi¢nim vremenskim serijama, kod kojih je
volatilnost konstantna veli¢ina, kod finansijskih vremenskih serija se ona menja tokom vremena,
1 ta osobina se naziva heteroskedasti¢nost.

Finansijske odluke se zasnivaju na odnosu izmedu rizika i prinosa. Predvidanje volatilnosti
cena akcija, kao kvantitativna reprezentacija rizika, od posebnog je znaCaja prilikom
investicionog odlucivanja, utvrdivanja cene finansijskih derivata, upravljanja rizikom, selekcije
portfolija i oblikovanja strategija trgovanja i hedZinga. Predvidanje volatilnosti hartija od
vrednosti jedan je od najvaznijih ulaznih parametara za odredivanje cene finansijskih
instrumenata.

Rad se sastoji iz cetiri poglavlja. Kako vremenska serija predstavlja jednu realizaciju
stohasti¢kog procesa, u prvom delu rada bi¢e data definicija stohastickog procesa i njegovih
osobina. Neke od tih osobina su stacionarnost, ergodi¢nost, autokovarijansna i autokorelaciona
funkcija procesa. Takode, bi¢e opisane neke osobine finansijskih vremenskih serija kao $to su
trend, sezonska komponenta i strukturni lom.

U drugom delu ¢e biti izloZeni osnovni pojmovi analize linearne vremenske serije. U
ovom delu bi¢e prikazani neki od modela linearnih vremenskih serija, a to su: autoregresivni
model (AR), model pokretnih proseka (MA), autoregresivni model pokretnih proseka (ARMA).
Bice data analiza ovih modela i predvidanje buducih vrednosti vremenskih serija na osnovu ovih
modela.

U centralnom delu rada predstavi¢emo analiticke modele za analiziranje volatilnosti. Prvi koji
se bavio ovom temom bio je Robert F. Engle i on je 1982. godine uveo formulaciju pod nazivom
“autoregressive conditional heteroskedasticity (ARCH)” model, odnosno model autoregresione
uslovne heteroskedasti¢nosti. Prilikom empirijske primene ARCH modela, postojala je potreba
za velikim brojem parametara. Da bi poboljSao ove nedostatke, Tim Bollerslev je 1986. godine
osmislio generalizovani ARCH, ili GARCH model. U ovom poglavlju bi¢e takode opisani i drugi
uslovni heteroskedasticni modeli koji su nastali razli¢itim modifikacijama dva prethodno
navedena modela.

U cetvrtom delu rada, teorijska analiza bi¢e primenjena na realne podatke sa finansijskog
trziSta. Koristicemo uslovne heteroskedastiéne modele vremenskih serija prilikom donoSenja
odluka. Posmatra¢emo kretanje cene akcija preduzeca ,,NIS — Naftna industrija Srbije* iz Novog
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Sada. Podaci su javni i nalaze se na web sajtu Beogradske berze. Za analizu podataka koristicemo

programski paket MATLAB, koji je pogodan za to zbog svojih ve¢ ugradenih funkcija za
analiziranje finansijskih vremenskih serija.

Novi Sad, 2015. godina Gala Tomi¢
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1. Osnovni pojmovi analize vremenskih serija

Osnovni pojam u analizi vremenskih serija jeste vremenska serija. Pod pojmom
vremenske serije podrazumevamo uredeni niz opservacija. Uredenje se ostvaruje u odnosu na
vreme 1 to najéesce u jednakim vremenskim intervalima.

Vremenske serije sreCemo u razliitim oblastima ljudskog Zivota. U meteorologiji se
razmatraju kretanja temperature, vlaznosti vazduha, brzine vetra i slicno. U demografiji se
posmatraju 1 analiziraju natalitet, mortalitet i prirodni prirasStaj. U geofizici pratimo aktivnosti
zemlje (zemljotresi). U medicini pratimo pacijentov elektrokardiogram (EKG). U ekonomiji
pratimo dnevne fluktuacije deviznog kursa, mese¢no kretanje industrijske proizvodnje i cena,
godiSnju vrednost drustvenog proizvoda. U ovom radu bavi¢emo se analizom kretanja cene akcija
preduzeca. ([1], [2])

Analiza vremenskih serija jeste statistiCka disciplina, ali ¢emo ukazati na jednu od
sustinskih razlika u odnosu na klasi¢nu statisticku analizu. Naime, osnovni pojam u klasi¢noj
statistickoj analizi je prost sluajan uzorak, pod kojim se podrazumeva skup od n nezavisnih i
jednako raspodeljenih slu¢ajnih promenljivih. U analizi vremenskih serija se takode razmatra
skup slucajnih promenljivih, za koje se, medutim, pretpostavlja da su medusobno zavisne, a
najcesce korelisane. Ovu medusobnu zavisnost opservacija koristimo u cilju formiranja modela
vremenskih serija, koji kasnije koristimo da na osnovu proslih opservacija predvidimo buduce
opservacije.

Vremenske serije se mogu klasifikovati na osnovu razlicitih kriterijuma. U zavisnosti od
toga kako registrujemo podatke, vremenske serije mogu biti:

e prekidne i
* neprekidne.

Neprekidna je ona vremenska serija kod koje opservacije mozemo registrovati u bilo kojem
vremenskom trenutku. Primeri takvih vremenskih serija su temperature, vrednost akcije na berzi
ili cene. Prekidna vremenska serija je serija kod koje opservacije beleZimo u istim vremenskim
intervalima (dnevno, mesecno, kvartalno ili godi$nje). Od neprekidne vremenske serije moguce
je napraviti prekidnu koris¢enjem jednog od slede¢ih metoda:

* metod sistematskog uzorka
¢ metod vremenske agregacije.

Metod sistematskog uzorka podrazumeva da se vrednosti neprekidne vremenske serije beleze u
odredenim trenucima. Na primer, nivo cena nekog finansijskog instrumenta postoji u svakom
trenutku, ali se mesecni podaci dobijaju njihovim registrovanjem oko petnaestog dana u mesecu.
Ili, cena akcije na berzi postoji tokom celog dana, ali se registruje po zatvaranju berze. Metod
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vremenske agregacije se sastoji u kumulaciji vrednosti koje vremenska serija uzima u odredenom
intervalu. Na primer, vrednosti bruto domaceg proizvoda, uvoza ili izvoza se ne posmatraju u
svakom trenutku ve¢ najceSc¢e kvartalno ili godiSnje.

Ciljevi analize vremenskih serija

1. Deskripcija naj¢e$¢e predstavlja prvu etapu u analizi vremenskih serija. SluZi nam za
dobijanje informacija o osnovnim karakteristikama vremenske serije. Cesto se ve¢ nakon
grafickog prikaza serije vide neke njene bitne osobine, pa i nije potrebno ulaziti u dublju
statisticku analizu.

2. Objasnjenje je faza u kojoj vrSimo izbor ekonometrijskog modela koji na zadovoljavajuci
nacin opisuje datu vremensku seriju.

3. Prognoziranje je etapa u kojoj na osnovu proslih opservacija identifikujemo i ocenjujemo
model vremenske serije koji nakon toga koristimo za predvidanje buduc¢ih vrednosti serije.
Takode, na osnovu ocenjenog modela mogu se simulirati razliite mere ekonomske politike.

4. Kontrola je cilj za ¢ije postizanje je neophodno kreirati funkciju prenosa. Ulaznu vremensku
seriju prilagodavamo tako da rezultirajuci, izlazni proces bude u blizini Zeljenog cilja. ( [1] ,

(2])
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1.1. Stohastic¢ki procesi

Kako bismo definisali pojam stohastiCkog procesa, a nakon toga i vremenske serije, prvo
moramo uvesti neke osnovne pojmove iz verovatnoce i stohasti¢ke analize.

Definicija 1.1.1. [3] Neka je Q= {w;, 0y, ... ,wy, ...} skup svih mogucih ishoda jednog
eksperimenta. Elementi ovog skupa se nazivaju elementarni dogadaji.

Definicija 1.1.2. (Aksioma o-polja)
Podskup F partitivnog skupa P (1) je o-polje (o-algebra) nad ) ako vaze sledeci uslovi:

1) Q€eF,
2) AkoA € F,ondaiAd € F,
3) Ako {Ai}iEN c .7:, onda U?;lAi eF.

Definicija 1.1.3. Najmanje o-polje koje sadrzi sve otvorene podskupove od R" zove se Borelovo
o-polje nad R™ i oznacavamo ga sa B(R") ili B™.

Definicija 1.1.4. (Aksioma verovatnoce)
Neka je Q) skup elementarnih dogadaja, a F g-algebra nad (). Funkcija

P:F — [0,1] se naziva verovatno¢a na skupu (), F) ako zadovoljava sledece uslove:

1 P(Q) =1,
2) Ako {Ai}iEN c .7:, Ai N Aj = @,l -'pt], l,] = 1,2, ...,Onda

P(Z§11Ai) = 2?;1 P(Ai)-
Uredena trojka (£, F, P) se naziva prostor verovatnoca.

Definicija 1.1.5. Neka je (), F,P) prostor verovatnoca. Preslikavanje X:{ - R se naziva
slucajna promenljiva ako za svako S € B vazi da je

XIS eF
gde je B Borelova o-algebra. Za X kazemo da je - merljivo.

Definicija 1.1.6. [4] Stohasti¢ki (slu¢ajni) proces je familija slucajnih promenljivih
{X;(w):t € T,w € O} definisanih nad istim prostorom verovatnoc¢a (2, F,P), a T je indeksni
skup.

e Za svako fiksirano t € T, X;(w) predstavlja slu¢ajnu promenljivu definisanu na skupu
dogadaja Q. U tom slucaju indeks ¢ se moze izostaviti, tako da se koristi oznaka X (w).
Ovako dobijena funkcija naziva se zasek ili secenje.
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e Ako fiksiramo w € (), onda skup vrednosti slu¢ajnih promenljivih X;(w) postaje samo
funkcija skupa indeksa T. UobiCajeno je koristiti oznake: {X;:t € T}, {X;}ter ili samo
Xy, t €T. Ovu funkciju vremena nazivamo trajektorija ili realizacija stohastickog
procesa.

Kako se definiSe skup indeksa 7 ? Navodimo sledece primere:

e Ako je skup T jednak skupu realnih brojeva ili je njegov podskup (T € R), onda je
slucajan proces definisan na realnoj pravoj i naziva se slucajan proces sa neprekidnim
parametrom. Upotrebljava se i oznaka {X;};ep ili {X;} .

e Ako je T skup celih ili prirodnih brojeva, tada se odgovaraju¢i slucajan proces naziva
slu¢ajan proces sa prekidnim (diskretnim) parametrom. U slucaju skupa prirodnih
brojeva imamo T = N = {1,2, ...}, odnosno {X;};en ili {X;:}7°-

1.2. Neke osobine stohastickih procesa

Ve¢ smo rekli da fiksiranjem t € T dobijamo jednu slu¢ajnu promenljivu koju zovemo zasek
ili secCenje stohastickog procesa u trenutku ¢. Ta sluajna promenljiva ima svoju funkciju
raspodele:

Fi(x) = P{X(t) < x},x € R.

U opstem slucaju nije dovoljno da poznajemo ovaj jednodimenzionalni zakon raspodele kako
bismo poznavali Citav proces, ve¢ je neophodno poznavati viSedimenzionalne raspodele, tj.
takozvane kona¢no-dimenzionalne raspodele stohastickog procesa.

Definicija 1.2.1. [4] Neka je skup { = {(t1,t2, ..., tn) ETHt; <t, < <tp,,n=12..}
Funkcije {F;(*), t € {} definisane sa:

F/(x) = P{th <X, Xe, < Xy Xy, < xn}, (x1, X5, o) Xp) € R®
zovu se kona¢no-dimenzionalne funkcije raspodele stohasti¢kog procesa.
Konacéno-dimenzionalne funkcije raspodele zadovoljavaju slede¢a dva uslova:

e Uslov simetrije: za svaku permutaciju {iy, iy, ..., i} skupa {1,2, ..., n} vazi
Ftil,...,tin (xil» ---’xin) = Fpont, (X1 o X)),
e Uslov saglasnosti: ako je m < n i proizvoljno t4, ..., t, € T" vazi

Fep o totmssrotn (X1, e X, 00, .00, 00) = Fepotm (X1 oo, X))



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

Teorema 1.2.1. Fundamentalna teorema Kolmogorova
Za svaku familiju funkcija raspodele koje zadovoljavaju uslove simetrije 1 saglasnosti postoji

prostor verovatnoc¢a ({2, F, P) i stohasti¢ki process {X;:t € T} definisan na njemu koji ima date
raspodele kao svoje kona¢no-dimenzionalne raspodele.

Definicija 1.2.2. Stohasticki proces X; je Gausovski proces ako sve njegove konacno-
dimenzionalne funkcije raspodele imaju viSedimenzionalnu normalnu raspodelu.

Neka je {X;: t € T} stohasti¢ki proces. Tada je:
® Srednja vrednost (ocekivanje) stohastiCkog procesa
E(Xy) =pot €T,
e Varijansa stohastickog procesa
Var(X,) = o2, t €T,
e Kovarijansa stohastickog procesa
Vo(t,s) = Cov(X, X,) = E ((Xt — E(X))(X, — E(XS))) t,sET,

¢ Koeficijent korelacije stohastickog procesa

Cov(Xt,Xs)

px(t' 5) = Jvar(Xpvar(Xs)

Neki tipovi stohasti¢kog procesa su:

,t,sET.

1) Stohasti¢ki proces {X;:t € T} je proces sa nezavisnim vrednostima ako su slucajne
promenljive X (t;), ..., X(t,,) nezavisne za proizvoljan izbor ty, ..., t, € T:

Ftl,...,tn(xlﬂ ey Xp) = Fe, (xg) e Ftn(xn)-

2) Stohasti¢ki proces {X;:t € T} je proces sa nekoreliranim vrednostima ako za sve t,s € T,
t #5,p,(t,s)=0.

3) Stohasticki proces {X;:t € T} je proces sa ortogonalnim vrednostima ako za sve t,s € T,
t s EX,X)=0.

4) Stohasti¢ki proces {X;:t € T} je proces sa nezavisnim prirastajima ako su slucajne
promenljive X ,X; — X;,X, — X, ... nezavisne za svaki izbor ¢, ty,t;, ... €T, gde
to<t;<t, <--

Definicija 1.2.3. Stohasti¢ki procesi X, i X; su (stohasti¢ki) ekvivalentni ako, za svako t € T
vazi X, = X, sa verovatnoéom 1. U tom slu¢aju kaZemo da je X, verzija procesa X, i obrnuto.
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Konac¢no-dimenzionalne raspodele stohasticki ekvivalentnih procesa se poklapaju. Medutim,
ekvivalentni procesi mogu imati razlicita analitiCka svojstva.

Ow#t
lLLw=t
osim u jednoj tacki, a njihove trajektorije imaju drugacija svojstva neprekidnosti, tj. trajektorija
procesa X; su svuda neprekidne, dok trajektorije procesa Y; imaju prekid.

Primer 1.2.1. Procesi X;(w) =0 i Y (w) = { su ekvivalentni jer se poklapaju svuda

Vremenska serija

U literaturi ne postoji jedinstven stav oko toga Sta je vremenska serija. Izdvajaju se dva
dominantna miSljenja [1]:

1. Vremenska serija predstavlja jednu realizaciju slucajnog procesa. U tom smislu odnos
vremenske serije i slu¢ajnog procesa odgovara odnosu uzorka i osnovnog skupa.

2. Ne postoji razlika izmedu vremenske serije i slucajnog procesa. To znaci da moZzemo smatrati
da vremenska serija predstavlja niz slucajnih promenljivih koje su uredene u odnosu na
vreme.

Mi ¢emo se u ovom radu drzati drugog misljenja.
Stacionarnost

U zavisnosti od toga da li se statisticka svojstva vremenske serije menjaju tokom vremena
ili ne, vremenska serija moze biti stacionarna ili nestacionarna. Slobodno receno, vremenska
serija je stacionarna ukoliko je njeno kretanje predvidivo tokom vremena. To znali da
stacionarna vremenska serija ispoljava isti ili slican obrazac ponaSanja tokom vremena. U
suprotnom, vremenska serija je nestacionarna. Nestacionarnost je osobina mnogih finansijskih
vremenskih serija. Ona nam govori da, posmatrano tokom vremena, promenljiva nema tendenciju
da se ,,vrati” na konstantnu vrednost. Postoje dva koncepta stacionarnosti [1]:

1. Koncept stroge stacionarnosti (striktna stacionarnost, jaka stacionarnost ili stacionarnost u
uzem smislu)
2. Koncept slabe stacionarnosti (stacionarnost u Sirem smislu, kovarijantna stacionarnost).

Definicija 1.2.3. Vremenska serija je strogo stacionarna ako su njene kona¢no-dimenzionalne
funkcije raspodele invarijantne u odnosu na translaciju vremena:

Frovk ik (X s X)) = F e (X1, s X)s tpy oo 8y kot + K ET.
Definicija 1.2.4. Vremenska serija je slabo stacionarna ako vaze slede¢i uslovi:

1) E(X,) =u=const, t=1,2,..
2) Var(X,) = E(X; — pn)? = const, t = 1,2, ...
3) CovXe, Xep) =EXe — ) Xeg — ) =y (k) =y, t = 1,2, ...

10
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Iz definicije slabe stacionarnosti zaklju¢ujemo sledece:

e (Ocekivana vrednost 1 varijansa slabo stacionarne vremenske serije se ne menjaju tokom
vremena i

e Kovarijansa izmedu svaka dva ¢lana slabo stacionarne vremenske serije je samo funkcija
vremenskog rastojanja (kasnjenja) izmedu njih.

Uslov broj 2 iz definicije slabe stacionarnosti proizilazi iz uslova broj 3 za k = 0.

Kakav je odnos izmedu stroge i slabe stacionarnosti? MoZe se uociti da stroga stacionarnost
implicira slabu, ali da obrnuto ne vaZzi. Specijalan slu¢aj u Gausovski procesi kod kojih slaba
stacionarnost implicira jaku.

27+ B

26 B

23+ B

22 H B

21 B

20+ B

Slika 1.2.1. Primer stacionarne vremenske serije

100

Slika 1.2.2. Primer nestacionarne vremenske serije

11
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Definicija 1.2.5. [3] Niz slu¢ajnih promenljivih X;, X5, ... konvergira u verovatno¢i ka slucajnoj
promenljivoj X ako za svako € > 0 vazi:

P{X, —X|=¢e} - 0,n - co.

Definicija 1.2.6. Neka je {X;:t € T} slabo stacionarna vremenska serija Cije je olekivanje
E(X;) = u. Takva vremenska serija je ergodi¢na u odnosu na srednju vrednost ako vazi uslov:

X £> u, T — oo,
s 1
gde je X = X1, (Xy).

Dakle, vremenska serija je ergodi¢na u odnosu na srednju vrednost ako aritmeticka sredina datog
skupa konvergira u verovatno¢i ka stvarnoj srednjoj vrednosti vremenske serije kako
pove¢avamo obim uzorka. Za vremenske serije ovo znaci da sa povecanjem duZine vremenske
serije momenti iz uzorka konvergiraju u srednje kvadratnom smislu ka odgovaraju¢im
momentima populacije.

Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija

Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija omogucéavaju sagledavanje korelacione
strukture vremenske serije i stoga predstavljaju fundamentalno sredstvo analize vremenskih
serija. [1]

Posmatramo slabo stacionarnu i ergodi¢nu vremensku seriju X;, ¢ija je srednja vrednost p.
Autokovarijacioni koeficijent sa kaSnjenjem k, y, za vremensku seriju X; definiSe se sa:
Yie = CovXp, X)) = EXy — )Xo — ), k = 1,2, ...

U pitanju je kovarijansa izmedu sluc¢ajnih promenljivih date vremenske serije koje se nalaze na
rastojanju k. Budu¢i da slucajne promenljive predstavljaju C¢lanove iste vremenske serije,
prirodno se dodaje naziv ,,auto”.

Niz y4,¥2, ... naziva se autokovarijaciona funkcija. Za k = 0, autokovarijacioni koeficijent se
svodi na varijansu procesa X;: yo = Var(X,) = E(X, — n)>.

Autokorelacioni koeficijent sa kasnjenjem k, p;, predstavlja koeficijent korelacije izmedu X; i
Xt—k:

_ Cov(Xe.X¢—k)
- JVar(Xpvar(Xe—g)’

Pk

12
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Kako vazi Var(X;) = Var(X;_x) = Yo, prethodna jednakost se svodi na:

— Cov(Xe, X¢—) — E(Xe—p) (X¢e_g—1) _ Yk k=12
k Var(X¢) E(Xt—u)? Yo' T

Skup autokorelacionih koeficijenata koji su uredeni u odnosu na vreme, p;,p,,... 0znacava
autokorelacionu funkciju. Graficki prikaz vrednosti autokorelacionih koeficijenata u odnosu na
kaSnjenja 1,2,... naziva se korelogram.

Osnovna svojstva autokovarijacione funkcije su:

1. Autokovarijacioni koeficijent sa kasnjenjem k = 0 oznaCava varijansu vremenske serije i
otuda ne moZe biti negativan:

Yo = Var(X,) = E(X, — u)*> = 0.
2. Autokovarijaciona funkcija je simetri¢na u odnosu na nulu: y;, = y_,. Pokaza¢emo zasto:
Yk = Cov(Xy, Xe_i) = Cov(Xi_p, X) = Cov(Xy, Xepr) = Vi

Ovo svojstvo omogucava da se ponaSanje autokovarijacione funkcije prati samo za pozitivne
vrednosti k, odnosno za kasnjenja 1,2,...

3. Apsolutna vrednost autokovarijacionog koeficijenta nije ve¢a od varijanse vremenske serije.
To ¢emo pokazati u nastavku.

Neka je Z; = w1 X; + w,X;_. Tada vazi:

Var(Z;) = 0

Var(Z,) = Var(w, Xy + 0, X—y) = w2Var(X,) + w,2Var(Xe_i) + 2w,0,Cov(Xe, X)) =0
Var(Z,) = (w1 + 0,2y + 201wy, = 0

Odatle, specijalno za:

w=lLw, =Ly +y 20 = v 2~V

w=lLw, =-1yy—vk20 =y <o

paje:

1Yk | < vo,k =0,1,2,..

13
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4. Autokovarijaciona funkcija je pozitivno semidefinitna.

Dato svojstvo zahteva dodatno objaSnjenje. Realna funkcija ¢ (q:Z — R, gde je Z skup celih
brojeva) je pozitivno semidefinitna ako zadovoljava sledeci uslov:

Zi'(=1 Z?:l a;a;q(i —j) =0

za proizvoljni prirodni broj k i proizvoljni vektor parametara a (dimenzije k X 1) sa
komponentama a4, a,, ...,a,. Da bismo pokazali da je autokovarijaciona funkcija pozitivno
semidefinitna uvodimo matricu autokovarijacionih koeficijenata I, na slede¢i nacin:

[ Yo Y1 Y2 V3 Vk—l]

V1 Yo V1 Y2 Yk-2

[, =] 72 V1 Yo Yi ... YVik-3
Yk-1 Vk-2 VYk-3 Vk-4 Yo

Neka je X vektor dimenzije k X 1 definisan na slede¢i nacin:
X=[X;— Xy — 1, X o — thy o, Xpoggr — 1]’
Tada vazi:
Var(a’X) =0 =
Var(a'X) = a E(XX)a = a'Tya = ¥, ¥, ajay(i — j) = 0.

Sledi da je autokovarijaciona funkcija pozitivno semidefinitna. Takode, matrica
autokovarijacionih koeficijenata I}, je pozitivno semidefinitna. Ovo svojstvo nastaje uopStenjem
osobine broj 3 i sugeriSe da je varijansa proizvoljne linearne kombinacije, na primer a;X; +
arXi_q +azX¢_p + -+ apXi_p41, nenegativna.

Na osnovu navedenih svojstava autokovarijacione funkcije rezimiraemo svojstva
autokovarijacione 1 autokorelacione funkcije:

1. yo=Var(Xy) = EX, — w)? = py = % =1

Yk =V-k = Pk = P—k-
Vel <vo=>l1pl <=1
Autokovarijaciona funkcija je pozitivno semidefinitna. To zna¢i da je matrica

Sl e

autokorelacionih koeficijenata pozitivnho semidefinitna. Ta matrica oznafava se sa Py 1
definiSe se na slede¢i nacin:

14
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[1 p1 P2 P3 pbq
1 P1 1 P1 P2 Pk-2
Pk = _Fk = | P2 P1 1 P1 Pk—3|

Yo [ : : : : : |

Lﬂk—1 Pk-2 Pk-3 Pk-a 1 J

Dakle, autokorelacioni koeficijent je jednak vrednosti jedan sa kaSnjenjem O, a manji je po
modulu od jedan za kaSnjenja koja su razli¢ita od nule. Kako je autokorelaciona funkcija
simetri¢na u odnosu na nulu, dovoljno je razmatrati vrednosti autokorelacionih koeficijenata za
pozitivne vrednosti k. Konacno, matrica autokorelacionih koeficijenata je pozitivno
semidefinitna.

Beli Sum

Najjednostavniji stacionarni slu¢aj vremenske serije se naziva beli Sum. Oznacava¢emo
gasa &, t = 1,2, ... Taj slu¢ajan proces poseduje sledeca svojstva [5]:

1. E(e) =0t =12,..
2. Var(g) = E(g)? = 02 = const, t = 1,2, ...
3. Cov(e,ei_y) = E(grery) =0,t =1,23,..., k=12, ...

Proces beli Sum predstavlja niz nekorelisanih sluc¢ajnih promenljivih sa nultom srednjom
vrednoS¢u 1 konstantnom disperzijom. Ukoliko navedenim uslovima dodamo 1 uslov da su
¢lanovi niza nezavisne slucajne promenljive, ¢ija je zajednicka raspodela normalna, tada je
razmatrani slu¢aj proces Gausov beli Sum.

Beli Sum je potpuno slucajan proces, koji na izvestan nacin korespondira slucajnoj gresci
klasi¢nog linearnog regresionog modela. Sam termin beli Sum izveden je iz spektralne analize
bele svetlosti.

t o?

Y

Slika 1.2.3. Raspodela procesa belog Suma [5]

Dakle, beli Sum je stacionaran proces Cije su autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija:
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:{02,k=0
e =10 k+0

_ {l,k =0
Pk =10,k # 0’
respektivno.

Pokazatelji raspodele

Koeficijent asimetrije (engl. skewness) [6] pokazuje u kojoj meri postoji koncentracija podataka
vremenske serije oko tacke koja je veca ili manja od srednje vrednosti. Raspodela je simetri¢na
ako su podaci rasporedeni priblizno simetri¢no u odnosu na srednju vrednost. Tada su oba repa
podjednake duZine. Ako je desni rep raspodele duzi od levog, tada je raspodela simetri¢na
udesno. Ukoliko je levi rep raspodele duZzi od desnog tada je raspodela simetri¢na ulevo.

Koeficijent asimetrije za obeleZje X se rauna na sledeci nacin:

1N
ﬁzl’:1(xi_m)3

T G, mm

Ky

gde m predstavlja srednju vrednost, a obim uzorka je N.

Koeficijent asimetrije jednak je nuli kod simetri¢nih raspodela. Asimetriju udesno prati vrednost
koeficijenta koja je veca od nule, a asimetriju ulevo vrednost koeficijenta koja je manja od nule.

KA < 0 KA == 0 KA > 0
Asimetri¢na ulevo Simetri¢na Asimetri¢na udesno

Slika 1.2.4. Koeficijent asimetrije

Koeficijent spljostenosti (engl. kurtosis) opisuje repove (krajeve) raspodele. SpljoStenost se uvek
izraZzava u odnosu na spljostenost normalne raspodele. Vrednost ovog koeficijenta kod normalne
raspodele je tri. Ako je koeficijent spljoStenosti ve¢i od tri, tada su repovi date raspodele tezi od
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repova normalne raspodele i obrnuto, ako je vrednost koeficijenta spljoStenosti manja od tri, onda
su repovi raspodele laksi od repova normalne raspodele.

Koeficijent spljostenosti obeleZja X definiSe se na sledeci nacin:

I Ge=m)*
Ke=aG 3y ——%53-

(F iz (xi-m)?)?
Ako je Kp =3 kaZzemo da raspodela ima normalnu spljoStenost ili da je mezokurticna
(mesocurtic). Ako je K > 3 distribucija je viSe izduZena u odnosu na normalnu raspodelu ili
leptokurti¢na (leptocurtic), a kod Ky < 3 raspodela je viSe spljoStena u odnosu na normalnu
raspodelu ili platikurti¢na (platycurtic).

Slika 1.2.5. Koeficijent spljostenosti
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1.3. Finansijske vremenske serije

Finansijske vremenske serije sluze za definisanje modela koji opisuju realne podatke sa
finansijskog trziSta. Podaci se naj¢eS¢e odnose na cene akcija, berzanske indekse 1 devizne stope.
Zbog niza statistickih razloga, preporucuje se da se ne radi sa nizom cena, ve¢ da se taj niz
pretvori u niz prinosa datih finansijskih aktiva. To se moZe uraditi na dva nacina, pomocu prostog
prinosa 1 prinosa kontinuiranog kapitalisanja. Oni se definiSu na slede¢i nacin [11]:

Prost prinos:

R, = 221 X 100%

t-1

Prinos kontinuiranog kapitalisanja:
Py
. = 100% X In (—),
Pr_q

gde je R;-prost prinos u trenutku 7, r-kontinuiran prinos u trenutku ¢, P; - cena aktive u trenutku
t, a In je prirodni logaritam.

Logaritamski prinos (Log Return)

Logaritamski prinos koristimo iz slede¢a dva razloga:

1) MozZe se interpretirati kao prinos kontinuiranog kapitalisanja. U tom sluCaju, frekvencija
kapitalisanja se ne uzima u obzir i prinosi aktiva se mogu lakSe medusobno porediti.

2) Prinosi kontinuiranog kapitalisanja se mogu zbrajati tokom vremena. Na primer,
pretpostavimo da nam treba prinos za jednu nedelju, a dati su logaritamski prinosi za 5 dana u
nedelji.

Prinos za ponedeljak: r; = In (ﬂ) = In(p,) — In (py)

0

he)

Prinos za utorak: r, =In (& = In(p,) — In (py)

P1
Prinos za sredu: r3=1In (Z—z) = In(p3) — In (p2)
Prinos za Cetvrtak: 1, = In (%) = In(p,) — In (p3)
Prinos za petak: s = In (p_i) = In(ps) — In (ps)

Prinos za celu nedelju: (n(ps) — In(py) = In (%)
0

18
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Logaritamski prinos se najceS¢e koristi u finansijskoj literaturi zbog prednosti koje smo naveli,
ali i on ima odredene nedostatke.

Prost prinos za portfolio aktiva je teZinska sredina pojedinacnih prostih prinosa aktiva.
Ry = E{V=1 w;iR;¢ .

Ali ovo ne vazi kod prinosa kontinuiranog kapitalisanja. Razlog za to je taj Sto suma logaritama
nije jednaka logaritmu sume, odnosno logaritam je ne-linearna transformacija. U ovom slucaju,
raCunanje prinosa portfolia obuhvata odredivanje vrednosti tog portfolio za svaki posmatrani
trenutak. Ili alternativno, ako pretpostavimo da je u trenutku t — K aktiva kupljena po ceni P;_g 1
K perioda kasnije prodata po ceni P, raunamo proste prinose: Ry, Ry,1, ..., Rk, pa je agregatni
prinos za K perioda:

P—Py_ P P Py Pi
Rm:t_ﬂ(:_t_lz[ t XLX___X&]_lz
Ptk Pt_k Pty Pt Ptk

=[A+RIA+Req1) .. (1 +Reg41)] — 1

Specifi¢nosti ekonomskih vremenskih serija

1. Trend

Trend komponenta izraZzava osnovnu dugoro¢nu tendenciju razvoja pojave u vremenu. U
teorijskom smislu, trend je zamiSljena prava ili kriva linija varijacija pojave na duZi rok, koja
predstavlja prosecno kretanje posmatrane pojave. U zavisnosti od toga da li vrednosti vremenske
serije tokom vremena sistematski rastu ili opadaju, trend moze biti [1]:

® rastuci
e opadajuci.

Najveci broj ekonomskih vremenskih serija poseduje rastuci trend.

U zavisnosti od toga da li se promene serije tokom vremena mogu predvideti ili ne, trend moZe
biti:

e deterministicki
e stohasticki.

Postojanje deterministiCkog trenda se modelira ukljucivanjem u analizu funkcije oblika a + bt,
gde je ¢ oznaka za promenljivu trenda, dok su a i b parametri (b > 0 u slucaju rastuceg trenda).
Ako su vrednosti parametara a 1 b poznate, tada se kretanje vremenske serije prognozira prema
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funkciji linearnog trenda. Osim linearne, mogu se koristiti funkcije trenda drugog tipa (kvadratna,
trigonometrijska, eksponencijalna, logaritamska...).

Stohasticki trend oznacava dugoroc¢nu tendenciju rasta koja se ne moze predvideti na osnovu

poznavanja podataka u proslosti. Najve¢i broj ekonomskih vremenskih serija poseduje trend
stohastic¢kog tipa.

1200 -

1000 -

800 -

600 -

400 -

200 -

n L L L L L L L
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985

Slika 1.3.1. Primer stohastickog trenda rasta (Godi$nji indeks industrijske proizvodnje u Srbiji
1946-1989) [2]

2. Postojanje sezonske komponente

Pojedine vremenske serije ispoljavaju pravilnosti u svom kretanju koje se javljaju u toku
jedne kalendarske godine. Za njih kaZemo da imaju izrazenu sezonsku komponentu. Sezonska
komponenta predstavlja periodi¢ne oscilacije neke pojave.

Slika 1.3.2. Primer postojanja sezonske komponente
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3. Postojanje strukturnog loma

Strukturni lom oznacava skup opservacija koji nije saglasan sa prethodnim tokom vremenske
serije 1 on je rezultat neke intervencije. Dejstvo intervencije moZe biti jednokratno i trajno. Dok
se jednokratno dejstvo intervencije odrazava kroz pojavu jedne ili nekoliko nestandardnih
opservacija vremenske serije, trajni uticaj ozna¢ava permanentnu promenu u kretanju vremenske
serije.

35

30 R

251 B

201 B

Slika 1.3.3. Primer postojanja strukturnog loma

4. Postojanje nestabilne varijanse

Promenljivost varijabiliteta je Cesto karakteristika vremenskih serija na finansijskim trzistima,
pre svega cena finansijskih instrumenata. Potrebno je naglasiti da se ovde razmatra tzv. uslovna
varijansa, koja se naziva volatilnost. Promenljiva volatilnost u toku vremena naziva se uslovna
heteroskedasti¢nost. O ovome ¢e biti vise reci u tre¢em poglavlju.
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2.Linearne vremenske serije

2.1. Linearna regresija

Jedan od ciljeva u velikom broju istraZzivanja je da se opiSu veze izmedu pojava koje nas
okruzuju. To mozZe da se postigne pronalaZzenjem formule ili jednaCine koja povezuje veliCine
koje posmatramo. Preciznije, odreduje se oblik funkcionalne zavisnosti izmedu promenljivih
veliCina Y;,Y;,...,Y, na osnovu informacije dobijene merenjem promenljivih veli¢ina
X1, X5, o, X . Cesto se promenljive Y1, Y5, ..., ¥, nazivaju zavisne promenljive ili nekontrolisani
faktori a promenljive X;,X,, ..., X nezavisne promenljive ili konrolisani faktori. U modelu
viSestruke regeresije se analiticki odreduje statisticka povezanost jedne zavisne promenljive sa
dve 1li viSe nezavisnih promenljivih. Posmatracemo uticaj p nezavisnih promenljivih na zavisnu
promenljivu Y na osnovu uzorka obima n gde je p < n. Opsti oblik modela je

Y, = fi(Xil;Xiz; ""Xip) +¢&,i=12,..,n

&, 1 =1,2,...,n sureziduali, slu¢ajne promenljive koje predstavljaju odstupanje od funkcionalne
veze. ([5], [11])

Model viSestruke regresije

Model viSestruke linearne regresije je oblika:

Y=XB+¢
gde su
Y1 [1 X11 le] ﬁo &
X &
v={"x=|t o ok ] = | e= |
Y, 11 X .. anj B, €,

B1, B2, .., Bp su regresijski koeficijenti. Regresijski koeficijent uz j-tu promenljivu f; se
interpretira kao promena oCekivane vrednosti zavisne promenljive Y ako se promenljiva X;
promeni za jednu jedinicu uz pretpostavku da je ostalih p — 1 promenljivih ostalo nepromenjeno
ili drugim re¢ima

_OE(Y)

1=,

1,2,..,p

Konstantni ¢lan S, se interpretira kao vrednost sluCajne promenljive Y kada su vrednosti
nezavisnih promenljivih X;,j = 1,2, ..., p jednake nuli.
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Specifikacija modela viSestruke linearne regresije

Da bismo §to preciznije i lakSe vrSili regresionu analizu uveS¢emo dodatne pretpostavke za
promenljive u modelu:

1. Y je slucajna promenljiva koja moZe da se meri;
Xi1, Xiz) o, Xip,1 = 1,2,...,n su nesluCajne promenljive sa fiksnim vrednostima i
pretpostavi¢emo da su nezavisne;

3. &,&y, ..., & imaju normalnu raspodelu;

4. E(g)=0,i=1,2,..,n;

5. var(g) = 0?,i = 1,2,...,n. Pretpostavka da su varijanse reziduala konstantne naziva se
homoskedasti¢nost;

6. Reziduali su nekorelirani odnosno vazi cov(ei, ej) =0,vi,j=12,..,n

Ekvivalentno moZzemo da kaZzemo da sluCajna promenljiva € ima n-dimenzionalnu normalnu
raspodelu

e~V (0,02E)
gde je
o2 0
0%E =| : :
0 o2

varijansno-kovarijansna matrica reziduala.

Analiza varijanse u modelu viSestruke regresije

Analizom varijanse rastavljamo ukupnu varijansu zavisne promenljive SST (total sum of square)
na dve komponente:

e Regresijsku komponentu koja predstavlja deo varijanse promenljive Y objasnjen modelom
SSP;

e Rezidualnu komponentu ili slu¢ajni deo modela koji je rezultat uticaja spoljasnjih faktora
SSE.
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(x2) 7 y=a+bx
5 [ 1 /
neobjasnjeno odstupanje (y, — y,) :
v ukupno odstupanje (y, — ¥)
objasnjeno odstupanje (37 7)

=i

v

Slika 2.1.1. Odstupanje zavisne promenljive Y [5]

SST = SSP + SSE
SST = ¥ (Y, - V)2 =YY
SSP =Y (Y, - V)2 = B'X"Y

SSE =¥ (Y, = V)2 =YTY = BTX"Y

Gde je Y = XB + & ocenjeni (fitovani) model viSestruke regresije.

Izvor Stepeni slobode Suma kvadrata Sredine kvadrata
(SP) odstupanja odstupanja
(55) MS =SS5/ SP

Regresiona P SSP MS,,,
komponenta

Rezidualna n—(p+1) SSE MSg, .
komponenta

Ukupno n—1 SST

Tabela 2.1.1. Analiza varijanse [5]
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Koeficijent viSestruke determinacije

Postoji viSe mera za ocenjivanje reprezentativnosti modela. Jedna od njih je da
posmatramo udeo komponente varijanse objaSnjene regresijom u ukupnoj varijansi promenljive
Y. Tako dolazimo do izraza:

SSP SSE
==—=1-=—=,0<R?< 1
SST SST

RZ

koji se naziva koeficijent viSestruke determinacije. Sto je vec¢i koeficijnet viestruke
detreminacije to je posmatrani model reprezentativniji. Tada je rezidualna suma kvadrata
odstupanja manja, pa je manji stohasti¢ki udeo u ukupnoj varijansi, odnoso ve¢i deo varijanse
je objasnjen modelom. Osnovni nedostatak koeficijenta viSestruke determinacije je taj Sto se
njegova vrednost povecava sa dodavanjem novih nezavisnih promenljivih u model. To znaci da
se ukljucivanjem vise promenljivih u model povecava pouzdanost modela Sto ne mora da bude
slucaj.

Korigovani koeficijent viSestruke determinacije

U cilju otklanjanja nedostataka koeficijenta viSestruke determinacije koristi se izraz:

R? = 1 — SSE/(n=p=1)
SST/(n—1)

koji se naziva korigovani koeficijent viSestruke detereminacije. UopSteno govore¢i, uvodeci
dodatne nezavisne promenljive u model, povecava se broj ocenjenih parametara uz nepromenjen
obim uzorka, ¢ime se povecava broj stepeni slobode pa se smanjuje pouzdanost ocenjivanja.
Stoga je prednost korigovanog koeficijenta determinacije to $to on uzima u obzir odnos broja
promenljivih i obim uzorka, pa ga je prikladno Kkoristiti za modele koji sadrze razliCit broj
nezavisnih promenljivih. Treba primetiti da R? moZe da uzme negativne vrednosti i da vaZi
relacija R? < R?. Ukoliko je R? mnogo manji od R? to moZe da nam govori da je previse
nezavisnih promenljivih uklju¢eno u model. Ako uklju¢imo novu promenljivu u model i vrednost
R? se smanji to je pokazitelj da data promenljiva narufava performanse modela pa je
iskljuc¢ujemo.
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2.2. Linearne vremenske serije

U statistickom modeliranju jedan od najbitnijih zadataka jeste pronalaZenje odgovarajuce

vvvvv

veza linearna. U analizi vremenskih serija linearni filter je operator koji transformise vremensku
seriju {X;}tez u vremensku seriju {Y;} ez

Y = L(Xy) = Zﬁ—oo (Uth—j

gde su w; vremenski invarijantni. Definicija linearnog filtera implicira da vrednost vremenske
serije {Y;};ez u trenutku 7 zavisi od sopstvenih proslih i budu¢ih vrednosti. Kako su u praksi na
raspolaganju istorijski podaci, uvodi se pretpostavka da je j = 0, pa se dolazi do definicije
linearnog filtera

Yo =L(Xy) = Z?:o WX j

pa vrednost {Y; };ez u trenutku ¢ zavisi samo od sopstvenih proslih vrednosti.
Ukoliko suma koeficijenata apsolutno konvergira

Zﬁ—oo I (l)j | < oo
kaze se da su stabilni. [1]

Definicija 2.0.1 [1].Vremenska serija je linearna ako se moze prikazati u slede¢em obliku:
Xe=p+e+tPi& 1 +Pog o+ =u+ X0 ,Po=1

gde je u ocekivanje od X;, {&,t=0,1,2,..} niz nekorelisanih slu¢ajnih promenljivih sa
normalnom raspodelom koji nazivamo beli sum (white noise) ili potpuno slucajan proces.

Sada ¢emo prikazati rezultat Volda iz 1938. godine, poznat kao Voldova teorema razlaganja. Ona
kaze da se svaki stacionaran proces moZe izraziti kao zbir dva medusobno nekorelisana procesa,
jednog Cisto deterministi¢kog i jednog Cisto stohastickog.

DeterministiCka komponenta slabo stacionarne vremenske serije se potpuno precizno moZze
predvideti na osnovu informacija iz proslosti. Re¢ je o konstanti (srednjoj vrednost) i/ili funkciji
linearnog trenda ¢. Stohasticka komponenta se ne moZe rekonstruisati prema sopstvenom kretanju
iz proSlosti. Voldova teorema razlaganja odnosi se na ponaSanje slucajne komponente slabo
stacionarne vremenske serije.
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Teorema 2.0.1. [1] (Voldova teorema razlaganja)
Stohasticka komponenta slabo stacionarne vremenske serije X; moZe se predstaviti u obliku
linearnog procesa na sledeci nacin:

Xe—u=¢& +P16_ 1 + P& o+ =20 Pjg—j ,Po =1

DeterministiCku komponentu vremenske serije X; c¢ini srednja vrednost, tj. ocekivanje
u = E(X;). Sa & oznacen je beli Sum.

Proces beli Sum oznacava slu¢ajne Sokove koji obuhvataju dejstvo neanticipiranih uticaja tokom
vremena. Ovi uticaji prenose se na vremensku seriju X, preko parametara modela (Y4, ...)
koji se uobic¢ajeno nazivaju YP-ponderi. Imajuci u vidu da se linearnim procesom opisuje reakcija
vremenske serije na neocekivane slucajne uticaje, ova forma se naziva i funkcija impulsnog
odziva.

Odredimo ocekivanje,varijansu, autokovarijacionu i autokorelacionu funkciju linearne vremenske
serije.

1. Ocekivanje
E(Xy) =u
2. Varijansa

Var(X,) = EX, — p)* =
=E(ge + 181 o6 + )2 =
= E(ef) + YiE(efy) + YIE(efy) + -+ 21 E(gr6r—1) + 2YE(gr6p—p) + -+ =

= 2L+ YF P+ ) =0? ) Y
i=0

3. Autokovarijaciona funkcija

Y = Cov(Xp, Xeop) = EQXy — ) (Xpme — ) =

=E(e +P1&1 P&+ Upei + rprEeok1 + Yrao&ek—2 + ) (Eop P18 g +
Yo&ep + ) =

= 02 (W + Y1Pisr T Yorar + ) =

= 0% X2 Wi
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4. Autokorelaciona funkcija

_ vk _ ZiZo¥ivitk
k Yo Z;.;o 73[}]2

Na osnovu izvedenih vrednosti zakljucujemo sledece:

1. Varjjansa linearnog procesa je funkcija varijanse belog Suma i1 w-pondera. Varijansa je
konac¢na za Y2, ? < oo.

2. Autokovarijacioni koeficijent linearnog procesa je funkcija varijanse belog Suma i y-pondera.
3. Autokorelacioni koeficijent linearnog procesa je funkcija samo y-pondera.

Operatori u analizi vremenskih serija
1. Operator kasnjenja

U literaturi koja je vezana za analizu vremenskih serija Cesto se koristi L (lag) operator.
([1], [2] ) Neka je dat proizvoljan proces {X;,t € T}. L operator transformiSe proces iz sada$njeg
vremenskog trenutka u isti proces u prethodnom vremenskom trenutku

LXt = Xt—l‘
Koriste¢i navedenu jednakost dolazimo do sledecih jednakosti:

X, , = LX,_, = LLX, = I2X,
Xt—3 = LXt—Z = LLZXt = L3Xt

Xt—m - LXt—(m—l) - LLm_lxt - Lth
Ranije definisan linearan proces se pomocu L operatora moZe prikazati na slede¢i nacin:
Xe—pu= Z?:o Yig-j = }io ijjgt =yP(L)e -

Za operator L vaze sledece osobine:

L*X, = Xe_p, k=12, ...

L*X, =X, k=12, ...

L6 =6, gde je § konstanta

L°X, = X,

L(LX,) =L (LX) = Xoi-j

L(BX;) = B(LX;) = BX:_1, gde je B konstanta.

S i e
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2. Diferencni operator
Diferencni operator se definiSe na sledeci nacin:
VXt = Xt - Xt—l = Xt - LXt = (1 - L)Xt.
Diferencni operator drugog reda se definiSe:
VZXt =V(VX) = V(X — Xp—1) = Xe = Xeq) — Ko — Xiop) =
= Xt - ZXt—l + Xt_z = Xl‘f - ZLXt + LZXt =
=1 -2L+1»)X, = (- L)*X,,

a diferencni operator reda d je

ViX, = V(Ve1X,) = - = (1 — L)4X,.

Postoje tri modela kojima se mogu opisati slabo stacionarne vremenske serije. To su:
® Autoregresioni modeli

® Modeli pokretnih proseka (modeli pokretnih sredina)
e Autoregresioni modeli pokretnih proseka.

2.2.1. Autoregresioni modeli, AR

Autoregresioni model je model kod koga je zavisna promenljiva predstavljena ¢lanom
vremenske serije u trenutku 7, a skup nezavisnih promenljivih ¢ine €lanovi iste vremenske serije
ali u trenucima t — 1,t — 2, ..., t — p. Drugim re€ima, data promenljiva opisuje se u funkciji od
sopstvenih prethodnih vrednosti. ( [1], [2])
Autoregresioni model reda p, u oznaci AR(p) model, definiSe se na slede¢i nacin:

Xe=01Xe 1+ G2 Xe 2+ +PpXep + & = z:5?=1 GjXe-j + &

gde su ¢4, @y, ..., ¢, autoregresioni parametri, i & je beli Sum.
Autoregresionom modelu reda p moZe se pridruZziti karakteristicna jednacina oblika:

9P — p1gP = pgP ==, =0

29



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

u kojoj gi1,92, .-,9p oznacavaju reSenja (korene) karakteristicne jednaCine. Stacionarnost
vremenske serije koja je generisana AR(p) modelom zavisi od reSenja gq, 9, -, 9p

karakteristi¢ne jednacine.
Teorema 2.1.1. [1]

a) Ukoliko su svi koreni gy, g, ..., gp po modulu strogo manji od jedan, onda je vremenska
serija stacionarna.

b) Ukoliko postoji barem jedan koren g;,i = 1,2,...,p, koji je jednak vrednosti jedan po
modulu, dok su drugi koreni strogo manji od jedan po modulu, onda je vremenska serija
nestacionarna. Takva vremenska serija se naziva vremenska serija sa jedini¢énim korenom.
Ova vrsta nestacionarnosti se otklanja postupkom diferenciranja.

¢) Ukoliko postoji barem jedan koren g;,i = 1,2, ..., p, koji je strogo veci od jedan, dok su drugi
strogo manji od jedan po modulu, tada je vremenska serija eksplozivna. To znaci da je
vremenska serija pod uticajem aditivnog dejstva trajno rastuceg efekta neoCekivanih slucajnih
Sokova.

Autoregresioni model prvog reda, AR(1)

Autoregresioni model prvog reda, u oznaci AR(1) model, definiSe se na slede¢i nacin:
Xe=P1Xi1 + &

gde je ¢, autoregresioni parametar. [1]

Osobine:

1. Uslov stacionarnosti

Rekurzivnhom zamenom unazad polazec¢i od jednacine X; = ¢, X;_1 + & dobijamo:

Xe = d1 X1 &

= ¢1[P1Xe—p + 1] + &
= Pf[Pp1Xe—z + &rn] + & + €04

=& + 161 + PiEn + PiEz +

Odavde izvodimo varijansu vremenske serije X;:
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Var(X,) = Var(e, + ¢16e-1 + Ppieep + Ppige_z + ) = a?(1 + 7 + ¢f + ¢ + )
na osnovu 02 = Var(e,) = E(g,)?.

Ova varijansa ¢e biti konacna, a vremenska serija slabo stacionarna, jedino ako |¢,]| < oo. Pri
ovom uslovu imamo:

Var(X,)) = c*(1+ ¢pf + pi + P37 + ) =

2. AR(1) je specijalan slucaj linearnog procesa

Koris¢enjem operatora L, AR(1) model se zapisuje na slede¢i nacin:

1

A= L)X, =& > X, = m&t

Zalp,l <1, m predstavlja zbir ¢lanova geometrijske progresije (1 + ¢, L + ¢p?L? +
—P1
P33 + --+), tako da ¢e vaziti:

1
X, =— ¢ =
T a-¢ )
=1+ ¢ L+ P22+ P33+ )e =

=& + 161 + PiE_n + PiEz +

Ako stavimo da je Y, = ¢y, P, = ¢%,15 = ¢3 ... dolazimo reprezentacije linearnog procesa.

3. Autokovarijaciona i autokorelaciona funkcija

Kao §to je ranije navedeno, autokovarijacioni koeficijent na rastojanju k se definiSe na sledeci
nacin:

Yie = E(Xe — 1) (Xe—ie — ).
Kako vazi da je E(X;) = 0, koeficijent sa kaSnjenjem k je: y;, = E (X X¢—1).
Kako je:
Xe =+ Prees + Pfep + Plee s+ + Pfe o + df ey + o
pa vazi:
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Xk = ok + D161 + P&t + -

tako da je autokovarijacioni koeficijent sa kaSnjenjem k:

Yie = EXeXei) = E(St + preog + Pier s+ Pl s+ o+ Py + PF ey +

) (o + PrEtk-1 + PrE g2+ ) = 02((]5{‘ + P pE + pIPET + ) =o2pf(1+
o-2¢k

¢+ T+ ) =—
1-¢?

Za dato kaSnjenje k, autokovarijaciona funkcija zavisi samo od parametara: varijanse belog Suma,
02,1 autoregresionog parametra ¢ .

Autokorelacioni koeficijent sa kaSnjenjem k, p, dobija se prema: p, = % . Ve¢ smo odredili da
0

0'2
1-¢%

je varijansa vremenske serije data sa: (X;) =y, =

Sledi da je autokorelacioni koeficijent sa kasnjenjem k kod razmatrane vremenske serije:

Uqulf
_ Yk _ 1-9% _ Lk
Pk ="=—"z-=¢1 .
Yo ‘72
1-¢2

Prema tome, autokorelaciona funkcija vremenske serije opisane AR(1) modelom je:

P = Pk k=12, ..

Autoregresioni model drugog reda, AR(2)

Autoregresioni model drugog reda, AR(2) model, definise se na slede¢i nacin:
Xe =1 X1 + X + &
Ako uzmemo u obzir koeficijent kaSnjenja L, gornji izraz se moze predstaviti na slede¢i nacin:
(1= 1L — PoLH)X, = &
Autoregresioni parametri modela su ¢ 1 ¢,.
1. Uslov stacionarnosti

AR(2) model predstavlja stohasti¢ku diferencnu jednacinu drugog reda:
Xe—1Xi1 — X2 =&
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kojoj se pridruZuje slede¢a karakteristicna jednacina:

gz_¢1g_¢2=0

ReSenja ove jednacine su:

1+ /¢%+4¢2 $1— /¢%+4¢2

G=— 5= —
Ova resenja su realna za ¢p7 + 4¢, > 0, a kompleksna za ¢p? + 4¢, < 0.

Da bi se modelom X;— ¢1X;_1 — ¢, X;_, = & opisala slabo stacionarna vremenska serija
potrebno je da reSenja g; i g, po modulu budu strogo manja od jedan: | g; I< 1il g, I< 1.

Resenja g; i g, kvadratne jednadine g% — ¢, 9 — ¢, = 0, i parametre ¢, i ¢, povezuju tzv.
Vietove formule.

91+ 92=¢1, 91°92=—¢2
Na osnovu uslova:
lgi1<1lilg;I<1i
91+ 92= %1, 91° 92 =~
Sledi:
[P 1< 20 | @y I<2.
Imajuci u vidu da je ispunjeno:

g, 1<1ilgyl<1

=¢1+ ¢ +49, P — Vi + 4,

91 > g2 = >

92 < g1

Sledi:

_1<¢1+\/¢12+4¢2<¢1_\/¢12+4¢2<1
< > < > <

Iz prve relacije sledi: ¢, — ¢ < 1, aiz poslednje: ¢p; + ¢, < 1.

Tako dobijamo da se uslov stacionarnosti vremenske serije AR(2) modela opisuje slede¢im
sistemom nejednakosti:
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$2— 1 <1
b1 +¢, <1
-1<¢, <1

2. Dalije AR(2) model specijalan slucaj linearnog procesa?

Pokaza¢emo da se na osnovu parametara AR(2) modela:

Xe=Xe 1+ X s tee© (L— il —9L)X =& © P(L)X, =&
mogu rekonstruisati parametri linearnog procesa:
Xe =& +hilec + Poliee + - = L+ il + oL + e = P(L)e:

Da bi AR(2) specifikacija posedovala adekvatnu formu linearnog procesa , neophodno je da budu
ispunjeni sledeci uslovi:

(1=l — L)X, =& = X, = mgt

Xe= @+ YL+ P2 + Y313 + -+ )g, = P(L)eg,
odakle sledi da treba da je ispunjen sledeci uslov:
Y(L)e(L) =1

koji se svodi na:

(1= 1L — G2 L) (A + s L+ o L2 + 3L +-+) =1

Polinom po operatoru kaSnjenja L beskona¢nog reda na levoj strani jednakosti je jednak vrednosti
1 ukoliko je zbir ¢lanova ovog polinoma sa zajednickim elementom L istog stepena jednak nuli.
To znaci sledece:

LipysL—p;L=0>¢; = ¢,
L2 L% — P11 LP — L2 = 0 = Y, = P11 + @
L33l — p1po L7 — o1 L? = 0 = Y3 = P13y + PPy

odakle sledi da je:

Y =Q1j_ 1+ b5, =23, ...
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ZakljuCujemo da je AR(2) model specijalan slucaj linearnog procesa pri izvedenom uslovu:
Yj = P11+ P2hjp,j = 2,3, ...

1Y = ¢

Takode vazi: E(X;) = 0.

3. Autokovarijansna i autokorelaciona funkcija

Prema polaznom modelu, X; = ¢, X;_1 + $,X;_, + &, dobijamo:
EXeXt—k) = d1EXe—1Xip) + G2E(Xe—2 X)) + E(ecXe—k)
Sto je ekvivalentno sa:

Yk = P1Vi-1 + P2Vik—2 + E(erX—x)

uz pretpostavku E(X;) = 0.

Imajuéi u vidu da vazi:

E(e)? =02 k=0

E(eXey) = E(e)(erop + Pr&c—p—1 + (7 + P2)era + ) = {0 k#0

relacija
EXeXio1) = p1EXeo1 Xeoi) + d2E (X2 X i) + E(ecX 1)
postaje

Yk = P1Vi-1 + PaVk—2 + 0%,k =0

= L+ 2+ E(g X, )={
Yk = $1Vk-1 T P2Vk—2 tat—k Vi = G1Vie1 + PoVi—s k>0

Prema tome, za k = 0, autokovarijacioni koeficijent je varijansa procesa i moze se predstaviti na
sledeci nacin:

— 2
Yo = ¢1¥1 + $2v2 + 07,

Sto je ekvivalentno sa:

Yo = $1p1Y0 + $2p2V0 + 02,
odakle sledi:

a?

Yo = 1-p1p1—P2p2
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Za k > 0, autokovarijaciona funkcija je:

Yk = G1Vk-1 + D2Vi—2

Deljenjem prethodnog izraza sa y, dolazimo do relacije koja opisuje autokorelacionu funkciju:

Pk = P1Pr-1 + P2pPr-2.k = 1,2, ...
Za k = 1, autokorelacioni koeficijent sa prvim kasnjenjem je:

P1 = 1po + P21 = p1 = :;;2

Za k = 2, autokorelacioni koeficijent sa drugim kasnjenjem je:

2
1

P2 = P1p1 + P2p0 = P2 = ? + ¢,.

1-¢2

Zamenom autokorelacionih koeficijenata sa prvim i drugim kaSnjenjem u izraz za varijansu
vremenske serije dobijamo varijansu kao funkciju parametara modela:

Vo = (1-¢3)d”
07 (1+2)[(1-¢2) >3
Relacija px = ¢p1px-1 + P2px—2,k =1,2,... koja opisuje autokorelacione Kkoeficijente,

predstavlja deterministicku diferencnu jednacinu drugog reda.Ta diferencna jednacina odredena
je reSenjima g, 1 g, kvadratne jednacine. Otuda se vrednosti autokorelacionih koeficijenata mogu
predstaviti u funkciji od ovih reSenja na slede¢i nacin:

Pk = bi(g)" + ba(g2) k=012, ...
gde se parametri pocetnih uslova b; i b, dobijaju iz sledeéeg sistema jednacina:
k:0,p0:1:b1+b2

$1 _
1-¢>

k=1p = 91b1 + g2b;.

Zakljuujemo da ponasSanje autokorelacione funkcije zavisi od reSenja karakteristicne jednacine.
Autoregresioni model reda p, AR(p)

Autoregresioni model reda p, AR(p) model, je oblika:

X = o1 Xeq P X o+ + PpXe_p + &

Sa ¢4, ¢3, ..., P, 0znaceni su autoregresioni parametri, dok je sa &, obelezen beli Sum.
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Autokovarijaciona funkcija AR(p) modela dobija se uopStenjem prethodnih izvodenja kod AR(1)
1 AR(2) modela na slede¢i nacin:

Yk = G1Vi-1 + P2Vk—1 + -+ Gp¥i—p + E(&eXt—k)

odakle sledi da je

Vi = {¢1Vk—1 + doVi-1+ o+ GpVi—p + 0%,k=0
T Prvror + PaVior + o+ DpYiyp k>0

Za k = 0 autokovarijacioni koeficijent se svodi na varijansu vremenske serije:

a?

T 1-¢1p1—d2p2——Pppp

Yo

Kada je k > 0 autokovarijaciona funkcija je:
Yk = P1Vk—1 + DP2Vi—1 + -+ OpVi—p
Deljenjem prethodnog izraza sa y,), dobijamo autokorelacionu funkciju:
Pk = P1Pk—1 + P21+ -+ PppPr—p

ZakljuCujemo da je autokorelaciona funkcija generisana deterministickom diferencnom
jednacinom reda p, tako da je odredena reSenjima karakteristi¢ne jednacine:

9P — 197 = gPr = —pp = 0
na slede¢i nacin:
Pk = bi(g)" + by(g2)* + - + bp(gp)k'k =012,..
gde su by, by, ..., b, parametri koji su definisani po¢etnim uslovima.
Razvojem prethodne relacije za kasnjenja k = 1,2, ... p dobijamo sledeci sistem jednacina:
k=1,p1 = ¢1+ P01+ P3p2 + -+ Pppp_1
k=2p;=¢1p1+ P2+ dP3p1+ -+ Pppp—2

k=3,p3=¢1p2 + P01+ 3+ -+ Pppp_3

k = p,pp = ¢1pp_1 + ¢2pp_2 + ¢3pp_3 + o F ¢p
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Dati sistem jednacina u literature je poznat kao DZul-Volkerov (Yule-Walker) sistem jednacina.
Ovaj sistem jednacina moZe se predstaviti u matri¢noj formi na sledec¢i nacin:

P1 [ 1 p1 P2 P3 Pp-1] b1

P2 P1 1 P1 P2 Pp-2 ¢)2

P3l=]| P2 p-l 1 10.1 pp—3 ¢3

|_ppJ pp_1 pp—Z pp—3 pp—‘l- 1 ¢p
odnosno

p=Po,

gde je p matrica dimenzija p X 1 (vektor), P matrica dimenzija p X p, a ® matrica dimenzija
p X 1 (vektor).

Odavde se vektor autoregresionih parametara @ moze dobiti kao funkcija prvih p
autokorelacionih koeficijenata:

®=pP1p
odnosno:

[¢1] [1 P P2 Ps p,,_l]‘l[pl]

(0P} P1 1 P1 P2 Pp-2 P2
[¢3‘ =| P2 P 1 P . pp3| |P3
¢p Pp-1 Pp-2 Pp-3 Pp-a 1 Pp

ZakljuCujemo da skup autokorelacionih koeficijenata jednoznatno odreduje parametre
autoregresionog modela.

Parcijalna autokorelaciona funkcija

Stepen korelisanosti izmedu X; i X;_; uobi¢no se meri autokorelacionim koeficijentom sa
kaSnjenjem k, koji smo definisali relacijom:
Cov(Xe, X¢—)
k= )
JVar(X)Var(X,_y)

k=12,..

Medutim, autokorelacioni koeficijent sa kaSnjenjem k, p;, mozZe biti pod uticajem korelisanosti
X¢ 1 X;_j sa €lanovima vremenske serije na kasnjenju izmedu vremenskih trenutaka 71 t — k
(X¢—1,X¢—2, .o, Xt—k+1)- Eliminacijom uticaja ¢lanova X;_1, X¢—5, ..., X¢—r+1 dobija se pokazatelj
korelisanosti izmedu X; i X;_,, koji se naziva parcijalni autokorelacioni koeficijent. Ovaj
koeficijent sa kaSnjenjem k oznaCava se sa Q. Niz 11, P2a, ...predstavlja parcijalnu
autokorelacionu funkciju, €iji se graficki prikaz naziva parcijalni korelogram. [2]
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Parcijalna autokorelaciona funkcija autoregresionih modela

Posmatramo model oblika:

Xt =¢o+ P11Xt-1 + P22Xe 2+ -+ Prp Xk + &

U pitanju je autoregresioni model reda k. Parcijalni autokorelacioni koeficijent, ¢y, definiSe se
kao k-ti autoregresioni parameter u modelu.

Za k = 1, parcijalni autokorelacioni koeficijent sa kaSnjenjem jedan je:

$11 = p1-
Za k = 2, parcijalni autokorelacioni koeficijent sa kaSnjenjem dva sledi iz sledec¢e dve jednacine:
p1 = P11+ P22P1

P2 = $p11p1 + P22

a glasi:
1 p 5
hry = P1 P2 _ P2 — P71
1 p| 1-pf
p1 1

Za k = 3, parcijalni autokorelacioni koeficijent sa kasnjenjem tri sledi iz sledece tri jednacine:

P1 = $11 + P22p1 + P33p2
P2 = P11P1 + P2z + 3304

P3 = P11P2 + P2201 + P33

a glasi:
1 p; P1
pr 1 p2
P2 p1 P3
P33 = 1 p1 p2
P11 py
P2 pp 1

Analogno se dobijaju parcijalni autokorelacioni koeficijenti sa kaSnjenjima 4,5,...

AR(Q) model: Xt = ¢1Xt—1 + ¢2Xt—2 + -+ ¢pXt—p + &t
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Za parcijalnu autokorelacionu funkciju vazi:
¢k #0,zak =1,2,...,p

¢kk = O,Zak > D-

2.2.2. Modeli pokretnih proseka, MA

Naziv ovog modela na engleskom jeziku je moving average, tako da koristimo skracenicu
MA, odnosno MA(q) za model pokretnih proseka reda g. Ovaj naziv dovodi se u vezu sa
postupkom izravnanja vremenske serije koji ¢esto podrazumeva izraCunavanje pokretnih proseka.
Proces pokretnih proseka je koristan u modeliranju pojava kod kojih dogadaji uzrokuju trenutne
efekte, a koji traju kratak vremenski period.

Model pokretnih proseka reda q, AR(q) model, definiSe se na sledeci nacin:
Xe=6& — 0161 — 0265 — = 0484
gde je sa & oznaden proces beli $um sa varijansom ¢ 2. Parametri modela su: 84, 85, ..., 4.

U ovom modelu, nivo vremenske serije u trenutku ¢ opisuje se u funkciji od ¢lanova procesa
belog Suma u trenucima ¢t,t — 1, ...,t — q. Dakle, nivo vremenske serije u trenutku ¢t — 1 zavisi
od ¢lanova belog Suma u trenucima t — 1, ...,t — q — 1, nivo vremenske serije u trenutku t — 2
zavisi od ¢lanova belog Suma u trenucima t — 2, ...,t — q — 2 1 sli¢no.

U odnosu na operator kaSnjenja L, ovaj model se moZe napisati u slede¢em obliku:
Xe =0(L) &,
gdeje O(L) =1 —0;L — - — 0,L1.
Model pokretnih proseka prvog reda, MA(1)
Model pokretnih proseka prvog reda, MA(1) model, definiSe se na slede¢i nacin:
Xe=¢& — 0161
Primetimo da je E(X;) = 0.

Sada navodimo neke od osobina ovog procesa:
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1. Autokovarijaciona funkcija
Ova funkcija je:

Vi = EXeXe_) = E(er — 01601 (E— — 018 k-1)
Dobijamo da vazi:

1+6)a% k=0
Y = _910-2 ,k:].
0 Jk>1

2. Autokorelaciona funkcija

Na osnovu autokovarijacione funkcije zakljuujemo da je autokorelaciona funkcija data sa:

1 k=0
Yk 01
= — = ——,k:]_
P Yo 1+ 62
0 Jk>1

Osobine autokorelacione funkcije MA(1) modela su:

¢ Ne postoji jednoznacna odredenost autokorelacione funkcije
e Autokorelacioni koeficijent sa kaSnjenjem jedan uzima vrednost iz intervala (—0.5,0.5).

3. Parcijalna autokorelaciona funkcija
Za proizvoljno k, opsti oblik parcijalne autokorelacione funkcije je:

01 (1-67)
bk = ———7 k=123, ...
kk (1— 912(k+1))

I ovi autokorelacioni koeficijenti, kao i obicni, zadovoljavaju uslov ¢, €(—0.5,0.5).
Osobine parcijalne autokorelacione funkcije MA(1) modela su:

e U modelu sa pozitivnom vrednoS$¢u parametra 6;, parcijalna autokorelaciona funkcija
poseduje negativne vrednosti

¢ U modelu sa negativnhom vrednoS¢u parametra 6,, parcijalna autokorelaciona funkcija
naizmeni¢no menja znak pocev od pozitivne vrednosti.

41



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

4. Uslov invertibilnosti
Primetimo da vazi sledece:

&1 = Xpoq + 018
Xe=¢ — 0181 > & =X+ 0161 =165 =X, 5+ 0,63

itd.
Koriste¢i ovaj rezultat, MA(1) model postaje:
Xe=¢—016
=& — 0,(Xe—q + 0183)
= =0, X, 1 — 07 (Xpp + 0,153) + &
=—60,X; 1 — 0f X, — 03X, 35—+ &
Uvodec¢i smenu: 7r; = —Hlj ,Jj = 1,2, ...dolazimo do autoregresionog modela beskona¢nog reda:

Xt = 7T1Xt_1 + 7T2Xt_2 + 7T3Xt_3 + ces + gt
Parametri 7r; = —9{,] = 1,2, ... nazivaju se Tt —ponderi.

Postavlja se pitanje uslova pod kojim se datim autoregresionim modelom opisuje stacionarna
vremenska serija. Imaju¢i u vidu nacin na koji su definisani m-ponderi, zakljucujemo da
parametar 8, treba da je po modulu strogo manji od 1. Time je definisan uslov invertibilnosti,
pod kojim se podrazumeva ekvivalentnost MA modela 1 odgovaraju¢eg stacionarnog
autoregresionog modela beskona¢nog reda.

Model pokretnih proseka drugog reda, MA(2)

Model pokretnih proseka drugog reda, MA(2) model, definise se na slede¢i nacin:
Xe =& — 0161 — 0262, E(X) =0

Osobine:

1. Autokovarijaciona funkcija

Ova funkcija je:

Yie = EQXeXex) = E(ep — 01601 — 0260_3) (€t — O1&t——1 — 026¢_k—2)
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1 svodi se na:

(1+62+62)c%k=0
-0,(1-6,)0% k=1
—6,0? k=2
0 k> 2

Yk =

2. Autokorelaciona funkcija

Na osnovu autokovarijacione funkcije dobijamo:

(1 k=0
_6a-6)
Vi (1+62+62)
pk=_=< 0
Yo 2
Tz k=2
(1467 +65)
\0 k> 2

3. Uslov invertibilnosti
MA(2) model se mozZe zapisati na sledec¢i nacin:
X, =1 —-6,L—0,L*)s = 0(L)g,

Uslov invertibilnosti podrazumeva da se vremenska serija definisana MA(2) modelom moze
predstaviti i preko beskonacne AR reprezentacije:

Xt = T[lXt_l + 7T2Xt_2 + 7T3Xt_3 + -+ St
H(L)Xt = (1 - 7T1L - 7T2L2 - 7T3L3 - "')Xt = gt

Sada ¢emo definisati parametre polinoma I1(L) na osnovu polaznih parametara MA(2) modela,
0, 1 0,. Uporedujudi relacije:

Xt = (1 - 91L - 92L2)gt = @(L)gt 1
NWX, =1 —mL —m,L? — gl — )X, = &
Zaklju¢ujemo da je ©(L)TI(L) = 1, odnosno,

(1= 6,1 = 6,17)(1 — myL = mpl? — gl — ) = 1.
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Odavde sledi:
T = _91
Ty, =m0, — 0,

7-[3 = 917T2 + 027-[1

U opS$tem slucaju vazi:
7T] = 9177.']‘_1 + 927Tj_2,j = 3,4,

Da bi se ovako definisanom AR reprezentacijom opisala stacionarna vremenska serija neophodno
je da parametri polaznog MA(2) modela ispune odredene uslove. Ti uslovi izvode se iz zahteva
da su reSenja karakteristicne jednacine koja odgovara diferencnoj jednacini, & — 01&_1 —
0,&:_, = 0, po modulu strogo manja od 1. Sli¢no, kao kod AR(2) modela, uslov invertibilnosti se
svodi na slede¢i skup ogranicenja:

6,—-6,<1

6, +6,<1

-1<6,<1.
4. Parcijalna autokorelaciona funkcija

Imajuéi u vidu uslov invertibilnosti, zakljucujemo da parcijalna autokorelaciona funkcija uzima
niz vrednosti razli¢itih od nule. Ukoliko su reSenja odgovarajuce karakteristicne funkcije realna,
tada ova funkcija opada po eksponencijalnoj putanji, a ako su reSenja kompleksna, tada funkcija
sledi sinusoidni oblik.

Model pokretnih proseka reda q, MA(q)
Za model
Xe=¢& — 0161 — 0262 — = 0484

Autokorelaciona funkcija se definiSe na sledeci nacin:

1 k=0
—O4 + 0,041+ + Oy 0
= k 1 k;—l q—-k q,k= 1’2’“.’q
1+91 +"°+95
0 k> q
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2.2.3. Autoregresioni modeli pokretnih proseka, ARMA

ARMA(p,q) model je kombinacija AR(p) 1 MA(q) modela. Dakle, u ARMA(p,q) modelu,
p oznacava red autoregresione komponente, a g red komponente pokretnih proseka.

Opsta forma autoregresionog modela pokretnih proseka, ARMA(p,q) modela, je:
(1= pyL — poL? — - — ppLP )X, = (1 — O, — 0,12 — - — 0,L%)g,
odnosno:

d(L)X, = 0(L)e,

ARMA(p,q) model obuhvata i sledece posebne slucajeve:
AR(p)=ARMA(p,0) i

MA(q)=ARMA(0,q).

ARMA klasa modela se izvodi iz linearnog procesa prema:
Xe =&+ 1&g + oo+
Xl‘f = (1 + lplL + lszz + "')St = lP(L)St

Polinom beskona¢nog reda W(L) uvek se moZe predstaviti kao koli¢nik dva polinoma kona¢nog

reda:
_0)
YO =30
odnosno,
— _ (A—=6,L = 0,12 — - —0,LT)  O(L)
YO = QA b A dalid ) = ey Ty P = g1y~ B

Na osnovu ove relacije, polazni linearni proces se svodi na:
Xt =1 Xeq H P Xe o+ 0+ GpXiep + 6 — 0161 — 02605 — - — 0414
Kako je srednja vrednost ove vremenske serije 0, odnosno E(X;) = 0, njena autokovarijaciona

funkcija ima slede¢i oblik:
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Y = P1Vk—1 + PaVi—z2 + -+ PpVi—p + E(eeXp_y) — O1E(r_1Xp_y) — O2E(er—2X¢—) — -
— 0,E (81— Xe—k)

Buduc¢i da je data vremenska serija linearan proces, zaklju¢ujemo da vazi:
E(X;_ret—q) =0,zak >qi
E(X;_ye—q) =Var(e) = 02, za,zak = q.
Dakle, za k > g autokovarijaciona funkcija je:
Yk = P1Vk-1+ G2Vk—2 + -+ PpVi—p

a autokorelaciona funkcija je:

Pk = P1Pk—1 + P2pr—2 + =+ Pppr—p . k > q.
Osobine autokorelacione funkcije:

¢ Prvih g autokorelacionih koeficijenata vremenske serije generisane ARMA (p,q) modelom
zavisi od parametara AR 1 MA komponente.

e ZakaSnjenja koja su veca od reda MA komponente, g + 1, g + 2, itd.,ova funkcija ponasa
se kao kod AR modela.

Vrednosti parcijalnih autokorelacionih koeficijenata opadaju za veéi broj kasnjenja kod MA
modela, a da kod AR modela uzimaju nenulte vrednosti samo za kaSnjenja koja manja ili jednaka
redu procesa p. Na osnovu toga izvodimo osobine parcijalne autokorelacione funkcije:

¢ Kod kasnjenja 1,2, ..., p parcijalni autokorelacioni koeficijenti zavise od svih parametara
modela, odnosno od AR i MA komponente.

e Za kaSnjenja veca od reda AR komponente, p + 1,p + 2, itd., parcijalni autokorelacioni
koeficijenti slede svojstva parcijalne autokorelacione funkcije MA klase modela.

Autoregresioni modeli pokretnih proseka, ARMA(1,1)
Ovaj model definiSe se na slede¢i nacin:
Xe =1 Xe 1 +& — 0164

Uslov stacionarnosti kod ARMA modela je odreden njegovom AR komponentom. To znaci da se
u ARMAC(1,1) modelu uslov stacionarnosti svodi na uslov stacionarnosti AR(1) modela:
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| ¢1 I< 1. Kako uslov invertibilnosti ARMA modela proizilazi iz odgovarajueg ogranic¢enja
parametra MA komponenti, taj uslov je u ARMA(1,1) modelu: | 8; 1< 1.

Osobine:
1. Veza sa linearnim procesom

ARMA(1,1) model se mozZe predstaviti kao:

O(L)
o)

(L)X, =1 — L)X, = (1 —0,L)e, = O(L)e, = X, =
Proizvoljni linearni proces je:
Xe = @A+ YL+ P, L2 + P33 + -+ )ep = P(L)e,.
Da bi se uspostavila veza izmedu prethodne dve specifikacije potrebno je da vazi:
L+ il + oL + Pl + )1 — $1L) = 1 - 6,L) © PL)P(L) = O(L)
Izjednacavajuci koeficijente uz iste stepene L na levoj i desnoj strani dobijamo:
Prvi stepen:
L)L =L =-0.L=>¢;=¢1— 6
Drugi stepen:
Lol — s L2 = 0 = P, = ¢yhy = ¢1(d1 — 61)
Tredi stepen:
L3 ¢3L3 - ¢11/)2L3 =0 =Yz =¢1, = ¢%(¢1 —61)
Itd.

Parametri linearnog procesa mogu se odrediti na osnovu parametara ARMA(1,1) modela na
sledeci nacin:

;= ¢] (Py—01),j =12, ..
2. Varijansa vremenske serije
Yo =Var(X,) = Var(p,Xe_, + & — 616_1)

= ¢iVar(X,_1) + Var(e,) + 07Var(g,_1) + 2¢1Cov(X,_y, &) — 26,Cov(es, &—1) —
2¢10,Cov(X;_16-1) = P2y + 0% + 0202+ 0 — 0 — 2¢p; 0,02
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Odavde sledi:

v _ (1-2¢16,+61)
0 (1-¢3)

Varijansa vremenske serije koja se opisuje ARMA(1,1) modelom je funkcija samo od parametara
modela.

3. Autokovarijaciona funkcija
Opsti oblik autokovarijacione funkcije je:

Yi = P1Vi-1 + E(€Xe—i) — O1E(&r-1 Xt 1)
Za k = 1 imamo:

(1—2¢,6, +67)

2 2

Y1 = ¢1vo + E(eXp—1) — O1E(6r-1X—1) = P1vo — 010% = ¢ — 0,0

(1-9¢D)
_($1-010:+¢167-61) o2 = $1701)1-¢161) -
(1-¢3) (1-¢7)
Zak > 1 vazi
Yk = P1Vi-1
Kada sumiramo sve dobijamo:
1—2¢,6, + 67
( ¢4 12 1) o2 k=0
(1 - ¢1)
= —-0,)(1 - ¢40
Vi (¢4 D( _ $.6,) o2k =1
(1—-¢7)
D1Vk-1 k>1
4. Obicna i parcijalna autokorelaciona funkcija
Iz autokovarijacione funkcije dolazimo do:
1 k=0
_ Y _ (1 —0)(1 — $10,) k=1
TV T 12667
$1Vk-1 k>1

Primecujemo da ova funkcija zavisi od parametara AR 1 MA komponente sa kaSnjenjem 1. Za
kasSnjenja 2,3,...funkcija se odreduje na isti nacin kao i kod AR(1) modela.
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Kako je prvi autokorelacioni koeficijent, ¢4, uvek jednak prvom obi¢nom autokorelacionom
koeficijentu, zakljuCujemo da na vrednost ¢;; utiCu parametri obe komponente modela. Za
kaSnjenja veca od 1, Sto je 1 red AR dela modela, ova funkcija pratice putanju parcijalne
autokorelacione funkcije MA modela.

Predvidanje na osnovu ARMA (p,q) modela

U analizi vremenskih serija nas ¢esto zanima kakav ¢e biti tok te vremenske serije u
buduénosti. Kriterijum koji se najceS¢e koristi za predvidanje kretanja vremenske serije se naziva
prognoziranje sa minimalnom srednje kvadratnom greskom.

Neka su:

® X:.n - buduca vrednost vremenske serije za vremenski interval &
e X:.n - prognozirana vrednost vremenske serije za vremenski interval &

Tada je greSka prognoziranja:
ec(h) = Xeon — Xesns
a srednje kvadratna greSka prognoziranja:
E(Xten — Xt+h)2-

Ideja je da se na osnovu poznatih vrednosti vremenske serije odredi vrednost X, za koje srednje
kvadratna greSka prognoziranja ima minimalnu vrednost.

Polazimo od najopstijeg ARMA modela:
(D(L)Xt = @(L)Et
koji zadovoljava uslove invertibilnosti i stacionarnosti.

Zbog invertibilnosti proces se moZe predstaviti kao proces pokretnih sredina beskona¢nog reda

X, =W¥(L)e,
_ o)
YW=50

Xe=¢& + 181+ g5+

Kada se u prethodnu jednakost zameni t = n + h, dobija se buduc¢a vrednost vremenske serije za
h perioda unapred:
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(o]
Xnsn = Z lpj£n+h—j
j=0

U trenutku t = n raspolaze se informacijama X,,, X,,_4, ... 1 potrebno je da se formira prognoza
buduce vrednosti vremenske serije za h perioda unapred u obliku linearne kombinacije
raspoloZivih podataka vremenske serije, odnosno:

Rntn = Vnen + Phirénog + Proonz + -
gde se koeficijenti 1;, odreduju minimiziranjem srednje kvadratne greSke prognoze.
Xnsn — Xn+h = (Zjlz_g- Yi€nsn—j — Zﬁo l/’h+j5n+j) - Zﬁo lp:l+j€n+j
EXn+n — An+h)2 =g? 27;(} Y+ o? Zﬁo(lphﬂ - l/’71+j)2
E(Xnin — Xn4n)? = min kada je Ynij = P

Kada dobijeni rezultat zamenimo u izraz X,,p = Y5én + Yhi16n1 + Yhi2En_2 + -+ dobijamo:

A~

Xn+n = Ynén + Ypie1&n—1 + Ypiz&n—a +

. En+h—j ,j>h
Kako je E(en+h_j|Xn,Xn_1, ) = {0 j<h
Ondaje E(Xn+h|Xn; Xn—l; ) = jio lij(gn+h—j) = lphgn + ¢h+1gn—1 + ¢h+2‘€n—2 + o

Dakle, prognoza sa minimalnom srednje kvadratnom greskom je data njenom uslovnom
ocekivanom vrednoScu:

Xntn = EKninXn) Xn_1, ...)
Greska prognoze je:
en(h) = Xnin — Xnn = ?;(} Yj&nin—j
pa su
E(e,) =0i
Var(e,)= Var(X/23 Yjensn—j) = 02 Xhog 2.

Varijansa gresSke prognoziranja povecava se sa porastom A, tako da za Sto bolju prognozu biramo
Sto manje h.
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Izra¢unavanje prognoze
Ako je ARMA(p,q) model dat sa:
Xe =1 Xeq + DX o+ o+ QX + & — 0161 — 0265 — - — 0464
onda je buduca vrednost ovog modela za /1 perioda unapred:
Xnsn = G1Xngsn-1+ -+ OpXnin—p + €nsen — O16n4pn—1 — - — Ogn + h
a njena uslovna ocekivana vrednost

Xn+h = 01 EXn+n-11Xn, Xn-1, .) + - + ¢pE(Xn+h—p|anXn—1f ) + E(€nenlXn, Xn-1, -..)

— 01E(ensn-1lXn Xpq, ) = — qu(gn+h—q|Xn'Xn—1; )
gde je
Xn+h—jﬂj = h
EXnsn—ilXn Xn-1, ) =45 . .
( n+h—jlin An-1 ) {Xn+h—j’] <h

51



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

3. Uslovni heteroskedasti¢ni modeli vremenskih serija

Heteroskedasti¢nost

U delu o linearnoj regresija, peta pretpostavka, koja se odnosila na greske (reziduale)
regresije, je glasila [5]:

var(g) = 0%,i=1.2,..,n
i ovu osobinu nazivamo homoskedasti¢nost. Ona kaze da je varijansa greSaka nepromenljiva.

Kada je ova pretpostavka naruSena, nastaje heteroskedasti¢nost, koja se definiSe na sledeci
nacin:

var(g) = of,i=1.2,..,1n.

= m
] m ]
B E =
m L
=] 5] >
=] =]
E B B

Slika. 3.0.1. Prikaz reziduala kod homoskedasti¢nosti i heteroskedasti¢nosti [5]

Volatilnost opisuje dinamiku promene vrednosti u odredenom vremenskom periodu. Jedna od
karakteristika vremenskih serija finansijskog trziSta je promenljiva volatilnost, a to je upravo
osobina heteroskedasti¢nosti. U praksi je primec¢eno da se volatilnost vremenske serije Cesto
grupiSe u vremenu, odnosno da nakon malih vrednosti volatilnosti trZiSta Cesto slede male, a
nakon velikih vrednosti volatilnosti ¢esto slede velike promene.
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Volatilnost

Uslovna funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X u odnosu na dogadaj {Y = y}, gde su Xi Y
neprekidne slu¢ajne promenljive, data je sa ( [3], [4] ):

Fay(dy) = PX < x|V =y} = [T, B2 gy

U gornjem izrazu fx y(x,y) je zajedni¢ka funkcija gustine slucajnih promenljivih X1 Y, a fy (¥)
je marginalna funkcija gustine slu¢ajne promenljive Y, koja je data sa:

fr ) =2, fr (. y)dx
Postoji veza izmedu zajednicke, marginalne i uslovne funkcije gustine i ona glasi:
fry (e, y) = fry (xy) X fy (¥)
Za slu¢ajne promenljive X i Y kaZemo da su nezavisne ako i samo ako je:
frar () = fx(x)
Za nezavisne slu¢ajne promenljive je fy y(x,¥) = fx(x)fy ().

Polazec¢i od definicije uslovne verovatnoce lako se moze do¢i do navedene formule za uslovnu
funkciju raspodele:

x y+A4y
PX<x,y<Y<y+4 f_oof fxy (W, v)dudv
PIX < x|Y = y} = L4 24 Y+ Ay} _wly

P{y <Y <y+ 4y} fyy*“yfy(v)dv
_ Lo frrydwly  * for@wy)
- fr )4y e KO

Uslovna gustina verovatnoce slu¢ajne promenljive X u odnosu na dogadaj {Y = y} data je sa:

fxy(,y)

[y (xly) = RO

I za uslovne raspodele mogu se definisati numeriCke karakteristike kao Sto su ocekivanje i
varijansa.

Uslovno matematicko ocekivanje sluajne promenljive X u odnosu na dogadaj {Y = y} definiSe
se na slede¢i nacin:
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B = [ x foy e
Odgovarajuca uslovna varijansa data je sa:
Var(XlY) = E((X — E(XIV))’|Y)
Primetimo da su i uslovno ocekivanje i uslovna varijansa funkcije argumenta y.
Za uslovno ocekivanje vazi sledece svojstvo:
E(X) = E(E(XIY))

Pokaza¢emo da vaZi navedeno svojstvo.

E(E(X|Y>)=E<f fo|y(x|y>dx>= f (f fo|y(xly)dx>fy(y)dy

— — 00

[ | x harGinf o) dvax

-[ :x ( [ :fx,ﬂx, y)dy> ax= fox(xwx — E(0)

Za uslovnu varijansu sli¢no vazi:
Var(X) = E(Var(XIV)) + Var(E(XIY))
Kao S§to za slu¢ajnu promenljivu X definiSemo varijansu na sledec¢i nacin:
Var(X) = E(X?) — E(X)?
tako moZemo definisati 1 varijansu za uslovnu slu¢ajnu promenljivu X|Y:
Var(X|Y) = E(X?|Y) — E(X|Y)?

Racunaju¢i ocekivanje gornjeg izraza dobijamo sledece:

E(Var(XIV)) = E(E(X?IY)) — E([E(XIV)]?)
Ako primenimo formulu Var(X) = E(X?) — E(X)? na E(X|Y) dobijamo

var(EXIY)) = E(E(XIV)]?) — [E(E(XIV))]?
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Sabiranjem E(Var(XIY)) = E(E(X?IY)) — E((E(XIV)]?) i Var(E(XIY)) = E([E(XIV)]?) —
[E(E (XIY))]?, dobijamo traZeni izraz:

E(Var(XIY)) + Var(E(XIY)) = E(X?) — E(X)? = Var(X)

U daljem radu, umesto sluCajne promenljive Y koristi¢emo istorijske podatke sa kojima
raspolazemo do nekog vremenskog trenutka 7. Ti podaci nam predstvaljaju skup informacija
dostupnih do vremenskog trenutka t, i obelezavamo ga sa F; . Ovo F; predstavlja jednu
o —algebru generisanu podacima iz proSlosti. Preko skupa F; ¢emo predstaviti model
volatilnosti.

Model volatilnosti

U ekonomskom smislu, volatilnost finansijskog instrumenta govori o tome koliko se
menja cena tog instrumenta u nekom proteklom periodu. Volatilnost najéeS¢e raCunamo kao
standardnu devijaciju promene cene. Jedan od pokazatelja rizika jeste volatilnost, 1 rizik je veci
Sto je veca volatilnost odredenog finansijskog instrumenta. Za ocenjivanje volatilnosti najbolje je
koristiti informacije o pros§lim vrednostima stope prinosa. Opsta struktura modela volatilnosti
prikazana je na slede¢i nacin [8]:

Tt = U + 0c&;
te = E(rey1 | Fr)
of =Var(req | Fr)
& i.i.d.
E(e) =0
Var(e) =1

gde je rp-prinos u trenutku ¢, &.- greSka koja se pravi prilikom linearne regresije (oznaka i.i.d. je
skrac¢enica od “independently and identically distributed” $to znaci da slu€ajne promenljive &
imaju sve istu raspodelu i nezavisne su).

Cilj analize volatilnosti je objaSnjenje uzroka njenog nastanka. Naime, volatilnost nastaje kao
posledica nekih proslih dogadaja, pa se zato i objaSnjava preko uslovnih sluc¢ajnih promenljivih:

2 —

of =Var(rgq, | Fe)
Volatilnost nastaje kao reakcija na neku vest, ili novost, koja nastaje iznenada i neocekivano.
Medutim, vreme te vesti ne mora biti neocekivano i iznenadujuce, Sto ipak ostavlja prostora da se

neke komponente volatilnosti predvide. Ono $§to je takode vrlo zanimljivo posmatrati jeste kako
vesti na jednom trziStu utiCu na kretanja na nekom drugom trziStu, tj. moguce je posmatrati kako
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volatilnost jednog uslovljava volatilnost drugog trzista. Engle je ovu pojavu nazvao “heat wave”
efekat. Sli¢na pitanja se namecu kada gledamo samo jedno trziSte, tj. da li volatilnost jednog
finansijskog derivata ut¢e na neki drugi? MoZe se pokazati postojanje odredenog stepena
zavisnosti, ali ono §to generalno vazi jeste da volatilnost celog trziSta utice na volatilnost svake
pojedinacne akcije.

Na osnovu izgradenog modela, volatilnost se moZe izmeriti, kao i predvideti. Predvidanje
volatilnosti je od izuzetnog znacaja za odredivanje cena akcija kao i menadZment rizika (procena
Var-a). U literaturi su predloZeni brojni modeli volatilnosti za opisivanje karakteristika prinosa
akcije.Te karakteristike su navedene u nastavku [7]:

1. Volatilnost se tokom vremena razvija kontinualno;

2. Periodi velikih promena u cenama se smenjuju sa periodima u kojima se cene jedva malo
promene. Ova osobina se naziva grupisanje volatilnosti (volatility clustering);

3. Volatilnost aktive nikad ne teZi beskonacnosti;

4. Postoje asimetri¢na kretanja volatilnosti, odnosno, velike (male) promene cena su
najcesce pracene velikim (malim) promenama cena;

5. Obicno se posmatra spljoStenost koja ima raspodelu sa debelim repom.

Sada ¢emo se baviti modelima koji sluZe za predvidanje volatilnosti vremenskih serija, a to su
ARCH i GARCH modeli

3.1. Model autoregresione uslovne heteroskedasti¢nosti-ARCH model

Profesor Robert F. Engle je 1982. godine predlozio da se heteroskedasti¢nost uslovne
varijanse predstavi kao linearna funkcija kvadrata ranijih greSaka. [8] Ova formulacija je nazvana
“autoregressive conditional heteroskedasticity (ARCH)” model, odnosno model autoregresione
uslovne heteroskedasti¢nosti. ARCH(q) model se definiSe na sledeci nacin:

Ty = U + Q¢

He = H

of =a,+ ) aa’;

N.
||Ma
_

ay = Ot&

£,~N'(0,1) i.i.d.
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Gde je r; — prinos u trenutku 7, a &, — greSka koja se pravi tokom linearne regresije.

Da bi model bio dobro definisan i uslovna varijansa o bila pozitivna, potrebno je uvesti sledeée
restrikcije:

ap >0
a; =20,i=12,..,q.

Sada ¢emo nesto vise re¢i o {a;, t = 1,2, ... } koji moZemo pomatrati i kao diskretan stohasticki
proces sa uslovnim matematickim oc¢ekivanjem i varijansom.

ARCH(1) model

Model autoregresione uslovne heteroskedasticnosti prvog reda se definiSe na slede¢i nacin:
Ay = Ot
o = ay+ a;a?_,

uz restrikcije:

Osobine ARCH(1) modela

e Bezuslovno o¢ekivanje za a,
E(a,) = E[E(a; | F,_y)] = E(JtE(st)) =0
® Bezuslovna varijansa za a;
var(a,) = E(af) = E[E(af | Fr_)] = E(ag + ayaf_1) = ao + a1 E(a_;)

Kako je a, stacionaran proces i vazi E(a,) = 0, sledi var(a,) = var(a,_,) = E(a?), pa na
osnovu toga dolazimo do izraza za bezuslovnu varijansu.

var(a;) = ay + ayvar(a;)

24

= var(a;) = -
1

Kako je varijansa procesa uvek pozitivna, to nam daje novi uslov za parameter a;:

0<a; <1
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e Tredii Cetvrti momenat za a;
E(a¢ | Feoy) = 3E[E(af | Fr_)]? = 3(ap + ayai_)?
E(a}) = E[E(af | Fr-)] = 3E(ao + a1af_1)* = 3E[ag + 2apa,a;_; + afai_]

Ako je vremenska serija a, stacionarna, sa ¢etvrtim redom m, = E (af) tada je:

my = 3[ad + 2aya,var(a,) + a?m,] = 3a3 (1 + 2 ) + 3a2m,

a,
1_a1

_ 30.’0(14‘(11)
my = (1-a)(1-3a2)

Dakle, novo ograniCenje za parameter a; je 1 —3a; > 0, jer je Cetvrti momenat pozitivan.
Odnosno, vazi ogranicenje:

1
Koeficijent spljoStenosti za a; je:
E(at) ag(1+ay) x(l_%)z_ 1—-af S>3
(var(a))?  “(1-a)(1-3ad)” @  “1-3a]

Na osnovu ovoga vidimo da je koeficijent spljoStenosti pozitivan i da su repovi raspodele tezi od
repova normalne raspodele.

Navedene osobine za ARCH(1) model mogu se uopstiti za ve¢i broj parametara, ali se time
formule znatno komplikuju pa se time ne ¢emo baviti u ovom radu.

U nastavku ¢emo definisati regularnost i simetricnost ARCH procesa.

Neka je &, € R vektor iz prostora uzoraka E €iji su elementi & = (§¢_q, ..., §t—q). Za svako &,
neka je &/ takav vektor koji ima sve iste komponente kao &;, osim m-te komponente koja je
dobijena tako Sto je m-ta component vektora {; pomnoZena sa -1, gde jem =1, ..., q.

Definicija 3.1.1.[9] ARCH(q) proces je simetri¢an ako vazi:

a) 0%(&) =02(éf),zasvakom=1,...,qi& €E
b) agz(gt) — ao—z(fg)

zasvakom=1,..,q,i=1,..,qié €E

da; da; ’
. o2 (et . -
L €0 _ _99°CD L0 svakom = 1,..,qié €E
08t—m 08t-m
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Definicija 3.1.2. [9] ARCH(q) proces je regularan ako vazi:

a) min(az(ft)) >06,zanckod >0i&, € E

002&0) || 99°Ge)
R ol e o

|| Fi_m—1) postoji zasvakom =1, ...,q,i=1,..,qi & €EE

Prvi uslov za regularnost je veoma vazan, 1 on zahteva da je varijansa pozitivna. Taj uslov se lako
proverava. Drugi uslov se ponekad teZe proverava, ali bi trebao da vazi ako je proces stacionaran
sa ograni¢enim izvodima.

Sledec¢a teorema daje potreban uslov za regularnost procesa.

Teorema 3.1.1.[9] ARCH(q) proces zadovoljava uslove regularnosti (definisane u Definiciji
3.1.2)akojeag > 0iay,..,a, = 0.

Dokaz: Pod pretpostavkom da je 62(¢,) = ag > 0 dobijamo uslov pod a).

Neka je dalje

902(&r) |, 002(&r)
Gime = E (17522 11 Z22 | Feor) = 2mEQ e PlEem | 1 Fromor)

Sada posmatramo tri slucaja: i >m,i <mii=m.

Ako je i > m, tada &,_; € F;_,—1 1 uslovno ocekivanje od | {;_,, | je konacno jer je uslovna
gustina normalna.

Ako je i = m, onda ocekivanje postaje E(|&i_m 1’| Fr_m_1). Ponovo, posto je uslovna gustina
{&,t = 1,2,...} normalna, svi moment postoje, uklju¢ujuéi i dato oéekivanje.

Ako je i < m, razlazemo oCekivanje na dva dela, u odnosu na vremenski period t — i — 1:
Gime = ZamE(I $t-m | E(Et—izl th—i—l) |~7:t—m—1) =

= 20 E(1 & (a0 + Iy ;&2 i )| Fromy) =

q
=200 E (€ | From—1) + Z “j¢i+j,m,t
j=1

U poslednjem redu gornje jednakosti pocetni indeks za ¢ je ve¢i od polaznog (i +1>1i ) te
stoga pocetni obuhvata prosli period , Sto ukazuje na postojanje Zeljenog ocekivanja. Ako
preostanu sabirci gde je +j < m , rekurzija moZe da se ponovi. Kako su svi lag — operatori
(aj,j = 1,...,q) konacni ( na osnovu pretpostavke ), mozemo ¢; n, . zapisati kao zbir apsolutnog
momenta treceg reda od &;_,, u odnosu na F;_,,_; 1 apsolutnog momenta prvog reda. Kako opet
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imamo normalnu gustinu, oba momenta postoje, na osnovu ¢ega sledi uslov regularnosti prikazan
ub).

Slabosti ARCH modela

1. Kako volatilnost zavisi od kvadrata prethodnih Sokova koji su na nju uticali, izgleda da
pozitivni i negativni Sokovi imaju isti efekat na volatilnost. Medutim, u praksi je
potvrdeno da finansijske aktive drugacije reaguju na pozitivne i negativne Sokove. [8]

2. ARCH model je suviSe restriktivan. Na primer, ARCH(1) model nalaze da se parametar
o 1 o . .
@? mora naéi u intervalu [0 ,5], ako vremenska serija ima konacan cetvrti momenat.

Osim toga, u slucaju kada model sadrzi veci broj parametara, ova ogranicenja postaju
komplikovana.

3. Ovaj model objaSnjava ponasanje varijanse tokom vremena, ali ne daje i objasnjenje zaSto
je to ponasanje nastalo.

4. ARCH model ponekad predvidi vecu volatilnost nego Sto treba, zato $to sporo reaguje na
velike izolovane Sokove u vremenskim serijama koje opisuju prinose aktiva. [8]

Predvidanje pomoéu ARCH modela

Neka su [8]:

® 71r,p, — stvarni nivo vremenske serije & perioda unapred

e 7;(h) — predvidena vrednost vremenske serije & perioda unapred

e 0%, — stvarna buduéa vrednost volatilnosti & perioda unapred

e G%(h) — predvidena buduéa vrednost volatilnosti & perioda unapred

Predvidena buduc¢a vrednost volatilnosti:
e Zajedan period unapred
67(1) = ag + @167 + -+ agari1-4
e Zadva perioda unapred
67(2) = ap + 0167 (1) + -+ agariz-m
e Zalkoraka unapred

Gt) =ap+ X, 671 —1)
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3.2. Model uopstene autoregresione uslovne heteroskedasti¢nosti-GARCH
model

Prilikom empirijske primene ARCH(q) modela, postoji potreba za velikim brojem
parametara. Da bi poboljSao ove nedostatke, Bollerslev je 1986. osmislio generalizovani ARCH,
ili GARCH(p,q) proces dat sa [10]:

Ty = U+ Qg

He = H

p q
2 _ 2 2
of = Qo+ Z aa;_; + Zﬁjat—j
i=1 j=1

Ay = O¢&;
&~N(0,1)i.i.d.
uz restrikcije:

ag >0

Osnovna ideja ovog modela je da uslovna varijansa za a,, 67 ima autoregresionu strukturu i da
bude pozitivno korelisana sa prethodnim vrednostima. GARCH ima mnogo fleksibilniju
parametarsku strukturu od ARCH modela. Dok kod ARCH modela zahtevamo veliki broj
parametara, odnosno dosta veliko ¢, kod GARCH modela nam je ¢esto dovoljnodajep = 1,q =
1, odnosno pomo¢u GARCH(1,1) modela smo u stanju da opiSemo veliki broj finansijskih
vremenskih serija na tacan nacin. Kao S§to se moZe videti iz modela, uslovnu volatilnost
opisujemo preko greSaka koje smo napravili u proslosti (kao i kod ARCH-a), ali i preko proslih
varijansi, $to u stvari predstavlja generalizaciju.

GARCH(.1)

Ovaj model definiSemo na slede¢i nacin [8]:
2 _ 2 2
of =ao+a1a; 1+ p10¢ 4
On se moZe napisati i u drugacijem obliku, koji je nekad laksi za primenu:

of = ap[1 + Xy [Tici (ar el + B1)]
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Sada ¢emo to i pokazati.

2 _ 2 2
of = ag + aia;_1 + B10i-4.

Kako je
ai_y = & 10{ 4
vazi
of = ag + oy (a1&f—1 + Ba).
Takode je i

0fq = ag + oy (arel, + By).
pa kada ovu jednakost ubacimo u prethodnu, pa nastavimo tako dalje i za 6 ,, 673, ... dobijamo:
of = ag + [ag + of(aref_, + Bl (g1 + 1) =
= ag + ag(a1&f_1 + B1) + ot (aref, + Br) (e ety + 1) =

= ay + ap(aref1 + B1) + apae?, + B) (et 1 + B1)
+ 0152—3 (a15t2—3 + ﬁ1)(“153—2 + ﬁ1)(“15t2—1 +B1) ==

= ao[1+ X1 H’i(=1(“15152—i + B1)]

Osobine GARCH(1,1) modela

e Veliki slu¢ajni Sokovi a?_,, ili veliki uslovni varijabilitet 62, dovode do poveéanja
volatilnosti g2 ;

e Repovi GARCH modela su tezi od repova normalne raspodele. Koeficijent spljoStenosti
je:

E(a) 31— (a+p)?
[E@)]? 1-—(as+p1)*—2a?

ionje> 3 akoje 1 — (a; + f1)? —2a? > 0.
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Predvidanje pomoéu GARCH modela

Formule za predvidanje pomo¢u GARCH modela dobijaju se na sli¢an nacin kao formule
za predvidanje pomo¢u ARMA modela. Posmatramo GARCH(1,1) model i predvidamo % koraka
u napred. [8]

e Stvarna vrednost vremenske serije jedan korak unapred data je sa:
2 _ 2 2 _
0741 = Qo + a7 + fro7 =
= ay + a,(07¢ef) + B,0f + ay0f — ay0f =
=a + (g + Z+ a,(ef — 1)o?
=ay + (ay + 1)o7 + as(er )or

gde su a% i ¢ poznati u trenutku 7.

¢ Predvidena vrednost jedan korak unapred je:
A201Y — 2 _ 2 2
67(1) = E(o741 | Fr) = ag + a7 + pyro7

gde je Fr skup dostupnih informacija do trenutka z.

e Stvarna buduc¢a vrednost vremenske serije dva koraka unapred data je sa:
2 _ 2 2 _
OT+2 = Qg + 1A741 + B10741 =

=ag + (a1 + P1)0F 41 + a1 (641 — 1)oF 4y

Uzevsi u obzir da je E(e2,, — 1| Fr) = 0, sledi
e Predvidena vrednost dva koraka unapred:

67(2) = ag + (ay + B1)d7 (1)
¢ Predvidena vrednost / koraka unapred je:

67(h) = ag + (ay + B1)67(h — 1)

gde je h > 1. Na osnovu ove formule dobijamo da je formula za predvidanje & koraka unapred:
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ag(1 = (ay + B)" ™)
1-a;—p

pa moZemo zakljuciti da vazi:

62(h) = + (ay + B oF (1)

(44)

6%(}1) ” 1—a;,—p;

kad h — oo, uz uslov a4 + f; < 1. To znaci da prognoza buduce volatilnosti vise koraka unapred
konvergira ka bezuslovnoj varijansi Sokova a;, za dovoljno dug vremenski period, pod uslovom
da var(a;) postoji.

3.3. Modifikacije GARCH modela

IGARCH

Bollerslev je 1986. predstavio integrisani GARCH, odnosno IGARCH model. Klju¢na
karakteristika IGARCH modela je da je uticaj kvadrata prethodnih Sokova n,_; = a?_; — 62 ;,
kad i > 0 na a? stalan. IGARCH(1,1) model se moZe zapisati na sledeéi nac¢in ( [7] , [8] ):

Ay = O¢&;
of = ag + profy + (1= Bai_,
gde je {&;} definisan kao ranije, i vazi 1 > ; > 0.

Bezuslovna varijansa za IGARCH(p,q) model ne postoji. Takode, ako se u GARCH model ubace
parametri iz jednacine varijanse, to dovodi do pomeranja procene na IGARCH model. Ovo su
1990. dokazali Lamoureux i Lastrapes. Ovaj rezultat ukazuje na znacaj postojanja testa za
testiranje stabilnosti parametara u funkciji uslovne varijanse.

GARCH-M

U finansijama, prinos hartija od vrednosti zavisi od volatilnosti. Za modeliranje ove
pojave moze se koristiti GARCH-M (GARCH in mean) model. GARCH-M(1,1) model se
definiSe na slede¢i nacin ( [7], [8] ):

T = U+ cof +a, a = o0& (D

2 _ 2 2
of = ag + ara;_q + f10i—4
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gde su u i ¢ konstante. Novi parametar ¢ meri premiju rizika. Pozitivna vrednost parametra ¢
govori o tome da ve¢i rizik dovodi do veceg rasta nivoa prinosa. Uslov (1) mozZe se zapisati i na
sledec¢e nacine:

nn=u+co+ailin, =pu+cin(c?) +a,

TGARCH

TGARCH model je model sa pragom (threshold). Ovaj model se jo§ naziva i GRIJ-
GARCH model, zato $to su ga uveli Glosten, Jagannathan i Runkle 1993. godine. Ovaj model
dozvoljava asimetri¢nost, odnosno uticaj pozitivnih 1 negativnih Sokova na volatilnost.
TGARCH(p,q) model se definiSe na slede¢i nacin ( [7], [8] ):

of = apg+ X (@ +yiNe_dai_; + X5, Biot;
gde je N,_; indikator za negativne a;_;, tj.

_ 1, at_i < 0
Ne—i = {0, ap; >0

a a;, f; 1 y; nenegativni parametri. Model koristi nulu kao prag da razdvoji uticaje proslih Sokova.

CHARMA

CHARMA predstavlja uslovni heteroskedasticni  ARMA  model (conditional
heteroscedastic ARMA). CHARMA model je nastao kao modifikacija ARMA modela, radi
opisivanja razvoja uslovne varijanse ?. Ovo je jedini model od navedenih koji nije nastao od
ARCH i GARCH modela, ali ga navodimo zbog velike primene. Takode, postoji velika sli¢nost
sa ARCH modelom. CHARMA model se definiSe na sledeci nacin ( [8] ):

Te = Ue + Q¢
a; = 6141 + 8205 + -+ 6prar_p + 1,
gde je

1. {n} Gausov beli Sum sa o¢ekivanjem nula i varijansom o/,

2. {6:} = {(61¢)---,0p¢)'} je niz slucajnih vektora sa ocekivanjem nula i odredenom
nenegativnom kovarijansnom matricom {1,

3. {6:}1{n:} sunezavisni.

Za m > 0 model se definiSe na slede¢i nadin:
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ar = ai_ 16 + 1
gde je a; = (a¢—y, ..., ar—p)" vektor ¢iji su elementi kasnjenja za a, poznati do trenutka t — 1.
Uslovna varijansa za a; u CHARMA modelu je data sa:
of = 02 + aj_ycov(8)ar—1 = 0 + (ar-1, ) Ar—p) U ar1, v) Appp)’

Oznacimo sa w;; (I,j) —ti element matrice (). Primetimo da vaZi da je w;; = wj; jer je matrica ()

simetri¢na. Za p = 1, uslovna varijansa je data sa:
of = 07 + wy1af4
Sto je isto kao i kod ARCH(1) modela.
Zap = 2, uslovna varijansa je data sa:
0f = 0p + W110F_1 + 20128, _1Gp_p + 0,07,
Sto se znatno razlikuje u odnosu na uslovnu varijansu kod ARCH(2) modela. Isto vaziizap > 2.

ARCH i1 CHARMA modeli imaju istu formula za uslovnu varijansu kada je matrica ()
dijagonalna. Kako je matrica () nenegativna kovarijansna matrica, a a,% je varijansa, pa samim
tim i pozitivna, otuda vaZi da je of = a,? > 0, za sve t. Dakle, kod CHARMA modela, uslovna

varijansa je uvek pozitivna.

EGARCH

Najranija varijanta GARCH modela koji dozvoljava asimetri¢nost je eksponencijalni
GARCH model (EGARCH) koji je uveo Nelson 1991. godine. On je uveo novu funkciju datu sa
(71, 18]):

g(e) =0g +y[le | —E(e D],

gde su 6 i y realne konstante. Za &; i | & | — E(| & |) vaZi da su i.i.d. sa o¢ekivanjem nula i
neprekidnom raspodelom. Odatle sledi da je E[g(e;)] = 0. Asimetrija od g(e;) se moZe lako
uociti ako se g(&;) zapise na sledeéi nacin:

@ +v)ee —vE(UeD,ee =20

9(e) = {(9 —v)e —vE( &), & <0

Napomena: Za standardnu Gausovu slu¢ajnu promenljivu &, vazi E(| & ) = {/2/m.

EGARCH(p,q) model se definiSe na slede¢i nacin:
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ay = Ot&

1+ BL+ -+ Bgoq LI71
1—ayL — - —apl?P

In(of) = ay + g(&-1)

gde je

1. a konstanta,
2. L —operator ka$njenja (lag operator), za koji vazi: Lg(e,) = g(g,_1),
3. Polinomi 1+ ;L + -+ Bg-1L971 i 1 —a;L — -+ — a,LP nemaju zajednickih faktora i

sve apsolutne vrednosti nula polinoma su vece od 1.
Sada ¢emo predstaviti EGARCH(1,1) model:
Ar = 0t&

* + (Y + 6)gt—1 yEt—1 =0
1 —al) In(c? :{a
( ) n(oc) a, +( —6)(—&_1),&-1<0
gdejea, = (1 —a)ay —+/2/my.

Kod EGARCH(1,1) modela, uslovna varijansa se razvija nelinearno u odnosu na a,_q:

Ag_1

—2
Ot 1

Ae—q
2
VOt_1

Koeficijenti (6 + y) i (6 —y) ukazuju na razli¢ito reagovanje modela na pozitivne i negativne

{exp [(9 +7) l,at—l =20

0% = 0% exp (@.) =

exp I(B -7) g <0

Sokove.

SV model

Model stohasti¢ke volatilnosti (stohastic volatility model), SV, je model koji koristi
stohasticku jednacinu da bi opisao uslovnu volatilnost. Uveo ga je Taylor, 1989. godine. Sli¢no
kao EGARCH model, SV model koristi In (67?) umesto of, kako bi osigurao pozitivnost
varijanse. SV model je dat sa ( [7], [8] ):
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Ay = O0é&;
(1-ayB——a,BP)In(c®) = ap + v,
gde su
1. & sui.i.d.saN(0,1) raspodelom,
2. v suiid. sa V(0,0;) raspodelom,
3. {&}i{n.} sunezavisne,
4. ag je konstanta,
5. Sve nule polinoma 1 — Zle a;B* su po modulu veée od 1.
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4. Modeliranje GARCH(1,1) modela u Matlab-u

Jedan od programskih paketa koji je veoma pogodan za simulaciju GARCH modela jeste
Matlab, zbog niza ugradenih funkcija koje poseduje i koje su razvijene u cilju analize vremenskih
serija. Paketi alata koje ¢emo koristiti su sledeci: Financial Toolbox, Financial Time Series
Toolbox 1 GARCH Toolbox. ([14])

Analiza akcija NIS-a

Modeliranje GARCH(1,1) modela ¢emo sprovesti na osnovu realnih podataka o kretanju cena
akcija preduzeca ,,NIS - Naftna Industrija Srbije* ([13]). Posmatrac¢emo perod od 31.12.2013. do
31.1.2.2014. Taj period obuhvata 253 dana trgovanja (vikendi su izuzeti).

Za pocetak ¢emo predstaviti graficki kretanje cena akcija u ovom periodu.

950

900

850

800

Cene akcija po danima

750

700 | | | | |
0 50 100 150 200 250 300

Dani trgovanja akcijama (31.12.2013.-31.12.2014))

Grafik 4.0.1. Cene akcija preduzeca ,,NIS*

Na slede¢em grafiku prikazac¢emo obim trgovanja ovim hartijama.
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x10°

Broj prodatih akcija po danima
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Dani trgovanja akcijama (31.12.2013. - 31.12.2014.)

Grafik 4.0.2. Broj kupljenih akcija

GARCH model koristi prinose umesto cena, 1 na taj nafin se niz podataka transformiSe u
stacionarnu vremensku seriju. Zbog toga ¢emo sada od vremenske serije koja prikazuje cene
akcija napraviti vremensku seriju prinosa akcija. U Matlab-u se to moZe uraditi pomoc¢u ugradene
funkcije price2ret. Ova funkcija pravi logaritme prinosa akcija na slede¢i nacin:

Py
P4

1y = I(P) — In(P_y) = In( )

Razlog zaSto se koriste logaritamski prinosi, a ne relativni, jeste njihova osobina aditivnosti.
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Prinosi akeija
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Dani trgovanja akcijama (31.12 2013 - 31.12 2014)

Grafik 4.0.3. Prinosi akcija

Na osnovu grafika vidimo da je vremenska serija prinosa akcija stacionarna oko nule. Sada ¢emo
izraCunati joS neke osobine ove vremenske serije, a to su:

e (cekivanje (dobija se na osnovu ugradene funkcije mean). Rezultat koji smo dobili je:

-7.1068e-004

e Standardna devijacija (dobija se na osnovu ugradene funkcije std). Rezultat koji smo
dobili je:

0.0107

¢ Asimetrija (dobija se na osnovu ugradene funkcije skewness). Rezultat koji smo dobili je:
-0.2063

e Spljostenost (dobija se na osnovu ugradene funkcije kurtosis). Rezultat koji smo dobili je:
15.0075

Koeficijent asimetrije je < 0, pa zaklju€ujemo da je raspodela prinosa asimetri¢na ulevo. Takode,
kako je koeficijent spljoStenosti > 3, zaklju¢ujemo da su repovi raspodele ove serije ,,deblji* od
repova normalne raspodele, odnosno raspodela je izduZzena u odnosu na normalnu
raspodelu(leptokurti¢na).
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Sada proveravamo da li postoji autokorelacija medu prinosima. To radimo pomocu autocorr
funkcije u Matlabu. U nastavku su dati grafik autokorelacione funkcije serije prinosa akcija i
grafik autokorelacione funkcije kvadrata serije prinosa akcija prinosa.

Sample Autocorrelation Function (ACF)

08 f-mmeeee [ [ S - [ [ [ - [/ E

Sample Autocorrelation

5] S — — S S S S ———

o2 | | | | | | | |
0

Grafik 4.0.4. Autokorelaciona funkcija prinosa akcija

Sample Autocorrelation Function (ACF)

08

Sample Autocorrelation
o o
E= [=2]

2
[

Grafik 4.0.5. Autokorelaciona funkcija kvadrata prinosa akcija
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Sa prvog grafika vidimo da su koeficijenti autokorelacije za prinose akcija priblizno jednaki nuli,
tj. da je korelacija izmedu prinosa izuzetno mala, ili uopste ne postoji. Medutim, na drugoj slici je
situacija drugacija, odnosno, kada posmatramo kvadrate prinosa moze se uociti korelacija,
odnosno postojanje heteroskedasti¢nosti.

Ovo se moZe proveriti i na drugaciji nacin, koriS¢enjem Ljung-Boksovog testa. Kod njega nulta
hipoteza glasi da nema autokorelacije, a alternativna hipoteza je da autokorelacija postoji. Koristi
se sledeca test statistika:

20 )
= N(N +2) Z -
v "B
k=1
koja ima raspodelu:
Q“’Xf—a,zo
a hipoteze su:
Hy:Q =0, H:Q >0

Za ovaj test postoji ugradena funkcija u Matlab-u pod nazivom [bgtest, i nju primenjujemo na
kvadrate prinosa. Dobijamo vrednost jedan (1), $to znaci da se nulta hipoteza odbacuje, odnosno
zakljucujemo da postoji heteroskedasti¢nost.

Kao $to se vidi u Tabeli 4.0.1. najnizi logaritamski prinos pojavio se 114-og dana trgovanja i
iznosio je -0.066, Sto se mozZe objasniti padom cene a takode i padom obima trgovanja.

Dan Datum Cena Obim  Prinos

113 17.6.2014 939 16873 0.0021
114 18.6.2014 879 12959 -0.0660
115 19.6.2014 862 3235 -0.0195

Tabela 4.0.1. Najnizi logaritamski prinos

Ipak, ono $to nas viSe zanima jeste najviSi logaritamski prinos, koji se pojavio 245-og dana
trgovanja i iznosio je 0.0645.

Dan Datum Cena Obim  Prinos

244 18.12.2014 721 10746 0.0281
245 19.12.2014 769 9930 0.0645
246 22.12.2014 751 56603 -0.0237

Tabela 4.0.2. Najvisi logaritamski prinos
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Kvadrirane vrednosti niza {a;, t = 1,2, ... } date sa:
2 _ ;2.2 2
a;i = oger = (Ve — Ue)
u literature se nazivaju inovacija, i mogu se tumaciti kao standarne devijacije prinosa.

U Matlab-u vrednosti inovacija dobijamo kao kvadrate logaritamskih prinosa, uz pretpostavku da
je srednji logaritamski prinos jednak nuli. Naravno, postoje dve mogucnosti gde ¢e inovacija biti
najveca. To su najvisi i najnizi prinos. Kako se kvadriranjem gubi negativan znak, najveca je
inovacija kod onog prinosa koji je veci po apsolutnoj vrednosti. U ovom slucaju, to je najnizi

prinos.
Dan Datum Cena Obim  Prinos Imovacija
113 17.6.2014 939 16873 0.0021 0.0000
114 18.6.2014 879 12959 -0.0660 0.0044
115 19.6.2014 862 3235 -0.0195 0.0004

Tabela 4.0.3. Vrednost inovacije za najniZi prinos

Dan Datum Cena Obim  Prinos Inovacija
244 18.12.2014 721 10746 0.0281 0.0008
245 19.12.2014 769 9930 0.0645 0.0042

246 22.12.2014 751 56603 -0.0237 0.0006
Tabela 4.0.4. Vrednost inovacije za najviSi prinos

Dakle, vrednost inovacije je najviSa za 114-ti dan trgovanja 1 iznosi 0.044. Na grafiku 4.0.6. su
prikazane vrednosti svih inovacija.

x10°

Vrednost inovacija po danima trgovanja

OZM JK W . MMU\MWJ\AM“/\\ ‘

100 150 200 250 300
Dani frgovanja akcijama (31.12.2013 - 31.12.2014.)

Grafik 4.0.6. Vrednosti inovacija
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Dalje ¢emo izracunati parameter GARCH(1,1) modela pomoc¢u nekoliko ugradenih funkcija, ali
kako ove funkcije zahtevaju da prinosi dolaze iz normalne raspodele, prvo ¢emo to proveriti.
Proveru vr§imo pomoc¢u Jarque-Bera testa normalnosti, ija je test statstika:

(K —3)?

B—T52+

)

koja ima raspodelu:
JB~x %—a,z
a hipoteze su:
Hy:JB =0,H;:JB >0

U Matlabu se ovo proverava pomou ugradene funkcije jbtest, gde su ulazni parametri prinosi, a
postoje dve izlazne vrednosti, npr:

[h,p]=jbtest(prinosi)
Ukoliko je h = 11 p < 0.05 nulta hipoteza se odbacuje, a u suprotnom se prihvata.

U nasem slucaju dobijamo: h =1 i p = 1.0000e — 003 < 0.05, pa zakljuCujemo da prinosi
dolaze iz normalne raspodele. Sada mozemo da ocenimo parametre GARCH(1,1) modela.
Koristimo komande: garchset, garchfit i garchdisp. Funkcija verodostojnosti je ve¢ ugradena.

Na osnovu datih komandi dobijamo ocenjene vrednosti parametara:

Parametar Procenjena vrednost | Standardna greSka t-vrednost
u -0.00063101 0.00084529 -0.7465
Qg 3.9577e-005 9.1038e-006 4.3473
aq 0.34733 0.1475 2.3547
By 0.34443 0.14134 2.4369

Tabela 4.0.5. Ocena parametara

U poslednjoj koloni smo dobili t — statistiku. T — statistika nam pretstavlja merilo za prikazivanje
odstupanja procenjene vrednosti parametra od stvarne vrednosti.

Sada jo$ preostaje da izraCunamo volatilnost. PoSetna volatilnost dobija se na osnovu formule:

Kappa
1 — Alpha — Beta
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i iznosi 0.0113. Za racunanje ostalih volatilnosti neophodno je napisati program, a pseudokod se
moZe pronaci u Prilogu broj 2. Na grafiku 4.0.7. prikazane su sve dobijene volatilnosti.
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Dani frgovanja (31.12.2013.-31.12.2014)

Grafik 4.0.7. Volatilnost po danima

Najvisa volatilnost pojavila se dan nakon ,,Soka“, odnosno velike vrednosti inovacije. To je dan
nakon §to je prinos bio najviSi i volatilnost je iznosila je 0.0427. Ovo je bilo i prirodno jer
volatilnost za odredeni dan raCunamo na osnovu informacija iz proslosti.

Dan Datum Cena Obim Prinos Imovacija Volatilnost
245 19.12.2014 769 9930 0.0645 0.0042 0.0244
246 22.12.2014 751 56603 -0.0237 0.0006 0.0427

Tabela 4.0.5. Volatilnost nakon najviSeg prinosa

Veliku vrednost za volatilnost takode dobijamo i dan nakon S$to je prinos bio najniZi, odnosno
posle velikog ,,Soka*.

Dan Datum Cena Obim  Prinos Inovacija Volatilnost
114 18.6.2014 879 12959 -0.0660 0.0044 0.0078
115 19.6.2014 862 3235 -0.0195 0.0004 0.0416

Tabela 4.0.6. Volatilnost nakon najniZeg prinosa
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Sada ¢emo uporediti kretanje prinosa i volatilnosti.

0.08 T T T T

prinosi
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Prinosi i volatiinost po danima
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Dani trgovanja akcijama (31.12.2013.- 31.12.2014)

Grafik 4.0.8. Prinosi i volatilnost

Vidimo da se krive dobro slazu, odnosno da je kretanje ova dva parametra uskladeno. Osim toga,
vidimo i da veliki skokovi prinosa dovode do velikog skoka volatilnosti.

Sada imamo sve potrebne podatke da kreiramo GARCH(1,1) model:

. = —0.00063101 + a,
o2 = 3.9577e — 005 + 0.34733a2_, + 0.3444302,

Ovaj model koristi¢emo za predvidanje buducih vrednosti inovacija i volatilnosti. To je izuzetno
vazno znati prilikom donoSenja poslovnih odluka. U Matlab-u koristimo funkciju ugarchsim.
Dobijeni rezultati prikazani su u Prilogu broj 3. Predvideli smo 365 inovacija 1 volatilnost,
odnosno podatke za celu 2015-tu godinu. Na grafiku 4.0.9. prikazane su buduce vrednosti
inovacija i volatilnosti za narednih 10 dana, a na grafiku 4.0.10. za svih 365 dana.
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Simulirane inovacije vremenske serije
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Grafik 4.0.9. Buduce vrednosti inovacija i volatilnosti za 10 dana
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Grafik 4.0.10. Buduce vrednosti inovacija i volatilnosti za 365 dana
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Zakljucak

Kako se u svetu sve viSe trguje razli¢itim hartijama od vrednosti, neophodno je bilo
utvrditi meru rizika trgovanja, koja opisuje kretanja finansijskog trzista. Mnogi konvencionalni
metodi za merenje rizika se zasnivaju na merenju varijanse (volatilnosti) hartija od vrednosti. U
teoriji finansijskih trZiSta, glavna pretpostavka je da profit prati model stacionarne vremenske
serije sa stohastiCkom strukturom volatilnosti. Prisustvo stohasticke volatilnosti podrazumeva da
profiti nisu nuZno nezavisni tokom vremena.

1982. godine, Engle je predloZio proces volatilnosti sa promenljivom uslovnom
varijansom, odnosno AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity (ARCH) proces. Empirijski
podaci su pokazali da red ARCH modela mora unapred biti zadat kako bi se ispratila dinamika
volatilnosti. Takode, visok red ovog modela zahteva mnogo proracuna, jer svi koeficijenti moraju
biti utvrdeni. Cetiri godine kasnije, 1986, Bolerslev je predloZio generalizovani ARCH (GARCH)
model kao prirodno reSenje za ARCH modele visokog reda. Ovaj model znacajno smanjuje broj
parametara koji se moraju odrediti, 1 na taj nacin smanjuje 1 broj izraCunavanja.

U ovom radu je prikazan samo mali deo teorije ARCH i GARCH modela, vrlo mo¢nih
aparata u savremenoj ekonometrijskoj analizi. Ono $to pokazuje njihovu atraktivnost i efikasnost
jeste postojanje raznih modifikacija ovih modela. To samo pokazuje koliko se ovi modeli
izuCavaju i poboljSavaju, a sa svakom novom korekcijom oni daju sve bolje rezultate i
prevazilaze odredene nedostatke.
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Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

U prilogu broj 1 prikazani su kori$¢eni podaci o kretanju cena akcija i obima trgovanja,

kao 1 vrednosti koje su izracunate u radu, a to su vrednosti prinosa, inovacija 1 volatilnosti. Podaci

0 cenama i obimu trgovanja su javni i nalaze se na web sajtu Beogradske berze ([13]).

Dan Datum Cena Obim Prinos Inovacija Volatilnost
1 31.12.2013 927 5351 / / /
2 3.1.2014 932 7397 0.0054 0.0000 0.0113
3 6.1.2014 934 3588 0.0021 0.0000 0.0094
4 8.1.2014 931 4826 -0.0032 0.0000 0.0082
5 9.1.2014 940 12665 0.0096 0.0001 0.0079
6 10.1.2014 939 6121 -0.0011 0.0000 0.0097
7 13.1.2014 943 5071 0.0043 0.0000 0.0082
8 14.1.2014 938 6542 -0.0053 0.0000 0.0081
9 15.1.2014 944 16123 0.0064 0.0000 0.0083
10 16.1.2014 941 3646 -0.0032 0.0000 0.0087
11 17.1.2014 945 5801 0.0042 0.0000 0.0081
12 20.1.2014 944 5627 -0.0011 0.0000 0.0081
13 21.1.2014 944 5265 0 0 0.0077
14 22.1.2014 941 24212 -0.0032 0.0000 0.0075
15 23.1.2014 943 4111 0.0021 0.0000 0.0077
16 24.1.2014 939 1362 -0.0043 0.0000 0.0076
17 27.1.2014 909 9954 -0.0325 0.0011 0.0079
18 28.1.2014 900 13809 -0.0100 0.0001 0.0215
19 29.1.2014 902 25490 0.0022 0.0000 0.0150
20 30.1.2014 903 15038 0.0011 0.0000 0.0105
21 31.1.2014 900 26690 -0.0033 0.0000 0.0086
22 3.2.2014 900 2841 0 0 0.0081
23 4.2.2014 898 4865 -0.0022 0.0000 0.0076
24 5.2.2014 892 3529 -0.0067 0.0000 0.0076
25 6.2.2014 890 2841 -0.0022 0.0000 0.0086
26 7.2.2014 894 7388 0.0045 0.0000 0.0079
27 10.2.2014 891 33556 -0.0034 0.0000 0.0081
28 11.2.2014 892 21354 0.0011 0.0000 0.0079
29 12.2.2014 892 4723 0 0 0.0076
30 13.2.2014 891 8326 -0.0011 0.0000 0.0075
31 14.2.2014 892 3575 0.0011 0.0000 0.0075
32 18.2.2014 895 10767 0.0034 0.0000 0.0075
33 19.2.2014 916 8192 0.0232 0.0005 0.0077
34 20.2.2014 928 6260 0.0130 0.0002 0.0162
35 21.2.2014 928 5350 0 0 0.0137
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36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80

24.2.2014
25.2.2014
26.2.2014
27.2.2014
28.2.2014

3.3.2014

4.3.2014

5.3.2014

6.3.2014

7.3.2014
10.3.2014
11.3.2014
12.3.2014
13.3.2014
14.3.2014
17.3.2014
18.3.2014
19.3.2014
20.3.2014
21.3.2014
24.3.2014
25.3.2014
26.3.2014
27.3.2014
28.3.2014
31.3.2014

1.4.2014

2.4.2014

3.4.2014

4.4.2014

7.4.2014

8.4.2014

9.4.2014
10.4.2014
11.4.2014
14.4.2014
15.4.2014
16.4.2014
17.4.2014
22.4.2014
23.4.2014
24.4.2014
25.4.2014
28.4.2014
29.4.2014

928
928
928
929
932
932
931
931
932
933
935
932
931
931
932
931
929
927
921
907
895
901
903
902
900
895
895
896
896
900
911
918
930
927
930
929
926
927
926
927
930
930
931
930
929

8411
11468
4454
7978
7366
27649
23371
8224
6248
12979
9975
27385
3711
8113
6257
7193
14999
2721
13898
2915
7973
5210
3946
15702
8895
14012
7330
5067
4037
15413
15365
7138
48709
7325
4691
12935
11983
10390
7036
3994
14134
4526
16577
20890
5808

0.0011
0.0032

-0.0011

0.0011
0.0011
0.0021
-0.0032
-0.0011

0.0011
-0.0011
-0.0022
-0.0022
-0.0065
-0.0153
-0.0133

0.0067

0.0022
-0.0011
-0.0022
-0.0056

0.0011

0.0045
0.0121
0.0077
0.0130
-0.0032
0.0032
-0.0011
-0.0032
0.0011
-0.0011
0.0011
0.0032

0.0011
-0.0011
-0.0011

0.0000
0.0000

0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0002
0.0002
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000

0.0000
0.0001
0.0001
0.0002
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0000
0.0000
0.0000

0.0099
0.0083
0.0077
0.0075
0.0075
0.0077
0.0075
0.0075
0.0074
0.0075
0.0075
0.0076
0.0077
0.0075
0.0075
0.0075
0.0075
0.0076
0.0076
0.0085
0.0123
0.0124
0.0102
0.0085
0.0078
0.0077
0.0083
0.0077
0.0075
0.0075
0.0079
0.0107
0.0098
0.0115
0.0092
0.0083
0.0077
0.0078
0.0076
0.0075
0.0075
0.0077
0.0075
0.0075
0.0075
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81 30.4.2014 929 4249 0 0 0.0075
82 5.5.2014 915 20573 -0.0152 0.0002 0.0074
83 6.5.2014 911 3406 -0.0044 0.0000 0.0120
84 7.5.2014 909 3339 -0.0022 0.0000 0.0095
85 8.5.2014 905 2707 -0.0044 0.0000 0.0083
86 9.5.2014 906 3020 0.0011 0.0000 0.0082
87 12.5.2014 905 4876 -0.0011 0.0000 0.0077
88 13.5.2014 907 16638 0.0022 0.0000 0.0075
89 14.5.2014 911 9097 0.0044 0.0000 0.0076
90 15.5.2014 917 3139 0.0066 0.0000 0.0080
91 16.5.2014 929 13390 0.0130 0.0002 0.0086
92 19.5.2014 938 25890 0.0096 0.0001 0.0112
93 20.5.2014 941 12184 0.0032 0.0000 0.0107
94 21.5.2014 938 8044 -0.0032 0.0000 0.0088
95 22.5.2014 942 19985 0.0043 0.0000 0.0081
96 23.5.2014 939 3413 -0.0032 0.0000 0.0081
97 26.5.2014 930 9747 -0.0096 0.0001 0.0079
98 27.5.2014 931 4940 0.0011 0.0000 0.0096
99 28.5.2014 931 6638 0 0 0.0082
100 29.5.2014 938 7991 0.0075 0.0001 0.0077
101 30.5.2014 940 12575 0.0021 0.0000 0.0088
102 2.6.2014 938 4385 -0.0021 0.0000 0.0080
103 3.6.2014 941 17633 0.0032 0.0000 0.0077
104 4.6.2014 941 7785 0 0 0.0078
105 5.6.2014 945 21366 0.0042 0.0000 0.0075
106 6.6.2014 945 4898 0 0 0.0079
107 9.6.2014 941 4227 -0.0042 0.0000 0.0076
108 10.6.2014 943 5841 0.0021 0.0000 0.0079
109 11.6.2014 944 9814 0.0011 0.0000 0.0077
110 12.6.2014 943 8351 -0.0011 0.0000 0.0075
111 13.6.2014 942 34151 -0.0011 0.0000 0.0075
112 16.6.2014 937 41966 -0.0053 0.0000 0.0075
113 17.6.2014 939 16873 0.0021 0.0000 0.0081
114 18.6.2014 879 12959 -0.0660 0.0044 0.0078
115 19.6.2014 862 3235 -0.0195 0.0004 0.0416
116 20.6.2014 877 5090 0.0173 0.0003 0.0272
117 23.6.2014 875 2697 -0.0023 0.0000 0.0197
118 24.6.2014 880 17662 0.0057 0.0000 0.0128
119 25.6.2014 877 4243 -0.0034 0.0000 0.0101
120 26.6.2014 884 10722 0.0080 0.0001 0.0086
121 27.6.2014 883 4973 -0.0011 0.0000 0.0093
122 30.6.2014 887 4078 0.0045 0.0000 0.0081
123 1.7.2014 900 6416 0.0145 0.0002 0.0081
124 2.7.2014 918 6402 0.0198 0.0004 0.0118
125 3.7.2014 919 7494 0.0011 0.0000 0.0153
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126 4.7.2014 908 2315 -0.0120 0.0001 0.0106
127 7.7.2014 908 3296 0 0 0.0114
128 8.7.2014 909 3972 0.0011 0.0000 0.0089
129 9.7.2014 916 3855 0.0077 0.0001 0.0079
130 10.7.2014 913 3503 -0.0033 0.0000 0.0090
131 11.7.2014 913 4551 0 0 0.0082
132 14.7.2014 905 3208 -0.0088 0.0001 0.0077
133 15.7.2014 906 2111 0.0011 0.0000 0.0093
134 16.7.2014 909 6983 0.0033 0.0000 0.0081
135 17.7.2014 911 13175 0.0022 0.0000 0.0079
136 18.7.2014 912 4840 0.0011 0.0000 0.0077
137 21.7.2014 913 4370 0.0011 0.0000 0.0075
138 22.7.2014 913 5542 0 0 0.0075
139 23.7.2014 917 12050 0.0044 0.0000 0.0074
140 24.7.2014 917 5522 0 0 0.0079
141 25.7.2014 915 7018 -0.0022 0.0000 0.0076
142 28.7.2014 914 2035 -0.0011 0.0000 0.0076
143 29.7.2014 913 7029 -0.0011 0.0000 0.0075
144 30.7.2014 905 4003 -0.0088 0.0001 0.0075
145 31.7.2014 902 1679 -0.0033 0.0000 0.0092
146 1.8.2014 896 1580 -0.0067 0.0000 0.0083
147 4.8.2014 881 1748 -0.0169 0.0003 0.0088
148 5.8.2014 876 3416 -0.0057 0.0000 0.0131
149 6.8.2014 867 13673 -0.0103 0.0001 0.0102
150 7.8.2014 871 3246 0.0046 0.0000 0.0106
151 8.8.2014 880 3161 0.0103 0.0001 0.0090
152 11.8.2014 880 3025 0 0 0.0102
153 12.8.2014 883 2922 0.0034 0.0000 0.0084
154 13.8.2014 890 32766 0.0079 0.0001 0.0080
155 14.8.2014 890 2990 0 0 0.0091
156 15.8.2014 891 5716 0.0011 0.0000 0.0080
157 18.8.2014 897 10107 0.0067 0.0000 0.0076
158 19.8.2014 900 12456 0.0033 0.0000 0.0086
159 20.8.2014 905 19094 0.0055 0.0000 0.0081
160 21.8.2014 906 3500 0.0011 0.0000 0.0084
161 22.8.2014 911 8401 0.0055 0.0000 0.0078
162 25.8.2014 902 4435 -0.0099 0.0001 0.0083
163 26.8.2014 901 3805 -0.0011 0.0000 0.0099
164 27.8.2014 904 5376 0.0033 0.0000 0.0083
165 28.8.2014 904 5361 0 0 0.0080
166 29.8.2014 905 4299 0.0011 0.0000 0.0076
167 1.9.2014 905 6248 0 0 0.0075
168 2.9.2014 906 4871 0.0011 0.0000 0.0074
169 3.9.2014 908 3829 0.0022 0.0000 0.0075
170 4.9.2014 905 5482 -0.0033 0.0000 0.0076
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171 5.9.2014 900 1177 -0.0055 0.0000 0.0077
172 8.9.2014 886 2816 -0.0157 0.0002 0.0083
173 9.9.2014 881 2725 -0.0057 0.0000 0.0124
174 10.9.2014 880 2589 -0.0011 0.0000 0.0099
175 11.9.2014 896 8410 0.0180 0.0003 0.0083
176 12.9.2014 899 4359 0.0033 0.0000 0.0136
177 15.9.2014 895 7076 -0.0045 0.0000 0.0100
178 16.9.2014 883 5218 -0.0135 0.0002 0.0088
179 17.9.2014 887 17238 0.0045 0.0000 0.0115
180 18.9.2014 884 2212 -0.0034 0.0000 0.0094
181 19.9.2014 886 6584 0.0023 0.0000 0.0084
182 22.9.2014 883 3969 -0.0034 0.0000 0.0079
183 23.9.2014 885 12342 0.0023 0.0000 0.0078
184 24.9.2014 885 45225 0 0 0.0077
185 25.9.2014 883 3423 -0.0023 0.0000 0.0075
186 26.9.2014 888 3693 0.0056 0.0000 0.0076
187 29.9.2014 881 2444 -0.0079 0.0001 0.0083
188 30.9.2014 886 4368 0.0057 0.0000 0.0091
189 1.10.2014 881 3220 -0.0057 0.0000 0.0087
190 2.10.2014 888 3243 0.0079 0.0001 0.0086
191 3.10.2014 887 2181 -0.0011 0.0000 0.0092
192 6.10.2014 895 4966 0.0090 0.0001 0.0081
193 7.10.2014 899 33533 0.0045 0.0000 0.0094
194 8.10.2014 900 32823 0.0011 0.0000 0.0086
195 9.10.2014 897 4068 -0.0033 0.0000 0.0078
196 10.10.2014 899 6272 0.0022 0.0000 0.0078
197 13.10.2014 896 6616 -0.0033 0.0000 0.0077
198 14.10.2014 890 2327 -0.0067 0.0000 0.0078
199 15.10.2014 887 24588 -0.0034 0.0000 0.0086
200 16.10.2014 887 5797 0 0 0.0081
201 17.10.2014 885 4247 -0.0023 0.0000 0.0076
202 20.10.2014 883 1476 -0.0023 0.0000 0.0076
203 21.10.2014 865 18308 -0.0206 0.0004 0.0076
204 22.10.2014 866 37713 0.0012 0.0000 0.0148
205 23.10.2014 865 22242 -0.0012 0.0000 0.0104
206 24.10.2014 866 3462 0.0012 0.0000 0.0085
207 27.10.2014 874 3983 0.0092 0.0001 0.0078
208 28.10.2014 878 8166 0.0046 0.0000 0.0095
209 29.10.2014 875 7227 -0.0034 0.0000 0.0086
210 30.10.2014 870 1276 -0.0057 0.0000 0.0081
211 31.10.2014 870 3436 0 0 0.0084
212 3.11.2014 869 5114 -0.0012 0.0000 0.0078
213 4.11.2014 869 4227 0 0 0.0076
214 5.11.2014 865 11277 -0.0046 0.0000 0.0075
215 6.11.2014 853 9973 -0.0140 0.0002 0.0080
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216 7.11.2014 850 4400 -0.0035 0.0000 0.0115
217 10.11.2014 850 4391 0 0 0.0092
218 12.11.2014 835 4396 -0.0178 0.0003 0.0080
219 13.11.2014 847 8241 0.0143 0.0002 0.0134
220 14.11.2014 841 4565 -0.0071 0.0001 0.0132
221 17.11.2014 837 3159 -0.0048 0.0000 0.0106
222 18.11.2014 833 4194 -0.0048 0.0000 0.0091
223 19.11.2014 825 51807 -0.0097 0.0001 0.0085
224 20.11.2014 810 23392 -0.0183 0.0003 0.0098
225 21.11.2014 818 4473 0.0098 0.0001 0.0141
226 24.11.2014 835 14256 0.0206 0.0004 0.0117
227 25.11.2014 838 34568 0.0036 0.0000 0.0156
228 26.11.2014 862 40133 0.0282 0.0008 0.0110
229 27.11.2014 863 51355 0.0012 0.0000 0.0196
230 28.11.2014 846 16630 -0.0199 0.0004 0.0127
231 1.12.2014 839 1932 -0.0083 0.0001 0.0155
232 2.12.2014 826 84265 -0.0156 0.0002 0.0119
233 3.12.2014 830 38394 0.0048 0.0000 0.0133
234 4.12.2014 829 29663 -0.0012 0.0000 0.0101
235 5.12.2014 829 6491 0 0 0.0084
236 8.12.2014 819 4511 -0.0121 0.0001 0.0078
237 9.12.2014 811 3710 -0.0098 0.0001 0.0106
238 10.12.2014 805 37459 -0.0074 0.0001 0.0105
239 11.12.2014 786 3827 -0.0239 0.0006 0.0097
240 12.12.2014 762 10900 -0.0310 0.0010 0.0169
241 15.12.2014 737 3081 -0.0334 0.0011 0.0223
242 16.12.2014 731 6746 -0.0082 0.0001 0.0250
243 17.12.2014 701 16681 -0.0419 0.0018 0.0162
244 18.12.2014 721 10746 0.0281 0.0008 0.0282
245 19.12.2014 769 9930 0.0645 0.0042 0.0244
246 22.12.2014 751 56603 -0.0237 0.0006 0.0427
247 23.12.2014 751 8268 0 0 0.0289
248 24.12.2014 750 3042 -0.0013 0.0000 0.0175
249 25.12.2014 740 2896 -0.0134 0.0002 0.0116
250 26.12.2014 748 4145 0.0108 0.0001 0.0123
251 29.12.2014 740 11692 -0.0108 0.0001 0.0114
252 30.12.2014 744 21267 0.0054 0.0000 0.0111
253 31.12.2014 775 15203 0.0408 0.0017 0.0094
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Prilog 2

U prilogu broj 2 prikazan je pseudokod koji je implementiran u Matlab-u i pomoc¢u njega
su izraCunate vrednosti volatilnosti za sve dane trgovanja.
sigma(1l)=sqrt((Kappa/(1-Alpha-Beta))) ( procena pocetne volatilnosti )
for i=2:(dani-1),

sigma(i)=sqrt(Kappa + Beta*sigma(i-1)*sigma(i-1) + Alpha*prinosi(i-1)*prinosi(i-1));
end

Prilog 3

U prilogu broj 3 prikazane su dobijene buduce vrednosti inovacija i volatilnosti.

Dan Buduca inovacija Buduca volatilnost
1.0e-003 *
1 0.0223 0.9752
2 -0.0048 0.5499
3 -0.0019 0.2385
4 0.0166 0.1237
5 0.0188 0.1771
6 0.0211 0.2222
7 0.0110 0.2704
8 -0.0160 0.1755
9 0.0099 0.1887
10 0.0192 0.1385
11 0.0072 0.2145
12 0.0119 0.1317
13 0.0084 0.1339
14 -0.0032 0.1105
15 0.0027 0.0814
16 -0.0066 0.0703
17 0.0079 0.0790
18 -0.0108 0.0885
19 -0.0112 0.1104
20 -0.0089 0.1214
21 -0.0308 0.1091
22 0.0289 0.4033
23 0.0070 0.4671
24 -0.0112 0.2188
25 0.0173 0.1585
26 -0.0240 0.1972
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27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71

-0.0018
-0.0029
0.0031
0.0027
-0.0071
-0.0003
-0.0014
0.0050
0.0092
0.0107
-0.0091
0.0008
-0.0106
-0.0114
-0.0001
0.0138
-0.0089
0.0040
-0.0021
0.0094
-0.0106
0.0003
0.0049
0.0095
0.0152
0.0011
-0.0144
-0.0089
-0.0115
0.0263
-0.0110
0.0104
-0.0023
0.0085
-0.0075
-0.0135
-0.0165
0.0065
-0.0019
-0.0018
0.0118
0.0031
0.0018
0.0132
-0.0089

0.3070
0.1473
0.0937
0.0754
0.0683
0.0809
0.0677
0.0637
0.0704
0.0930
0.1113
0.1068
0.0769
0.1053
0.1211
0.0817
0.1340
0.1135
0.0844
0.0704
0.0943
0.1108
0.0781
0.0749
0.0969
0.1528
0.0930
0.1432
0.1165
0.1252
0.3214
0.1932
0.1439
0.0914
0.0962
0.0924
0.1342
0.1797
0.1167
0.0814
0.0689
0.1113
0.0815
0.0690
0.1234
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72 0.0073 0.1100
73 0.0082 0.0962
74 -0.0024 0.0961
75 0.0019 0.0749
76 -0.0095 0.0668
77 -0.0111 0.0940
78 0.0011 0.1149
79 0.0065 0.0799
80 0.0234 0.0817
81 -0.0107 0.2561
82 0.0024 0.1677
83 -0.0008 0.0999
84 -0.0167 0.0745
85 -0.0056 0.1613
86 -0.0185 0.1063
87 0.0117 0.1945
88 -0.0110 0.1544
89 0.0012 0.1352
90 -0.0051 0.0870
91 0.0027 0.0787
92 -0.0050 0.0694
93 0.0042 0.0723
94 0.0062 0.0707
95 0.0151 0.0774
96 -0.0023 0.1446
97 -0.0205 0.0917
98 -0.0123 0.2158
99 0.0175 0.1669
100 -0.0153 0.2031
101 0.0133 0.1905
102 0.0016 0.1663
103 0.0142 0.0982
104 -0.0235 0.1435
105 -0.0033 0.2795
106 -0.0143 0.1404
107 0.0367 0.1589
108 0.0195 0.5576
109 0.0263 0.3641
110 -0.0213 0.4045
111 -0.0086 0.3361
112 -0.0037 0.1817
113 0.0114 0.1073
114 -0.0031 0.1215
115 0.0065 0.0850
116 -0.0187 0.0835
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117 -0.0049 0.1897
118 -0.0088 0.1136
119 -0.0162 0.1056
120 0.0066 0.1667
121 0.0030 0.1123
122 0.0003 0.0817
123 -0.0110 0.0680
124 0.0115 0.1048
125 0.0039 0.1219
126 -0.0028 0.0871
127 0.0002 0.0725
128 -0.0021 0.0648
129 -0.0140 0.0636
130 -0.0032 0.1288
131 -0.0078 0.0879
132 -0.0093 0.0910
133 -0.0116 0.1013
134 -0.0059 0.1214
135 -0.0194 0.0936
136 0.0137 0.2015
137 0.0069 0.1741
138 -0.0002 0.1162
139 -0.0003 0.0800
140 -0.0066 0.0674
141 0.0090 0.0778
142 -0.0013 0.0944
143 -0.0061 0.0729
144 0.0119 0.0777
145 -0.0024 0.1155
146 -0.0053 0.0817
147 -0.0026 0.0777
148 -0.0070 0.0689
149 -0.0101 0.0806
150 0.0256 0.1024
151 0.0287 0.3001
152 0.0064 0.4271
153 -0.0179 0.2018
154 -0.0128 0.2195
155 -0.0023 0.1725
156 0.0080 0.1013
157 -0.0131 0.0966
158 -0.0268 0.1322
159 -0.0264 0.3326
160 0.0066 0.3957
161 0.0054 0.1922
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162 0.0049 0.1165
163 -0.0012 0.0882
164 0.0015 0.0707
165 -0.0038 0.0650
166 0.0071 0.0672
167 -0.0122 0.0801
168 0.0050 0.1186
169 -0.0080 0.0892
170 -0.0032 0.0927
171 0.0048 0.0754
172 0.0089 0.0737
173 -0.0108 0.0926
174 0.0133 0.1116
175 0.0078 0.1394
176 -0.0007 0.1089
177 -0.0017 0.0776
178 -0.0018 0.0675
179 -0.0024 0.0641
180 0.0002 0.0639
181 0.0004 0.0618
182 0.0065 0.0611
183 0.0132 0.0752
184 0.0052 0.1260
185 -0.0020 0.0928
186 0.0053 0.0732
187 0.0016 0.0749
188 -0.0084 0.0664
189 0.0088 0.0869
190 0.0030 0.0967
191 0.0012 0.0763
192 0.0042 0.0666
193 0.0022 0.0688
194 -0.0076 0.0651
195 -0.0015 0.0821
196 -0.0012 0.0688
197 -0.0043 0.0640
198 0.0139 0.0680
199 -0.0100 0.1295
200 -0.0053 0.1188
201 -0.0068 0.0904
202 -0.0109 0.0868
203 -0.0020 0.1109
204 -0.0024 0.0795
205 0.0127 0.0693
206 -0.0027 0.1195
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207 -0.0097 0.0836
208 0.0161 0.1012
209 0.0158 0.1644
210 -0.0031 0.1830
211 -0.0155 0.1065
212 -0.0056 0.1597
213 -0.0016 0.1059
214 0.0024 0.0773
215 -0.0022 0.0684
216 0.0036 0.0650
217 0.0032 0.0665
218 -0.0102 0.0662
219 -0.0094 0.0982
220 -0.0076 0.1041
221 -0.0050 0.0954
222 -0.0029 0.0812
223 0.0001 0.0707
224 -0.0243 0.0641
225 -0.0074 0.2645
226 0.0152 0.1505
227 -0.0140 0.1718
228 0.0121 0.1666
229 0.0043 0.1475
230 -0.0003 0.0970
231 0.0016 0.0733
232 -0.0127 0.0659
233 -0.0009 0.1180
234 0.0144 0.0809
235 0.0012 0.1393
236 0.0004 0.0884
237 -0.0062 0.0703
238 -0.0003 0.0771
239 0.0019 0.0664
240 0.0034 0.0639
241 -0.0030 0.0658
242 -0.0019 0.0656
243 0.0161 0.0636
244 -0.0278 0.1514
245 0.0422 0.3581
246 0.0094 0.7770
247 0.0184 0.3400
248 -0.0276 0.2748
249 -0.0118 0.3971
250 -0.0042 0.2251
251 0.0047 0.1238
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252 -0.0159 0.0902
253 0.0059 0.1575
254 -0.0125 0.1064
255 0.0008 0.1304
256 0.0060 0.0851
257 0.0030 0.0816
258 0.0091 0.0709
259 0.0097 0.0928
260 -0.0066 0.1042
261 0.0025 0.0910
262 -0.0081 0.0732
263 -0.0124 0.0875
264 0.0102 0.1226
265 0.0000 0.1183
266 -0.0005 0.0807
267 0.0075 0.0677
268 0.0054 0.0824
269 0.0031 0.0782
270 0.0105 0.0701
271 0.0094 0.1016
272 0.0025 0.1051
273 -0.0061 0.0782
274 -0.0058 0.0796
275 0.0106 0.0788
276 -0.0166 0.1056
277 -0.0003 0.1707
278 -0.0194 0.0989
279 0.0146 0.2033
280 0.0117 0.1831
281 0.0000 0.1500
282 -0.0007 0.0917
283 -0.0210 0.0716
284 0.0086 0.2168
285 -0.0260 0.1401
286 -0.0415 0.3202
287 0.0022 0.7441
288 -0.0164 0.2997
289 0.0063 0.2365
290 0.0079 0.1355
291 0.0089 0.1080
292 -0.0071 0.1045
293 0.0043 0.0931
294 0.0009 0.0784
295 0.0068 0.0671
296 0.0048 0.0786

92



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

297 0.0078 0.0747
298 -0.0012 0.0863
299 -0.0012 0.0701
300 0.0081 0.0644
301 -0.0195 0.0845
302 -0.0071 0.2002
303 -0.0143 0.1267
304 -0.0047 0.1540
305 0.0065 0.1008
306 0.0078 0.0892
307 -0.0097 0.0915
308 -0.0048 0.1038
309 0.0013 0.0836
310 -0.0024 0.0691
311 0.0024 0.0656
312 0.0032 0.0644
313 -0.0075 0.0655
314 -0.0016 0.0818
315 -0.0177 0.0689
316 0.0150 0.1714
317 -0.0084 0.1765
318 -0.0135 0.1249
319 -0.0031 0.1453
320 -0.0138 0.0933
321 -0.0002 0.1376
322 -0.0052 0.0874
323 0.0194 0.0794
324 0.0160 0.1968
325 -0.0349 0.1958
326 0.0101 0.5281
327 -0.0225 0.2584
328 -0.0044 0.3033
329 0.0020 0.1517
330 0.0072 0.0937
331 -0.0026 0.0902
332 0.0135 0.0732
333 -0.0054 0.1277
334 0.0032 0.0941
335 0.0058 0.0757
336 0.0007 0.0774
337 0.0072 0.0667
338 0.0029 0.0805
339 -0.0066 0.0705
340 -0.0160 0.0790
341 0.0232 0.1557

93



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

342 -0.0101 0.2788
343 0.0014 0.1715
344 0.0056 0.0998
345 0.0010 0.0851
346 -0.0075 0.0695
347 -0.0043 0.0833
348 -0.0011 0.0748
349 0.0120 0.0660
350 -0.0091 0.1122
351 0.0081 0.1072
352 0.0031 0.0995
353 -0.0021 0.0774
354 -0.0087 0.0679
355 -0.0027 0.0893
356 -0.0007 0.0731
357 -0.0119 0.0651
358 0.0020 0.1107
359 -0.0073 0.0794
360 -0.0009 0.0857
361 0.0028 0.0696
362 -0.0074 0.0665
363 -0.0026 0.0814
364 0.0029 0.0702
365 -0.0150 0.0669

94



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

Spisak koriSéene literature

10.

11.

12.

13.
14.

. Z. Mladenovi¢, A. Nojkovi¢ (2012), ,,Primenjena analiza vremenskih serija”, Prvo

izdanje, Centar za izdavacku delatnost Ekonomskog fakulteta u Beogradu
Z. J. Kovaci¢ (1995), ,Analiza vremenskih serija® , Univerzitet u Beogradu,
Ekonomski fakultet

. Danijela Rajter—Cirié (2009), ,,Verovatnoc¢a”, Univerzitet u Novom Sadu, Prirodno-

matematicki fakultet u Novom Sadu

Danijela Rajter—Cirié (2013), Beleske sa kursa Stohasticka analiza, Novi Sad

Zagorka Lozanov-Crvenkovi¢ (2013), Beleske sa kursa Statisticko modeliranje, Novi
Sad

Z. Lozanov-Crvenkovi¢ (2011), ,,Statistika*, Novi Sad

M.Chen (2013), ,,Time Series Analysis: Conditional Volatility Models*, Department of
Finance, National Chung Hsing University

R. S. Tsay (2010) ,“Analysis of Financial Time series®, 3rd Edition, John Wiley &
Sons,inc.

Engle, R. (1982), “Autorregressive Conditional Heteroskedasticity with Estimates of
United Kingdom Inflation”, Econometrica, 50, 987-1008.

Bollerslev, T. (1986), “Generalized Autorregressive Conditional Heteroskedasticity”,
Journal of Econometrics, 31, 307-327.

John Y. Campbell, Andrew W. Lo, A. Craig MacKinlay, ,,The Econometrics of
Financial Markets*, Princeton University Press, Princeton, New Yersey

Borjana B. Mirjani¢, Nenad B. Brankovi¢, ,,Modeliranje volatilnosti trZiSnih indeksa
akcija Beogradske berze: Belex 15 i Belexline®, Casopis za ekonomiju i trZi$ne
komunikacije, 336-356

Beogradska berza: http://www.belex.rs/

GARCH Toolbox User’s Guide, COPYRIGHT 1999 - 2000 by The MathWorks, Inc.

95



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

Biografija

Gala Tomi¢ je rodena 06.07.1991. godine u Novom Sadu. Osnovnu
Skolu ,,Porde Natosevi¢* zavrsila je u Novom Sadu 2006. godine i
nosilac je ,,Vukove diplome*. Gimnaziju ,,Svetozar Markovic¢®,
opsti smer, zavrSila je u Novom Sadu 2010. godine, takode kao
nosilac ,,Vukove diplome®“. Nakon toga, upisala je Prirodno-
matematicki fakultet, Departman za matematiku i informatiku,
smer primenjena matematika, modul matematika finansija.
| Osnovne studije zavrSila je 2013. godine sa prosekom 8,56. Iste

godine upisala je master studije, takode na ovom fakultetu.
PolozZila je sve ispite predvidene nastavnim planom i programom
master studija u junskom ispitnom roku 2015. godine.

96



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO - MATEMATICKI FAKULTET

KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA

Redni broj:

RBR

Identifikacioni broj:

IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija
TD

Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal

TZ

Vrsta rada: Master rad

VR

Autor: Gala Tomi¢

AU

Mentor: prof. dr Zagorka Lozanov-Crvenkovié¢
MN

Naslov rada: Heteroskedasti¢nost cena finansijskih instrumenata
MR

Jezik publikacije: Srpski (latinica)

JP

Jezik izvoda: s/ e

JI

Zemlja publikovanja: Srbija

97



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

zpP

Uze geografsko podrucje: Vojvodina
UGP

Godina: 2015.

GO

Izdavac: Autorski reprint

1Z

Mesto i adresa: Novi Sad, Departman za matematiku i informatiku, Prirodno-matematicki
fakultet, Univerzitet u Novom Sadu, Trg Dositeja Obradovica 4

MA

Fizicki opis rada: (4,96,14,8,10,10,3)

FO

Naucna oblast: Matematika

NO

Naucna disciplina: Statisticko modeliranje

ND

Kljucne reci: statistika, vremenske serije, volatilnost, heteroskedasti¢nost, stohasticki procesi
PO

UDK:

Cuva se: Biblioteka Departmana za matematiku i informatiku Prirodno-matemati¢kog fakulteta
Univerziteta u Novom Sadu

CU

Vazna napomena:
VN

Izvod:

IZ

98



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

Datum prihvatanja teme od strane NN veca: 25.05.2015.
DP

Datum odbrane:

DO

Clanovi komisije:

KO

Predsednik: dr Ljiljana Gaji¢, redovni profesor, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u
Novom Sadu, predsednik

Clan: dr Zagorka Lozanov-Crvenkovi¢, redovni profesor, Prirodno-matematicki fakultet,
Univerzitet u Novom Sadu, mentor

Clan: dr Ivana Stajner Papuga, vanredni profesor, Prirodno-matemati¢ki fakultet, Univerzitet u
Novom Sadu, ¢lan

99



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

UNIVERSITY OF NOVI SAD
FACULTY OF SCIENCE KEY

WORDS DOCUMENTATION

Accession number:

ANO

Identification umber:

INO

Document type: Monograph documentation
DT

Type of record: Textual printed material

TR

Contents Code: Master’s thesis

CC

Author: Gala Tomi¢

AU

Mentor: Zagorka Lozanov-Crvenkovi¢, Ph.D.
MN

Title: Heteroskedasticity of prices of financial instruments
XI

Language of text: Serbian

LT

Language of abstract: en /s

LA

Country of publication: Serbia

100



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

CP

Locality of publication: Vojvodina
LP

Publication year: 2015.

PY

Publisher: Author's reprint

PU

Publ. place: Novi Sad, Department of Mathematics and Informatics, Faculty of Sciences,
University of Novi Sad, Trg Dositeja Obradovica 4

PP

Physical description: (4,96,14,8,10,10,3)

PD

Scientific field: Mathematics

SF

Scientific discipline: Statistical Modelling

Key words: statistics, time series, volatility, heteroskedasticity, stochastic processes
ucC:

Holding data: Library of the Department of Mathematics and Informatics, Faculty of Sciences,
University of Novi Sad

HD Note:

Abstract:

AB

Accepted by the Scientific Board on: 25.05.2015.
Defended:

Thesis defend board:

DB

101



Heteroskedasticnost cena finansijskih instrumenata

President: Ljiljana Gaji¢, Ph.D.full professor, Faculty of Sciences, University of Novi Sad,
president

Member: Zagorka Lozanov-Crvenkovi¢, Ph.D., full professor, Faculty of Sciences, University of
Novi Sad, supervisor

Member: Ivana Stajner Papuga, Ph.D., associate professor, Faculty of Sciences, University of
Novi Sad, member

102



