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Predgovor

Tema ovog master rada su trougaone norme i fazi skupovi. Rec¢ je o savremenoj
matematickoj oblasti baziranoj na trougaonim normama i fazi aritmetici, Ciji je cilj reSavanje
razlicitih problema koji se javljaju kod upravljanja projektima. U ovom radu su prikazane i
dve tehnike, fazi PERT i CPM, cija je namena unapredenje planiranja i kontrole projekata.
Termin fazi (eng. fuzzy), koji predstavlja neodreden, neprecizan pojam, u matematicku
literaturu uvodi Lotfi A. Zadeh 1965. godine da bi koristio podatke koji poseduju odredenu
neizvesnost. Danas se smatra da svaki covek razmislja iskljucivo na ,,fazi* nacin, a teorija
fazi skupova nudi mogucnost da se tokom raznih vrsta komunikacija izbegnu problemi
izazvani ovim faktorom.

Fleksibilnost koju poseduju fazi skupovi da se svakom iskazu moze dodeliti vrednost
koja oscilira izmedu atributa "potpuno tacno" ili "potpuno netacno", pruza prirodan nacin
suocavanja sa realnim izazovima. Ovo predstavija kljucnu razliku izmedu fazi skupova i
klasicnih skupova, gde je granica pripadnosti precizno definisana (element ili pripada ili ne
pripada nekom skupu).

Ovaj rad se sastoji iz tri poglavlja. Uloga prvog i drugog poglavlja je da se objasne
osnovni pojmovi vezani za trougaone norme i fazi aritmetiku. U poslednjem, trecem delu,
ilustrovane su CPM i PERT tehnike za upravljanje projektima. Slike su radene po ugledu na
[1,9, 10, 12].

U prvom poglavlju je dat detaljan pregled onovnih definicija i osobina trougaonih
normi i konormi, ilustrovanih pomocu primera i grafika. Predstavijene su osobine za Cetiri
osnovne t-norme i t-konorme kao i za Arhimedove t-norme i nilpotentni minimum T"™. Jedan
deo ovog poglavlja je posvecéen i algebarskom aspektu t-normi, pre svega idempotentnim i
nilpotentnim elementima i deliteljima nule, kao i polugrupama. Literatura koriséena u prvom
poglavlju je iz [5, 8, 9, 12, 13].

U drugom poglaviju se uvodi pojam fazi skupa i objasnjena je razlika u odnosu na
klasicne skupove. Da bi se lakse shvatio pojam fazi, uvedeni su primeri i grafici. Posebno se
skrece paznja na fazi brojeve kao Sto su: delimicno kvadratni fazi broj, trougaoni fazi broj
koji se koristiti za procenu vremena trajanja projekta za CPM i PERT metode, trapezoidni
fazi broj i LR-fazi interval. Veoma bitan deo ovog rada predstavljaju aritmeticke operacije na
fazi brojevima, i to dve metode fazi aritmetike. Prvi metod se zasniva na aritmetici intervala
tj. posmatraju se o-preseci, a drugi metod koristi princip prosirenja putem kojeg se operacije
nad realnim brojevima prosiruju i na fazi brojeve. Dalje, kao primena trougaonih normi
uvodi se uopsten i originalni Zadehov princip prosirenja. Da bi se ukazalo na Siroku
primenljivost fazi skupova, ilustrovan je i postupak resavanja fazi jednacina. Drugo poglavlje
Jje veoma bitno za razumevanje ovog rada i ovde je koriséena literatura iz [1, 2, 3, 4, 6, 7, 10,
11, 12, 15, 16].
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Poslednje poglavlje je bazirano na primeni fazi aritmetike za upravljanje projektima i
to pomocu CPM i PERT metoda. Radi lakseg pregleda, projekat je podeljen na aktivnosti
koje imaju specifican pocetak i kraj. PoSto se aktivnosti moraju izvoditi po odredenom
redosledu, neke pre drugih, neke istovremeno, potrebno je odrediti kritican put, tj. put gde ne
sme doci do kasnjenja. Vreme koje je potrebno da bi se izvrsila svaka od njih mora se
proceniti, a procena se daje u formi trougaonog fazi broja. U nekim slucajevim se moze
zahtevati skracenje roka za izradu projekta. Zato je ovde predstavljen i fazi PERT za
skracivanje trajanja projekta. Dodatne informacije i proSirenje ovih metoda mogu se naci u
literaturi [1, 14].

k) k%

Ovom prilikom se zahvaljujem svom mentoru, prof. dr Ivani Stajner-Papuga, za
strucno i profesionalno usmeravanje pri izradi ovog rada i za svo znanje koje sam stekao
radeéi sa njom. Takode se zahvaljujem docentu dr Mirjani Strboji i prof. dr Arpadu Takaciju
na korisnim sugestijama i primedbama.

Zelim da se zahvalim dipl.ing. math Davoru Paskaljeviéu na korisnim sugestijama i
savetima. Veliku zahvalnost dugujem i svom profesoru iz srednje skole Dejanu Sremcevicu
na ogromnom strpljenju, razumevanju i podrsci. Zahvaljujuéi njegovom veselom duhu i
pristupu matematici i ucenicima, odlucio sam da matematika bude moj buduci poziv.

Posebno se zelim zahvaliti mojim roditeljima, bratu i prijateljima za svu podrsku koju
su mi pruzili tokom mog Skolovanja.
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1. Trougaone norme i konorme

Pojam trougaone norme se prvi put pojavljuje u matematickoj literaturi 1942. godine,
kada Karl Menger u svom radu Statistical metrics, uvodi ovaj pojam s ciljem konstruisanja
metrickih prostora koriste¢i raspodele verovatnoce. On je koristio vrednosti u intervalu [0, 1],
umesto celog skupa realnih brojeva, da bi opisao rastojanje izmedu dva elementa. Karl
Menger je predstavio trougaone norme pomocu funkcije T(o, B), koja je definisana za
0<a<1i10<pB<11zanjuvazisledece:

a) 0<T(aw, B)<1

b) T je neopadjuce

c)  T(o,p)=T(p, @)

d) T(1,1)=1

e) ako je o> 0 onda je T(a, 1) >0

Medutim, zanimanje za metricke prostore verovatnoée i njegove operacije, posebno
pocinje da se ispoljava tek kada su Berthold Schweizer i Abe Sklar publikovali konac¢an skup
aksioma za t-norme 1958. godine u Espaces métriques aléatoires.

Trougaone norme su se prvo koristile u kontekstu probabilistickih metrickih prostora,
u smislu proSirenja trougaonih nejednacina iz klasi¢nih metri¢kih prostora u uopStene
slu¢ajeve. Danas se koriste, izmedu ostalog, u teoriji fazi skupova 1 fazi logike, te ovom
prilikom je dat kratak pregled osnovnih pojmova.

Rezultati prezentovani u ovom poglavlju su iz [5, 8, 9, 12, 13].

1.1 Trougaone norme

Definicija 1.1 [12]

Trougaona norma T (t-norma) je funkcija T : [0, 1] - [0, 1] takva da za svako X, Y, z € [0, 1]
vaze sledeci uslovi:

(T  TXy)=T(y, Xx) (komutativnost)
(T2) T T(y, 2)) =T(T(X,Y), 2) (asocijativnost)
(T3) T, y)<T(,2) kadajey<z (monotonost)

(T4) T(x,1)=x (granicni uslov)
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Posto su t-norme algebarske operacije na intervalu [0, 1], takode je moguce koristiti oznaku
X * y umesto T(X, y). Zapravo, uslovi (T1) - (T4) se mogu drugacije zapisati na slede¢i nacin:
zasvako x,y, z € [0, 1]

(T1) x*y=y*x

(T2) x*(y*7)=(x*y)*z

(T3) x*y<x*z kadajey<z

(T4) x*1=x

Postoji neprebrojivo mnogo t-normi, ali ovde su navedene ¢etiri osnovne t-norme Twm, Te, TL i
To. Njihove definicije su:

Tm(X, y) = min(x, y), (minimum)

Te(X, y) = Xy, (proizvod)

Tu(x,y) =max(x+y-1,0), (Lukasiewiez-ova t-norma)

To(x, y) = {glin(x, Y) : ?Tll(;)ér:ax(x, =1 (drasti¢an proizvod)
Napomena 1.1
Q) Iz definicije 1.1 se moze zakljuditi da za svako x € [0, 1], svaka t-norma T

zadovoljava sledece dodatne grani¢ne uslove:
T(0, x) =T(x, 0) =0,
T(1, X) = x.
(i)  Koristeci osobine (T3) i (T1) dobija se monotonost i po prvoj i po drugoj komponenti,
tj.
T(X1, Y1) S T(X2, ¥2), zZaXi<Xeiyi<VYe

Zaista, ako x: < x2 i y1 <y, onda se dobija
T(X1, Y1) < T(X1, Y2) = T(Yz, X1) < T(Yz, X2) = T(X2, Y2)

Sledi definicija, koja pokazuje kako se mogu uporediti dve t-norme.
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Slika 1. [8] 3D grafik za cetiri osnovne t-norme

Definicija 1.2 [9]

Q) Ako za dve t-norme T1 i T2, vazi nejednakost T1(x, y) < T2(X, y) za svako

(x, y)€ [0, 1]%, onda se kaZe da je T1 slabija od T2 ili, ekvivalentno, da je T2 jada od
T1. U tom slucaju se pise T1 < T2.

(i)  Ako je T1 < T2 i ako za neko (Xo, Yo) € [0, 1] vazi T1(Xo, Yo) < T2(Xo, o) Sledi
T1<T2,tj. T1<T2akoje T1<T2iT1+#T2.

Generalno, nije uvek jednostavno odrediti da li je neka t-norma slabija ili jaca od druge t-
norme. Trougaone norme Twm i Tb su najjaca i najslabija t-norma, respektivno, sto je dato
narednom teoremom.

Teorema 1.1 [12]

Za svaku t-normu T vazi:
za svako x, y € [0, 1], To(x,y) <T(X,y) <Tm(X,Y)

Dokaz: Neka su dati x, y € [0, 1] i neka je T(x, y) proizvoljna t-norma. Koristeci ¢injenicu da
jey<1iosobine (T3) 1 (T4) dobija se T(X, y) < T(x, 1) = X. Ako se iskoristi da je i x < 1, kao
i osobine (T1), (T3) i (T4), redom, dobija se T(x, y) = T(y, x) < T(y, 1) = y. Dakle, T(x, y) <x
i T(X, y) <y, te odatle sledi T(x, y) <min(x, y) = Tm.
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Dalje, za x = 1 se dobija T(x, y) = T(1,y) =y = To(X, y), azay = 1 se dobija
T(X,y) =T(x, 1) =x=To(x, y). Zax=0iliy=0vazi T(x, y) = To(x, y) = 0 tj. obe t-norme su
jednake. Sledi da je T(x, y) jednako sa To(x, y) na rubu. Ako je x, y # 0 tada je T(X,y) >0 i
To(X, ¥) = 0 pa se ponovo zakljuCuje da je T(X, y) > To(X, y). =

Slika 2.[8] Konturni grafik za Cetiri osnovne t-norme

Napomena 1.2 Kako je TL < Tr (vidi se i sa Slike 2.), na osnhovu prethodne teoreme dobija se
poredenje za Cetiri 0SNOVNe trougaone norme:

To<TL<Tr<Twm

Osobine, kao §to su komutativnost (T1), asocijativnost (T2) i monotonost (T3) su zadovoljene
na otvorenom jedini¢nom kvadratu (0, 1)* (naravno, zajedno sa grani¢nim uslovom (T4) i
grani¢nim uslovima iz napomene 1.1 (i)). Da bi ove osobine bile zadovoljene na celom
jedini¢nom kvadratu [0, 1]% uvodi se sledeca teorema.

Teorema 1.2 [12]
Neka je A skup gde je (0, 1) € A C [0, 1], i neka je * : A’>-A binarna operacija na A. Ako
za svako X, y, z € A vaze osobine (T1) - (T3) i

X *y<min(x, y), (1.2)

tada funkcija T : [0, 1]* - [0, 1] data sa
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_{ xxy, ako(x y)€(A\{1})*
T y) = {min(x, y), inace

je t-norma. T je jedina t-norma &ija restrikcija na (A\{1})? se poklapa sa restrikcijom
operacije * na (A\{1})>.

U nastavku poglavlja se navodi definicija t-podnorme (eng. t-subnorm).
Definicija 1.3 [9]

Funkcija F : [0, 1]* - [0, 1] koja zadovoljava, za svako X, v, z € [0, 1], osobine (T1) - (T3) i
(1.1) se zove t-podnorma.

Ocigledno, svaka t-norma je i t-podnorma. Obrnuto, u opstem slucaju, ne vazi. Ovo ilustruje
primer nula funkcije, tj. funkcije F : [0, 1]* = [0,1] date sa F(x, y) = 0, za svako x, y € [0, 1].

Iz teoreme 1.2 sledi da se svaka t-podnorma moze transformisati u t-normu tako $to se
redefiniSe, ako je to potrebno, u tackama oblika (x, 1) i (1, X) pri ¢emu X prolazi kroz ceo
jedini¢ni interval.

Posledica 1.1 [9] Ako je F t-podnorma, onda je funkcija T: [0, 1]° = [0, 1] definisana sa

_(F(x, y) , ako (%, y) € (0,1)?
T y) = {min(x, y) , inace

trougaona norma.
Slede neke osobine t-normi Twm i To, koje su date kao teorema.
Teorema 1.3 [9]

Q) Jedina t-norma T koja zadovoljava T(X, x) = X za svako x € [0, 1] je minimum Tw.

(i)  Jedinat-norma T koja zadovoljava T(x, X) = 0 za svako x € (0, 1) je drastican
proizvod To.

Napomena 1.3

Q) Asocijativnost (T2) dozvoljava da se svaka t-norma na jedinstven nacin prosiri U n-

arnu operaciju obi¢nom indukcijom, definiduéi za svako (X1, Xz, ... , X») € [0, 1]"
T2 xi = T(TZ] i, Xn) = T(Xy, X, ..., Xn)
Ako vazi Xa= X2= ... = Xn = X, tada se koristi zapis
n) =
Xty =T(X, X, ... , X)

Takode, prihvacena je sledeca konvencija:
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) = ; 1 —
xT—l I Xy =X

(i) Cinjenica da je svaka t-norma slabija od Ty, dozvoljava da se prosiri u beskona¢nu
operaciju, stavljajuci za svaki niz (xi)i € N elemenata iz [0, 1]

T.2 i =lim, e T [ xi. (1.2)

Posto na osnovu dokaza teoreme 1.1 uvek vazi T(Trl.l:_l1 Xi, Xn) < T?:_ll Xi 1 o¢igledno je
daT,” xi >0, sledida je (T,”,xi) n€ nmonotono nerastuéi i ogranicen niz, $to znaci da

konvergira, odnosno postoji grani¢na vrednost iz (1.2).

(iii) Za (x;) i€, x; € [0, 1], gde je | proizvoljan skup indeksa, dobija se uopstenje za (1.2)
oblika

T, xi=inf{ Tjilxu | (Xit, ..., Xik) je kona¢na podfamilija od (xi)i €1 }.
1.2 Trougaone konorme

Trougaone konorme ili t-konorme predstavljaju uopstenje operacije unije. Za njih su
karakteristi¢ne osobine kao $to su: komutativnost, asocijativnost i monotonost. U odnosu na
t-norme jedino su grani¢ni uslovi nesto drugaciji. Sledi definicija trougaonih konormi i
navode se neke njihove osobine.

Definicija 1.4 [12]

Trougaona konorma S (t-konorma) je funkcija S:[0, 1]° - [0, 1], takva da za svako X, y, z €
[0, 1] vaze:

(S1)  S(x,y) =S(y, x) (komutativnost)
(S2)  S(x, S(y, 2)) = S(S(x, y), 2) (asocijativnost)
(S3)  S(x,y)<S(x, 2) kadajey<z (monotonost)

(S4) S(x,0) =x. (grani¢ni uslov)

Sa aksiomatske tacke gledista, t-norme i t-konorme se razlikuju samo u njihovim grani¢énim
uslovima.

10
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T

Master rad
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3D grafik za Cetiri osnovne t-konorme

Slika 3. [8]

konorme.

pomocu kojeg su predstavljene osnovne t-

Sledi primer,

Primer 1.3 [9]

konorme su:

Sm(x, y)
Se(X, y)

Cetiri osnovne t-

.

(maximum)

max(x, y)

(suma verovatnoce)

X+y—X*y

(Lukasiewiez t-konorma)

min(x +vy, 1)

Si(x, y)

(drasti¢na suma)

v

mmace

, ako (x,y)€[0, 1]
y), i

1
max(x,

,y)={

Sb(X

11
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Slika 4. [8] Konturni grafik za Cetiri osnovne t-konorme

Izmedu trougaonih normi i konormi postoji veza koja je opisana narednom teoremom.

Teorema 1.4 [9]

Funkcija S : [0, 1]*— [0, 1] je t-konorma ako i samo ako postoji t-norma T takva da
SX,y)=1-T(1-x,1-y)

zasvako (x,y) € [0, 1]°.

Napomena 1.4

Q) Trougaona konorma S definisana u teoremi 1.4 se naziva dualna t-konorma za t-
normu T 1 obrnuto. OCcigledno, elementarne t-konorme su dualne odgovaraju¢im
elementarnim t-knormama.

(i) Direktno iz definicije 1.4 se moze zakljuciti da za svako x € [0, 1], svaka t-konorma
S zadovoljava sledece dodatne grani¢ne uslove:

S(1,x)=S5(x,1)=1
S(0, x) =x

(iii) S obzirom da dualnost menja poredak, za trougaone konorme vazi: ako za proizvljne
t-norme T1i T2 vazi T1 < T2, i ako su S1 i S2 njihovi duali, respektivno, tada je S1 > S2.
Zbog toga, za svaku t-konormu S vazi:

12
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SM<S<Sp,
tj. maximum Swm je najslabija, a drasti¢na suma Sp je najjaca t-konorma.
(iv)  Analogno napomeni 1.3, svaka t-konorma S se moze prosiriti na slede¢i na¢in:
S, xi = S(SIZ] Xi, Xn) = T(Xs, Xz, ..., Xn),
Xi,

[o9) T n
S,y Xi=limy e S, 7,

S,,; Xi=sup{ S].LXi | (Xit, ..., Xik) je kona¢na podfamilija od (xi)i€1},
gde xi € [0, 1], N je skup prirodnih brojeva, a I proizvoljan skup indeksa.

Ako je xi=Xe= ... = X=X, X € [0, 1], Koristiti se oznaka x%. Specijalno, xX¥ =01 x = x.

1.3 Neprekidnost

Ova sekcija je posvecena analitickim osobinama t-normi i t-konormi. Kao $to se moze
videti kod drasti¢nog proizvoda To i njegovog duala Sp, t-norme i t-konorme ne moraju biti
neprekidne. Iz vise razloga neprekidne t-norme i t-konorme igraju vaznu ulogu, §to se moze
videti i kod nilpotentnog minimuma T"™.

Proizvoljna funkcija dve promenljive F:[0, 1]*=[0, 1] je neprekidna ako za sve
konvergentne nizove (Xn)n €N, (Yn)n €N vazi:

F(lim,, e Xn, lim,, 4 yn) = lim,, o, F(Xn, yn)

Na intervalu [0, 1]° koji je kompaktan podskup od R?, neprekidnost funkcije F: [0, 1]* =[O0, 1]
je ekvivalentna njenoj uniformnoj neprekidnosti.

Ocigledno, osnovne t-norme Twm, Tr i TL kao i njihove dualne t-konorme Swm, Se, i SL
su neprekidne, a drasti¢an presek To i drasti¢na suma Sp nisu neprekidne.

Jasno je da je t-norma neprekidna ako i samo je dualna t-konorma neprekidna.

Generalno, realna funkcija sa dve promenljive na domenu [0, 1]* moZe biti neprekidna
po svakoj promenljivoj, ili po prvoj ili po drugoj (kao funkcije jedne promenljive), a da nije
neprekidna na [0, 1], kao funkcija dve promenljive.

Teorema 1.5 [9]

Neka je funkcija F : [0, 1]° = [0, 1] neopadajuca, tada ona je neprekidna ako i samo ako je
neprekidna po svakoj komponenti, tj. ako su za svako Xo, Yo € [0, 1] funkcije F(Xo, .):
[0,1] = [0, 1] i F(., Vo) : [0, 1] = [O, 1] neprekidne funkcije jedne promenljive.
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Sledi definicija za polu-neprekidnost funkcije od dole (od gore).
Definicija 1.5 [9]

Funkcija F : [0, 1]*— [0, 1] je polu-neprekidna od dole (od gore) ako za svaku tacku (Xo, Yo)
iz [0, 1] i za svako & > 0 postoji & > 0 tako da vazi:

F(X, y) > F(Xo, o) — &, za (X, Y) € (Xo- 8, Xo] X (Yo - 5, yo]
F(X, y) <F(Xo, o) + €, za (X, y) € [Xo, Xo+ 3) X [Yo, Yo + )
Napomena 1.5

(i) nilpotentni minimum T™ (Slika 5.), definisan sa:

0, akox +y <1

nM —
T ) _{min(x, y), inace

je t-norma. Pored toga ova funkcija je donje polu-neprekidna, ali nije gornje polu-neprekidna.
Drasti¢an presek To je gornje polu-neprekidan ali nije donje polu-neprekidan.

(if) T-norma T je donje (gornje) polu-neprekidna ako i samo ako je njena dualna t-konorma
(data sa S(x, y)=1-T(1-x, 1 - y) ) gornje (donje) neprekidna, respektivno.

Kao i kod neprekidnosti i donja polu-neprekidnost monotone realne funkcije moze biti
opisana njenom levom-neprekidnoscu u svakoj komponenti.

Slika5.[8] 3D grafik (levo) i konturni grafik nilpotentnog minimuma T"™
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Izmedu donje polu-neprekidnosti i leve-neprekidnosti postoji veza, koja je predmet naredne
teoreme.

Teorema 1.6 [5]

Neopadaju¢a funkcija F:[0, 1]°~=[0, 1] je donje polu-neprekidna ako i samo ako je levo-
neprekidna po svakoj promenljivoj, tj. ako i samo ako za svako Xo, Yo€ [0, 1] i za svaki niz
(Xn)n €N, (yn)nen € [0, 1IN vazi:

sup{ F(xn, yo) [n € N } = F(sup{ xn|n € N }, yo)
sup{ F(Xo, yn) | n € N} = F(Xo, sup{yn|[n €N })
Definicija 1.6 [5]

T-norma T (t-konorma S) je grani¢no neprekidna ako je neprekidna na granici jedini¢nog
kvadrata [0, 1]%, tj na skupu [0, 1]%/ (0, 1)2.

1.4 Algebarski aspekt

Sada se skre¢e paznja na neke algebarske aspekte t-normi, najvise na one koje su
dobro poznate iz opstih teorija o polugrupama i mrezama, pre svega na idempotentne i
nilpotentne elemente, te na delitelje nule. Razmatra¢e se samo elementi iz (0, 1) kao
kandidati za nilpotentne elemente i delitelje nule u narednojoj definiciji.

Definicija 1.7 [9]
Neka je T t-norma.

(i) Element a € [0, 1] se naziva idempotentan element za T ako T(a, a) = a. Brojevi 0 i
1, koji su idempotentni elementi za svaku t-normu T, se zovu trivijalni idempotentni
elementi za T, a svaki idempotentni element iz (0, 1) predstavlja netrivijalan
idempotentan element za T.

(ii) Element a € (0, 1) se zove nilpotentni element za T ako postoji neko n € N takvo da

al™ = 0.
(iii) Element a € (0, 1) se zove delitelj nule za T ako postoji neko b € (0, 1) takvo da
T(a, b) =0.
Primer 1.4 [9]

(i) a) Za minimum Twm vazi:
- svako a € [0, 1] je idempotentan element
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- nema ni nilpotnetne elementne ni delitelje nule

b) Za Lukasiewiez-ovu t-normu Tv i drasti¢ni presek Tp vazi:
- svako a € (0, 1) je nilpotentan element i delitelj nule
- imaju samo trivijalne idempotentne elemente

¢) Proizvod Tr nema ni trivijalne idempotentne elemente ni nilpotentne elemente ni
delitelje nule.

(i) Za nilpotentni minimum T™ broj a je idempotentan element ako i samo ako
a € {0} U (0.5, 1], a je nilpotentan element ako i samo ako a € (0, 0.5] i a je
delitelj nule ako i samo ako a € (0, 1).

Tvrdenje 1.1 [9]

Q) Element a € [0, 1] je idempotentan element t-norme T ako i samo ako za
svako X € [a, 1] vazi T(a, X) = min(a, X).

(i)  Neka je T neprekidna t-norma. Tada a € [0, 1] je idempotentan element za T
ako i samo ako za svako x € [0,1] vazi T(a, X) = min(a, X).

Napomena 1.6

Q) Ako a € [0, 1] je idempotentan element t-norme T onda, po indukciji, vazi

a;n)Za, za svako n € N. To zna¢i da element za t-normu moze biti i idempotentan i
nilpotentan.

(i) Svaki nilpotentan element a t-norme T je takode i delitelj nule za T ali ne i
obrnuto.

(iii))  Ako t-norma ima nilpotentan element a onda uvek postoji element b € (0, 1)
takav da b;z) = 0. Zaista, ako je n > 1 najmanji ceo broj, takav da vazi a;n) = 0, onda
b =a{""" zadovoljava b* = 0.

(iv)  Ako je a € (0, 1) nilpotentan element (delitelj nule) t-norme T onda svaki broj
b € (0, a) je isto nilpotentan element (delitelj nule) za T.

(v) Skup svih nipotentnih elemenata, kao i skup delitelja nule t-norme mogu biti
prazni skupovi ili intervali oblika (0, c) ili (0, c]. Na primer, za nilpotentni minimum T™
skup nilpotentnih elemenata je interval (0, 0.5], a skup delitelja nule je interval (0, 1).

Skup nilpotentnih elemenata je podskup skupa delitelja nule. Za svaku t-normu
egzistencija delitelja nule je posledica egzistencije nilpotentnih elemenata.
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Sledi tvrdenje koje daje vezu izmedu delitelja nule 1 nilpotentnog elementa.
Tvrdenje 1.2 [9]
Za svaku t-normu T su ekvivalentna tvrdenja:

0] T ima delitelj nule.

(i) T ima nilpotentne elemente.

Neke t-norme imaju dodatne algebarske osobine. Prva grupa takvih osobina je striktna
monotnost i Arhimedova osobina, koje igraju vaznu ulogu u mnogim algebarskim
konceptima, kao Sto su polugrupe.

Definicija 1.8 [9]
Za proizvoljnu t-normu T vaze sledeée osobine:
Q) t-norma T je striktno monotona ako:
(SM) T(X, y) <T(X,2) kadajex>0iy<z
(i)  t-norma T zadovoljava zakon kancelacije (eng. cancellation law) ako:
(CL) T(X, y) =T(, 2) kadajex=0iliy=2z
(iii)  t-norma T zadovoljava uslovni zakon kancelacije ako:
(CCL) T(X,y)=T(x,z)>0 kadajey=1z
(iv)  t-normaT je Arhimedova ako:
(AP) za svako (x, y) € (0, 1)* postoji n € N takvo dax3 <y
(V) t-norma T ima grani¢nu osobinu ako:

i () —
(LP) za svako x € (0, 1): ggx; =0

Napomena 1.7

(1 Minimum Twm nema ni jednu od ovih osobina, a proizvod zadovoljava sve
osobine. Lukasiwiez-ova t-norma i drastic¢an presek su Arhimedean i zadovoljavaju uslovni
zakon kancelacije i grani¢nu osobinu (LP), ali ne i ostale osobine.

(i)  Ako t-norma T zadovoljava zakon kancelacije (CL) onda sasvim zadovoljava
uslovni zakon kancelacije (CCL), ali ne i obrnuto.

(iii)  Algebarske osobine predstavljene u definiciji 1.8 ne zavisne od neprekidnosti:
neprekidna t-norma Twm pokazuje da neprekidnost ne implicira ni jednu od ovih osobina.
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Tvrdenje 1.3 [9]

Neka je T t-norma. Tada imamo:
0] T je striktno monotona ako i1 samo ako zadovoljava zakon kancelacije (CL).
(i) Ako je T striktno monotona onda ima samo trivijalne idempotentne elemente.
(iii)  Ako je T striktno monotona onda ima delitelj nule.

Naredna teorema pokazuje zavisnost izmedu Arhimedove t-norme, LP i idempotentnih
elemenata.

Teorema 1.7 [9]
Za t-normu T sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
Q) T je Arhimedova.
(i) T zadovoljava grani¢ni uslov (LP).
(ili) T ima samo trivijalne idempotentne elemente i kada vazi

lim T(X, X) = Xo
X \iXo

za neko xo€ (0, 1), tada postoji yo € (Xo, 1), takvo da T (Yo, Yo) = Xo.
Definicija 1.9 [9]
Q) t-norma T je striktna ako je neprekidna i striktno monotona.

(i) t-norma se zove nilpotentna ako je neprekidna i svako a € (0, 1) je nilpotentni
element za T.

Primer 1.5 [9]

Q) Zbog tvrdenja 1.3(i), t-norma T je striktna ako i samo ako je neprekidna i
zadovoljava (CL).

(i) Posledica za (i) je da svaka striktna t-norma ispunjava (CCL).

(ili)  Takode, svaka nilpotentna t-norma zadovoljava (CCL). Da bi se potvrdila ova
pretpostavka, neka je T(x, y) = T(X, z) i y < z. Zbog neprekidnosti T, mora postojati u € [0, 1)
takvo da y = T(z, u). Zbog asocijativnosti (T2) imamo:

T(X,2) =T(X,y) =T(X, T(z, u)) = T(T(X, 2), u)

i indukcijom se dobija T(x, z) = T(T(x, 2), u(’;)) za svako n € N. Posto je T nilpotentna, jedina
mogucnost je da T(x, z) tj. T zadovoljva (CCL).
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U nastavku sledi pregled nekoliko tvrdenja za neprekidne i Arhimedove t-norme.
Tvrdenje 1.4 [9]
Za proizvoljnu t-normu T imamo:

Q) Ako je T desno-neprekidna i ima samo trivijalne idempotentne elemente onda
je Arhimedova.

(i) Ako je T desno-neprekidna i zadovoljava (CCL) onda je Arhimedova.

(iii)  Ako je limT(x, X) < Xoza svako X0 € (0, 1) onda je T Arhimedova.

(iv)  Ako je T striktna onda je Arhimedova.
(V) Ako je svako x € (0, 1) nilpotentni element za T onda je T Arhimedova.
Tvrdenje 1.5 [5]
Za svaku Arhimedovu t-normu T sledece je ekvivalentno:
Q) T je levo-neprekidna.
(i) T je neprekidna.
Teorema 1.8 [9]
Neka je T neprekidna Arhimedova t-norma. Tada su naredna tvrdenja ekvivalentna:
Q) T je nilpotentna.
(i) Postoji neki nilpotentni element za T.
(iti)  Postoji neki delitelj nule za T.

(iv) T nije striktna.
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T zadovoljava Ti -
pravilo ma g}r;;ucnu
skracivanja o i
I |
‘ -
T nema delitely L) Tie strik ; . | .= .
il I je striktna ——> |TjeArhimedova| <_— |Tjenilpotentna
Al ] A
U |
o | Timasamo |
T je striktno Ssicsneas e
monotona _ —— faygle
nilpotentne
elemente
Slika 6. Logicke veze izmedu algebarskih osobina t-normi: obicna strelica oznacava

implikaciju, a isprekidana strelica znaci da korespondirajuéa implikacija vaZi za
neprekidne t-norme.

Napomena 1.8

Striktno monotone t-konorme isto tako i striktne, Arhimedove i nilpotentne
t-konorme mogu biti predstavljene koris¢enjem dualnosti. Na primer t-konorma S je striktno
monotona ako:

(SM¥*) S(X,y) < S(x, z) zax<liy<z

Za Arhimedovu osobinu, je potrebno obrnuti nejednakosti, pa je t-konorma S Arhimedova
ako:

(AP¥) za svako (x, y) € (0, 1)* postoji n € N tako dax® >y

Naravno, t-konorma zadovoljava bilo koju osobinu ako i samo ako ih dualna t-norma
zadovoljava.

Sada je na redu definicija distributivnosti za t-normu i t-konormu.

Definicija 1.10 [9]

Neka je T t-norma i S t-konorma. Tada, T je distributivno nad S ako za svako x, y, z € [0, 1]
T(x, S(y, 2)) = S(T(x, y), T(x, 2))

i da je S distributivno nad T ako za x, y, z € [0, 1]:
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S(x, T(y, 2)) = T(S(x, y), S(x, 2))

Ako je T distributivno nad S i S distributivno nad T, onda se (T, S) zove distributivni par.
Tvrdenje u nastavku povezuje distributivnost t-normi i t-konormi.
Tvrdenje 1.6 [9]

Neka je T t-norma i S t-konorma, tada vazi:

Q) S je distrubtivna nad T ako i samo ako je T = Twm.

(ii)

(iii)

Napomena 1.9

T je distributivno nad S ako i samo ako je S = Sm.

(T, S) je distributivni par ako i samo ako je T=Tm i S = Sm.

Ako je T t-norma, S dualna t-konorma i T je distributivno nad S (ili S je distribtivno
nad T), tadavazi T=Tmi S = Sm.

Bez delitelja nule Sa deliteljom nule

£ | Arhiedove tnorme |
C— -0 I T ——————————————————
% & ; . To l
g9 | striktno mdnotone t-norme |
£ ! '
L~ |
05 [ I T |
Es [
3 S [ | ’ ' |
" g | | striktne nilpotentne |
|
3 I | t norme t-norme |
T |
1 | I

Tm

(<0, 0.5, Ti>)

(<0.0.5. To>) T

Sa netrivijalnim
idemptentnim elementima

Slika 7. Razlicite klase t-normi (svaka sa tipi¢nim predstavnikom): unutar
centralnog kruga su neprekidne t-norme, a klase striktnih i nilpotentnih t-normi su
podvucene.

1.5 Polugrupe i t-norme

Iz osobina (T1) — (T4) i (S1) — (S4) trougaone norme i trougaone konorme sledi da
jedini¢ni interval [0, 1] predstavlja specijalnu polugrupu, pa ¢ak i specijalni monoid. Da bi se
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predstavile ove veze, prvo treba uvesti odredene definicije i osobine iz teorije apstraktnih
polugrupa.

Definicija 1.11 [9]

Q) Neka je X neprazan skup i * binarna operacija na X, odnosno *: X? - X.
(X, *) se naziva polugrupa ako je operacija * asocijativna, odnosno ako za svako X, y, z € X
vazi
(x*y)*z=x*(y*2)

(i) Polugrupa (X, *) se naziva komutativha ako je * komutativha operacija,

odnosno ako vazi: za svako x,y € X, X *y =y * X,

(iti)  Element e € X se naziva neutralni element ili jedini¢ni element polugrupe

(X, *) ako za svako x € X vazi x * e = ¢ * x = x. Polugrupa koja ima neutralni element se
naziva monoid.

(iv)  Element a € X se naziva nula element polugrupe (X, *) ako za svaki element

X€Xvazi: x*a=a*x=a.
(V) Element x € X se naziva idempotentni element polugrupe (X, *) ako x * x =X

(vi)  Ako polugrupa (X, *) ima nula element a, onda x € X \ {a} se zove

nilpotentni element za (X, *), ako za neko n € N imamo X" = a, gde, po konvenciji, x* = x i

X" = xx X"

Iz ove definicije nije tesko zakljuciti da polugrupa moze da ima najviSe jedan neutralni
element 1 najviSe jedan nula element. Neutralni 1 nula element, ako postoje, su uvek
idempotentni elementi polugrupe (X, *), takozvani trivijalni idempotentni elementi.

Definicija 1.12 [9]

Q) Neka < je relacija parcijalnog (odnosno linearnog) poretka nad X. Tada se
(X, *, <) zove delimi¢no uredena polugrupa (odnosno linearno uredjena polugrupa), ako je
(X, *) polugrupa, iakovazidaizy <z sledidaje x*y<x*ziy*x=<z*x.

(i) Neka je T topologija nad X. Trojka (X, *, T) se zove topoloska polugrupa ako
je (X, *) polugrupa takva da funkcija *: X? = X je neprekidna u odnosu na T.

(ili)  Parcijalno ili potpuno uredena polugrupa (X, *, <) koja zadovoljava da je
(X, *, T<) topoloska polugrupa se zove parcijalno uredena topoloska polugrupa ili potpuno
uredena topoloska polugrupa, respektivno.
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Primer 1.6 [9]

Ako je definisana operacija * na [0.5, 1] sa x * y = max(xy, 0.5), onda je ([0.5, 1], *, <)
komutativna, potpuno uredena topoloSka polugrupa sa nula elementom 0.5 i neutralnim
elementom 1.

Dalje, sledi definicija 1 tvrdenje vezano za izomorfizam kod polugrupa.
Definicija 1.13 [9]

Q) Dve polugrupe (X, *) i (Y, ©) su izomorfne ako postoji bijekcija p: X — Y tako
da za svako x, y € X:

p(x *y) = p(x) ° p(y) (1.3)

(i)  Dve parcijalno ili potpuno uredene polugrupe (X, *, <) i (Y, °, E) sa
relacijama poretka < i =, respektivno, su izomorfne ako postoji bijekcija p : X = Y koja
zadovoljava (1.3) i za svako x, y € X

iZx =2y = p(x) E p(y)

(i)  Dve topoloske polugrupe (X, *, 1) 1 (Y, °, T2) su izomorfne ako postoji
homomorfizam p: X = Y (tj. bijekcija tako da su p i p™ neprekidni) koji zadovoljava (1.3).

Tvrdenje 1.7 [9]

Q) Funkcija T: [0, 1]~ [0, 1] je t-norma ako i samo ako ([0, 1], T, <) je potpuno
uredena komutativna polugrupa sa neutralnim elementom 1 1 anihlatorom O.

(i) Funkcija S: [0, 1]°— [0, 1] je t-konorma ako i samo ako je ([0, 1], S, <)
potpuno uredena komutativna polugrupa sa neutralnim elementom 0 1 anihilatorom 1.

(iii))  Ako je T t-norma i S t-konorma i p: [0, 1] — [0, 1] striktno rastuca bijekcija,
onda su operacije Tp, Sp: [0, 1]% - [0, 1] date sa formulama:

To(x, ¥) = p(T(p(x), p(¥)))

Se(x, y) = p(S(p(X), p(¥)))

t-norma i t-konorma izomorfne, i izomorfne su sa T i S, respektivno.

2. Fazi aritmetika

Re¢ fazi (eng. fuzzy) oznacava neodreden, neprecizan pojam. Nacin na koji ljudi
razmisljaju je iskljucivo fazi, jer se dozivljaj sveta oko nas neprekidno menja, i ne moze uvek
biti definisan pomocu ta¢nih ili netacnih izjava. Karakteristike kao “blizu”, “mlad”, “lep”,
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“toplo” su jednostavni primeri nepreciznih termina. Neka se uzme u obzir primer “Covek je
mlad”. Za neke ljude, ¢ovek sa 25 godina je mlad, dok za druge i neko sa 35 godina je mlad.
Dakle, koncept mlad nije precizno definisan. Na primer, ako neko ima 1 godinu on je
definitivno mlad, a ako ima 100 godina, onda definitivno nije mlad. Medutim, ¢ovek sa 35
godina ima moguénost da se posmatra kao mlad i to obi¢no zavisi od osobe do osobe, koja
procenjuje neciju mladost. Kod kompleksnih sistema suvise precizan podatak nije od neke
koristi, npr. podatak “Sutra nas ocekuje temperatura 26,6489 °C” ne daje mnogo vaZznije
informacije (Cak zatrpava nepotrebnim informacijama) od “Sutra nas o¢ekuje toplije vreme”.
Fazi skupove je uveo u nauc¢nu metodologiju prof. Lotfi A. Zadeh 1965. godine, da bi mogao
koristiti podatake i informacije koje poseduju odredene neizvesnosti. L. Zadeh je rekao:
“Pojam fazi skupa daje polaznu tacku za konstruisanje konceptualnog okvira koji u mnogim
aspektima odgovara obi¢nim skupovima , ali je opstiji i , potencijalno, ima mnogo Siru
primenu, posebno u oblasti klasifikacije i procesiranja informacija. U sustini , takav okvir
pruza prirodan nacin suocavanja sa problemima, ¢iji su izvor nepreciznosti i odsustvo strogo
definisanih kriterijuma nego uticaj slu¢ajnih promenljivih” [15].
Rezultati prezentovani u ovom poglavlju su iz [1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 11, 12, 15, 16].

2.1 Osnove fazi skupa

U ovom poglavlju dat je pregled osnovnih pojmova iz teorije fazi skupova. Pojam fazi
skupa je uveden kao generalizacija klasi¢nih, obi¢nih skupova, formiranjem tzv. funkcije
pripadnosti (karakteristiéne funkcije). Posle toga se uvode pojmovi kao §to su interval
podrske, a-preseci, konveksnost i fazi broj. Zatim sledi predstavljanje fazi skupova na osnovu
njihovih a-preseka, kao i operacije koje se mogu izvoditi nad fazi skupovima [1, 2, 12, 15].

Kod klasi¢nih skupova pripadanje nekog elementa skupu je precizno definisano:
element ili jeste ¢lan nekog skupa ili nije. Zato karakteristi¢na funkcija pa(X) moze uzimati
samo dve vrednosti, 1 ili 0. Karakteristicna funkcija (funkcija pripadnosti) ua(x) predstavlja
pravilo pripadnosti, koje karakteriSe elemente (¢lanove) skupa A c U, gde je U univerzalni

skup. Drugim rec¢ima:
1 Zax €A
1a(X) :{
0 zZax ¢ A

Ovde se vidi da su granice obi¢nog skupa A ostro definisane. Medutim, to nije slucaj i
kod fazi skupova, zato Sto neki element moze i delimi¢no da pripada skupu, tj. pripadnost se
moze predstaviti postepeno.

Razlika izmedju fazi i obi¢nih (eng. crisp) skupova se moze ilustrovati pomocu

primera “Visoki ljudi” [1]. Razmatra se slede¢i slu¢aj. Covek je visok ako je njegova visina
180 cm ili vise, inace Covek nije visok. Karakteristi¢na funkcija skupa A = {Visoki ljudi} je
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1 za 180 < x
pa(x) :{
0 za 160 < x < 180

gde je univerzalni skup U = {x | 160 < x < 200 }.

0 160 180 200 X

v

Slika 8. Karakteristi¢na funkcija skupa “Visoki ljudi”.

Ocigledno, opis skupa “Visoki ljudi” nije zadovoljavajuéi, posto ne dozvoljava gradaciju.
Rec visok nije najjasnija. Na primer, osoba visine 179 cm nije visoka, isto kao i osoba visina
160 cm. Medutim, osoba visine 180 cm je visoka isto kao 1 osoba visine 200 cm. Takode, po
definicije datoj gore, dobija se drasticna razlika izmedu visine 179 cm 1 180 cm, Sto nije
realno.

Prethodni problem je moguce resiti ako se dozvoli da karakteristi¢na funkcija uzima
vrednosti iz intervala [0, 1]. U ovom sluc¢aju koncept pripadnosti viSe nije obi¢an nego
postaje fazi, u smislu reprezentovanja delimi¢nog pripadanja.

Neka je A klasi¢an podskup univerzalnog skupa U. Fazi skup A je definisan pomocu
skupa ili uredenih parova, binarnom relacijom,

A={( ua()) [ x € A, uax) € [0, 1]}, (2.1)

gde je ua(x) funkcija pripadnosti. ua(x) predstavlja stepen pripadnosti nekog elementa iz A
fazi skupu A. (2.1) pokazuje da se svakom elementu x iz A dodeljuje realan broj ua(x) iz
intervala [0, 1]. Vecéa vrednost ua(X) predstavlja veéi stepen pripadnosti.

Ovde se pretpostavlja da je funkcija pripadnosti ua(x) ili delimi¢no neprekidna ili
diskretna. Fazi skup A na osnovu (2.1) je formalno jednak funkciji pripadnosti pa(X).

Fazi skupovi su oznaCeni masnim slovima A, B, C, ... a odgovaraju¢e funkcije
pripadnosti sa ua(x), us(X), uc(x), ...

Elementi sa nula stepenom pripadnosti fazi skupu se obi¢no ne prikazuju.
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Klasi¢ni skupovi se mogu posmatrati kao specijalni sluc¢aj fazi skupova, ¢ija je
karakteristi¢na funkcija jednaka 1.

Fazi skup se zove normalizovan ako najmanje jedan element x € A dostize
maksimalnu pripadnost 1, inae se skup zove nenormalizovan. Neka je skup A
nenormalizovan, tada pua(X)<1. Normalizovati skup skup A zna¢i normalizovati njegovu

palx)
max pa(x)
A se zove prazan skup, u oznaci @, ako je ua(x) =0 zasvako x € A.

funkciju pripadnosti ua(x), tj. ma(x) =

Primer 2.1 [1] Neka je dat fazi skup
A ={(x1, 0.1), (X2, 0.5), (X3, 0.3), (X4, 0.8), (X5, 1), (X, 0.2)}.

Ovo je diskretan fazi skup koji se sastoji od 6 uredenih parova. Elementi X; i = 1,...,6, ne
moraju uvek biti brojevi. Funkcija pripadnosti pua(X) za A uzima sledece vrednosti:

pa(x1) =0.1, ua(x2) =0.5, ua(xs)=0.3,
pa(Xa) =08, ualxs) =1,  pa(xs) =0.2.

Element Xs je potpuni ¢lan fazi skupa A, X3 veoma malo, Xs i X3 su malo vise ¢lanovi skupa A,
X4 je skoro potpuni ¢lan skupa A, dok X, je manje ili vise ¢lan A.

Elementi x; iz A se mogu predstaviti na razli¢ite nacine, ovde su prikazani samo neki od njih:

@ Neka su xj, 1 = 1, ..., 6 prirodni brojevi, takvi da x; = 1, x, =2, ..., Xs = 6
pripadaju skupu A {1, 2, 3, 4, 5, 6}, gde U = N. Tada fazi skup A postaje

A={(1,0.1), (2,0.5), (3,0.3), (4,0.8), (5, 1), (6,0.2)}
Njegova funkcija pripadnosti, predstavljena na Slici 9., je diskretna.
(b) Neka su xj, i = 1, ..., 6 MiloSevi prijatelji, gde je X3 = lIvan, X, = Milan,
X3 = Dejan, X4 = Dusan, X5 = Nebojsa i X¢ = Miro. Skup Milosevih prijatelja

A ={lvan, Milan, Dejan, Dusan, Nebojsa, Miro}

je podskup univerzalnog skupa (svi Milosevi prijatelji). A predstavlja najblize Miloseve
prijatelje

A ={(lvan, 0.1), (Milan, 0.5), (Dejan, 0.3), (Dusan, 0.8), (Nebojsa, 1), (Miro, 0.2)}
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1 . .
0.5 | ,
0 . s | -
0 1 2 3 4 5 6 X
Slika 9. Fazi skup A ={(1, 0.1), (2, 0.5), (3, 0.3), (4, 0.8), (5, 1), (6, 0.2)}.

Primer 2.2 [1] U ovom primeru su predstavljeni brojevi koji su blizu 10.

(a) Prvo se posmatra fazi skup

1

Ar =L pa, ) IX €5, 151, pa, () = =55z}

gde je , ua, (X) (Slika 10.) neprekidna funkcija. Fazi skup A; predstavlja realne brojeve blizu
10.

L,
1

Slika 10. Realni brojevi blizu 10.

(b) Prirodni brojevi blizu 10 mogu biti izrazeni pomocu konacnog fazi skupa, koji se
sastoji od sedam uredenih parova

A, ={(7,0.1), (8, 0.3), (9, 0.8), (10, 1), (11, 0.8), (12, 0.3), (13, 0.1)}.
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Funkcija pripadnosti , uy, (x) (Slika 11.) je diskretna funkcija.

4

0 v 5 5 | a : e
0 7 8 ) 10 11 12 13 X

Slika 11. Prirodni brojevi blizu 10.

Iz primera “Visoki ljudi” moze se videti da njihov opis pomocu klasi¢nih skupova
nije adekvatan. Mnogo bolji opis je dat pomocu fazi skupa A = {(X, ua(x))}, gde je x izrazeno
u cm i pripada intervalu [160, 200] i ua(X) je definisano kao (Slika 12.)

1
2(30)2

(x — 140)? za 160 < x < 170
pa(x) =

- — Z 4 <

23072 (x — 200) +1 za 170 < x < 200
Funkcija pripadnosti ua(X) je neprekidna, delimi¢no-kvadratna funkcija. Brojevi na

horizontalnoj x-osi predstavljaju visinu u cm, a vertikalna u-osa predstavlja na kom nivou

poverenja se moze reci da je neki covek visok. Ako je osoba visine 160 cm, onda je malo

visoka, sa 180 cm osoba je skoro visoka a sa visinom od 200 cm osoba je visoka.

1
0.78
0.5
0.22
0 “~ >
0 160 170 180 190 200 X
Slika 12. Primer “Visoki ljudi” predstavljen pomocéu fazi skupa
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Dalje se definiSe a-presek (eng. a-cut), oznacen sa “A, kao klasi¢an skup elemenata x koji
pripadaju A, najmanje do stepena a:

“A={x|XER, ua() = o}, a €0, 1] (2.2)

Ova definicija daje prag, koji pruza nivo poverenja u odluku modeliranu pomocu fazi skupa.

Prag se moze iskoristiti da bi se izbacili iz razmatranja elementi X iz A ¢iji je stepen
pripadnosti pua(x) < a.

Na primer, moZe se uzeti prag, tj. a-presek, °°A da bi se izbacili iz razmatranja osobe
¢ija je visina ispod 170 cm.

Svaki fazi podskup se moze rekonstruisati pomocu svojih a-preseka, preko specijalnih fazi
podskupova aA,. aA, je fazi skup, koji svakom elementu ¢ija je funkcija pripadnosti skupu A
vecéa ili jednaka o pridruzuje funkciju pripadnosti jednaku o, dok svim ostalim elementima
pridruzuje funkciju pripadnosti jednaku 0. Naime, vazi slede¢a teorema o dekompoziciji fazi
skupa.

Teorema 2.1 [12]
Za svaki fazi podskup A vazi

A=Uge,1]9Aq
gde je U unija fazi skupova.

Dokaz: Neka je x proizvoljan fiksan elemenat iz X i neka je ua(x) =r. Tada je

HUq e o1y e (%) = SUP Haa, (X) = MaX(SUP aa, (), SUP Haa, (X))

a€o0,1] a€elo,r] aelr1]
Kako je za a € [0, r] uvek pa(x) =r =0, t0 je puqa, =0, azaa € (r, 1] uvek je ua(x) =r < a,
pa je pqa, =0, te vazi

HUq e0,1)¢Aq (X) =sup a =r = pa(x) [ |
a€[0,1]

Fazi skup A, na univerzalnom skupu U = R, je konveksan ako i samo ako je a-presek
intervala “A (Slika 13.) konveksan za svako a iz intervala (0, 1]. U tom slu¢aju, svi a-preseci

intervala “A se sastoje od jednog segmenta (Slika 13.(a)). Inace, skup je nekonveksan (Slika
13.(b)).
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3 H
normalizovan
I normalizovan /

\/ \ """"""""" 7/ \// """"""""""

|
\ . . 3
L o | nenormalizovan | nenormalizovan A A
\ \ ’ﬂ&_‘.\

,f""! ,.n"f/ ¥ .l \ *L\/Q

N

/

/ ‘ / ,‘ l'"'. ""

i \

? © R (b) :

Slika 13. (a) Konveksni fazi skupovi; (b) Nekonveksni fazi skupovi
2.2 Fazi brojevi

Fazi broj predstavlja proSirenje klasi¢énog broja u smislu da se ne odnosi na jednu
vrednost, ve¢ na skup vrednosti. Svaka moguca vrednost se nalazi izmedu 01 1. U ovom radu
¢e se posmatrati fazi brojevi u skladu sa definicijom iz [12].

Rezultati prezentovani u ovom poglavlju su iz [1, 2, 3, 4, 10, 11, 12, 15].

Definicija 2.1 [12]

Fazi skup A iz univerzalnog skupa R je fazi broj ako je konveksan i normalizovan tj. ua(x) =1
zanekox ERizasveXx,y, z € R, takve daje x <y < z, vazi ua(y) = min(ua(x), ua(z)).

Na Slici 14.(a), (b) su prikazana dva fazi broja. Prvi je sa maksimumom, gde dostize
maksimalnu pripadnost pa(X) = 1 samo u jednoj tacki (ay, 1). Drugi je sa ravnim delom (eng.
with flat), gde maksimalna pripadnost ua(x) = 1 nije karakteristicna samo za jednu tacku,
nego za ceo interval [by, by]. U sustini, to je a-presek sa najveé¢im stepenom pripadnosi 1.
Fazi broj sa ravnim delom se najcesce koristi za aplikacije u realnom vremenu. Na primer,
normalizovan fazi skup na Slici 13.(a) je fazi broj, dok skupovi na Slici 13.(b) nisu. Fazi skup
na Slici 12. je takode fazi broj.

Fazi skup na Slici 11. je fazi skup u skupu prirodnih brojeva, dok fazi skup na Slici 9.
nije. Takode, mogu se razmatrati 1 fazi brojevi sa ravnim delom u skupu prirodnih brojeva.

Fazi brojevi se oznafavaju kosim slovima A, B, C, ..., a njihove funkcije pripadnosti
sa pa(X), us(X), pc(X), ... ili sa A(x), B(x), C(x), ...
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0 ? - 0 .,
0 a a 2 X baa b b 2 X

Slika 14. Fazi brojevi (a) sa maksimumom (b) sa ravnim delom
2.2.1 Delimi¢no-kvadratni fazi brojevi

Interval [a;, a,] (Slika 14.) se zove nosa¢ (eng. supporting interval) za fazi broj. On
predstavlja interval, gde je funkcija pripadnosti ua(X) > 0. Funkcija pripadnosti u a(X)
delimi¢no-kvadratnog fazi broja (Slika 15.) ima oblik zvona, simetri¢na je u odnosu na X = p,

ima nosac [a;, a2] i za nju su karakteristi¢na dva parametra p = % (aataz)ip €(0,az-p). Vrh
(tatka maksimuma) je (p, 1). 2P se zove $irina opsega definisana kao segment (a-presek) na

nivou o0 = % izmedu tacaka (p - B, %) i (p+ P, %)

a 4

0 aa p-Pp P prp 8 X
Slika 15. Delimi¢no-kvadratni fazi broj
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Kriva na Slici 15. je opisana pomoc¢u jednacina:

(e zaa; <xX<p-p
_ﬁz(X-p)2+1 zap-B<x<p+p
ra(x) = |
mZ(X'az)z zap+p<x<a
: 0 inace

2.2.2 Trougaoni fazi brojevi

Trougaoni fazi broj A ili jednostavnije trougaoni broj sa funkcijom pripadnosti ua(x)
je definisan na R pomoc¢u

24 zaa; < X < ay
ay —am
X —ap
ua(x) = —_— zZa ay<Xx<a (2.3)
ay —ap
0 inace

gde je [a1, az] nosac a tacka (am 1) je vrh (Sliku 16.).

Slika 16. Trougaoni fazi brojevi

. N y . . L a;+a
Cesto, u aplikacijama, tacka ay € (az, az) se nalazi na sredini nosaca, tj. ay = ! > Z
Tada, ubacujuéi ovu vrednost u (2.3) dobija se:

2 % zaa; <X < ay
2— d1
— X —az
,uA(X) = 2 E Za ausx<a (24)
0 inaée
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0 a1 ata Q X -2 0 a X

| S

Slika 17. (a) Centralni trougaoni broj; (b) Centralni trougaoni broj simetri¢an u 0dnosu na
u

(2.4) predstavlja centralni trougaoni broj (Slika 17.(a)). Slicno kao kod delimi¢no-
kvadratnog fazi broja veoma je diskutabilno opisati re¢ blizu (blizu ay). Trougaoni brojevi
imaju funkciju pripadnosti koja se sastoji od dva linearna segmenta, A' (levo) i A" (desno),
koja se spajaju pri vrhu (am 1), $to ¢ini graficku prezentaciju i operacije sa trougaonim
brojevima veoma jednostavnim. Takode, veoma je vazno da se mogu konstruisati na osnovu
veoma malo informacija.

Trougaoni broj moze biti konstruisan na osnovu tri vrednosti az, am 1 @y, a
pomocu tih vrednosti se moZe napisati i njegova funkcija pripadnosti. Zbog toga se trougaoni
broj jo§ oznacava kao:

A= (al, am, ag).

Desni segment (Slika 17.(b)) za A = (-a, 0, a), opisuje pozitivno malo, npr. mlade godine,
mali profit, mali rizik... Oznacava se sa A" = (0, 0, a). Levi segment A' opisuje pozitivno
veliko, npr. stare godine, veliki profit, visok rizik... Uopsteno vaze slede¢e oznake:

A'=(a, aw, am) i A" = (am, am, a2).
2.2.3 LR-fazi interval

Specijalnu podklasu fazi intervala predstavljaju LR-fazi intervali. U sustini, LR-fazi intervali
su fazi intervali sa ograni¢enim nosacem.

Definicija 2.2 [4]

Neka su L i R opadjuca i neprekidna preslikavanja iz [0, 1], takva da L(0) = R(0) = 1 i
L(1)=R(1)=0,inekaje (/ » , y) € R* takodal <r,y > 0ip > 0. Fazi broj A definisan sa
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(o x<I-B
L(l;x), l-g<x<I

A(x):< 1, l<x<r
R(=5), r<x<r+p

Lo F+y<x

se zove LR-fazi interval i oznacavasa A= (I, r, B, y)Lr.

2.2.4 Trapezoidni fazi brojevi mada

Trapezoidni fazi broj A ili jednostavnije trapezoidni broj (Slika 18.) je definisan nad R

kao:

( X —al
— zaa;<x<b;
bi—aq
1 Za b1 <x< bz

OER (2.5)

X9 za b,<x<a,
bz —ap
0 .

\ mace

Nosac je [ai, @2] a ravni deo na nivou a = 1 ima projekciju [bs, by] na x-osi. Sa Cetiri
vrednosti aj, az, by i b, moze se konstruisati trapezoidni broj (2.5). Moze se oznaciti jos$ kao:

A = [al, bl, bz, 3.2]

lako je ovo fazi broj, treba primetiti da predstavlja i fazi interval sa lineranim segmentima.

Ako je b; = b, = ay, trapezoidni broj postaje trougaoni broj, a ako je [as, b1] = [b2, a2]

.. o Cq . bi+b .
onda se dobija simetri¢ni trapezoidni broj u odnosu na X = % (Slika 18.(b)).
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al bl 2 a X 0 al bl X
Slika 18. (a) Trapezoidni fazi broj; (b) Simetri¢ni trapezoidni fazi broj
Sli¢no, kao i kod trougaonih brojeva mogu se predstaviti levi i desni trapezoidni
brojevi kao delovi trapezoidnog broja. Desni segment oznacen sa A" = (b, by, by, @) ima
nosa¢ [by, a] a levi segment A' = (ay, by, by b,) ima nosac [ay, ba].
N N
H il
AT AI
1 1
(b)
? >
0 X 0 al b1 b2 X
Slika 19. () Desni trapezoidni broj A" predstavlja ,,malo” (b) Levi trapezoidni broj A'

predstavlja ,,veliko”

Posebni slucajevi fazi brojeva obuhvataju obi¢ne realne brojeve i interval realnih brojeva, kao
Sto je ilustrovano na Slici 20. : (a) obic¢an realan broj 1.3; (b) obican zatvoreni interval
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[1.25, 1.35]; (c) fazi broj koji izrazava propoziciju ,,blisku 1.3”; i (d) fazi broj sa ravnom
oblasti (fazi interval).

(@)
0
0 1:3 X X
1
(b)
0
0 1.25 1.35 X 0 12 128 1.3 1:32 1.4 X
Slika 20. Poredenje realnog broja i obi¢nog intervala sa fazi brojem, odnosno fazi

intervalom

Slede¢a teorema pokazuje da funkcije pripadnosti mogu, uopSteno gledajuéi, biti
funkcije definisane po delovima.

Teorema 2.2 [10] Neka je A € F(R), gde je F(R) skup svih fazi podskupova
skupa realnih brojeva. Tada A je fazi broj ako i samo ako postoji zatvoreni interval [a, b] # @
takav da:

1 xe[a,b]
A(X)=<1(x) xe (—oo, a)

r(x) Xe(b,oo) (2.6)

gde je | funkcija iz (—o, a) u [0, 1], monotono rastuca, neprekidna sa desne strane, takva da
I(xX) =0 za X € (—o0,®4); r je funkcija iz (b, ) u [0, 1] monotono opadujuca, neprekidna sa
leve strane, takva da r(x) =0 za X € (m,, »).

Dokaz: Potreban uslov. Posto je A fazi broj, “A je zatvoreni interval za svako o € (0, 1]. Za
o = 1, 'A je ne-prazan zatvoreni interval, jer je A normalizovano. Stoga, postoji par a, b € R
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takav da 'A =[a, b], gde jea<b. To jest, A(x) = 1 zax € [a, b] i A(X) <1 za x € [a, b]. Tada
je 0<I(x)<1,jerje 0< A(X) <1 VX e (—oxo,a).

Neka je x<y<a,= A(y)=min[A(x), A@)]= A(x) posto je A konveksno i A(a) = 1.
Stoga, I(y) > I(x); to jest, | je monotono rastuce.

Sada se pretpostavlja da I(x) nije neprekidno sa desne strane. Ovo znaci da za neko
X, € (—o0, @) postoji niz brojeva { x, } takav da je x, = xo, VX i da je

lim X, = X

n—-oo

ali lim,, ., [(xy) = lim,, ., A(%) = @ > 1(xo) = A(¥o)

Sada, X, € A za neko n jer je “A zatvoreni interval i stoga takode Xo € “A. Dakle,
I(x0) = A(X,) = &, §to je kontradikcija. To jest, I(X) je neprekidno sa desne strane.

Dokaz da je funkcija r na Slici 21. monotono opadajuca i da je neprekidna sa leve
strane je slican.

Posto je A fazi broj, °*A je ograni¢eno. Dakle, postoji par s, ®, € R konaénih brojeva gde
vazi A(X) =0 za X € (—w, 01) U (0, ).

Dovoljan uslov. Svaki fazi skup A definisan putem (2.6) je ocigledno normalizovan, a
njegova podrska °*A je ograniCena, jer je °*A C [wi, ®;]. Ostaje da se dokaze da je “A
zatvoreni interval za svako a € (0, 1]. Neka je

Xo = INF{X | I(X) = a, x < a},

Yo =sup{x | r(x) = a, x > b}
za svako a € (0, 1]. Treba dokazati da je “A = [X,, Y.] za svako a € (0, 1].

Za svako X € “A, ako X0 < @, tada I(xo) = A(Xo) > a. To jest, X, e{X|1(X) >, x <@}, i
zbog toga, X, = inf{x|1(X) > a,x <a}=X,. Ako je Xo >b, onda r(xy) = A(xo) > q; to jest
X, €{X| r(x) = a,x > b}, i zbog toga, xo < sup{x | r(x) = a, x > b }= y,. Oc¢igledno, X, < a, i

Y. > b; to jest, [a, b] € [X, Yol Stoga, Xo € [Xa Vo], 1 Sledi da je “A € [x,, Y.]. Ostaje da se

dokaze da je X,, Y, € “A.

Po definiciji x,, mora postojati niz {x, }u {x|1(x) > «, x < a} takav da lim X, = X,, gde je X, >
n—-oo

X, Za bilo koje n. Posto je | neprekidno sa desne strane, dobija se
I(Xo) = x( lim,, . xn) = lim,, ., [(Xn) = .

Dakle, x, € “A. Na sli¢an nacin se moze dokazatiday, € “A. =
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Posledica teoreme 2.2 je da svaki fazi broj moze biti predstavljen u obliku (2.6). U
opStem smislu, ova forma dozvoljava da se fazi brojevi definiSu po delovima, kao $to je

ilustrovano na Slici 21.

Ax) ]

r(x)

AR
T ki I

Wi 0 a b w2
Slika 21. Uopsteni fazi broj A predstavljen pomocu (2.6)

Primer 2.3 [10]

Definisana su Cetiri fazi broja sa Slike 20. u odnosu na (2.6):
(@)

w,=a=b=w,=13

VX € (—0,1.3),1(x) =0
VX e (1.3,0),r(x)=0

(b)
w,=a=125w,=b=1.35
VX € (—0,1.25),1(x) =0
VX € (1.35,),r(x) =0

(©

a=b=13,
w, =12,w,=14
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1(x) = 0 X € (—0,1.2)
{ 10(x—1.3) +1 x e[1.2,1.3)

r(x)= {10L.3—x)+1 xe(1.3,1.4]
{ 0 X € (1.4,0)

(d)

a=1.28,b=1.32

w,=12,w,=14

1(x) = 0 X € (—0,1.2)
{ 12.5(x—1.28) +1 x €[1.2,1.28)

r(x)= [ 12.5(1.28—x)+1 X e (1.32,1.4]
{ 0 x € (1.4,0)

Na primer, fazi broj kojim se izrazava lingvisticki koncept veoma veliko, kao S§to je
ilustrovano na Slici 22., je izrazen pomocu (2.6) kao Sto sledi: a = 90, b = 100, o, = 77,5 i
o, = 100,

I(x) = 0 X €(—00,77.5)
- 10.08(x-90)+1  x [77.5,00)

r(x) =0, x (100, ).
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pravila

Lingvisticka
PERFORMANSA ¢ i
promenljiva
Lingvisticke
vrednosti
(stanja) Semanticka

—{ veoma malo ] [ malo ] [ srednje } [ veliko } Lveomaveliko J

4 g
10 225 32.5 45 35 61y T35 90 100~
Osnovna » v (performansa)
promenljiva
Slika 22. Primer lingvisti¢ke promenljive

2.3 Lingvisticke promenljive

Koncept fazi broja igra fundamentalnu ulogu u formulisanju kvantitativnih fazi
promenljivin. Ovo su promenljive ¢ija su stanja fazi brojevi. Kada, uz to, fazi brojevi
predstavljaju lingvisticke vrednosti, kao sto su veoma malo, malo, srednje, itd, kako se ve¢
tumaci u odredenom kontekstu, konstrukcije koje nastaju se obi¢no nazivaju lingvisticke
promenljive [1, 2, 10].

Svaka lingvisticka promenljiva, Cije je stanje izrazeno lingvistickim terminima Se
interpretira kao specifi¢an fazi broj, definisana je putem osnovne promenljive, ¢ije vrednosti
su realni brojevi sa specifi¢nim rasponom. Osnovna promenljiva je promenljiva u klasi¢cnom
smislu, predstavljena je kao fizicka promenljiva (temperatura, pritisak, brzina, voltaza,
vlaznost, itd), a moze i kao bilo koja numericka promenljiva (dob, kamatna stopa,
performansa, plata, krvna slika, verovatno¢a, pouzdanost, itd). Kod lingvistickih
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promenljivih, ligvisticki termini koji predstavljaju priblizne vrednosti osnovne promenljive, u
okviru specifi¢ne primene, prikazani su odgovaraju¢im fazi brojevima.

Svaka lingvisticka promenljiva je potpuno okarakterisana petorkom (v, T, X, g, m),
gde je v ime promenljive, T je skup lingvistickih termina v Koji se odnose na osnovnu
promenljivu, ¢iji domen je u okviru univerzalnog skupa X, g je sintakticko (gramaticko)
pravilo za generisanje lingvistickih termina, a m je semanticko pravilo koje dodeljuje
znaenje svakom t € T lingvistiCkom terminu njegovo znacenje, m(t), koje je fazi skup iz X
(npr,m : T — F (X)).

Primer lingvisticke promenljive je prikazan na Slici 22. Njeno ime je performansa.
Ova promenljiva izrazava performansu (koja je u ovom primeru 0osnovna promenljiva) ciljno
orijentisanog entiteta (osobe, masine, organizacije, metoda, itd) u datom kontekstu u pet
osnovnih lingvisti¢kih termina — veoma malo, malo, srednje, veliko, veoma veliko — kao i
putem drugih lingvistickih termina generisanih sintaktickim pravilima (nije eksplicitno
prikazano Slikom 22.), kao ne vrlo malo, veliko ili veoma veliko, vrlo vrlo malo, itd. Svakom
od osnovnih lingvistickih termina je dodeljen jedan od fazi brojeva putem semantickih
pravila. Fazi brojevi ¢ije funkcije pripadnosti imaju uobicajen trapezoidni oblik, definisani su
intervalom [0, 100], sto je domen osnovne promenljive. Svaki od njih predstavlja fazi
ograni¢enje ovog domena.

Da bi se bavili lingvistickim promenljivama, potrebne su ne samo razne teoretske
operacije sa skupovima, vec¢ takode i aritmeti¢ke operacije na fazi brojevima.

2.4 Aritmeticke operacije na fazi brojevima

U ovom poglavlju su predstavljene dve metode fazi aritmetike. Jedan metod se
zasniva na aritmetici intervala tj. posmatraju se a-preseci a drugi metod koristi princip
prosirenja, putem kojeg se operacije nad realnim brojevima pro$iruju i na fazi brojeve. U
ovom poglavlju se pretpostavlja da su fazi brojevi predstavljeni neprekidnim funkcijama
pripadnosti.

Rezultati prezentovani u ovom poglavlju su iz [3, 4, 10, 11, 15, 16].

2.4.1 Aritmeticke operacije na fazi brojevima - a presek

Fazi aritmetika je zasnovana na dve osobine fazi brojeva: (1) svaki fazi skup, a time i
svaki fazi broj, mogu u potpunosti i jedinstveno biti predstavljeni svojim o — presecima; i (2)
a -preseci svakog fazi broja su zatvoreni intervali realnih brojeva za svako o € (0, 1]. Ove
osobine omogucavaju da se definiSu aritmeticke operacije na fazi brojevima kao aritmeticke
operacije na njihovim o — presecima (npr. kao aritmeticke operacije na zatvorenim
interalima).
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Neka * predstavljabilo koju od Cetiri aritmeticke operacije na zatvorenim intervalima:
sabiranje +, oduzimanje -, mnozenje e, i deljenje /. Tada je sa

[a,b]<[d,e]={f xg|a< f <bd<g<e}

dato proSirenje elementarnih aritmetickih operacija na zatvorene intervale, osim §to
[a, b] / [d, €] nije definisano kada 0 € [d, €].

Cetiri aritmeticke operacije na zatvorenim intervalima su definisane na slede¢i nacin:

[a,b]+[d,e]=[a+d,b+e€] (2.7)
[a,b]-[d,e]=[a—¢e,b—d) (2.8)
[a,b]e[d,e] =[min(ad, ae,bd,be), max(ad, ae,bd, be)] (2.9)

i, ako vazi 0 ¢[d,e], sledi

[a,b]/[d, €] =[a,b] *[1/e1/d] = [min(

b
d

[o N )
DT

a a
e €

(2.10)

Treba primetiti da realan broj r moze takode da se posmatra kao kao specijalni
degenerisani (eng. degenerated) interval [r, r]. Kada je jedan od intervala iz (2.7) — (2.10)
degenerisan, dobijaju se specijalne operacije, a kada su oba degenerisana, dobija se
standardna aritmetika realnih brojeva.

Aritmeticke operacije na zatvorenim intervalima imaju izvesna korisna svojstva, a to
su: komutativnost, asocijativnost, identitet, poddistributivnost, distributivnost i obuhvatanje
monotonosti (eng. inclusion monotonicity).

Neka A i B oznacavaju fazi brojeve i neka * oznacava bilo koju od Cetiri osnovne aritmeticke
operacije. Tada, se definise fazi skup nad R, A * B, definisuéi njegov a presek “(A* B) kao:

d(A* B) = 9A * 9B (2.11)

zasvako a € (0, 1] (kad * =/, o¢igledno je da mora da vazi 0 € “B za svako a € (0, 1]. Zbog
teoreme 2.1, A * B se moze izraziti kao

A*B=Ugen (A * B)q (2.12)

Posto je “(A * B) zatvoreni interval za svako a € (0, 1] i A, B su fazi brojevi, A * B je takode
fazi broj.

U narednom primeru se moze videti primena (2.11) i (2.12).
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Primer 2.4 [10]

Neka su A i B trougaoni fazi brojevi, koji su definisani na slede¢i nacin:
(0 X<1,x>3
A(X) = < (x+1)/2 -1<x<1
L(3%)/2 1<x<3

(0 X<l x>5

B(x) = < (x-1)/2 1<x<3

(6x/2  3<x<5

Njihovi a preseci su :

“A=[2a-1,3-2a],
B=[2a+1,5 - 2a].

Koriste¢i (2.7) — (2.10), dolazi se do:

YA +B)=[40, 8 -4q] zao € (0, 1]

YA -B) = [4a- 6, 2 - 4q] zaa € (0,1]

aA B)—{ [-402 + 120 — 5,402 — 16a + 15] zaa € (0, 0.5]
*T [402 — 1,402 — 16a + 15] zaa € (0.5, 1]

a(p | B)= [a — 1)/ 2a + 1),3 — 2a) / 2a + 1)] zaa€ (0, 0.5]
( )z { [Qa — 1)/ (5 — 20),(3 — 2a) / 2 + 1)] zaa € (0.5, 1]

Prethodno dobijeni a-preseci odgovaraju slede¢im fazi brojevima:

( 0 Xx<0,x>8
(A+B)(0 = 2 O<x<4
8—x 4<x<8
L 4
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s
0 X<—6,X>2
X+6
(A-B)(x) = < — —-6<x<-2
4
2-x 2<x<2
L 4
[ 0 X< -5,x>15
1
(A _\2
3-(4-x) _5<x<0
2
1
2
(Ae B)(X) = < (1+2X) 0<x<3
1
_ 2
4-W+X° 515
2
\
0 Xx<-1, x>3
(x+1)/(2-2x%) -1< x<0
(A/B)(x) = <
(5x+1)/(2x+2) 0< x<1/3
(3-x)/(2x+2) 1/3<x<3

Metod rekonstrukcije fazi skupa na osnaovu a-preseka je dat teoremom 2.1.

2.4.2 Aritmeticke operacije na fazi brojevima - princip prosirenja

Druga metoda za razvijanje fazi aritmetike je bazirana na principu prosirenja. Na
0Snovu ovog principa, standardne aritmeticke operacije na realnim brojevima su prosirene na

fazi brojeve.

Formulacija Zadehovog sup—T principa prosirenja [16] je data na slede¢i nacin:
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Neka su Aj, ..., A, fazi podskupovi klasi¢nih skupova Xj, ..., X, redom, i neka je
preslikavanje f : X;x ..xX, — Y takvo da za svaku n-torku (xi,...,xn) € Xi1X...XX, vazi
f (x1,...,xn) =y €Y. Za proizvoljnu t-normu T , kao rezultat uopstenog principa prosirenja se
dobija B =f (Aq, ..., An), fazi podskup od Y, ¢ija je funkcija pripadnosti:

sup, T{ ua, (x1), . ,Ha, (xn)}, akopostojiy = f (xq,...,%,)
0, inace

ie () :{

U slucaju da se za t-normu uzme Ty, dobija se orginalni Zadehov princip proSirenja.
Koristec¢i uopsten principa prosirenja dolazi se do formule za izraCunavanje sume fazi brojeva
pomocu t-normi.

Neka * oznacava bilo koju od Cetiri osnovne aritmeticke operacije i neka su A i B fazi
brojevi. Tada se fazi skup na R, A * B, definise pomocu jednacine

(A*B)(2) = sup T [A(x) By
Z=Xx*y
za svako z € R, gde je T proizvolja trougaona norma. Konkretnije, za svako z € R, definise
se:

(A+B)(2) = sup T[AK), By

Z=x+y

(A-B)(@)=sup T[AX),BYI

I=X-Yy

(A«B)@)=sup  T[A(X) Byl

Z=XeYy

(A/B)(@@)=sup  T[AX),BW]I
z=xly

Ovako definisano (A * B) jeste fazi skup nad R. Naredna teorema daje odgovor kda je to bas
fazi broj ako u slu€aju originalne defincije:

(A*B)(z) = sup min[ A(x), B(y)],
Z=X*y
zasvakoz € R.

Teorema 2.3 [10]

Neka * € {+, -, », /} i neka su A i B neprekidni fazi brojevi. Tada je fazi skup A * B, definisan
sa:

(A*B)(2) = sup  min [A(x), B(y)]

Z=XxX*y
neprekidan fazi broj.
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Dokaz: Prvo se dokazuje (2.11) tako $to se pokaze da je “(A * B) zatvoreni interval za svako
o € (0, 1]- Za bilo koje z € “A * “B, postoji neko xo € “A, i neko yo € “B tako da je z = Xxo*

Yo. Sledi da je:

(A*B) (z) =sup  min [A(x), B(y)] = min [A (o), B (yo)] > c.

Z=X*y
Dakle, z € (A * B), i stoga,
AA* 9B C YA *B)

Zasvakoz € “(A* B), dobijase (A*B)(z)=sup min[A(X), B(y)] > a.

z=x*y
Stavise, za svako n > [1/0] + 1, gde [1/a] oznatava najveéi ceo broj koji je manji ili jednak
1 / a, postoji Xn i Yo tako da z = x *y, pa je min [A(xn), B(yn)] > a - 1/n.
Stoga, X, €*"A vy, €“"Y"B i mogu se posmatrati dva niza { X, } i { yn }. Posto je
a-1n<a-1/(n+1),
dobija se

a- l/(n+l)A cC a-l/nA a- 1/(n+1)B cC a- 1/nB

Dakle, {x} i {yn} spadaju u ““"A, odnosno u “" "B, respektivno. Posto su zatvoreni
intervali, {X,} i {yn} su ograniceni intervali. Prema tome, postoji konvergentan podniz {x, i},
takav da X, i — Xo . Kod korespondirajuc¢eg podniza {y, i}, takode postoji konvergentan
podniz {yn,i,j} takav da yn i ,j — yo . Ako se uzme korespondiraju¢i podniz {Xa i, i} iz {Xn i},
tada X, ,i,j — X 0. Dakle, dobijaju se dva niza {x» i} i {yn,i,j}, takva da

Xn,i,j = X0y Yn,i,j=> Yo, 1 Xn,ij*¥n,i,j=2
Sada, posto je * neprekidno,
Z=1imj o xn i j* Yn,ij= (ML xn i j) * (iMoo yn il j) = %o ™ Yo
Takode, posto je A(Xn i .j) > a - 1/nij i B(yn i.j) > a- 1/n;;
A(xo) = A(Timy Lo Xn i, j) = limjo A(Xn i) = jli_rglo((x -lnij)=a
B(yO):B(limj—moyn,i,j):limj—moB(yn,i,i)Z}i_{g(a'l/niyj):a
Dakle, postoji takav xo € “A i yo € “B takvi da z = Xo+ Yo, Z € “A * “B. Sledi da je

“A*B) C “A*“B

46



Master rad Trougaone norme i primena u fazi skupovima

i shodno tome,
“(A*B)="A*"B.

Sada se dokazuje da A * B mora biti neprekidno. Po teoremi 2.2, funkcija pripadanja A * B
mora biti uopStene forme opisane pomocu (2.6). Neka A * B nije neprekidno za zy, tj. neka je

lim (A * B)(z) < (A ™ B)(z0) = sup min[A(x), B(y)]

1o Z,=X*y
Tada, moraju postojati Xo 1 Yo takvi da je zo=Xo* Yo i

lim (A * B)(z) < min[A(x), B(Yo) (2.13)

711y

Posto je operacija * € {+, - * [ } monotona u odnosu na prvi i drugi argument, uvek se

mogu pronaci dva niza {X,} i {yn} takva da x,— Xo, Yn — yo dok n—o0, i X, *y, <z zabilo
koje n.

Neka je z, = Xn * Yy, tada z, — zp, kada n—o0. Stoga,

lim (A* B)2) = lim,,..(A * B)(z) = lim sup min[A(X), B(y)]

711y Z,=X%*y
= lim min[A(xn), B(yn)] = min[A(limX,), B(limyy)] = min[A(xo), B(yo)]-
n—oo n—oo n—oo
Sto je u kontradikciji sa (2.13), i zato A * B mora biti neprekidan fazi broj. m

U ovom delu sekcije sledi pregled rezultata iz [11] za sumu LR-fazi intervala bazirano na
razli¢itim trougaonim normama.

2.4.3 Suma LR-fazi intervala za Tu

Na osnovu formule iz teoreme 2.3 koriste¢i t-normu T umesto minimuma dobija se sledece
tvrdenje.

Tvrdenje 2.1 [4]

Neka je dato n fazi intervala A;, gde i = 1, ..., n. Tada, suma A = @}_, A zadovoljava
A=2io1 A

zaa € [0, 1].

Posledica 2.1 [4]

Neka je dato n LR-fazi intervala A; = (l;, ri, £i, yi)ir, i = 1, ..., n, onda je suma @} _, A data sa
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Dr1 A= Qioq 2o i Xiaq Bin 2i=1 PR

Treba primetiti da se poklapa sa intervalnim pristupom.
2.4.4 Suma LR-fazi interval za Tp

Na osnovu Zadehovog principa prosirenja koriste¢i T = Tp vaze sledeca dva tvrdenja.
Tvrdenje 2.2 [4]
Neka je dato n fazi intervala A;, i = 1, ..., n. Neka je a = [, ril, 1i=1,.. n Za Tp-sumu

A=@F _ Aivazi 'A=[l, rl,gdel=%7_; I, r=3%7_ 1 i

max.f Ai(x — 7 +71i), x=71
— i=1
A(x) = n ) )
maxizlAl(x—l+lL), x <1

Tvrdenje 2.3 [4]

Neka je dato n LR-fazi intervala A = (Ii, ri, Bi, yi)r, 1 = 1, ..., n, onda je Tp-suma @71 ,_, A
data sa

n n
2.4.5 Suma LR-fazi interval za Tp

Ovde se posmatraju LR-fazi intervali sa identi¢nim nosac¢em (interval na kome je ua(x) > 0).
Na osnovu Zadehovog principa prosirenja koriste¢i T = Tp dobija se sledece tvrdenje.

Tvrdenje 2.4 [4]

Neka je data t-norma Tp i n LR-fazi intervala Ai = (li, ri, Bi, yi)r, 1 =1, ..., n. Ako su logL i
logR konkavni, onda je Te-suma @1, _, A data sa

l—x
L" nﬁ), l-ng<x<l
1, I<x<r

O, A= <
nfx—T1
<
R(ny), r<x<r-+ny
\0’ inace
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®¥i=1 A= Qo1 2= 1nBny) g
2.4.6 Suma LR-fazi interval za Arhimedovu t-normu

Tvrdenje 2.5 [4] Neka je data neprekidna Arhimedova t-norma T sa aditivnim generatorom f
i n LR-fazi intervala Ai = (l;, ri, B, Y)r, 1 =1, ..., n. Ako je f dva puta diferencijabilna i
striktno konveksna, i ako su L i R dva puta deferencijabilni i konkavni, onda je T-suma
@7, -, Aidata sa

(o (or (L)) s
1, I<x<r
D o1 A= <
f (D (nf (R (xn—yr))), r<x<r+ny
0, inace
\_

gdel=%7"_; Kir=X_4r.
2.4.7 Suma LR-fazi interval za T\

U slucaju kada pretpostavka o jednakim nosacima viSe ne vazi, tada su rezultati poznati samo
za nilpotentne t-norme. Na osnovu Zadehovog principa proSirenja koriste¢i T = T dobija se
sledece tvrdenje.

Tvrdenje 2.6 [4]

Neka je data Lukasiewiez t-norma T i n LjR;-fazi intervala A; = (Ii, ri, Bi, yi)uiri, 1 =1, ..., n.
Ako su L i Rj konveksni, i=1, ..., n, onda je T -suma EB%L,:1 A; data sa

i

max | Ai (x — [ + L), x<1
eF,_ AKX= < 1, l<x<r
noo. .
max. _ Ai(x — 1 + 7i), r<x
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gdel=%7_1 ir=X_4r.

Ovde se obraduje suma LR-fazi intervala zasnovanih na t-normi, koje ¢uva LR oblik.
Ustanovljena je veza izmedu sabiranja zasnovanog na t-normi koje ¢uva linearnost fazi
intervala, i sabiranja invertibilnih L i R oblika, koje ne menja LR oblik. U radu je prikazana
moguénost kontrole Sirenja nosaa za vreme izraCunavanja u kojima ucestvuju LR-fazi
intervali [11].

2.5 Mreza fazi brojeva

Kao $to je dobro poznato, skup realnih brojeva R je linearno ureden. Za svaki par
realnih brojeva x iy, ili je x <y, ili y <x. Par (R, <) je mreza, koja takode moze biti izrazena
putem dve operacije za mreze,

_ X XLy
m|n(x,y)={
y ysX (2.14)
]y X=y
max(x,y)_{x y<x (2.15)

za svaki par x, y € R. Linearni poredak realnih brojeva se ne pro$iruje na fazi brojeve, ali u
ovom poglavlju se pokazuje da fazi brojevi mogu biti parcijalno uredeni i da ovo parcijalno
uredenje formira distributivnu mrezu.

Da bi se uvelo uredenje fazi broja koje ima smisla, prvo se prosiruju operacije za mreze min i
max nad realnim brojevima, kao $to je odredeno putem (2.14) i (2.15), u korespondirajuce
operacije MIN i MAX. Za bilo koja dva fazi broja A i B i za svako z € R, definisano je
sledece

MIN(A, B)(z) = sup min[A(x), B(y)] (2.16)
z=min(x, y)

MAX(A, B)(z) = sup min[A(X), B(y)] (2.17)
z = max(x, y)

Treba primetiti da se simboli MIN i MAX, koji oznacavaju uvedene operacije na fazi
brojevima, moraju razlikovati od simbola min i max, koji oznac¢avaju operacije minimum i
maximum nad realnim brojevima. Posto su min i max neprekidne operacije, iz (2.16) i (2.17),
i dokaza teoreme 2.3, sledi da su MIN (A, B) i MAX (A, B) fazi brojevi.

Za svaki realan broj ai, ap, by i by i za fazi brojeve A = [a;, a2] | B = [bs, b,], operacije min i
max su definisane na slede¢i nacin:
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za minimum: [a1, az] (A) [b1, b2] =[a1 A by, a2 A by]
za maksimum: [a1, az] (V) [b1, b2] =[a1 Vv by, a2 v by]

Ako se uzmu konkretne vrednosti, A = [3, 5] i B = [-2, 7], dobija se

za minimum: ANB=[3A(-2),5AT]
=[2,9]

za maksimum: A(V)B=[3V(-2),5VvT7]
=8, 7]

Primer 2.5 [10]

Vazno je uociti da su operacije MIN 1 MAX potpuno razli¢ite od standardnog fazi preseka 1
unije, min i max. Razlika je prikazana na Slici 23., gde

0 X<-2,Xx>4 0 X<1,x>3
A(X) =< (x+2)/3 -2<x<1 B(x)=9x-1 1<x<2
(4-x)/3 1<x<4 3-x 2<x<3
0 X<—2,X>3 0 X<1,x>3
X+2)/3 —2<x< Xx—1 <x<
MIN(A B)(x) = X F2)/3 —2=x<1 MAX (A, B)(X) = lex<2
(4-x)/3 1<x<25 3-x  2<x<25
3-x 25<x<3 (4-x)/1325<x<4

Slika23. [10] a) Poredenje operacija MIN, min
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Slika 23. [10] b) Poredenje operacija MAX, max

Neka R oznacava skup svih fazi brojeva. Tada su operacije MIN i MAX funkcije izRxR uR.
Sledeca teorema, koja prikazuje osnovna svojstva ovih operacija, omogucava da (R, MIN,
MAX) bude distributivna mreza u kojoj MIN i MAX predstavljaju “sresti”’(eng. meet) i
“pridruziti” (eng. join).

Teorema 2.4 [10]

Neka su MIN i MAX binarne operacije nad R, definisane putem (2.16) i (2.17). Tada, za
svako A, B, C € R, vazi sledece:

(a) Komutativnost: MIN(A, B) = MIN(B, A)
MAX(A, B) = MAX(B, A)

(b) Asocijativnost:  MIN(MIN(A, B), C)=MIN(A, MIN(B, C))
MAX(MAX(A, B), C)=MAX(A, MAX(B, C))

(c) Idempotentnost : MIN(A, A) = A
MAX(A, A) = A

(d) Apsorpcija : MIN(A, MAX(A, B)) = A
MAX(A, MIN(A, B)) = A

(e) Distributivnost: ~ MIN(A, MAX(B, C)) = MAX(MIN(A, B), MIN(A, C)

MAX(A, MIN(B, C)) = MIN(MAX(A, B), MAX(A, C))
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Dokaz: Dokazuju se samo svojstva (b), (d), i (e) (dokazi za (a) i (c) su o¢igledni).

(b) Zasvakoz € R,

MIN[A, MIN(B, C)](z) = sup min[A(x), MIN(B, C)(y)]
z = min(x, y)

= sup min[A(x), sup min[B(u),C(v)]]

Z=min(x, y) y = min(u, v)

= sup sup  min[A(x), B(u), C(v)]

z=min(x, y) y=min(u, v)

= sup min[A(x), B(u), C(v)]

Z =min(x, u, v)

=sup sup min[A(x), B(u), C(v)]

z=min(s, v) s=min(x, u)

=sup min[sup min(A(x), B(u)), C(v)]

Z=min(s, v) s=min(x, u)

= sup min[ MIN(A, B)(s), C(v)]
z=min(s, v)

= MIN [ MIN(A, B), C](2).

Dokaz za MAX za asocijativnost je analogan.

(d) Zasvakoz € R

MIN[A, MAX(B, C)](z) = sup min[A(x), MAX(A, B)(Y)]

z=min(x, y)

= sup min[A(x), sup min[A(u), B(v)]]

z=min(x, y) y = max(u, v)
= sup min[A(x), A(u), B(v)]
z = min(x, max(u, v))
Neka M oznacava desnu stranu poslednje jednacine. Posto je B fazi broj, postoji vo € R, takvo
daje B(vo) = 1. Zbog z = min[z, max(z, vo)], dobija se
M = min[A(z), A(z), B(vo)] = A(2).

Sa druge strane, posto je z = min[x, max(u, v)], vazi
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min(x, u) < z < X < max(x, u).
Zbog konveksnosti fazi brojeva
A(z) = min[A(min(x, u)], Amax(x, u)]]
= min[A(x), A(u)]
> min[A(x), A(u), BW)].

Time, M = A(2) i kao posledica tome, MIN[A, MAX(B, C)] = A. Dokaz drugog svojstva
apsorpcije je slican.

(e) Zasvako z € R, lako je videti da

MIN[A, MAX(B, O)](2) = sup min(A(x), B(u), C(v))
(2.18)
Z = min[x, max(u, v)]
MAX [ MIN(A, B),MIN(A, C)](z) = sup  min(A(m),B(n),A(s),C(t)
(2.19)

z = max[min(m, n), min(s, t)]
Da bi se dokazalo da su (2.18) i (2.19) jednaki, prvo se pokazuje da je E € F, gde
E = {min[A(x), B(u), C(v)] | min[x, max(u, v)] = z}
F ={min[A(m), B(n), A(s), C(t)] | max[min(m, n),min(s, t)] = z}.

Za svako a = min[A(x), B(u), C(v)], takvo da min[x, max(u, v)] = z, (a € E), postoji m=s =
X,n=u,it=v, takvo da

max [min(m, n), min(s, t)] = max [min(x, u),min(x, v))
= min[x, max(u, v)] = z.

Dakle, a = min[A(x), B(u), C(v)] = min[A(m), B(n), A(s), C(t)]. To jest, a € F, i zbog toga, E
C F. To znaci da je (2.19) vece ili jednako od (2.18). Dalje se pokazje da su ove dve funkcije
jednake posto za svaki broj b iz F postoji broj a iz E takav da je b < a.

Zasvako b € F, postoji m, n, s i t, takvo da
max [min(m, n), min(s, t)] =z,
b = min[A(m), B(n), A(s), C(t)).
Dakle, dobija se

Z = min[max(s, m), max(s, n), max(t, m), max(t, n)].
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Neka je x = min[max(s, m), max(s, n), max(t, m)], u=n, v =t. Tada, vazi
Z = min[x, max(u, v)]
Sa druge strane, lako se vidi da je
min(s, m) < x < max(s, m).
Zbog konveksnosti A,
A(X) = min[A(min(s, m), A(max(s, m))]
= min[A(s), A(m)].
Stoga, postoji a = min[A(x), B(u), C(v)], sa min(x, max(u, v)) =z (a € F), i
a = min[A(x), B(u), C(v)] = min[A(s), A(m), B(n), C(t)) = b.

To jest, za svako b € F, postoji a € F, takvo da je b < a. Ovim se implicira da sup F < sup
E.

Ova nejednacina, zajedno sa prethodnim rezultatom, pokazuje da se (2.18) poklapa sa
(2.19). Sa ovim se okoncava dokazivanje prvog zakona distribucije. Dokaz drugog zakona
distribucije je analogan. m

Mreza (R, MIN, MAX) se moze izraziti i kao par (R, <) gde je < parcijalno uredenje
definisano sa:

A < B ako i samo ako MIN(A, B) = A ili, alternativno,
A < B ako i samo ako MAX(A, B) = B, zasvako A, B € R.
Moze se , takode, definisati parcijalno uredenje s obzirom na relevante a-preseke:
A < B ako i samo ako min(®A, °B) = "A,
A < B ako i samo ako max(“A, “B) = °B

zasvako A, BeR i a € (0, 1], gde su “A i °B zatvoreni intervali (npr. °A = [a;, a;], “B =
[bs, by]).

Na osnovu ove predpostavke i uvedenih oznaka “A i °B lako se moze proveriti:
min(*A, “B) = [min(ay, bs), min(az, by)],
max(“A, °B) = [max(as, b1), max(a,, b,)].

Ako se definiSe parcijalno uredenje zatvorenih intervala na uobi¢ajen nadin, tj.

[a1, @] < [by, by] ako i samo ako a; < b; i a; < by,
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tada, za svako A, B € R, vazi
A < B akoisamo ako A < “B

za svako o € (0, 1]. To znaci da, na primer, dva fazi broja A i B na Slici 23., nisu uporediva.

Medutim, vrednosti lingvistickih promenljivih u ve¢ini primena su definisane fazi brojevima
koji su uporedivi. Na primer, vrednosti lingvisticke promenljive ,,performansa”, prikazane na
Slici 22., formiraju lanac:

vrlo malo < malo < srednje < veliko < vrlo veliko

lako skup R nije linearno ureden, nasuprot skupu R, postoje neki podskupovi od R
koji su linearno uredeni. Takvi podskupovi su najbrojniji u uobicajenim primenama teorije
fazi skupova.

2.6 Fazi jednacine

Jedno podrucje teorije fazi skupova u kojoj fazi skupovi i aritmeticke operacije na fazi
skupovima igraju fundamentalnu ulogu su fazi jednac¢ine. To su jednacine kod kojih su
koeficijenti 1 nepoznate fazi brojevi, a formule se konstruiSu operacijama fazi aritmetike.
Takve jednacine imaju veliku potencijalnu primenljivost. Na Zalost, njihova teorija jo§ nije
dovoljno razvijena, StaviSe, neki radovi objavljeni u ovoj oblasti su veoma kontroverzni.
Zbog manjka utvrdene teorije o oblasti fazi jednacina, ovde su samo okarakterisana neka
svojstva fazi jednacina. Radi se 0 dva veoma jednostavna tipa: A+ X =B, i Ae X =B, gde
su A i B fazi brojevi, a X je nepoznati fazi broj.

Rezultati prezentovani u ovom poglavlju su iz [6]

2.6.1 JednacinaA+X=B

TeSkoce pri reSavanju ove fazi jednacine uzrokuje ¢injenica da X = B - A nije reSenje.
Da bi se ovo uocilo, posmatraju se dva zatvorena intervala, “A=[a;,a,],”B =[b,,b,], koji se
mogu posmatrati kao specijalni fazi brojevi. Tada je B-A=[b —a,,b,—-a],i

A+ (B-A)=[ay, ay] +[bi-az b, - a]
=[a1+b;-ap @+ by -ai]
* [bl, b2] =B

ako je a; # ap Zato X = B - A nije reSenje jednacine.
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Neka je X = [xq, X2]. Tada, [al + x1, a2 + x2] = [by, b,] direktno sledi iz jednaline.
Ovo daje dve obi¢ne jednacine sa realnim brojevima,

ar+ X1 =Dy,
dr+Xo = bzy

Cija reSenja su X3 =bi-a; i X2 = by - a,. PoSto X mora biti interval, obavezno mora biti
X, < X, . Znaci, jednacina ima resenje ako i samo ako b, —a, <b, —a,. Ako ova nejednacina

vazi, reSenje je X = [by - a3, by - a2].
Ovaj primer ilustruje kako resiti jedna¢inu kada su dati fazi brojevi A i B zatvoreni intervali.

Neka za svako a € (0, 1], “A = ["a1, “az], B = [*b1, “b2] i X = [*X1, “X2] oznadavaju u
0voj jednacini a- preseke A, B i X. Tada, jednacina ima reSenje ako i samo ako:

Q) ‘b1 -"a; <%y -“ay; zasvakoa € (0,1] i
(i) o< pBimplicira “b; - “a1 < *b; - Pa; < P, - Pay < “b, - “ay.
Svojstvo (i) pokazuje da intervalska jednacina “A + “X = “B ima reSenje, koje je dato sa
“X =["b1 - “az, “b2 - “a].

Svojstvo (ii) pokazuje da su reSenja intervalskih jednaCina za o i B ugnjezdena, tj, ako je
a < ptada PX € “*X. Ako postoji resenje “X za svako a € (0, 1], i zadovoljen je uslov (ii),

tada je reSenje X fazi jednacine dato putem
X = Uge 01) 90Xy
Da bi se ilustrovali procedure reSavanja, dat je slede¢i primer.
Primer 2.6 [10]
Neka A i B u ovoj jednacini budu slede¢i fazi brojevi:
A={([0, 1), 0.2), ([1, 2), 0.6), ([2, 3), 0.8), ([3, 4), 0.9), (4, 1), (4, 5], 0.5), ((5,6], 0.1)}

B = {([0, 1), 0.1), ([1, 2), 0.2), ([2, 3), 0.6), ([3, 4), 0.7), ([4,5), 0.8), ([5,6), 0.9), (6, 1),
((6, 71, 0.5), (7,81, 0.4), ((8, 91, 0.2), ((9, 10], 0.1)}

Svi relevantni a preseci A, B i X su dati u tabeli 1. Resenje jednacine je fazi broj

X= Uqe 119X, ={([0, 1), 0.1), ([1, 2), 0.7), (2, 1), ((2, 3], 0.4), ((3, 4], 0.2)}
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a “A °B X

1 [4,4] [6,6] [2,2]
0.9 (3,4] [5,6] [2,2]
0.8 [2,4] [4,6] [2,2]
0.7 [2,4] (3,6] [1,2]
0.6 [1,4] [2,6] [1,2]
0.5 [1,5] [2,7] [1,2]
0.4 [1,5] [2,8] [1,3]
0.3 [1,5] [2,8] [1,3]
0.2 [0,5] [1,9] [1,4]
0.1 [0,6] [0,10] [0,4]

Tabela 1. a- preseci za primer 2.6

2.6.2 JednacinaA ®X=B

Neka su, zarad jednostavnosti, A i B fazi brojevi u R*. Lako se pokazuje da X = B / A nije
reSenje jednacine. Za svako a € (0, 1] dobija se intervalska jednac¢ina

‘A e "X ="B.

Rezultat ove fazi jednacine moze da se dobije resavanjem ovih intervalskih jednasSina
za svako o € (0, 1]. Neka je “A = [“ay, “az], B = [*b1, “b2] i X = [*X1, “X2]. Tada, reSenje fazi
jednacine postoji ako 1 samo ako:

(i) “b1/%1 <%, /", zasvakoa € (0,1] i
(i)  «<pBimplicira “by/ “a; < %y / Pay < Py 1 Pay < by 1 “ay.
Ako reSenje postoji, ima oblik
X =Uqe 019X,
Primer 2.7 [10]

Neka A i B u ovoj jednacini budu trougaoni fazi brojevi:

0 X<3,x>5
A(X) =4(x=3) 3<x<4
5-x 4<x<5b
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0 Xx<12,x>32
B(x) =4 (x-12)/8 12 <x<20
(32—-x)/12 20<x<32

Tada, “A=[a+3,5-a], “B=[8a + 12, 32 - 12a] i dobija se

8a +12 < 32a —12a
a+3 5—a

a zatim

ay = [80( +12 32a-— 120(]

a+3 "’ 5—a

za svako o € (0, 1].Takode se vidi da o < B implicira®X < *X za svaki par o, p € (0, 1]. Time
je resenje ove fazi jednacine

-
0 zax<4,x>32/5
12 — 3x
X=Ugepi@Xe= < — zad <x<5
32 —5x
zab<x<32/5

\ 12 —x

3. Fazi PERT za upravljanje projektima

Upravljanje projektima je komplikovana delatnost koja obuhvata planiranje raznih
aktivnosti koje moraju da se izvode u procesu razvoja novih proizvoda tehnologije.Projekti
imaju specifican pocetak 1 kraj. Radi lakSeg pregleda, podeljeni su na aktivnosti koje takode
imaju specifican pocetak i kraj. Aktivnosti se moraju izvoditi po odredenom redosledu, neke
pre drugih, neke istovremeno. VVreme koje je potrebno da bi se izvrSila svaka od njih mora se
proceniti.

Rezultati prezentovani u ovom poglavlju su iz [1, 14].

3.1 Klasic¢an PERT i CPM

Dve vazne klasicne tehnike su se razvile da bi se pospesilo planiranje 1 kontrola
projekata: ,,Tehnika evaluacije i revizije projekata“ (PERT), i ,,Metod kriti¢ne putanje*
(CPM). PERT je razvila SAD mornarica za vreme planiranja proizvodnje nuklearne
podmornice Polaris. CPM su razvili, otprilike u isto vreme, istrazivaci Iz Remington Rand-a i
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DuPont-a za svrhe odrzavanja hemijskih postrojenja. Ima brojnih sli¢nosti izmedu njih, 1
cesto se zajedno koriste kao jedinstevna tehnika.

Da bi se ilustrovao PERT i CPM predstavljena je pojednostavljena i modifikovana
verzija stvarnog projekta koji su razmatrali Fogerti i Hofman (1983). Sematski je prikazan u
Tabeli 2. projekat, nazvan ,,Dizajn sistema za upravljanje materijalima‘®, obuhvata dizajn,
izradu, montazu i testiranje. Projekat je podeljen u osam aktivnosti oznacenih sa A, B, C, D,
E, F, G, H. Vreme za koje se izvrSava svaka od ovih aktivnosti u zadnjem stupcu Tabele 2. je
procena rukovodioca zaduzenih za njih.

VREME
OPIS PRETHODNE | ISTOVREMENE SLEDECE POTREBNO ZA
AKTIVNOSTI AKTIVNOSTI AKTIVNOSTI AKTIVNOSTI | IZVRSENJE (u
danima)
A | Mehanicki dizajn B, C 35
B | Elektricni dizajn A C D 35
C | Mehanicka izrada A B E 55
D | Elektronska izrada B C,E F 35
E | Mehanicki podsklop C D F 50
F | Elektricna instalacija D, E G 30
G | Instaliranje cevi F G 30
H | Pokretanje, F 10
testiranje, isporuka
Tabela2. Podaci o projektovanju sistema upravljanja industrijskom opremom,

proizvodnji i planskoj izradi

3.1.1 Mrezni model planiranja

PERT i CPM konstruiSu mrezni model planiranja putem podataka u tabeli. Model koji
odgovara Tabeli 2. je prikazan Slici 24.. Svaka aktivnost je predstavljena kvadratom,
pravougaonikom, ili krugom unutar kojih je njena oznaka i vreme izvrSenja u danima.

Mrezni model planiranja eksplicitno predstavlja sekvencijalni odnos izmedu aktivnosti.
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A C E F G H

35 55 50 30 30 10

o)
O

35 35

Slika 24: MreZni model planiranja za sistem upravljanja industrijskom opremom

3.1.2 Kriti¢na putanja

Kriticna putanja je putanja aktivnosti povezanih u sekvenci od pocetka do kraja
projekta koja zahteva najduze vreme za izvrSenje. Tako je ukupno vreme izvrSenja projekta
vreme potrebno da bi se zavrSile sve aktivnosti na kriticnoj putanji.

Mrezni model planiranja pomaze da bi se odredila kriti€na putanja. Kriti¢na putanja
na Slici 24. je prikazana strelicama koje povezuju aktivnosti A, C, E, F, G i H. Ukupno vreme
za okoncanje projekta je 35 + 55 + 50 + 30 + 30 + 10 = 210 dana. Na Slici 24. se takode vidi
da aktivnosti B 1 D nisu na kriti¢koj putanji. Ne moraju biti okon¢ane po planu, ali zastoj ne
sme biti ve¢i od 35 dana. U suprotnom ¢e aktivnost F na kritickoj putanji biti odgodena.

3.1.3 PERT verovatnoce

Vremenska procena ili predvidanje zavrSetka projekta je inherentno nepouzdano. Da
bi se ova nepouzdanost kompenzovala, istraZivaci proSiruju kapacitet PERT-a time Sto koriste
statistike 1 verovatnocu. PERT od stru¢njaka zahteva tri procene za vreme zavrSetka svake
aktivnosti: optimisticko vreme n;, vreme koje ¢e biti potrebno da se akltivnost okonéa ako sve
prode u najboljem mogucem redu; najverovatnije vreme ny, vreme koje ¢e biti potrebno da
se aktivnost okonc¢a ako sve pode po planu; i pesimisticko vreme ny, tj. vreme koje ¢e biti
potrebno da se aktivnost okonca ako se pojave teskoce i problemi. Jedinstveno vreme za
okoncanje aktivnosti se racuna po formuli ponderisanog proseka

_nytny+n

- (3.1)

Ne
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koja se primenjuje za svaku aktivnost. Ukupno vreme Te za okoncanje projekta je vreme
okoncanja projekta po kritinoj putanji. Vreme izraCunato putem (3.1) za mrezni model
planiranja na Slici 24. ¢e biti priblizno onom predstavljenom u kvadratima i uglavnom ¢e
predstavljati bolju procenu. Ukupno vreme Te (priblizno 210 dana) ¢e biti realnije nego 210
dana. PERT dalje nastavlja sa kalkulisanjem standardne devijacije za te i drugim analizama
verovatnoce. Ovde se predlaze alternativa za PERT verovatnoce koja je manje komplikovana.

Tri vremenske procene ny, Ny, i N; za svaku aktivnost prave se od strane stru¢njaka
koji koriste svoje znanje, iskustvo i relevantne informacije koje su dostupne; procene su
subjektivne, ali ne i arbitrarne. Time je priroda nepouzdanosti vezane za takvu vrstu
problema vise fazi nego probabilisticka. PERT se ne bavi tehnikom za izraGunavanje ny, Ny, |
n;, on samo navodi da ona moraju da se izracunaju i kombinuju putem formule za
izraCunavanje ponderisanog proseka (3.1).

3.2 Fazi PERT za predvidanje vremena

Da bi se predstavio fazi PERT za predvidanje vremena, prvo treba objasniti pojmove kao $to
su fazi delfi, trougaona prosec¢na vrednost i defazifikacija.

Trougaona prosecna vrednost: Neka je dato n trougaonih brojeva A; = (al(i), aM(i),
ag(')), i =1, .., n.Koristeci sabiranje trougaonih brojeva i deljenje sa realnim brojem,
dobija se trougaona prosecna vrednost Agye

A+t Ay

ave —
n

(al(l)'aM(1)'a2(1))+...+(a1(n)'aM(n)'az(n))

n

_ Xt a0,V 31 ay® Xiq a,?
n
koja je trougaoni broj
1 51 L1 .
Aave = (M1, My, M2) = (;Z?zl a,?, ;Z?:l ay®, ;Z?ﬂ a,®) (3.2)

Operacija defazifikacije se ne moze jedinstveno definisati. Ovde su predstavljene tri
mogucnosti za defazifikaciju Aae = (M1, My, M) i Mogu se primeniti na bilo koji trougaoni
fazi broj.

(1) _mitmy+m;

(1) xmax - 3

) mq+2my +moy

(2) xmax = 4
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1 _mpt+idmy +m,
(3) Xmax — 6

Fazi delfi metod su predstavili Kaufman i Gupta 1988. godine. Ovaj metod se sastoji
iz sledecih koraka:

1) Strucnjaci Ej, 1 = 1, ..., n, predvidaju moguce datume realizacije sigurnog dogadaja u
nauci, tehnologiji ili u biznisu. Naime, odreduju najraniji datum a;", najverovatniji datum
av® i najkasniji datum a,". Ovi podaci su predstavljenikao trougaoni brojevi

A= @ au® a),i=1,..n

2) Trazi se devijacija (eng. deviation) izmedu Aae = (M1, My, My) i Ai. To je trougaoni
broj definisan sa

Aave - A= (Mg - .Y, my - an®, m; - a,")
S(EYP -0 Lyn o 0 a0 Lyn o g0
=7 i=1 A1 1 i=1Aam M7 i=1a2 2")
Ova devijacija se Salje nazad struénjacima na ponovno ispitivanje.
3) Svaki stru¢njak predstavlja novi trougaoni broj
Bi= (0", bu® b, i=1,..,n

I nalazi se Aae . Ovaj proces pocevsi od 2) se ponavlja sve dok se ne dobiju dve vrednosti
Aave, Bave, Cave..., koje su sli¢ne.

4) Ako se pojave neke bitne informacije na osnovu novih otkri¢a, moze se uraditi
ponovljeno ispitivanje.

Poboljsanje PERT-a se predlaze koris¢enjem fazi delfija za procenu n;, ny, i n; za svaku
aktivnost. Stru¢njaci sada svako vreme za okoncanje aktivnosti ocenjuju trougaonim
brojevima tipa (m, nm, Nz). Za svaku aktivnost racuna se. Da bi se izraCunala precizna
vremenska vrednost aktivnosti, mora se koristiti defazifikaciju. Fazi PERT je prikazan kroz
analizu sledeceg slucaja.

3.2.1 Predvidanje vremena za vodenje projekta upravljanja industrijskom opremom

Analizira se dizajn sistema za upravljanje industrijskom opremom iz Tabele 2. i sa
Slike 24. Neka su zanemarene vremenske procene do kojih se doslo koriste¢i klasi¢ni PERT.
Sada svaku vremensku aktivnost procenjuju tri struc¢njaka; neki mogu ucestvovati u proceni 1
za vise aktivnosti. Glavni rukovodioc projekta moze da ucestvuje u svim procenama grupe.
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Struc¢njaci su zamoljeni da procene optimisticki, najverovatniji i1 pesimisticki
vremenski period za okoncanje aktivnosti A, B,...H, izrazene kao trougaoni brojevi NA NE, ..
N i=1,23

Neka vazi pretpostavka da eksperti koji rade na proceni vremena okonc¢anja aktivnosti
A dolaze do rezultata prikazanih u Tabeli 3.

Ekspert NA Optimisticko | Najverovatnije | Pesimisti¢ko
vreme vreme vreme
E. N, 33 35 38
E, N, 33 34 37
E, N, 32 36 39
Ukupno | ¥3_ N 98 105 114
Tabela 3. Procena vremena okoncanja aktivnosti A

Sumirane procene struénjaka daju prosecno vreme zavrsetka aktivnosti A u danima, u formi
trougaone prosecne vrednosti:
Nave' = (%, @, %) =(32.67, 35, 38) = (33, 35, 38).
3 3 3
Da bi se pronaslo ta¢no vreme okon¢anja mora se defazifikovati Nave'. Posto je Nave'
gotovo sigurno trougaoni broj (sredina intervala [32.67, 38] je 35.335, $to je priblizno 35,
koristi se formula po kojoj je tmax = 35.

Radi poredenja, primenjuju se na Nave™ tri formule defazifikacije. Dobijaju se

(1) Nipe = 2207435438 _ 5599
(2) nZmax = 32'67+(j)35+38 = 35,17,
(3) fmmce 32.67+(;1)35+38 3511

brojevi koji su prilizno 35. Sem toga, kada se broje dani u sli¢nim projektima, nepotrebno je
zadrzati decimale; zaokruzuje se na pune dane. Decimale se obicno pojavljuju kada se radi sa
formulama za izraCunavanje proseka.

Na sli¢an nacin, drugih sedam grupa stru¢njaka moze dati procene i konstruisati tabele slicne
Tabeli 3. Ovde se pretpostavlja da su zaokruzena prosecna vremena Naye B . NaveH ona koja
su predstavljena u Tabeli 4. (u koju je ukljuéeno i Nae™).
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Aktivnost Prose¢no Optimisti¢ko | Najverovatnije | Pesimisti¢ko
vreme trajanja | vreme n, vreme ny, vreme n,
aktivnosti
A Nave 33 35 38
B Nave® 32 35 38
C Nave” 51 54 58
D Naye” 32 34 36
E Naye™ 46 50 53
F Nae 27 30 33
G Nave' 27 29 32
H Nae" 7 10 12
Tabela 4. Prosecno vreme okoncanja aktivnosti

Svaki trougaoni broj, koji predstavlja prose¢no trajanje aktivnosti (druga kolona
Tabele 4.) mora biti defazifikovan da bi prikazao tacan broj, koji prikazuje vreme okonéanja
aktivnosti. Ovi trougaoni brojevi su skoro u centralnom obliku, pa se moze primeniti formulu
za defazifikaciju, koja daje brojeve u ¢etvrtoj koloni oznacene sa ny. Defazifikovana vremena
mogu se predstaviti na poboljSanom mreznom modelu planiranja (Slika 25.).

A C E F G H
35 Ts4 [ 150 [ 130 129 |10
J B L] D
35 34

Slika 25. MreZni model planiranja poboljSan upotrebom fazi PERT-a

Ukupno vreme za okoncanje projekta izrazeno trougaonim brojem N, je vreme za
okoncanje aktivnosti po kriticnoj putanji. Dodavanjem brojeva u tri kolone Tabele 4.
odredenih sa ny, Ny, N2, isklju¢ujuci vremena za aktivnosti B i D, se dobija

N = Nue™ + Nave© + NveF + Nae' + Niwe + N ' = (191, 208,226).
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Sledi da ¢e trajanje projekta biti izmedu 191 i 226 dana, ali najverovatnije 208 dana.
Poslednji broj 208 je rezultat defazifikacije N. Primenom formula za defazifikaciju dobijaju
se brojevi Nimax = 208.33, N2max = 208.25, i N3max = 208.17; svi su priblizno 208. Zaklju¢ak
je: vreme trajanja projekta je procenjeno na 208 dana.

3.2.2 Raspored raspodele sredstava

Trajanje aktivnosti i raspodela sredstava, materijala, i ljudskih resursa su u bliskom
medusobnom odnosu. Deo je uobicajene prakse da se pre raspodele sredstava za projekat
utvrdi mreza kriti¢ne putanje.

Predvidanje vremena okonc€anja aktivnosti implicitno podrazumeva da su potrebna
sredstva dostupna i da se mogu efikasno raspodeliti na aktivnosti tako da se projekat odvija
bez ometanja. U realnosti, medutim, mogu da iskrsnu razne poteskoce i da zakomplikuju rad.

Uprava Cesto ima moguénost da obezbedi dodatna sredstva da bi skratila trajanje rada
na projektu. Ovo moZe povecati troskove. Skracivanje trajanja projekta moze biti pozeljno
zbog nagrada, kasnjenje moze biti penalizovano.

PERT pomaze da se analiziraju takva i druga pitanja povezana sa raspodelom
sredstava. Za pitanja, koja zatevaju procene, PERT se moze kombinovati sa fazi delfijem na
slican nac¢in. Moze da se koristi za odredivanje potrebnog vremena za pojedinacne aktivnosti
1 pronalazenje kriticne putanje.

3.2.3 Fazi PERT za skracivanje trajanja projekta

Na osnovu PERT-a uvedene su oznake: n,— normalno vreme za okonc¢anje aktivnosti
po planu, n; — skra¢eno (ubrzano) vreme za okoncanje aktivnosti, C, — normalni troskovi za
okoncanje oktivnosti, C; — prinudni troskovi (povecani troskovi) za okonanje aktivnosti u
skra¢enom vremenu. Ovo se mora proceniti za svaku pojedina¢nu aktivnost.

Ovde ¢e se prikazati fazi PERT za skradivanje trajanja projekta na sistemu za
upravljanje industrijskim resursima, koji se razmatrao u podsekciji 3.5.1.

Da bi se skratilo trajanje projekta mora se skratiti vreme kriticne putanje, tj, skratiti
ukupno vreme Nmax = 208 dana. Skraéivanje vremena trajanja aktivnosti, koje nisu na
kriticnoj putanji (B i D, Slika 24.) ne¢e smanjiti Nmax. Medutim, neka sredstva koja su
dodeljena aktivnostima B i D, mogu se preraspodeliti na C i D da bi se smanjilo njihovo
vreme trajanja (unutras$nja preraspodela). Ovde e se razmatrati skracenje trajanja aktivnosti
na kriti€noj putanji bez unutraSnje preraspodele sredstava.

Normalno vreme n, za svaku aktivnost je ve¢ procenjeno; to je vreme Nmax =Nm
prikazano u Tabeli 4., u Cetvrtoj koloni. Skrac¢eno vreme n¢, normalni troskovi Cp, 1 prinudni
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troskovi C; mogu se proceniti za svaku aktivnost, sli¢no kao normalno vreme n, primenom
fazi delfija. Defazifikovane vrednosti su obleleZene Sa N¢ max, Cnmax, | Cc max- Ovde je procena
data za normalne troskove C, aktivnosti A. Na sli¢an nacin se mogu porceniti n¢ i C.

Tri eksperta su zamoljena da procene normalne troskove za okoncanje aktivnosti A u
formi trugaonog broja C, = (Cpn1, Chm, Cr2), gde je Cy1 najmanji troSak, Cny je najverovatniji
trosak, a Cp, predstavlja najveci trosak.

Ekspert Najnizi Najverovatniji | Najvisi troskovi
troskovi Cp1 troskovi Cpy Cho
= 18 000 20 000 22 000
E, 19 500 21 000 22 000
E, 17 000 19 500 21 000
Ukupno 54 500 60 500 65 000
Tabela 5. Procena strucnjaka za okoncanje aktivnosti A pri normalnim troskovima Cn

Koristeéi formulu (3.2), dobijaju se prose¢ni normalni troskovi Cy ae za okondanje
aktivnosti A, u formi trougaone prose¢ne vrednosti:

Ci ave = (18 166.67, 20 166.67, 21 666.67)
Izostavljanje decimala u Clei zaokruzivanje zadnje tri cifre na 000, 500 ili 1000, daje
Ciave = (18 000, 20 000, 21 500).
Rezultat defazifikacije Cp ave j€ 20 000.

Dalje, grupe eksperata predvidaju n. , C,, i C; za sve druge aktivnosti na kriti¢noj
putanji, defazifikuju ih, i zaokruzuju dobijene vrednosti. Neka vazi pretpostavka da su
defazifikovane vrednosti aktivnosti na kritiénoj putanji one predstavljene u Tabeli 6.

Da bi odredio koje aktivnosti mogu da se skrate, PERT Kkoristi pojam prirastaja troskova.
Korste¢i date simbole, moze se predstaviti na slede¢i nacin:

Cn max — Cc max

k = prirastaj troskova = (3.3)

nn max —nc max |

Slika 26. prikazuje da, kako se normalno vreme n, max smanjuje i priblizava skra¢enom
vremenu Nec max, Normalni troskovi C, max se povecavaju i priblizavaju prinudnim
troSkovima C¢ max.
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Troskovi aktivnosti

Prinudna tacka
Cemax - —— — -
Normalna tacka
Chmax: L. e A
| |
| |
L | >
1l ¢ max nnmax Irajanje aktivnosti
Slika 26. Pravac troskova za skaéeno vreme aktivnosti
Aktivnost | Normalno | Skra¢eno | Normalni | Prinudni | Prirasta;
vreme vreme troskovi | troSkovi | troSkova
Nn max Nc max Ch max Cc max ($dnevn0)
A 35 25 20 000 26 000 600
C 54 30 30 500 40 500 417
E 50 32 28 000 35000 389
F 30 22 18 500 25 500 813
G 29 20 15 000 19 000 444
H 10 8 7 000 8 000 500
Tabela 6. Defazifikovana normalna i prinudna vremena i troskovi aktivnosti

unutar sistema upravljanja industrijskim resursima

Koeficijent prirastaja troskova (3.3) za aktivnost A daje

= |cnmax—ccmax|:|20000—26000|:|—6ooo = 600
A 35-25 10

tn max— tC max

Koeficijent prirastaja troskova za ostale aktivnosti se sli¢no izracunava. Rezultati su prikazani
u poslednjoj koloni Tabele 6.

Dodatna sredstva bi uglavnom trebala da se prvo pridodaju aktivnostima sa najmanjim
prirastajem troskova. Aktivnosti iz Tabele 6. su rangirane u Tabeli 7. po prirastaju troskova —
od najmanjeg do najveceg.
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Neka vazi pretpostavka da uprava Zeli da smanji trajanje projekta sa 208 na 180 dana,
Sto je smanjenje od 28 dana. Od svih aktivnosti na kriti¢noj putanji, aktivnost E je rangirana
kao prva (Tabela 7.) jer ima najmanje k od $389 na dan. Sa investicijom od $7000 trajanje
aktivnosti E moze se smanjiti za 18 dana, Sto znaci da se trajanje projekta smanjuje za 18
dana. Mora se jos pronaci prostor za smanjenje od 10 dana. Dobar kandidat bi bila aktivnost
C koja je rangirana kao druga na Tabeli 7. Smanjenje trajanja od 10 dana bi kostalo 10x417
= $4 170. Medutim, ako postoji razloga protiv skracivanja trajanja aktivnosti E ili C, ili obe,

moraju se razmotriti druge opcije.
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Rang | Aktivnost | Smanjeno Dodatni Prirastaj
vreme troSkovi troskova
Mn max - Nc max Ce max = Cn max ($ dnevno)
1 E 18 7000 389
2 C 24 10 000 417
3 G 9 4 000 444
4 H 2 1000 500
5 A 10 6 000 600
6 F 8 6 500 813
Tabela 7. Aktivnosti rangirane prema prirastaju troskova
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Zakljucak

Tema ovog rada predstavlja aktuelnu oblast matematike baziranu na teoriji fazi
skupova, koja je primenljiva u realnim problemima. Kroz rad, pored osnovnih pojmova za
torugaone norme i fazi skupove, predstavljeni su razliciti postupci pomocu kojih se vrse
operacije na fazi skupovima i fazi brojevima.

Prikazane su dve metode fazi aritmetike. Jedan metod se zasniva na aritmetici
intervala tj. posmatraju se a-preseci, a drugi metod koristi princip prosirenja. Zadehov princip
omogucava da se operacije nad realnim brojevima prosiruju i na fazi brojeve. U slu¢aju da se
za t-normu uzme Ty dobija se originalni Zadehov princip proSirenja.

U ovom radu je ilustrovana primena fazi aritmetike kroz PERT metod. PERT i CPM
konstruiSu mrezni model planiranja putem podataka u tabeli. Mrezni model planiranja u
sustini eksplicitno predstavlja sekvencijalni odnos izmedu aktivnosti. Prikazano je kako se
klasi¢ni PERT moze poboljsati koris¢éenjem metode fazi delfi za svaku aktivnost. Da bi se
dobile preciznije informacije o vremenu zavrSetka aktivnosti koristi se jo$ i defazifikacija.

Svaka lingvisticka promenljiva ¢ije je stanje izrazeno lingvistiCkim terminima Se
interpretira kao specifi¢an fazi broj. Definisana je putem osnovne promenljive ¢ije vrednosti
su realni brojevi sa specifiénim rasponom.

Koncept fazi broja igra fundamentalnu ulogu u formulisanju kvantitativnih fazi
promenljivih. Ovo su promenljive ¢ija su stanja fazi brojevi. Fazi brojevi, naj¢esce trougaoni
fazi broj i trapezoidni fazi broj, koriste se da bi se predstavile lingvisticke vrednosti kao §to
su veoma kvalifikovan, kvalifikovan, srednje kvalifikovan, itd.

Predstavljena materija je dovoljna da bi se savladali osnovni pojmovi za trougaone
norme i fazi aritmetiku, te se moze iskoristiti za dalja istrazivanja.
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vezanih za trougaone norme i fazi aritmetiku. U osnovnim
crtama je objaSnjen pojam Zadehovog principa prosirenja kao
1 njegovo uopStenje bazirano na trougaonim normama.
Primena fazi aritmetike je opisana kroz fazi PERT metod, koji
se koristi u procesu upravljanja projektima.
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In this paper is given a detailed review of the basic concepts
related to triangular norms and fuzzy arithmetic. Concept of
Zadeh's extension principle and its generalization are
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