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Uvod i istorija MPS

Problem pronalaºenja minimalnog pokrivaju¢eg stabla jedan je od naj-
poznatijih problema u kombinatornoj optimizaciji. Posmatrani problem je
interesantan jer ima ²iroku primenu: u projektovanju mreºa (telefonskih,
elektri£nih, ra£unarskih), u klaster analizi (grupisanje ta£aka u ravni, grupi-
sanje podataka genske ekspresije), povezivanju ostrva, prepoznavanju ruko-
pisa matemati£kih izraza, kreiranju lavirinata, itd.

Minimalno pokrivaju¢e stablo (MPS) je pokrivaju¢e stablo datog grafa
sa najmanjom teºinom. Jedan graf moºe da ima nekoliko razli£itih MPS.
Problem pronalaºenja MPS za dati graf re²ava se primenom razli£itih algo-
ritama.

�e²ki matemati£ar Otakar Bor·vka je 1926. godine de�nisao problem
pronalaºenja MPS kao problem izgradnje e�kasne elektri£ne mreºe u Mora-
viji u isto£noj �e²koj, i opisao je algoritam za re²avanje ovog problema. Drugi
algoritam dao je 1930. godine Vojt¥ch Jarník, tako�e £e²ki matemati£ar. Isti
algoritam nezavisno od Jarníka opisali su Robert Prim (1957.) i Edsger Dijk-
stra (1959.) pa je ovaj algoritam poznat i pod imenima DJP i Prim-Jarník.
Mi ¢emo ga u ovom radu zvati Primov algoritam. 1956. godine Joseph Kru-
skal dao je tre¢i algoritam za re²avanje problema pronalaºenja MPS. Ova tri
klasi£na algoritma izvr²avaju se u polinomnom vremenu. Neke od brºih al-
goritama razvili su Yao (1975.), Chariton i Tarjan (1976.), Fredman i Tarjan
(1984.), Gabow, Galil, Spencer i Tarjan (1986.). 1995. godine Karger, Klein
i Tarjan razvili su nasumi£ni algoritam koji ima o£ekivano linearno vreme iz-
vr²avanja. 1997. Chazelle je opisao deterministi£ki algoritam koji se izvr²ava
u vremenu O(mα(m,n)), gde je α inverzna Akermanova funkcija. Pettie i
Ramachandran 1998. godine opisali su optimalni deterministi£ki algoritam.

U prvoj glavi ovog rada dat je pregled osnovnih pojmova iz teorije grafova
i jedan op²ti postupak za gra�enje MPS. U drugoj glavi paºnja je posve¢ena
vremenskoj kompleksnosti algoritama. U tre¢em delu rada opisana su tri
klasi£na algoritma za pronalaºenje MPS: Bor·vkin, Primov i Kruskalov. �e-
tvrta glava predstavlja empirijsku analizu prethodno opisanih algoritama a
koji su implementirani u programskom paketu R. U petoj glavi prikazan
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je nasumi£ni algoritam £ije je o£ekivano vreme izvr²avanja linearno. �esta,
poslednja glava, opisuje primenu MPS na deviznom trºi²tu. Na kraju rada
dat je kratak zaklju£ak.

4



Glava 1

O minimalnom pokrivaju¢em

stablu iz ugla teorije grafova

Ovo poglavlje predvi�eno je za uvo�enje neophodnih pojmova iz teorije
grafova. Ve¢ina navedenih de�nicija i rezultata moºe se na¢i u [9].

1.1 Osnovni pojmovi iz teorije grafova

De�nicija 1 Graf je ure�eni par G = (V,E), gde je V neprazan kona£an
skup, a E proizvoljan podskup skupa V (2) = {{u, v} ⊆ V : u 6= v}. Elemente
skupa V zovemo £vorovi grafa G, dok elemente skupa E zovemo grane grafa
G.

Broj £vorova grafa ozna£ava¢emo sa n, a ukupan broj grana grafa sa m.
Dakle, n = |V |, m = |E|.

De�nicija 2 Ako je e = {u, v} grana grafa, tada kaºemo da su £vorovi u i
v susedni i da je grana e incidentna sa u i v. Tako�e kaºemo da je £vor
u sused £vora v i da grana e spaja £vorove u i v.

Graf moºemo gra�£ki predstaviti u ravni: £vorove predstavljamo ta£kama
ili krugovima, a grane linijama koje povezuju £vorove. Grane grafa mogu da
budu usmerene i tada kaºemo da je graf usmeren (asimetri£an ili orijentisan)
i neusmerene i tada je graf neusmeren (simetri£an, neorijentisan). Ako je
graf neusmeren tada su grane neure�eni parovi £vorova i grana {u, v} je isto
²to i grana {v, u}. U tom slu£aju grane crtamo kao linije bez strelica. U
slu£aju usmerenih grafova grane su ure�eni parovi £vorova i crtamo ih kao
linije sa strelicom usmerenom od prvog £vora do drugog, i zato je redosled
u kojem navodimo £vorove bitan. Ako je grana (u, v) usmerena to zna£i da
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postoji veza od u do v ali ne i da postoji veza od v do u. Na slici 1 prikazan
je jedan usmeren i jedan neusmeren graf.

Nas ¢e zanimati neusmereni grafovi, redosled u kojem navodimo £vorove
nije bitan i zato ¢emo granu {u, v} ozna£avati sa uv.

De�nicija 3 Skup svih £vorova grafa G koji su susedni £voru v ozna£avamo
sa N(v) i zovemo susedstvo £vora v.

Primer 1 Na Slici 1.1 prikazan je jedan usmeren i jedan neusmeren graf.
U neusmerenom grafu na Slici 1.1b susedstvo £vora 1 £ine £vorovi 2, 3 i 5.

1 2

345

6

(a) Usmeren graf

1 2

345

6

(b) Neusmeren graf

Slika 1.1: Primer 1

De�nicija 4 Graf H = (W,E ′) je podgraf grafa G = (V,E), pi²emo H 6
G, ako je W ⊆ V i E ′ ⊆ E. Graf H je indukovani podgraf grafa G ako je
E ′ = E ∩W (2).

Grane indukovanog podgrafa grafa G su sve grane grafa G £ija oba kraja
pripadaju skupu W.

De�nicija 5 Niz grana oblika v0v1, v1v2, ..., vr−1vr grafa G, ili skra¢eno w =
v0v1...vr−1vr zove se ²etnja duºine r u grafu G. �vor v0 zove se po£etni,
a £vor vr zavr²ni £vor ²etnje. �vorovi v1, ..., vr−1 su unutra²nji £vorovi
²etnje. �etnja sa po£etnim £vorom v0 i zavr²nim £vorom vr zove se v0...vr
²etnja i kaºe se da spaja £vorove v0 i vr.

De�nicija 6 Ako su sve grane ²etnje v0...vr razli£ite ona se zove staza du-
ºine r. Ako su svi £vorovi ²etnje (a samim tim i sve grane) razli£iti, tada se
²etnja zove put duºine r.

De�nicija 7 Ako su u i v £vorovi grafa G, duºina najkra¢eg puta izme�u
njih zove se rastojanje izme�u £vorova u i v i ozna£ava se sa d(u, v).

De�nicija 8 �etnja ili staza je zatvorena ako je v0 = vr. �etnja u kojoj su
£vorovi v0, v1, ..., vr svi razli£iti sa izuzetkom po£etnog i krajnjeg £vora koji se
poklapaju zove se kontura. Graf koji ne sadrºi nijednu konturu je acikli£an.
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De�nicija 9 Put sa n £vorova, u oznaci Pn, je graf kod koga je prvi £vor
susedan sa drugim, drugi sa tre¢im, i tako dalje, pretposlednji susedan sa
poslednjim, a poslednji nije susedan sa prvim. Kaºemo da put sa n £vorova
ima duºinu n− 1.

Put je ²etnja kod koje se ne ponavljaju ni £vorovi ni grane.
Kontura je zatvorena ²etnja kod koje se ne ponavljaju ni £vorovi ni grane,

osim prvog £vora koji se pojavljuje na kraju ²etnje.

De�nicija 10 Graf G je povezan ako izme�u svaka dva njegova £vora po-
stoji put. Ako postoje £vorovi koji se ne mogu povezati putem, graf je nepo-
vezan.

Nepovezan graf se sastoji od dva ili vi²e odvojenih delova. Ovi odvojeni
delovi nazivaju se povezane komponente grafa.

Karakterizacija stabala. Neka je T graf sa n £vorova. Slede¢a tvr�enja
su ekvivalentna:

1. T je stablo.
2. T je acikli£an i ima n− 1 granu.
3. T je povezan i ima n− 1 granu.
4. Svaka dva £vora u T povezana su ta£no jednim putem.
5. T nema kontura, ali dodavanjem bilo koje nove grane dobija se graf sa

ta£no jednom konturom.

De�nicija 11 �uma je acikli£an graf, a povezana ²uma naziva se stablo,
u oznaci T .

Povezane komponente ²ume su stabla.
Na slici 1.2 prikazan je jedan nepovezan graf koji se sastoji od dve pove-

zane komponente.

1 2

345

6

7

Slika 1.2: Nepovezan graf

1 2

34

5 5
8

26

12

Slika 1.3: Povezan teºinski graf

De�nicija 12 Stablo je netrivijalno ako ima vi²e od jednog £vora. Trivi-
jalno stablo sadrºi samo jedan £vor.
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De�nicija 13 Teºinski graf je graf u kome je svakoj grani dodeljen neki
broj, tj. grafu G = (V,E) pridruºeno je preslikavanje w : E → R koje svakoj
grani e ∈ E dodeljuje broj w(e) kao teºinu. Funkcija w se zove teºinska
funkcija grafa. Teºina grafa je zbir teºina svih grana grafa.

U ovom radu bavi¢emo se isklju£ivo teºinskim grafovima. Teºina grane
moºe da predstavlja �zi£ku udaljenost, propusnu mo¢, kapacitet, cenu ko²ta-
nja, itd.

Teºinski graf G, tj. ure�ena trojka G = (V,E,w) £esto se naziva i mreºa.
U praksi njima odgovaraju konkretne �zi£ke mreºe kao ²to su telekomunika-
cione, ra£unarske, saobra¢ajne i druge mreºe.

Uve²¢emo oznaku dij za teºinu grane e = vivj koja spaja i-ti i j-ti £vor,
dij = w(e). Od veli£ina dij moºemo formirati kvadratnu matricu D = (dij)
koju nazivamo teºinskom matricom.

De�nicija 14 Pokrivaju¢e stablo T povezanog, neusmerenog grafa G je
podgraf koji sadrºi sve £vorove i neke od grana grafa G takve da je T stablo.
Minimalno pokrivaju¢e stablo (MPS) je ono pokrivaju¢e stablo koje od
svih mogu¢ih pokrivaju¢ih stabala datog teºinskog grafa ima najmanju teºinu.

Tvr�enje 1 [9] Graf je povezan ako i samo ako ima pokrivaju¢e stablo.

Problem pronalaºenja minimalnog pokrivaju¢eg stabla

Neka je G = (V,E,w) povezan teºinski neusmeren graf, gde je w : E → R
teºinska funkcija. Podgraf T = (V,ET ) grafa G koje je stablo je pokrivaju¢e
stablo grafa G. Teºina pokrivaju¢eg stabla T grafa G je w(T ) =

∑
e∈ET

w(e).
Treba da prona�emo ono pokrivaju¢e stablo grafa G = (V,E) koje ima naj-
manju teºinu.

1 2

3

45

6 7

5 8

2

13

6

10

14

7

15

1 2

3

45

6 7

5

2

6

10

14

Slika 1.4: Graf i njegovo minimalno pokrivaju¢e stablo
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1.2 Kako napraviti minimalno pokrivaju¢e sta-

blo

Postoji vi²e pristupa problemu gra�enja minimalnog pokrivaju¢eg stabla
u grafu, a ve¢ina njih se zasniva na pravilu konture i pravilu reza koji su
poznati jo² i pod imenima crveno i plavo pravilo. Za po£etak ¢emo uvesti
pojmove T-te²kih i T-lakih grana a nakon toga ¢emo opisati crveno i plavo
pravilo.

1.2.1 T-te²ke i T-lake grane

De�nicija 15 (wT (e)) Neka je G = (V,E,w) teºinski neusmeren graf i neka
je T pokrivaju¢e stablo grafa G. Za granu e = uv ∈ E sa wT (e) ¢emo
ozna£avati teºinu najteºe grane na jedinstvenom putu u T koji povezuje u i
v.
Ako e ∈ T onda je wT (e) = w(e).

De�nicija 16 (T-te²ke i T-lake grane) Neka je G = (V,E,w) teºinski
neusmeren graf i neka je T pokrivaju¢e stablo grafa G. Kaºemo da je grana
e ∈ E T-te²ka ako i samo ako je w(e) > wT (e), a u suprotnom kaºemo da
je e T-laka grana.

Primer 2 U grafu na slici 1.5 grane koje pripadaju pokrivaju¢em stablu T
prikazane su debljim linijama. Grana e1 = {4, 8} je T-laka jer je wT (e1) = 26
a w(e1) = 7. Grana e2 = {1, 7} je T-te²ka jer je wT (e2) = 5 a w(e2) = 22.

1 2 3

456

7 8

22
3

5

19

11

9

16

7

26
1

13

Slika 1.5: Primer 2

1.2.2 Crveno i plavo pravilo odnosno pravilo konture i

reza

Crveno-Plavi algoritam koji ¢emo opisati u ovom delu zasniva se na cr-
venom i plavom pravilu. U [1] prikazan je malo druga£iji pristup gra�enju
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MPS koji se zasniva na tzv. op²tem MPS postupku u kojem treba da se na�e
bezbedna grana koja se dodaje u MPS. Bezbedna grana u stvari predstavlja
najlak²u granu koja preseca rez, a postupak odgovara plavom pravilu.

De�nicija 17 Rez grafa G = (V,E) je (S, S̄), gde je S neprazan podskup
skupa £vorova V , a S̄ = V − S njegov komplement.

Dakle, vaºi da je: S, S̄ 6= ∅, S ∩ S̄ = ∅ i S ∪ S̄ = V . Rez grafa treba da
zamislimo kao podelu skupa £vorova u dva neprazna skupa.

De�nicija 18 Grana e preseca rez (S, S̄) grafa G = (V,E) ako je jedan od
£vorova incidentnih sa e u S a drugi u S̄.

1 2 3

456

7 8

22
3

5

19

11

9

16

7

26
1

13

Slika 1.6: Rez ({1, 7, 2, 3}, {4, 8, 5, 6})

Ve¢ina algoritama za pronalaºenje MPS stabla moºe da se opi²e kao spe-
cijalan slu£aj slede¢eg postupka.

Crveno-Plavi algoritam:

1. Inicijalizacija: sve grane u grafu su crne.

2. Primenjivati slede¢e pravilo sve dok ima crnih grana u grafu:

(a) (Plavo pravilo) Odabrati rez (S, S̄) takav da najlak²a grana koja
preseca ovaj rez nije plava i obojiti je u plavo.

(b) (Crveno pravilo) Odabrati konturu C takvu da najteºa grana
u konturi nije crvena i obojiti je u crveno.

3. MPS £ine grane obojene u plavo.

Pokaza¢emo da je ovaj algoritam ispravan i da kao rezultat daje upravo
MPS ulaznog grafa.
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Lema 1 (Pravilo reza) [8] Najlak²a grana svakog reza je u MPS.

Dokaz. Pokaza¢emo da ovo vaºi svo�enjem na kontradikciju. Neka je e
najlak²a grana koja preseca rez (S, S̄). Ako grana e ne pripada MPS to zna£i
da postoji grana e′ koja pripada MPS a koja preseca rez (S, S̄). Obeleºimo
ovo MPS sa T ′. Znamo da ovakva grana postoji jer mora da postoji grana
koja povezuje S i S̄ da bi T ′ bio povezan. Neka je w(T ′) teºina MPS koje
sadrºi e′. Ako iz MPS T ′ obri²emo granu e′ dobi¢emo nepovezan graf sa dve
povezane komponente. Ako dodamo e umesto e′ tada ¢emo ponovo dobiti
povezan graf. Teºina novog grafa T je w(T ) = w(T ′)− w(e′) + w(e). Grana
e je najlak²a grana koja preseca rez (S, S̄) pa sledi da je w(e) < w(e′), a
odavde sledi da je w(T ) < w(T ′) ²to zna£i da T ′ nije MPS.

�

Lema 2 (Pravilo konture) [8] Grana e nije u MPS ako i samo ako je ona
najteºa na nekoj konturi.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da grana e nije u MPS T grafa G. Tada je e
T -te²ka grana i ona je najteºa grana na konturi koju £ine grana e i put u T
koji povezuje krajnje £vorove grane e.

Pretpostavimo sada da je grana e = uv najteºa na konturi C i da grana
e pripada MPS T grafa G. Ako granu e uklonimo iz T tada ¢emo T rastaviti
na dve komponente: Tu i Tv. Sada su neki od £vorova iz C u Tu a neki
u Tv, i znamo da postoji grana e′ 6= e, koja tako�e pripada konturi C a
£ija jedna krajnja ta£ka leºi u Tu a druga u Tv. Po²to je e najteºa grana
na ovoj konturi, sledi da je w(e′) < w(e). Ako umesto grane e stavimo
granu e′ dobi¢emo pokrivaju¢e stablo T ′ koje ima manju teºinu od stabla T :
w(T ′) = w(T )−w(e) +w(e′) < w(T ) pa sledi da T nije MPS grafa G a to je
u kontradikciji sa pretpostavkom.

�

Lema 3 (Crno pravilo) [8] Sve dok ima crnih grana u grafu moºemo da
primenimo bar jedno od pravila: plavo, crveno.

Dokaz. Neka je e = uv crna grana. Ozna£imo sa M skup £vorova do kojih
moºemo do¢i iz u preko plavih grana.

Ako £vor v pripada skupu M , onda grana e zajedno sa plavim granama
preko kojih moºemo do¢i do v £ini konturu. Na toj konturi je grana e najteºa
(jer sve plave grane pripadaju MPS i na konturi ne moºe da bude vi²e T -lakih
grana) pa moºemo da primenimo crveno pravilo.

Ako £vor v ne pripada skupu M onda moºemo napraviti rez (M,V \M)
koji ne sadrºi ni jednu plavu granu pa sledi da moºemo primeniti plavo
pravilo.
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Sada smo spremni za dokaz glavne teoreme o ispravnosti gore navedenog
algoritma.

Teorema 1 (Ispravnost Crveno-Plavog algoritma) [8] Za bilo koji iz-
bor pravila, Crveno-Plavi algoritam se izvr²ava i plave grane £ine MPS ula-
znog grafa.

Dokaz. Primetimo da su na po£etku sve grane crne, a tokom izvr²avanja
algoritma svaku od grana bojimo samo jednom: u plavo ili crveno. Nijednu
od grana ne bojimo ponovo u istu boju (ovo je obezbe�eno pravilima boje-
nja), a niti joj menjamo boju (ako bismo joj menjali boju to bi na osnovu
Lema 1, 2 i 3 zna£ilo da je ta grana istovremeno i u MPS i van MPS, ²to je
nemogu¢e). Algoritam ¢e se zaustaviti onog trenutka kad vi²e ne bude crnih
grana.

Kada vi²e ne moºemo da primenimo nijedno od pravila tada na osnovu
Crnog pravila znamo da su sve grane obojene. Na osnovu Pravila reza sledi
da su sve plave grane u MPS i na osnovu Pravila konture sledi da sve crvene
grane nisu u MPS. Moºemo da zaklju£imo da plave grane £ine upravo MPS
ulaznog grafa.

�

1.2.3 Postojanje i jedinstvenost MPS

Pokaza¢emo da MPS postoji za sve povezane grafove i da je ono jedin-
stveno ako su teºine grana me�usobno razli£ite. Za po£etak ¢emo uvesti neke
operacije na grafovima koje koristimo u dokazu jedinstvenosti.

Neka su dati grafovi G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2). Unija grafova G1 i
G2, u oznaci G1∪G2, je graf £iji je skup £vorova V1∪V2 a skup grana E1∪E2.
Presek grafova G1 i G2, u oznaci G1∩G2, je graf £iji je skup £vorova V1∩V2

a skup grana E1 ∩ E2.
Neka je dat graf G = (V,E) i njegov podgraf H = (W,E ′). Graf G−H

je graf £iji je skup £vorova V a skup grana E\E ′.

Tvr�enje 2 (Postojanje i jedinstvenost MPS) [7] Svaki povezan graf G
ima MPS i ukoliko grane imaju me�usobno razli£ite teºine tada je MPS je-
dinstveno.

Dokaz. Postojanje: Pokrivaju¢e stablo grafa G postoji jer moºemo da pri-
menjujemo crveno pravilo sve dok u G ima kontura. Kad ponestane kontura
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dobili smo pokrivaju¢e stablo. Uklanjanjem bilo koje od grana koje su u kon-
turi ne¢emo naru²iti povezanost grafa jer svaki put koji je prolazio kroz datu
granu moºe da pro�e i kroz ostatak konture. Tako�e postoji i pokrivaju¢e
stablo minimalne teºine. Po²to su grafovi koje posmatramo kona£ni, sledi
da moºemo da numeri²emo sva pokrivaju¢a stabla i njihove teºine. Skup
pokrivaju¢ih stabala i njihovih teºina je tako�e kona£an pa sledi da mora da
postoji minimum.
Jedinstvenost: Pretpostavimo da imamo dva minimalna pokrivaju¢a stabla
T1 i T2 teºine w(T1) = w(T2). Neka je grana e najteºa grana u T1∪T2−T1∩T2.
Bez umanjenja op²tosti moºemo da pretpostavimo da grana e ∈ T1. Ako
obri²emo granu e iz T1 dobi¢emo dve povezane komponente. Ove dve kom-
ponente ne povezuje ni jedna grana iz T1 osim e jer bi tada postojala kontura
u T1. Po²to pokrivaju¢e stablo mora da bude povezano sledi da postoji bar
jedna grana iz T2 koja preseca ovaj rez. Neka je e′ jedna takva grana. Znamo
da e′ ne pripada T1 pa sledi da e′ mora da pripada T1 ∪ T2 − T1 ∩ T2 i po²to
je grana e bila najteºa u ovom skupu sledi da je w(e′) < w(e). Sada ako
umesto grane e stavimo granu e′ u T1 ponovo ¢emo imati povezan graf. Do-
bijen graf je tako�e acikli£an jer nakon uklanjanja grane e iz T1 nije postojao
put izme�u dve povezane komponente, pa dodavanjem grane e′ u T1 nismo
dobili konturu. Moºemo da zaklju£imo da smo zamenjivanjem grane e sa e′

dobili pokrivaju¢e stablo koje ima manju teºinu od teºine w(T1) = w(T2) pa
sledi da nijedno od ovih pokrivaju¢ih stabala nije minimalno. Dakle, sledi da
pokrivaju¢e stablo minimalne teºine mora da bude jedino pokrivaju¢e stablo
sa tom teºinom.

�

1.3 Pretraºivanje grafa: breadth-�rst search i

depth-�rst search

Algoritmi za pretraºivanje grafova su nam vaºni jer se pomo¢u njih u line-
arnom vremenu mogu odrediti povezane komponente grafa, a tako�e Primov
algoritam za odre�ivanje MPS zasniva se na ideji sli£noj onoj u breadth-
�rst pretrazi. Da¢emo kratak opis dva algoritma za pretraºivanje grafova,
breadth-�rst (pretraga po ²irini) i depth-�rst (pretraga po dubini), a vi²e o
njima moºe da se na�e u [1]. U primerima ¢emo koristiti neusmerene grafove
ali ovi algoritmi mogu da se koriste i na usmerenim grafovima.
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Slika 1.7: Postupak izvr²avanja Breadth-�rst algoritma. Brojevi izvan
£vorova ozna£avaju udaljenost. U Q moºemo da pratimo koji £vorovi su u

datom trenutku sivi.

Breadth-�rst search

Ovaj algoritam za zadati £vor s i graf G pronalazi sve one £vorove u G do
kojih moºe da se do�e iz s. On tako�e ra£una minimalnu udaljenost od s do
svakog od tih £vorova. Kao rezultat ovog algoritma dobijamo i bredth-�rst
stablo u kojem je s koren stabla i ono sadrºi sve £vorove do kojih moºe da
se do�e iz s. Udaljenost od bilo kog £vora v do s u ovom stablu odgovara
minimalnoj udaljenosti od v do s u grafu G.

1. Svim £vorovima dodeljujemo tri atributa: boju, roditelja i udaljenost.
Na po£etku je boja bela, roditelj je NULL a udaljenost ∞.

2. Odaberemo £vor s koji ¢e biti koren breadth-�rst stabla i promenimo
njegovu boju u sivu i udaljenost u 0.

3. De�ni²emo red £ekanja (eng. queue) Q = ∅ i dodamo s u Q.
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4. Sve dok je Q 6= ∅ raditi slede¢e:

(a) Uzmemo prvi elemenat u ∈ Q.
(b) Za sve susede v £vora u £ija je boja bela: promenimo boju u sivu,

promenimo udaljenost u udaljenost(u) + 1, promenimo roditelja
u u i dodamo na kraj reda Q.

(c) Promenimo boju £vora u u crnu.
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Slika 1.8: Postupak izvr²avanja Depth-�rst algoritma.
Brojevi izvan £vorova ozna£avaju roditelja.

Depth-�rst search

Ideja ovog algoritma je da polaze¢i od prvog £vora, koji predstavlja koren
depth-�rst stabla, pronalazi nove £vorove duº svih grana koliko je god to
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mogu¢e pre nego ²to se vrati u prethodni £vor.

1. Svim £vorovima dodeljujemo dva atributa: boju i roditelja. Na po£etku
je boja bela a roditelj NULL.

2. Za sve £vorove u ∈ G £ija je boja bela pozvati algoritam Poseta(G, u).

3. Poseta(G, u)

(a) Promeniti boju £vora u u sivu.

(b) Za sve susede v £vora u £ija je boja bela: promenimo roditelja u
u i pozovemo algoritam Poseta(G, v).

(c) Promenimo boju £vora u u crnu.

Kao rezultat dobijamo Breadth-�rst i Depth-�rst stabla (slika 1.9).
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Slika 1.9: Breadth-�rst stablo (levo) i Depth-�rst stablo (desno).
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Glava 2

Kompleksnost algoritama

2.1 Tjuringova ma²ina

Tjuringova ma²ina (TM) predstavlja apstraktni matemati£ki model ra-
£unara koji je 1936. godine opisao engleski matemati£ar Alan M. Tjuring
(1912 - 1954). TM se sastoji od glave, trake, azbuke, skupa stanja i programa.
Traku treba da zamislimo kao beskona£an papir izdeljen na polja, a u svakom
polju se nalazi po jedan simbol iz unapred odre�ene kona£ne azbuke Σ. Iako
je ova traka beskona£na, ona uvek sadrºi samo kona£no mnogo simbola a sva
ostala polja su prazna (sadrºe prazan simbol). Traka sluºi za skladi²tenje
ulaznih, izlaznih podataka ali i za £uvanje rezultata u toku izra£unavanja.
Glava se nalazi iznad jednog polja trake i moºe da £ita, bri²e i pi²e simbol
u to polje i moºe da pomera traku za jedno polje levo ili desno. Ma²ina
se u svakom trenutku nalazi u jednom od kona£nog broja stanja Q, a na
po£etku u po£etnom stanju q0 ∈ Q. Program je kona£an skup uputstava
koja na osnovu trenutnog stanja i trenutnog simbola na traci de�ni²u na-
redno stanje i akciju koju glava treba da izvr²i. Dakle algoritam kre¢e od
po£etnog stanja q0 a njegov dalji rad zavisi od programa, funkcije prelaza
δ : Q × Σ → (Σ ∪ {L,R,H} × Q), gde simboli L,R,H redom predstavljaju
uputstva 'pomeri traku levo', 'pomeri traku desno', 'zaustavi ma²inu'. Na
primer, neka je trenutno stanje x i simbol ispod glave y. Jedno od uputstava
moºe da glasi: ukoliko je trenutno stanje x i simbol y, napi²i z u polje ispod
glave, promeni stanje u x2 i pomeri traku za jedno polje levo.

Ovim je de�nisan rad deterministi£ke TM kod koje je svako naredno sta-
nje deterministi£ki (jednozna£no) odre�eno. Tako�e postoje i nedetermini-
sti£ke TM kod kojih u svakom koraku ma²ina ima vi²e mogu¢nosti od kojih
moºe da izabere slede¢e stanje.

17



2.2 Vremenska kompleksnost algoritama

Vremenska kompleksnost TM je funkcija, u oznaci f(n), koja za ulaz
duºine n meri maksimalan broj komandi koji ¢e ma²ina izvr²iti dok se ne
zaustavi. Pod maksimalnim brojem podrazumevamo broj koraka u najgorem
slu£aju.

Pod korakom algoritma podrazumevamo izvr²enje jedne komande TM
koja implementira dati problem. Vremenska kompleksnost posmatranog pro-
blema predstavlja broj koraka koji je potreban da bi se problem re²io na TM,
kao funkcija veli£ine ulaznih podataka. Kompleksnost ºelimo da opi²emo kao
funkciju veli£ina ulaznih parametara, broja grana m i broja £vorova n. Po-
red vremenske kompleksnosti postoji i prostorna kompleksnost a ona se meri
maksimalnom koli£inom memorije koju algoritam zauzima.

2.3 Notacija O

Kompleksnost algoritma se obi£no procenjuje u asimptotskom smislu i
funkciju kompleksnosti procenjujemo za velike veli£ine ulaza. To zna£i da
nas ne zanima ta£an broj koraka algoritma ve¢ ho¢emo da procenimo red
veli£ine te kompleksnosti. Za ove procene koristimo tzv. O notaciju (eng.
Big O notation). Ova notacija opisuje ograni£avaju¢e pona²anje funkcije
kada argumenti (n,m) teºe odre�enoj vrednosti ili beskona£nosti.

De�nicija 19 Neka su f(x) i g(x) funkcije de�nisane na nekom podskupu
skupa realnih brojeva. f(x) = O(g(x)) kada x → ∞ ako i samo ako ∃M ∈
R,M > 0 i x0 ∈ R takvi da za ∀x > x0 vaºi: |f(x)| ≤M |g(x)|.

Gornja de�nicija nam govori da ako je f = O(g) to zna£i da je funkcija f
reda funkcije g odnosno da je funkcija g asimptotska gornja granica funkcije
f .

Nave²¢emo neke osobine O:

1. Za sve konstante c > 0 vaºi: cf(x) = O(f(x)).

2. Ako je f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)), tada je f1(x) + f2(x) =
O(max{g1(x), g2(x)}).

3. Ako je f1(x) = O(g1(x)) i f2(x) = O(g2(x)) tada je f1(x)f2(x) =
O(g1(x)g2(x)).
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2.4 Klase vremenske kompleksnosti

Problemi koji imaju sli£nu vremensku kompleksnost pripadaju istoj klasi
kompleksnosti. Jedna od najosnovnijih klasa kompleksnosti je klasa P. Ona
sadrºi polinomne algoritme, tj. algoritme koji su odlu£ivi u vremenu koje
se moºe oceniti polinomnom funkcijom po veli£ini ulazne re£i. To zna£i da
postoji polinom p takav da se algoritam izvr²ava za najvi²e p(n) vremena
za ulaz duºine n. Algoritmi koji pripadaju klasi P smatraju se e�kasnim.
Pored klase P postoji i klasa problema odlu£ivanja koji mogu da se izvr²e
u polinomnom vremenu na nedeterministi£koj Tjuringovoj ma²ini, ovu klasu
ozna£avamo sa NP. NP sadrºi probleme odlu£ivanja £ije se re²enje moºe
proveriti u polinomnom vremenu.

Neke od funkcija sa kojima se £esto sre¢emo u analizi algoritama prika-
zane su na slici 2.1. Ove funkcije predstavljaju asimptotska vremena izvr²a-
vanja algoritama. Konstantna funkcija 1 odnosi se na algoritme koji imaju
konstantno vreme izvr²avanja, oznaka O(1). Analogno, imamo logaritamsko
O(log(n)), linearno O(n) i linearno-logaritamsko O(n log n) vreme izvr²ava-
nja.

Ulaz(n)

V reme

1

nn log n

log n

Slika 2.1: Funkcije vremena izvr²avanja u odnosu na veli£inu ulaza
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Glava 3

Algoritmi za pronalaºenje

minimalnog pokrivaju¢eg stabla u

polinomnom vremenu

U ovom delu rada predstavi¢emo tri klasi£na algoritma za pronalaºenje
MPS koji su odlu£ivi u polinomnom vremenu. Za svaki od algoritama opi-
sa¢emo sam algoritam, dokazati da algoritam kao rezultat daje upravo MPS
i da¢emo dokaz kompleksnosti algoritma. Tako�e ¢emo kroz jedan primer
prikazati postupak odre�ivanja MPS pomo¢u ova tri algoritma.

3.1 Bor·vkin algoritam

3.1.1 Opis algoritma

Pretpostavka Bor·vkinog algoritma je da su sve teºine grana me�usobno
razli£ite. Ovaj uslov moºemo lako da prevazi�emo time ²to ¢emo pore�ati
grane u neopadaju¢i niz i numerisati ih. Ako ima vi²e grana koje imaju istu
teºinu onda ona koju smo prvu naveli posmatramo kao 'lak²u'. Ipak ¢emo
radi jednostavnosti pretpostaviti da sve grane imaju razli£ite teºine.

Ideja algoritma je slede¢a: na po£etku svaki £vor posmatramo kao tri-
vijalno stablo, a skup svih trivijalnih stabala kao jednu ²umu. U svakoj
iteraciji za svako od ovih stabala biramo najlak²u od svih grana koje imaju
jedan krajnji £vor u posmatranom stablu a drugi krajnji £vor u bilo kom
drugom stablu i ovu granu dodamo u ²umu. Ovo radimo sve dok ²uma ne
postane stablo.

Sada ¢emo algoritam navesti u obliku pseudo-koda radi lak²eg pra¢enja
dokaza ispravnosti i kompleksnosti.
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1. T je ²uma koju £ine £vorovi grafa G: T = T1 ∪T2 ∪ . . .∪Tn, Ti = {ui},
i = 1, 2, . . . , n

2. Sve dok je T nepovezan raditi slede¢e:

(a) Za svaku komponentu (stablo) Ti ²ume T odabrati najlak²u granu
ei koja preseca rez (Ti, V \Ti).

(b) Dodati ei u T , za svako i.

3. T je MPS.

3.1.2 Ispravnost algoritma

Treba da pokaºemo da ovaj algoritam zaista kao rezultat daje MPS po-
£etnog grafa.

Tvr�enje 3 [8] Bor·vkin algoritam kao rezultat vra¢a MPS ulaznog grafa.

Dokaz. Primetimo da je korak 2(a) u stvari primena Plavog pravila. Sledi
da su grane ei koje dodajemo u T plave pa je onda i T plava ²uma. Algoritam
se zaustavlja onog trenutka kada T postane (plavo) stablo pa nema potrebe
da primenjujemo Crveno pravilo za 'izbacivanje' grana iz T .

Treba jo² da pokaºemo da se dodavanjem grana u T ne formira kontura.
Pretpostavimo suprotno: da smo u nekoj iteraciji j dobili konturu C u T .
Svi Ti-ovi su stabla i za svako stablo Ti smo izabrali najlak²u granu ei koja
preseca rez (Ti, V \Ti). e1 je grana koja je bila izabrana za stablo T1 jer je
e1 bila najlak²a grana koja preseca rez (T1, V \T1). e2 je grana koja je bila
izabrana za stablo T2 kao najlak²a koja preseca rez (T2, V \T2). Uop²teno,
grana ei je u ovoj iteraciji bila najlak²a grana koja preseca rez (Ti, V \Ti).
Konturu C moºemo predstaviti u slede¢em obliku:
C = T1[u1, v1]v1u2T2[u2, v2]v2u3T3[u3, v3]v3u4 . . . Tk[uk, vk]vku1, gde su viui+1

grane dodate u iteraciji j, a Ti[ui, vi] je put, tj. deo stabla Ti koji povezuje
£vorove ui i vi. Grana ei je viui+1 ili vi−1ui. Pretpostavimo bez umanjenja
op²tosti da je e1 = v1u2, tj. da grana e1 povezuje T1 sa T2. Tada je e2 = v2u3

i vaºi da je w(e2) < w(e1). To znamo jer bismo u suprotnom kada biramo
najlak²u granu koja preseca rez (T2, V \T2) odabrali e1 a ne e2. Ovde je vaºno
napomenuti da ovo vaºi samo u slu£aju da su sve teºine grana me�usobno
razli£ite. Koriste¢i ovu logiku za ostale grane, dobijamo slede¢u nejednakost:
w(e1) > w(e2) > w(e3) > . . . > w(ek) > w(e1) ²to je nemogu¢e. Dakle,
pretpostavka da smo u nekoj od iteracija dobili konturu je neta£na.

�
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3.1.3 Kompleksnost algoritma

Bor·vkin algoritam se izvr²ava za O(m log n) jedinica vremena. Prvo
¢emo navesti dve leme na osnovu kojih ¢e slediti tvr�enje o kompleksnosti
samog algoritma.

Lema 4 [8] Broj stabala u T se bar prepolovi u svakoj iteraciji algoritma.

Dokaz. Svako stablo se u svakoj iteraciji povezuje sa bar jednim od njego-
vih susednih stabala. Sledi da svako novo stablo sadrºi bar dva stabla iz
prethodne iteracije.

�

Posledica 4 [8] Bor·vkin algoritam se zaustavlja nakon najvi²e O(log n)
iteracija.

Dokaz. U prvoj iteraciji imamo n trivijalnih stabala. Na osnovu Leme 4
sledi da je u drugoj iteraciji broj stabala najvi²e n

2
, u tre¢oj iteraciji najvi²e

n
22

i tako dalje. Algoritam se izvr²ava sve dok ne dobijemo jedno stablo,
odnosno sve dok je n

2k
> 1, gde je k broj iteracija. Dakle, traºimo najmanji

broj k takav da je n
2k
≤ 1. Kada sredimo prethodnu nejednakost dobijemo

da je k ≥ logn
log 2

, odakle sledi da je maksimalan broj iteracija O(log n).

�

Lema 5 [8] Svaka iteracija Bor·vkinog algoritma se izvr²ava za O(m).

Dokaz. Da se podsetimo ²ta treba da uradimo u svakoj iteraciji: za svaku
povezanu komponentu (stablo) Ti ²ume T treba odabrati najlak²u granu ei
koja preseca rez (Ti, V \Ti). Tako�e treba da odredimo i povezane kompo-
nente za slede¢u iteraciju.

Koristi¢emo jedan pomo¢ni graf Gj, gde j predstavlja redni broj iteracije.
Pretpostavimo da smo na po£etku j-te iteracije. �vorovi pomo¢nog grafa
predstavljaju povezane komponente grafa T koji sadrºi sve do sada odabrane
grane za MPS. Grane pomo¢nog grafa su sve grane koje povezuju razli£ite
povezane komponente.

Neka je data lista suseda za Gj, malo kasnije ¢emo objasniti kako se
ona odre�uje. Za svaki £vor pro�emo kroz sve grane koje su incidentne sa
datim £vorom i odaberemo granu minimalne teºine. Sve ove grane dodamo
u T . Sada treba da odredimo povezane komponente Ti grafa T za narednu
iteraciju.
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Dok traºimo povezane komponente sa£uva¢emo informaciju kojem Ti-u
pripada svaki od £vorova. U narednoj iteraciji j + 1 ove komponente ¢e
postati £vorovi pomo¢nog grafa Gj+1.

Da bismo napravili listu suseda za Gj+1 treba da pro�emo kroz sve grane
e = uv iz grafa Gj. Ako £vorovi u i v pripadaju razli£itim komponentama,
recimo Til i Tik tada granu e dodamo u Gj+1. U Gj+1 grana e ¢e povezivati
£vorove koji predstavljaju povezane komponente Til i Tik .

Povezane komponente grafa moºemo da izra£unamo u linearnom vremenu
u odnosu na broj grana grafa (koriste¢i jednu od metoda breadth-�rst search
ili depth-�rst search). Dakle, za izvr²avanje jedne iteracije potrebno je O(m)
vremena.

�

Na osnovu prethodnih Lema sledi:

Tvr�enje 5 [8] Bor·vkin algoritam se izvr²ava za O(m log n) vremena.

Primer

Primer 3 Odredi¢emo MPS datog grafa Bor·vkinim algoritmom.
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U prvoj iteraciji za svaki £vor treba da prona�emo granu incidentnu sa
posmatranim £vorom koja ima najmanju teºinu. Kao rezultat dobijamo ²umu
sa dve povezane komponente:

U drugoj iteraciji treba da na�emo najlak²u granu koja preseca rez
({1, 2, 5, 6}, {4, 3}). Tri grane presecaju ovaj rez, a najmanju teºinu ima
grana koja povezuje £vorove 5 i 4, pa nju dodajemo u MPS. Dobili smo po-
vezan graf pa se ovde algoritam zavr²ava.
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Slika 3.2: MPS odre�eno Bor·vkinim algoritmom

3.2 Primov algoritam

Kod Primovog algoritma ne mora da vaºi pretpostavka o me�usobno ra-
zli£itim teºinama grana. Ideja algoritma je slede¢a: polazimo od proizvoljnog
£vora u koji dodamo u T . MPS gradimo tako ²to u svakom koraku doda-
jemo granu koja povezuje jedan £vor iz T sa £vorom koji nije u T . Na ovaj
na£in moºemo biti sigurni da se ne¢e formirati kontura u T . Algoritam se
zaustavlja nakon ²to smo dodali n− 1 granu u T , tj. nakon ²to smo povezali
sve £vorove.

3.2.1 Opis algoritma

1. T je trivijalno stablo koje sadrºi proizvoljan £vor iz grafa G.

2. Sve dok postoji £vor koji nije u T raditi slede¢e:

(a) Odabrati najlak²u granu uv takvu da vaºi: u ∈ V (T ) i v /∈ V (T ).

(b) Dodati granu uv u T : T = T ∪ uv.

3. T je MPS.
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3.2.2 Ispravnost algoritma

Tvr�enje 6 [8] Primov algoritam kao rezultat vra¢a MPS ulaznog grafa.

Dokaz. Korak 2a odgovara primeni plavog pravila ako posmatramo rez koji
razdvaja T od ostatka po£etnog grafa. Sledi da je T plavo stablo u svakoj
iteraciji algoritma. Algoritam se zaustavlja nakon ta£no n − 1 iteracija,
odnosno nakon dodavanja n− 1 plavih grana u T .

�

3.2.3 Kompleksnost algoritma

Kod Primovog algoritma vrlo je vaºno da najlak²u granu koja povezuje
£vor iz T sa £vorom koji nije u T prona�emo ²to je brºe mogu¢e. Ozna£imo
skup £vorova koji nisu u T sa Q. Pronalaºenje najlak²e grane moºemo da
posmatramo i kao problem odre�ivanja £vora iz Q koji je povezan sa nekim
£vorom iz T i pritom grana koja ih povezuje ima najmanju teºinu od svih
grana koje povezuju neki £vor iz T sa £vorom iz Q. Da bismo ovaj problem
e�kasno re²ili koristi¢emo (binarnu) hip strukturu podataka i prikaz reda sa
prioritetom pomo¢u hipa.

Hip struktura podataka i redovi sa prioritetom

Nave²¢emo neke osnovne pojmove u vezi sa hip strukturom podataka i
redovima sa prioritetom da bismo razumeli dokaz kompleksnosti Primovog
algoritma. Vi²e detalja o hip strukturi, o drugim strukturama podataka,
primenama kao i dokaz kompleksnosti moºe da se na�e u [1].

Hip je struktura koja omogu¢uje da binarno stablo predstavimo u obliku
niza. Svakom £voru stabla odgovara jedan elemenat niza. Ova struktura ima
mnogo primena a za nas je posebno interesantno to ²to pomo¢u hipa moºemo
da predstavimo red sa prioritetom.

Red sa prioritetom je struktura podataka za odrºavanje skupa elemenata
Q, gde je svakom elementu skupa Q pridruºen atribut koji se zove klju£.
Koristi¢emo min-red sa prioritetom (postoji jo² i max-red sa prioritetom) u
kojem vaºi slede¢i uslov: klju£ svakog £vora je manji ili jednak od klju£eva
njegove dece a koren stabla ima najmanji klju£.

Ako red indeksiramo tako da prvom elementu odgovara indeks 1, onda
vaºi da je za i-ti £vor:

• £vor sa indeksom 2∗i njegovo levo dete,

• £vor sa indeksom 2∗i+ 1 njegovo desno dete,
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• £vor sa indeksom bi/2c njegov roditelj.
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Slika 3.3: Min-red prikazan u obliku stabla i u obliku niza. Brojevi
prikazani u krugu £vora u stablu predstavljaju klju£ tog £vora, a broj iznad

£vora je njegov indeks.

Da bismo mogli da koristimo min-red svakom £voru ¢emo dodeliti dva
nova atributa: udaljenost i roditelj. Udaljenost £vora u ∈ Q je teºina najlak²e
grane e koja je incidentna sa £vorom u i koja preseca rez (T,Q). Roditelj
£vora u je £vor iz T sa kojim je u povezan granom e. Moºemo da zaklju£imo
da ¢e udaljenost £vora biti klju£ u min-red strukturi. �vor koji traºimo je
onaj koji ima minimalnu udaljenost - on je koren binarnog stabla - on je prvi
elemenat u redu.

Neke od operacija koje podrºava min-red struktura su:

• vrati-min(Q): vra¢a prvi elemenat reda - elemenat koji ima najmanji
klju£ i uklanja ga iz reda. To zna£i da vrati-min uklanja koren stabla i
treba da aºuriramo stablo tako da ponovo vaºi uslov da je klju£ svakog
£vora manji ili jednak od klju£eva njegove dece, a koren ima najmanji
klju£. Ukupno vreme potrebno za izvr²avanje operacije vrati-min(Q)
na Q koji ima n elemenata je O(log n).

• smanji-klju£(Q, u, w(uv)): smanjuje vrednost klju£a £vora u dodelju-
ju¢i mu novu vrednost w(uv) za koju pretpostavljamo da je manja od
trenutne vrednosti klju£a £vora u. Vreme potrebno za izvr²avanje ove
operacije na redu sa prioritetom Q koji ima n elemenata je O(log n).

Dokaz kompleksnosti

Tvr�enje 7 [1] Primov algoritam izra£unava MPS grafa sa n £vorova i m
grana za O(m log n) jedinica vremena.
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Dokaz. Prvo ¢emo navesti pseudo-kod koriste¢i min-red operacije a nakon
toga ¢emo izra£unati vreme izvr²avanja algoritma.

1. T = ∅.

2. for i = 1 : n
roditelj(ui) = NULL
udaljenost(ui) =∞

3. udaljenost(u∗) = 0

4. Q = {u1, u2, . . . , un}

5. while Q 6= ∅
u = vrati-min(Q)
dodaj granu e = {u, roditelj(u)} u T
for each v ∈ lista-suseda(u)
if v ∈ Q i w(uv) < udaljenost(v)
roditelj(v) = u
udaljenost(v) = w(uv)

Na po£etku svakom £voru dodeljujemo dva atributa: udaljenost i roditelj.
Svaki £vor na po£etku ima udaljenost beskona£no i roditelja NULL. Oda-
beremo proizvoljan £vor u∗, dodamo ga u T (to je £vor od kojeg po£injemo
da gradimo MPS) i dodelimo mu udaljenost 0. Za izvr²avanje koraka 1-4
potrebno je O(n) vremena jer ukupno ima n £vorova.

Svi oni £vorovi koji nisu u T su u min-redu sa prioritetom Q, pore�ani na
osnovu njihove udaljenosti. Na po£etku su svi £vorovi u Q, a kad se algoritam
zavr²i Q je prazan.

Peti korak opisuje petlju koja se izvr²ava n puta. U svakoj iteraciji treba
da na�emo najlak²u granu koja povezuje T i Q, tj. treba da na�emo £vor
iz Q koji ima minimalnu udaljenost a to je upravo prvi £vor u Q. Ovaj
£vor i granu incidentnu sa njom prebacimo u T i obri²emo iz Q. Ozna£imo
taj £vor sa u. Treba da aºuriramo udaljenost i roditelja svakog od £vorova
povezanih sa u, tj. svakog od £vorova iz liste suseda £vora u. Ozna£imo
jedan od tih £vorova sa v. Udaljenost aºuriramo na slede¢i na£in: ako je
v ∈ Q i w(uv) < udaljenost(v) onda je nova udaljenost(v) = w(uv) i novi
roditelj(v) = u. Ovaj postupak odgovara upravo operaciji smanji-klju£.

Sada po²to smo detaljno opisali algoritam moºemo da analiziramo vreme
izvr²avanja. Ono direktno zavisi od toga na koji na£in ¢emo da implemen-
tiramo red sa prioritetom Q. Koriste¢i binarni min-hip ¢emo dobiti najbolji
rezultat. While petlja u petom koraku se izvr²ava n puta, a za jedno izvr-
²avanje operacije vrati-min je potrebno O(log n) vremena pa je to ukupno
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O(n log n). Ve¢ smo zaklju£ili da poslednje dve komande u if petlji odgo-
varaju operaciji smanji-klju£. Ove komande ¢e se izvr²iti ukupno 2m puta
jer je broj svih suseda 2m (ovo vaºi jer se za svaku granu e = (uv) £vor u
pojavljuje u listi suseda £vora v i £vor v se pojavljuje u listi suseda £vora u),
a za jedno izvr²avanje operacije smanji-klju£ je potrebno O(log n) vremena
pa ukupno imamo O(m log n).

Kada saberemo dobijamo: O(n) +O(n log n) +O(m log n) = O(m log n).

�

Primer

Primer 4 Odrediti MPS datog grafa Primovim algoritmom.
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�vorove koje dodamo u MPS oboji¢emo u sivo a grane ¢emo obeleºiti
debljom linijom. Po£e¢emo da gradimo MPS od £vora 1. Treba da na�emo
najlak²u granu koja preseca rez ({1}, {2, 3, 4, 5, 6}). To je grana {1, 2}. Nju
dodamo u MPS. Najlak²a grana koja preseca rez ({1, 2}, {3, 4, 5, 6}) je {2, 5}
i nju dodamo u MPS. Nastavljamo sve dok ima £vorova koji nisu sivi.

3.3 Kruskalov algoritam

3.3.1 Opis algoritma

Kruskalov algoritam, kao i Bor·vkin, gradi MPS tako ²to kre¢e od prazne
²ume T , odnosno ²ume £iji su elementi svi £vorovi ulaznog grafa. Zatim
pore�a grane u neopadaju¢i niz po teºinama i za svaku granu proverava da
li ¢e se njenim dodavanjem u ²umu T formirati kontura. Ukoliko dodavanje
posmatrane grane ne prouzrokuje formiranje konture tada je dodajemo u T .

1. Pore�ati grane u neopadaju¢i niz po teºinama.

2. T je ²uma koju £ine £vorovi grafa G: T = {u1, u2, . . . un}.

28



1 2

3

45

6

10
2 7

5

6

8

18
16

(a)

1 2

3

45

6

10
2 7

5

6

8

18
16

(b)

1 2

3

45

6

10
2 7

5

6

8

18
16

(c)

1 2

3

45

6

10
2 7

5

6

8

18
16

(d)

1 2

3

45

6

10
2 7

5

6

8

18
16

(e)

1 2

3

45

6

10
2 7

5

6

8

18
16

(f)

Slika 3.4: Postupak odre�ivanja MPS Primovim algoritmom.

3. Za sve grane e (koje su pore�ane u neopadaju¢i niz po teºinama) raditi
slede¢e: Ako je T = T+e acikli£an dodati e u T . U suprotnom izostaviti
e.

4. T je MPS.

3.3.2 Ispravnost algoritma

Tvr�enje 8 [1] Kruskalov algoritam kao rezultat vra¢a MPS ulaznog grafa.

Dokaz. Analizirajmo tre¢i korak algoritma. Ovaj postupak odgovara boje-
nju grana u plavo i crveno, odnosno primeni crvenog i plavog pravila.

Ako je T + e acikli£an to zna£i da je e grana na nekom rezu koji razdvaja
komponente T . Pri tome je e najlak²a grana koja preseca ovaj rez jer sve
ostale grane ovog reza jo² nismo obradili jer su one teºe od e. Dakle dodavanje
grane e odgovara bojenju grane e u plavo. Odatle sledi da su sve grane koje
su u T plave.

Ako je T+e cikli£an, odnosno dodavanjem grane e u T dobijamo konturu,
onda znamo da je grana e najteºa na ovoj konturi. Ovo sledi iz toga ²to su
sve grane koje su prethodno dodate u T lak²e od e. Moºemo da zaklju£imo
da izostavljanje grane e odgovara primeni crvenog pravila, odnosno bojenju
grana u crveno.

Na kraju algoritma sve grane su obojene, sve grane u T su plave pa T
mora da bude MPS.
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3.3.3 Kompleksnost algoritma

Struktura podataka disjunktnih skupova

Struktura disjunktnih skupova odrºava kolekciju disjunktnih dinami£kih
skupova. Svaki od disjunktnih skupova ima jedinstvenog predstavnika, a on
je jedan od elemenata skupa.

Prilikom gra�enja MPS pomo¢u Kruskalovog algoritma, u T ¢emo imati
vi²e povezanih komponenti. Svaka od povezanih komponenti grafa T je je-
dan disjunktni skup £vorova i jednog od £vorova iz skupa ¢emo proglasiti
predstavnikom skupa.

Disjunktne skupove ¢emo predstavljati pomo¢u kolekcije korenskih sta-
bala u kojem svaki £vor stabla odgovara jednom £voru grafa T a predstavnik
stabla je £vor koji se nalazi u korenu.

5

8 62

12 10

4

1 13

9

3

7 11

Slika 3.5: Primer disjunktnih skupova koji su predstavljeni u obliku
korenskih stabala. Predstavnici ova tri disjunktna skupa su £vorovi koji se

nalaze u korenu stabala, a to su £vorovi 5, 4 i 3.

Ova struktura je vaºna jer podrºava neke od operacija koje ¢emo koristiti
u Kruskalovom algoritmu:

1. napravi-skup(u): postavlja u za predstavnika odnosno za koren jed-
no£lanog skupa {u}.

2. prona�i(u): vra¢a koren stabla u kojem se nalazi £vor u. Ova opera-
cija je korisna da bismo utvrdili da li su dva £vora u istoj povezanoj
komponenti (u istom disjunktnom skupu). Ako je koren isti za oba
£vora onda se oni nalaze u istoj povezanoj komponenti i dodavanje
grane koja ih povezuje bi prouzrokovalo stvaranje konture u T .

3. unija(u,v): spaja skupove koji sadrºe u i v u jedan skup.
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Da bismo mogli da koristimo prethodno navedene operacije svakom £voru
¢emo dodeliti dva atributa: rang i roditelj. Rang £vora predstavlja maksi-
malnu mogu¢u visinu stabla u kom se £vor nalazi. Roditelj £vora je £vor koji
se nalazi iznad njega u stablu. �vor koji je koren stabla (predstavnik) je sam
svoj roditelj.

Operacija napravi-skup(u) £voru u dodeljuje rang 0 i postavlja u za svog
roditelja. Ova operacija se izvr²ava u konstantnom vremenu. Operacija
unija(u,v) postavlja u za roditelja £vora v i pove¢ava rang £vora u za jedan
(ili postavlja v za roditelja £vora u i pove¢ava rang £vora v za jedan). Ova
operacija se tako�e izvr²ava u konstantnom vremenu. Operacija prona�i(u)
prolazi kroz £vorove na putu od u do korena stabla. Vreme izvr²avanja zavisi
od visine stabla, odnosno od ranga korena stabla. Moºe se pokazati ([4])
da je vreme potrebno za prelaºenje puta od nekog £vora u stablu do korena
stabla O(log k), gde je k broj £vorova u datom stablu. Znamo da je ukupan
broj £vorova u svim disjunktnim skupovima n, n ≥ k, pa sledi da je vreme
izvr²avanja operacije prona�i O(log n).

Dokaz kompleksnosti

Tvr�enje 9 Kruskalov algoritam izra£unava MPS grafa sa m grana i n £vo-
rova za O(m log n) jedinica vremena.

Dokaz. Prvo ¢emo navesti pseudo-kod koji ¢e nam pomo¢i da izra£unamo
ukupno vreme potrebno za izvr²avanja algoritma.

1. T = ∅.

2. for i = 1 : n
napravi-skup(ui)

3. Pore�ati grane u neopadaju¢i niz po teºinama.

4. for j = 1 : m (za svaku granu ej = uv)
if prona�i-skup(u) 6= prona�i-skup(v)
T = T + ej
unija(u,v)

Za izvr²avanje n napravi-skup operacija potrebno je O(n) vremena.
Da bismo pore�ali grane u neopadaju¢i niz po teºinama potrebno je

O(m logm) vremena. Ovde se ne¢emo baviti implementacijom algoritama
za sortiranje, vi²e o njima moºe da se na�e u [1]. Primetimo da je m < n2

2
,

pa je O(m logm) = O(m log n).
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For petlja u £etvrtom koraku izvr²ava se ukupno m puta a svaka iteracija
se izvr²ava za O(log n) vremena pa je to ukupno O(m log n) vremena. Kada
sve saberemo dobijamo: O(n) +O(m log n) +O(m log n) = O(m log n).

�

Primer

Primer 5 Odrediti MPS datog grafa Kruskalovim algoritmom. Grane ana-
liziramo u rastu¢em redosledu. Ukoliko se dodavanjem posmatrane grane ne
formira kontura u MPS tada je dodajemo.
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Slika 3.6: Postupak odre�ivanja MPS Kruskalovim algoritmom. Crvenom
bojom na slici (d) obeleºena je grana £ijim bi se dodavanjem formirala

kontura i zato ona nije postala deo MPS.

3.4 Optimizovani Kruskalov algoritam

Optimizacija operacija na strukturi disjunktnih skupova

1. Unija po rangu (eng. union by rank). Ideja je da prilikom spajanja
skupova u operaciji unija uzmemo u obzir rangove korenova skupova
koje ºelimo da spojimo. Ako su rangovi razli£iti onda £vor sa ve¢im
rangom postaje roditelj £vora sa manjim rangom i rang oba £vora ostaje
nepromenjen. Ako su rangovi isti onda na proizvoljan na£in odaberemo
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£vor koji ¢e postati roditelj drugog £vora i njegov rang se pove¢a za
jedan.

2. Kompresija puta (eng. path compression). Ideja je da svaki £vor umesto
roditelja pokazuje direktno na predstavnika skupa, tj. na koren stabla
u kojem se nalazi. Ova operacija ne menja rang £vorova.

Ono ²to je bitno za nas je vreme izvr²avanja operacija ukoliko implementi-
ramo prethodno navedene optimizacije. Moºe se pokazati ([1]) da je za izvr²a-
vanje niza od m napravi-skup, unija i prona�i operacija potrebno O(mα(n))
vremena gde je α(n) poznata inverzna Akermanova funkcija. Akermanova
funkcija je veoma brzo rastu¢a funkcija, pa je njena inverzna veoma sporo
rastu¢a i ona zadovoljava slede¢u nejednakost: α(n) ≤ 4, za n ≤ 1080.

Tvr�enje 10 (Kompleksnost optimizovanog Kruskalovog algoritma)
Koriste¢i strukturu disjunktnih skupova sa unijom po rangu i kom-
presijom puta Kruskalov algoritam izra£unava MPS zadatog grafa za
O(mα(n) + m log n) vremena. Ako su grane ve¢ pore�ane u neopadaju¢i niz
po teºinama tada je vreme izvr²avanja O(mα(n)).

Dokaz tvr�enja prevazilazi okvire ovog rada, on moºe da se na�e u [1].

3.5 Veri�kacija MPS

U ovom kratkom delu posmatramo problem koji je usko vezan za problem
pronalaºenja MPS grafa, a to je problem provere da li je dato pokrivaju¢e
stablo T teºinskog grafa G = (V,E,w) minimalno.

Tarjan je 1979. godine opisao veri�kacioni algoritam koji se izvr²ava za
O(mα(m,n)) vremena, gde je α inverzna Akermanova funkcija. 1985. go-
dine Komlós je pokazao da je za veri�kaciju potreban linearan broj pore�enja
teºina grana, ali sa nelinearnim vremenom potrebnim za odabir grana koje
treba da se uporede. Dixon, Rauch i Tarjan su 1992. kombinacijom pret-
hodno pomenutih algoritama dobili veri�kacioni algoritam koji se izvr²ava u
linearnom vremenu. 1993. Valerie King opisala je jednostavniji veri�kacioni
algoritam koji se tako�e izvr²ava u linearnom vremenu.

Mi ¢emo ovde navesti samo rezultat prethodno pomenutih radova.
Podsetimo se, za granu e = uv ∈ E sa wT (e) ozna£avamo teºinu najteºe

grane na jedinstvenom putu u T koji povezuje u i v. Ako e ∈ T onda je
wT (e) = w(e).

Lema 6 Pokrivaju¢e stablo T grafa G = (V,E,w) je MPS ako i samo ako
za svaku granu e /∈ T vaºi da je w(e) ≥ wT (e).
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Tvr�enje 11 Postoji deterministi£ki algoritam odlu£iv u linearnom vre-
menu koji za dati teºinski neusmereni graf G = (V,E,w) i za pokrivaju¢e
stablo T grafa G izra£unava wT (e) za svaku granu e ∈ E.

Posledica 12 Postoji deterministi£ki algoritam odlu£iv u linearnom vre-
menu koji za dati teºinski neusmereni graf G = (V,E) i pokrivaju¢e stablo T
proverava da li je T MPS grafa G.
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Glava 4

Empirijska analiza klasi£nih

algoritama

�etiri algoritma opisana u prethodnoj glavi implementirana su u pro-
gramskom jeziku R. Cilj analize je da utvrdimo koji od algoritama je najbrºi
za proizvoljne grafove i da odredimo vezu izme�u broja grana i £vorova u
ulaznom grafu i vremena izvr²avanja algoritama. U ovom delu ¢emo pred-
staviti rezultate analize Primovog, Bor·vkinog i £etiri verzije Kruskalovog
algoritma. Pokazalo se da je Kruskalov algoritam znatno brºi od Primovog
i Bor·vkinog i zato smo analizu podelili u dva dela: u prvom poredimo Bo-
r·vkin i Primov algoritam jer su njihova vremena izvr²avanja pribliºna, a
u drugom delu ¢emo da uporedimo vi²e verzija Kruskalovog algoritma. Svi
kori²¢eni kôdovi mogu da se na�u u Prilogu rada.

Tokom eksperimenta pokazalo se da je vreme izvr²avanja algoritma ra-
zli£ito kada se algoritam pokrene vi²e puta za isti graf. Iako su ove razlike
relativno male, da bismo dobili preciznije rezultate za svaki graf smo svaki od
algoritama pokrenuli po 10 puta. Tako�e smo za svaki ºeljeni par gustina-
/broj £vorova kreirali 10 razli£itih grafova. Kao kona£no vreme izvr²avanja
algoritma za odre�enu gustinu/broj £vorova uzet je prosek 100 vremena (10
razli£itih grafova, po 10 izvr²avanja za isti graf).

Pre pore�enja algoritama opisa¢emo algoritam za kreiranje proizvoljnih
grafova.

4.1 Kreiranje proizvoljnih grafova

Za testiranje algoritama potrebni su grafovi, a za njihovo kreiranje bilo je
potrebno napisati funkciju (kôd) koji za zadate parametre kao rezultat vra¢a
graf. Ulazni parametri su broj £vorova, maksimalna teºina grane i gustina
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grafa. Za maksimalnu teºinu grane uzeli smo 10^9. Izlaz je matrica sa tri
kolone a svaki red predstavlja jednu granu grafa. U prvoj koloni nalazi se prvi
£vor, u drugoj koloni drugi £vor a u tre¢oj koloni teºina grane koja povezuje
ova dva £vora.

randomgraph, funkcija koja kreira graf, polazi od prazne kvadratne ma-
trice formata broj £vorova x broj £vorova. Ova matrica predstavlja teºinsku
matricu grafa, D. Svakom polju matrice D sa verovatno¢om gustina grafa
funkcija dodeljuje proizvoljan ceo broj iz intervala [1, maksimalna teºina
grane], a sa verovatno¢om 1-gustina grafa datom polju dodeljuje vrednost
0. Ukoliko je u polju (i, j) matrice D vrednost 0 to zna£i da £vor i i £vor j
nisu povezani granom. Ukoliko je vrednost razli£ita od nule, to zna£i da su
£vorovi i i j povezani granom teºine D(i, j). Zatim se svi potrebni podaci
prebacuju u matricu sa tri kolone: ukoliko je D(i, j) > 0, u matricu se dodaje
red sa vrednostima i j D(i, j). Ovo se izvr²ava samo za j > i, odnosno samo
za polja iznad glavne dijagonale jer nas zanimaju samo neusmereni grafovi.

Na ovaj na£in izbegli smo mogu¢nost da se kreira vi²e grana koje povezuju
isti par £vorova. Na kraju se jo² od svih grana bri²u one koje imaju istu teºinu
jer je kod Bor·vkinog algoritma uslov da grane imaju me�usobno razli£ite
teºine. Moºemo da zaklju£imo da graf koji dobijemo kao rezultat ove funkcije
ne¢e imati ta£no zadatu gustinu ve¢ moºe da do�e do manjih odstupanja, a
koja moºemo da zanemarimo.

4.2 Analiza Bor·vkinog i Primovog algoritma

Vremena izvr²avanja Bor·vkinog i Primovog algoritma uporedili smo prvo
na grafovima koji imaju pribliºno isti broj grana a razli£it broj £vorova, a
zatim u drugom delu na grafovima sa 1024 £vora a razli£itim brojem grana.

Kreirali smo proizvoljne grafove sa 256, 512, 768 i 1024 £vora tako da
svaki od njih ima pribliºno 31500 grana.

PVI
Broj

Gustina
Prose£an

Bor·vka Prim
£vorova broj grana
256 0.96 31316 5.28 4.39
512 0.24 31386 11.05 9.47
768 0.11 32318 17.22 14.82
1024 0.06 31449 23.38 20.17

Tabela 4.1: Rezultati analize Bor·vkinog i Primovog
algoritma na grafovima sa pribliºno 31500 grana
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U Tabeli 4.1 vidimo rezultate prvog eksperimenta, gde je u koloni PVI
prikazano prose£no vreme izvr²avanja algoritama izraºeno u sekundama. Pri-
metimo da je Primov algoritam brºi od Bor·vkinog. Da bismo preciznije
odredili vezu izme�u broja £vorova i vremena izvr²avanja algoritama kori-
stili smo linearnu regresiju.

Slika 4.1: Rezultati analize Bor·vkinog i Primovog algoritma na
grafovima sa pribliºno 31500 grana

Na Slici 4.1 prikazani su rezultati iz prethodne tabele i tako�e je dodata
linearna regresiona linija. Na grafovima koji imaju 31500 grana, ukoliko po-
ve¢amo broj £vorova za 100 moºemo da o£ekujemo da ¢e se vreme izvr²avanja
Bor·vkinog algoritma pove¢ati za 2.36 sekundi, a Primovog algoritma za 2.06
sekundi.

PVI

Gustina
Prose£an

Bor·vka Prim
broj grana

0.02 10415 8.16 6.87
0.04 20855 15.75 13.43
0.06 31449 23.38 20.17
0.08 41890 30.83 26.49
0.1 52340 38.49 33.80

Tabela 4.2: Rezultati analize Bor·vkinog i Primovog
algoritma na grafovima sa 1024 £vora

U drugom delu eksperimenta �ksirali smo broj £vorova na 1024, a menjali
smo broj grana. Broj grana odre�en je na osnovu zadate gustine grafa, za
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pet razli£itih gustina, od 0.02 do 0.1 sa korakom 0.02.
U Tabeli 4.2 prikazani su rezultati analize. Moºemo da primetimo da se

vreme izvr²avanja pove¢ava sa pove¢anjem broja grana i da je Primov algo-
ritam i u ovom slu£aju brºi od Bor·vkinog. Ponovo smo koristili linearnu
regresiju da bismo ta£no odredili vezu izme�u broja grana i vremena izvr²a-
vanja algoritama. Na Slici 4.2 prikazana je linearna regresiona linija za oba
algoritma, kao i njena jedna£ina.

Slika 4.2: Rezultati analize Bor·vkinog i Primovog algoritma na
grafovima sa 1024 £vora

Na osnovu jedna£ina vidimo da za svakih dodatnih 10000 grana moºemo
da o£ekujemo da se vreme izvr²avanja Bor·vkinog algoritma pove¢a za 7
sekundi a Primovog algoritma za 6 sekundi.

4.3 Analiza Kruskalovog algoritma

�etiri verzije Kruskalovog algoritma implementirane su u R-u. Analiza
je ra�ena na grafovima sa 1024 £vora, sa brojem grana od 10 do 52 hiljade,
i na grafovima sa 2048 £vorova, sa brojem grana od 42 do 209 hiljada. Prvo
¢emo opisati po £emu se razlikuju £etiri implementirane verzije a zatim ¢emo
predstaviti rezultate analize.

1. Osnovni - algoritam opisan u delu 3.3.

2. UBR - osnovni Kruskalov algoritam opisan u delu 3.3 sa unijom po
rangu iz dela 3.4.
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3. UBR i dPC - UBR i delimi£na kompresija puta iz dela 3.4. Delimi£na
zbog toga ²to kada prona�emo koren stabla u kojem se nalazi £vor u,
tada promenimo roditelja £vora u u koren stabla. Za potpunu kompre-
siju puta potrebno je promeniti roditelja svih £vorova na putu od u do
korena u koren stabla.

4. UBR i PC - osnovni Kruskalov algoritam sa unijom po rangu i pot-
punom kompresijom puta.

PVI

Gustina
Prose£an

Osnovni UBR
UBR UBR

broj grana i dPC i PC
0.02 10415 1.116 0.246 0.252 0.255
0.04 20855 1.075 0.249 0.251 0.251
0.06 31449 1.155 0.269 0.268 0.269
0.08 41890 1.040 0.255 0.255 0.251
0.1 52340 1.154 0.278 0.272 0.271

Tabela 4.3: Rezultati analize Kruskalovog algoritma
na grafovima sa 1024 £vora

U tabeli 4.3 prikazana su prose£na vremena izvr²avanja ove £etiri verzije
Kruskalovog algoritma. Kao ²to smo i o£ekivali osnovni algoritam je znatno
sporiji od ostala tri u kojima smo primenili neki od oblika optimizacije. Nje-
govo vreme izvr²avanja je oko £etiri puta duºe od vremena izvr²avanja po-
bolj²anih verzija algoritma.

Slika 4.3: Rezultati Kruskalovog algoritma na grafovima sa 1024
£vora
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Pobolj²ane verzije imaju pribliºno jednako vreme izvr²avanja i na osnovu
ovih rezultata ne moºemo da zaklju£imo koji od njih je brºi u op²tem slu£aju.

Na Slici 4.3 moºemo da vidimo da se vreme izvr²avanja nuºno ne pove¢ava
sa pove¢anim brojem grana u grafu, za razliku od Primovog i Bor·vkinog
algoritma gde je veza izme�u broja grana i vremena izvr²avanja o£igledna.

U tabeli 4.4, gde su prikazana vremena izvr²avanja £etiri verzije Kru-
skalovog algoritma na grafovima sa 2048 £vorova, moºemo da vidimo da je
osnovni algoritam £ak do 5.5 puta sporiji od ostala tri.

PVI

Gustina
Prose£an

Osnovni UBR
UBR UBR

broj grana i dPC i PC
0.02 41835 4.450 0.894 0.882 0.976
0.04 84000 5.590 1.052 1.034 1.113
0.06 125636 4.877 1.035 1.022 1.109
0.08 167799 5.439 1.088 1.087 1.173
0.1 209433 5.261 1.086 1.094 1.179

Tabela 4.4: Rezultati analize Kruskalovog algoritma na
grafovima sa 2048 £vorova

Na Slici 4.4 vidimo da je algoritam UBR i PC najsporiji, a u njemu su
uklju£ena oba oblika optimizacije, unija po rangu i kompresija puta. Izme�u
vremena izvr²avanja algoritama UBR i UBR i dPC razlika je minimalna.

Slika 4.4: Rezultati Kruskalovog algoritma na grafovima sa 2048
£vorova
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Na osnovu ovih analiza vidimo da je implementacija unije po rangu dopri-
nela boljem rezultatu algoritma ali kada smo dodali i delimi£nu kompresija
puta nismo do²li do brºeg odre�ivanja MPS. Tako�e vidimo da ukoliko pored
unije po rangu implementiramo i kompresiju puta u obliku u kojem smo je
opisali u teorijskom delu rada dobijamo slabije rezultate.

Uporedimo sada vremena izvr²avanja na grafovima sa 1024 £vora i pro-
se£nim brojem grana 41890 sa vremenima izvr²avanja na grafovima sa 2048
£vorova i prose£nim brojem grana 41835.

PVI
Broj Prose£an

Osnovni UBR
UBR UBR

£vorova broj grana i dPC i PC
1024 41890 1.040 0.255 0.255 0.251
2048 41835 4.450 0.894 0.882 0.976

Tabela 4.5: Pore�enje rezultata na grafovima sa 42 hiljade grana

Ulazni grafovi imaju pribliºno isti broj grana, dok se vremena drasti£no
razlikuju, ²to moºemo da vidimo u Tabeli 4.5.

Moºemo da zaklju£imo da je vreme potrebno za odre�ivanje MPS Kru-
skalovim algoritmom znatno duºe na grafovima sa vi²e £vorova, dok broj
grana nema zna£ajan uticaj na vreme izvr²avanja.
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Glava 5

Algoritam za pronalaºenje

minimalnog pokrivaju¢eg stabla u

linearnom vremenu

5.1 Nasumi£ni algoritam

Algoritam koji ¢emo predstaviti u ovom delu su opisali Karger, Klein i
Tarjan u [6]. Ponovo pretpostavljamo da su sve teºine grana me�usobno
razli£ite. Ovaj algoritam je speci�£an po tome ²to ako ga pokrenemo vi²e
puta za isti ulazni graf algoritam uvek vra¢a isto re²enje ali vreme izvr²avanja
moºe da bude razli£ito.

U [7] mogu se na¢i slede¢i rezultati vezani za vreme izvr²avanja nasu-
mi£nog algoritma. Neka je dat proizvoljan povezan neusmeren graf G sa m
grana i n £vorova. Za svaki takav graf G nasumi£ni algoritam ima linearno
o£ekivano vreme izvr²avanja: O(m+ n). Ali postoji mogu¢nost da ¢e vreme
izvr²avanja algoritma biti £ak O(m log n + n2). Ovo zna£i da postoji broj c
takav da kada se algoritam izvr²ava na grafu G dovoljan broj puta tada je
prose£no vreme izvr²avanja algoritma manje ili jednako od c ∗ (m+ n) jedi-
nica vremena. Ali postoji i broj d takav da ¢e se algoritam sigurno izvr²iti
za manje od d ∗ (m log n+ n2) jedinica vremena.

5.1.1 Opis algoritma

Ovaj algoritam je rekurzivan. Grafovi na kojima se primenjuje rekurzija
mogu da budu i nepovezani, £ak i ako je po£etni graf povezan. Zato ¢emo
algoritam opisati kao algoritam za pronalaºenje minimalne pokrivaju¢e ²ume
grafa koji ne mora da bude povezan.
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De�nicija 20 Pokrivaju¢a ²uma grafa G = (V,E) je podgraf koji £ine
pokrivaju¢a stabla svake od povezanih komponenti po£etnog grafa.
Minimalna pokrivaju¢a ²uma (MP�) je pokrivaju¢a ²uma koja ima naj-
manju teºinu.
Pod²uma grafa G = (V,E) je podgraf grafa G koji je ²uma, tj. to je podgraf
koji ne sadrºi konture.

Pod²uma grafa ne mora da bude pokrivaju¢a.

Prethodno smo veli£inu wT (e) de�nisali na stablu T . �ta ako T nije stablo
nego ²uma? U tom slu£aju de�niciju wT (e) moºemo da dopunimo tako da
vaºi i za ²ume:

De�nicija 21 Neka je G = (V,E,W ) teºinski neusmeren graf i neka je F
pod²uma od G. Tada za granu e = uv ∈ E de�ni²emo veli£inu wF (e) koja
predstavlja teºinu najteºe grane na jedinstvenom putu u F koja povezuje u i
v ako su u i v u istom stablu ²ume F , a ako nisu onda je wF (e) = +∞.

De�nicija 22 (F-te²ke i F-lake grane) [6] Neka je G = (V,E,w) teºin-
ski neusmeren graf i neka je F pod²uma grafa G. Kaºemo da je grana e ∈ E
F-te²ka ako i samo ako je w(e) > wF (e), a u suprotnom kaºemo da je E
F-laka grana.

Ako je e u F ili povezuje dva razli£ita stabla u F onda je e F-laka grana.

Lema 7 [6] Neka je G = (V,E,w) teºinski neusmeren graf i neka je F
proizvoljna pod²uma grafa G. Tada MP� grafa G ne sadrºi ni jednu F-te²ku
granu.

Dokaz. Sve F-te²ke grane moºemo da obojimo u crveno koriste¢i crveno
pravilo.

�

Nasumi£ni algoritam koji ºelimo da opi²emo oslanja se na slede¢u 'lemu
uzorkovanja'.

Lema 8 [6] Neka je G = (V,E,w) teºinski neusmeren graf i neka je 0 <
p < 1. Neka je G′ = (V,E ′, w) proizvoljan podgraf grafa G koji je dobijen
tako ²to je svaka grana u grafu G′ dodata sa verovatno¢om p, nezavisno od
ostalih grana. Neka je F MP� grafa G′. Tada je o£ekivani broj F-lakih grana
u G najvi²e

n

p
, gde je n = |V |.
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Primetimo da o£ekivani broj F-lakih grana zavisi samo od n, broja £vo-
rova, a ne od m, broja grana u po£etnom grafu G.

Dokaz. Prvo ¢emo da napi²emo pomo¢ni algoritam na kojem se zasniva
dokaz leme. Kao rezultat ovog algoritma dobijamo proizvoljan podgraf po-
£etnog grafa, MP� podgrafa i skup F-lakih grana po£etnog grafa.

Pomo¢ni algoritam:

1. Pore�ati grane grafa G u neopadaju¢i niz po teºinama, odnosno tako
da vaºi: w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(em).

2. E ′, F , L = ∅.

3. for i=1:m
Sa verovatno¢om p: E ′ = E ′ ∪ {ei}
if {ei} povezuje dva razli£ita stabla u F
L = L ∪ {ei}
if {ei} ∈ E ′
F = F ∪ {ei}

Prvi korak pomo¢nog algoritma je jednostavan: pore�amo grane u neo-
padaju¢i niz po teºinama. Drugi korak predstavlja inicijalizaciju: de�ni²emo
skupove koji ¢e nam biti potrebni i za po£etak oni su prazni skupovi. U
svakoj iteraciji for petlje posmatramo jednu od grana po£etnog grafa G i
sa verovatno¢om p je stavljamo u E ′. Na ovaj na£in ¢emo u skupu E ′ na
kraju algoritma imati sve grane koje £ine podgraf G′. U if naredbi koriste¢i
Kruskalov algoritam dobijamo MP� F podgrafa G′ = (V,E ′). Pored toga ²to
konstrui²emo MP� F , u telu if naredbe konstrui²emo i skup grana L ⊆ E
koje £ine F-lake grane po£etnog grafa G = (V,E).

Kao i Kruskalov algoritam, i ovaj algoritam obra�uje grane u rastu¢em
redosledu po teºinama. Svaku granu ei dodajemo u E ′ sa verovatno¢om p.
Ako ei povezuje dva razli£ita stabla u F (odnosno povezuje dve razli£ite pove-
zane komponente u F ) onda je ei F-laka grana i dodajemo je u L. Primetimo
da je u tom slu£aju ei F-laka grana bez obzira da li smo je prethodno dodali
u E ′ ili ne. U trenutku obra�ivanja grane ei ona povezuje dva razli£ita stabla
u F . Teºina grane ei je ve¢a od teºine bilo koje grane koja je trenutno u F .
Ako dva stabla koja povezuje ei ne bi bila povezana u jedno stablo u krajnjoj
MP� F , tada bi ei bila F-laka grana. Ako bi ova dva stabla na kraju bila
povezana kao rezultat dodavanja grane ei u E ′ pa i u F , onda bi ei bila grana
koja pripada ²umi, a time bi ona bila i F-laka. Ako grana ei ne bi bila dodata
u F , a dva stabla koja ona povezuje bi na kraju ipak bila povezana, tada bi
grana koja bi ih povezivala bila teºa od ei, pa bi onda ei opet bila F-laka
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grana. Primetimo i da ako su £vorovi koje povezuje grana ei u istom stablu
grafa F u trenutku obra�ivanja grane ei, tada je ei F-te²ka grana jer su sve
grane koje su trenutno u F lak²e od ei.

Po²to je gore navedeni algoritam slu£ajan, sledi da su |L| i |F | slu£ajne
promenljive. Kada neku granu e dodamo u L, nju tako�e dodajemo u F sa
verovatno¢om p. Sledi da je o£ekivani broj grana u L jednak o£ekivanom
broju grana u L pomnoºen sa p, E[|F |] = pE[|L|].

Po²to je F MP� grafa G′ = (V,E ′) sledi da je broj grana u F strogo manji
od ukupnog broja £vorova u G′, a to je n. Dakle imamo da je |F | ≤ n− 1 i
da je E[|F |] ≤ n− 1.

Sada imamo da je

pE[|L|] = E[|F |] ≤ n− 1

odnosno
E[|L|] ≤ n− 1

p
≤ n

p

²to smo i trebali pokazati.

�

Sada ¢emo da opi²emo nasumi£ni algoritam za pronalaºenje MP� (Nasu-
mi£niMP�).

Ako je skup grana E po£etnog grafa prazan, onda je i MP� tako�e prazan
skup. U suprotnom, izvr²ava se slede¢i algoritam koji ¢emo opisati u vidu
pseudo-koda radi lak²eg pregleda, a nakon toga ¢emo detaljno opisati svaki
korak.

1. (G′, F ′) = BoruvkaKorak(G)

2. (G′′, F ′′) = BoruvkaKorak(G′)

3. G1 = ProizvoljanPodgraf(G′′, 1
2
)

4. F1 = Nasumi£niMP� (G1)

5. E2 = LakeGrane(G′′, F1)

6. G2 = (V [G′′], E2, w)

7. F2 = Nasumi£niMP� (G2)

8. Re²enje: F ′ ∪ F ′′ ∪ F2
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Prvo primenimo dva uzastopna Bor·vkina koraka (koraci 1 i 2). Pod
Bor·vkinim korakom podrazumevamo slede¢e: za svaki £vor odabrati granu
minimalne teºine koja je incidentna sa posmatranim £vorom. Zatim �kon-
trakovati� sve odabrane grane. To zna£i da svaku povezanu komponentu
dobijenog grafa treba da zamenimo jednim super£vorom, obri²emo izolovane
£vorove, grane koje povezuju £vorove koji pripadaju istom super£voru i sve
grane koje povezuju razli£ite super£vorove osim onih koje imaju minimalnu
teºinu. Ovim ¢emo smanjiti broj £vorova bar 4 puta, dokaz je dat u Lemi 9.

Sa F ′ i F ′′ ¢emo ozna£iti skup grana koje smo kontrakovali u ove dve
iteracije Bor·vkinog koraka (F ′ - skup grana kontrakovanih u prvoj iteraciji,
F ′′ - skup grana kontrakovanih u drugoj iteraciji). Sa G′′ ¢emo ozna£iti dobi-
jeni kontrakovani graf. U koraku 3 biramo proizvoljan podgraf G1 = (V,E1)
kontrakovanog grafa G′′ u koji svaku granu dodajemo sa verovatno¢om 1

2
,

nezavisno od ostalih grana. U koraku 4 prvi put rekurzivno pozivamo nasu-
mi£ni algoritam, i to za graf G1 da bismo odredili MP� F1 grafa G1. Zatim
u koraku 5 koristimo linearni algoritam za odre�ivanje skupa lakih grana E2

grafa G′′ (Dixon-Rauch-Tarjan, 1992., O(m)). Sve ostale grane moºemo da
uklonimo koriste¢i pravilo konture (crveno pravilo). Sada de�ni²emo graf G2:
£vorovi ovog grafa su £vorovi grafa G′′; grane ovog grafa su lake grane koje su
u skupu E2, a dobijene u prethodnom koraku; teºine grana su teºine grana
iz po£etnog grafa. U koraku 7 za graf G2 rekurzivno pozovemo nasumi£ni
algoritam da bismo dobili njegovu MP� F2. Na kraju imamo da skup grana
F ′ ∪ F ′′ ∪ F2 £ini MP� po£etnog grafa G = (V,E).

Lema 9 U svakoj iteraciji Bor·vkinog koraka broj stabala u G se bar prepo-
lovi.

Dokaz. Svako stablo (tj. super£vor) se u svakoj iteraciji povezuje sa bar
jednim od svojih suseda, pa svako novo stablo sadrºi bar 2 ili vi²e 'starih'
stabala (super£vorova).

�

5.1.2 Ispravnost algoritma

Tvr�enje 13 [6] Nasumi£niMP� algoritam vra¢a MP� ulaznog grafa.

Dokaz. Ispravnost algoritma sledi iz pravila reza i konture (plavo i crveno
pravilo).

Sve grane koje su u F ′ i F ′′ a koje su odabrane primenom dva Bor·vkina
koraka moºemo da obojimo u plavo koriste¢i pravilo reza i zbog toga one
pripadaju MP�.
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Sve F1-te²ke grane, a koje su uklonjene iz G2 pre drugog rekurzivnog
poziva, moºemo da obojimo u crveno koriste¢i pravilo konture i zato one ne
pripadaju MP�.

Ostatak pokazujemo indukcijom.

�

5.1.3 Kompleksnost algoritma

Tvr�enje 14 [6] Prose£no vreme izvr²avanja algoritma Nasumi£niMP� je
O(m+ n).

Dokaz. Neka je G = (V,E) proizvoljan graf i neka je m = |E| broj grana
i n = |V | broj £vorova u grafu G. Po²to je graf G proizvoljan, sledi da su
m i n slu£ajne promenljive. Neka je m̄ = E[m] o£ekivani broj grana i n̄ =
E[n] o£ekivani broj £vorova. Neka su grafovi G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2)
proizvoljni grafovi za koje smo rekurzivno pozvali Nasumi£niMP� algoritam
prilikom izvr²avanja istog algoritma na grafu G. Neka sumi = |Ei|, ni = |Vi|,
m̄i = E[mi], n̄i = E[ni] za i = 1, 2.

Po²to su grafovi G1 i G2 podgrafovi grafa G′′ a koji je dobijen prime-
nom dva uzastopna Bor·vkina koraka na G, a na osnovu Leme 9 sledi da je
n1, n2 ≤ n

4
, a odatle sledi i da je n̄1, n̄2 ≤ n̄

4
.

Graf G1 je dobijen od grafa G′′ tako ²to je svaka grana izabrana nezavisno
od ostalih grana, sa verovatno¢om 1

2
, pa sledi da je m̄1 ≤ m̄

2
. Tako�e znamo

da vaºi da je m1 < m jer su neke grane kontrakovane prilikom primene
koraka Bor·vkinog algoritma. Na osnovu 'leme uzorkovanja' sledi da je m̄2 ≤
n̄2/

1
2
≤ ( n̄

4
)/(1

2
) = n̄

2
.

Neka je T (G) vreme izvr²avanja algoritma na proizvoljnom grafu G. Tada
T (G) £ine: vreme potrebno za izvr²avanje dva uzastopna Bor·vkina koraka,
vreme potrebno za izvr²avanje algoritma koji pronalazi lake grane grafa G′′

i vreme za izv²avanje istog ovog algoritma na grafovima G1 i G2:

T (G) = a(m+ n) + T (G1) + T (G2),

gde je a > 1 konstanta koja je dovoljno velika da bi a(m + n) pokrio line-
arno vreme izvr²avanja dva Bor·vkina koraka i izvr²avanje algoritma koji
pronalazi lake grane LakeGrane(G′′, F1).

Pokaza¢emo indukcijom po m i n da ako je G proizvoljan graf sa najvi²e
m grana i n £vorova, da onda vaºi

E[T (G)] ≤ 2a(m̄+ 2n̄).
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Baza indukcije: Ako nakon dva uzastopna koraka Bor·vkinog algoritma
dobijemo MP� po£etnog grafa G, tada je T (G) = a(m+n) pa vaºi tvr�enje.

Induktivna pretpostavka: Neka vaºi tvr�enje: E[T (G)] ≤ 2a(m̄ + 2n̄) za
sve vrednosti manje od m i n.

Induktivni korak: Neka je G proizvoljan graf sa najvi²e m grana i n
£vorova. Induktivna pretpostavka vaºi za grafove G1 i G2 (jer oni sigurno
imaju manje grana od G), pa imamo da je:

E[T (G)] = a(m̄+ n̄) + E[T (G1)] + E[T (G2)]

≤ a(m̄+ n̄) + 2a(m̄1 + 2n̄1) + 2a(m̄2 + 2n̄2)

≤ a(m̄+ n̄) + 2a(
m̄

2
+ 2 · n̄

4
)

= 2a(m̄+ 2n̄).

�
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Glava 6

Primena MPS na deviznom

trºi²tu

U ovom delu rada opisa¢emo jednu od mnogobrojnih primena MPS, a to
je primena na deviznom trºi²tu. Na deviznom trºi²tu se trguje stranim va-
lutama i ono predstavlja najve¢e i najlikvidnije �nansijsko trºi²te. Prose£an
dnevni promet na globalnom deviznom trºi²tu se pove¢ava iz godine u godinu
i procenjuje se da je 2013. iznosio $5.3 biliona ²to predstavlja rast od oko
35% u odnosu na $4 biliona u 2010. (videti [3]). Mi ¢emo se baviti analizom
deviznih kurseva u cilju razumevanja me�usobnog poloºaja razli£itih valuta.
Devizni kurs je cena jedne valute izraºena u drugoj valuti i ima zna£ajnu
ulogu u me�unarodnoj razmeni svih drºava i multinacionalnih kompanija jer
uti£e na nivo izvoza i uvoza, investitorima i menadºerima fondova omogu-
¢ava pristup inostranim hartijama od vrednosti a tako�e moºe da predstavlja
i izvor zarade.

U prvom delu ¢emo opisati kako se od istorijskih podataka deviznih kur-
seva moºe dobiti graf za koji ¢emo zatim odrediti MPS pomo¢u Kruskalovog
algoritma u R-u. U drugom delu ¢emo prikazati i analizirati rezultate.

6.1 Od deviznog kursa do grafa

Posmatra¢emo dnevni devizni kurs 18 valuta u odnosu na evro (EUR) u
2015. godini. Istorijski podaci dobijeni su sa stranice http://www.usforex.
com, a spisak posmatranih valuta dat je u tabeli 6.1.

Postavlja se pitanje kako od istorijskih podataka dobiti graf koji prikazuje
veze izme�u valuta. Koristi¢emo metodologiju koja je opisana u [11] a koja
predlaºe da svaki od £vorova u grafu predstavlja jednu od valuta. Grane
¢e predstavljati vezu izme�u valuta i ºelimo da valute koje su 'bliske' budu
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povezane granom manje teºine.

AUD Australijski dolar JPY Japanski jen
CAD Kanadski dolar KRW Juºnokorejski von
CHF �vajcarski franak NOK Norve²ka kruna
CNY Kineski juan NZD Novozelandski dolar
CZK �e²ka kruna PLN Poljski zlot
DKK Danska kruna RUB Ruska rublja
GBP Britanska funta SEK �vedska kruna
HKD Hongkong dolar SGD Singapurski dolar
HUF Ma�arska forinta USD Ameri£ki dolar

Tabela 6.1: Spisak posmatranih nacionalnih valuta sa simbolima

Teºinu grana dobijamo na slede¢i na£in:

1. Izra£unati logaritamski prinos za svaku od valuta pomo¢u formule
rti = lnKt

i − lnKt−1
i , gde je Kt

i kurs i-te valute u odnosu na EUR na
dan t. Koristimo logaritamske prinose jer su za njih ispunjene pretpo-
stavke koje treba da vaºe da bismo mogli koristiti Pirsonov koe�cijent
korelacije u slede¢em koraku. Pretpostavke su: normalnost, linearnost
i homoskedasti£nost.

2. Na osnovu logaritamskih prinosa izra£unati koe�cijent korelacije

ρij =
〈rirj〉 − 〈ri〉〈rj〉√

(〈r2
i 〉 − 〈ri〉2)(〈r2

j 〉 − 〈rj〉2)

gde je 〈. . .〉 prose£na vrednost za posmatrani period.

3. Izra£unati udaljenosti odnosno teºine grana pomo¢u formule dij =√
2(1− ρij). Dakle, dij su elementi teºinske matrice D.

Podsetimo se, koe�cijent korelacije ρ je broj izme�u -1 i 1 i pokazuje u
kojoj meri su promene vrednosti jedne promenljive povezane sa promenama
vrednosti druge promenljive. -1 ozna£ava savr²enu negativnu korelaciju a
1 savr²enu pozitivnu korelaciju. Koe�cijent korelacije se uglavnom tuma£i
na slede¢i na£in: vrednosti izme�u -0.25 i 0.25 zna£e da nema povezanosti
izme�u promenljivih, od 0.25 do 0.5 i od -0.5 do -0.25 slaba povezanost,
od 0.5 do 0.75 i od -0.75 do -0.5 umerena povezanost, od 0.75 do 1 i od
-1 do -0.75 jaka povezanost. U na²em primeru koe�cijent korelacije govori
u kojoj meri su promene logaritamskih prinosa jednog valutnog para, npr.
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USDEUR, povezane sa promenama logaritamskih prinosa drugog valutnog
para, npr. JPYEUR. U tabeli 6.2 ovu vrednost moºemo da na�emo ispod
glavne dijagonale, za posmatrani primer USDEUR i JPYEUR iznosi 0.71.

Tabela 6.2: Korelacije i p-vrednost

Koe�cijent korelacije moºemo da prikaºemo gra�£ki, na primer kao na
slici 6.1, gde je plavom bojom prikazana pozitivna korelacija a crvenom
bojom negativna korelacija. �to je krug ve¢i to je korelacija ja£a.

Slika 6.1: Gra�£ki prikaz korelacija

Iznad glavne dijagonale u tabeli 6.2 ozna£ene su p-vrednosti. P-vrednost
daje odgovor na pitanje da li je korelacija izme�u dve promenljive statisti£ki
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zna£ajna. Sa tri zvezdice ozna£ena je p-vrednost <0.001, sa dve zvezdice
<0.01, sa jednom zvezdicom <0.05 i sa zarezom <0.1. Vidimo da je korelacija
izme�u USDEUR i JPYEUR statisti£ki zna£ajna (p-vrednost je <0.01).

P-vrednost je izuzetno vaºna jer ukoliko je ona ve¢a od postavljene gra-
nice zna£ajnosti, uglavnom 0.05, tada koe�cijent korelacije nije statisti£ki
zna£ajan. U primeni to bi zna£ilo da ukoliko je neka od p-vrednosti ve¢a od
0.05 tada ne bi trebalo da se oslanjamo na koe�cijent korelacije, a samim tim
ni na teºinu grane koja povezuje odgovaraju¢e valute.

6.2 MPS

Vrednosti ρij su izme�u -1 i 1 pa sledi da ¢e teºine grana dij biti izme�u 0
i 2. Matrica D ¢e biti simetri£na matrica sa nulama na dijagonali. Primetimo
da ukoliko je korelacija negativna, na primer -1, tada ¢e teºina grane biti 2.
Moºemo da zaklju£imo da ¢e MPS prikazati povezanost izme�u onih valutnih
parova izme�u £ijih logaritamskih prinosa postoji stroga pozitivna korelacija.

CNYSGD HKD

CHF USD

JPY

GBP

DKK

CZK

KRW

HUF

PLN

CAD

RUB

AUD

NOK

SEK

NZD

Slika 6.2: MPS dobijeno na osnovu logaritamskih prinosa 18 valuta

Na slici 6.2 prikazano je MPS koje smo odredili za 18 valuta. Autori rada
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[11] zaklju£ili su iz MPS koji je dobijen na osnovu podataka iz 1999 - 2012. da
zemlje £ija je privreda povezana sa Kinom, kao ²to su Hongkong i Singapur
imaju centralnu poziciju. Na osnovu podataka za 2015. godinu moºemo da
vidimo da su ove valute u centru MPS, a pored njih i kanadski dolar. Tako�e
moºemo da primetimo i grupe geografski bliskih zemalja, AUD i NZD, HUF
i PLN, NOK i SEK. Interesantno je ²to ve¢ina listova u MPS predstavljaju
valute evropskih drºava.

Ovim smo pokazali kako se prili£no velika koli£ina podataka, £ije je razu-
mevanje u neobra�enom obliku gotovo nemogu¢e, moºe prikazati na jedno-
stavan i informativan na£in pomo¢u MPS.
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Zaklju£ak

Problem odre�ivanja MPS de�nisao je £e²ki matemati£ar Otakar Bor·vka
1926. godine i opisao algoritam koji se izvr²ava u polinomnom vremenu.
U ovom radu su pored Bor·vkinog algoritma prikazani Primov i Kruskalov
algoritam, koji se tako�e izvr²avaju u polinomnom vremenu. U radu je opisan
i tzv. nasumi£ni algoritam £ije je vreme izvr²avanja o£ekivano linearno.

Tri pomenuta klasi£na algoritma i tri verzije Kruskalovog algoritma koje
uklju£uju razli£ite optimizacije implementirali smo u programskom paketu
R. Zatim smo za proizvoljne grafove pomo¢u implementiranih algoritama
odredili MPS i analizirali dobijene rezultate. Cilj ove empirijske analize bio
je da zaklju£imo na koji na£in pove¢anje broja grana i broja £vorova uti£e
na vreme izvr²avanja ovih algoritama, a tako�e i koji od ovih algoritama je
najbrºi. Zaklju£ili smo da je Kruskalov algoritam znatno brºi od Primovog i
Bor·vkinog algoritma. Kod Primovog i Bor·vkinog algoritma sa ve¢im bro-
jem £vorova i grana pove¢ava se i vreme izvr²avanja dok kod Kruskalovog
algoritma uticaj pove¢anja broja grana nije toliko o£igledan. Dodavanjem
jedne od optimizacija, unije po rangu, vreme izvr²avanja Kruskalovog algo-
ritma se zna£ajno pobolj²alo dok dodavanjem kompresije puta nismo dobili
bolji rezultat.

Problem odre�ivanja MPS je interesantan jer ima ²iroku primenu, a u
radu je opisana primena na deviznom trºi²tu. U cilju razumevanja me�u-
sobnog poloºaja razli£itih valuta analizirali smo istorijske podatke deviznih
kurseva osamnaest valuta izraºenih u EUR za 2015. godinu. Iz istorijskih
podataka odredili smo MPS i zaklju£ili smo da valute zemalja £ija je privreda
povezana sa Kinom, kao ²to su Hongkong i Singapur, a pored njih i kanadski
dolar imaju centralnu poziciju. Tako�e smo videli da su valute geografski
bliskih zemalja bliske i u dobijenom MPS.
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Prilog

Kodovi koji su dati ispod napisani su u programskom paketu R i
predstavljaju implementaciju tri klasi£na algoritma za odre�ivanje MPS:
Bor·vkin, Primov i Kruskalov. Tako�e je dat kod za tri verzije pobolj²anog
Kruskalovog algoritma, u svakom od njih je implementirana neka vrsta opti-
mizacije. Data su i dva pomo¢na algoritma, jedan za kreiranje proizvoljnih
povezanih, neusmerenih grafova sa razli£itim teºinama grana i jedan za
odre�ivanje povezanih komponenti grafa.

Kreiranje proizvoljnih grafova:

randomgraph <− function(brojcvorova, maxtezina, gustina) {
brojcvorova <− brojcvorova∗brojcvorova
brojevi <− rbinom(brojcvorova,1,gustina)∗round(runif(brojcvorova,0,maxtezina))
G <− matrix(brojevi, nrow = sqrt(brojcvorova), ncol = sqrt(brojcvorova))
G[lower. tri (G)] <− 0
diag(G) <− 0
cvorovi <− 1:nrow(G)
grane <− matrix(ncol=3)[−1,]
for ( i in 1:nrow(G)) {
for (j in i :nrow(G)) {
if (G[i, j ] > 0) {
grane <− rbind(grane, matrix(c(i,j,G[i, j ]) ,ncol=3))

}
}

}
grane <<− grane[!duplicated(grane[,3]),]
cvorovi <<− cvorovi

}

Bor·vkin algoritam:

Boruvka <− function (cvorovi, grane) {
t0 <− Sys.time()
cvorovi <− matrix(c(cvorovi, cvorovi), ncol = 2)
MPS <− matrix(ncol = 3)[−1, ]
while (length(unique(cvorovi [,2]) ) > 1) {
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pomocni <− matrix(ncol = 5)[−1,]
for (i1 in 1:length(unique(cvorovi [,2]) )) {
i <− cvorovi[cvorovi[,2]==i1,1]
j <− cvorovi[cvorovi[,2] !=i1,1]
vaznegrane <− matrix(grane[(grane[, 1] %in% i & grane[, 2] %in% j) |

(grane[, 2] %in% i & grane[, 1] %in% j)], ncol = 3)
mingrana <− matrix(vaznegrane[vaznegrane[, 3] == min(vaznegrane[, 3]), ], ncol

= 3)[1, ]
if (mingrana[1] > mingrana[2]) {
mingrana[c(1,2)] <− mingrana[c(2,1)]

}
mingrana <− matrix(c(mingrana, cvorovi[mingrana[1],2], cvorovi[mingrana[2],2]),

ncol = 5)
pomocni <− rbind(pomocni, mingrana)

}
pomocni <− unique(pomocni)
MPS <− rbind(MPS, pomocni[,1:3])
komponente(unique(cvorovi[,2]), pomocni[,4:5])
cvorovi <− cbind(cvorovi, 0)
for ( i in cvorovi [,1]) {
cvorovi [ i ,3] <− povkomp[cvorovi[i,2],2]

}
cvorovi <− cvorovi[,−2]

}
MPSBoruvka <<− MPS
t1 <− Sys.time()
vreme_izvrsavanja <<− t1 − t0

}

Odre�ivanje povezanih komponenti:

komponente <− function (cvorovi, grane) {
komp <− 1
povkomp <− cbind(cvorovi,0)
grane <− matrix(grane, ncol = 2)
while (length(grane) > 1) {
i <− grane[1]
stack <− c(i)
povkomp[i,2] <− komp
while (length(stack) > 0) {
i <− stack[1]
sused <− c(grane[grane[,1]==i,2], grane[grane[,2]==i,1]) [1]
if ( ! is .na(sused) > 0) {
row <− which(grane[,1]==i & grane[,2]==sused)
if (length(row) < 1) {row <− which(grane[,1]==sused & grane[,2]==i)}
grane <− matrix(grane[−row,],ncol=2)
stack <− c(sused, stack)
povkomp[sused,2] <− komp

} else {
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stack <− stack[−1]
}

}
komp <− komp + 1

}
povkomp <<− povkomp

}

Primov algoritam:

Prim <− function(cvorovi, grane) {
t0 <− Sys.time()
cvorovi <− cbind(cvorovi, 1)
MPS <− matrix(ncol = 3)[−1, ]
cvorovi [1,2] <− 0
while (sum(cvorovi[,2] > 0)) {
i <− cvorovi[cvorovi[,2]==1,1]
j <− cvorovi[cvorovi[,2]==0,1]
vaznegrane <− matrix(grane[(grane[, 1] %in% i & grane[, 2] %in% j) |

(grane[, 2] %in% i & grane[, 1] %in% j)], ncol = 3)
mingrana <− matrix(vaznegrane[vaznegrane[, 3] == min(vaznegrane[, 3]), ], ncol =

3)[1, ]
cvorovi [mingrana[1],2] <− 0
cvorovi [mingrana[2],2] <− 0
MPS <− rbind(MPS, mingrana)

}
MPSPrim <<− MPS
t1 <− Sys.time()
vreme_izvrsavanja <<− t1 − t0

}

Osnovni Kruskalov algoritam:

Kruskalosnovni <− function(cvorovi, grane) {
t0 <− Sys.time()
grane <− grane[sort. list (grane [,3], method = "quick", na.last = NA),]
cvorovi <− matrix(c(cvorovi, cvorovi), ncol = 2)
MPS <− matrix(ncol = 3)[−1, ]
i <− 1
while (length(MPS[,1]) < (length(cvorovi [,1])−1)) {
u <− grane[i,1]
v <− grane[i,2]
pu <− u
while (pu != cvorovi[pu,2]) {
pu <− cvorovi[pu,2]

}
pv <− v
while (pv != cvorovi[pv,2]) {
pv <− cvorovi[pv,2]
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}
if (pu != pv) {
MPS <− rbind(MPS, grane[i,])
cvorovi [pv,2] <− pu

}
i <− i+1

}
MPSKruskalosnovni <<− MPS
t1 <− Sys.time()
vreme_izvrsavanja <<− t1 − t0

}

Kruskal UBR:

KruskalUBR <− function(cvorovi, grane) {
t0 <− Sys.time()
grane <− grane[sort. list (grane [,3], method = "quick", na.last = NA),]
cvorovi <− cbind(matrix(c(cvorovi, cvorovi), ncol = 2), 0)
MPS <− matrix(ncol = 3)[−1, ]
i <− 1
while (length(MPS[,1]) < (length(cvorovi [,1])−1)) {
u <− grane[i,1]
v <− grane[i,2]
pu <− u
while (pu != cvorovi[pu,2]) {
pu <− cvorovi[pu,2]

}
pv <− v
while (pv != cvorovi[pv,2]) {
pv <− cvorovi[pv,2]

}
if (pu != pv) {
MPS <− rbind(MPS, grane[i,])
if (cvorovi [pu,3] > cvorovi[pv,3]) {
cvorovi [pv,2] <− pu

} else if (cvorovi [pu,3] < cvorovi[pv,3]) {
cvorovi [pu,2] <− pv

} else {
cvorovi [pv,2] <− pu
cvorovi [pu,3] <− cvorovi[pu,3] + 1

}
}
i <− i+1

}
MPSKruskalUBR <<− MPS
t1 <− Sys.time()
vreme_izvrsavanja <<− t1 − t0

}
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Kruskal UBR i dPC:

KruskalUBRidPC <− function(cvorovi, grane) {
t0 <− Sys.time()
grane <− grane[sort. list (grane [,3], method = "quick", na.last = NA),]
cvorovi2 <− cbind(matrix(c(cvorovi, cvorovi), ncol = 2), 0)
MPS <− matrix(ncol = 3)[−1, ]
i <− 1
while (length(MPS[,1]) < (length(cvorovi2 [,1])−1)) {
u <− grane[i,1]
v <− grane[i,2]
pu <− u
while (pu != cvorovi2[pu,2]) {
pu <− cvorovi2[pu,2]

}
cvorovi2[u,2] <− pu
pv <− v
while (pv != cvorovi2[pv,2]) {
pv <− cvorovi2[pv,2]

}
cvorovi2[v,2] <− pv
if (pu != pv) {
MPS <− rbind(MPS, grane[i,])
if (cvorovi2[pu,3] > cvorovi2[pv,3]) {
cvorovi2[pv,2] <− pu

} else if (cvorovi2[pu,3] < cvorovi2[pv,3]) {
cvorovi2[pu,2] <− pv

} else {
cvorovi2[pv,2] <− pu
cvorovi2[pu,3] <− cvorovi2[pu,3] + 1

}
}
i <− i+1

}
MPSKruskalUBRidPC <<− MPS
t1 <− Sys.time()
vreme_izvrsavanja <<− t1 − t0

}

Kruskal UBR i PC:

KruskalUBRiPC <− function(cvorovi, grane) {
t0 <− Sys.time()
grane <− grane[sort. list (grane [,3], method = "quick", na.last = NA),]
cvorovi <− cbind(matrix(c(cvorovi, cvorovi), ncol = 2), 0)
MPS <− matrix(ncol = 3)[−1, ]
i <− 1
while (length(MPS[,1]) < (length(cvorovi [,1])−1)) {
u <− grane[i,1]
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v <− grane[i,2]
pu <− cvorovi[u,2]
pv <− cvorovi[v,2]
if (pu != pv) {
MPS <− rbind(MPS, grane[i,])
if (cvorovi [pu,3] > cvorovi[pv,3]) {
cvorovi [cvorovi [,2] == pv, 2] <− pu

} else if (cvorovi [pu,3] < cvorovi[pv,3]) {
cvorovi [cvorovi [,2] == pu, 2] <− pv

} else {
cvorovi [cvorovi [,2] == pv, 2] <− pu
cvorovi [pu,3] <− cvorovi[pu,3] + 1

}
}
i <− i+1

}
MPSKruskalUBRiPC <<− MPS
t1 <− Sys.time()
vreme_izvrsavanja <<− t1 − t0

}
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