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Predgovor

Za strukturu kazemo da je homogena ako se svaki izomomorfizam izmedu
dve konacno generisane podstrukture moze prosiriti do automorfizma strukture.
Teorija prebrojivih homogenih struktura je podela intenzivno da se razvija nakon
1953. godine kada je R. Fraissé u svom radu [5] dokazao da je slucajni graf
homogen i dao opStu strategiju konstrukcije drugih prebrojivih homogenih
struktura. Danas je teorija homogenih struktura ¢vrsto ukorenjena matematiCka
teorija sa dubokim posledicama ne samo unutar matematike, ve¢ i, recimo, u
razumevanju socio-tehnoloskih fenomena kao Sto je world-wide web.

Homogeni objekti su opisani u mnogim zna¢ajnim klasama struktura. Na
primer, prebrojiva homogena parcijalna uredenja opisana su u [12], prebrojivi
homogeni grafovi su opisani u [8], dok su kona¢ni homogeni grafovi opisani u [6].
Prebrojivi homogeni digrafovi su opisani u [2], a kona¢ni i prebrojivi homogeni
turniri u [7]. Za predmet izuCavanja ovog rada od posebnog interesa su konacne
geometrije: homogeni linearni prostori su opisani u [4], a homogeni semilinearni
prostori u [3].

U svom radu [1] iz 2006. godine P. Cameron i J. NeSettil su uopstili
koncept homogenosti tako Sto su razmatrali razne tipove morfizma medu
strukturama. 1z te grupe pojmova posebno izdvajamo pojam homomorfizam-
homogenosti:

Definicija. (Cameron, NeSetfil [1]) Za strukturu kaZzemo da je homomorfizam-
homogena ako se svaki homomorfizam izmedu dve kona¢no generisane
podstrukture moze prosiriti do endomorfizma strukture.

O homomorfizam-homogenim objektima se veoma malo zna. Osim rada [1]
do sada su objavljena samo dva rada: u [9] su opisani homomorfizam-homogeni
parcijalno uredeni skupovi, a u [10] kona¢ni homomorfizam-homogeni turniri.

Geomertiju ranga 2 ¢ine kona¢na kolekcija tacaka i kona¢na kolekcija
pravih koje zadovoljavaju slede¢e dve aksiome:

e svaka prava ima bar dve tacke; i
e svake dve razliCite tacke leze na najvise jednoj pravoj.

Geometriju ranga 2 ¢emo u daljem tekstu nazivati kombinatorna ravan.

Za pravu sa bar tri tacke kazemo da je regularna, dok za prave sa ta¢no dve
tacke kazemo da su singularne. U radu [11] opisani su kona¢ne homomorfizam-
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homogene kombinatorne ravni koje sadrZze dve regularne prave koje se seku, a u
radu [13] opisane su kona¢ne homomorfizam-homogene kombinatorne ravni koje
sadrze ta¢no dve regularne prave koje se ne seku i svaka tacka pripada nekoj od tih
regularnih pravih. Da bi se kompletirala karakterizacija homomorfizam-homogenih
kombinatornih  ravni potrebno je jo§ opisati homomorfizam-homogene
kombinatorne ravni kod koje ne postoje regularne prave koje se seku. Ovaj rad
predstavlja jedan originalan doprinos u tom smeru.

U ovom radu se bavimo kombinatornim ravnima koje imaju sledeéu
osobinu:

e ne postoje dve regularne prave, a i b, koje se seku

Glavni rezultat rada je Teorema 4.1 koja trvdi da prostor koji ima tri regularne
prave a, b, ¢ takvih da je prava c je povezana i sa pravom a i sa pravom b, je
homomorfizam-homogen ako i samo ako pripada jednoj od sledecih klasa prostora:

1. Prostor indukovan sa an jeO-tanak i N_(A)=N_(B) zasve A Bea

i N.(A)=N_(B) zasve A/ Beb.

2. Prostor indukovan sa an je O-tanak i postoje ta¢no dve tacke X € a i

Y ec za koje vazi da X nije kolinearna sa Y, N_(A)=N_(B) za sve
ABea\{X}, X~C zasve Cec\{Y} i N (A)=N,(B) za sve
A Beb.

3. Prostor indukovan sa an je O-tanak i postoji ta¢no jedna tacka Y € C za
koju vaZi da Y nije kolinearnasa X ea i Zeb, N_(A)=N_(B) zasve
ABea\{X}, X~C zasve Cec\{r}, N (A)=N_(B) za sve

ABeb\{Z} i Z~C za sve Cec\{Y}. Takav prostor je
homomorfizam-homogen.

4. Prostor indukovan sa an jel-tanaki N_(A)=N_(B) zasve A Bea
i N.(A)=N_(B) zasve A/ Beb.



2.
3.
4.
. a
_________________________ ¢
_________________________ b

U Glavi 1 ¢emo definisati kombinatorne ravni, homomorfizam,
homomorfizam-homogenost i dati pregled poznatih rezultata.



U Glavi 2 ¢emo se baviti kombinatornim ravnima gde ne postoje dve
regularne prave koje se seku i gde postoje tatke koje ne pripadaju ni jednoj
regularnoj pravoj.

U Glavi 3 ¢emo se baviti kombinatornim ravnima gde ne postoje dve
regularne prave koje se seku i gde svaka tacka pripadaju jednoj regularnoj pravo;j.

U Glavi 4 ¢emo navesti opStu teoremu koja daje karakterizaciju za podklasu
kojom se bavimo u ovom radu.

Ovim putem bih Zelela da se zahvalim profesoru dr Draganu Masulovicu -
izvanrednom mentoru i u sru¢nom i u ljudskom smislu - za veliku pomo¢ koju mi je
pruzio prilikom izrade mog rada. Za pet godina mog studiranja svi profesori i
asistenti su ostavili veliki utisak na mene, ali bih ipak izdvojila dva profesora, dr
Ivicu Bosnjaka i dr SiniSu Crvenkovi¢a, koji su prihvatili da budu i ¢lanovi
komisije.
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1 Osnovni pojmovi

Kombinatorna ravan je ureden par (X , L) gde je X konacan skup ¢ije elemente
zovemo tacke, aL < P(X) je skup ¢ije elemente zovemo prave i vazi da:

1. svaka prava sadrzi bar dve tacke,
2. svake dve razli¢ite tacke pripadaju najvise jednoj pravoj.

Linearan prostor je kombinatorna ravan gde svake dve razli¢ite tacke pripadaju
tac¢no jednoj pravoj.

Za pravu ¢emo reéi da je regularna ako ima bar tri tacke. Za ostale prave
kazemo da su singularne. Za tacke A,B € X sa A~ B ¢emo oznaditi ¢injenicu da
su tacke A i B kolinearne.

Izolovana tacka kombinatorne ravni je tacka koja ne pripada nijednoj pravoj
kombinatorne ravni.

Ako drugacije nije naglaSeno, regularne prave u prostoru ¢emo oznaciti malim
slovimasaa, b,... Za tatku Aca,sa N, (A) ¢emo oznaiti skup svih tacaka prave
b koje su kolinearne sa A (Slika 1.1).

N, (A) = {BebB~ Al

A a

b

~_ 7

N(4)
Slika 1.1

Trakasti prostor je kombinatorna ravan koja ima ta¢no dve disjunktne regularne
prave i pri tome svaka tacka leZi na jednoj od ove dve prave.

Za trakasti prostor (X,L) ¢emo reéi da je tanak ako je |Na(A)| <1 za sve
Aeb i|N,(A)<1zasve Aca.



Za trakasti prostor kazemo da je pun ako vazi sledece:
e N,(B)#¢ iN,(A)#¢ zasve Aca,Bebi

o Akoje |N,(A) =1, recimo N,(A)={B}, ondaje |N,(B) > 2.

Za trakasti prostor (X , L) kaZemo da je meSovitog tipa ako nije ni tanak ni pun.
To znaéi da postoji A € a sa osobinom |N,, (A)| > 2 iuz to postoji B e b takvo da
je:
e N,(B)=¢,ili
e |N,(B)|=1ipritomeakoje N,(B)={C}, ondaje N,(C) = {B}.

Singularitet prve vrste trakastog prostora (X , L) je tacka B € b sa osobinom
N,(B) =¢. Singularitet druge vrste trakastog prostora (X,L) je par tacaka

(B,C) saosobinom N, (B) ={C} i N,(C) = {B}.

Pramen pravih je kombinatorna ravan gde svaka prava prelazi kroz jednu
zajedni¢ku tacku (Slika 1.2). Tac¢ku koja pripada svakoj pravoj zovemo centar od

pramena.

Slika 1.2

Kombinatorna ravan je regularna ako sadrzZi dve regularne prave koje se seku,
inace je singularna.

Kombinatorna ravan je projektivna ako svake dve razli¢ite prave u geometriji
imaju zajedni¢ku tacku.

Primer 1.1 Svaki graf je kombinatorna ravan.



Primer 1.2 Fano ravan je kombinatorna ravan (Slika 1.3):

Slika 1.3

Primer 1.3 Prostori I, L., L i K, su linearni prostori. (Slika 1.4)

e AN

* e
I L, L K;

Slika 1.4

Kombinatorna ravan (Y, L, ) je potprostor kombinatorne ravni (X, L, ) ako vazi

1. Y#¢
2. YcX

3 L ={NYreL NY]22)

Primer 1.4 Evo primera jedne kombinatorne ravni i njenog potprostora (Slika 1.5):



~
S

v -

N

S

=

Slika 1.5

Setnja u kombinatornoj ravni je niz tadaka i pravih A L, AL A,..l, A gde
A A el zasvei.

Put u kombinatornoj ravni je Setnja u kojoj su sve tacke razli¢ite i sve prave
razli¢ite. DuZina puta je broj pravih na tom putu.

Kombinatorna ravan je povezana ako za svake dve tacke u toj ravni postoji
Setnja koja ih spaja.

Komponenta povezanosti kombinatorne ravni je maksimalna povezana
podstruktura te strukture.

Za dve regularne prave a, b kombinatorne ravni (X,L) kazemo da su
povezane ako postoje tatke Aca i Beb takvedaje A~B.

Za pozitivne cele brojeve a, B, 1 y, neka je A(a,ﬁ,y) kombinatorna

ravan (X,L) sa 2+a+B+y tataka X,Y,ay,....8,,by,...05,C,,iC, T 247

pravih k,I,ml,...,my (Slika 1.6) gde

k=1 Y,28, )
I = {x,bl,...,bﬁ,cl,...,cy}

m; = {y,Ci}, ie {1""’7/}



Slika 1.6

Trougaoni prostor, u oznaci T(q), jeste kona¢na projektivna kombinatorna
ravan gde svaka tacka lezi na ta¢no dve prave. U ovom prostoru svaka prava ima
isti broj tacaka. Sa q ¢emo oznaciti red trougaonog prostora, tj. (= ||| -1.

Trougaoni prostori su parametrom ¢ jednozna¢no odredeni do na izomorfizam.
(Slika 1.7)

7(2) 7(3) | 7(4) | 7(5)

Slika 1.7

Kombinatorna ravan (Y,L,) je potpodela kombinatorne ravni (X,L, )
ako je X Y i postoji funkcija f :Y \ X — L, tako da vazi (Slika 1.8)

L =i 20 e Ly ).
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Slika 1.8

Neka su (X,L) i (Y,M) dve kombinatorne ravni. Funkcija f: X =Y je

homomorfizam ako vazi (VleL)3meM)f(l)cm, t. kolinearne tacke se
preslikavaju na kolinearne tacke.

Za homomorfizam izmedu dve konacno generisane podstrukture prostora
(X, L) reci ¢emo da je lokalni homomorfizam prostora (X, L).

Definicija 1.1 Kombinatorna ravan (X,L) je homomorfizam-homogena ako za
svake dve konacne podstrukture (Y,,L,) i (Y,,L,), svaki homomorfizam
f 1Y, >Y, moZe da se prosiri do endomorfizma " :X — X strukture (X, L).

Primer 1.5 Slede¢a kombinatorna ravan je ocigledno homomorfizam-homogena
(Slika 1.9):

I

Slika 1.9
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U ovom radu opisujemo homomorfizam-homogene kombinatorne ravni u
kojima ne postoje dve regularne prave, a i b, koje se seku. Dokazacemo da
opisivanje homomorfizam-homogenih ravne gde postoje tacke koje ne leze ni na
jednoj regularnoj pravoj, jeste cONP-kompletan problem. To, dalje, zna¢i da ne
postoji prihvatljiv katalog ovakvih struktura (za neki katalog struktura kazemo da je
prihvatljiv ako je to konac¢an spisak polinomno odlu¢ivih klasa struktura). Zato se u
radu ne razmatra klasa kombinatornih ravni u kojima postoje tacke koje ne leze na
regularnim pravim.

Slede¢a lema daje veoma korisnu Kkarakterizaciju homomorfizam-
homogenih kombinatornih ravni. Za lokalni homomorfizam f :S —T prostora

(X , L) kazemo da moze da se proSiri za jednu tacku ako postoji Ae X \'S i
lokalni homomorfizam f" SU{A}—)T' koji proSiruje f, tj. za koga vaZi
f'(P)=f(P) zasve PeS.

Lema 1.1 Kombinatorna ravan (X,L) je homomorfizam-homogena ako i samo
ako svaki lokalni homomorfizam f :S —T tog prostora moZze da se prosiri za
jednu tacku.

Dokaz.

(<:) Uzmimo proizvoljan lokalni homomorfizam f :S — T . Prema pretpostavci,
postoji tatka A, € X\S i lokalni homomorfizam f, : SU{A1}~—>T1 koji

prodiruje f. Na isti nacin, postoji A, € X \S,, gde je S; = SU{AI}, i lokalni
homomorfizam f, :81U{A2}—>T2 koji prosiruje f,. Itd. Nakon kona¢no mnogo
koraka (preciznije, nakon |X \S| koraka) na ovaj naéin dobijamo lokalni
homomorfizam f, :SHU{Ak}—)Tk za koga je SHU{Ak}: X . Dakle, to je
endomomorfizam prostora koji prosiruje f.

(:>) Neka je (X,L) homomorfizam-homogen, i neka je f:S —T proizvoljan
lokalni homomorfizam tog prostora. Tada postoji f : X — X koji proiruje f.

Uzmimo proizvoljno Ae X \'S iza f' stavimo f~

SU{A}'D
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1.2 Pregled poznatih rezultata
U ovom poglavlju navodimo osnovne rezultate vezane za dve Kklase
kombinatornih ravni:

e kona¢ne homomorfizam-homogene kombinatorne ravni koje sadrze
dve regularne prave koje se seku,

e kona¢ne homomorfizam-homogene kombinatorne ravni koje sadrze
tacno dve regularne prave koje se ne seku i svaka tacka pripada
nekoj od tih regularnih prava,

Karakterizacija kombinatornih ravne gde postoje dve regularne prave koje
se seku, data u radu [11], jeste sledeca:

Teorema 1.1 Konacan linearan prostor je homomorfizam-homogen ako i samo ako
je singularan linearan prostor (ukljucujuci i trivijalne linearne prostore kao I, L, ili

K, ) ili Fano ravan.

Teorema 1.2 Neka je (X,L) konac¢na Kkombinatorna ravan sa barem dve

komponente povezanosti. Tada je (X,L) homomorfizam-homogena ako i samo
ako pripada jednoj od ovih klasa:

1. L=4¢,tj. svaka tacka je izolovana tacka, ili

2. svaka komponenta povezanosti od (X,L) generiSe jedan singularan
linearan prostor sa najviSe dve tacke, ili

3. svaka komponenta povezanosti od (X,L) je izomorfna sa slede¢im
prostorima:

e Fano ravan,

e L, zanekonx>2,ili

e L zaneko n>2 (znaju¢idaje L, = K,).
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Teorema 1.3 Neka je (X , L) kona¢na povezana regularna kombinatorna ravan.

Tada je (X , L) homomorfizam-homogena ako i samo ako pripada jednoj od ovih
klasa kombinatorne ravni:

1. pramen pravih,

2. Fano ravan,

3. podpodela od T(q) zaneko q>1,

4, A(a,ﬁ,y), zaneke a, B,y 21.

Karakterizacija kombinatornih ravne gde postoje ta¢no dve regularne prave
koje su disjunktne i svaka tacka pripada nekoj od tih regularnih prava, data u radu
[13], jeste sledeca:

Teorema 1.4 Prostor je homomorfizam-homogen ako i samo ako pripada jednoj od
sledecih klasa trakastih prostora (Slika 1.10):

l. |N (A)| =0 zasve Ae X, (prostore zovemo O-tanki prostori)

. |N (A)| =1 zasve Ae X, (prostore zovemo 1-tanki prostori)

1. (X , L) je pun prostor i ({N (A)|A € a}, g) je totalno ureden skup,

V. (X , L) je prostor meSavitog tipa sa ta¢no jednim singularitetom i sa
osobinom N(A)=N(B) zasve A Bea\) ,gdeje > skup
singularnih tacaka.
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Slika 1.10
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2 Kombinatorne ravni gde ne postoje dve regularne prave
koje se seku

Takve prostore takode mozemo da podelimo na dve klase:
1. Postoje tacke koje ne leze na nekoj regularnoj pravoj,

2. Svaka tacka lezi na nekoj regularnoj pravoj.

U prvom slu¢aju kada postoje tacke koje ne leze na nekoj regularnoj pravoj,
problem je coNP-kompletan, $to je prikazano u slede¢oj teoremi:

Teorema 2.1 Problem odredivanja homomorfizam-homogenosti konacne
kombinatorne ravni (X,L) gde ne postoje dve regularne prave koje se seku i
postoje tacke koje ne leze na nekoj regularnoj pravoj, jeste coNP-kompletan.

Dokaz. Da je ovaj problem coNP-kompletan, dokaza¢emo tako §to ¢emo problem
k-INDIPENDENT SET, (k > 2), da svedemo na problem provere homomorfizam-
homogenosti kombinatornih ravni.

Neka je G = (V, L) proizvoljan graf. Neka je data regularna prava | i skupovi
I ={0y,0;res 0y }» S =1{Sy,Sy,.0rS, | tako dasu 'V, I, 1i S po parovima disjunktni,
i formiramo kombinatornu ravan G, na slede¢i nacin (Slika 2.1):

Tacke su:
o tacke grafa G,

ek +1 nezavisan ¢vorovi Qg, ..., 0, ,
e k+1 ¢vorovi Sg,S,,...,S,

o taCke prave l.

16



Prave su:

e svegrane grafa G,

e svegrane S; ~ Sj,

e praval,

e V-~ zasvei>0isveveV,
e V~s,zasvei=0isveveV,
e 5, ~(;zasvei=],

e sve tacke sa prave | su kolinearne sa svim ta¢kama skupa V,

e sve tacke sa prave | su kolinearne sa svim tackama skupa S,

sve tacke sa prave | su kolinearne sa tackama ¢, gde i > 0.

Ravan G, je konac¢na kombinatorna ravan gde ne postoje dve regularne prave
koje se seku i postoje tacke koje ne leze na nekoj regularnoj pravoj. (Slika 2.1)

U nastavku ¢emo dokazati da graf G ima k-nezavisan skup ¢vorova ako i samo
ako ravan G, nije homomorfizam-homogena.

17



(:>) Neka graf G ima k-nezavisan skup ¢vorova {XO s Xy geeny Xk—l}'
Pretpostavimo suprotno, tj. da je ravan G, homomorfizam-homogena.
Preslikavanje
f .(Xo e Xy C]o]
Qo - O i
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f moZe da
se prosiri do endomorfizma. PotraZimo sliku tacke S, .

Zbog S, ~ Xy, ooy S; ~ X, qs S, ~ G, mora biti f7(s,)~q,, f(s,)~q,, ...,
f7(s,) ~ d,y, T(s,)~ Q. sto je nemogucée.

Zna¢i, ravan G, nije homomorfizam-homogena.

(<:) Pretpostavimo da graf G nema k-nezavisan skup tacaka. Dokazacemo da je
ravan G, homomorfizam-homogena.

Neka je f :G,[U]— G,[W] lokalni homomorfizam, gde je W = f (U).

I. | W . Tada za tacku ; ¢W tacka S; je kolinearna sa svim tatkama u
prostoru G, \{q,}. Funkciju f prosirimo na slede¢i nagin: f"(x)=s,, za
xeG, \U.

II. 1 cW. Postoje tacke X,, X,,..., X, 5, X, €U tako da vazi f(x,)=q;, za
0<i<k.

Skup X = {X,, X,,..s X1, X, | je nezavisan skup tacaka.
« X[)S=9¢.

Pretpostavimo suprotno, tj. X n S # ¢ . Sigurno vazi ‘X ﬂ S‘ <1, jer

je X nezavisan skup tacaka, a u skupu S nema dve nezavisne tacke.

Neka je XnS = {Si}. Tada je XnV =¢, jer je svaka tacka iz
skupa V kolinearna sa svakom ta¢kom iz skupa S, a X je nezavisan

18



skup tacaka. Isto vazi i za pravu I, tj. X nl =@, jer je svaka tacka iz
skupa | kolinearna sa svakom ta¢kom iz skupa S, a X je nezavisan skup
tacaka. Tada je ‘Xﬂ I‘ > 2 ipostoji tacka q;, J =i, g; € an .U
tom sluaju vazi da je (; kolinearna sa tackom S;, $to je nemoguce,
jer je X nezavisan skup tacaka.

o« X[V=4.

Pretpostavimo suprotno, tj. X[V # ¢ . Neka je ve X[ |V . Posto G
nema k-nezavisan skup tacaka sledi da je \xﬂv\ <k —1. Dalje sledi
daje X nl = ¢, jer je tatka v kolinearna sa svakom tatkom prave |, a
X je nezavisan skup tacaka. Sledi da je ‘X ﬂ I‘ > 2 ipostoji tacka (;,

i>0. U tom slucaju vazi da je (; kolinearna sa tatkom v, §to je
nemoguce, jer je X nezavisan skup tacaka.

o« X(I=4.

Pretpostavimo suprotno, tj. X[ 1= ¢. Neka je Ae X[ ]I. Posto
prava | nema k-nezavisan skup tacaka sledi da je ‘X ﬂ |‘ <k -1. Dalje
sledi da je ‘Xﬂ I‘ > 2 ipostoji tacka (;, i > 0. U tom slucaju vazi da

je 0; kolinearna sa tatkom A, Sto je nemoguce, jer je X nezavisan skup
taCaka.

Dobili smo da je X =1, tj. postoji permutacija 7 od {0,1,...,k} takva da
vazidaje f(g;)=d,q, 0<i<k.

1. V ¢ U . Nekaje veV \U . Funkciju f prodirimo tako $to uzmemo da je
f *(V) = szr(O)'

2. VcU.

i. SU.Nekajes, € S\U . Funkciju f prosirimo tako $to uzmemo
daje f7(s;) =54 -
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% S S VR Vnsh Sl}Aml Am

Uro) = GegoXr - Xo Y1 oo Yo Lo e Zp Spg

Ukoliko vazi da je s; ~ d; za neko j, po konstrukcijije i # J ivazi
daje m(i)=7z(j)is,m~du)-

Posto je tacka Q) jedina tacka koja nije kolinearna sa tackom
S4(i) treba pokazati da ) € {Xl,...,xn, Vv Yir Zyseens Z }

wlp

Pretpostavimo suprotno, tj. da vazi da je
0,) € {xl,...,xn, yl,...,yt,zl,...,zp}. Neka je q,;) = X;, za neko

j- Neka je ¢, €| \{qo,qi}. Posto vazi da je v; ~ ¢, sledi da je

0, ~ 9.0 Sto je nemoguce.
Analogno za tacke y 125

ScU . Tadajel zU .Nekaje A el\U .

a IU=¢.
Funkciju f proSirimo tako $to uzmemo da je f " (A) = S+(0)-

| \% S
Qo O Vi o VySy oo S¢ A
Q) - QegoXs - XYoo Yi Sz

Ukoliko vazi da je A, ~q;, po konstrukciji je S, ) ~ 0,(j)-

Posto je tactka Q) jedina tacka koja nije kolinearna sa

tatkom S, o) treba da vazi g, {Xl,...,xn,yl,...,yt}.

Pretpostavimo  suprotno, tj. da  vaii da je
U, (0) € {xl,...,xn,yl,...,yt,zl,...,zp}. Neka je ) =X;, za
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neko j. Neka je ¢, € | \{qo}. Posto vazi da je v; ~ ¢, sledi

da je d,() ~ . Sto je nemoguce.

Analogno za tacku Y .
U =4, ali [NV =1

Neka je f(IﬂU): {z,}.

| v S uf)!
Qo O Vi o ViSo oo SAL o AL A
Uzo) =+ YegoXe o XYoo Y Zo o Zy Sy

Funkciju f prosirimo tako $to uzmemo da je f"(A) = S+(0)-

Analogno kao u prethodnom slucaju i jo$ treba dokazati da
Z, # (, (), ali to vazi jer bi u suprotnom za neko j =0

An, ~ O,(j) pasledilobidaje q,:;) ~d,(-

CINU =g |fINU)>2.

Prava IﬂU je preslikana na neku pravu f(IﬂU), i postoji
prava m tako da je f(InU)gm, tj. postoje tacke
2,,2,,...,Z, tako da vazi {zl,zz,...,zp}g m.

o« O vy oo VSy o SCAL o A
Ue) - Geg)Xy o X Yo o Y Lo o I, 2

Tacku A, preslikamo na neku tacku z; € {zl, 22,...,zp}.

Ukoliko vazi da je A ~ d;, po konstrukciji je z; ~ Ae(i)

posto je tacka A, kolinearna sa tatkom q,;).
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PoSto je tatka () jedina tacka koja nije kolinearna sa
tatkom Zz; treba da vazi da q,.) € {xl,...,xn,yl,...,yt}, ali to
je posledica konstrukcije funkcije f.

Dalje se bavimo prostorima gde svaka tacka lezi na nekoj regularnoj pravoj.
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3 Podklasa kombinatornih ravni gde ne postoje dve
regularne prave koje se seku

U ovom poglavlju izu¢avaju se kombinatorne ravni gde ne postoje dve
regularne prave koje se seku i svaka tacka lezi na nekoj regularnoj pravoj.

Teorema 3.1 Ako je ravan homomorfizam-homogena onda su i tanke i pune
trakaste podstrukture homomorfizam-homogene.

Dokaz. Pretpostavi¢emo suprotno, tj. da je cela struktura homomorfizam-homogena
ali da postoji tanka ili puna trakasta podstruktura koja nije homomorfizam-

homogena. Neka je ona indukovana sa an gde su a i b regularne prave.
Slucajevi:

I.  Struktura je tanka. Na oshovu teoreme 1.4 znamo koje strukture su
homomorfizam-homogene.  Pretpostavimo da tanak prostor nije
homomorfizam-homogen.

Tada bez umanjenja opStosti moZzemo pretpostaviti da postoje tacke

A,Bea takve daje N ,(A)=0 i N, (B)=1. Ako je B jedina tacka na
pravoj a sa osobinom |N (B)| =1, tj. ako se radi o postoru (Slika 3.1)

A C B a
—_— & - - - - —--- - -
_— 8 - - - ----------- [ e L b
D E F

Slika 3.1

posmatrajmo preslikavanje
‘. A B D E
A C D E)
gde je C tacka na a, F je tacka na b kolinearna sa B, a D i E su joS dve tacke

na b.
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Ovo je lokalni homomorfizam koji se, prema pretpostavci, proSiruje do
endomorfizma f~. Potrazimo sliku tatke F. Zbog F eED je

f"(F)eED=b. S druge strane, B~ F paje C=f"(B)~ f (F).
Dakle, tacka C je kolinearna sa tatkom f (F) na pravoj b, $to nije taéno i

ne mozemo da proSirimo van ovog trakastog prostora da bi ceo prostor bila
homomorfizam-homogen.

Dakle, osim tacke B, na pravoj a postoji bar jos jedna tacka C takva
da je |N(C)| =1. Neka je E tacka na b kolinearna sa B, a F tacka na b,
kolinearna sa C (Slika 3.2):

4 B c
E F
Slika 3.2

Preslikavanje
‘. A B F
\E F A
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f
moze da se proSiri do endomorfizma. Potrazimo sliku tatke C. Zbog

CeAB je f(C)eEF. Dalje, C~F pa zato mora biti f"(C)~ A.
Dakle, f"(C) je tatka na pravoj EF koja je kolinearna sa tatkom A, $to je

nemoguce i ne mozemo da proSirimo van ovog trakastog prostora da bi ceo
prostor bio homomorfizam-homogen.

Struktura je puna. Na osnovu teoreme 1.4 znamo koje strukture su
homomorfizam-homogene.

1. Neka je (X , L) trakast prostor i neka postoje dve razli¢ite tacke
ABea takve da je [N,(A)=2, |N,(B)=2,
N, (A IN,(B)=¢, postoji Ceal\{AB} tako da vazi
N, (C)IN,(A) =¢ ili N, (C)(|N,(B) =¢. (Slika 3.3)
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a

b

D E

Slika 3.3

Pretpostavimo recimo N, (A)n N,(C)=¢.
Uogimo D,E € N,(A) i F,G e N,(B). (Slika 3.3)
Posmatrajmo preslikavanje:
f :(B C D E]'
F G A B
To je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-

homogen, f moZe da se proSiri do endomorfizma. PotraZimo sliku
tacke A.

Zbog AeBC je f'(A) e FG. Dalije, A~ D pa zato mora biti

f"(A)~A i A~E pa zato mora biti f (A)~ B. Dakle,
f “(A) je tacka na pravoj FG koja je kolinearna sa tagkama A i B,
§to je nemoguce, jer po pretpostavei N (A)n N(B)=¢ i ne
moZemo da proSirimo van ovog trakastog prostora da bi ceo prostor
bio homomorfizam-homogen.

Neka je (X , L) trakast prostor i neka postoje dve razli¢ite tacke
ABea takve da je [N,(A)=2, |N,(B)=2 i
N, (A IN,(B)=¢ i za svako Ceal{AB} vazi da
N, C)YIN,(A)#¢ i N, (C)|N,(B)=¢. Odaberimo
proizvolino Cea\{AB} i wuotimo D,EeN,(A) i

F,.GeN,(B) tako da je C~E i C~F, ti. E,FeN,(C).
(Slika 3.4)
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b

D E E

Slika 3.4

Preslikavanje
‘. C B D E
A B D E
je lokalni homomorfizam u bilo kom slu¢aju. Kako je prostor

homomorfizam-homogen, f moZe da se proSiri do endomorfizma.
Potrazimo sliku tacke F.

Zbog F € DE je f"(F) < DE. Dalje, F ~ C pa zato mora biti
f"(F)~A i F~B pa zato mora biti f (F)~ B. Dakle,
f“(F) je tacka na pravoj DE koja je kolinearna sa tatkama A i B,
§to je nemogule, jer po pretpostavci N(A)n N(B)=¢ i ne

moZemo da proSirimo van ovog trakastog prostora da bi ceo prostor
bio homomorfizam-homogen.

Neka je (X , L) trakast prostor i neka postoje dve razli¢ite tacke
ABea takve da je [N (A)=2, |N,(B)=2 i
N,(A)IN,(B)#¢ ali ne vazi N,(A)c N, (B) il
N, (B) = N, (A). Uo¢imo tacke D i F tako da vazi D € N, (A),
DeN,(B), FeN,(B) i FeN,(A). Neka je
E e N, (A) N, (B) (Slika 3.5).
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b

Slika 3.5

Preslikavanje
‘. A B D F
A D B F
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-

homogen, f moZe da se proSiri do endomorfizma. PotraZimo sliku
tacke E.

Zbog E € DF je f*(E) < BF. Dalje, E ~ A pa zato mora biti
f"(E)~A i E~B pa zato mora biti f (E)~ D. Dakle,
f “(E) je tacka na pravoj BF koja je kolinearna sa tatkama A i D,

$to je nemoguce da prosirimo van ovog trakastog prostora da bi ceo
prostor bio homomorfizam-homogen, jer u suprotnom bi imali dve
prave sa vise od tri tacaka koje se seku.

Neka je (X , L) trakast prostor i nekasu A,Bea i C eb takve da
je [Ny(A)22, N,(B)={C}, IN,(C)|22 i tatka A nije
kolinearna sa tackom C. Zbog |Na(C)| > 2 postoji D e N, (C)
takvadaje D = B. Nekaje E,F € N, (A).

i. Slugaj: [N, (D)| =1 (Slika 3.6). Preslikavanje

‘. B D F E
\B C F A
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor

homomorfizam-homogen, f moZze da se proSiri do
endomorfizma. Potrazimo sliku tacke A.
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Zbog AeBD je f'(A)eBC. Dalije, A~E pa zato
mora hiti f(A)~A i A~F pa zato mora biti
f"(A) ~ F . Dakle, f"(A) je tatka na pravoj BC koja je
kolinearna sa tackama A i F, $to je nemoguce da proSirimo
van ovog trakastog prostora da bi ceo prostor bio
homomorfizam-homogen, jer u suprothom bi imali dve

prave sa vise od tri  tadaka  koje se
seku.

A B D a

]

b

Slika 3.6

ii. Slugaj: [N, (D)|>2. Prema predhodnim razmatranjima
znamo da dobijemo negativan odgovor osim ako su
N,(A) i N,(D) uporedivi Neka to vazi. Kako
C ¢ N, (A) mora biti N, (A) = N, (D) (Slika 3.7).

4 D B a

b

Slika 3.7
Preslikavanje

‘. A B D E F
A B A E F
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor

homomorfizam-homogen, f moZze da se proSiri do
endomorfizma. Potrazimo sliku tacke C.
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Zbog CeEF je f(C)eEF. Dalie, C~B pa zato
mora biti f(C)~B i C~D pa zato mora biti
f"(A)~ A. Dakle, f"(C) je tatka na pravoj EF koja je
kolinearna sa tackama A i B, $to je nemoguce da proSirimo

van ovog trakastog prostora da bi ceo prostor bio
homomorfizam-homogen.

Zbog Teoreme 3.1 uvodimo sledeéu pretpostavku:

Dodatna pretpostavka: u svakom potprostoru generisanom sa an gdesuaib

regularne prave, ne postoji singularna tacka prve i druge vrste.

Lema 3.1 Neka su (X,L, )i (Y,L,) dve kombinatorne ravni sa osobinom da su
svake dve tacke u X kolinearne i svake dve tacke u Y kolinearne. Neka je S < X,
T cY i funkcija f:S—T lokalni homomorfizam. Tada se funkcija f moze

prosiriti do homomorfizma f™: X —>Y .

Dokaz. Neka su (X,L, ) i (Y,L,) dve kombinatorne ravni sa osobinom da su
svake dve tacke u X kolinearne i svake dve tacke u Y kolinearne. Neka je S < X,
T Y, funkcija f:S —>T lokalni homomorfizami i neka je Ae X \S. Neka

prostor ima k regularnih pravih. Tacka A pripada nekoj regularnoj pravoj a;. Neka
su U, =a,()S, U,=3,[)S, ... U,=a,[)S. Postoje prave m; <Y,
0 < j <k tako da vaZi f(Uj)g m;, j#i.

1. Neka je U; =¢. Tatka A je kolinearna sa svim tatkama iz skupa U ;.
Tada tacku A preslikamo na neku tacku neke prave m;, j #1.

2. Neka je |Ui| =1, i neka U, ={P}. Tada tacku A preslikamo na tacku
f(P).

3. Neka je |U i| > 2. Tada tacku A preslikamo na neku tacku prave m, .
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Posledica 3.1 Neka je (X , L) kombinatorna ravan u kojoj vazi da je svaka tacka
kolinearna sa svakom ta¢kom. Tada je taj prostor homomorfizam-homogen.

Lema 3.2 Neka je (X , L) homomorfizam-homogen prostor. Tada izmedu svake
dve tacke postoji put duzine najvise dva.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoji struktura (Slika 3.8)

A B oo . a
. C o Lo . b
Slika 3.8

gde ne postoji tacka Q takvodaje A~Q ~D.

Preslikavanje

‘. B D
A D
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f moZe da
se prosiri do endomorfizma. Potrazimo sliku tacke C.

Zbog C ~ B mora biti f"(C)~ A. Dalje, C ~ D pa zato mora biti f (C)~ D

Dakle, f“(C) je kolinearna sa tatkama A i D, §to je nemogucée.

Teorema 3.2 Neka je (X,L) kombinatorna ravan kod koje postoje barem dve

komponente povezanosti. Tada je (X,L) homomorfizam-homogena ako i samo
ako je u svakoj komponenti svaka tacka kolinearna sa svakom drugom tackom.

Dokaz.

(=) Neka je (X , L) je homomorfizam-homogen prostor i pretpostavimo suprotno,

tj. da postoji komponenta gde postoje dve tacke koje nisu kolinearne. Oznac¢imo ih
sa B i C. One su na dve razliCite regularne prave. PoSto su u istoj komponenti,
postoji put izmedu njih. U drugoj komponenti uo¢imo neku tacku A.
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Preslikavanje:

EHN

Je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f moZe da
se pros§iri do endomorfizma. Po$to postoji put izmedu tacaka B i C, to bi znacilo da
postoji bi i put izmedu tacaka B i A, $to je nemoguce.

{+=1 Posledica Leme 3.1.

Dalje posmatramo samo strukture gde postoji samo jedna komponenta povezanosti.

31



3.1 Sluc¢aj dve regularne prave koje indukuju 0-tanak potprostor

Pretpostavimo da u prostoru (X,L) postoje regularne prave a i b koje nisu
povezane.

Teorema 3.3 Neka je (X , L) homomorfizam-homogen prostor. Tada za svake dve

regularne prave a i b koje nisu povezane vazi da postoji treca regularna prava ¢ koja
je povezana i sa jednom i sa drugom. (Slika 3.9)

R . . a

B . c

N
Slika 3.9

Dokaz. Posledica Leme 3.2.

Lema 3.3 Neka je (X,L) homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru

(X , L) postoji tre¢a regularna prava ¢ Koja je povezana i sa pravom a i sa pravom
b. Tada ne postoje Cetiri razlicite tacke A,B € a i E,F € C za koje vazi da tacka A
nije kolinearna sa tackom E, a tacka B sa tackom F.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. tacke postoje Cetiri razliCite tatke A,B e a i

E,F e za koje vazi da tacka A nije kolinearna sa tackom E, a tacka B sa tackom
F.

1. A~ F i B~ E.Prostor ne moZe biti pun samo tanak.

a. Potprostor indukovan sa aUC je 1-tanak na osnovu Teoreme 3.1, i
nekaje Dec, G,H e€b.

Preslikavanje

f_EDA
G H A
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je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-
homogen, f moZe da se prosiri do endomorfizma. PotraZzimo sliku
tacke F.

Zbog F € ED pazato morabiti f"(F) e GH . Dalje, F ~ A pa
zato mora biti f (F) ~ A. Dakle, f"(F) je na pravoj GH koja

koja je kolinearna sa taCkom A, $to je nemoguce.

2. A nije kolinearna sa ta¢kom F ili B nije kolinearna sa tackom E ili oba.
Neka A nije kolinearna sa tatkom F. A nije singularitet prve vrste, zato
postoji D e c tako da vazi A~ D. Posto tacka F nije singularitet prve
vrste, postoji tacka | e b tako davazi F ~ | . (Slika 3.10)

Preslikavanje

f_EFA
\“F 1 A

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f
moze da se pro$iri do endomorfizma. Potrazimo sliku tacke D.

Zbog D e EF pa zato mora biti f (D)< Fl . Dalje, D~ A pa zato

mora biti f (D)~ A Dakle, f (D) je na pravoj FI i kolinearna sa
tackom A, §to je nemoguce.

4 - _ a
_ D JE F c
- B L B 1 b

Slika 3.10

Posledica 3.2 Neka je (X,L) homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru

(X , L) postoji tre¢a regularna prava ¢ Koja je povezana i sa pravom a i sa pravom

b. Ako postoje dve tatke Ae a i E e ¢ za koje vazi da tacka A nije kolinearna sa

tackom E, tada svaka druga tacka B prave a je nekolinearna najviSe sa taCkom E.
(Slika 3.11)
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Slika 3.11

Lema 3.4 Neka je (X , L) homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru
(X , L) postoji tre¢a regularna prava ¢ koja je povezana i sa pravom a i sa pravom

b. Tada ne postoje tri razli¢ite tatke A,Bea i F ec za koje vaZi da A i B nisu
kolinearne sa tackom F.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoje tri razli¢ite tatke A, Bea i F ec za
koje vazi da A i B nisu kolinearne sa tackom F. Posto tacka F nije singularitet prve
vrste, postoji tatka C e adaje C ~ F,ipostoji tacka | eb takodaje F ~ 1.

Preslikavanje

‘. A B F
\F 1 A
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f moZe da
se prosiri do endomorfizma. Potrazimo sliku tacke C.

Zbog C e AB pa zato mora biti f (C) e FI . Dalje, C ~ F pa zato mora biti

f*(C) ~ A. Dakle, f"(C) je na pravoj Fl koja koja je kolinearna sa tatkom A,
Sto je nemoguce.

Posledica 3.3 Neka je (X,L) homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru
(X , L) postoji tre¢a regularna prava ¢ koja je povezana i sa pravom a i sa pravom

b. Ako postoje dve tacke Ae a i E € ¢ za koje vazi da tacka A nije kolinearna sa
tatkom E, tada svaka druga tac¢ka B prave a je kolinearna sa svakom ta¢kom prave
c. (Slika 3.12)
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Slika 3.12

Lema 3.5 Neka je (X , L) homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru
(X , L) postoji tre¢a regularna prava ¢ Koja je povezana i sa pravom a i sa pravom

b. Tada ne postoje tri razlicite tatke Aea i E,F ec tako da tacka A nije
kolinearna ni sa tatkom E ni sa tatkom F.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. za tacke E,F ecCvazi da tacka A nije
kolinearna ni sa tatkom E ni sa takom F. Posto tacka A nije singularitet prve vrste,
sledi da postoji tatka D ec tako da vazi A~ D. Posto tatke E i F nisu

singulariteti prve vrste, neka za taku F postoji tatka | e b tako da vazi F ~I.
(Slika 3.13)

Preslikavanje

f_EFA
\“F 1 A

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f moZe da
se pro§iri do endomorfizma. Potrazimo sliku tacke D.

Zbog D € EF pa zato mora biti f (D) e FI . Dalje, D ~ A pa zato mora biti

f"(D) ~ A Dakle, f"(D) je na pravoj FlI i kolinearna sa tackom A, $to je
nemoguce.

4 - _ a
_ D JE F c
- B L B 1 b

Slika 3.13
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Posledica 3.4 Neka je (X,L) homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru
(X , L) postoji tre¢a regularna prava ¢ Koja je povezana i sa pravom a i sa pravom

b. Ako postoje dve tatke Ae a i E e ¢ za koje vazi da tacka A nije kolinearna sa

tatkom E, tada je tacka A kolinearna sa svakom drugom tackom prave c. (Slika
3.14)

Slika 3.14

Lema 3.6 Neka je (X,L) homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru
(X , L) postoji tre¢a regularna prava ¢ koja je povezana i sa pravom a i sa pravom b
i postoje Cetiri razlicite tatke Aea, E,Fec i Geb tako da tatka A nije

kolinearna sa taCkom E, a tacka G nije kolinearna sa tatkom F. Tada E = F . (Slika
3.15)

Slika 3.15

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. E # F . Na osnovu Posledice 3.2, 3.3, 3.4 sledi
da svake taCke iz prostora indukovan sa aUc su kolinearne, osim tacke A i E, i

svake taCke iz prostora indukovan sa bUCsu kolinearne, osim tacke G i F, zato
sigurno postoji tatka X € ¢ takodavazidaje X ~Ai X ~G.

Preslikavanje
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‘. F E AG
\F B AG
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f moZe da
se prosiri do endomorfizma. Potrazimo sliku tacke X.

Zbog X e FE pa zato mora biti f"(X) e FB. Dalje, X ~ A pa zato mora biti
f°(X)~A. I jo§ vazi da je X ~G pa zato mora biti f (X)~G. Dakle,
f“(X) je na pravoj FB i kolinearna sa tackama A i G, §to je nemoguce.

Lema 3.7 Neka je (X,L) kombinatorna ravan sa tri regularne prave a, b i ¢ sa
osobinom da prave a i b nisu povezane medusobno, prava C je povezana i sa pravom
aisapravomb, N_(A) =N_(B) zasvetatke A, Bea i N, (A)=N_.(B) zasve

tacke A, B € b. Takav prostor je homomorfizam-homogen. (Slika 3.16)

o S a
B c

b
S W

Slika 3.16
Dokaz.

Dokazimo da je (X,L) homomorfizam-homogen tako §to ¢emo dokazati da se
svaki lokalni homomorfizam mozZe prosiriti za jednu tacku.

Neka je f:S —T lokalni homomorfizam i neka je Ae X \'S proizvoljna tacka.

I. Nekaje A e a(analogno za tatku Aeb). Nekaje U = Sn N.(A).
1. Sluéaj: U =¢.
i. Slucaj: aﬂ S =¢. Prosirimo f tako Sto stavimo f'(A)=A.
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Slucaj: ‘f(aﬂ S} =1, recimo f(aﬂS): {P}. Neka je A
proizvoljna tacka kolinearna sa P, pa proSirujemo f tako $to stavimo
f'(A)=A".

Sludaj: ‘f(aﬂ S} >2. Tada je f(aﬂ S) sadrzano u nekoj pravoj .

Uzmimo proizvoljno A'el iprosirimo f tako daje f'(A)=A'.

Sluéaj: U #¢. Zbog U — C je f(U) skup kolinearnih tacaka, pa neka je
m prava takva da je f(U)cm.

Slucaj: aﬂ S =¢ . Uotimo proizvoljno A'e m i proSirimo f tako da je
f'(A)=A".
Slucaj: ‘f(aﬂ S} >1. Posto su tacke sa prave aﬂS i iz skupa U

kolinearne, a f lokalni homomorfizam, ne moze da se desi slucaj da
funkcija f neke tacke preslika na pravu a, a druge na pravu b. Zato,

imamo da funkcija f tacke sa prave aﬂS i iz skupa U preslika na
potprostor indukovan sa aUC ili na potprostor indukovan sa bUC.

Tada za svaku pravu lel i svaki skup kolinearnih tacaka
U < X postoji Ael takva da je A~B za sve BeU . Neka je |

prava koja sadrZi f(aﬂ S). Za pravu | i skup f(U) postoji A'el
koja je kolinearna sa svakom tackom iz skupa f (U ) Sada proSirimo f
takodaje f'(A)=A".

Il. Nekaje Acc.NekajeU =S(|N,(A) iV =S[N,(A).
Slucaj: U =¢ iV =¢ . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 1.
Slu¢aj: U # ¢ i1V =¢ . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2.

Slucaj: U =¢ 1V # ¢ . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2.
Shucaj: U =g 1V #¢.

e

Slucaj: ¢(")S = ¢ . Tacku A preslikamo u sebe.
Sludaj: ‘f(cﬂ S} >1. Posto su tacke sa prave CnS i iz skupa U

kolinearne, a f lokalni homomorfizam, ne moze da se desi slucaj da
funkcija f neke tacke preslika na pravu a, a druge na pravu b. Zato,

imamo da funkcija f tacke sa prave CﬂS i iz skupa U preslika na
potprostor indukovan sa aUC ili na potprostor indukovan sa bUC.
Isto to vazi za tacke sa prave CnS i za skup V. Tada sve tacke su

preslikane ili na potprostor indukovan sa aUC ili na potprostor

38



indukovan sa bUC ili je skup CﬂS preslikana na pravu ¢. U prvim

dva slucaja koristimo dokaz pod I. 2. ii. U treCem slucaju tacku A
preslikamo na neku tacku prave .

Lema 3.8 Neka je (X,L) kombinatorna ravan sa tri regularne prave a, b i ¢ sa
osobinom da prave a i b nisu povezane medusobno, prava C je povezana i sa pravom
a i sa pravom b, postoje tacno dve tatke X €a i Y e za koje vazi da X nije
kolinearna sa Y, N_(A)=N_(B) za sve ABea\{X}, X~C za sve

Cec\{r}i N_(A)=N_,(B) zasve A Beb. Takav prostor je homomorfizam-
homogen. (Slika 3.17)

Slika 3.17

Dokaz.

Dokazimo da je (X,L) homomorfizam-homogen tako §to ¢emo dokazati da se
svaki lokalni homomorfizam mozZe prosiriti za jednu tacku.

Neka je f:S —T lokalni homomorfizam i neka je Ae X \'S proizvoljna tacka.

. Nekaje Aca.NekajeU =S[N,(A).
1. Sluéaj: U =¢.
i. Slucaj: aﬂ S =¢. Prosirimo f tako Sto stavimo f'(A)=A.
ii. Slucaj: ‘f(aﬂ S} =1, recimo f(aﬂS): {P}. Neka je A
proizvoljna tacka kolinearna sa P, pa proSirujemo f tako $to stavimo
f'(A)=A".
iii. Slucaj: ‘f(aﬂ S} >2. Tada je f(an S) sadrZzano u nekoj pravoj .

Uzmimo proizvoljno A'el i prosirimo f tako da je f'(A)=A'".
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Sluéaj: U #¢. Zbog U — C je f(U) skup kolinearnih tacaka, pa neka je

m prava takva daje f(U)cm.

i.  Slucaj: aﬂ S =¢ . Uotimo proizvoljno A'e m i prosirimo f tako da je
f'(A)=A".

ii. Slucaj: aﬂ S =1. A preslikamo na neku ta¢ku prave ¢ razli¢ito od Y.

iii. Slucaj: aﬂS > 2. Posto postoje tatke sa prave aﬂS i iz skupa U

koje su kolinearne, a f lokalni homomorfizam, ne moze da se desi slucaj
da funkcija f neke tacke preslika na pravu a, a druge na pravu b. Zato,

imamo da funkcija f tacke sa prave aﬂS i iz skupa U preslika na
potprostor aUC ili na potprostor bUC i tako da je funkcija f lokalni

homomorfizam. Tada za svaku pravu | € L i svaki skup kolinearnih
tacaka U < X postoji Ael takvadaje A~ B zasve BeU . Neka

je | prava koja sadrzi f(aﬂ S). Za pravu | i skup f(U) postoji A'el
koja je kolinearna sa svakom ta¢kom iz skupa f (U ) Sada proSirimo f
takodaje f'(A)=A".

Il. Nekaje Acc.NekajeU =S(|N,(A) iV =S[N,(A).

el A

Sluéaj: U =¢ iV =¢ . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 1.

Slu¢aj: U # ¢ i1V =¢ . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2.

Sluéaj: U =¢ 1V # ¢ . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2.

Shucaj: U =g 1V #¢.
Slucaj: Cn S = ¢ . Tacku A preslikamo na neku tacku prave ¢ razli¢ito
razli¢ito od Y.
Slucaj: Cn S =1. A preslikamo na neku tacku prave ¢ razli¢ito od Y.

Slucaj: CnS > 2. PoSto su tacke sa prave CnS i iz skupa U

kolinearne, a f lokalni homomorfizam, ne moze da se desi slucaj da
funkcija f neke tacke preslika na pravu a, a druge na pravu b. Zato,

imamo da funkcija f tacke sa prave CﬂS i iz skupa U preslika na
potprostor a|_Jc ili na potprostor b|_Jc. Isto to vazi za tacke sa prave
Cn S izaskup V. Tada sve tacke su preslikane ili na potprostor aU c
ili na bUC ili je skup CﬂS preslikana na pravu ¢. U prvim dva

slu¢aja koristimo dokaz pod I. 2. ii. U treCem slucaju tacku A
preslikamo na neku tacku prave ¢ razlic¢ito od Y.
Neka je A b . Koristimo dokaz | kod Leme 3.7.

40



Lema 3.9 Neka je (X,L) kombinatorna ravan sa tri regularne prave a, b i ¢ sa
osobinom da prave a i b nisu povezane medusobno, prava C je povezana i sa pravom
a i sa pravom b, postoji ta¢no jedna tacka Y € ¢ za koju vazi da Y nije kolinearna

sa Xea i Zeb, NJ(A)=N_(B) za sve ABea\{X}, X ~C za sve
Cec\{r}, N_(A)=N_(B) zasve ABeb\{Z}iZ~C zasve Cec\{Y}.
Takav prostor je homomorfizam-homogen. (Slika 3.18)

Slika 3.18

Dokaz.

Dokazimo da je (X,L) homomorfizam-homogen tako §to ¢emo dokazati da se
svaki lokalni homomorfizam moZe proSiriti za jednu tacku.

Neka je f:S —T lokalni homomorfizam i neka je Ae X \'S proizvoljna tacka.

I. Nekaje A e a(analogno za tatku Aeb). Nekaje U = Sn N.(A).
1. Slucaj: U =¢. Koristimo prethodni dokaz pod I. 1. pod Leme 3.8.
2. Sluc¢aj: U # ¢ . Koristimo prethodni dokaz pod I. 2. pod Leme 3.8.
Il. Nekaje Acc.NekajeU =S(|N,(A) iV =S[N,(A).
Sluéaj: U =¢ iV =¢ . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 1.
Slu¢aj: U # ¢ i1V =¢ . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2.
Sluéaj: U =¢ 1V # ¢ . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2.
Slucaj: U =g i1V #¢.
i.  Slucaj: Cn S = ¢ . Tacku A preslikamo na neku tacku prave ¢ razli¢ito

odY.
ii.  Slucaj: Cn S =1. A preslikamo na neku tacku prave ¢ razli¢ito od Y.

oL DdPE
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iii.  Slucaj: CnS > 2. PoSto su tacke sa prave CnS i iz skupa U

kolinearne, a f lokalni homomorfizam, ne moze da se desi slucaj da
funkcija f neke tacke preslika na pravu a, a druge na pravu b. Zato,

imamo da funkcija f tacke sa prave CﬂS i iz skupa U preslika na
potprostor a|_Jc ili na potprostor b|_Jc. Isto to vazi za tacke sa prave
Cn S izaskup V. Tada sve tacke su preslikane ili na potprostor aU c
ili na bUC ili skup CﬂS je preslikana na pravu c. U prvim dva

slu¢aja koristimo dokaz pod I. 2. ii. U treCem slucaju tacku A
preslikamo na neku tacku prave ¢ razlic¢ito od Y.

Teorema 3.4 Neka je (X , L) kombinatorna ravan sa tri regularne prave a, b, ¢ gde

prave a i b nisu povezane. Ravan je homomorfizam-homogena ako i samo ako
pripada jednoj od sledecih klasa prostora:

1. N.(A)=N_(B) zasve tatke A, Bea i N_(A)=N_(B) za sve tacke
A, B eb. (Slika 3.19)

2. postoje taéno dve tatke X €a i Y e C za koje vazi da X nije kolinearna sa
Y, N,(A)=N_(B) zasve ABea\{X}, X ~C zasve Cec\{v}i

N.(A)=N_(B) zasve A B eb. (Slika 3.20)

3. postoji tacno jedna tatka Y e C za koju vazi da Y nije kolinearnasa X € a
i Zeb, N, (A)=N_(B) za sve ABeal{X}, X~C za sve

Cec\{r}, N_(A)=N_(B) za sve A Beb\{Z} i Z~C za sve
C ec\{v}. (Slika 3.21)

1.
S LR a
e e TSIt = c
L T T b

Slika 3.19
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Slika 3.20

Slika 3.21
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3.2 Slucaj dve regularne prave koje indukuju 1-tanak potprostor

Pretpostavimo da u prostoru (X,L) postoje regularne prave a i b koje
indukuju 1-tanak potprostor.

Lema 3.10 Prostor (X,L) je homomorfizam-homogen prostor. Tada za svaku

tre¢u regularnu pravu ¢ koja je povezana sa jednom od prave a ili b, povezana je i sa
drugom.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. ne postoji trea prava koja je povezana sa obe
istovremeno. Neka je prava ¢ povezana sa pravom a. Neka je A~ G, gde je
G eb. Tada sa svim ostalim tatkama prave b tatka A nije kolinearna. Zbog
jednostavnosti, neka B,Cea, H,l eb tako da vazi B~H i | ~C. (Slika
3.22)

Posto su prave a i ¢ povezane, sledi da postoji tacka F kolinearna sa nekom taékom
prave a. Neka je to tacka B.

Preslikavanje

‘. A B |
\F B 1
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f moZe da
se pros§iri do endomorfizma. Potrazimo sliku tacke C.

Zbog C e AB pa zato mora biti f (C) e FB. Dalje, C ~ | pa zato mora biti

f°(C)~1. Dakle, f"(C) je na pravoj FB i kolincarna sa tagkom I, $to je
nemoguce.

Slika 3.22
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Lema 3.11 Prostor (X,L) je homomorfizam-homogen prostor. Tada za svaku

tre¢u regularnu pravu koja je povezana i sa pravom a i sa pravom b vazi da je
N.(A)=N_(B) zasve AL Bea i N.(A)=N_(B) zasve A Beb.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoji tacka F € C tako da tacka A koja nije
kolinearna sa tatkom F. Neka je A~ G, gde je G eb. Tada sa svim ostalim
tackama prave b tacka A nije kolinearna. Zbog jednostavnosti, neka B,C € a,
H,l eb takodavazi B~H il ~C.

1. Postoji prava FX, gde je X € b\{G}. Preslikavanje
‘. H X A
\F X A
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f

moze da se pro$iri do endomorfizma. Potrazimo sliku tacke G.

Zbog G e HX pa zato mora biti f"(G) € FX . Dalje, G ~ A pa zato

mora biti f"(G) ~ A Dakle, f (G) je na pravoj FX i kolinearna sa
tatkom A, $to je nemoguce. (Slika 3.23)

Slika 3.23

2. Zasvetatke X €b)\ {G} ne postoji prava FX.

Postoji tatka B € a za koju vazi B ~ F .

Preslikavanje
A B |

f:
F B |
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je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f
moze da se pro$iri do endomorfizma. Potrazimo sliku tacke C.
Zbog C e AB pa zato mora biti f*(C) e FB . Dalje, C ~ | pa zato mora

biti f"(C)~ 1. Dakle, f"(C) je na pravoj FB i kolinearna sa tackom I,
Sto je nemoguce. (Slika 3.24)

Slika 3.24

Teorema 3.5 Neka prostor (X,L) ima tri regularne prave a, b, ¢ i neka je
potrpostor indukovan sa an 1-tanak. Tada (X , L) je homomorfizam-homogen

ako i samo ako N_(A)=N_(B) za sve A Bea i N (A)=N,(B) za sve
A, B eb. (Slika 3.25)

Slika 3.25
Dokaz.

(:>) Na osnovu Leme 3.10i 3.11.

(«<=)Dokazimo da je (X, L) homomorfizam-homogen tako §to ¢emo dokazati da se
svaki lokalni homomorfizam moze proSiriti za jednu tacku.
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Neka je f:S —T lokalni homomorfizam i neka je Ae X \'S proizvoljna tacka.

Aca (analogno za tatku Aeb). Neka je U = Sn N.(A) itacka Beb
za kojuvazi B ~ A.

1. U

Vi.

=9.

BeS i ‘f(aﬂ S} >2.Tada je f(an S) sadrzan u nekoj pravoj a'.
Neka je B'=f(B), a A'epr (B'). Lokalni homomorfizam f
pro$irimo tako Sto tacku A preslikamo na A'.

BgS i ‘f(aﬂS}ZZ. Neka je a' prava koja sadrZi f(aﬂS).
Odaberimo proizvoljno A'e a' i lokalni homomorfizam f prosSirimo tako
Sto tacku A preslikamo na A'.

BeS i ‘f(aﬂ81:1. Uzmimo da je f(aﬂS):{P}. Neka je a'
regularna prava kroz P, B'=f(B) i Aepr.(B'). Lokalni
homomorfizam f pro$irimo tako $to tacku A preslikamo na A'.

BgS i ‘f(aﬂ S} =1. Uzmemo A'ea' proizvoljno i lokalni

homomorfizam f pro$irimo tako §to tacku A preslikamo na A'.
BeS i aﬂS =¢. Neka je A'=f(B). Lokalni homomorfizam f

pro$irimo tako $to tacku A preslikamo na A'.
BeS ia[|S=¢.Tada f'(A)=A.

Q.

BeS i aﬂ S =¢. Lokalni homomorfizam f prosirimo tako $to tacku
A preslikamo na neku tacku prave f (U ) :

BeS i aﬂ S =¢. Lokalni homomorfizam f prosirimo tako $to tacku
A preslikamo na neku tacku prave f (U ) :

BegS i ‘ f (aﬂ S} =1. Lokalni homomorfizam f prosirimo tako $to
tacku A preslikamo na neku tacku prave f (U ) :

BeS i ‘ f (aﬂ S} =1. Lokalni homomorfizam f prosirimo tako $to
tacku A preslikamo na neku tacku prave f (U ) :
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v. BgS i ‘f(aﬂS}ZZ. Neka je a' prava koja sadrZi f(anS).
Odaberimo proizvoljno A'e f(aﬂS) i lokalni homomorfizam f
pro$irimo tako Sto tacku A preslikamo na A'.

vii. BeS i ‘f(aﬂ S} >2. Tada je f(an S) sadrzan u nekoj pravoj a'.
Neka je B'=f(B), a A'epr (B'). Lokalni homomorfizam f

pro$irimo tako $to tacku A preslikamo na A'.
Il.  Nekaje Aec.Korstimodokaz Il. kod Leme 3.7.
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4 Karakterizacija

U ovom poglavlju ¢emo samo sakupiti rezultate prethodnih poglavlja.

Teorema 4.1 Neka prostor (X , L) ima tri regularne prave a, b, ¢ takve da je prava

C povezana i sa pravom a i sa pravom b. Tada prostor (X , L) je homomorfizam-
homogen ako i samo ako pripada jednoj od slede¢ih klasa (Slika 4.1):

1. Prostor indukovan sa an jeO-tanak i N_(A)=N_(B) zasve ABea
i N.(A)=N_(B) zasve A\ Beb.

2. Prostor indukovan sa an je O-tanak i postoje ta¢no dve tacke X € a i

Y ec za koje vazi da X nije kolinearna sa Y, N_(A)=N_(B) za sve
ABea\{X}, X~C zasve Cec\{Y} i N (A)=N,(B) za sve
A Beb.

3. Prostor indukovan sa an je O-tanak i postoji tacno jedna tacka Y € C za
koju vaZi da Y nije kolinearnasa X ea i Zeb, N_(A)=N_(B) zasve
ABea\{X}, X~C zasve Cec\{r}, N (A)=N_(B) za sve

ABeb\{Z} i Z~C za sve Cec\{Y}. Takav prostor je
homomorfizam-homogen.

4. Prostor indukovan sa an je1l-tanak i N_(A)=N_(B) zasve A Bea
i N.(A)=N_(B) zasve A/ Beb.
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Naucna oblast: Matemati¢ke nauke

NO

Naucna disciplina: Diskretna matematika

ND

Predmetne odrednica, Klju¢ne reci: Kombinatorna ravan,

homomorfizam-homogenost

PO

UDK

Cuva Se:

CU

VaZzna napomena: nema

VN

Izvod: Danas je teorija homogenih struktura ¢évrsto ukorenjena
matematicka teorija sa dubokim posledicama ne samo unutar
matematike, ve¢ i, recimo, u razumevanju socio-tehnoloSkih
fenomena kao Sto je world-wide web. O homomorfizam-
homogenim objektima se veoma malo zna. Ranije su opisane
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