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Predgovor 
 

Za strukturu kažemo da je homogena ako se svaki izomomorfizam između 
dve konačno generisane podstrukture može proširiti do automorfizma strukture. 
Teorija prebrojivih homogenih struktura je počela intenzivno da se razvija nakon 
1953. godine kada je R. Fraïssé u svom radu [5] dokazao da je slučajni graf 
homogen i dao opštu strategiju konstrukcije drugih prebrojivih homogenih 
struktura. Danas je teorija homogenih struktura čvrsto ukorenjena matematička 
teorija sa dubokim posledicama ne samo unutar matematike, već i, recimo, u 
razumevanju socio-tehnoloških fenomena kao što je world-wide web. 

Homogeni objekti su opisani u mnogim značajnim klasama struktura. Na 
primer, prebrojiva homogena parcijalna uređenja opisana su u [12], prebrojivi 
homogeni grafovi su opisani u [8], dok su konačni homogeni grafovi opisani u [6]. 
Prebrojivi homogeni digrafovi su opisani u [2], a konačni i prebrojivi homogeni 
turniri u [7]. Za predmet izučavanja ovog rada od posebnog interesa su konačne 
geometrije: homogeni linearni prostori su opisani u [4], a homogeni semilinearni 
prostori u [3].  

U svom radu [1] iz 2006. godine P. Cameron i J. Nešetřil su uopštili 
koncept homogenosti tako što su razmatrali razne tipove morfizma među 
strukturama. Iz te grupe pojmova posebno izdvajamo pojam homomorfizam-
homogenosti: 

 

Definicija. (Cameron, Nešetřil [1]) Za strukturu kažemo da je homomorfizam-
homogena ako se svaki homomorfizam između dve konačno generisane 
podstrukture može proširiti do endomorfizma strukture. 

O homomorfizam-homogenim objektima se veoma malo zna. Osim rada [1] 
do sada su objavljena samo dva rada: u [9] su opisani homomorfizam-homogeni 
parcijalno uređeni skupovi, a u [10] konačni homomorfizam-homogeni turniri.  

 Geomertiju ranga 2 čine konačna kolekcija tačaka i konačna kolekcija 
pravih koje zadovoljavaju sledeće dve aksiome: 

 svaka prava ima bar dve tačke; i 
 svake dve različite tačke leže na najviše jednoj pravoj. 

 

Geometriju ranga 2 ćemo u daljem tekstu nazivati kombinatorna ravan. 

Za pravu sa bar tri tačke kažemo da je regularna, dok za prave sa tačno dve 
tačke kažemo da su singularne. U radu [11] opisani su konačne homomorfizam-
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homogene kombinatorne ravni koje sadrže dve regularne prave koje se seku, a u 
radu [13] opisane su konačne homomorfizam-homogene kombinatorne ravni koje 
sadrže tačno dve regularne prave koje se ne seku i svaka tačka pripada nekoj od tih 
regularnih pravih. Da bi se kompletirala karakterizacija homomorfizam-homogenih 
kombinatornih ravni potrebno je još opisati homomorfizam-homogene 
kombinatorne ravni kod koje ne postoje regularne prave koje se seku. Ovaj rad 
predstavlja jedan originalan doprinos u tom smeru. 

 U ovom radu se bavimo kombinatornim ravnima koje imaju sledeću 
osobinu: 

 ne postoje dve regularne prave, a i b, koje se seku 
 

 Glavni rezultat rada je Teorema 4.1 koja trvdi da prostor koji ima tri regularne 
prave a, b, c takvih da je prava c je povezana i sa pravom a i sa pravom b, je 
homomorfizam-homogen ako i samo ako pripada jednoj od sledećih klasa prostora: 

1. Prostor indukovan sa ba  je 0-tanak i )()( BNAN cc   za sve aBA ,  

i )()( BNAN cc   za sve bBA , .  

2. Prostor indukovan sa ba  je 0-tanak i postoje tačno dve tačke aX   i 

cY   za koje važi da X nije kolinearna sa Y, )()( BNAN cc   za sve 
 XaBA \,  , CX ~  za sve  YcC \  i )()( BNAN cc   za sve 

bBA , . 

3. Prostor indukovan sa ba  je 0-tanak i postoji tačno jedna tačka cY   za 

koju važi da Y nije kolinearna sa aX   i bZ  , )()( BNAN cc   za sve 
 XaBA \,  , CX ~  za sve  YcC \ , )()( BNAN cc   za sve 
 ZbBA \,   i CZ ~  za sve  YcC \ . Takav prostor je 

homomorfizam-homogen. 

4. Prostor indukovan sa ba  je 1-tanak i )()( BNAN cc   za sve aBA ,  

i )()( BNAN cc   za sve bBA , . 
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1.  

 

2.  

 

3.  

 

4.  

 

 

U Glavi 1 ćemo definisati kombinatorne ravni, homomorfizam, 
homomorfizam-homogenost i  dati pregled poznatih rezultata. 
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U Glavi 2 ćemo se baviti kombinatornim ravnima gde ne postoje dve 
regularne prave koje se seku i gde postoje tačke koje ne pripadaju ni jednoj 
regularnoj pravoj.  

U Glavi 3 ćemo se baviti kombinatornim ravnima gde ne postoje dve 
regularne prave koje se seku i gde svaka tačka pripadaju jednoj regularnoj pravoj.  

U Glavi 4 ćemo navesti opštu teoremu koja daje karakterizaciju za podklasu 
kojom se bavimo u ovom radu. 

Ovim putem bih želela da se zahvalim profesoru dr Draganu Mašuloviću - 
izvanrednom mentoru i u sručnom i u ljudskom smislu - za veliku pomoć koju mi je 
pružio prilikom izrade mog rada. Za pet godina mog studiranja svi profesori i 
asistenti su ostavili veliki utisak na mene, ali bih ipak izdvojila dva profesora, dr 
Ivicu Bošnjaka i dr Sinišu Crvenkovića, koji su prihvatili da budu i članovi 
komisije. 
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1 Osnovni pojmovi 
 

Kombinatorna ravan je uređen par  LX ,  gde je X konačan skup čije elemente 
zovemo tačke, a )(XPL   je skup čije elemente zovemo prave i važi da: 

1. svaka prava sadrži bar dve tačke, 
2. svake dve različite tačke pripadaju najviše jednoj pravoj. 

 

Linearan prostor je kombinatorna ravan gde svake dve različite tačke pripadaju 
tačno jednoj pravoj. 

Za pravu ćemo reći da je regularna ako ima bar tri tačke. Za ostale prave 
kažemo da su singularne. Za tačke XBA ,  sa BA ~  ćemo označiti činjenicu da 
su tačke A i B kolinearne. 

Izolovana tačka kombinatorne ravni je tačka koja ne pripada nijednoj pravoj 
kombinatorne ravni. 

Ako drugačije nije naglašeno, regularne prave u prostoru ćemo označiti malim 
slovima sa a, b,... Za tačku aA , sa  ANb  ćemo označiti skup svih tačaka prave 
b koje su kolinearne sa A (Slika 1.1). 
 

 ABbBANb ~)(   

 
Slika 1.1 

 
Trakasti prostor je kombinatorna ravan koja ima tačno dve disjunktne regularne 

prave i pri tome svaka tačka leži na jednoj od ove dve prave.  

Za trakasti prostor  LX ,  ćemo reći da je tanak ako je   1AN a  za sve 

bA  i   1ANb  za sve aA . 
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Za trakasti prostor kažemo da je pun ako važi sledeće: 
 )(BN a  i )(ANb  za sve aA , bB  i 

 Ako je 1)( ANb , recimo  BANb )( , onda je 2)( BN a . 
 

Za trakasti prostor  LX ,  kažemo da je mešovitog tipa ako nije ni tanak ni pun. 
To znači da postoji aA  sa osobinom 2)( AN b  i uz to postoji bB  takvo da 
je: 

 )(BN a , ili 

 1)( BN a  i pri tome ako je  CBN a )( , onda je  BCN a )( . 
 
Singularitet prve vrste trakastog prostora  LX ,  je tačka bB  sa osobinom 

)(BN a . Singularitet druge vrste trakastog prostora  LX ,  je par tačaka 
 CB,  sa osobinom  CBNb )(  i  BCN a )( . 

Pramen pravih je kombinatorna ravan gde svaka prava prelazi kroz jednu 
zajedničku tačku (Slika 1.2). Tačku koja pripada svakoj pravoj zovemo centar od 
pramena. 

 

Slika 1.2 

 

Kombinatorna ravan je regularna ako sadrži dve regularne prave koje se seku, 
inače je singularna.  

Kombinatorna ravan je projektivna ako svake dve različite prave u geometriji 
imaju zajedničku tačku.  

Primer 1.1 Svaki graf je kombinatorna ravan. 
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Primer 1.2 Fano ravan je kombinatorna ravan (Slika 1.3): 

 

Slika 1.3 

Primer 1.3 Prostori I, nL , *
nL  i nK  su linearni prostori. (Slika 1.4) 

 

Slika 1.4 

 

Kombinatorna ravan  YLY ,  je potprostor kombinatorne ravni  XLX ,  ako važi 

1. Y  
2. XY   

3.    2,  YlLlYlL XY  
 

 

Primer 1.4 Evo primera jedne kombinatorne ravni i njenog potprostora (Slika 1.5): 
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Slika 1.5 

 

 Šetnja u kombinatornoj ravni je niz tačaka i pravih kk AlAlAlA ...22110  gde 

iii lAA 1  za sve i. 

 Put u kombinatornoj ravni je šetnja u kojoj su sve tačke različite i sve prave 
različite. Dužina puta je broj pravih na tom putu. 

Kombinatorna ravan je povezana ako za svake dve tačke u toj ravni postoji 
šetnja koja ih spaja. 

Komponenta povezanosti kombinatorne ravni je maksimalna povezana 
podstruktura te strukture. 

Za dve regularne prave a, b kombinatorne ravni  LX ,  kažemo da su 
povezane ako postoje tačke aA  i bB  takve da je BA ~ . 

Za pozitivne cele brojeve  ,  , i  , neka je   ,,  kombinatorna 
ravan  LX ,  sa  2  tačaka  ccbbaayx ,...,,,...,,,...,,, 111  i 2  

pravih mmlk ,...,,, 1  (Slika 1.6) gde  

 aayxk ,...,,, 1  

  ccbbxl ,...,,,...,, 11  

 ii cym , ,  ,...,1i  
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Slika 1.6 

 

Trougaoni prostor, u oznaci  qT , jeste konačna projektivna kombinatorna 
ravan gde svaka tačka leži na tačno dve prave. U ovom prostoru svaka prava ima 
isti broj tačaka. Sa q ćemo označiti red trougaonog prostora, tj. 1 lq . 
Trougaoni prostori su parametrom q jednoznačno određeni do na izomorfizam. 
(Slika 1.7) 

 

Slika 1.7 

 

Kombinatorna ravan  YLY ,  je potpodela kombinatorne ravni  XLX ,  
ako je YX   i  postoji funkcija XLXYf \:  tako da važi (Slika 1.8) 

  XY LllflL   1 . 
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Slika 1.8 

 

Neka su  LX ,  i  MY ,  dve kombinatorne ravni. Funkcija YXf :  je 
homomorfizam ako važi      mlfMmLl  , tj. kolinearne tačke se 
preslikavaju na kolinearne tačke. 

Za homomorfizam između dve konačno generisane podstrukture prostora 
 LX ,  reći ćemo da je lokalni homomorfizam prostora  LX , . 

 

Definicija 1.1 Kombinatorna ravan  LX ,  je homomorfizam-homogena ako za 
svake dve konačne podstrukture  11 , LY  i  22 , LY , svaki homomorfizam 

21: YYf   može da se proširi do endomorfizma XXf :*  strukture  LX , . 

 

Primer 1.5 Sledeća kombinatorna ravan je očigledno homomorfizam-homogena 
(Slika 1.9): 

 

 

Slika 1.9 
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U ovom radu opisujemo homomorfizam-homogene kombinatorne ravni u 
kojima ne postoje dve regularne prave, a i b, koje se seku. Dokazaćemo da 
opisivanje homomorfizam-homogenih ravne gde postoje tačke koje ne leže ni na 
jednoj regularnoj pravoj, jeste coNP-kompletan problem. To, dalje, znači da ne 
postoji prihvatljiv katalog ovakvih struktura (za neki katalog struktura kažemo da je 
prihvatljiv ako je to konačan spisak polinomno odlučivih klasa struktura). Zato se u 
radu ne razmatra klasa kombinatornih ravni u kojima postoje tačke koje ne leže na 
regularnim pravim. 
 
 Sledeća lema daje veoma korisnu karakterizaciju homomorfizam-
homogenih kombinatornih ravni. Za lokalni homomorfizam TSf :  prostora 
 LX ,  kažemo da može da se proširi za jednu tačku ako postoji SXA \  i 
lokalni homomorfizam   ':' TASf   koji proširuje f, tj. za koga važi 

  )(' PfPf   za sve SP . 

 
 
Lema 1.1 Kombinatorna ravan  LX ,  je homomorfizam-homogena ako i samo 
ako svaki lokalni homomorfizam TSf :  tog prostora može da se proširi za 
jednu tačku. 

 

Dokaz.  

   Uzmimo proizvoljan lokalni homomorfizam TSf : . Prema pretpostavci, 
postoji tačka SXA \1   i lokalni homomorfizam   111 : TASf   koji 

proširuje f. Na isti način, postoji 12 \ SXA  , gde je   11 ASS  , i lokalni 

homomorfizam   2212 : TASf   koji proširuje 1f . Itd. Nakon konačno mnogo 

koraka (preciznije, nakon SX \  koraka) na ovaj način dobijamo lokalni 

homomorfizam   kkkk TASf  1:  za koga je   XAS kk 1 . Dakle, to je 
endomomorfizam prostora koji proširuje f. 

   Neka je  LX ,  homomorfizam-homogen, i neka je TSf :  proizvoljan 
lokalni homomorfizam tog prostora. Tada postoji XXf :*  koji proširuje f. 

Uzmimo proizvoljno SXA \  i za 'f  stavimo   ASf * .  
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 1.2  Pregled poznatih rezultata 
 

U ovom poglavlju navodimo osnovne rezultate vezane za dve klase 
kombinatornih ravni: 

 konačne homomorfizam-homogene kombinatorne ravni koje sadrže 
dve regularne prave koje se seku, 

 konačne homomorfizam-homogene kombinatorne ravni koje sadrže 
tačno dve regularne prave koje se ne seku i svaka tačka pripada 
nekoj od tih regularnih prava, 

 

Karakterizacija kombinatornih ravne gde postoje dve regularne prave koje 
se seku, data u radu [11], jeste sledeća: 

 

Teorema 1.1 Konačan linearan prostor je homomorfizam-homogen ako i samo ako 
je singularan linearan prostor (uključujući i trivijalne linearne prostore kao I, nL  ili 

nK ) ili Fano ravan. 

Teorema 1.2 Neka je  LX ,  konačna kombinatorna ravan sa barem dve 
komponente povezanosti. Tada je  LX ,  homomorfizam-homogena ako i samo 
ako pripada jednoj od ovih klasa: 

1. L , tj. svaka tačka je izolovana tačka, ili 

2. svaka komponenta povezanosti od  LX ,  generiše jedan singularan 
linearan prostor sa najviše dve tačke, ili 

3. svaka komponenta povezanosti od  LX ,  je izomorfna sa sledećim 
prostorima: 

 Fano ravan, 

 nL  za neko 2n , ili 

 *
nL  za neko 2n  (znajući da je 3

*
2 KL  ). 
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Teorema 1.3 Neka je  LX ,  konačna povezana regularna kombinatorna ravan. 
Tada je  LX ,  homomorfizam-homogena ako i samo ako pripada jednoj od ovih 
klasa kombinatorne ravni: 

1. pramen pravih, 

2. Fano ravan, 

3. podpodela od  qT  za neko 1q , 

4.   ,, , za neke 1,,  . 

 

Karakterizacija kombinatornih ravne gde postoje tačno dve regularne prave 
koje su disjunktne i svaka tačka pripada nekoj od tih regularnih prava, data u radu 
[13], jeste sledeća: 

Teorema 1.4 Prostor je homomorfizam-homogen ako i samo ako pripada jednoj od 
sledećih klasa trakastih prostora (Slika 1.10): 

I. 0)( AN  za sve XA , (prostore zovemo 0-tanki prostori) 

II. 1)( AN  za sve XA , (prostore zovemo 1-tanki prostori) 

III.  LX ,  je pun prostor i    ,)( aAAN  je totalno uređen skup, 

IV.  LX ,  je prostor mešavitog tipa sa tačno jednim singularitetom i sa 
osobinom )()( BNAN   za sve  \, aBA , gde je  skup 
singularnih tačaka. 

 

I.  
 

 

 

II.  
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III.  
 

 

 

 

 

IV.  

 

 

 

 

 

 

V.  

 

Slika 1.10 
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2 Kombinatorne ravni gde ne postoje dve regularne prave 
koje se seku 
 

Takve prostore takođe možemo da podelimo na dve klase: 

1. Postoje tačke koje ne leže na nekoj regularnoj pravoj, 

2. Svaka tačka leži na nekoj regularnoj pravoj. 

 

U prvom slučaju kada postoje tačke koje ne leže na nekoj regularnoj pravoj, 
problem je coNP-kompletan, što je prikazano u sledećoj teoremi: 

 

Teorema 2.1 Problem određivanja homomorfizam-homogenosti konačne 
kombinatorne ravni  LX ,  gde ne postoje dve regularne prave koje se seku i 
postoje tačke koje ne leže na nekoj regularnoj pravoj, jeste coNP-kompletan. 

Dokaz. Da je ovaj problem coNP-kompletan, dokazaćemo tako što ćemo problem 
k-INDIPENDENT SET,  2k , da svedemo na problem provere homomorfizam-
homogenosti kombinatornih ravni.  

Neka je  LVG ,  proizvoljan graf. Neka je data regularna prava l  i skupovi 
 kqqqI ,...,, 10 ,  ksssS ,...,, 10  tako da su V, l, I i S po parovima disjunktni, 

i formiramo kombinatornu ravan kG  na sledeći način (Slika 2.1): 

 

Tačke su: 

 tačke grafa G , 

 1k  nezavisan čvorovi kqqq ,...,, 10 , 

 1k  čvorovi ksss ,...,, 10  

 tačke prave l. 
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Prave su: 

 sve grane grafa G, 

 sve grane ji ss ~ ,  

 prava l, 

 iqv ~  za sve 0i  i sve Vv , 

 isv ~  za sve 0i  i sve Vv , 

 ji qs ~  za sve ji  , 

 sve tačke sa prave l su kolinearne sa svim tačkama skupa V, 

 sve tačke sa prave l su kolinearne sa svim tačkama skupa S, 

 sve tačke sa prave l su kolinearne sa tačkama iq , gde 0i . 

Ravan kG  je konačna kombinatorna ravan gde ne postoje dve regularne prave 
koje se seku i postoje tačke koje ne leže na nekoj regularnoj pravoj. (Slika 2.1) 

 

Slika 2.1 

 

U nastavku ćemo dokazati da graf G ima k-nezavisan skup čvorova ako i samo 
ako ravan kG  nije homomorfizam-homogena. 
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   Neka graf G ima k-nezavisan skup čvorova  110 ,...,, kxxx . 

Pretpostavimo suprotno, tj. da je ravan kG  homomorfizam-homogena. 

Preslikavanje 














kk

k

qqq
qxx

f
10

010

...

...
:  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen,  f može da 
se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku tačke 1s . 

Zbog  01 ~ xs , …, 11 ~ kxs , 01 ~ qs  mora biti 01
* ~)( qsf , 11

* ~)( qsf , …, 

11
* ~)( kqsf , kqsf ~)( 1

* , što je nemoguće. 

Znači, ravan kG  nije homomorfizam-homogena. 

   Pretpostavimo da graf G nema k-nezavisan skup tačaka. Dokazaćemo da je 
ravan kG  homomorfizam-homogena. 

Neka je ][][: WGUGf kk   lokalni homomorfizam, gde je )(UfW  . 

I. WI  . Tada za tačku Wqi   tačka is  je kolinearna sa svim tačkama u 

prostoru  ik qG \ . Funkciju f proširimo na sledeći način: isxf )(* , za 
UGx k \ . 

II. WI  . Postoje tačke Uxxxx kk  ,,...,, 110  tako da važi ii qxf )( , za 
ki 0 . 

Skup  kk xxxxX ,,...,, 110   je nezavisan skup tačaka. 

  SX . 

Pretpostavimo suprotno, tj.  SX . Sigurno važi 1SX , jer 
je X nezavisan skup tačaka, a u skupu S nema dve nezavisne tačke. 

Neka je   isSX  . Tada je  VX , jer je svaka tačka iz 
skupa V kolinearna sa svakom tačkom iz skupa S, a X je nezavisan 
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skup tačaka. Isto važi i za pravu l, tj.  lX , jer je svaka tačka iz 
skupa l kolinearna sa svakom tačkom iz skupa S, a X je nezavisan skup 
tačaka. Tada je 2 IX  i postoji tačka jq , ij  ,  IXq j  . U 

tom slučaju važi da je jq  kolinearna sa tačkom is , što je nemoguće, 
jer je X nezavisan skup tačaka. 

  VX . 

Pretpostavimo suprotno, tj.  VX . Neka je VXv . Pošto G 

nema k-nezavisan skup tačaka sledi da je 1 kVX . Dalje sledi 

da je  lX , jer je tačka v kolinearna sa svakom tačkom prave l, a 

X je nezavisan skup tačaka. Sledi da je 2 IX  i postoji tačka iq , 

0i . U tom slučaju važi da je iq  kolinearna sa tačkom v, što je 
nemoguće, jer je X nezavisan skup tačaka. 

  lX . 

Pretpostavimo suprotno, tj.  lX . Neka je  lXA . Pošto 

prava l nema k-nezavisan skup tačaka sledi da je 1 klX . Dalje 

sledi da je 2 IX  i postoji tačka iq , 0i . U tom slučaju važi da 

je iq  kolinearna sa tačkom A, što je nemoguće, jer je X nezavisan skup 
tačaka. 

 

Dobili smo da je IX  , tj. postoji permutacija   od  k,...,1,0  takva da 
važi da je )()( ii qqf  , ki 0 . 

1. UV  . Neka je UVv \ . Funkciju f proširimo tako što uzmemo da je 

 0
* )( svf  . 

2. UV  . 

i. US  . Neka je USsi \ . Funkciju f proširimo tako što uzmemo 

da je )(
* )( ii ssf  , tj. 
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     


















i

i

lU

p

mm

SU

t

jj

V

n

n

I

k

k

s
s

zz
AA

yy
ss

xx
vv

qq
qq

f pt



    

...

...
...
...

...

...
...
...

:
111

1

0

0 11  

Ukoliko važi da je ji qs ~  za neko j, po konstrukciji je ji   i važi 

da je     ji    i    ji qs  ~ . 

Pošto je tačka  iq  jedina tačka koja nije kolinearna sa tačkom 

 is  treba pokazati da    ptni zzyyxxq ,...,,,...,,,..., 111 . 

Pretpostavimo suprotno, tj. da važi da je 
   ptni zzyyxxq ,...,,,...,,,..., 111 . Neka je   ji xq  , za neko 

j. Neka je  il qqIq ,\ 0 . Pošto važi da je lj qv ~  sledi da je 

   li qq  ~  što je nemoguće. 

Analogno za tačke jj zy , . 

ii. US  . Tada je Ul  . Neka je UlAi \ .  

a.  Ul .  

Funkciju f proširimo tako što uzmemo da je  0
* )( sAf i  . 

      

















00

0

1

1

0

0

...

...
...
...

...

...
:

 s
A

yy
ss

xx
vv

qq
qq

f i

S

k

k

V

n

n

I

k

k

  

. 

Ukoliko važi da je ji qA ~ , po konstrukciji je    jqs  ~0 .  

Pošto je tačka  0q  jedina tačka koja nije kolinearna sa 

tačkom  0s  treba da važi    tn yyxxq ,...,,,..., 110  . 

Pretpostavimo suprotno, tj. da važi da je 
   ptn zzyyxxq ,...,,,...,,,..., 1110  . Neka je   jxq 0 , za 
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neko j. Neka je  0\ qIql  . Pošto važi da je lj qv ~  sledi 

da je    lqq  ~0  što je nemoguće. 

Analogno za tačku jy . 

b.  Ul , ali   1Ulf . 

Neka je    1zUlf  . 

     


















0110

0

1

1

0

0

...

...
...
...

...

...
...
...

: 1

 s
A

zz
AA

yy
ss

xx
vv

qq
qq

f i

lU

mm

S

k

k

V

n

n

I

k

k p

   

 Funkciju f proširimo tako što uzmemo da je  0
* )( sAf i  . 

Analogno kao u prethodnom slučaju i još treba dokazati da 
 01 qz  , ali to važi jer bi u suprotnom za neko 0j  

 jm qA
r ~  pa sledilo bi da je    0~  qq j . 

c.  Ul  i   2Ulf . 

Prava Ul  je preslikana na neku pravu  Ulf ,  i postoji 

prava m tako da je   mUlf  , tj. postoje tačke 

pzzz ,...,, 21  tako da važi   mzzz p ,...,, 21 . 

   


















i

i

lU

p

mm

S

k

k

V

n

n

I

k

k

z
A

zz
AA

yy
ss

xx
vv

qq
qq

f p

   

...

...
...
...

...

...
...
...

:
10

0

1

1

0

0 1



Tačku iA  preslikamo na neku tačku  pi zzzz ,...,, 21 . 

Ukoliko važi da je ji qA ~ , po konstrukciji je  ji qz ~ , 

pošto je tačka 
imA  kolinearna sa tačkom  jq . 
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Pošto je tačka  0q  jedina tačka koja nije kolinearna sa 

tačkom iz  treba da važi da    tn yyxxq ,...,,,..., 110  , ali to 
je posledica konstrukcije funkcije f. 

 

Dalje se bavimo prostorima gde svaka tačka leži na nekoj regularnoj pravoj. 
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3 Podklasa kombinatornih ravni gde ne postoje dve 
regularne prave koje se seku 

 

U ovom poglavlju izučavaju se kombinatorne ravni gde ne postoje dve 
regularne prave koje se seku i svaka tačka leži na nekoj regularnoj pravoj. 

 

Teorema 3.1 Ako je ravan homomorfizam-homogena onda su i tanke i pune 
trakaste podstrukture homomorfizam-homogene. 

Dokaz. Pretpostavićemo suprotno, tj. da je cela struktura homomorfizam-homogena 
ali da postoji tanka ili puna trakasta podstruktura koja nije homomorfizam-
homogena. Neka je ona indukovana sa ba  gde su a i b regularne prave. 

Slučajevi: 

I. Struktura je tanka. Na osnovu teoreme 1.4 znamo koje strukture su 
homomorfizam-homogene. Pretpostavimo da tanak prostor nije 
homomorfizam-homogen.  
Tada bez umanjenja opštosti možemo pretpostaviti da postoje tačke 

aBA ,  takve da je 0)( ANb  i 1)( BNb . Ako je B jedina tačka na 

pravoj a sa osobinom   1BN , tj. ako se radi o postoru (Slika 3.1) 

 
Slika 3.1 

 
posmatrajmo preslikavanje 
 









EDCA
EDBA

f : , 

 
gde je C tačka na a, F je tačka na b kolinearna sa B, a D i E su još dve tačke 
na b. 



24 

 

Ovo je lokalni homomorfizam koji se, prema pretpostavci, proširuje do 
endomorfizma *f . Potražimo sliku tačke F. Zbog EDF   je 

bEDFf )(* . S druge strane, FB ~  pa je ).(~)( ** FfBfC   
Dakle, tačka C je kolinearna sa tačkom )(* Ff  na pravoj b, što nije tačno i 
ne možemo da proširimo van ovog trakastog prostora da bi ceo prostor bila 
homomorfizam-homogen. 
 Dakle, osim tačke B, na pravoj a postoji bar još jedna tačka C takva 
da je   1CN . Neka je E tačka na b kolinearna sa B, a F tačka na b, 
kolinearna sa C (Slika 3.2): 

 
Slika 3.2 

Preslikavanje  









AFE
FBA

f :  

 
je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f 
može da se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku tačke C. Zbog  

ABC  je EFCf )(* . Dalje, FC ~  pa zato mora biti ACf ~)(* . 
Dakle, )(* Cf  je tačka na pravoj EF koja je kolinearna sa tačkom A, što je 
nemoguće i ne možemo da proširimo van ovog trakastog prostora da bi ceo 
prostor bio homomorfizam-homogen. 
 

II. Struktura je puna. Na osnovu teoreme 1.4 znamo koje strukture su 
homomorfizam-homogene.  

1. Neka je  LX ,  trakast prostor i neka postoje dve različite tačke 
aBA ,  takve da je 2)( AN b , 2)( BN b , 

 )()( BNAN bb , postoji  BAaC ,\  tako da važi 

 )()( ANCN bb  ili  )()( BNCN bb . (Slika 3.3)  
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Slika 3.3 

Pretpostavimo recimo  )()( CNAN bb . 

Uočimo  ANED b,  i  BNGF b, . (Slika 3.3) 

Posmatrajmo preslikavanje: 









BAGF
EDCB

f : . 

To je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-
homogen,  f može da se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku 
tačke A. 

Zbog  BCA  je FGAf )(* . Dalje, DA ~  pa zato mora biti 
AAf ~)(*  i EA ~  pa zato mora biti BAf ~)(* . Dakle, 

)(* Af  je tačka na pravoj FG koja je kolinearna sa tačkama A i B, 
što je nemoguće, jer po pretpostavci  )()( BNAN  i ne 
možemo da proširimo van ovog trakastog prostora da bi ceo prostor 
bio homomorfizam-homogen. 

2. Neka je  LX ,  trakast prostor i neka postoje dve različite tačke 
aBA ,  takve da je 2)( AN b , 2)( BN b  i 

 )()( BNAN bb  i za svako  BAaC ,\  važi da 

 )()( ANCN bb  i  )()( BNCN bb . Odaberimo 

proizvoljno  BAaC ,\  i uočimo  ANED b,  i 
 BNGF b,  tako da je EC ~  i FC ~ , tj.  CNFE b, . 

(Slika 3.4) 
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Slika 3.4 

Preslikavanje  









EDBA
EDBC

f :  

je lokalni homomorfizam u bilo kom slučaju. Kako je prostor 
homomorfizam-homogen,  f može da se proširi do endomorfizma. 
Potražimo sliku tačke F. 

Zbog  DEF   je DEFf )(* . Dalje, CF ~  pa zato mora biti 
AFf ~)(*  i BF ~  pa zato mora biti BFf ~)(* . Dakle, 

)(* Ff  je tačka na pravoj DE koja je kolinearna sa tačkama A i B, 
što je nemoguće, jer po pretpostavci  )()( BNAN  i ne 
možemo da proširimo van ovog trakastog prostora da bi ceo prostor 
bio homomorfizam-homogen. 

3. Neka je  LX ,  trakast prostor i neka postoje dve različite tačke 
aBA ,  takve da je 2)( AN b , 2)( BN b  i 

 )()( BNAN bb  ali ne važi )()( BNAN bb   ili 

)()( ANBN bb  . Uočimo tačke D i F tako da važi )(AND b , 
)(BND b , )(BNF b  i )(ANF b . Neka je 

 )()( BNANE bb  (Slika 3.5). 
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Slika 3.5 

 Preslikavanje  









FBDA
FDBA

f :  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-
homogen,  f može da se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku 
tačke E. 

Zbog  DFE   je BFEf )(* . Dalje, AE ~  pa zato mora biti 
AEf ~)(*  i BE ~  pa zato mora biti DEf ~)(* . Dakle, 

)(* Ef  je tačka na pravoj BF koja je kolinearna sa tačkama A i D, 
što je nemoguće da proširimo van ovog trakastog prostora da bi ceo 
prostor bio homomorfizam-homogen, jer u suprotnom bi imali dve 
prave sa više od tri tačaka koje se seku. 

4. Neka je  LX ,  trakast prostor i neka su aBA ,  i bC  takve da 
je 2)( AN b ,  CBNb )( , 2)( CN a  i tačka A  nije 

kolinearna sa tačkom C. Zbog 2)( CN a  postoji )(CND b  

takva da je BD  . Neka je )(, ANFE b .  

i. Slučaj: 1)( DNb  (Slika 3.6). Preslikavanje 
 









AFCB
EFDB

f :  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor 
homomorfizam-homogen,  f može da se proširi do 
endomorfizma. Potražimo sliku tačke A. 



28 

 

Zbog  BDA  je BCAf )(* . Dalje, EA ~  pa zato 
mora biti AAf ~)(*  i FA ~  pa zato mora biti 

FAf ~)(* . Dakle, )(* Af  je tačka na pravoj BC koja je 
kolinearna sa tačkama A i F, što je nemoguće da proširimo 
van ovog trakastog prostora da bi ceo prostor bio 
homomorfizam-homogen, jer u suprotnom bi imali dve 
prave sa više od tri tačaka koje se 
seku.

 

Slika 3.6 

ii. Slučaj: 2)( DNb . Prema predhodnim razmatranjima 
znamo da dobijemo negativan odgovor osim ako su 

)(ANb  i )(DNb  uporedivi. Neka to važi. Kako 
)(ANC b  mora biti )()( DNAN bb   (Slika 3.7). 

 
Slika 3.7 

Preslikavanje  









FEABA
FEDBA

f :  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor 
homomorfizam-homogen,  f može da se proširi do 
endomorfizma. Potražimo sliku tačke C. 
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Zbog  EFC  je EFCf )(* . Dalje, BC ~  pa zato 
mora biti BCf ~)(*  i DC ~  pa zato mora biti 

AAf ~)(* . Dakle, )(* Cf  je tačka na pravoj EF koja je 
kolinearna sa tačkama A i B, što je nemoguće da proširimo 
van ovog trakastog prostora da bi ceo prostor bio 
homomorfizam-homogen. 

 
 
Zbog Teoreme 3.1 uvodimo sledeću pretpostavku: 

Dodatna pretpostavka: u svakom potprostoru generisanom sa ba  gde su a i b 
regularne prave, ne postoji singularna tačka prve i druge vrste. 

 

Lema 3.1 Neka su  XLX ,  i  YLY ,  dve kombinatorne ravni sa osobinom da su 
svake dve tačke u X kolinearne i svake dve tačke u Y kolinearne. Neka je XS  , 

YT   i funkcija TSf :  lokalni homomorfizam. Tada se funkcija f može 
proširiti do homomorfizma YXf :* . 

Dokaz. Neka su  XLX ,  i  YLY ,  dve kombinatorne ravni sa osobinom da su 
svake dve tačke u X kolinearne i svake dve tačke u Y kolinearne. Neka je XS  , 

YT  , funkcija TSf :  lokalni homomorfizami i neka je SXA \ . Neka 
prostor ima k regularnih pravih. Tačka A pripada nekoj regularnoj pravoj ia . Neka 

su SaU 11  ,  SaU 22  , …,  SaU kk  . Postoje prave Ym j  , 

kj 0  tako da važi   jj mUf  , ij  . 

1. Neka je iU . Tačka A je kolinearna sa svim tačkama iz skupa jU . 

Tada tačku A preslikamo na neku tačku neke prave ijm j , . 

2. Neka je 1iU , i neka  PU i  . Tada tačku A preslikamo na tačku 

 Pf . 

3. Neka je 2iU . Tada tačku A preslikamo na neku tačku prave im . 
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Posledica 3.1 Neka je  LX ,  kombinatorna ravan u kojoj važi da je svaka tačka 
kolinearna sa svakom tačkom. Tada je taj prostor homomorfizam-homogen. 

 

Lema 3.2 Neka je  LX ,  homomorfizam-homogen prostor. Tada između svake 
dve tačke postoji put dužine najviše dva. 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoji struktura (Slika 3.8) 

 

Slika 3.8 

gde ne postoji tačka Q takvo da je DQA ~~ .  

Preslikavanje 









DA
DB

f :  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen,  f može da 
se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku tačke C. 

Zbog  BC ~  mora biti ACf ~)(* . Dalje, DC ~  pa zato mora biti DCf ~)(*  
Dakle, )(* Cf  je kolinearna sa tačkama A i D, što je nemoguće. 

 

Teorema 3.2 Neka je  LX ,  kombinatorna ravan kod koje postoje barem dve 
komponente povezanosti. Tada je  LX ,  homomorfizam-homogena ako i samo 
ako je u svakoj komponenti svaka tačka  kolinearna sa svakom drugom tačkom. 

Dokaz. 

(  Neka je  LX ,  je homomorfizam-homogen prostor i pretpostavimo suprotno, 
tj. da postoji komponenta gde postoje dve tačke koje nisu kolinearne. Označimo ih 
sa B i C. One su na dve različite regularne prave. Pošto su u istoj komponenti, 
postoji put između njih. U drugoj komponenti uočimo neku tačku A. 
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Preslikavanje: 









AB
CB

f : . 

Je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen, f može da 
se proširi do endomorfizma. Pošto postoji put između tačaka B i C, to bi značilo da 
postoji bi i put između tačaka B i A, što je nemoguće. 

 Posledica Leme 3.1. 

 

Dalje posmatramo samo strukture gde postoji samo jedna komponenta povezanosti. 
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3.1 Slučaj dve regularne prave koje indukuju 0-tanak potprostor 
 

Pretpostavimo da u prostoru  LX ,  postoje regularne prave a i b koje nisu 
povezane. 

 

Teorema 3.3 Neka je  LX ,  homomorfizam-homogen prostor. Tada za svake dve 
regularne prave a i b koje nisu povezane važi da postoji treća regularna prava c koja 
je povezana i sa jednom i sa drugom. (Slika 3.9) 

 

Slika 3.9 

Dokaz. Posledica Leme 3.2. 

 

Lema 3.3 Neka je  LX ,  homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru 
 LX ,  postoji treća regularna prava c koja je povezana i sa pravom a i sa pravom 
b. Tada ne postoje četiri različite tačke aBA ,  i cFE ,  za koje važi da tačka A 
nije kolinearna sa tačkom E, a tačka B sa tačkom F. 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. tačke postoje četiri različite tačke aBA ,  i 
cFE ,  za koje važi da tačka A nije kolinearna sa tačkom E, a tačka B sa tačkom 

F.  

1. FA ~  i EB ~ . Prostor ne može biti pun samo tanak. 

a. Potprostor indukovan sa ca  je 1-tanak na osnovu Teoreme 3.1, i 
neka je cD , bHG , . 

Preslikavanje 









AHG
ADE

f :  



33 

 

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-
homogen,  f  može da se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku 
tačke F. 

Zbog  EDF   pa zato mora biti GHFf )(* . Dalje, AF ~  pa 
zato mora biti AFf ~)(* . Dakle, )(* Ff  je na pravoj GH koja 
koja je kolinearna sa tačkom A, što je nemoguće. 

2. A nije kolinearna sa tačkom F ili B nije kolinearna sa tačkom E ili oba. 
Neka A nije kolinearna sa tačkom F. A nije singularitet prve vrste, zato 
postoji cD  tako da važi DA ~ . Pošto tačka F nije singularitet prve 
vrste, postoji tačka bI   tako da važi IF ~ . (Slika 3.10) 

Preslikavanje 









AIF
AFE

f :  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen,  f 
može da se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku tačke D. 

Zbog  EFD  pa zato mora biti FIDf )(* . Dalje, AD ~  pa zato 
mora biti ADf ~)(*  Dakle, )(* Df  je na pravoj FI i kolinearna sa 
tačkom A, što je nemoguće. 

 

Slika 3.10 

 

Posledica 3.2 Neka je  LX ,  homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru 
 LX ,  postoji treća regularna prava c koja je povezana i sa pravom a i sa pravom 
b. Ako postoje dve tačke aA  i cE   za koje važi da tačka A nije kolinearna sa 
tačkom E, tada svaka druga tačka B prave a je nekolinearna najviše sa tačkom E. 
(Slika 3.11) 
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Slika 3.11 

 

Lema 3.4 Neka je  LX ,  homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru 
 LX ,  postoji treća regularna prava c koja je povezana i sa pravom a i sa pravom 
b. Tada ne postoje tri različite tačke aBA ,  i cF   za koje važi da A i B nisu 
kolinearne sa tačkom F. 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoje tri različite tačke aBA ,  i cF   za 
koje važi da A i B nisu kolinearne sa tačkom F. Pošto tačka F nije singularitet prve 
vrste, postoji tačka aC  da je FC ~ , i postoji tačka bI   tako da je IF ~ . 

Preslikavanje 









AIF
FBA

f :  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen,  f može da 
se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku tačke C. 

Zbog  ABC   pa zato mora biti FICf )(* . Dalje, FC ~  pa zato mora biti 
ACf ~)(* . Dakle, )(* Cf  je na pravoj FI  koja koja je kolinearna sa tačkom A, 

što je nemoguće. 

 

Posledica 3.3 Neka je  LX ,  homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru 
 LX ,  postoji treća regularna prava c koja je povezana i sa pravom a i sa pravom 
b.  Ako postoje dve tačke aA  i cE   za koje važi da tačka A nije kolinearna sa 
tačkom E, tada svaka druga tačka B prave a je kolinearna sa svakom tačkom prave 
c. (Slika 3.12) 
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Slika 3.12 

Lema 3.5 Neka je  LX ,  homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru 
 LX ,  postoji treća regularna prava c koja je povezana i sa pravom a i sa pravom 
b. Tada ne postoje tri različite tačke aA  i cFE ,  tako da tačka A nije 
kolinearna ni sa tačkom E ni sa tačkom F. 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. za tačke cFE , važi da tačka A nije 
kolinearna ni sa tačkom E ni sa tačkom F. Pošto tačka A nije singularitet prve vrste, 
sledi da postoji tačka cD  tako da važi DA ~ . Pošto tačke E i F nisu 
singulariteti prve vrste, neka za tačku F postoji tačka bI   tako da važi IF ~ . 
(Slika 3.13) 

Preslikavanje 









AIF
AFE

f :  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen,  f može da 
se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku tačke D. 

Zbog  EFD  pa zato mora biti FIDf )(* . Dalje, AD ~  pa zato mora biti 
ADf ~)(*  Dakle, )(* Df  je na pravoj FI i kolinearna sa tačkom A, što je 

nemoguće. 

 

Slika 3.13 



36 

 

 

Posledica 3.4 Neka je  LX ,  homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru 
 LX ,  postoji treća regularna prava c koja je povezana i sa pravom a i sa pravom 
b. Ako postoje dve tačke aA  i cE   za koje važi da tačka A nije kolinearna sa 
tačkom E, tada je tačka A kolinearna sa svakom drugom tačkom prave c. (Slika 
3.14) 

 

Slika 3.14 

 

Lema 3.6 Neka je  LX ,  homomorfizam-homogen prostor. Neka u prostoru 
 LX ,  postoji treća regularna prava c koja je povezana i sa pravom a i sa pravom b 
i postoje četiri različite tačke aA , cFE ,  i bG  tako da tačka A nije 
kolinearna sa tačkom E, a tačka G nije kolinearna sa tačkom F. Tada FE  . (Slika 
3.15) 

 

Slika 3.15 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. FE  . Na osnovu Posledice 3.2, 3.3, 3.4 sledi 
da svake tačke iz prostora indukovan sa ca su kolinearne, osim tačke A i E, i 

svake tačke iz prostora indukovan sa cb su kolinearne, osim tačke G i F, zato 
sigurno postoji tačka cX   tako da važi da je AX ~  i GX ~ . 

Preslikavanje 
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







GABF
GAEF

f :  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen,  f može da 
se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku tačke X. 

Zbog  FEX   pa zato mora biti FBXf )(* . Dalje, AX ~  pa zato mora biti 
AXf ~)(* . I još važi da je GX ~  pa zato mora biti GXf ~)(* . Dakle, 

)(* Xf  je na pravoj FB i kolinearna sa tačkama A i G, što je nemoguće. 

 

Lema 3.7 Neka je  LX ,  kombinatorna ravan sa tri regularne prave a, b i c sa 
osobinom da prave a i b nisu povezane međusobno, prava c je povezana i sa pravom 
a i sa pravom b, )()( BNAN cc   za sve tačke aBA ,  i )()( BNAN cc   za sve 
tačke bBA , . Takav prostor je homomorfizam-homogen. (Slika 3.16) 

 

Slika 3.16 

Dokaz.  

Dokažimo da je  LX ,  homomorfizam-homogen tako što ćemo dokazati da se 
svaki lokalni homomorfizam može proširiti za jednu tačku. 

Neka je TSf :  lokalni homomorfizam i neka je SXA \  proizvoljna tačka. 

I. Neka je aA (analogno za tačku bA ). Neka je  )(ANSU c . 
1. Slučaj: U . 

i. Slučaj:  Sa . Proširimo f  tako što stavimo AAf )(' . 
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ii. Slučaj:   1Saf , recimo    PSaf  . Neka je 'A  
proizvoljna tačka kolinearna sa P, pa proširujemo f  tako što stavimo 

')(' AAf  . 

iii. Slučaj:   2 Saf . Tada je   Saf  sadržano u nekoj pravoj l. 

Uzmimo proizvoljno lA'  i proširimo f  tako da je ')(' AAf  . 
2. Slučaj: U . Zbog cU   je  Uf  skup kolinearnih tačaka, pa neka je 

m prava takva da je   mUf  . 
i. Slučaj:  Sa . Uočimo proizvoljno mA'  i proširimo f  tako da je 

')(' AAf  . 

ii. Slučaj:   1 Saf . Pošto su tačke sa prave Sa  i iz skupa U 
kolinearne, a f lokalni homomorfizam, ne može da se desi slučaj da 
funkcija f neke tačke preslika na pravu a, a druge na pravu b. Zato, 
imamo da funkcija f tačke sa prave Sa  i iz skupa U  preslika na 

potprostor indukovan sa ca ili na potprostor indukovan sa cb . 
Tada za svaku pravu Ll  i svaki skup kolinearnih tačaka 

XU  postoji lA  takva da je BA ~  za sve UB . Neka je l 
prava koja sadrži   Saf . Za pravu l i skup  Uf  postoji lA'  

koja je kolinearna sa svakom tačkom iz skupa  Uf . Sada proširimo f 
tako da je ')(' AAf  .  

II. Neka je cA . Neka je  )(ANSU a  i  )(ANSV b . 
1. Slučaj: U  i V . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 1. 
2. Slučaj: U  i V . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2. 
3. Slučaj: U  i V . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2. 
4. Slučaj: U  i V .  

i. Slučaj:  Sc . Tačku A preslikamo u sebe.  

ii. Slučaj:   1Scf . Pošto su tačke sa prave  Sc  i iz skupa U 
kolinearne, a f lokalni homomorfizam, ne može da se desi slučaj da 
funkcija f neke tačke preslika na pravu a, a druge na pravu b. Zato, 
imamo da funkcija f tačke sa prave  Sc  i iz skupa U  preslika na 

potprostor indukovan sa ca ili na potprostor indukovan sa cb . 

Isto to važi za tačke sa prave  Sc  i za skup V. Tada sve tačke su 

preslikane ili na potprostor indukovan sa ca  ili na potprostor 
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indukovan sa cb  ili je skup  Sc  preslikana na pravu c. U prvim 
dva slučaja koristimo dokaz pod I. 2. ii. U trećem slučaju tačku A 
preslikamo na neku tačku prave c. 

 

Lema 3.8 Neka je  LX ,  kombinatorna ravan sa tri regularne prave a, b i c sa 
osobinom da prave a i b nisu povezane međusobno, prava c je povezana i sa pravom 
a i sa pravom b, postoje tačno dve tačke aX   i cY   za koje važi da X nije 
kolinearna sa Y, )()( BNAN cc   za sve  XaBA \,  , CX ~  za sve 

 YcC \  i )()( BNAN cc   za sve bBA , . Takav prostor je homomorfizam-
homogen. (Slika 3.17) 

 

Slika 3.17 

Dokaz.  

Dokažimo da je  LX ,  homomorfizam-homogen tako što ćemo dokazati da se 
svaki lokalni homomorfizam može proširiti za jednu tačku. 

Neka je TSf :  lokalni homomorfizam i neka je SXA \  proizvoljna tačka. 

I. Neka je aA . Neka je  )(ANSU c . 
1. Slučaj: U . 

i. Slučaj:  Sa . Proširimo f  tako što stavimo AAf )(' . 

ii. Slučaj:   1Saf , recimo    PSaf  . Neka je 'A  
proizvoljna tačka kolinearna sa P, pa proširujemo f  tako što stavimo 

')(' AAf  . 

iii. Slučaj:   2 Saf . Tada je   Saf  sadržano u nekoj pravoj l. 

Uzmimo proizvoljno lA'  i proširimo f  tako da je ')(' AAf  . 
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2. Slučaj: U . Zbog cU   je  Uf  skup kolinearnih tačaka, pa neka je 
m prava takva da je   mUf  . 
i. Slučaj:  Sa . Uočimo proizvoljno mA'  i proširimo f  tako da je 

')(' AAf  . 
ii. Slučaj: 1 Sa .  A preslikamo na neku tačku prave c različito od Y. 

iii. Slučaj: 2 Sa . Pošto postoje tačke sa prave Sa  i iz skupa U 
koje su kolinearne, a f lokalni homomorfizam, ne može da se desi slučaj 
da funkcija f neke tačke preslika na pravu a, a druge na pravu b. Zato, 
imamo da funkcija f tačke sa prave Sa  i iz skupa U  preslika na 

potprostor ca ili na potprostor cb  i tako da je funkcija f lokalni 
homomorfizam. Tada za svaku pravu Ll  i svaki skup kolinearnih 
tačaka XU  postoji lA  takva da je BA ~  za sve UB . Neka 
je l prava koja sadrži   Saf . Za pravu l i skup  Uf  postoji lA'  

koja je kolinearna sa svakom tačkom iz skupa  Uf . Sada proširimo f 
tako da je ')(' AAf  .  

II. Neka je cA . Neka je  )(ANSU a  i  )(ANSV b . 
1. Slučaj: U  i V . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 1. 
2. Slučaj: U  i V . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2. 
3. Slučaj: U  i V . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2. 
4. Slučaj: U  i V .  

i. Slučaj:  Sc . Tačku A preslikamo na neku tačku prave c različito 
različito od Y.  

ii. Slučaj: 1Sc . A preslikamo na neku tačku prave c različito od Y. 

iii. Slučaj: 2 Sc . Pošto su tačke sa prave  Sc  i iz skupa U 
kolinearne, a f lokalni homomorfizam, ne može da se desi slučaj da 
funkcija f neke tačke preslika na pravu a, a druge na pravu b. Zato, 
imamo da funkcija f tačke sa prave  Sc  i iz skupa U  preslika na 

potprostor ca ili na potprostor cb . Isto to važi za tačke sa prave 

 Sc  i za skup V. Tada sve tačke su preslikane ili na potprostor ca  

ili na cb  ili je skup  Sc  preslikana na pravu c. U prvim dva 
slučaja koristimo dokaz pod I. 2. ii. U trećem slučaju tačku A 
preslikamo na neku tačku prave c različito od Y. 

III. Neka je bA . Koristimo dokaz I kod Leme 3.7. 
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Lema 3.9 Neka je  LX ,  kombinatorna ravan sa tri regularne prave a, b i c sa 
osobinom da prave a i b nisu povezane međusobno, prava c je povezana i sa pravom 
a i sa pravom b, postoji tačno jedna tačka cY   za koju važi da Y nije kolinearna 
sa aX   i bZ  , )()( BNAN cc   za sve  XaBA \,  , CX ~  za sve 

 YcC \ , )()( BNAN cc   za sve  ZbBA \,   i CZ ~  za sve  YcC \ . 
Takav prostor je homomorfizam-homogen. (Slika 3.18)  

 

Slika 3.18 

Dokaz.  

Dokažimo da je  LX ,  homomorfizam-homogen tako što ćemo dokazati da se 
svaki lokalni homomorfizam može proširiti za jednu tačku. 

Neka je TSf :  lokalni homomorfizam i neka je SXA \  proizvoljna tačka. 

I. Neka je aA (analogno za tačku bA ). Neka je  )(ANSU c . 
1. Slučaj: U . Koristimo prethodni dokaz pod I. 1. pod Leme 3.8. 
2. Slučaj: U . Koristimo prethodni dokaz pod I. 2. pod Leme 3.8. 

II. Neka je cA . Neka je  )(ANSU a  i  )(ANSV b . 
1. Slučaj: U  i V . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 1. 
2. Slučaj: U  i V . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2. 
3. Slučaj: U  i V . Analogno kao u ovom dokazu pod I. 2. 
4. Slučaj: U  i V .  

i. Slučaj:  Sc . Tačku A preslikamo na neku tačku prave c različito 
od Y.  

ii. Slučaj: 1Sc . A preslikamo na neku tačku prave c različito od Y. 
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iii. Slučaj: 2 Sc . Pošto su tačke sa prave  Sc  i iz skupa U 
kolinearne, a f  lokalni homomorfizam, ne može da se desi slučaj da 
funkcija f neke tačke preslika na pravu a, a druge na pravu b. Zato, 
imamo da funkcija f  tačke sa prave  Sc  i iz skupa U  preslika na 

potprostor ca ili na potprostor cb . Isto to važi za tačke sa prave 

 Sc  i za skup V. Tada sve tačke su preslikane ili na potprostor ca  

ili na cb  ili skup  Sc  je preslikana na pravu c. U prvim dva 
slučaja koristimo dokaz pod I. 2. ii. U trećem slučaju tačku A 
preslikamo na neku tačku prave c različito od Y. 

 

Teorema 3.4 Neka je  LX ,  kombinatorna ravan sa tri regularne prave a, b, c gde 
prave a i b nisu povezane. Ravan je homomorfizam-homogena ako i samo ako 
pripada jednoj od sledećih klasa prostora: 

1. )()( BNAN cc   za sve tačke aBA ,  i )()( BNAN cc   za sve tačke 
bBA , . (Slika 3.19) 

2. postoje tačno dve tačke aX   i cY   za koje važi da X nije kolinearna sa 
Y, )()( BNAN cc   za sve  XaBA \,  , CX ~  za sve  YcC \  i 

)()( BNAN cc   za sve bBA , . (Slika 3.20) 

3. postoji tačno jedna tačka cY   za koju važi da Y nije kolinearna sa aX   
i bZ  , )()( BNAN cc   za sve  XaBA \,  , CX ~  za sve 

 YcC \ , )()( BNAN cc   za sve  ZbBA \,   i CZ ~  za sve 
 YcC \ . (Slika 3.21) 

1.  

 

Slika 3.19 
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2.  

 

Slika 3.20 

 

3.  

 

Slika 3.21 
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3.2  Slučaj dve regularne prave koje indukuju 1-tanak potprostor 
 

Pretpostavimo da u prostoru  LX ,  postoje regularne prave a i b koje 
indukuju 1-tanak potprostor. 

Lema 3.10 Prostor  LX ,  je homomorfizam-homogen prostor. Tada za svaku 
treću regularnu pravu c koja je povezana sa jednom od prave a ili b, povezana je i sa 
drugom. 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. ne postoji treća prava koja je povezana sa obe 
istovremeno. Neka je prava c povezana sa pravom a. Neka je GA ~ , gde je 

bG . Tada sa svim ostalim tačkama prave b tačka A nije kolinearna. Zbog 
jednostavnosti, neka aCB , , bIH ,  tako da važi HB ~  i CI ~ . (Slika 
3.22) 

Pošto su prave a i c povezane, sledi da postoji tačka F kolinearna sa nekom tačkom 
prave a. Neka je to tačka B.  

Preslikavanje 









IBF
IBA

f :  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen,  f može da 
se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku tačke C. 

Zbog  ABC   pa zato mora biti FBCf )(* . Dalje, IC ~  pa zato mora biti 
ICf ~)(* . Dakle, )(* Cf  je na pravoj FB i kolinearna sa tačkom I, što je 

nemoguće. 

 

Slika 3.22 
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Lema 3.11 Prostor  LX ,  je homomorfizam-homogen prostor. Tada za svaku 
treću regularnu pravu koja je povezana i sa pravom a i sa pravom b važi da je 

)()( BNAN cc   za sve aBA ,  i )()( BNAN cc   za sve bBA , . 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoji tačka cF   tako da tačka A koja nije 
kolinearna sa tačkom F. Neka je GA ~ , gde je bG . Tada sa svim ostalim 
tačkama prave b tačka A nije kolinearna. Zbog jednostavnosti, neka aCB , , 

bIH ,  tako da važi HB ~  i CI ~ .  

1. Postoji prava FX, gde je  GbX \ . Preslikavanje 









AXF
AXH

f :  

je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen,  f 
može da se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku tačke G. 

Zbog  HXG  pa zato mora biti FXGf )(* . Dalje, AG ~  pa zato 
mora biti AGf ~)(*  Dakle, )(* Gf  je na pravoj FX i kolinearna sa 
tačkom A, što je nemoguće. (Slika 3.23) 

 

Slika 3.23 

2. Za sve tačke  GbX \  ne postoji prava FX.  

Postoji tačka aB  za koju važi FB ~ .  

Preslikavanje 









IBF
IBA

f :  
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je lokalni homomorfizam, pa kako je prostor homomorfizam-homogen,  f 
može da se proširi do endomorfizma. Potražimo sliku tačke C. 

Zbog  ABC   pa zato mora biti FBCf )(* . Dalje, IC ~  pa zato mora 
biti ICf ~)(* . Dakle, )(* Cf  je na pravoj FB i kolinearna sa tačkom I, 
što je nemoguće. (Slika 3.24) 

 

Slika 3.24 

 

Teorema 3.5 Neka prostor  LX ,  ima tri regularne prave a, b, c i neka je 
potrpostor indukovan sa ba  1-tanak. Tada  LX ,  je homomorfizam-homogen 

ako i samo ako )()( BNAN cc   za sve aBA ,  i )()( BNAN cc   za sve 
bBA , . (Slika 3.25) 

 

Slika 3.25 

Dokaz.  

   Na osnovu Leme 3.10 i 3.11. 

  Dokažimo da je  LX ,  homomorfizam-homogen tako što ćemo dokazati da se 
svaki lokalni homomorfizam može proširiti za jednu tačku. 
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Neka je TSf :  lokalni homomorfizam i neka je SXA \  proizvoljna tačka. 

I. aA  (analogno za tačku bA ). Neka je  )(ANSU c  i tačka bB  
za koju važi AB ~ . 

1. U . 

i. SB  i   2 Saf . Tada je   Saf  sadržan u nekoj pravoj 'a . 

Neka je )(' BfB  , a )'(' ' BprA a . Lokalni homomorfizam f 
proširimo tako što tačku A preslikamo na 'A . 

ii. SB  i   2 Saf . Neka je 'a  prava koja sadrži   Saf . 

Odaberimo proizvoljno '' aA  i lokalni homomorfizam f proširimo tako 
što tačku A preslikamo na 'A . 

iii. SB  i   1 Saf . Uzmimo da je    PSaf  . Neka je 'a  

regularna prava kroz P, )(' BfB   i )'(' ' BprA a . Lokalni 
homomorfizam f proširimo tako što tačku A preslikamo na 'A . 

iv. SB  i   1 Saf . Uzmemo '' aA  proizvoljno i lokalni 

homomorfizam f proširimo tako što tačku A preslikamo na 'A . 
v. SB  i  Sa . Neka je )(' BfA  . Lokalni homomorfizam f 

proširimo tako što tačku A preslikamo na 'A . 
vi. SB  i  Sa . Tada   AAf ' . 

2. U . 

i. SB  i  Sa . Lokalni homomorfizam f proširimo tako što tačku 

A preslikamo na neku tačku prave  Uf . 

ii. SB  i  Sa . Lokalni homomorfizam f proširimo tako što tačku 

A preslikamo na neku tačku prave  Uf . 

iii. SB  i   1 Saf . Lokalni homomorfizam f proširimo tako što 

tačku A preslikamo na neku tačku prave  Uf . 

iv. SB  i   1 Saf . Lokalni homomorfizam f proširimo tako što 

tačku A preslikamo na neku tačku prave  Uf . 
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v. SB  i   2 Saf . Neka je 'a  prava koja sadrži   Saf . 

Odaberimo proizvoljno  SafA'  i lokalni homomorfizam f  
proširimo tako što tačku A preslikamo na 'A . 

vii. SB  i   2 Saf . Tada je   Saf  sadržan u nekoj pravoj 'a . 

Neka je )(' BfB  , a )'(' ' BprA a . Lokalni homomorfizam f 
proširimo tako što tačku A preslikamo na 'A . 

II. Neka je cA . Korstimo dokaz II. kod Leme 3.7. 
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4  Karakterizacija 
 

U ovom poglavlju ćemo samo sakupiti rezultate prethodnih poglavlja. 

 

Teorema 4.1 Neka prostor  LX ,  ima tri regularne prave a, b, c takve da je prava 

c  povezana i sa pravom a i sa pravom b. Tada prostor  LX ,  je homomorfizam-
homogen ako i samo ako pripada jednoj od sledećih klasa (Slika 4.1): 

1. Prostor indukovan sa ba  je 0-tanak i )()( BNAN cc   za sve aBA ,  

i )()( BNAN cc   za sve bBA , .  

2. Prostor indukovan sa ba  je 0-tanak i postoje tačno dve tačke aX   i 

cY   za koje važi da X nije kolinearna sa Y, )()( BNAN cc   za sve 
 XaBA \,  , CX ~  za sve  YcC \  i )()( BNAN cc   za sve 

bBA , . 

3. Prostor indukovan sa ba  je 0-tanak i postoji tačno jedna tačka cY   za 

koju važi da Y nije kolinearna sa aX   i bZ  , )()( BNAN cc   za sve 
 XaBA \,  , CX ~  za sve  YcC \ , )()( BNAN cc   za sve 
 ZbBA \,   i CZ ~  za sve  YcC \ . Takav prostor je 

homomorfizam-homogen. 

4. Prostor indukovan sa ba  je 1-tanak i )()( BNAN cc   za sve aBA ,  

i )()( BNAN cc   za sve bBA , . 

1.  
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2.  

 

3.  

 

4.  

 

Slika 4.1 
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