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Uvod

“Beautiful mathematics eventually tends to be useful,
and useful mathematics eventually tends to be beautiful. ”

P
roblemi linearne komplementarnosti (eng. LCP) svoju podlogu i značaj
duguju raznolikim primenama u inženjerstvu i modeliranju. Bilo da je
reč o problemima zasnovanim na linearnom ili kvadratnom programi-
ranju, uz napomenu da su ovi poslednji od davnina bili i ostali neiscrpan
izvor raznolikih primena modela zasnovanih na konceptu LCP, ili kada

su u pitanju bimatrični modeli igara, preko rubnih problema dinamike fluida, problema
mrežnog ekvilibrijuma, pa sve do nastojanja da se model ravnoteže na tržǐstu opǐse na adek-
vatan način, u smislu identifikacije ravnotežne cene kao rezultata izjednačavanja agregatne
ponude i tražnje, što tržǐste usmerava i vodi ka tački ekvilibrijuma, svi ovi koncepti fun-
damentalno su zasnovani na problemima linearne komplementarnosti i njima su uspešno
modelovani. Upravo je širok spektar primenljivosti u praksi bio presudan i odlučujući
faktor za razvoj novih i usavršavanje postojećih iterativnih metoda za odred̄ivanje rešenja
pomenutog problema. Za dodatne informacije i detaljan pregled primena LCP, čitaoca
upućujemo na [8].

Odred̄ivanje rešenja za LCP je do sada izrodilo čitav spektar raznovrsnih pristupa ovoj
problematici. Pa ipak, prekretnica u pristupima desila se onog trenutka kada je problem
linearne komplementarnosti ekvivalentno zapisan u formi jednačina sa apsolutnim vred-
nostima (AVE) [22]. Pomenuti rezultat iskoristio je Zhong-Zhi Bai i prilagodio ga radu sa
splitinzima matrice sistema cf. [2]. Ovaj pristup problemu Bai je nazvao modulskim iter-
ativnim metodama za rešavanje problema LCP zasnovanim na razlaganjima (splitinzima)
matrice sistema i ovakav pristup je ponudio brzinu i efikasnost, što ga je učinilo još intere-
santnijim iz ugla primenljivosti u praksi. Posmatrana klasa modulskih iterativnih metoda
zasnovanih na splitinzima matrice ponudila je teorijski okvir za mnoge druge iterativne pos-
tupke, kao što su modifikovana modulska, nestacionarna ekstrapolirana modulska metoda,
modulski Jakobijev, Gaus-Zajdelov, SOR i AOR iterativni postupci. Teorijske analize
kao i numeričke implementacije potvrdile su superiornost modulskih metoda u odnosu na
projektivne metode. Takod̄e, Bai je u svojim radovima razvio i paralelnu generalizaciju
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modulskih metoda, sinhronih i asinhronih, koje su zasnovane na multisplitinzima matrice
sistema, adekvatnim za izračunavanja na vǐseprocesorskim računarima.

Jedan od ključnih aspekata ovog master rada jeste konvergencija ovakvih modulskih
iterativnih metoda u slučajevima kada je matrica sistema H+ matrica.

Struktura rada je sledeća. Kompoziciono, pred čitaocem se nalaze četiri tematske
celine. U prvom poglavlju pažnju posvećujemo motivaciji, koju prati formulacija prob-
lema, dok je u sklopu uvodne sekcije učinjen i kratak pregled nekih od primena problema
linearne komplementarnosti koje krasi vǐsedecenijsko uporǐste u praksi. Nakon uvodnog
dela, drugo poglavlje predstavlja kompaktnu minijaturu znamenitosti numeričke linearne
algebre esencijalnu za uspešan naučni defile potonjim delom materije. Fundamente it-
erativnih metoda za rešavanje sistema linearnih jednačina postavljamo i prezentujemo u
okvirima treće sekcije, praćene četvrtim poglavljem u kojem je fokus interesovanja transli-
ran na specijalnu klasu modulskih iterativnih postupaka za numeričko rešavanje LCP. Pre
svega, reč je o rezultatu u sferi sinhronih varijanti iterativnih metoda za LCP, do kojeg
su došli Zhong-Zhi Bai i Li-Li Zhang, u smislu formulacije i konvergencije MSM i MS-
MAOR postupaka, [4]. Sa idejom da u potpunosti iskoriste računske kapacitete kojima
raspolažu vǐseprocesorska postrojenja, oni su prilagodili iterativne metode uvod̄enjem mul-
tisplitinga, i na taj način potvrdili da se numeričko rešavanje može sprovesti sa značajnim
unapred̄enjem brzine i efikasnosti. Med̄utim, postavivši restrikciju na izbor relaksacionih
parametara koji opredeljuje konvergenciju AOR varijante postupka, motivisali su izradu
pobolǰsane varijante [11] koja je ovaj nedostatak uspešno otklonila. Nedugo nakon modul-
skih sinhronih multisplitinga, sa ciljem još efikasnijeg i adekvatnijeg odgovora na činjenicu
o egzistenciji vǐseprocesorskih okruženja, Bai i Zhang su došli na ideju da prvobitne al-
goritme multisplitinga pobolǰsaju uvod̄enjem druge faze, predstavljanjem MSTM i MST-
MAOR postupaka, [5]. Kao i ranije, restriktivna pretpostavka vezana za relaksacione
parametre produkovala je užu oblast konvergencije, med̄utim, pokazano je da se ona može
izbeći [12], što rezultira proširenjem oblasti parametara za koje postupak konvergira i u ko-
joj spektralni radijus matrice MSTMAOR postupka dostiže manju vrednost. Svaki odeljak
četvrte sekcije propraćen je numeričkim primerima koji predstavljaju praktičnu evaluaciju
minulih teorijskih opservacija.



1
O problemima

linearne komplementarnosti

1.1 Motivacija

Problemi linearne komplementarnosti istorijski datiraju još od 40-ih godina prošlog veka,
kada je Du Val [14] u svom radu formulisao problem pronalaženja najmanjeg elementa (u
vektorskom smislu) kao rešenja sistema linearnih nejednačina oblika q + Az ≥ 0, z ≥ 0.
Naziv samog problema bio je predmet izmena u nekoliko navrata, s obzirom da je isti ini-
cijalno bio poznat pod nazivom kompozitni problem. Potom su usledile odrednice funda-
mentalni problem i komplementarni problem pivota. Savremeni naziv problema predložio
je Ričard Kotl (Richard W. Cottle) 1965. Upravo u tom periodu ova tematika privukla je
znatno vǐse pažnje, naročito u radovima koje su publikovali Cottle [7], Cottle i Dantzig [9]
i Lemke [18].

1.2 Formulacija problema

Posmatrajmo proizvoljni, konačno-dimenzionalni prostor realnih vektora. Problem lin-
earne komplementarnosti (eng. linear complementarity problem, LCP ) sastoji se u iden-
tifikaciji vektora sa osobinom da isti zadovoljava odred̄eni sistem nejednačina. Preciznije,
pretpostavimo da smo fiksirali proizvoljan vektor q ∈ Rn, i kvadratnu matricu A ∈ Rn,n.

Problem linearne komplementarnosti za zadati par vektor-matrica, u skraćenoj notaciji
LCP (q, A), matematički je okarakterisan sledećim sistemom nejednačina

z ≥ 0, (1.1)
q + Az ≥ 0, (1.2)

zT (q + Az) = 0. (1.3)

Ako postoji realan vektor z ∈ Rn, koji zadovoljava gornje nejednakosti, kažemo da je
isti rešenje datog problema. Naravno, sasvim je moguća opcija da vektor z sa traženim
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osobinama ne postoji i tada kažemo da problem nema rešenje.
Vektor z sa osobinom da su nejednakosti (1.1) i (1.2) ispunjene poznat je pod nazivom

dopustivi vektor (feasible vector). Ukoliko nejednakosti u (1.1) i (1.2) postanu striktne,
a vektor z, koji je dopustiv, ima osobinu da ih ispunjava, kažemo da je z stogo dopustiv.
Jasno, sam LCP (q, A) je (strogo) dopustiv pod uslovom da postoji (strogo) dopustiv vektor
kao njegovo rešenje. Skup svih dopustivih vektora čini dopustivu oblast problema (feasible
region), u notaciji FEA(q, A). Zarad jednostavnosti zapisa, definǐsimo vektor r kao

r := q + Az. (1.4)

U svetlu nove oznake, konstatujemo da dopustivi vektor z za LCP (q, A) zadovoljava uslov
(1.3) ako i samo ako važi

ziri = 0, za sve i = 1, 2, . . . , n. (1.5)

Pri tome, promenljive zi i ri, komponente vektora z i r respektivno, čine komplementarni
par, i komplementarne su jedna drugoj. Šta vǐse, vektor z je komplementaran sa vek-
torom r, a problem linearne komplementarnosti zapravo se svodi na identifikaciju ovakvog
vektora, koji je istovremeno i dopustiv. Takav vektor, ako postoji, nazivamo rešenjem prob-
lema LCP. Očigledno, problem je rešiv ako ima rešenje. Rešenje problema ne mora biti
jedinstveno, odnosno problem može imati i vǐse od jednog rešenja. Skup rešenja problema
LCP (q, A) označavamo sa SOL(q, A). Primetimo da je, pod elementarnom pretpostavkom
da važi q ≥ 0, odgovarajući LCP (q, A) uvek rešiv, pri čemu je trivijalno rešenje upravo
nula vektor.

Mnogo češće se zapis problema u literaturi susreće u kombinaciji uslova (1.4) i (1.5),
što daje povoda da se problem LCP (q, A) zapǐse u ekvivalentnom obliku

z ≥ 0, (1.6)
r := q + Az ≥ 0, (1.7)

zT r = 0. (1.8)

koji ćemo koristiti od sad pa na dalje.
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1.3 Problemi zasnovani na konceptu LCP

Problem kvadratnog programiranja

Sfere inženjerstva i fizičkih nauka polazna su tačka i plodno tle brojnih primena teorijskih
rezultata koji ujedno i nastaju kao odgovor na potrebu da se ishodi izvesnih posmatranja
bliže objasne, modeluju i razumeju. Pozamašan broj pojava iz pomenutog naučnog ekosis-
tema sa matematičkog stanovǐsta zapravo krije probleme kvadratnog programiranja u nešto
specifičnijoj formi od opšte, u smislu pojednostavljenog oblika ograničenja u optimizaciji
kvadratne funkcije cilja. Bitno je napomenuti da je ovakva klasa problema kvadratnog pro-
gramiranja zapravo ekvivalent problemu linearne komplementarnosti, što iz ugla praktičnih
primena daje na snazi LCP , koji zapravo igra presudnu ulogu sa aspekta numeričkog
rešavanja pomenutih problema.

Posmatrajmo opšti oblik problema kvadratnog programiranja (QP) definisanog sa

min f(x) = cTx+ 1
2x

TQx

s.t. Mx ≥ b (1.9)
x ≥ 0

pri čemu je matrica Q ∈ Rn,n simetrična, c ∈ Rn, M ∈ Rm,n i b ∈ Rm. Sasvim je jasno da
se problem znatno pojednostavljuje u slučaju kada je Q nula matrica, što zapravo implicira
da je reč o problemu linearnog programiranja (LP). Na ovom mestu, sa ciljem prevod̄enja
problema (1.9) u formu LCP , bez dubljih teorijskih argumentacija, konstatujemo da je
iz oblasti Numeričke optimizacije poznata sledeća činjenica. Ako je vektor x koji pripada
dopustivom skupu problema QP ujedno i lokalni minimizator funkcije cilja f , tada postoji
vektor y ∈ Rm sa osobinom da ured̄eni par (x, y) zadovoljava Karuš-Kun-Takerove uslove
(KKT)

u = c+Qx−MTy ≥ 0, x ≥ 0, xTu = 0,

v = −b+Mx ≥ 0, y ≥ 0, yTv = 0.
(1.10)

Dodatna pretpostavka o pozitivnoj semi-definitnosti matrice Q, što je potreban i dovoljan
uslov da funkcija definisana na konveksnom skupu i sama bude konveksna (s obzirom da
je Q ujedno i matrica hesijana funkcije cilja f), implicira da su KKT uslovi (1.10) zapravo
dovoljni uslovi da x ujedno bude i globalni minimizator problema (1.9).

Primetimo da uslovi sadržani u (1.10) otkrivaju poznatu formu LCP (q, A), pri čemu
su

q =
 c

−b

 , A =
 Q −MT

M 0

 .
Pri tome, jasno je da je rešenje datog problema vektor [x, y]T .
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Premda je matrica Q po pretpostavci simetrična, to nikako ne implicira simetričnost
matrice A, sem u slučajevima kada je M nula matrica. Pod uslovom da je M = 0, problem
se znatno pojednostavljuje. Reč je, dakle, o specijalnom obliku konveksnog kvadratnog
programiranja, pri čemu se ograničenja odnose isključivo na znak vektora x,

min f(x) = cTx+ 1
2x

TQx

s.t. x ≥ 0.
(1.11)

Pretpostavka da je Q pozitivno semi-definitna povlači ekvivalenciju problema (1.11) i
LCP (c,Q).

Model tržǐsne ravnoteže

Ravnoteža na tržǐstu predstavlja situaciju u kojoj dolazi do izjednačavanja agregatnog
nivoa ponude sa jedne, i tražnje sa druge strane, pri čemu kao rezultat ovih interakcija
pod idealnim pretpostavkama dolazi do formiranja ravnotežne cene, koja ima osobinu da
”očisti” tržǐste. Da bismo formulisali problem tržǐsnog ekvilibrijuma, neophodno je zasebno
razmotriti aspekte ponude, koju omogućavaju proizvod̄ači, i tražnje koja je okarakterisana
potrebama i mogućnostima potrošača (konzumenata).

Proizvod̄ači dobara suočavaju se sa izazovom da odgovore na tražnju konzumenata
(1.14), uzimajući u obzir i tehnološka ograničenja proizvodnje (1.13). Naravno, cilj svakog
racionalnog proizvod̄ača jeste da proizvodne troškove održi na što nižem nivou, odnosno
da minimizira ukupne troškove proizvodnje (1.12)

min cTx (1.12)
s.t. Mx ≥ b (1.13)

Nx ≥ r∗ (1.14)
x ≥ 0, (1.15)

pri čemu je c vektor troškova (cost vector for the supply activities), a x vektor proizvedenih
dobara (vector of production activity levels). Uslov (1.15) je sasvim opravdan, budući da
je vektor x nenegativan.

Druga strana koju čine potrošači, tražnju opisuje vektorom tražnje za dobrima, r∗, i to
na sledeći način

r∗ = Q(p∗) = Dp∗ + d. (1.16)

Pri tome, funkcija Q je afina (linearna) po promenljivoj p∗, što je zapravo vektor cena koju
su konzumenti spremni da plate u zavisnosti od raspoloživih količina željenih dobara.

Ključnu ulogu u uspostavljanju tržǐsne ravnoteže igra uslov koji izjednačava (vektor)
cenu koju su potrošači spremni da plate za tražena dobra, p∗, i (dualni) vektor marginalnih
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cena (cenu nove dodatne jedinice proizvoda) koji odgovara ograničenju (1.14) u sklopu
ponude, odnosno zahtevamo

p∗ = π∗. (1.17)

Nakon što smo formulisali problem, cilj je isti prevesti u oblik LCP. Pri tome, x∗ je
optimalno rešenje problema opisanog sa (1.12) − (1.15) ako i samo ako postoji vektor v∗

sa osobinom da

y∗ = c−MTv∗ −NTπ∗ ≥ 0, x∗ ≥ 0, (y∗)Tx∗ = 0,

u∗ = −b+Mx∗ ≥ 0, v∗ ≥ 0, (u∗)Tv∗ = 0,

δ∗ = −r∗ +Nx∗ ≥ 0, π∗ ≥ 0, (δ∗)Tπ∗ = 0.

(1.18)

Zamenom izraza za vektor tražnje na osnovu (1.16) i primenjujući ravnotežni kriterijum
(1.17) u sistemu (1.18) izvodimo oblik LCP (q, A), gde su

q =


c

−b
−d

 , A =


0 −MT −NT

M 0 0
N 0 −D

 .
Jasno je da je rešenje datog problema zapravo vektor [x∗, v∗, π∗]T .

U





2
Preliminarna tvrd̄enja

Čitaoca najpre upoznajemo sa notacijom koja je korǐsćena pri izradi rada, istovremeno
pružajući uvid u definicije i teoreme neophodne za uspešno praćenje tematike.

Realne vektore dimenzije n označavaćemo sa Rn i pod pojmom vektora uvek ćemo
podrazumevati vektor kolonu. Skup svih realnih matrica formata m × n označavamo sa
Rm,n. Jasno, pojam vektora i matrice lako se uopštava na slučaj kada su elementi istih
kompleksni brojevi, i tada za skupove svih kompleksnih vektora dimenzije n, odnosno
kompleksnih matrica formata m× n koristimo oznake Cn i Cm,n, respektivno. Definicije i
teoreme koje važe i za kompleksni slučaj biće formulisane u tom maniru, uz napomenu da
je sa stanovǐsta ovog rada u primeni isključivo realna varijanta.

Posmatrajmo dve proizvoljne matrice istog formata, A = [aij], B = [bij] ∈ Rm,n. Po-
drazumevaćemo da su nejednakosti oblika AρB, ρ ∈ {>,≥, <,≤,=} definisane po kom-
ponentama, to jest da je AρB ako je ispunjeno aij ρ bij, za sve 1 ≤ i ≤ m i 1 ≤ j ≤ n.

Matrica A je nenegativna (pozitivna) ako njeni elementi zadovoljavaju aij ≥ 0 (aij > 0),
za sve 1 ≤ i ≤ m i 1 ≤ j ≤ n. Notacija |A| predstavlja apsolutnu vrednost matrice A i ona
je, takod̄e, definisana po elementima matrice, |A| = [|aij|], a transponovanu matricu za A
obeležavamo sa AT . Jasno je da se pomenute notacije bez problema odnose i na vektore
(kao specijani slučaj matrica) u prostoru Rn.

U nastavku uvodimo pojam vektorske norme definisane pomoću pozitivnog vektora.

Definicija 1 Neka je z ∈ Rn proizvoljan vektor sa pozitivnim komponentama. Tada
je vektorska norma definisana pomoću pozitivnog vektora z data sa

‖x‖(z) = max
1≤i≤n

|xi|
zi
, x ∈ Rn.

Sada se upoznajemo sa pojmom matrične norme indukovane ovom vektorskom normom.

11
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Definicija 2 Neka je z ∈ Rn vektor čije su sve komponente pozitivne. Matrična
norma indukovana vektorskom normom definisanom pomoću pozitivnog vektora je

‖A‖(z) = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij|zj
zi

, A ∈ Rn,n.

Teoremu koja sledi navodimo bez dokaza, a njen smisao je da ukaže na odnos vektorske
norme definisane pomoću pozitivnog vektora i njom indukovane matrične norme.

Teorema 1 Neka su z ∈ Rn, z > 0, A ∈ Rn,n. U opštem slučaju važi

‖A‖(z) ≥ ‖Az‖(z),

no ako je A ≥ 0, tada je
‖A‖(z) = ‖Az‖(z).

Skup svih karakterističnih korena kvadratne matrice A predstavlja njen spektar, σ(A).
Maksimalni karakteristični koren matrice po modulu predstavlja njen spektralni radijus
ρ(A) := max

i
|λi(A)|. Izuzetno značajna činjenica koju ćemo frekventno koristiti i po-

drazumevati jeste odnos proizvoljne konzistentne matrične norme i spektralnog radijusa.

Teorema 2 Za svaku konzistentnu matričnu normu ‖ · ‖ na Cn,n i svaku matricu
A ∈ Cn,n važi ρ(A) ≤ ‖A‖.

Dakle, sve konzistentne (a samim tim i prirodne) matrične norme locirane su na realnoj
osi desno od spektralnog radijusa. Med̄utim, činjenica vredna pomena jeste da med̄u njima
uvek postoji prirodna matrična norma koja je proizvoljno blizu spektralnog radijusa, o
čemu govori sledeća teorema, čiji dokaz ne navodimo.

Teorema 3 Za svaku kvadratnu matricu A ∈ Cn,n i za svako ε > 0 postoji prirodna
matrična norma ‖ · ‖ sa osobinom da je ρ(A) ≤ ‖A‖ ≤ ρ(A) + ε.

Lema 1 Neka su A,B ∈ Rn,n takve da je |A| ≤ B. Tada je ρ(A) ≤ ρ(B), što implicira da
je ρ(A) ≤ ρ(|A|).

Dokaz: Razlikujemo dva slučaja, s obzirom da pretpostavke povlače da je B ≥ 0.
Ako je B > 0, tada na osnovu Peron-Frobenijusove teoreme (detaljnije u [20]) znamo
da postoji vektor x > 0, takav da je Bx = ρ(B)x. S obzirom da je x pozitivan
vektor, uzimajući vektorsku normu njime definisanu, i njom indukovanu matričnu
zaključujemo da važi ‖B‖(x) = ‖Bx‖(x) = ‖ρ(B)x‖(x) = ρ(B)‖x‖(x) = ρ(B). Sa
druge strane, |A| ≤ B =⇒ ‖A‖(x) = ‖|A|‖(x) ≤ ‖B‖(x), na osnovu homogenosti,
te monotonosti matrične norme (za nenegativne matrice). Konačno, zaključujemo da
ρ(A) ≤ ‖A‖(x) ≤ ‖B‖(x) = ρ(B). U slučaju da je B ≥ 0, definǐsemo pomerenu matricu
Bε = B + εeeT , za neko ε > 0. Tada je Bε > 0 ali i |A| ≤ B < Bε, pa na osnovu
prethodnog rezultata zaključujemo da je ρ(A) ≤ ρ(Bε). Neprekidnost spektralnog
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radijusa implicira ρ(A) ≤ ρ(B), kada ε → 0. Primetimo, budući da važi |A| ≤ |A|,
sledi da je ρ(A) ≤ ρ(|A|). 4

Lema 2 Neka je A ∈ Rn,n nenegativna matrica. Ako postoje pozitivan vektor x ∈ Rn i
pozitivan skalar α sa osobinom da je Ax < αx, tada je ρ(A) < α.

Dokaz: Neka je A ≥ 0. Znajući da postoji x > 0 takvo da je Ax < αx, zaključujemo
da važi 0 ≤ α−1Ax < x. Posmatrajmo vektorsku normu definisanu pomoću datog
pozitivnog vektora x, i njom indukovanu matričnu normu. Tada je 1 = ‖x‖(x) >

‖α−1Ax‖(x) = α−1‖Ax‖(x) = α−1‖A‖(x) ≥ α−1ρ(A), koristeći monotonost vektorske
norme (za nenegativne vektore), kao i jednakost matrične i vektorske norme za neneg-
ativnu matricu. Napokon, ρ(A) < α. 4

Specijalno birajući da je α = 1, navodimo sledeću posledicu Leme 1.

Posledica 1 Neka je A ∈ Rn,n nenegativna matrica. Ako postoji pozitivan vektor
x ∈ Rn sa osobinom da je Ax < x, tada je ρ(A) < 1.

Konvergencija proizvoljnog niza matrica ka nula matrici može se okarakterisati konver-
gencijom brojnog niza normi tog proizvoljnog niza matrica ka nuli, o čemu svedoči naredno
tvrd̄enje.

Teorema 4 Neka je
{
A(k)

}
k∈N

proizvoljan niz matrica i neka je ‖ · ‖ proizvoljna
matrična norma. Tada važi:

lim
k→∞

A(k) = 0 ⇐⇒ lim
k→∞
‖A(k)‖ = 0.

Jedan od esencijalnih rezultata numeričke linearne algebre iz oblasti konvergencije ni-
zova i redova matrica odnosi se na karakterizaciju konvergencije stepenog niza matrica ka
nula matrici.

Teorema 5 Za svaku kvadratnu matricu A važi

lim
k→∞

Ak = 0 ⇐⇒ ρ(A) < 1.

Dokaz: (=⇒) Neka stepeni niz matrica teži nula matrici, to jest lim
k→∞

Ak = 0 i neka
je ‖ · ‖ proizvoljna konzistentna matrična norma. Tada je, na osnovu Teoreme 4,
lim
k→∞
‖Ak‖ = 0, odnosno postoji neko k, počev od kojeg je ‖Ak‖ < 1. Sa druge strane,

pošto za svaku matricu A važi da je ρ(A) ≤ ‖A‖, sledi da je (ρ(A))k = ρ(Ak) ≤ ‖Ak‖.
Dakle, počev od nekog k, imamo da je (ρ(A))k < 1, iz čega zaključujemo da mora biti
ρ(A) < 1.
(⇐=) Pretpostavimo da je ρ(A) < 1. Na osnovu Teoreme 3, postoji prirodna matrična
norma za koju je ‖A‖ < 1, pa je lim

k→∞
‖A‖k = 0. Kako je 0 ≤ ‖Ak‖ ≤ ‖A‖k, to sledi da

je lim
k→∞
‖Ak‖ = 0, odakle, na osnovu Teoreme 4, zaključujemo da je i lim

k→∞
Ak = 0. 4

U nastavku se podsećamo definicija nekih specijalnih klasa matrica. Pre svega, pažnju
posvećujemo klasi strogo dijagonalno dominantnih matrica, koje opisuju veliki broj prob-
lema u praksi.
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Definicija 3 Matrica A = [aij] ∈ Cn,n naziva se strogo dijagonalno dominantna ili,
kratko, SDD matrica, ako za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} važi

|aii| > ri(A) :=
n∑
j=1
j 6=i

|aij|.

Dalje se osvrćemo na definicije vezane za specijane znakovne strukture koje matrica
može posedovati.

Definicija 4 Za matricu A ∈ Rn,n kažemo da je Zoblika ako su joj svi vandijagonalni
elementi nepozitivni. Matrica je Z+oblika ako su joj dodatno svi dijagonalni elementi
pozitivni.

Za proizvoljnu regularnu matricu A ∈ Rn,n kažemo da je monotona ako je A−1 ≥ 0. S
tim u vezi, uvodimo i pojam M -matrica, na sledeći način.

Definicija 5 Matrica A ∈ Rn,n koja je Z oblika zove se M -matrica ako je monotona,
odnosno ukoliko je regularna i njena inverzna matrica nenegativna, tj. A−1 ≥ 0.

Teorema 6 Matrica A ∈ Rn,n koja je Zoblika je M -matrica ako i samo ako postoji
pozitivan vektor z, takav da je Az pozitivan vektor.

Lema 3 Neka su A,B ∈ Rn,n M-matrice, D ∈ Rn,n pozitivna dijagonalna, a C ∈ Rn,n

proizvoljna matrica. Tada važe sledeće implikacije:

1. A ≤ B =⇒ B−1 ≤ A−1,

2. A ≤ C ≤ D =⇒ C je M -matrica.

Dokaz:

1. Pretpostavimo da važi odnos A ≤ B. S obzirom da matrice A i B pripadaju
M -klasi, to su njihovi inverzi nenegativni. Množenje date nejednakosti najpre
sa leve strane sa A−1 ≥ 0, a potom i sa desne sa B−1 ≥ 0, ne samo da čuva
znak, već upravo proizvodi traženi odnos, B−1 ≤ A−1.

2. Neka je odnos triju matrica A ≤ C ≤ D. Dovoljno je pokazati da je C Z

oblika, te da je regularna, sa nenegativnim inverzom. Kako je D > 0, a njeni
vandijagonalni elementi nule, relacija C ≤ D obezbed̄uje Z oblik. Sa druge
strane, budući da je matrica A M -matrica, to znači da postoji x > 0 tako da
je Ax > 0. Množeći nejednakost A ≤ C pozitivnim vektorom x, očuvavamo
znak nejednakosti, pa zaključujemo da 0 < Ax ≤ Cx, što implicira da je C
M -matrica. 4
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Naročito interesantna klasa matrica fundamentalna za ovaj rad, sa uporǐstem u širokom
spektru primena, svakako jeste klasa H-matrica. Naime, poznato je da se pojam H-matrica
dobija uopštavanjem pojma M -matrica, i to na sledeći način.

Definicija 6 Za proizvoljnu matricu A = [aij] ∈ Cn,n, njoj pridružena matrica
M(A) := [µij] ∈ Rn,n definisana je sa

µij :=

 |aii|, i = j,

−|aij|, i 6= j.

Primetimo da je prethodna definicija obezbedila Z oblik pridružene matrice, M(A),
proizvoljne kvadratne kompleksne matrice A.

Definicija 7 Matrica A naziva se H-matrica ako i samo ako je njoj pridružena ma-
trica M(A) M -matrica, tj. ako je M(A) regularna i M(A)−1 ≥ 0. H matrica sa
pozitivnim dijagonalnim elementima naziva se H+ matrica.

Numerička linearna algebra poznaje i kategoriju takozvanih generalizovano dijagonalno
dominantnih matrica, koje reprezentuju uopštenje strogo dijagonalno dominantnih matrica.
Štavǐse, svaka H-matrica ujedno je i GDD, i obratno. Drugim rečima, reč je o terminima
koji su sinonimi.

Definicija 8 Matrica A = [aij] ∈ Cn,n naziva se generalizovano dijagonalno domi-
nantna ili, kratko, GDD matrica, ako postoji pozitivan vektor x = [x1, x2, . . . , xn]T ∈
Rn, takav da je

|aii|xi >
n∑
j=1
j 6=i

|xj za svako i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Proizvoljna realna kvadratna matrica A ∈ Rn,n je simetrična ako važi da je A = AT .

Definicija 9 Realna matrica A naziva se pozitivno definitna ako za svaki realan
vektor x 6= 0 važi da je xTAx > 0.

Definicija 10 Realna matrica A naziva se pozitivno semi-definitna ako za svaki re-
alan vektor x važi da je xTAx ≥ 0.

Realne pozitivno (semi-)definitne matrice moguće je okarakterisati preko odgovarajućeg
simetričnog dela. Naime, matrica A ∈ Rn,n je pozitivno (semi-)definitna ako i samo ako je
njen simetrični deo 1

2(AT + A) pozitivno (semi-)definitna matrica.
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Teorema 7 Ako je matrica A H-matrica, tada važi:

a) A je regularna,

b) |A−1| ≤ M(A)−1,

c) ρ(|D|−1|B|) < 1, pri čemu je A = D −B i D = diag(a11, a22, . . . , ann).

Dokaz:

a) Ako pretpostavimo da je A H-matrica, tada postoji pozitivna dijagonalna ma-
trica X koja skalira matricu A na SDD, takva da je AX SDD. Na osnovu
regularnosti klase SDD zaključujemo da matrica AX mora biti regularna, što
povlači regularnost matrice A.

b) Kako je A H-matrica, to znači da jeM(A) = [µij] M -matrica, to jestM(A) je
regularna i M(A)−1 ≥ 0. Ako su A = [aij], A−1 = [bij], tada

|AA−1|ij =
∣∣∣∣∣∑
k

aikbkj

∣∣∣∣∣ . (2.1)

Takod̄e, (
M(A)|A−1|

)
ij

=
∑
k

µik|bkj| = |aii||bij| −
∑
k 6=i
|aik||bkj|

≤ |aii||bij| −

∣∣∣∣∣∣
∑
k 6=i

aikbkj

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣|aii||bij| −
∣∣∣∣∣∣
∑
k 6=i

aikbkj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∑
k

aikbkj

∣∣∣∣∣ .

(2.2)

S obzirom da je E = AA−1, odnosno E = |E| = |AA−1|, na osnovu (2.1) i
(2.2) zaključujemo da je E ≥ M(A)|A−1|. Kako je M(A)−1 ≥ 0, množeći ovu
nejednakost sa leve strane sa M(A)−1 zaista dobijamo da je

|A−1| ≤ M(A)−1.

c) Neka je A H-matrica i A = D − B. To implicira da je M(A) = |D| − |B| M -
matrica, odnosno da postoji vektor z > 0 sa osobinom da jeM(A)z > 0 odnosno
|D|z > |B|z. Budući da je matrica |D| regularna i pozitivna, množeći prethodnu
nejednakost sa leve strane sa |D|−1 dobijamo da je z > |D|−1|B|z, a kako je
matrica |D|−1|B| nenegativna, Posledica 1 implicira da je ρ(|D|−1|B|) < 1. 4
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Definicija 11 Neka je A ∈ Rn,n. Ako postoje matrice M,N ∈ Rn,n, pri čemu je M
regularna, takve da je

A = M −N, (2.3)

onda (2.3) zovemo splitingom (razlaganjem) matrice A.

Razne kategorizacije splitinga matrice ponud̄ene su sledećom definicijom koja iste i sistem-
atizuje.

Definicija 12 Neka je A = M −N spliting matrice A. On je:

a) slabo regularan ako je M−1 ≥ 0 i M−1N ≥ 0,

b) regularan ako je M−1 ≥ 0 i N ≥ 0,

c) konvergentan ako je ρ(M−1N) < 1,

d) M-spliting ako je M M -matrica i N ≥ 0,

e) H-spliting ako je M(M)− |N | M -matrica,

f) H-kompatibilan ako je M(A) =M(M)− |N |.

Lema 4 Neka je A = M−N H-spliting. Tada su A i M H-matrice i važi da je ρ(M−1N) ≤
ρ(M(M)−1|N |) < 1, odnosno svaki H-spliting je konvergentan.

Dokaz: Budući da posmatramo H-spliting matrice A, što po definiciji znači da je
M(M) − |N | M -matrica, to znači da postoji x > 0 sa osobinom da je (M(M) −
|N |)x > 0. Drugim rečima, to implicira da jeM(M)x > |N |x ≥ 0 (pošto je |N | ≥ 0),
pa je posledično i matrica M(M) M -matrica, odnosno M je H-matrica.

Ostaje još da pokažemo da je A H-matrica. Dovoljno je proveriti da jeM(A) M -
matrica. S obzirom da u opštem slučaju važi ocena operatora Ostrovskog (cf. [21])
koja glasi M(A ± B) ≥ M(A) − |B|, zaključujemo da je M(A) = M(M − N) ≥
M(M)−|N |, a kako jeM(M)−|N | po pretpostavciM -matrica, to povlači egzistenciju
pozitivnog vektora x sa osobinom da je (M(M) − |N |)x > 0. Med̄utim, tada je
M(A)x ≥ (M(M) − |N |)x > 0, što povlači da je M(A) M -matrica, odnosno A

H-matrica.
Za drugi deo tvrd̄enja, iskoristimo činjenicu da, kako jeM(M)− |N | M -matrica,

to postoji pozitivan vektor x, sa osobinom da je (M(M) − |N |)x > 0, odnosno,
M(M)x > |N |x. S obzirom da je M H-matrica, odnosno važi da je M(M)−1 ≥ 0,
to je x >M(M)−1|N |x, stoga u svetlu Posledice 1 znamo da je ρ(M(M)−1|N |) < 1.
Primetimo da je |M−1N | ≤ |M−1||N |, pa na osnovu Teoreme 7, budući da je M

H-matrica, sledi da je |M−1N | ≤ M(M)−1|N |. Primenom Leme 1, dobijamo da je
ρ(M−1N) ≤ ρ(M(M)−1|N |), čime je tvrd̄enje kompletirano. 4
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Lema 5 Ako je A = M − N H-kompatibilni spliting i ako je A H-matrica, tada je A =
M −N H-spliting pa samim tim i konvergentan.

Dokaz: Neka je A = M−N H-kompatibilni spliting, odnosnoM(A) =M(M)−|N |.
Dodatno, ako pretpostavimo da jeAH-matrica, to povlači da jeM(A) =M(M)−|N |
M -matrica, odnosno da je spliting H, dok na osnovu prethodne leme znamo da je svaki
H-spliting ujedno i konvergentan. 4

U



3
Iterativni postupci

za rešavanje
sistema linearnih jednačina

U ovom poglavlju upoznajemo se sa iterativnim postupcima za rešavanje sistema linearnih
jednačina, ističemo prednosti istih nad klasičnim, direktnim postupcima u realnim prime-
nama, a posebnu pažnju posvećujemo njihovim relaksacionim varijantama.

Sistemi linearnih jednačina zauzimaju centralno mesto u univerzumu linearne algebre,
s obzirom da je jedan od osnovnih problema svih grana primenjene matematike upravo
analiza i rešavanje sistema odred̄enog broja jednačina u kojem figurǐse izvestan broj nepoz-
natih. Prvi pisani trag o problematici odred̄ivanja rešenja koje istovremeno zadovoljava
vǐse jednačina nalazimo na samom početku 8. poglavlja drevnog starokineskog rukopisa
Chiu-chang Suan-shu - Devet poglavlja umetnosti matematike, iz perioda oko 3. veka
pre nove ere. Od tada pa sve do danas, upravo su praktične primene bile te koje su
iznedrile sisteme linearnih jendačina, te opredelile i podstakle razvoj postupaka za njihovo
rešavanje. Rezultat čiji smo i mi svedoci, jesu brojne osmǐsljene metode, sa akcentom na
kontinuiranom usavršavanju postojećih, ali i snažnom podstreku za razvoj novih. Postupci
za rešavanje sistema linearnih jednačina klasifikovani su u dve, konceptualno i suštinski
suprotstavljene kategorije – direktne i iterativne.

Neka je data matrica A ∈ Rm,n i vektor b ∈ Rm. Pod sistemom m linearnih jednačina
sa n nepoznatih podrazumevamo svaku konjunkciju jednačina oblika

S :



a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
... ... ... ...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

, (3.1)

19
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pri čemu su koeficijenti aij ∈ R elementi matrice sistema A, bi ∈ R slobodni koeficijenti,
dok su xj ∈ R nepoznate koje je neophodno odrediti, 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n. Sistem S se
u matričnoj reprezentaciji zapisuje na sledeći način

Ax = b, odnosno


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
... ... . . . ...
am1 am2 . . . amn




x1

x2
...
xn

 =


b1

b2
...
bm

 , (3.2)

a njegovo rešavanje podrazumeva nalaženje vektora x = [x1, x2, . . . , xn]T koji zadovol-
java matričnu jednakost (3.2), odnosno sistem S definisan sa (3.1). Sa stanovǐsta imple-
mentacije, u praksi se najčešće podrazumevaju sistemi čije su matrice kvadratne i regularne,
što implicira jedinstvenost rešenja. Pod ovim elementarnim pretpostavkama, koje garan-
tuju postojanje inverza matrice sistema, sa teorijskog aspekta, rešenje sistema možemo
odrediti tako što ćemo pomnožiti jednakost (3.2) matricom A−1 sa leve strane,

x = A−1b,

i time problem (3.1), odnosno (3.2), zameniti računski zahtevnijim, vremenski skupljim –
problemom odred̄ivanja inverza matrice A.

Fundamentalni rezultat u vezi sa rešavanjem sistema linearnih jednačina sa proizvoljnom,
u opštem slučaju pravougaonom matricom sistema, zahvaljujući širokoj popularizaciji, dao
je Johann Carl Friedrich Gauss. Najpoznatiji postupak, nazvan njemu u čast Gausova
metoda eliminacije, sastoji se u transformaciji matrice sistema na gornju trougaonu, a
potom se rešenja dobijaju jednostavnom ”zamenom unatrag”. Mi ćemo, od sad pa na
dalje, podrazumevati kvadratne sisteme sa regularnom matricom, što obezbed̄uje egzis-
tenciju i jedinstvenost rešenja. I premda direktne metode do rešenja stižu nakon konačno
mnogo koraka, dimenzije samog sistema, struktura matrica i memorijsko-računske lim-
itacije često govore u prilog nepraktičnosti pomenutih metoda. Ako pored nepreciznosti u
smislu grešaka zaokruživanja, uzmemo u obzir i greške merenja, postavlja se elementarno
pitanje: U kojoj meri je sračunato rešenje zaista tačno?

Za razliku od direktnih, iterativni postupci odustaju od nalaženja tačnog rešenja. Os-
novna ideja iterativnih metoda jeste računanje i formiranje niza približnih rešenja, takoz-
vanih iteracija, koje će, pod izvesnim uslovima, konvergirati ka tačnom rešenju x? sistema,
za koje znamo da postoji i da je jedinstveno, zbog pretpostavke o regularnosti matrice A.
Iterativni niz koji biva generisan na osnovu datog algoritma (iterativnog pravila) je zapravo
niz aproksimacija tačnog rešenja, x(0), x(1), x(2), . . . , pri čemu je x(0) proizvoljni startni vek-
tor, koji je najčešće upravo nula vektor. Cilj iterativnih metoda jeste smanjenje greške,
odnosno udaljenosti aproksimacije od tačnog rešenja u svakom koraku. Superiornost iter-
ativnih metoda u odnosu na direktne oslikava se i u činjenici što se započeto računanje
približnih rešenja u svakom momentu može obustaviti, i startovati sa novim početnim
vektorom. To je dozvoljeno zbog činjenice da je konvergencija iterativnog postupka u pot-
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punosti okarakterisana osobinama iterativne matrice, koja je nezavisna od iteracija, zbog
čega izbor startnog vektora ne utiče na konvergenciju.

3.1 Opšti iterativni postupak

Upravo zbog uočenih prednosti i široke primene iterativnih metoda, u nastavku posebnu
pažnju posvećujemo okosnici ovih metoda – opštem iterativnom postupku. Najznačajniji
rezultat koji ćemo istaći jeste karakterizacija njegove konvergencije, pri čemu je ista u
potpunosti odred̄ena osobinama iterativne matrice.

Neka je A ∈ Cn,n regularna matrica i b ∈ Cn. Posmatrajući sistem linearnih jednačina
u matričnom zapisu

Ax = b, (3.3)

jedan od načina da formiramo iterativni postupak za njegovo rešavanje jeste da matricu A
zapǐsemo u obliku

A = M −N, pri čemu je M regularna matrica,

što nazivamo razlaganjem (splitingom) matrice A. S obzirom na uočeno razlaganje matrice
A, sistem (3.3) se ekvivalentno može predstaviti kao:

x = M−1Nx+M−1b, (3.4)

što je zapravo zapis sistema u formi nepokretne tačke. Ovaj reprezentacija je pogodna, jer
njen oblik prirodno generǐse odgovarajući iterativni postupak za rešavanje

x(k+1) = M−1Nx(k) +M−1b, k ≥ 0, (3.5)

pri čemu startni vektor x(0) biramo proizvoljno. Metod (3.5) naziva se opšti iterativni
postupak, a fundamentalni rezultat o njegovoj konvergenciji otkriva naredna teorema.

Teorema 8 Neka je A = M − N i neka je M regularna matrica. Tada iterativni
postupak (3.5) za svako x(0) konvergira ka tačnom rešenju x? sistema Ax = b ako i
samo ako je ρ(M−1N) < 1.

Dokaz:
Zarad jednostavnosti zapisa, predlažemo sledeću notaciju

T := M−1N, d := M−1b, f (k) := x(k) − x?,

što implicira da je opšti iterativni postupak

x(k+1) = Tx(k) + d, k ≥ 0.
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Vektor f (k) predstavlja k−ti rezidual. Tada je jasno da važi

f (0) = x(0) − x?,

f (1) = x(1) − x? = (Tx(0) + d)− (Tx? + d) = T (x(0) − x?) = Tf (0),

f (2) = x(2) − x? = (Tx(1) + d)− (Tx? + d) = T (x(1) − x?) = Tf (1) = T 2f (0),

...

f (k) = x(k) − x? = T (x(k−1) − x?) = Tf (k−1) = T kf (0). (3.6)

(⇐) Neka je ρ(T ) < 1. Pozivajući se na Teoremu 5, zaključujemo da je lim
k→∞

T k = 0,
pa, kako je f (0) nezavisno od k, (3.6) implicira da je lim

k→∞
f (k) = 0, odnosno sledi da

lim
k→∞

(x(k) − x?) = 0, dakle lim
k→∞

x(k) = x?.

(⇒) Neka je lim
x→∞

x(k) = x? za svaki startni vektor x(0). Tada je

0 = lim
k→∞

f (k) = lim
k→∞

T kf (0) za svako f (0).

Neka je i proizvoljan indeks kolone matrice T i neka je f (0) = ei, pri čemu je ei

i−ti vektor standardne baze (i−ta kolona jedinične matrice). Tada iz lim
k→∞

T kei = 0
zaključujemo da i−ta kolona matrice T k teži nula vektoru. S obzirom da ovo važi za
svako i, sledi da matrica T k teži nula matrici. Med̄utim, po Teoremi 5, to je potreban
i dovoljan uslov da je ρ(T ) < 1. 4

Komentar 1 Spektralni radijus u potpunosti daje odgovor na pitanje o konvergenciji, dok
to nije slučaj sa konzistentnim matričnim normama. Ako je neka konzistentna matrična
norma iterativne matrice manja od 1, tada je to dovoljan uslov za konvergenciju (za svaki
startni vektor), no ako je ona veća ili jednaka od 1, to ne daje dovoljne informacije za
zaključak.

Posledica 2 Ako je A = M −N i M regularna matrica, takva da je za neku konzis-
tentnu matričnu normu ‖M−1N‖ < 1, onda iterativni postupak (3.5) za svako x(0)

konvergira ka tačnom rešenju x? sistema Ax = b.

Od sad pa na dalje, pod standardnim razlaganjem matrice A, oblika

A = D − L− U,

ćemo podrazumevati razlaganje na njen dijagonalni (D), strogo donji trougaoni (L) i strogo
gornji trougaoni deo (U). Drugim rečima

D := diag(a11, a22, . . . , ann),
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(L)ij :=

 −aij za i > j,

0 za i ≤ j,
(U)ij :=

 −aij za i < j,

0 za i ≥ j.

Takod̄e, podrazumevaćemo da matrica A ima nenula dijagonalne elemente.

Jakobijev iterativni postupak

Ako u ulozi matrice M biramo matricu D, uz osvrt da je matrica D dijagonalna i regularna
(jer su svi dijagonalni elementi matrice A različiti od nule), iterativni postupak (3.5) postaje

x(k+1) = D−1(L+ U)x(k) +D−1b, k ≥ 0, x(0) proizvoljno, (3.7)

i naziva se Jakobijev iterativni postupak.
Jakobijev iterativni postupak najpoznatiji je predstavnik klase postupaka zajedničkog

koraka, pri čemu se za računanje komponenti nove, (k + 1)−ve iteracije, koriste isključivo
već sračunate komponente stare, k−te iteracije. Kako je u pitanju specijalnan slučaj opšteg
iterativnog postupka, konvergencija postupka (3.7) je posledica Teoreme 8.

Teorema 9 Jakobijev iterativni postupak (3.7) za svako x(0) konvergira ka tačnom
rešenju x? sistema Ax = b ako i samo ako je ρ(D−1(L+ U)) < 1.

Gaus-Zajdelov iterativni postupak

Ako sada, pak, u ulozi matrice M biramo matricu D − L, koja je donja trougaona i
regularna (pod pretpostavkom da su svi dijagonalni elementi matrice A nenula), pravilo
(3.5) postaje

x(k+1) = (D − L)−1Ux(k) + (D − L)−1b, k ≥ 0, x(0) proizvoljno, (3.8)

i poznato je pod nazivom Gaus-Zajdelov iterativni postupak. Ovaj postupak pripada
klasi takozvanih postupaka pojedinačnog koraka, pri čemu implementira ažuriranje svih
sračunatih komponenti, tako da pri odred̄ivanju komponenti nove iteracije koristi već
sračunate komponente te iste iteracije. Primenjujući rezultat Teoreme 8 na slučaj postupka
definisanog sa (3.8), dobijamo sledeći potreban i dovoljan uslov za njegovu konvergenciju.

Teorema 10 Gaus-Zajdelov iterativni postupak (3.8) za svako x(0) konvergira ka
tačnom rešenju x? sistema Ax = b ako i samo ako je ρ((D − L)−1U) < 1.

Poznato je da je pripadnost matrice sistema klasi SDD odnosno H-matrica uslov koji
garantuje globalnu konvergenciju kako Jakobijevog, tako i Gaus-Zajdelovog iterativnog
postupka.
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3.2 Relaksacioni postupci

Videli smo, u prethodnoj sekciji, da je konvergencija iterativnih postupaka u potpunosti
okarakterisana spektralnim radijusom iterativne matrice. Preciznije, postupak je konver-
girao za svaki startni vektor ka tačnom rešenju sistema ako i samo ako je spektralni radijus
iterativne matrice bio manji od 1. Pri tome, razlaganje matrice sistema i sama iterativna
matrica bile su konstantne i nezavisne od iteracije. Ako ipak dozvolimo da one zavise od
jednog ili vǐse parametara, pri tome i dalje nezavisne od iteracije, tada se odgovarajući
iterativni postupci nazivaju relaksacioni, a parametri koji u njima figurǐsu su relaksacioni
parametri. U pogledu efikasnosti, zna se da brzina konvergencije iterativnog postupka
zavisi od veličine spektralnog radijusa iterativne matrice B, i da je odred̄ena vrednošću
− ln ρ(B).

Postupci sa kojima smo se upoznali do sada bili su zasnovani na sledećem principu.
Nova, (k + 1)−va iteracija biva sračunata tako što se stara, k−ta iteracija, uveća za iznos
korekcije x(k+1)−x(k). Ono što karakterǐse relaksacione metode jeste ideja na kojoj počivaju,
a koja se sastoji u tome da se sračunata korekcija, pre nego što biva dodata na staru
iteraciju, relaksira, odnosno pomnoži nenula relaksacionim parametrom, ω 6= 0.

Najpre ćemo se osvrnuti na dobro poznate jednoparametarske familije postupaka relak-
sacije, JOR i SOR, kao generalizacije Jakobijevog i Gaus-Zajdelovog iterativnog postupka,
respektivno. Saznaćemo koji su to kriterijumimi izbora relaksacionog parametra koji garan-
tuju konvergenciju ovih metoda, a ovu sekciju privodimo kraju upoznajući se i sa AOR
postupkom, kao predstavnikom dvoparametarskih postupaka relaksacije.

JOR - postupak Jakobijeve relaksacije

Jakobijeva relaksacija (eng. Jacobi overrelaxation), ili skraćeno JOR metod, je general-
izacija Jakobijevog postupka u sledećem smislu. Nakon sračunate iteracije x(k), naredna,
x(k+1), se kod Jakobijevog postupka formira kao

x(k+1) = x(k) + (x(k+1) − x(k)), gde je Dx(k+1) = (L+ U)x(k) + b,

dok JOR postupak do nove iteracije dolazi sledećim putem

x(k+1) = x(k) + ω(x(k+1) − x(k)),

pri čemu je ω 6= 0. Izraz koji otkriva način formiranja JOR iterativne matrice je

LJOR(A, ω) := (1− ω)E + ωD−1(L+ U),
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a do istog se može doći ako u opštem iterativnom postupku, (3.5), u ulogama matrica koje
čine razlaganje matrice sistema, A, posmatramo, redom,

M = 1
ω
D, N =

(
1− 1

ω

)
D + L+ U.

Spoznajući da je JOR postupak zapravo specijalan slučaj opšteg iterativnog postupka,
potreban i dovoljan uslov za njegovu konvergenciju moguće je formulisati tvrd̄enjem koje
predstavlja odgovarajuću adaptaciju Teoreme 8 u svetlu izbora matrica M i N.

Teorema 11 JOR postupak za svako x(0) konvergira ka tačnom rešenju x? sistema
Ax = b ako i samo ako je ρ(LJOR(A, ω)) < 1.

SOR - postupak sukcesivne relaksacije

SOR postupak (akronim od successive overrelaxation) predstavlja generalizaciju Gaus-
Zajdelovog postupka, a zasnovan je na sličnom principu po kojem je JOR generalizovao
Jakobijev postupak. Naime, nakon iteracije x(k), naredna se kod Gaus-Zajdelovog postupka
formira kao

x(k+1) = x(k) + (x(k+1) − x(k)), gde je Dx(k+1) = Lx(k+1) + Ux(k) + b,

a kod SOR postupka imamo da je

x(k+1) = x(k) + ω(x(k+1) − x(k)),

uz ograničenje ω 6= 0. Takod̄e, ako u (3.5) biramo

M = 1
ω

(D − ωL), N =
( 1
ω
− 1

)
(D − ωL) + (1− ω)L+ U,

lako izvodimo oblik SOR iterativne matrice

LSOR(A, ω) := (D − ωL)−1
(

(1− ω)D + ωU
)
.

Uz učinjene izbore matrica M i N, kao i kod JOR postupka, i na ovom mestu navodimo
rezultat o konvergenciji.

Teorema 12 SOR postupak za svako x(0) konvergira ka tačnom rešenju x? sistema
Ax = b ako i samo ako je ρ(LSOR(A, ω)) < 1.

Podsetimo se i činjenice da izbor ω /∈ (0, 2) povlači da ni JOR ni SOR postupak ne
konvergiraju za svaki startni vektor ka tačnom rešenju sistema. Takod̄e, dovoljni uslovi za
konvergenciju oba postupka jesu da je matrica sistema SDD odnosno H, i da je ω ∈ (0, 1].
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AOR - postupak ubrzane relaksacije

Koncept ubrzane relaksacije u naučne tokove uveo je Hadjidimos [16]. U svom radu iz 1978,
Hadjidimos je ponudio teorijski okvir za postupke ubrzane relaksacije, koji su, suštinski,
dvoparametarsko uopštenje SOR iterativnog postupka, pri čemu iterativna matrica zavisi
od relaksacionog parametra (ω) i još jednog, dodatnog, parametra ubrzanja (σ).

Ako posmatramo sistem oblika Ax = b, i pretpostavimo standardno razlaganje matrice
sistema, A = D−L−U, tada je iterativni postupak koji definǐse AOR metod dat na sledeći
način

x(k+1) = LAOR(A, σ, ω)x(k) + dAOR(b, σ, ω), k ≥ 0,

gde su
LAOR(A, σ, ω) = (D − σL)−1 ((1− ω)D + (ω − σ)L+ ωU) ,

dAOR(b, σ, ω) = ω(D − σL)−1b.

Očigledno je da se AOR postupak može posmatrati i kao specijalan slučaj opšteg itera-
tivnog postupka (3.5), za izbor matrica

M = 1
ω

(D − σL), N =
( 1
ω
− 1

)
(D − σL) + (1− σ)L+ U.

Jasno, kao i za postupke do sada, i njegova konvergencija se može okarakterisati preko
svojstava iterativne matrice.

Teorema 13 AOR postupak za svako x(0) konvergira ka tačnom rešenju x? sistema
Ax = b ako i samo ako je ρ(LAOR(A, σ, ω)) < 1.

Opšti
iterativni
postupak

AOR

JOR Jakobi

SOR Gaus-
Zajdel

σ = 0

σ = ω

ω = 1

ω = 1

Slika 3.1: Odnos iterativnih postupaka

Varijante AOR postupka kao i njihov odnos za specifične izbore parametara σ i ω
ilustrovane su dijagram šemom 3.1. U nastavku prezentujemo rezultat, cf. [10], koji daje
ocenu spektralnog radijusa iterativne matrice AOR postupka sa gornje strane.
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Teorema 14 Neka je A = D − L − U standardno razlaganje matrice A čiji su svi
dijagonalni elementi različiti od nule, i za koju su, za svako i = 1, 2, . . . , n definisane
sledeće veličine

li = ri(D−1L) i ui = ri(D−1U).

Ako je 1− |σ|li > 0, i = 1, 2, . . . , n, tada važi ocena

ρ(LAOR(A, σ, ω)) ≤ max
i

|1− ω|+ |ω − σ|li + |ω|ui
1− |σ|li

.

Dokaz: Po definiciji spektralnog radijusa, potrebno je i dovoljno pokazati da je
maksimalni karakterističan koren iterativne matrice AOR postupka, uzet po mod-
ulu, manji ili jednak od definisane veličine. Ekvivalentno, pokazujemo da proizvoljni
karakteristični koren date matrice zadovoljava uočeno svojstvo. Dokaz teoreme bazi-
ramo na principu svodjenja na kontradikciju.
Pretpostavimo suprotno, da postoji karakteristični koren λ matrice LAOR(A, σ, ω),
takav da je

|λ| > max
i

|1− ω|+ |ω − σ|li + |ω|ui
1− |σ|li

,

što je ekvivalentno sa

|λ| > |1− ω|+ |ω − σ|li + |ω|ui
1− |σ|li

, i = 1, 2, . . . , n.

Imajući u vidu pretpostavku o znaku imenioca izraza sa desne strane, nakon kraćih
analiza dobijamo da, za i = 1, 2, . . . , n, važi sledeći lanac nejednakosti

|λ− 1 + ω| ≥ ||λ| − |1− ω||
≥ |λ| − |1− ω|
> |ω − σ|li + |λσ|li + |ω|ui
≥ |ω − σ + λσ|li + |ω|ui
= |ω + σ(λ− 1)|li + |ω|ui.

(3.9)

Definǐsući pomoćnu matricu

C := (λ− 1 + ω)D − (ω + σ(λ− 1))L− ωU,

relacije (3.9) impliciraju da matrica D−1C, a samim tim i C, pripada klasi SDD,
što obezbed̄uje njenu regularnost. Sa druge strane, s obzirom da je λ karakteristični
koren matrice LAOR(A, σ, ω), sledi da je

det(λE − LAOR(A, σ, ω)) = 0.
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Imajući u vidu da

λE − LAOR(A, σ, ω) = λ(D − σL)−1(D − σL)− (D − σL)−1 ((1− ω)D + (ω − σ)L+ ωU)
= (D − σL)−1 (λ(D − σL)− (1− ω)D − (ω − σ)L− ωU)
= (D − σL)−1 ((λ− 1 + ω)D − (ω + σ(λ− 1))L− ωU)
= (D − σL)−1C,

te da je determinanta proizvoda zapravo proizvod determinanti, to je

0 = det(λE − LAOR(A, σ, ω)) = det((D − ωL)−1)det(C),

odakle na osnovu regularnosti matrice (D − ωL)−1 zaključujemo da je matrica C

singularna, što je kontradikcija. 4

Teorema 15 Neka je A = D−L−U standardno razlaganje matrice sistema koja pri-
pada klasi SDD. Dalje, posmatrajmo iterativnu matricu SOR postupka sa parametrom
σ, LAOR(A, σ, σ), i veličine date sa

li = ri(D−1L), ui = ri(D−1U),

p = 2σ
1 + ρ(LAOR(A, σ, σ)) , s = 2

1 + ρ (|D|−1(|L|+ |U |)) ,

t = 2
1 + max

i
(li + ui)

.

Tada AOR postupak konvergira za svaki startni vektor x(0) ako parametri σ i ω zado-
voljavaju

0 ≤ σ < s, 0 < ω < max{p, t}

ili
0 < ω < t, max

i

−ω(1− li − ui) + 2 max{0, ω − 1}
2li

< σ < 0

ili
0 < ω < t, t ≤ σ < min

i

2 min{0, 1− ω}+ ω(1 + li − ui)
2li

.

Suština prethodne teoreme je u sledećem. Pod pretpostavkom da je A u klasi SDD, te
da su parametri AOR iterativne matrice izabrani na jedan od ponud̄enih načina, tada su

1− |σ|li > 0, i = 1, 2, . . . , n,

i
max
i

|1− ω|+ |ω − σ|li + |ω|ui
1− |σ|li

< 1,

pa je, na osnovu Teoreme 14, ρ(LAOR(A, σ, ω)) < 1, što je potreban i dovoljan uslov za
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konvergenciju AOR postupka.
Ostaje još da ustanovimo pod kojim uslovima AOR postupak konvergira ukoliko je ma-

trica sistema H-matrica. Ako A pripada klasi H, to znači da postoji pozitivna dijagonalna
matrica X, sa osobinom da je AX SDD. S obzirom da dijagonalna matrica množi sa leve
strane tako što skalira vrste, to je i X−1AX takod̄e SDD. Štavǐse, matrice A i X−1AX

su slične. Med̄utim, nije teško uočiti i da su njima odgovarajuće iterativne matrice AOR
postupka takod̄e slične, budući da važi odnos

LAOR(X−1AX, σ, ω) = X−1LAOR(A, σ, ω)X,

što povlači
ρ(LAOR(X−1AX, σ, ω)) = ρ(LAOR(A, σ, ω)). (3.10)

Teorema 16 Neka matrica sistema A, sa standardnim razlaganjem A = D − L− U,
pripada klasi H, pri čemu je X njena skalirajuća na SDD. Ako je izbor parametara σ
i ω učinjen kao u Teoremi 15, a za i = 1, 2, . . . , n

li = ri(X−1D−1LX) i ui = ri(X−1D−1UX),

tada AOR postupak konvergira za svaki startni vektor x(0).

Dokaz: Primenom rezultata Teoreme 15 na matricu X−1AX zaključujemo da za
dozvoljen izbor parametara imamo obezbed̄enu konvergenciju, to jest da je ispunjeno
ρ(LAOR(X−1AX, σ, ω)) < 1, pa u svetlu relacije (3.10) tvrd̄enje sledi. 4

U





4
Iterativni postupci

za rešavanje problema
linearne komplementarnosti

Sekcija pred nama predstavlja glavni deo ovog rada. Reč je o iterativnim metodama za
numeričko rešavanje problema linearne komplementarnosti koje su, imajući u vidu širok
dijapazon praktičnih primena, izuzetno atraktivna tema. Stoga, bez intencije da uman-
jimo njihov značaj, poglavlja za nama osmǐsljena su sa namerom da čitaoca upoznaju sa
esencijalnim alatima numeričke linearne algebre, te da nas na što koncizniji i pitkiji način
pripreme za uspešno razumevanje teorijskih osnova koje slede.

O praktičnoj važnosti problema linearne komplementarnosti svedoče raznolike primene
u realističnim modelima. Sistemi kako tehničkih i prirodnih ali i društvenih nauka, sfere
inženjerstva i modeliranja generalno, u kojima med̄udejstva materije ili, pak, interak-
cije ekonomskih subjekata na tržǐstu bivaju opisane matematičkim modelima optimiza-
cionih problema, sasvim prirodno produkuju probleme koji alatima numeričke optimizacije
efikasno bivaju transformisani u zapis LCP. Formalna postavka predstavlja samo delić sla-
galice na putu ka uspešnom razumevanju pojava i donošenju odluka. Drugi, nikako manje
bitan aspekt predstavlja analiza rešivosti, a potom, pod uslovom da ona daje potvrdan
odgovor, i analiza broja rešenja posmatranog problema. Treći, ne manje važan deo je anal-
iza stabilnosti i dobre uslovljenosti, ali se time nećemo baviti u ovom radu. Pre nego što
se posvetimo iterativnim metodama za rešavanje problema linearne komplementarnosti,
podsetićemo se rezultata do kojeg su došli Bai i Evans, cf. [3], koji govori o tome da
je pripadnost matrice sistema klasi H-matrica sa pozitivnim elementima na glavnoj di-
jagonali (H+ matrica) dovoljan uslov koji obezbed̄uje egzistenciju i jedinstvenost rešenja
pomenutog problema.

31
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Teorema 17 Neka je A ∈ Rn,n H+ matrica. Tada postoji rešenje z? za LCP (q, A) i
ono je jedinstveno.

Pretpostavka da je matrica sistema A problema LCP (q, A) iz klase H+ matrica nije
prevǐse restriktivna, s obzirom da primene u praksi kao takve često generǐsu matrice sa
pomenutom osobinom.

4.1 Modulske metode zasnovane na splitinzima

Problematika rešivosti, kao i algoritmi za odred̄ivanje rešenja LCP, prisutni su u svetu
numeričke linearne algebre kao česta i inspirativna tema. Pa ipak, prekretnica u načinu
na koji se ovom problemu pristupalo desila se onog trenutka kada je ponud̄ena ekviva-
lentna forma zapisa LCP u obliku jednačina sa apsolutnim vrednostima (absolute value
equations - AVE) [22]. Ono što je ovaj rezultat svrstalo u kategoriju prvoklasnih pris-
tupa jeste činjenica da se problem linearne komplementarnosti zapravo može zapisati u
formi jednačine nepokrente tačke u kojoj figurǐse i apsolutna vrednost nepoznatog vektora.
Pri tome nije teško proveriti da su nenegativni vektori |x| ± x, za proizvoljno x ∈ Rn,

med̄usobno ortogonalni, a znamo da se problem LCP (q, A) sastoji u pronalasku nenega-
tivnih vektora r i z, koji će ispuniti svojstvo ortogonalnosti, pri čemu su q i A unapred dati.
Posledica je eminentna, budući da zapis linearnog sistema u formi fiksne tačke prirodno
generǐse iterativni postupak za rešavanje. Lepota novog pristupa ogleda se u činjenici
da svet numeričke linearne algebre poznaje dovoljan broj iterativnih metoda za rešavanje
sistema linearnih jednačina koji su potekli upravo iz zapisa sistema u formi nepokretne
tačke, te da se isti vrlo elegantno mogu adaptirati na novi problem, sa ciljem identifikacije
rešenja. Iterativne metode ovog tipa razvio je Zhong-Zhi Bai i nazvao ih je modulskim
iterativnim metodama za LCP zasnovanim na splitinzima matrice sistema (modulus-based
matrix splitting iteration methods for linear complementarity problems) [2].

Teorema 18 Posmatrajmo spliting matrice A ∈ Rn,n dat sa A = M − N . Neka su
Ω1,Ω2 ≥ 0 i Ω,Γ > 0 kvadratne dijagonalne matrice reda n, pri čemu je Ω = Ω1 + Ω2.

Za LCP (q, A) važe sledeći iskazi:

i) Ako je (r, z) rešenje za LCP (q, A) , tada vektor x = 1
2(Γ−1z−Ω−1r) zadovoljava

implicitnu jednačinu nepokretne tačke (IJNT) datu sa

(MΓ + Ω1)x = (NΓ− Ω2)x+ (Ω− AΓ)|x| − q, (4.1)

ii) Ako x zadovoljava (4.1), tada je rešenje za LCP (q, A) dato sa

z = Γ(|x|+ x) i r = Ω(|x| − x). (4.2)
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Dokaz:

i) Kako je vektor z rešenje za LCP (q, A) , to je on nenegativan, te se može zapisati
u obliku z = Γ(|x|+ x), jer za ∀x ∈ Rn važi |x| ± x ≥ 0, s obzirom da je

|x|+ x =

2x, x ≥ 0,
0, x < 0,

|x| − x =

0, x ≥ 0,
−2x, x < 0.

Definǐsimo još jedan nenegativan vektor, r = Ω(|x| − x). Primetimo da je za
ovako odabrane z i r, x zaista predloženog oblika, to jest x = 1

2(Γ−1z − Ω−1r).
Lako se možemo uveriti da su ovako definisani vektori z i r med̄usobno ortogo-
nalni. Zaista, zT r = (|x|+ x)TΓTΩ(|x| − x) = 0, za svaki vektor x ∈ Rn. Jasno,
po konstrukciji, r = Az + q ako i samo ako je

Ω(|x| − x) = AΓ(|x|+ x) + q. (4.3)

Imajući na umu pretpostavljeno razlaganje matrice sistema, A = M −N, (4.3)
možemo zapisati u ekvivalentnom obliku implicitne jednačine nepokretne tačke,
odnosno, (MΓ + Ω1)x = (NΓ− Ω2)x+ (Ω− AΓ)|x| − q.

ii) Iz svega rečenog, jasno je da se (4.1) može ekvivalentno zapisati kao (4.3), stoga
za nenegativne vektore z i r date sa (4.2) imamo da je Az + q = r. Primetimo
da

(a) ako je xi > 0 tada su zi > 0 i ri = 0,

(b) ako je xi = 0 tada su zi = ri = 0,

(c) ako je xi < 0 tada su zi = 0 i ri > 0.

što implicira da je zT r = 0. Stoga je (r, z) rešenje za LCP (q, A) . 4

Teorema 18 govori o ekvivalentnom zapisu za LCP (q, A) koji je naročito pogodan
kada je reč o iterativnim postupcima zasnovanim na splitinzima matrice A i predstavlja
pomenuti rezultat do kojeg je došao Bai.

Tvrd̄enje nameće i pitanje izbora nekolicine parametara. Sa stanovǐsta teorijske analize,
a potom i njene propratne numeričke verifikacije, posmatraćemo slučaj: Ω1 = Ω, Ω2 =
0, Γ = γ−1E. Stoga, nakon predloženog pojednostavljenja, algebarskih sred̄ivanja izraza i
adekvatnih smena, Teorema 18 ima za posledicu sledeće tvrd̄enje.
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Posledica 3 Neka je A = M −N spliting matrice A ∈ Rn,n, Ω pozitivna dijagonalna
matrica i γ pozitivna konstanta. Tada, za LCP (q, A) važe sledeći iskazi:

i) Ako je (r, z) rešenje za LCP (q, A) , tada vektor x = 1
2γ(z − Ω−1r) zadovoljava

implicitnu jednačinu nepokretne tačke (IJNT) datu sa

(Ω +M)x = Nx+ (Ω− A)|x| − γq, (4.4)

ii) Ako x zadovoljava (4.4), tada je rešenje za LCP (q, A) dato sa

z = γ−1(|x|+ x) i r = γ−1Ω(|x| − x). (4.5)

Zapis nepokretne tačke iz (4.4) sasvim prirodno generǐse iterativni postupak baziran
na splitingu matrice A, sa ciljem rešavanja LCP (q, A) , koji formulǐsemo kao što sledi.

Metod 1 Modulski iterativni postupak zasnovan na splitingu matrice
Neka je A = M − N spliting matrice A ∈ Rn,n. Počevši od proizvoljnog startnog

vektora z(0) ∈ Rn
+, idući redom za k ≥ 0, sve dok se ne postigne konvergencija niza

{z(k)}∞k=0 ⊂ Rn
+, nalazimo x(k+1) ∈ Rn rešavajući linearni sistem

(Ω +M)x(k+1) = Nx(k) + (Ω− A)|x(k)| − γq (4.6)

i računamo narednu iteraciju
z(k+1) = 1

γ
(|x(k+1)|+ x(k+1)),

pri čemu je x(0) = 1
2γΩ−1((Ω − A)z(0) − q), Ω > 0 proizvoljno izabrana kvadratna

dijagonalna matrica reda n, a γ > 0 proizvoljno izabrana konstanta.

Metod 1 koji smo upravo definisali predstavlja generalizaciju ostalih modulskih itera-
tivnih metoda zasnovanih na splitinzima matrice, čija je detaljna specifikacija ponud̄ena
tabelom u nastavku, pri čemu je A = D − L− U standardno razlaganje matrice A.

metod opis M N Ω γ

M modulski A 0 E 1

MM modifikovan modulski A 0 αE 1

MJ modulski Jakobi D L+ U ? 2

MGS modulski Gaus-Zajdel D − L U ? 2

MSOR modulski SOR 1
α
D − L

( 1
α
− 1

)
D + U ? 2

MAOR modulski AOR 1
α

(D − βL) 1
α

[
(1− α)D + (α− β)L+ αU

]
? 2

Tabela 4.1: Varijante modulskih iterativnih postupaka zasnovanih na splitingu matrice;
oznaka ? na mestu parametra Ω u tabeli znači da je Ω proizvoljna pozitivna dijagonalna
matrica.
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Motivisani pričom o iterativnim postupcima za rešavanje sistema linearnih jednačina
o kojima je bilo reči u prethodnom poglavlju, zaključujemo da i iterativne metode za
rešavanje LCP generǐsu niz koji konvergira ka tačnom rešenju za svaki startni vektor pod
odred̄enim pretpostavkama. Najčešće se ti uslovi odnose na karakteristike same matrice
A, kao što je spliting, a u slučaju da je postupak relaksacione prirode, dodatni uslov koji
mora biti zadovoljen jeste pripadnost relaksacionih parametara oblasti koja obezbed̄uje
konvergenciju.

Neka je z? ∈ Rn
+ rešenje LCP (q, A) . Tada, na osnovu Posledice 3 i (4.4), zaključujemo

da x? = 1
2γ(z?−Ω−1r?) zadovoljava implicitno zadatu jednačinu nepokretne tačke (IJNT)

(M + Ω)x? = Nx? + (Ω− A)|x?| − γq, (4.7)

pri čemu je A = M − N spliting matrice A, Ω > 0 dijagonalna kvadratna matrica a γ

pozitivna konstanta. Oduzimajući (4.7) od (4.6) dobijamo

(M + Ω)(x(k+1) − x?) = N(x(k) − x?) + (Ω− A)(|x(k)| − |x?|),

ili ekvivalentno,

x(k+1) − x? = (M + Ω)−1N(x(k) − x?) + (M + Ω)−1(Ω− A)(|x(k)| − |x?|). (4.8)

Greška aproksimacije u (4.8) je osnov za rezultate o konvergenciji modulskih metoda zas-
novanih na splitinzima matrice. Primetimo, da bi niz {z(k)}∞k=0 bio konvergentan, to jest
lim
k→∞

z(k) = z?, dovoljno je pokazati konvergenciju niza {x(k)}∞k=0 definisanog pomenutom
metodom. Naročito interesantan slučaj jeste onaj koji podrazumeva da je matrica sistema
A u klasi H+ matrica, i on će, od sad pa na dalje, biti u žiži interesovanja, kao standardna
pretpostavka za sve iterativne metode koje slede.

Teorema 19 Neka je A ∈ Rn,n H+ matrica i A = M − N H-kompatibilni spliting
matrice A, odnosno M(A) = M(M) − |N |. Pretpostavimo da je Ω > 0 dijagonalna
matrica i γ > 0 data pozitivna konstanta. Ako Ω zadovoljava uslov Ω ≥ diag(M), tada
niz {z(k)}∞k=0, generisan iterativnim pravilom (4.6) konvergira ka jedinstvenom rešenju
z? ∈ Rn

+ LCP (q, A) za svaki startni vektor x(0) ∈ Rn.

Dokaz: Činjenica da je matrica A u klasi H+ matrica pa i u klasi H matrica, a
njen spliting H-kompatibilan, tj. M(A) = M(M) − |N |, na osnovu Lema 4 i 5
implicira da je A = M − N ujedno i H-spliting pa samim tim i konvergentan, te da
je matrica M takod̄e H+. Važi i M(A) ≤ M(M) ≤ diag(M), budući da je spliting
H-kompatibilan. Matrica M ∈ Rn,n, a samim tim i Ω + M su H+ matrice, a kako
je M(Ω +M) = Ω +M(M) (jer M i Ω imaju pozitivne dijagonalne elemente), to je
|(Ω+M)−1| ≤ (Ω+M(M))−1. Uzimajući apsolutnu vrednost leve i desne strane greške
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aproksimacije u (4.8), nakon sred̄ivanja dobijamo da je ocena greške aproksimacije

|x(k+1) − x?| ≤ |(M + Ω)−1||N ||x(k) − x?|+ |(M + Ω)−1|(|Ω−M |+ |N |)||x(k)| − |x?||
≤ (Ω +M(M))−1(|Ω−M |+ 2|N |)|x(k) − x?|.

(4.9)

Uz oznake
M̂Ω = Ω +M(M), N̂Ω = |Ω−M |+ 2|N |,

ÂΩ = (Ω−M(M)− |Ω−M |) + 2M(A), L̂Ω = M̂−1
Ω N̂Ω,

ocena apsolutne vrednosti greške iz (4.9) ekvivalentna je sa

|x(k+1) − x?| ≤ L̂Ω|x(k) − x?|.

Već smo konstatovali da konvergencija niza {x(k)}∞k=0 ka x? garantuje konvergenciju
niza {z(k)}∞k=0 ka z?. Dovoljno je, dakle, pokazati da je ρ(L̂Ω) < 1, što će obezbediti
da {x(k)}∞k=0 teži ka x?. Kako je Ω ≥ diag(M), to je Ω −M(M) − |Ω − M | = 0,
pa je ÂΩ = 2M(A), odnosno ÂΩ je M -matrica. Nije teško uočiti i da je L̂Ω zapravo
iterativna matrica koja odgovara splitingu matrice ÂΩ = M̂Ω − N̂Ω. Ovaj spliting
je ujedno i H-spliting, jer kako je M(M(M̂Ω)) = M(M̂Ω) i N̂Ω ≥ 0, važi da je
M(M̂Ω)− N̂Ω M -matrica, a znajući da je svaki H-spliting i konvergentan (cf. Lema
4) to je ρ(M̂−1

Ω N̂Ω) = ρ(L̂Ω) < 1, čime je tvrd̄enje pokazano. 4

4.2 Postupci zasnovani na multisplitinzima

Modulski iterativni postupak zasnovan na splitingu matrice sistema, definisan Metodom
1, predstavlja postupak koji obezbed̄uje način pronalaska rešenja za LCP (q, A) , dok su
uslovi njegove konvergencije ponud̄eni Teoremom 19. Pa ipak, imajući u vidu postojanje
raspoloživih vǐseprocesorskih resursa u praksi, koji sa stanovǐsta implementacije mogu
znatno ubrzati i pobolǰsati sam postupak numerǐskog rešavanja, Bai i Zhang su učinili
iskorak ka optimizaciji postojećeg metoda u smislu prilagod̄avanja i upotrebi svih prednosti
koje rad u vǐseprocesorskom ambijentu donosi [4]. S tim u vezi, definisali su modulski
iterativni postupak zasnovan na sinhronom multisplitingu matrice, koji je u potpunosti u
stanju da iskoristi brzinu paralelnog izračunavanja na raspoloživom broju procesora, i tako
numeričkim rezultatima potvrde efikasnost novog postupka u realnim primenama.

Definicija 13 Neka je ` dati prirodni broj sa osobinom ` ≤ n, a A = Mp − Np,

p = 1, 2, . . . , ` splitinzi matrice sistema i Ep ∈ Rn,n nenegativne dijagonalne matrice

sa osobinom
∑̀
p=1

Ep = E. Tada se kolekcija ured̄enih trojki oblika (Mp, Np, Ep)(p =

1, 2, . . . , `) naziva multispliting matrice A. Pri tome se matrice Ep(p = 1, 2, . . . , `)
nazivaju ponderi.
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Posmatrajući svaki od ` multisplitinga matrice A, u svetlu Posledice 3, zaključujemo
da je rešenje za LCP (q, A) dato sa

z = γ−1(|x|+ x) i r = γ−1Ω(|x| − x),

pod uslovom da vektor x zadovoljava svaku od ukupno ` IJNT oblika

(Ω +Mp)x = Npx+ (Ω− A)|x| − γq p = 1, 2, . . . , `.

Prelazak na ekvivalentan zapis rešenja problema LCP (q, A) u uslovima postojanja mul-
tisplitinga prirodno generǐse odgovarajući iterativni postupak za njegovo rešavanje. Ovaj
postupak nazivamo MSM - modulski iterativni postupak zasnovan na sinhronom multi-
splitingu matrice.

Metod 2 MSM za LCP (q, A)
Neka je (Mp, Np, Ep)(p = 1, 2, . . . , `) multispliting matrice A ∈ Rn,n. Za dati startni

vektor z(0) ∈ Rn
+ i iteracije k ≥ 0, sve dok se ne postigne konvergencija niza {z(k)}∞k=0 ⊂

Rn
+, računamo z(k+1) ∈ Rn

+ kao

z(k+1) = 1
γ

(|x(k+1)|+ x(k+1)),

a x(k+1) ∈ Rn kao matričnu konveksnu kombinaciju

x(k+1) =
∑̀
p=1

Epx
(k,p),

pri čemu vektore x(k,p) p = 1, 2, . . . , ` nalazimo rešavajući sisteme linearnih jednačina

(Ω +Mp)x(k,p) = Npx
(k) + (Ω− A)|x(k)| − γq p = 1, 2, . . . , `, (4.10)

gde je x(0) = 1
2γΩ−1((Ω− A)z(0) − q).

Kako sa teorijskog, tako i sa praktičnog stanovǐsta, MSM iterativni postupak poseduje
sve predispozicije za efikasan rad na paralelnim računarima. Posmatrajući Metod 2 i ini-
cijalno sproveden multispliting, prednost paralelnog izračunavanja ogleda se u sledećem.
Pod pretpostavkom da na raspolaganju imamo ` procesora (Slika 4.1), svakom od njih
u startu biva dodeljen odgovarajući multispliting matrice, A = Mp − Np i ponder Ep,
p = 1, 2, . . . , `. Dakle, u svakoj iteraciji k ≥ 0, svaki od procesora p rešava sistem linearnih
jednačina (4.10) i odred̄uje vektor x(k,p) - med̄urezultat koji odgovara aktivnosti p−tog
procesora u k−tom koraku. Konstruǐsući matričnu konveksnu kombinaciju med̄urezultata
x(k,p), pri čemu su koeficijenti u istoj matrice Ep, p = 1, 2, . . . , `, nalazimo x(k+1), a po-
tom i novu iteraciju u nizu aproksimacija rešenja LCP (q, A) , vektor z(k+1). Primetimo
da se svaki od sistema (4.10) rešava zasebno i nezavisno na odgovarajućem procesoru p,

u čemu se ogleda bit primene paralelnog izračunavanja. Napomenimo i to da izborom
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matrica Mp i Ep, p = 1, 2, . . . , ` možemo značajno uticati na raspodelu zadataka u pro-
cesu izračunavanja i time pospešiti brzinu istog. Ubrzanje je moguće i na račun izbora
pondera Ep, budući da komponente vektora x(k,p) koje odgovaraju nulama na glavnoj di-
jagonali pondera nije potrebno računati. Jasno je da u varijanti upotrebe samo jednog
procesora, ` = 1, MSM iterativni postupak postaje modulski iterativni postupak zasnovan
na splitingu matrice. Esencijalna prednost MSM postupka u odnosu na iterativne metode
zasnovane na sinhronim multisplitinzima (cf. [19], [1]), ogleda se u činjenici što se u slučaju
prvih u svakoj iteraciji rešava sistem linearnih jednačina oblika (4.10) umesto rešavanja
novih potproblema linearne komplementarnosti.

. . .CPU

2

cache

CPU

1

cache

DISK

CPU

`−1

cache

CPU

`

cache

MAIN MEMORY

Slika 4.1: Vǐseprocesorski paralelni računar

I premda je teorijska prednost MSM iterativnog postupka očigledna, pojednostavljenje
u implementaciji može se postići specijalnim izborom forme splitinga, što će obezbediti da
sistemi (4.10), koje je neophodno rešavati u svakoj iteraciji na odgovarajućem procesoru,
budu donji trougaoni. Tako dolazimo do pojma trougaonog multisplitinga.

Definicija 14 Neka je D = diag(A) i za p = 1, 2, . . . , ` definǐsimo matrice Lp i
Up = D − Lp − A, kao strogo donje trougaone i matrice sa nulama na dijagonali,
respektivno. Neka su matrice Ep ∈ Rn,n p = 1, 2, . . . , ` nenegativne dijagonalne sa

osobinom
∑̀
p=1

Ep = E. Tada se kolekcija ured̄enih trojki oblika (D − Lp, Up, Ep)(p =

1, 2, . . . , `) naziva trougaoni multispliting matrice A.

Birajući da su, za p = 1, 2, . . . , `, u MSM postupku

Mp = 1
α

(D − βLp) i Np = 1
α

((1− α)D + (α− β)Lp + αUp) ,

pri čemu su α i β relaksacioni parametri, dolazimo do MSMAOR metode.
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Metod 3 MSMAOR za LCP (q, A)
Neka je (D − Lp, Up, Ep)(p = 1, 2, . . . , `) trougaoni multispliting matrice A ∈ Rn,n.

Za dati startni vektor z(0) ∈ Rn
+ i iteracije k ≥ 0, sve dok se ne postigne konvergencija

niza {z(k)}∞k=0 ⊂ Rn
+, računamo z(k+1) ∈ Rn

+ kao

z(k+1) = 1
γ

(|x(k+1)|+ x(k+1)),

a x(k+1) ∈ Rn kao matričnu konveksnu kombinaciju

x(k+1) =
∑̀
p=1

Epx
(k,p),

pri čemu vektore x(k,p) p = 1, 2, . . . , ` nalazimo rešavajući sisteme linearnih jednačina

(αΩ+D−βLp)x(k,p) =
[
(1−α)D+(α−β)Lp+αUp

]
x(k)+α

[
(Ω−A)|x(k)|−γq

]
, (4.11)

gde je x(0) = 1
2γΩ−1((Ω− A)z(0) − q).

Budući da je klasični AOR iterativni postupak za rešavanje sistema linearnih jednačina
podrazumevao standardno razlaganje matrice sistema, a s obzirom da trougaoni spliting
predstavlja natklasu standardnih razlaganja, za iterativni postupak koji čini osnovu u
rešavanju ovih sistema kažemo da je varijanta AOR postupka. Kao što je AOR postupak,
kao dvoparametarska iterativna metoda, generalizovao Jakobijev i Gaus-Zajdelov postupak
za rešavanje sistema linearnih jednačina, tako i MSMAOR uopštava odgovarajuće postupke
MSM tipa (Tabela 4.2).

metod opis (α, β)

MSMJ modulski sinhroni Jakobijev multispliting (1, 0)

MSMGS modulski sinhroni Gaus-Zajdelov multispliting (1, 1)

MSMSOR modulski sinhroni SOR multispliting (α, α)

Tabela 4.2: Varijante MSMAOR postupka

Konvergencija za MSM i MSMAOR

Od sad pa na dalje, posmatraćemo probleme linearne komplementarnosti kod kojih je ma-
trica A iz klase H+ matrica. Obeležimo rešenje, čiju egzistenciju i jedinstvenost garantuje
Teorema 17, sa z?. Posmatrajući iterativne nizove {z(k)}∞k=0 ⊂ Rn

+ i {x(k)}∞k=0 ⊂ Rn gener-
isane MSM i MSMAOR iterativnim postupcima, budući da je z(k+1) = 1

γ
(|x(k+1)|+x(k+1))

važi
lim
k→∞

z(k) = z? ⇐⇒ lim
k→∞

x(k) = 1
2γ(z? − Ω−1r?) =: x?.



40 GLAVA 4. ITERATIVNI POSTUPCI ZA LCP

Dakle, da bismo pokazali konvergenciju niza {z(k)}∞k=0 ka rešenju LCP (q, A) dovoljno je da
pokažemo da je niz {x(k)}∞k=0 generisan Metodama 2 i 3 konvergentan, i da mu je granica
baš vektor x?.

Neka su (Mp, Np, Ep)(p = 1, 2, . . . , `) i (D − Lp, Up, Ep)(p = 1, 2, . . . , `) multispliting i
trougaoni multispliting matrice A, respektivno. Na osnovu Posledice 3 znamo da ako je
z? rešenje za LCP (q, A) , tada vektor x? = 1

2γ(z? − Ω−1r?) zadovoljava svaku od ` IJNT
(4.10) odnosno (4.11), odnosno

a) za MSM metod važi

(Ω +Mp)x? = Npx? + (Ω− A)|x?| − γq, p = 1, 2, . . . , `, (4.12)

b) za MSMAOR metod važi
(αΩ + D − βLp)x? =

[
(1 − α)D + (α − β)Lp + αUp

]
x? + α

[
(Ω − A)|x?| − γq

]
,

p = 1, 2, . . . , `.

Drugim rečima, vektor x? je tačno rešenje sistema (4.10) i (4.11), to jest ako konvergi-
raju, nizovi {x(k)}∞k=0 generisani MSM odnosno MSMAOR postupkom zaista konvergiraju
ka x?. U nastavku navodimo rezultat o konvergenciji MSM i MSMAOR iterativnih postu-
paka za rešavanje LCP (q, A) , do kojeg su došli Bai i Zhang, [4]. Za relaksacionu varijantu
postupka, MSMAOR, obezbed̄en je dodatni uslov na relaksacione parametre koji garantuje
konvergenciju iterativnog niza.

Teorema 20 Konvergencija MSM i MSMAOR postupaka
Neka je A ∈ Rn,n H+ matrica, pri čemu su D = diag(A), B = D − A i neka su

(Mp, Np, Ep)(p = 1, 2, . . . , `) i (D − Lp, Up, Ep)(p = 1, 2, . . . , `) redom multispliting i
trougaoni multispliting matrice A. Pretpostavimo da je γ > 0 i da Ω kao pozitivna
dijagonalna matrica ispunjava uslov Ω ≥ D.

i) Ako su razlaganja A = Mp −Np(p = 1, 2, . . . , `) H-kompatibilna, tada iterativni
niz {z(k)}∞k=0 generisan MSM iterativnim postupkom konvergira ka jedinstvenom
rešenju z? za LCP (q, A) za svaki startni vektor z(0) ∈ Rn

+.

ii) Ako trougaoni multispliting A = D − Lp − Up(p = 1, 2, . . . , `) zadovoljava os-
obinu M(A) = D − |Lp| − |Up|(p = 1, 2, . . . , `), tada iterativni niz {z(k)}∞k=0

generisan MSMAOR iterativnim postupkom konvergira ka jedinstvenom rešenju
z? za LCP (q, A) za svaki startni vektor z(0) ∈ Rn

+, pod uslovom da relaksacioni
parametri α i β budu izabrani na sledeći način

0 < β ≤ α <
1

ρ(D−1|B|) . (4.13)
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Dokaz: S obzirom na već izloženo, ostaje da pokažemo samo da je niz {x(k)}∞k=0

konvergentan. Oduzimajući (4.12) od (4.10), dobijamo da je

x(k,p) − x? = (Ω +Mp)−1
[
Np(x(k) − x?) + (Ω− A)(|x(k)| − |x?|)

]
, p = 1, 2, . . . , `,

na osnovu čega možemo odrediti grešku aproksimacije za MSM datu sa

x(k+1) − x? =
∑̀
p=1

Ep(Ω +Mp)−1
[
Np(x(k) − x?) + (Ω− A)(|x(k)| − |x?|)

]

=
∑̀
p=1

Ep(Ω +Mp)−1Np(x(k) − x?)

+
∑̀
p=1

Ep(Ω +Mp)−1(Ω− A)(|x(k)| − |x?|).

(4.14)

Slično, u slučaju MSMAOR postupka, nalazimo da važi

x(k,p) − x? = (αΩ +D − βLp)−1
[(

(1− α)D + (α− β)Lp + αUp
)
(x(k) − x?)

+α(Ω− A)(|x(k)| − |x?|)
]
, p = 1, 2, . . . , `,

pa je greška aproksimacije za isti

x(k+1) − x? =
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − βLp)−1
[(

(1− α)D + (α− β)Lp + αUp
)
(x(k) − x?)

+ α(Ω− A)(|x(k)| − |x?|)
]

=
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − βLp)−1
(
(1− α)D + (α− β)Lp + αUp

)
(x(k) − x?)

+ α
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − βLp)−1(Ω− A)(|x(k)| − |x?|).

(4.15)

Nakon što smo obavili neophodnu pripremu, prelazimo redom na dokaz delova
teoreme.

i) Budući da matrica A pripada klasi H+ matrica, a da su splitinzi A = Mp −
Np(p = 1, 2, . . . , `) H-kompatibilni, Lema 4 implicira da je spliting i H-spliting,
a potom, na osnovu Leme 5, sledi da je matrica Mp, a time i Ω +Mp u klasi H+

matrica. Stoga, imamo ocenu apsolutne vrednosti inverzne matrice sa gornje
strane (cf. Lema 7)

|(Ω +Mp)−1| ≤ M(Ω +Mp)−1 = (Ω +M(Mp))−1, p = 1, 2, . . . , `. (4.16)
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Uzimajući apsolutne vrednosti obe strane jednakosti u (4.14), upotrebom (4.16),
||x(k)|−|x?|| ≤ |x(k)−x?| (obrnuta nejednakost trougla), te algebarskim sred̄ivanjem
izraza dobijamo

|x(k+1) − x?| ≤ LMSM |x(k) − x?|,

pri čemu je
LMSM :=

∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1
(
|Np|+ |Ω− A|

)
.

S obzirom da su A = Mp−Np(p = 1, 2, . . . , `) H-kompatibilni splitinzi, odnosno

M(A) =M(Mp)− |Np|, p = 1, 2, . . . , `,

važi da je |Np| = M(Mp) −M(A) = M(Mp) − D + |B|, za p = 1, 2, . . . , `.
Dakle, izraz koji definǐse matricu LMSM

LMSM =
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1
(
|Np|+ |Ω− A|

)

=
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1
(
M(Mp)−M(A) + |Ω−D +B|

)

=
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1
(
(Ω +M(Mp))− (Ω +D) + |Ω−D|+ 2|B|

)

=
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1
(
(Ω +M(Mp))− 2D + 2|B|

)

=
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1(Ω +M(Mp))

+
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1(−2D + 2|B|)

= E + 2
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1(|B| −D)

= E − 2
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1D(E − J),

gde je J := D−1|B| ≥ 0, s obzirom da je A H+ matrica, uz notaciju D =
diag(A), B = D − A i |D| = D. Teorema 7 proizvodi da je ρ(D−1|B|) < 1.
Definǐsimo pomerenu matricu dobijenu od J kao Jε := J + εeeT > 0, za ε

dovoljno malo, takvo da je ρε := ρ(Jε) < 1 i e = [1, 1, . . . , 1]T ∈ Rn. Tada,

LMSM < E − 2
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1D(E − Jε)

i na osnovu Peron-Frobenijusove teoreme, znamo da postoji pozitivan vektor,
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vε > 0, takav da je Jεvε = ρεvε. Takod̄e,M(A) = D− |B| = D(E −D−1|B|) =
D(E − J). Množenjem sa vε > 0, sledi da

LMSMvε < vε − 2
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1D(E − Jε)vε

= vε − 2
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1D(vε − ρεvε)

= vε − 2(1− ρε)
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Mp))−1Dvε.

Označimo sa Dp = diag(Mp), p = 1, 2, . . . , `. Budući da su matrice Dp(p =
1, 2, . . . , `) pozitivne dijagonalne kao i Ω, one su i M−matrice, pa kako je Ω +
Dp ≥ Ω +M(Mp), na osnovu Leme 3 važi odnos

(Ω +M(Mp))−1 ≥ (Ω +Dp)−1, p = 1, 2, . . . , `

i ∑̀
p=1

Ep(Ω +Dp)−1 > 0

pri čemu se pozitivnost odnosi isključivo na dijagonalne elemente, jer je u pitanju
dijagonalna matrica, te kako je ρε < 1, zapravo dobijamo da važi sledeće

LMSMvε < vε − 2(1− ρε)
∑̀
p=1

Ep(Ω +Dp)−1Dvε < vε,

pa je ρ(LMSM) < 1 (cf. Posledica 1). Stoga, iterativni niz, {x(k)}∞k=0, a
samim tim i {z(k)}∞k=0 generisan MSM iterativnim postupkom konvergira ka
jedinstvenom tačnom rešenju za LCP (q, A) za svaki startni vektor z(0) ∈ Rn

+.

ii) Pre svega, D−βLp = αMp, pa je αΩ +D−βLp = α(Ω−Mp). Po pretpostavci,
spliting H+ matrice A, A = Mp−Np, je H-kompatibilan, stoga Lema 4 implicira
da je on ujedno i H-spliting, pa zaključujemo (cf. Lema 5) da su Mp H-matrice,
stoga su i α(Ω −Mp) takod̄e u klasi H-matrica. Otuda (cf. Teorema 7) važi
ocena

|(αΩ + d− βLp)−1| ≤ M(αΩ +D − βLp)−1 = (αΩ +D − β|Lp|)−1.

Dalje, za p = 1, 2, . . . , `, imamo i

|(1− α)D + (α− β)Lp + αUp| = |1− α|D + |(α− β)Lp + αUp|
≤ |1− α|D + |α− β||Lp|+ α|Up|.
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Na osnovu (4.15), posmatrajući apsolutne vrednosti, možemo dobiti ocenu greške
MSMAOR iterativnog postupka. Pri tome, znamo da je α ≥ β, kao i ||x(k)| −
|x?|| ≤ |x(k) − x?|. Rezultat glasi

|x(k+1) − x?| ≤ LMSMAOR(α, β)|x(k) − x?|,

pri čemu je

LMSMAOR(α, β) :=
∑̀
p=1

Ep(αΩ+D−β|Lp|)−1
[
|1−α|D+(α−β)|Lp|+α|Up|+α|Ω−A|

]
.

Imajući u vidu da je A = D−B, to je |Ω−A| = |Ω−D+B| = (Ω−D) + |B|,
uz pretpostavku da je Ω ≥ D. Sa druge strane, kako za trougaoni multispliting
A = D−Lp−Up(p = 1, 2, . . . , `) znamo da je H-kompatibilan, odnosnoM(A) =
D− |Lp| − |Up|(p = 1, 2, . . . , `), a na osnovu A = D−B slediM(A) = D− |B|,
zaključujemo da mora da je |B| = |Lp| + |Up|, p = 1, 2, . . . , `. Dakle, izraz za
matricu MSMAOR postupka postaje

LMSMAOR(α, β) =
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1
[
|1− α|D + (α− β)|Lp|

+ α|Up|+ α|Ω− A|
]

=
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1
[
|1− α|D + α|B| − β|Lp|

+ α
(
(Ω−D) + |B|

)]
=
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1
[
|1− α|D + α(Ω−D)

− β|Lp|+ 2α|B|
]

=
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1
[
(αΩ +D − β|Lp|)

+
(
|1− α| − α− 1

)
D + 2α|B|

]
= E −

∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1
(
1 + α− |1− α|

)
D − 2α|B|

)

= E −
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1D
(
1 + α− |1− α|

)
E − 2αJ

)

< E −
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1D
(
1 + α− |1− α|

)
E − 2αJε

)
,

gde je, kao i ranije, J := D−1|B| ≥ 0, a Jε := J + εeeT > 0, za ε dovoljno malo,
takvo da je ρε := ρ(Jε) < 1. Ponovo, na osnovu Peron-Frobenijusove teoreme,
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znamo da postoji pozitivan vektor, vε > 0, sa osobinom Jεvε = ρεvε.

To implicira da je

LMSMAOR(α, β)vε < vε −
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1D
(
1 + α− |1− α|

)
E − 2αJε

)
vε

= vε −
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1D
(
1 + α− |1− α|

)
vε − 2αJεvε

)

= vε − θε
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1Dvε,

gde je θε := 1 + α− |1− α| − 2αρε. Budući da važi 0 < α <
1

ρ(A−1|B|) , to je

θ := 1 + α− |1− α| − 2αρ(J) > 0,

a s obzirom da je spektralni radijus neprekidna funkcija po elementima matrice,
to možemo izabrati ε dovoljno malo, tako da je i θε > 0 (ρε −→ ρ, ε → 0).
Takod̄e, αΩ + D − β|Lp| = α(Ω + Mp) su H+ matrice, za p = 1, 2, . . . , `,
odnosnoM(αΩ +D− β|Lp|) = αΩ +D− β|Lp| su u klasi M -matrica. Uočimo
da je

αΩ +D − β|Lp| ≥ αΩ +D,

a kako je αΩ +D takod̄e M -matrica, Lema 3 obezbed̄uje

0 ≤ (αΩ +D − β|Lp|)−1 ≤ (αΩ +D)−1.

Na osnovu svega rečenog, dolazimo do zaključka da

LMSMAOR(α, β)vε < vε − θε
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1Dvε < vε.

Stoga je ρ(LMSMAOR(α, β)) < 1, što implicira da je niz {x(k)}∞k=0, pa samim
tim i niz {z(k)}∞k=0 generisan MSMAOR iterativnim postupkom konvergentan,
te da isti, za svaki startni vektor z(0) ∈ Rn

+, konvergira ka jedinstvenom tačnom
rešenju za LCP (q, A) . 4
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Pobolǰsanje oblasti konvergencije za MSMAOR

Primetimo da je konvergencija niza aproksimacija rešenja za LCP (q, A) , definisanog MS-
MAOR iterativnim postupkom, pokazana Teoremom 20, uz pretpostavku o specifičnom
odnosu relaksacionih parametara α i β. Naime, Bai i Zhang [4] su pretpostavili i dokazali
konvergenciju u slučaju da je relaksacioni parametar α veći ili jednak sa β, premda je
ova pretpostavka restriktivna i može biti izbegnuta, što je pobolǰsanje predloženo u [11].
Cvetković-Kostić popravka rezultirala je činjenicom da novi uslov produkuje širu oblast
konvergencije relaksacionih parametara od prvobitne, te da proširena oblast sadrži one
izbore relaksacionih parametara koji ubrzavaju konvergenciju iterativnog niza ka tačnom
rešenju za LCP (q, A) , a koji nisu bili obuhvaćeni dopustivim izborima u [4].

Pod pretpostavkom da trougaoni splitinzi matrice A koja je H+, dodatno zadovoljavaju
i osobinu M(A) = D − |Lp| − |Up|(p = 1, 2, . . . , `), možemo pisati Lp = Ξp ◦ (−A), pri
čemu je ◦ oznaka za Adamarov proizvod matrica i Ξp = [ξpij] je matrica sa osobinom

0 ≤ ξpij ≤ 1 za 1 ≤ j < i ≤ n i ξpij = 0 inače.

Definǐsemo i veličinu
ξ = max{ξpij : p = 1, 2, . . . , `, j < i}.

Teorema 21 Pobolǰsanje oblasti konvergencije za MSMAOR
Neka je A ∈ Rn,n H+ matrica i neka trougaoni multispliting A = D−Lp −Up(p =

1, 2, . . . , `) zadovoljava osobinuM(A) = D−|Lp|−|Up|(p = 1, 2, . . . , `). Pretpostavimo
da je γ > 0 i da Ω kao pozitivna dijagonalna matrica ispunjava uslov Ω ≥ D. Tada, it-
erativni niz {z(k)}∞k=0 generisan MSMAOR iterativnim postupkom konvergira ka jedin-
stvenom rešenju z? za LCP (q, A) za svaki startni vektor z(0) ∈ Rn

+, pod uslovom da su
relaksacioni parametri α i β izabrani tako da je

max{α, ξβ}ρ(D−1|B|) < min{1, α}. (4.17)

Dokaz: Pretpostavimo da je z? rešenje za LCP (q, A) . Na osnovu rezultata [4],
znamo da ako niz {x(k)}∞k=0 generisan MSMAOR iterativnim postupkom konvergira,
tada je njegova granica data sa x? = 1

2γ(z?−Ω−1r?) i pri tome je greška aproksimacije
(4.15). Ocena greške je

|x(k+1) − x?| ≤ LMSMAOR(α, β)|x(k) − x?|.

Primetimo da je

|(1− α)D + (α− β)Lp + αUp| = |(1− α)D|+ |(α− β)Lp + αUp|
= |1− α|D + |α(Lp + Up)− βLp|
= |1− α|D + |αB − βLp|

kao i α|Ω− A| = α|Ω−D +B| = α(Ω−D) + α|B| = αΩ− αD + α|B|.
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LMSMAOR(α, β) =
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1
[
|1− α|D + |αB − βLp|+ αΩ

− αD + α|B| ± β|Lp| ±D
]

=
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1
[
(αΩ +D − β|Lp|) +

(
|1− α|D

− αD −D + |αB − βLp|+ α|B|+ β|Lp|
)]

= E +
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1
[(
|1− α| − α− 1

)
D

+ |αB − βLp|+ α|B|+ β|Lp|
]

= E −
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1
[(

1 + α− |1− α|
)
D

− |αB − βLp| − α|B| − β|Lp|
]
.

Uočimo da važi:

1 + α− |1− α| = 1 + α−


1− α za α ≤ 1

α− 1 za α > 1

=


2α za α ≤ 1

2 za α > 1

= 2 min{1, α},

kao i

(
|αB − βLp|+ α|B|+ β|Lp|

)
ij

=



0 za i = j

|α(−aij)− βξpij(−aij)|
+ α| − aij|+ βξpij| − (aij)|

za i > j

2α|aij| za i < j,

pri čemu je
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|α(−aij)− βξpij(−aij)|+ α| − aij|+ βξpij| − (aij)| =

=


(α− βξpij + α + βξpij)|aij| za α ≥ βξpij

(−α + βξpij + α + βξpij)|aij| za α < βξpij

=


2α|aij| za α ≥ βξpij

2βξpij|aij| za α < βξpij

= 2 max{α, βξpij}|aij|
≤ 2 max{α, βξ}|aij|, ∀i, j ∈ N,

pa otuda važi i
(
|αB − βLp|+ α|B|+ β|Lp|

)
ij
≤ 2 max{α, βξ}|aij|, ∀i, j ∈ N.

Dakle, možemo zaključiti

|x(k+1) − x?| ≤ L̃MSMAOR(α, β)|x(k) − x?|,

gde je

L̃MSMAOR(α, β) := E − 2
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1
(

min{1, α}D −max{α, βξ}|B|
)

= E − 2
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1D
(

min{1, α}E −max{α, βξ}D−1|B|
)

= E − 2
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1D
(

min{1, α}E −max{α, βξ}J
)
.

Stoga je, za dokaz teoreme, dovoljno pokazati da je ρ(L̃MSMAOR(α, β)) < 1.
Budući da je ρ(D−1|B|) = ρ(J) < 1, kao i u prethodnom dokazu, možemo izabrati
dovoljno malo ε > 0 tako da ρε := ρ(Jε) < 1, pri čemu je Jε := J + εeeT . Tada,
na osnovu Peron-Frobenijusove teoreme, postoji pozitivan vektor, vε > 0, takav da
Jεvε = ρεvε. Dakle,

L̃MSMAOR(α, β)vε < vε − 2
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1D
(

min{1, α}E −max{α, βξ}Jε
)
vε

= vε − 2
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1D
(

min{1, α} −max{α, βξ}ρε
)
vε

= vε − 2θε
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|Lp|)−1Dvε,
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gde je
θε := min{1, α} −max{α, βξ}ρε.

Kako važi odnos M -matrica

αΩ +D − β|Lp| ≤ αΩ +D

Lema 3 povlači
(αΩ +D − β|Lp|)−1 ≥ (αΩ +D)−1 ≥ 0,

odnosno

L̃MSMAOR(α, β)vε < vε − 2θε
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D)−1Dvε

= vε − 2θε(αΩ +D)−1Dvε

= (αΩ +D)−1
(
αΩ +D − 2θεD

)
vε

= (αΩ +D)−1
(
αΩ + (1− 2θε)D

)
vε.

Ponovo, kako je ρε → ρ, za doboljno malo ε, (4.17) obezbed̄uje da je θε > 0. Tada
je 1−2θε < 1, odnosno αΩ+(1−2θε)D < αΩ+D, što povlači L̃MSMAOR(α, β)vε < vε,

odnosno ρ(L̃MSMAOR(α, β)) < 1, (cf. Posledica 1), čime je tvrd̄enje dokazano. 4

Ostaje da se zaista uverimo da nova oblast (4.17) predstavlja proširenje, i kao takva,
sadrži staru oblast konvergencije (4.13). Bai i Zhang pretpostavili su da oba relaksaciona
parametra α i β pripadaju intervalu

(
0, 1
ρ(D−1|B|)

)
, ali i da je α ≥ β, pa je oblast

konvergencije u (α, β)−ravni ilustrovana slikom 4.2.

α

β β = α

(0,0) 1/ρ

1/ρ

Slika 4.2: Oblast konvergencije iz (4.13)

Sa druge strane, posmatrajmo sada novu oblast definisanu sa (4.17). Pokažimo da je
ona zaista šira i da u tom smislu sadrži staru. To ćemo postići tako što ćemo istu zapisati
u ekvivalentnom obliku, pri čemu koristimo činjenicu da je max{A,B} < min{C,D} ako i
samo ako istovremeno važi da A < C, A < D, B < C i B < D. Dakle, da bi bilo ispunjeno
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da je
max{α, ξβ}ρ(D−1|B|) < min{1, α},

neophodno je da istovremeno važi

0 < α <
1

ρ(D−1|B|) , za α ≥ ξβ i α ≥ 1,

0 < α <
α

ρ(D−1|B|) , za α ≥ ξβ i α < 1,

0 < β <
1

ξρ(D−1|B|) , za α < ξβ i α ≥ 1,

0 < β <
α

ξρ(D−1|B|) , za α < ξβ i α < 1.

Budući da je ξ ∈ (0, 1], odnos stare (isprekidana linija) i nove oblasti (puna) je sledeći.

α

β

(0,0) 1/ρ1

1/ρ

1/(ξρ)
β = α

β = α/ξβ = α/(ξρ)

Slika 4.3: Odnos oblasti konvergencije iz (4.13) i (4.17)
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Numerički primeri

Da je pobolǰsanje teorijskih rezultata sa stanovǐsta praktičnih primena u smislu proširenja
oblasti konvergencije značajno, ilustrujemo numeričkim primerima koji slede. Rezultate
sistematizujemo tabelarno i prikazujemo grafički, crtajući oblasti za izbor relaksacionih
parametara α i β i nivo površi spektralnog radijusa matrice LMSMAOR(α, β), nad ravni
parametara α i β.

Videli smo da matrice Lp(p = 1, 2, . . . , `) iz trougaonih multisplitinga sa dodatnom
osobinom M(A) = D − |Lp| − |Up|(p = 1, 2, . . . , `) možemo predstaviti kao Lp = Ξp ◦
(−A), pri čemu su Ξp = [ξpi,j] strogo donje trougaone matrice sa elementima iz intervala
[0, 1]. Maksimalni element matrice Ξp označili smo sa ξ. Premda upotreba multisplitinga
omogućava rad u vǐseprocesorskom ambijentu, problematiku analize oblasti konvergencije
posmatraćemo pod pretpostavkom egzistencije samo jednog procesora (` = 1) i s tim u vezi
nećemo pisati donje indekse, p. To implicira da je Ep = E, a zarad jednostavnosti birajmo
Ω = D. Jedan primer trougaonog (multi)splitinga H+ matrice A, oblika A = D − L − U
koji ispunjava osobinu M(A) = D − |L| − |U | dajemo u nastavku.


2 1 0

−1 2 −1

0 −1 2


A

=


2 0 0

0 2 0

0 0 2


D

−


0 0 0

0.3 0 0

0 0.3 0


L

−


0 −1 0

0.7 0 1

0 0.7 0


U

.

Primetimo, dakle, da je matrica L zapravo deo donjeg trougla iz standardnog razla-
ganja, dok matrica U obuhvata gornji trougao kao i ostatak donjeg trougla matrice A

suprotnog znaka. Neka je standardno razlaganje matrice A dato sa A = DA − LA − UA.
Još jedno pojednostavljenje zarad lakše analize jeste pretpostavka o jednakosti elemenata
matrice Ξ, pa je L = ξ · LA. Na osnovu učinjenih pretpostavki, uvrštavanjem istih u izraz
za matricu MSMAOR postupka, nakon algebarskih sred̄ivanja, dobijamo

LMSMAOR(α, β) =
(

(1 + α)D − βξ|LA|
)−1[

|1− α|D + (α− β)ξ|LA|

+α|D + ξ(LA − A|+ α|D − A|
]
.

Rezultati praktičnih implementacija i numeričkih izračunavanja prezentovani su Tabelom
4.3, za svaku od matrica A1− A12 ponaosob i ξ ∈ {0.4, 1}. Podaci sugerǐsu da proširenje
oblasti konvergencije karakterǐse i praktični značaj, budući da spektralni radijus matrice
LMSMAOR(α, β) dostiže vidno manje vrednosti (CK val) za izbor relaksacionih parametara
iz proširene, od onih (BZ val) koji odgovaraju izborima iz inicijalne oblasti, što slikovito
ilustruju i grafici nivo površi spektralnog radijusa. Pri tome, oblasti izbora relaksacionih
parametara date su isprekidanom odnosno punom linijom, za (4.13) i (4.17), respektivno.
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Slika 4.4: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A1 sa oblastima parametara
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Slika 4.5: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A2 sa oblastima parametara
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Slika 4.6: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A3 sa oblastima parametara
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Slika 4.7: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A4 sa oblastima parametara
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Slika 4.8: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A5 sa oblastima parametara
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Slika 4.9: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A6 sa oblastima parametara
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Slika 4.10: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A7 sa oblastima parametara
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Slika 4.11: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A8 sa oblastima parametara
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Slika 4.12: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A9 sa oblastima parametara
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Slika 4.13: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A10 sa oblastima parametara
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Slika 4.14: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A11 sa oblastima parametara
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Slika 4.15: Nivo površi za ρ(LMSMAOR(α, β)) i matricu A12 sa oblastima parametara
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4.3 Postupci zasnovani na
dvofaznim multisplitinzima

U prethodnoj sekciji posvećenoj MSM iterativnom metodu kao i relaksacionim varijan-
tama istog, generalizovanima kroz MSMAOR postupak, istakli smo prednost upotrebe
vǐseprocesorskih jedinica koju su uočili i formulisali Bai i Zhang. Pod pretpostavkom
da na raspolaganju imamo ` procesorskih jedinica, možemo izvršiti multispliting matrice,
A = Mp − Np, (p = 1, 2, . . . , `), sa namerom da iskoristimo prednosti o kojima smo već
govorili. Pa ipak, kada je reč o praktičnim primenama, ovi multisplitinzi su neretko uslovl-
jeni samom prirodom inicijalnog problema, što može dovesti do neravnomerne distribucije
zadataka med̄u procesorima, a time i redukcije efekta rada u vǐseprocesorskom režimu.
Izmed̄u ostalog, budući da rešavanje podsistema linearnih jednačina datih sa (4.10), koji
mogu biti velikih dimenzija, u svakoj iteraciji k i na svakom procesoru p može dodatno us-
poriti ceo proces, Bai i Zhang ponudili su novo rešenje u vidu dodatnog splitinga na nivou
podsistema (4.10), a metod su nazvali modulskim sinhronim dvofaznim multisplitingom -
MSTM. Pokazali su da drugi korak multisplitinga za rešavanje podsistema osim iterativnih
postupaka može uključiti i relaksacione varijante, a numeričkim primerima ilustrovali su
prednosti upotrebe dvofaznih multisplitinga (cf. [5]).

Definicija 15 Neka je (Mp, Np, Ep)(p = 1, 2, . . . , `) multispliting matrice sistema A
za LCP (q, A) . Posmatrajmo i splitinge matrica Mp oblika Mp = Fp − Gp, redom za
p = 1, 2, . . . , `. Kolekcija ured̄enih trojki oblika (Mp : Fp, Gp;Np;Ep)(p = 1, 2, . . . , `)
reprezentuje dvofazni multispliting matrice A.

CPU. . .
p

cache

MAIN MEMORY

. . .
1

2

3

νpx(k,p,νp)

k

Slika 4.16: Princip dvofaznog multisplitinga

Dvofazni multispliting predstavlja fundamentalni koncept koji pruža mogućnost za
definisanje dvofazne sinhrone modulske iterativne metode, MSTM, gde je druga faza zas-
novana na splitingu matrice Mp, Mp = Fp −Gp(p = 1, 2, . . . , `).
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Metod 4 MSTM za LCP (q, A)
Neka je (Mp : Fp, Gp;Np;Ep)(p = 1, 2, . . . , `) dvofazni multispliting matrice A ∈

Rn,n i νp(p = 1, 2, . . . , `) prirodni brojevi. Za dati startni vektor z(0) ∈ Rn
+ i iteracije

k ≥ 0, sve dok se ne postigne konvergencija niza {z(k)}∞k=0 ⊂ Rn
+, računamo z(k+1) ∈ Rn

+

kao
z(k+1) = 1

γ
(|x(k+1)|+ x(k+1)),

a x(k+1) ∈ Rn kao matričnu konveksnu kombinaciju

x(k+1) =
∑̀
p=1

Epx
(k,p,νp),

pri čemu vektore x(k,p,νp) p = 1, 2, . . . , ` nalazimo rešavajući sisteme linearnih jednačina
(Ω + Fp)x(k,p,j+1) = Gpx

(k,p,j) + b(k,p)

p = 1, 2, . . . , `

j = 0, 1, . . . , νp − 1

(4.18)

gde su b(k,p) = Npx
(k) +(Ω−A)|x(k)|−γq, x(k,p,0) = x(k) i x(0) = 1

2γΩ−1((Ω−A)z(0)−q).

Kao što je to bio slučaj kod MSM metode, i MSTM iterativni postupak svoj potenci-
jal ispoljava radom u režimu paralelnih izračunavanja. Metod 4 sa inicijalno sprovedenim
dvofaznim multisplitingom funkcionǐse na sledeći način. Imajući na raspolaganju ` pro-
cesora, svakom od njih u startu pridružimo odgovarajući dvofazni multispliting matrice,
A = Fp−Gp−Np, ponder Ep, p = 1, 2, . . . , `, i definǐsemo proizvoljan prirodan broj νp koji
će predstavljati broj podsistema koje ćemo rešavati na odgovarajućem procesoru p u svakoj
iteraciji k. Rešavajući tih νp uvezanih sistema oblika (4.18) pronalazimo vektor x(k,p,νp) kao
med̄urezultat koji odgovara aktivnosti p−tog procesora u k−tom koraku. Zatim, kon-
struǐsemo matričnu konveksnu kombinaciju med̄urezultata x(k,p,νp), pri čemu su koeficijenti
u istoj matrice Ep, p = 1, 2, . . . , `, i dobijamo vektor x(k+1), a odmah zatim i novu iteraciju u
nizu aproksimacija rešenja LCP (q, A) , vektor z(k+1). Kao i kod Metode 2, svaki od ukupno
νp podsistema (4.18) rešava se zasebno i nezavisno na odgovarajućem procesoru p. Matrice
Mp, Fp i Ep, p = 1, 2, . . . , ` moguće je izabrati na način koji će pospešiti ravnomerniju
raspodelu zadataka u procesu izračunavanja, i time posredno uticati na brzinu. Ubrzanje
se postiže i zavisno od izbora pondera Ep, budući da komponente vektora x(k,p,νp) koje
odgovaraju nulama na glavnoj dijagonali pondera nije potrebno računati. Izborom νp = 1
i Gp = 0, p = 1, 2, . . . , `, MSTM iterativni postupak svodimo na MSM metod, odnosno ne
činimo drugi korak u multisplitingu.

Budući da Metod 4 podrazumeva rešavanje νp podsistema linearnih jednačina na odgo-
varajućem procesoru p u svakoj iteraciji k, pojednostavljenje u implementaciji može se
postići specijalnim izborom forme splitinga, što će obezbediti da sistemi (4.18), koje je
neophodno rešavati u svakoj iteraciji na odgovarajućem procesoru, budu donji trougaoni.
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Tako dolazimo do pojma dvofaznog trougaonog multisplitinga.

Definicija 16 Neka je D = diag(A). Za svako p = 1, 2, . . . , `, definǐsemo sledeće
delove matrice Mp: dijagonalne D(M)

p = diag(Mp), strogo donje trougaone L(M)
p i

matrice U (M)
p sa nulama na dijagonali, tako da je ispunjeno Mp = D(M)

p −L(M)
p −U (M)

p .

Tada kolekciju ured̄enih trojki oblika (Mp : D(M)
p −L(M)

p , U (M)
p ;Np;Ep)(p = 1, 2, . . . , `)

nazivamo dvofazni trougaoni multispliting matrice A.

Specijalno birajući da su redom, za p = 1, 2, . . . , `,

Fp = 1
α

(D(M)
p − βL(M)

p ) i Gp = 1
α

((1− α)D(M)
p + (α− β)L(M)

p + αU (M)
p ),

MSTM postupak definisan Metodom 4 biva preveden u MSTMAOR varijantu, pri čemu
su α i β parametri relaksacije. Iterativni postupci generalizovani MSTMAOR metodom
prikazani su Tabelom 4.4, a kao i ranije, budući da druga faza u splitingu matrice Mp

(p = 1, 2, . . . , `) podrazumeva širu klasu od pojma standardnog razlaganja (matrica U (M)
p

nije strogo gornja trougaona), odgovarajuća uopštenja nazivamo postupcima AOR tipa.

Metod 5 MSTMAOR za LCP (q, A)
Neka je (Mp : D(M)

p − L(M)
p , U (M)

p ;Np;Ep)(p = 1, 2, . . . , `) dvofazni trougaoni mul-
tispliting matrice A ∈ Rn,n i νp(p = 1, 2, . . . , `) prirodni brojevi. Za dati startni vektor
z(0) ∈ Rn

+ i iteracije k ≥ 0, sve dok se ne postigne konvergencija niza {z(k)}∞k=0 ⊂ Rn
+,

računamo z(k+1) ∈ Rn
+ kao

z(k+1) = 1
γ

(|x(k+1)|+ x(k+1)),

a x(k+1) ∈ Rn kao matričnu konveksnu kombinaciju

x(k+1) =
∑̀
p=1

Epx
(k,p,νp),

pri čemu vektore x(k,p,νp) p = 1, 2, . . . , ` nalazimo rešavajući sisteme linearnih jednačina

(αΩ +D(M)
p − βL(M)

p )x(k,p,j+1) =
[
(1− α)D(M)

p + (α− β)L(M)
p + αU (M)

p

]
x(k,p,j) + αb(k,p)

p = 1, 2, . . . , `

j = 0, 1, . . . , νp − 1

gde su b(k,p) = Npx
(k) +(Ω−A)|x(k)|−γq, x(k,p,0) = x(k) i x(0) = 1

2γΩ−1((Ω−A)z(0)−q).
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metod opis (α, β)

MSTMJ modulski sinhroni dvofazni Jakobijev multispliting (1, 0)

MSTMGS modulski sinhroni dvofazni Gaus-Zajdelov multispliting (1, 1)

MSTMSOR modulski sinhroni dvofazni SOR multispliting (α, α)

Tabela 4.4: Varijante MSTMAOR postupka

Konvergencija za MSTM i MSTMAOR

Po ugledu na rezultate o konvergenciji u prethodnoj sekciji vezanoj za postupke MSM i
MSMAOR, i dvofazne varijante istih dale su slične rezultate. Uz uvodne pretpostavke
kao kod pomenutih metoda, dodatno ćemo pretpostaviti da su (Mp : Fp, Gp;Np;Ep)(p =
1, 2, . . . , `) i (Mp : D(M)

p −L(M)
p , U (M)

p ;Np;Ep)(p = 1, 2, . . . , `) redom dvofazni multispliting
i dvofazni trougaoni multispliting matrice A. Tada:

a) za MSTM metod važi

(Ω + Fp)x? = Gpx? +Npx? + (Ω− A)|x?| − γq, p = 1, 2, . . . , `,

b) za MSTMAOR metod važi

(αΩ +D(M)
p − βL(M)

p )x? =
[
(1− α)D(M)

p + (α− β)L(M)
p + αU (M)

p

]
x?

+ α
[
Npx? + (Ω− A)|x?| − γq

]
, p = 1, 2, . . . , `.

U nastavku pažnju posvećujemo rezultatu koji su formulisali Bai i Zhang [5], vezanom
za konvergenciju MSTM i MSTMAOR iterativnih postupaka.

Teorema 22 Konvergencija MSTM i MSTMAOR postupaka
Neka je A ∈ Rn,n H+ matrica, pri čemu su D = diag(A), B = D−A i neka su (Mp :

Fp, Gp;Np;Ep)(p = 1, 2, . . . , `) i (Mp : D(M)
p −L(M)

p , U (M)
p ;Np;Ep)(p = 1, 2, . . . , `) redom

dvofazni multispliting i dvofazni trougaoni multispliting matrice A. Pretpostavimo da
je γ > 0 i da Ω kao pozitivna dijagonalna matrica ispunjava uslov Ω ≥ D.

i) Ako su A = Mp −Np i Mp = Fp − Gp (p = 1, 2, . . . , `) H-kompatibilni splitinzi,
tada iterativni niz {z(k)}∞k=0 generisan MSTM iterativnim postupkom konvergira
ka jedinstvenom rešenju z? za LCP (q, A) za svaki startni vektor z(0) ∈ Rn

+ i
proizvoljne prirodne brojeve νp(p = 1, 2, . . . , `).

ii) Ako su A = Mp − Np(p = 1, 2, . . . , `) H-kompatibilni splitinzi i ako Mp =
D − L(M)

p − U (M)
p (p = 1, 2, . . . , `) zadovoljavaju osobinu M(Mp) = D − |L(M)

p | −
|U (M)

p |(p = 1, 2, . . . , `), pri čemu je diag(Mp) = D, tada iterativni niz {z(k)}∞k=0

generisan MSTMAOR iterativnim postupkom konvergira ka jedinstvenom rešenju
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z? za LCP (q, A) za svaki startni vektor z(0) ∈ Rn
+ i proizvoljne prirodne brojeve

νp(p = 1, 2, . . . , `), pod uslovom da relaksacione parametre α i β biramo tako da
važi

0 < β ≤ α <
1

ρ(D−1|B|) . (4.19)

Dokaz: Po načinu na koji je metod MSTM definisan, znamo da x(k+1) =
∑̀
p=1

Epx
(k,p,νp),

k ≥ 0, p = 1, 2, . . . , `. Kao što smo videli, poznato je da se vektori x(k,p,νp) dobijaju
tako što svaki od ` procesora izračunava νp podsistema linearnih jednačina oblika


(Ω + Fp)x(k,p,j+1) = Gpx

(k,p,j) + b(k,p)

p = 1, 2, . . . , `

j = 0, 1, . . . , νp − 1

odnosno

x(k,p,j+1) = (Ω + Fp)−1Gpx
(k,p,j) + (Ω + Fp)−1b(k,p)

=
(
(Ω + Fp)−1Gp

)νp

x(k) +
νp−1∑
i=0

(
(Ω + Fp)−1Gp

)i
(Ω + Fp)−1

· (Npx
(k) + (Ω− A)|x(k)| − γq)

pa je nova iteracija niza {x(k)}∞k=0

x(k+1) =
∑̀
p=1

Ep

[(
(Ω + Fp)−1Gp

)νp

x(k) +
νp−1∑
i=0

(
(Ω + Fp)−1Gp

)i
(Ω + Fp)−1

· (Npx
(k) + (Ω− A)|x(k)| − γq)

]
,

(4.20)

dok vektor x? zadovoljava sledeću jednakost

x? =
∑̀
p=1

Ep

[(
(Ω + Fp)−1Gp

)νp

x? +
νp−1∑
i=0

(
(Ω + Fp)−1Gp

)i
(Ω + Fp)−1

· (Npx? + (Ω− A)|x?| − γq)
]
.

(4.21)

Oduzimajući (4.21) od (4.20) dobijamo grešku aproksimacije za MSTM metod

x(k+1) − x? =
∑̀
p=1

Ep

[(
(Ω + Fp)−1Gp

)νp(x(k) − x?) +
νp−1∑
i=0

(
(Ω + Fp)−1Gp

)i
(Ω + Fp)−1

· (Np(x(k) − x?) + (Ω− A)(|x(k) − x?|))
]
.

(4.22)
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Analognim postupkom moguće je izvesti izraz koji predstavlja grešku aproksimacije
za MSTMAOR postupak,

x(k+1) − x? =
∑̀
p=1

Ep

[(
(αΩ +D − βL(M)

p )−1[(1− α)D + (α− β)L(M)
p + αU (M)

p ]
)νp

· (x(k) − x?)

+
νp−1∑
i=0

(
(αΩ +D − βL(M)

p )−1[(1− α)D + (α− β)L(M)
p + αU (M)

p ]
)i

· α(αΩ +D − βL(M)
p )−1

· (Np(x(k) − x?) + (Ω− A)(|x(k) − x?|))
]
.

(4.23)

i) S obzirom da su A = Mp −Np(p = 1, 2, . . . , `) H-kompatibilni splitinzi matrice
A koja je H+ matrica po pretpostavci, to je dati spliting i H-spliting, a time
su matrice Mp(p = 1, 2, . . . , `) takod̄e u klasi H+ matrica. Analogno, budući da
Mp = Fp − Gp(p = 1, 2, . . . , `) predstavljaju H-kompatibilne splitinge matrica
Mp za koje smo ustanovili da su H+ i Ω po pretpostavci pozitivna dijagonalna
matrica, zaključujemo da su Fp, a samim tim i matrice Ω + Fp(p = 1, 2, . . . , `)
takod̄e H+. Stoga, pozivajući se na Teoremu 7, konstatujemo da

|(Ω + Fp)−1| ≤ M(Ω + Fp)−1 = (Ω +M(Fp))−1, p = 1, 2, . . . , `.

Posmatrajući apsolutne vrednosti grešaka aproksimacija u (4.22), odnosno ocene
grešaka aproksimacije za MSTM, dobijamo

|x(k+1) − x?| ≤ LMSTM |x(k) − x?|, (4.24)

gde je

LMSTM =
∑̀
p=1

Ep

[(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)νp +
νp−1∑
i=0

(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)i
· (Ω +M(Fp))−1(|Np|+ |Ω− A|)

]
.

(4.25)

S obzirom da su A = Mp −Np i Mp = Fp −Gp(p = 1, 2, . . . , `) H-kompatibilni
splitinzi, što znači da

M(A) =M(Mp)− |Np| i M(Mp) =M(Fp)− |Gp|, p = 1, 2, . . . , `

to implicira da za svako p = 1, 2, . . . , ` važi

|Np| =M(Fp)− |Gp| −M(A) =M(Fp)− |Gp| −D + |B|. (4.26)
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Označimo sa D(F )
p = diag(Fp), p = 1, 2, . . . , `. Tada su D(F )

p (p = 1, 2, . . . , `)
pozitivne dijagonalne matrice. Činjenica da je Ω takod̄e pozitivna dijagonalna
povlači da su matrice Ω + D(F )

p (p = 1, 2, . . . , `) takod̄e pozitivne dijagonalne
i da, s obzirom da su one time ujedno u klasi M -matrica, na osnovu Leme 3,
imajući u vidu odnos Ω +M(Fp) ≤ Ω +D(F )

p , važi

(Ω +D(F )
p )−1 ≤ (Ω +M(Fp))−1, p = 1, 2, . . . , `. (4.27)

Stoga, (4.25) i (4.26) kao i uslov Ω ≥ D impliciraju

LMSTM =
∑̀
p=1

Ep

[(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)νp +
νp−1∑
i=0

(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)i
· (Ω +M(Fp))−1

(
(Ω +M(Fp))− |Gp| − 2(D − |B|)

)]

=
∑̀
p=1

Ep

[(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)νp +
νp−1∑
i=0

(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)i
·
(
E − (Ω +M(Fp))−1(|Gp|+ 2(D − |B|))

)]

= E − 2
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)i
(Ω +M(Fp))−1(D − |B|)

= E − 2
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)i
(Ω +M(Fp))−1D(E − J)

< E − 2
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)i
(Ω +M(Fp))−1D(E − Jε).

Za vε > 0, čija je egzistencija zagarantovana na osnovu Peron-Frobenijusove
teoreme, znamo da važi

LMSTMvε < vε − 2
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)i
(Ω +M(Fp))−1D(E − Jε)vε

= vε − 2(1− ρε)
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)i
(Ω +M(Fp))−1Dvε.

Uvrštavanjem (4.27) u pred̄ašnju nejednakost i s obzirom da je ρε < 1,

LMSTMvε < vε − 2
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)i
(Ω +M(Fp))−1D(E − Jε)vε

= vε − 2(1− ρε)
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(Ω +M(Fp))−1|Gp|

)i
(Ω +M(Fp))−1Dvε

≤ vε − 2(1− ρε)
∑̀
p=1

Ep(Ω +M(Fp))−1Dvε < vε,

što implicira da je ρ(LMSTM) < 1, čime je prvi deo dokaza kompletiran.
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ii) Kao i u slučaju ocene greške aproksimacije za MSTM postupak, analognim
procedurama stižemo do rezultata za MSTMAOR koji glasi

|x(k+1) − x?| ≤ LMSTMAOR(α, β)|x(k) − x?|, (4.28)

gde je

LMSTMAOR(α, β) =
∑̀
p=1

Ep

[(
(αΩ +D − β|L(M)

p |)−1[|1− α|D + (α− β)|L(M)
p |+ α|U (M)

p |]
)νp

+
νp−1∑
i=0

(
(αΩ +D − β|L(M)

p |)−1[|1− α|D + (α− β)|L(M)
p |+ α|U (M)

p |]
)i

·α(αΩ +D − β|L(M)
p |)−1(|Np|+ |Ω− A|)

]
.

(4.29)

Dakle, da bismo pokazali konvergenciju postupka, dovoljno je pokazati da je
ρ(LMSTMAOR(α, β)) < 1.

Kako je |Ω− A| = |Ω−D +B| = |Ω−D|+ |B| = (Ω−D) + |B| i

M(A) =M(Mp)− |Np|, M(Mp) = D − |L(M)
p | − |U (M)

p |, p = 1, 2, . . . , `

to za sve p = 1, 2, . . . , ` važi

α(|Np|+|Ω−A|) = (αΩ+D−β|L(M)
p |)−[(1+α)D+(α−β)|L(M)

p |+α|U (M)
p |−2α|B|]

i

α(αΩ +D − β|L(M)
p |)−1(|Np|+ |Ω− A|) = E − (αΩ +D − β|L(M)

p |)−1

·
[
(|1− α|D + (α− β)|L(M)

p |+ α|U (M)
p |)

+((1 + α− |1− α|)D − 2α|B|)
]
.

Tada, iz (4.29) sledi da

LMSTMAOR(α, β) = E −
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(αΩ +D − β|L(M)

p |)−1

· [|1− α|D + (α− β)|L(M)
p |+ α|U (M)

p |]
)i

· (αΩ +D − β|L(M)
p |)−1[(1 + α− |1− α|)D − 2α|B|].

osnosno, moženjem sa vε > 0 dobijamo
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LMSTMAOR(α, β)vε = vε −
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(αΩ +D − β|L(M)

p |)−1

· [|1− α|D + (α− β)|L(M)
p |+ α|U (M)

p |]
)i

· (αΩ +D − β|L(M)
p |)−1[(1 + α− |1− α|)D − 2α|B|]vε

< vε −
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(αΩ +D − β|L(M)

p |)−1

· [|1− α|D + (α− β)|L(M)
p |+ α|U (M)

p |]
)i

· (αΩ +D − β|L(M)
p |)−1D[(1 + α− |1− α|)E − 2αJε]vε

= vε − θε
∑̀
p=1

Ep

νp−1∑
i=0

(
(αΩ +D − β|L(M)

p |)−1

· [|1− α|D + (α− β)|L(M)
p |+ α|U (M)

p |]
)i

· (αΩ +D − β|L(M)
p |)−1Dvε,

pri čemu je θε = 1 + α− |1− α| − 2αρε. Uslov 0 < α <
1

ρ(D−1|B|) implicira da

θ := 1 + α− |1− α| − 2αρ(J) > 0,

na osnovu neprekidnosti spektralnog radijusa i izbora da je ε dovoljno malo
tako da je θε > 0. S obzirom da su matrice Ω + Fp H+ matrice, jasno je da su i
α(Ω + Fp) = αΩ + D − βL(M)

p takod̄e u toj klasi. Budući da je odnos njihovih
pridruženih matrica koje su u klasi M matrica u odnosu na M -matricu αΩ +D

dat kao
αΩ +D − β|L(M)

p | ≤ αΩ +D,

to na osnovu Leme 3 znamo odnos njihovih inverznih matrica,

(αΩ +D − β|L(M)
p |)−1 ≥ (αΩ +D)−1. (4.30)

Za kraj konstatujemo

LMSTMAOR(α, β)vε ≤ vε − θε
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|L(M)
p |)−1Dvε

≤ vε − θε
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D)−1Dvε

= vε − θε(αΩ +D)−1Dvε

< vε,

što povlači da je ρ(LMSTMAOR(α, β)) < 1. 4
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Pobolǰsanje oblasti konvergencije za MSTMAOR

Teorema 22 ustanovila je rezultat o konvergenciji postupaka MSTM i MSTMAOR. Pa ipak,
kao i ranije, relaksaciona varijanta zadržala je uslov o specifičnom odnosu parametara α
i β, budući da su Bai i Zhang [5] dokazali konvergenciju pretpostavivši odnos α ≥ β.

Med̄utim, ova pretpostavka je i u ambijentu dvofaznih multisplitinga restriktivna, te može
biti izbegnuta, bez narušavanja konvergencije niza aproksimacija. U tom smislu, Cvetković-
Kostić-Šanca popravka [12] rezultirala je činjenicom da novi uslov na izbor relaksacionih
parametara produkuje širu oblast konvergencije za izbor relaksacionih parametara, koja
sadrži i staru, kao i one izbore relaksacionih parametara koji ubrzavaju konvergenciju
iterativnog niza ka tačnom rešenju za LCP (q, A) , a koji ranije nisu bili obuhvaćeni.

Pre svega, prema formi dvofaznog multisplitinga iz uslova ii) Teoreme 22, primetimo
da je matricu L(M)

p moguće predstaviti kao L(M)
p = Ξp ◦ (−Mp), p = 1, 2, . . . , `, pri čemu je

◦ oznaka za Adamarov proizvod, a matrica Ξp = [ξpij] po elementima definisana kao

0 ≤ ξpij ≤ 1, za 1 ≤ j < i ≤ n, i ξpij = 0, inače.

Dalje, za p = 1, 2, . . . , `, možemo smatrati da je Mp = Θp ◦ A, gde je matrica Θp = [θpij]
takva da su joj elementi

0 ≤ θpij ≤ 1, za 1 ≤ i, j ≤ n.

S tim u vezi, uvodimo i sledeće oznake

ξ := max
1≤p≤`

max
1≤j<i≤n

ξpij, θ := max
1≤p≤`

max
1≤j<i≤n

θpij (4.31)

koje se lako odred̄uju na konkretnim podacima.

Teorema 23 Pobolǰsanje oblasti konvergencije za MSTMAOR
Teorema 22 je tačna i ako se uslov za izbor relaksacionih parametara formulǐse kao

β ≥ 0 i
(
θmax{α, ξβ}+ (1− θ)α

)
ρ(D−1|B|) < min{1, α}, (4.32)

što je ekvivalentno sa

0 < α <
1

ρ(D−1|B|) , 0 ≤ β <
min{1, α} − (1− θ)αρ(D−1|B|)

ξθρ(D−1|B|) . (4.33)

Dokaz: Najpre ćemo se uveriti da Teorema 22 važi i u slučaju da se uslov iz iste
oslabi kao što je predloženo relacijama (4.32), a potom ćemo, po završetku dokaza,
prokomentarisati da su zapisi (4.32) i (4.33) zaista ekvivalentni.

Zarad jednostavnosti zapisa, predlažemo sledeću pojednostavljenu notaciju:

Φp :=
(
αΩ +D − βL(M)

p

)−1(
(1− α)D + (α− β)L(M)

p + αU (M)
p

)
(4.34)
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i
ψp(x) := α

(
αΩ +D − βL(M)

p

)−1(
Npx+ (Ω− A)|x| − γq

)
. (4.35)

Tada, za svako k ≥ 0, p = 1, 2, . . . , ` i j = 0, 1, . . . , νp − 1 imamo da je x(k,p,j+1) =
Φpx

(k,p,j+1) + ψp(x(k)), i stoga, za svako k ≥ 0 imamo da je

x(k+1) =
∑̀
p=1

Ep

[
(Φp)νpx(k) +

( νp−1∑
i=0

(Φp)i
)
ψp(x(k))

]
.

Sa druge strane, x? = Φpx? + ψp(x?), p = 1, 2, . . . , `, pa za svako k ≥ 0 definǐsemo
grešku aproksimacije

x(k+1) − x? =
∑̀
p=1

Ep

[
(Φp)νp(x(k) − x?) +

( νp−1∑
i=0

(Φp)i
)(
ψp(x(k))− ψp(x?)

)]
.

Budući da je matrica αΩ + D − βL(M)
k donja trougaona sa pozitivnim dijagonalnim

elementima, ona ujedno pripada i klasi H+, pa znamo da
∣∣∣(αΩ +D − βL(M)

p

)−1∣∣∣ ≤ (αΩ +D − β|L(M)
p |

)−1
(p = 1, . . . , `).

Stoga je, s obzirom da važi A ≤ |A|, ∀A ∈ Cn,n, moguće oceniti (4.34) u matričnom
smislu sa

Φp ≤ Φ̂p :=
(
αΩ +D − β|L(M)

p |
)−1∣∣∣(1− α)D + (α− β)L(M)

p + αU (M)
p

∣∣∣.
Šta vǐse, s obzirom da za p = 1, 2, . . . , ` imamo Mp = D−L(M)

p −U (M)
p , to sledi da je

Φ̂p =
(
αΩ +D − β|L(M)

p |
)−1(
|1− α|D + |α(D −Mp)− βL(M)

p |
)
.

Na osnovu obrnute nejednakosti trougla za apsolutnu vrednost, ||x(k)|−|x?|| ≤ |x(k)−
x?|, zaključujemo da je

∣∣∣ψp(x(k))− ψp(x?)
∣∣∣ ≤ α

(
αΩ +D − β|L(M)

p |
)−1

(
|Np|+ |Ω− A|

)
|x(k) − x?|.

Ako označimo Ψ̂p := α
(
αΩ +D− β|L(M)

p |
)−1

(
|Np|+ |Ω−A|

)
, nalazimo da je ocena

greške aproksimacije
|x(k+1) − x?| ≤ Lα,β|x(k) − x?|,

gde je

LMSTMAOR(α, β) = Lα,β :=
∑̀
p=1

Ep

[
(Φ̂p)νp +

( νp−1∑
i=0

(Φ̂p)i
)

Ψ̂p

]
,

ili, ekvivalentno,
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Lα,β := E −
∑̀
p=1

Ep

( νp−1∑
i=0

(Φ̂p)i
)(
E − Φ̂p − Ψ̂p

)
. (4.36)

Dakle, da bismo dokazali konvergenciju, dovoljno je pokazati ρ
(
Lα,β

)
< 1. Budući

da je za p = 1, 2, . . . , `, M(A) = M(Mp) − |Np|, M(Mp) = D − |L(M)
p | − |U (M)

p | i
|Ω− A| = (Ω−D) + |B|, sledi da je

α
(
|Np|+ |Ω− A|

)
= α

(
|Np|+ Ω−M(Mp) + |Np|

)
=

=
(
αΩ +D − β|L(M)

p |
)
−
(
(1 + α)D − β|L(M)

p | − α(D −M(Mp))− 2α|Np|
)
,

što povlači da

Ψ̂p = E −
(
αΩ +D − β|L(M)

p |
)−1(

(1 + α)D − β|L(M)
p | − α(D −M(Mp))− 2α|Np|

)
.

No, tada je
E − Φ̂p − Ψ̂p :=

(
αΩ +D − β|L(M)

p |
)−1
· Cp,

uz napomenu da je

Cp :=
(
(1+α−|1−α|)D−α(D−M(Mp))−β|L(M)

p |−|α(D−Mp)−βL(M)
p |−2α|Np|

)
.

Uočimo da je 1 + α− |1− α| = 2 min{1, α}, te da

(
− α(D −M(Mp))− β|L(M)

p |
)
ij

=


0 , j = i ,

−αθpij|aij| , j > i ,

−θpij(α + βξpij)|aij| , j < i ,

i

(
− |α(D −Mp)− βL(M)

p |
)
ij

=


0 , j = i ,

−αθpij|aij| , j > i ,

−θpij|α− βξ
p
ij||aij| , j < i ,

pa je

(Cp)ij =


2 min{1, α}aii , j = i ,

−2α|aij| , j > i ,

−2
(
θpij max{α, ξpijβ}+ (1− θpij)α

)
|aij| , j < i ,

za i, j ∈ Nn.
Uz konstataciju da je funkcija θpij max{α, ξpijβ} + (1 − θpij)α neopadajuća po θpij, na
osnovu (4.31) zaključujemo da
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−Cp ≤ −2 min{1, α}D + 2
(
θmax{α, ξβ}+ (1− θ)α

)
|B|,

i otuda, uz oznaku µ := θmax{α, ξβ}+ (1− θ)α,

−(E − Φ̂p − Ψ̂p) ≤ −2
(
αΩ +D − β|L(M)

p |
)−1

D
(

min{1, α}E − µD−1|B|
)
. (4.37)

Kako je ρ(D−1|B|) = ρ(J) < 1, kao i ranije, možemo izabrati dovoljno malo ε > 0
tako da ρε < 1, pa tada, na osnovu Peron-Frobenijusove teoreme, postoji pozitivan
vektor, vε > 0, takav da Jεvε = ρεvε, te množeći (4.37) sa vε > 0, dobijamo

−(E − Φ̂p − Ψ̂p)vε ≤ −2cε
(
αΩ +D − β|L(M)

p |
)−1

Dvε,

sa cε := min{1, α} − µρε i na osnovu (4.36) nalazimo

Lα,β vε ≤ vε − 2cε
∑̀
p=1

Ep

( νp−1∑
i=0

(Φ̂p)i
)

(αΩ +D − β|L(M)
p |)−1Dvε. (4.38)

Primetimo, (4.32) garantuje egzistenciju dovoljno malog ε > 0 sa osobinom da cε > 0.
Znajući da su matrice Φ̂p, p = 1, . . . , `, nenegativne, nejednakost (4.38) postaje

Lα,β vε ≤ vε − 2cε
∑̀
p=1

Ep(αΩ +D − β|L(M)
p |)−1Dvε.

Na osnovu (4.30) zaključujemo

Lα,β vε ≤ vε − 2cε
∑̀
k=1

Ek(αΩ +D)−1Dvε = (αΩ +D)−1
(
αΩ + (1− 2cε)D

)
vε.

Ostaje da uočimo da cε > 0 znači da je Lα,β vε < vε, što implicira ρ
(
Lα,β

)
< 1, čime

je prvi deo tvrd̄enja pokazan. 4

Kao i u slučaju MSMAOR postupka, pokazaćemo da nova oblast (4.32) predstavlja
proširenje, te da obuhvata i staru oblast konvergencije (4.19). Bai i Zhang su i u slučaju
dvofazne varijante pretpostavili da oba relaksaciona parametra α i β pripadaju intervalu(

0, 1
ρ(D−1|B|)

)
, ali i da je α ≥ β, pa je oblast konvergencije u (α, β)−ravni, kao i ranije

(videti sliku 4.2).

Sa druge strane, posmatrajmo novu oblast definisanu sa (4.17). Pokažimo da je ona
zaista šira i da u tom smislu sadrži staru. Stoga, da je(

θmax{α, ξβ}+ (1− θ)α
)
ρ(D−1|B|) < min{1, α},

potrebno je da istovremeno važi
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0 < α <
1

ρ(D−1|B|) , za α ≥ ξβ i α ≥ 1,

0 < α <
α

ρ(D−1|B|) , za α ≥ ξβ i α < 1,

0 < β <
min{1, α} − (1− θ)αρ(D−1|B|)

ξθρ(D−1|B|) , za α < ξβ.

Primetimo i da se gornja granica za parametar β može zapisati kao

min{1, α} − (1− θ)αρ(D−1|B|)
ξθρ(D−1|B|) =


−1− θ

ξθ
α + 1

ξθρ(D−1|B|) za α ≥ 1,

1− (1− θ)ρ(D−1|B|)
ξθρ(D−1|B|) α za α < 1.

Budući da su ξ, θ ∈ (0, 1], to implicira da su stara (deblja crna isprekidana linija) i nova
oblast (puna) u odnosu koji ilustruje slika u nastavku. Pri tome, uvodimo skraćene oznake:

ρ := ρ(D−1|B|), r := −1− θ
ξθ

, s := 1
ξθρ

, t := 1− (1− θ)ρ
ξθρ

.

α

β

(0,0) 1/ρ1

1/ρ

1/(ξρ)

t

s

β = α

β = α/ξ

β = tα

β = rα + s

Slika 4.17: Odnos oblasti konvergencije iz (4.19) i (4.32)
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Numerički primeri

Po ugledu na numeričke primere za MSMAOR postupak koji ilustruju oblasti konvergen-
cioje i njihove procene u osnovnoj i pobolǰsanoj verijanti, i u slučaju dvofazne verzije
odnosno MSTMAOR iterativne metode navodimo sličnu ilustraciju.

Pretpostavimo rad u jednoprocesorskom režimu (` = 1) i dvofazni trougaoni multi-
spliting oblika (M : D − L(M), U (M);N ;E). Takod̄e, neka je broj unutrašnjih iteracija
na nivou procesora ν = 2, A = M − N H-kompatibilni spliting i neka trougaoni split-
ing M = D − L(M) − U (M) zadovoljava osobinu M(M) = D − |L(M)| − |U (M)|, pri čemu
je diag(M) = D. Primetimo da je, s obzirom na dodatnu osobinu trougaonog multi-
splitinga matrice L, istu moguće predstaviti kao L = Ξ ◦ (−M), gde su elementi strogo
donje trougaone matrice Ξ zapravo ξij ∈ [0, 1], dok je zbog činjenice o H-kompatibilnom
splitingu matrice A dozvoljeno pretpostaviti da je M = Θ◦A, pri čemu za elemente matrice
Θ važi θij ∈ [0, 1]. Neka su ξ i θ redom maksimalni element matrice Ξ odnosno strogog
donjeg trougla matrice Θ. Na jednostavnom primeru ilustrujemo gore navedene činjenice.

2 1 0

−1 2 −1

0 −1 2


A

=


2 0.5 0

−0.7 1 −0.3

0 −0.6 2


M

−


0 −0.5 0

0.3 −1 0.7

0 0.4 0


N

, Θ =


1 0.5 1

0.7 0.5 0.3

0 0.6 1

 ,

M =


2 0 0

0 1 0

0 0 2


D

−


0 0 0

0.28 0 0

0 0.18 0


L

−


0 −0.5 0

0.42 0 0.3

0 0.42 0


U

, Ξ =


0 0 0

0.4 0 0

0 0.3 0

 .

Nije teško uveriti se da je θ = max{0.7, 0.6} = 0.7 dok je ξ = max{0.4, 0.3} = 0.4. Za
potrebe primera koji slede, baziranih na matricama A1 − A12, podrazumevaćemo da je
M = D−θB, pri čemu je −B matrica koju čine vandijagonalni elementi od A, dok je M =
D−L(M)−U (M), gde važi L(M) = ξθLA, gde je A = DA−LA−UA standardno razlaganje
matrice A. Matrica za MSTMAOR postupak je oblika LMSTMAOR(α, β) = Ψ̂ + Ψ̂Φ̂ + Φ̂2,

Ψ̂ = α(2− θ)
(

(1 + α)D − βξθ|LA|
)−1
|D − A|,

Φ̂ =
(

(1 + α)D − βξθ|LA|
)−1(

|1− α|D + θ|α(D − A)− βξLA|
)
.

Za svaku matricu ponaosob i kombinaciju parametara ξ, θ ∈ {0.3, 1} priloženi su odgo-
varajući grafički prikazi, pri čemu svaka od slika reprezentuje nivo površi spektralnog radi-
jusa matrice za MSTMAOR postupak, LMSTMAOR(α, β), a oblasti izbora relaksacionih
parametara date su isprekidanom odnosno punom linijom, za (4.19) i (4.32), respektivno.
Podrazumevamo da su svi elementi matrice Ξ jednaki sa ξ, odnosno matrice Θ sa θ.
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Slika 4.18: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A1 sa oblastima parametara

A1 ξ = 0.3 θ = 0.3 ξ = 0.3 θ = 1 ξ = 1 θ = 0.3 ξ = 1 θ = 1

BZ val 0.4564 0.3534 0.4548 0.3292

CKŠ val 0.4548 0.3292 0.4548 0.3292

BZ alpha 1 1 1 1

BZ beta 1 1 1 1

CKŠ alpha 1 1 1 1

CKŠ beta 3.3 3.3 1 1

Tabela 4.5: Uporedni pregled za matricu A1

Primetimo da je, na primeru matrice A1, minimalna vrednost spektralnog radijusa za
MSTMAOR u slučaju šire oblasti (4.32) za izbor (ξ, θ) = (0.3, 1) manja od minimalne
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vrednosti koja se dostiže u okviru stare oblasti (4.19). Interesantno je i to što proširena
oblast skoro idealno opisuje čitavu oblast izbora parametara za koje postupak konvergira.
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Slika 4.19: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A2 sa oblastima parametara

Takod̄e, uz napomenu da su numerički rezultati za preostale matrice (A2-A12) slični,
u nastavku prilažemo samo grafičke ilustracije nivo površi spektralnog radijusa matrice
LMSTMAOR(α, β) i odgovarajuće oblasti konvergencije.
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Slika 4.20: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A3 sa oblastima parametara
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Slika 4.21: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A4 sa oblastima parametara
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Slika 4.22: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A5 sa oblastima parametara
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Slika 4.23: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A6 sa oblastima parametara



78 GLAVA 4. ITERATIVNI POSTUPCI ZA LCP

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

1

2

3

4

5

6

0
.7

7

0.7
7

0
.7

7

0
.7

8

0
.7

8

0
.7

8 0
.8

0
.8

0
.8

0
.8

0
.9

0
.9

0
.9

0
.9

0
.9

0
.9

1
1

1

1

1

1

(a) ξ = 0.3 θ = 0.3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0
.7

2
0
.7

2

0
.7

2

0
.7

2

0
.7

5
0
.7

5

0
.7

5

0
.7

5

0
.7

5 0
.7

8
0
.7

8

0
.7

8

0
.7

8

0
.7

8

0
.9

0
.9

0
.90

.9

0
.9

0
.9

1
1

1

1

1

1

0.6
9

0
.6

9

(b) ξ = 0.3 θ = 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.5

1

1.5

2

0
.7

7

0.7
7

0
.7

7

0
.7

8

0.7
8

0
.7

8

0
.8

5

0
.8

5

0
.8

5

0
.8

5

0
.9

0
.9

0
.9

0
.9

0
.9 1

1

1

1

1

1

(c) ξ = 1 θ = 0.3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6
0
.8

0
.8

0
.8

0
.8

0
.9

0
.9

0
.9

0
.9

0
.9

1
1

1

1

1

1

0
.7

0
.7

0
.7

(d) ξ = 1 θ = 1

Slika 4.24: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A7 sa oblastima parametara
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(b) ξ = 0.3 θ = 1
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Slika 4.25: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A8 sa oblastima parametara
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Slika 4.26: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A9 sa oblastima parametara
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Slika 4.27: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A10 sa oblastima parametara
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Slika 4.28: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A11 sa oblastima parametara
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Slika 4.29: Nivo površi za ρ(LMSTMAOR(α, β)) i matricu A12 sa oblastima parametara





A
Katalog matrica

Svrha tehničkog dodatka jeste katalogizacija i sistematizacija matrica korǐsćenih za potrebe
numeričkih primera. Katalog matrica pred nama sačinjava 12 retkih (sparse) matrica, koje
se javljaju u velikom broju praktičnih primena. Većina priloženih matrica dostupne su u
okviru open-source web projekta pod nazivom The University of Florida Sparse Matrix Col-
lection, no neke su, za potrebe verifikacije teorijskih rezultata, modifikovane. U nastavku,
za svaku matricu ponaosob, dajemo vizuelni prikaz rasporeda nenula elemenata, kratak
pregled osobina i načina konstruisanja, a tamo gde je moguće - i referencu matrice u web
katalogu dostupnom na adresi http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/.

Pri konstrukciji odred̄enih matrica korǐsćene su funkcije pisane u programskom paketu
MATLAB, pri čemu je reč o blok dijagonalnim, tridijagonalnim i mešovitim varijantama.
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Slika A.1: Struktura nenula u matrici A1

function A = lcp1 (n)
E = eye (n ) ; E = f l i p l r (E) ;
E(1 , 1 ) = 1 ; E(end , end) = 1 ;
S = t r i l ( ones (n ) ) ;
A = S ; P = E;
for j =1:n−1

A = blkd iag (A, S ) ;
P = blkd iag (P,E) ;

end
M = P ( : , 1 : n ) ;
P ( : , 1 : n ) = [ ] ; P = [P M] ;
A = A+P;
A = A+8∗eye (n∗n ) ;

A1=lcp1(10);

vrsta/kolona: 100/100

nenula: 670
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Slika A.2: Struktura nenula u matrici A2

function A = lcp2 ( s , mi , a , b )
S = (4+mi)∗eye ( s )
−a∗diag ( ones ( s −1 ,1) ,1)
−b∗diag ( ones ( s−1 ,1) ,−1);

A = S ;
for j =1: s−1

A = blkd iag (A, S ) ;
end
A = A
−a∗diag ( ones ( sˆ2−s , 1 ) , s )
−b∗diag ( ones ( sˆ2−s ,1) ,− s ) ;

A2=lcp2(10,4,0.5,3.5);

vrsta/kolona: 100/100

nenula: 460

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

nz = 486

Slika A.3: Struktura nenula u matrici A3

function A = lcp3 (n)
T = zeros (n)
−0.5∗diag ( ones (n−1 ,1) ,1)
+0.5∗diag ( ones (n−2 ,1) ,−2);

E = eye (n ) ; E(1 ,end) = −1;
E(end,1)=−1; S=10∗eye (n)+T;
A = S ; P = E; Q = E;
for j =1:(n−1)

A = blkd iag (A, S ) ;
P = blkd iag (P,E) ;
Q = blkd iag (Q,E) ;

end
P( : , ( nˆ2−n+1):end ) = [ ] ;
P=[zeros (nˆ2 ,n ) ,P ] ;
Q( : , 1 : n ) = [ ] ;
Q = [Q, zeros (nˆ2 ,n ) ] ;
A = A+P+Q;

A3=lcp3(10);

vrsta/kolona: 100/100

nenula: 486
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Slika A.4: Struktura nenula u matrici A4

naziv: A4

odrednica: tub100

vrsta/kolona: 100/100

nenula: 396

kategorija: problem dinamike

fluida

modifikacije: A4←M(A4)

A4← A4+

+1000 ∗ eye(100)
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Slika A.5: Struktura nenula u matrici A5

naziv: A5

odrednica: Trefethen 200b

vrsta/kolona: 199/199

nenula: 2873

kategorija: kombinatorni

problem

modifikacije: –
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Slika A.6: Struktura nenula u matrici A6

naziv: A6

odrednica: can 187

vrsta/kolona: 187/187

nenula: 1491

kategorija: strukturni

problem

modifikacije: A6← A6+

+9 ∗ eye(187)



88 PRILOG A. KATALOG MATRICA

0 20 40 60 80 100 120 140 160

0

20

40

60

80

100

120

140

160

nz = 1182

Slika A.7: Struktura nenula u matrici A7

naziv: A7

odrednica: dwt 162

vrsta/kolona: 162/162

nenula: 1182

kategorija: strukturni

problem

modifikacije: A7← A7+

+8 ∗ eye(162)
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Slika A.8: Struktura nenula u matrici A8

naziv: A8

odrednica: can 161

vrsta/kolona: 161/161

nenula: 1377

kategorija: strukturni

problem

modifikacije: A8← A8+

+8 ∗ eye(161)
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Slika A.9: Struktura nenula u matrici A9

naziv: A9

odrednica: bcsstk22

vrsta/kolona: 138/138

nenula: 696

kategorija: strukturni

problem

modifikacije: A9← A9+

+106 ∗ eye(138)
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Slika A.10: Struktura nenula u matrici A10

naziv: A10

odrednica: impcol c

vrsta/kolona: 137/137

nenula: 486

kategorija: problem simulacije

hemijskog procesa

modifikacije: A10← A10+

+15 ∗ eye(137)
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Slika A.11: Struktura nenula u matrici A11

naziv: A11

odrednica: bcsstk04

vrsta/kolona: 132/132

nenula: 3648

kategorija: strukturni

problem

modifikacije: A11← A11+

+106 ∗ eye(132)
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Slika A.12: Struktura nenula u matrici A12

function A = lcp4 ( s , mi )
S = (20+mi)∗eye ( s )
−4∗diag ( ones ( s −1 ,1) ,1)
−4∗diag ( ones ( s−1 ,1) ,−1);

T = (4+mi)∗eye ( s )
−1∗diag ( ones ( s −1 ,1) ,1)
−1∗diag ( ones ( s−1 ,1) ,−1);

A = b l k t r i d i a g (S ,T,T, s ) ;

A2=lcp4(10,2);

vrsta/kolona: 100/100

nenula: 784
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ukupnom prosečnom ocenom 9.62, svoje akademsko us-
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Nemačkog odbora za istočnu Evropu (Ost-Ausschuss der Deutschen Wirtschaft), boravio
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TZ

Vrsta rada: Master rad
VR

Autor: Ernest Šanca
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