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Your work is going to fill a large part of your life,
and the only way to be truly satisfied
is to do what you believe is great work.
And the only way to do great work
s to love what you do.
If you haven’t found it yet, keep looking.
Don’t settle.
As with all matters of the heart,
you’ll know when you find it.

STEVEN JOBS, Stanford Commencement Address, 2005.
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Uvod

Beautiful mathematics eventually tends to be useful,

and useful mathematics eventually tends to be beautiful.

roblemi linearne komplementarnosti (eng. LCP) svoju podlogu i znacaj

duguju raznolikim primenama u inzenjerstvu i modeliranju. Bilo da je

re¢ o problemima zasnovanim na linearnom ili kvadratnom programi-

=, ranju, uz napomenu da su ovi poslednji od davnina bili i ostali neiscrpan
T&\Zﬁ izvor raznolikih primena modela zasnovanih na konceptu LCP, ili kada
su u pitanju bimatri¢ni modeli igara, preko rubnih problema dinamike fluida, problema
mreznog ekvilibrijuma, pa sve do nastojanja da se model ravnoteze na trzistu opise na adek-
vatan nac¢in, u smislu identifikacije ravnotezne cene kao rezultata izjednacavanja agregatne
ponude i traznje, Sto trziSte usmerava i vodi ka tacki ekvilibrijuma, svi ovi koncepti fun-
damentalno su zasnovani na problemima linearne komplementarnosti i njima su uspesno
modelovani. Upravo je Sirok spektar primenljivosti u praksi bio presudan i odluc¢ujuéi
faktor za razvoj novih i usavrsavanje postojecih iterativnih metoda za odredivanje resenja
pomenutog problema. Za dodatne informacije i detaljan pregled primena LCP, ¢itaoca
upuéujemo na [8].

Odredivanje resenja za LCP je do sada izrodilo ¢itav spektar raznovrsnih pristupa ovoj
problematici. Pa ipak, prekretnica u pristupima desila se onog trenutka kada je problem
linearne komplementarnosti ekvivalentno zapisan u formi jednacina sa apsolutnim vred-
nostima (AVE) [22]. Pomenuti rezultat iskoristio je Zhong-Zhi Bai i prilagodio ga radu sa
splitinzima matrice sistema cf. [2]. Ovaj pristup problemu Bai je nazvao modulskim iter-
ativnim metodama za resavanje problema LCP zasnovanim na razlaganjima (splitinzima)
matrice sistema i ovakav pristup je ponudio brzinu i efikasnost, sto ga je ucinilo jos intere-
santnijim iz ugla primenljivosti u praksi. Posmatrana klasa modulskih iterativnih metoda
zasnovanih na splitinzima matrice ponudila je teorijski okvir za mnoge druge iterativne pos-
tupke, kao sto su modifikovana modulska, nestacionarna ekstrapolirana modulska metoda,
modulski Jakobijev, Gaus-Zajdelov, SOR i AOR iterativni postupci. Teorijske analize
kao i numericke implementacije potvrdile su superiornost modulskih metoda u odnosu na

projektivne metode. Takode, Bai je u svojim radovima razvio i paralelnu generalizaciju
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modulskih metoda, sinhronih i asinhronih, koje su zasnovane na multisplitinzima matrice
sistema, adekvatnim za izrac¢unavanja na viseprocesorskim racunarima.
Jedan od klju¢nih aspekata ovog master rada jeste konvergencija ovakvih modulskih

iterativnih metoda u slucajevima kada je matrica sistema H, matrica.

—sDa_

Struktura rada je sledeca. Kompoziciono, pred citaocem se nalaze Cetiri tematske
celine. U prvom poglavlju paznju posvecujemo motivaciji, koju prati formulacija prob-
lema, dok je u sklopu uvodne sekcije ucinjen i kratak pregled nekih od primena problema
linearne komplementarnosti koje krasi visedecenijsko uporiste u praksi. Nakon uvodnog
dela, drugo poglavlje predstavlja kompaktnu minijaturu znamenitosti numericke linearne
algebre esencijalnu za uspesan naucni defile potonjim delom materije. Fundamente it-
erativnih metoda za resavanje sistema linearnih jednacina postavljamo i prezentujemo u
okvirima trece sekcije, pra¢ene ¢etvrtim poglavljem u kojem je fokus interesovanja transli-
ran na specijalnu klasu modulskih iterativnih postupaka za numericko resavanje LCP. Pre
svega, re¢ je o rezultatu u sferi sinhronih varijanti iterativnih metoda za LCP, do kojeg
su dosli Zhong-Zhi Bai i Li-Li Zhang, u smislu formulacije i konvergencije MSM i MS-
MAOR postupaka, [4]. Sa idejom da u potpunosti iskoriste racunske kapacitete kojima
raspolazu viseprocesorska postrojenja, oni su prilagodili iterativne metode uvodenjem mul-
tisplitinga, i na taj na¢in potvrdili da se numeric¢ko resavanje moze sprovesti sa znac¢ajnim
unapredenjem brzine i efikasnosti. Medutim, postavivsi restrikciju na izbor relaksacionih
parametara koji opredeljuje konvergenciju AOR varijante postupka, motivisali su izradu
poboljsane varijante [11] koja je ovaj nedostatak uspesno otklonila. Nedugo nakon modul-
skih sinhronih multisplitinga, sa ciljem jos efikasnijeg i adekvatnijeg odgovora na ¢injenicu
o egzistenciji viseprocesorskih okruzenja, Bai i Zhang su dosli na ideju da prvobitne al-
goritme multisplitinga poboljsaju uvodenjem druge faze, predstavljanjem MSTM i MST-
MAOR postupaka, [5]. Kao i ranije, restriktivna pretpostavka vezana za relaksacione
parametre produkovala je uzu oblast konvergencije, medutim, pokazano je da se ona moze
izbedi [12], Sto rezultira prosirenjem oblasti parametara za koje postupak konvergira i u ko-
joj spektralni radijus matrice MSTMAOR postupka dostize manju vrednost. Svaki odeljak
cetvrte sekcije propracen je numerickim primerima koji predstavljaju prakticnu evaluaciju

minulih teorijskih opservacija.

N\
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O problemima

linearne komplementarnosti

1.1 Motivacija

Problemi linearne komplementarnosti istorijski datiraju jos od 40-ih godina proslog veka,
kada je Du Val [14] u svom radu formulisao problem pronalazenja najmanjeg elementa (u
vektorskom smislu) kao resenja sistema linearnih nejednacina oblika ¢ + Az > 0, z > 0.
Naziv samog problema bio je predmet izmena u nekoliko navrata, s obzirom da je isti ini-
cijalno bio poznat pod nazivom kompozitni problem. Potom su usledile odrednice funda-
mentalni problem i komplementarni problem pivota. Savremeni naziv problema predlozio
je Ricard Kotl (Richard W. Cottle) 1965. Upravo u tom periodu ova tematika privukla je
znatno vise paznje, naroc¢ito u radovima koje su publikovali Cottle [7], Cottle i Dantzig [9]
i Lemke [18].

1.2 Formulacija problema

Posmatrajmo proizvoljni, kona¢no-dimenzionalni prostor realnih vektora. Problem lin-
earne komplementarnosti (eng. linear complementarity problem, LC P) sastoji se u iden-
tifikaciji vektora sa osobinom da isti zadovoljava odredeni sistem nejednacina. Preciznije,
pretpostavimo da smo fiksirali proizvoljan vektor ¢ € R", i kvadratnu matricu A € R™".
Problem linearne komplementarnosti za zadati par vektor-matrica, u skrac¢enoj notaciji

LCP(q, A), matematicki je okarakterisan slede¢im sistemom nejednacina

2 >0, (1.1)
g+ Az >0, (1.2)
g+ Az) = 0. (1.3)

Ako postoji realan vektor z € R"™, koji zadovoljava gornje nejednakosti, kazemo da je

isti resenje datog problema. Naravno, sasvim je moguca opcija da vektor z sa trazenim

bt
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osobinama ne postoji i tada kazemo da problem nema resenje.

Vektor z sa osobinom da su nejednakosti (1.1) i (1.2) ispunjene poznat je pod nazivom
dopustivi vektor (feasible vector). Ukoliko nejednakosti u (1.1) i (1.2) postanu striktne,
a vektor z, koji je dopustiv, ima osobinu da ih ispunjava, kazemo da je z stogo dopustiv.
Jasno, sam LC'P(q, A) je (strogo) dopustiv pod uslovom da postoji (strogo) dopustiv vektor
kao njegovo resenje. Skup svih dopustivih vektora ¢ini dopustivu oblast problema (feasible

region), u notaciji FEA(q, A). Zarad jednostavnosti zapisa, definiSimo vektor r kao
ri=q+ Az (1.4)

U svetlu nove oznake, konstatujemo da dopustivi vektor z za LC'P(q, A) zadovoljava uslov

(1.3) ako i samo ako vazi

zir; = 0, zasve =12 ... n. (1.5)

Pri tome, promenljive z; i r;, komponente vektora z i r respektivno, ¢ine komplementarni
par, i komplementarne su jedna drugoj. Sta vise, vektor z je komplementaran sa vek-
torom 7, a problem linearne komplementarnosti zapravo se svodi na identifikaciju ovakvog
vektora, koji je istovremeno i dopustiv. Takav vektor, ako postoji, nazivamo resenjem prob-
lema LCP. Ocigledno, problem je resiv ako ima resenje. Resenje problema ne mora biti
jedinstveno, odnosno problem moze imati i viSe od jednog resenja. Skup resenja problema
LCP(q, A) oznacavamo sa SOL(q, A). Primetimo da je, pod elementarnom pretpostavkom
da vazi ¢ > 0, odgovarajuéi LC'P(q, A) uvek resiv, pri ¢emu je trivijalno resenje upravo
nula vektor.

Mnogo ¢esce se zapis problema u literaturi susreée u kombinaciji uslova (1.4) i (1.5),

Sto daje povoda da se problem LCP(q, A) zapiSe u ekvivalentnom obliku

2 >0, (1.6)
ri=q+ Az >0, (1.7)
r=0. (1.8)

koji ¢emo koristiti od sad pa na dalje.
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1.3 Problemi zasnovani na konceptu LCP

Problem kvadratnog programiranja

Sfere inzenjerstva i fizickih nauka polazna su tacka i plodno tle brojnih primena teorijskih
rezultata koji ujedno i nastaju kao odgovor na potrebu da se ishodi izvesnih posmatranja
blize objasne, modeluju i razumeju. Pozamasan broj pojava iz pomenutog nauc¢nog ekosis-
tema sa matematickog stanovista zapravo krije probleme kvadratnog programiranja u nesto
specifi¢nijoj formi od opste, u smislu pojednostavljenog oblika ogranicenja u optimizaciji
kvadratne funkcije cilja. Bitno je napomenuti da je ovakva klasa problema kvadratnog pro-
gramiranja zapravo ekvivalent problemu linearne komplementarnosti, sto iz ugla prakticnih
primena daje na snazi LC'P, koji zapravo igra presudnu ulogu sa aspekta numerickog
reSavanja pomenutih problema.

Posmatrajmo opsti oblik problema kvadratnog programiranja (QP) definisanog sa

1
min  f(z) =c'z + §a:TQx
st. Mxz>b (1.9)
z >0

pri ¢emu je matrica () € R™" simetricna, ¢ € R”, M € R™" i b € R™. Sasvim je jasno da
se problem znatno pojednostavljuje u slucaju kada je ) nula matrica, sto zapravo implicira
da je re¢ o problemu linearnog programiranja (LP). Na ovom mestu, sa ciljem prevodenja
problema (1.9) u formu LCP, bez dubljih teorijskih argumentacija, konstatujemo da je
iz oblasti Numericke optimizacije poznata sledeca ¢injenica. Ako je vektor x koji pripada
dopustivom skupu problema QP ujedno i lokalni minimizator funkcije cilja f, tada postoji

vektor y € R™ sa osobinom da uredeni par (x,y) zadovoljava Karus-Kun-Takerove uslove

(KKT)

u=c+Qr—M'y>0 x>0, 27u=0,
(1.10)

v=—-b+ Mz >0, y >0, y'v=0.
Dodatna pretpostavka o pozitivnoj semi-definitnosti matrice @), sto je potreban i dovoljan
uslov da funkcija definisana na konveksnom skupu i sama bude konveksna (s obzirom da
je @ ujedno i matrica hesijana funkcije cilja f), implicira da su KKT uslovi (1.10) zapravo
dovoljni uslovi da x ujedno bude i globalni minimizator problema (1.9).

Primetimo da uslovi sadrzani u (1.10) otkrivaju poznatu formu LCP(q, A), pri ¢emu

) 3]

Pri tome, jasno je da je resenje datog problema vektor [z, y]T.

su
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Premda je matrica ) po pretpostavci simetricna, to nikako ne implicira simetri¢nost
matrice A, sem u slucajevima kada je M nula matrica. Pod uslovom da je M = 0, problem
se znatno pojednostavljuje. Rec¢ je, dakle, o specijalnom obliku konveksnog kvadratnog

programiranja, pri ¢emu se ogranicenja odnose iskljuc¢ivo na znak vektora x,

1
- B R o
min f(z) =c x+2x Qx (1.11)
s.t. z > 0.

Pretpostavka da je @) pozitivno semi-definitna povlaci ekvivalenciju problema (1.11) i
LCP(c,Q).

Model trzisne ravnoteze

Ravnoteza na trzistu predstavlja situaciju u kojoj dolazi do izjednacavanja agregatnog
nivoa ponude sa jedne, i traznje sa druge strane, pri ¢emu kao rezultat ovih interakcija
pod idealnim pretpostavkama dolazi do formiranja ravnotezne cene, koja ima osobinu da
"ocisti” trziste. Da bismo formulisali problem trzisnog ekvilibrijuma, neophodno je zasebno
razmotriti aspekte ponude, koju omogucavaju proizvodaci, i traznje koja je okarakterisana
potrebama i moguénostima potrosaca (konzumenata).

Proizvodaci dobara suocavaju se sa izazovom da odgovore na traznju konzumenata
(1.14), uzimajuéi u obzir i tehnoloska ograni¢enja proizvodnje (1.13). Naravno, cilj svakog
racionalnog proizvodaca jeste da proizvodne troskove odrzi na Sto nizem nivou, odnosno

da minimizira ukupne troskove proizvodnje (1.12)

min ¢z (1.12)
st. Mx>b (1.13)
Nz >r* (1.14)
x>0, (1.15)

pri cemu je ¢ vektor troskova (cost vector for the supply activities), a x vektor proizvedenih
dobara (vector of production activity levels). Uslov (1.15) je sasvim opravdan, buduéi da
je vektor x nenegativan.

Druga strana koju ¢ine potrosaci, traznju opisuje vektorom traznje za dobrima, r*, i to

na sledeéi nacin
r*=Q(p") = Dp* +d. (1.16)

Pri tome, funkcija @ je afina (linearna) po promenljivoj p*, sto je zapravo vektor cena koju
su konzumenti spremni da plate u zavisnosti od raspolozivih koli¢ina Zeljenih dobara.
Kljuénu ulogu u uspostavljanju trzisne ravnoteze igra uslov koji izjednacava (vektor)

cenu koju su potrosaci spremni da plate za trazena dobra, p*, i (dualni) vektor marginalnih
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cena (cenu nove dodatne jedinice proizvoda) koji odgovara ograni¢enju (1.14) u sklopu

ponude, odnosno zahtevamo
pr=m". (1.17)

Nakon sto smo formulisali problem, cilj je isti prevesti u oblik LC'P. Pri tome, z* je
optimalno resenje problema opisanog sa (1.12) — (1.15) ako i samo ako postoji vektor v*
sa osobinom da

y*=c— M'v* — NTz* >0, 2*>0, (y")Ta* =0,
ut = —b+ Mx* >0, v* >0, (u)Tv*=0, (1.18)
0*=—r*+ Nzx* >0, 7™ >0, ()7 =0

Zamenom izraza za vektor traznje na osnovu (1.16) i primenjujuéi ravnotezni kriterijum

(1.17) u sistemu (1.18) izvodimo oblik LC'P(q, A), gde su

c 0 —-MT —NT
g=1 -b |, A= | M 0 0
—d N 0 -D

Jasno je da je reSenje datog problema zapravo vektor [z*, v*, 7*|T.







Preliminarna tvrdenja

Citaoca najpre upoznajemo sa notacijom koja je koris¢ena pri izradi rada, istovremeno

pruzajuc¢i uvid u definicije i teoreme neophodne za uspesno pracenje tematike.

Realne vektore dimenzije n oznacavacemo sa R™ i pod pojmom vektora uvek ¢emo
podrazumevati vektor kolonu. Skup svih realnih matrica formata m x n oznac¢avamo sa
R™™. Jasno, pojam vektora i matrice lako se uopstava na slucaj kada su elementi istih
kompleksni brojevi, i tada za skupove svih kompleksnih vektora dimenzije n, odnosno
kompleksnih matrica formata m x n koristimo oznake C™ i C"™", respektivno. Definicije i
teoreme koje vaze i za kompleksni slucaj bi¢e formulisane u tom maniru, uz napomenu da
je sa stanovista ovog rada u primeni isklju¢ivo realna varijanta.

Posmatrajmo dve proizvoljne matrice istog formata, A = [a;;], B = [b;;] € R™". Po-
drazumevaéemo da su nejednakosti oblika ApB, p € {>,>, <, <,=} definisane po kom-
ponentama, to jest da je ApB ako je ispunjeno a;; pb;j, zasve 1 <i <mil < j < n.
Matrica A je nenegativna (pozitivna) ako njeni elementi zadovoljavaju a;; > 0 (a;; > 0),
zasve 1 <i<mil <j<n. Notacija |A] predstavlja apsolutnu vrednost matrice A i ona
je, takode, definisana po elementima matrice, |A| = [|a;;|], a transponovanu matricu za A
obelezavamo sa AT. Jasno je da se pomenute notacije bez problema odnose i na vektore
(kao specijani slu¢aj matrica) u prostoru R™.

U nastavku uvodimo pojam vektorske norme definisane pomoc¢u pozitivnog vektora.

DEFINICIJA 1 Neka je z € R" proizvoljan vektor sa pozitivnim komponentama. Tada

je vektorska norma definisana pomocu pozitivnog vektora z data sa

Izllsy = max Lo UER

Sada se upoznajemo sa pojmom matri¢ne norme indukovane ovom vektorskom normom.

11



12 GLAVA 2. PRELIMINARNA TVRDENJA

DEFINICIJA 2 Neka je z € R"™ vektor cije su sve komponente pozitivne. Matricna
norma indukovana vektorskom normom definisanom pomocu pozitivnog vektora je

||AH(z) = max Z 7|aij|2j, A € R™".
j=1 “

1<i<n ;

Teoremu koja sledi navodimo bez dokaza, a njen smisao je da ukaze na odnos vektorske

norme definisane pomocu pozitivnog vektora i njom indukovane matricne norme.

TEOREMA 1 Neka su z € R", 2 >0, A € R*". U opstem slucaju vazi

HAH(Z) > ||AZ||(Z)7

no ako je A > 0, tada je
1A]lx) = |1 Az]|2)-

Skup svih karakteristi¢nih korena kvadratne matrice A predstavlja njen spektar, o(A).
Maksimalni karakteristicni koren matrice po modulu predstavlja njen spektralni radijus
p(A) = max |\;(A)|. Izuzetno znacajna ¢injenica koju ¢emo frekventno koristiti i po-

drazumevati jeste odnos proizvoljne konzistentne matricne norme i spektralnog radijusa.

TEOREMA 2 Za svaku konzistentnu matricnu normu || - || na C*" i svaku matricu
A e C" vazi p(A) < ||A]|.

Dakle, sve konzistentne (a samim tim i prirodne) matri¢ne norme locirane su na realnoj
osi desno od spektralnog radijusa. Medutim, ¢injenica vredna pomena jeste da medu njima
uvek postoji prirodna matri¢na norma koja je proizvoljno blizu spektralnog radijusa, o

¢emu govori sledeca teorema, ¢iji dokaz ne navodimo.

TEOREMA 3 Za svaku kvadratnu matricu A € C™" i za svako € > 0 postoji prirodna
matricna norma || - | sa osobinom da je p(A) < ||Al| < p(A) +¢.

LEMA 1 Neka su A, B € R™" takve da je |A| < B. Tada je p(A) < p(B), sto implicira da
Je p(A) < p(|A]).

DokAz: Razlikujemo dva slucaja, s obzirom da pretpostavke povlace da je B > 0.
Ako je B > 0, tada na osnovu Peron-Frobenijusove teoreme (detaljnije u [20]) znamo
da postoji vektor = > 0, takav da je Bx = p(B)xz. S obzirom da je x pozitivan
vektor, uzimajuéi vektorsku normu njime definisanu, i njom indukovanu matricnu
zakljnéujemo da vazi |Bllw = [Ballw = lo(B)alley = p(B)llzllw = p(B). Sa
druge strane, |A| < B = || Al = [l|Alll@) < |B||(z), na osnovu homogenosti,
te monotonosti matriéne norme (za nenegativne matrice). Konac¢no, zaklju¢ujemo da
p(A) < [[All@) < ||B|l2) = p(B). Uslucaju da je B > 0, definiSemo pomerenu matricu
B. = B + ¢ceel, za neko ¢ > 0. Tada je B. > 0 alii |[A| < B < B., pa na osnovu
prethodnog rezultata zakljué¢ujemo da je p(A) < p(B:). Neprekidnost spektralnog
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radijusa implicira p(A) < p(B), kada ¢ — 0. Primetimo, buduéi da vazi |A| < |A],
sledi da je p(A) < p(|A]). A

LEMA 2 Neka je A € R™" nenegativna matrica. Ako postoje pozitivan vektor x € R" i

pozitivan skalar « sa osobinom da je Ax < ax, tada je p(A) < a.

Doxkaz: Neka je A > 0. Znajuci da postoji x > 0 takvo da je Ax < ax, zakljucujemo
da vazi 0 < o 'Axr < z. Posmatrajmo vektorsku normu definisanu pomoc¢u datog
pozitivnog vektora x, i njom indukovanu matricnu normu. Tada je 1 = ||z||) >
la Az = o YAz @) = a M| All@w) > o 'p(A), koristeéi monotonost vektorske
norme (za nenegativne vektore), kao i jednakost matriéne i vektorske norme za neneg-

ativnu matricu. Napokon, p(A) < a. A
Specijalno birajuéi da je o = 1, navodimo sledec¢u posledicu Leme 1.

PosLEDICA 1 Neka je A € R™" nenegativna matrica. Ako postoji pozitivan vektor
x € R"™ sa osobinom da je Az < z, tada je p(A) < 1.

Konvergencija proizvoljnog niza matrica ka nula matrici moze se okarakterisati konver-
gencijom brojnog niza normi tog proizvoljnog niza matrica ka nuli, o ¢emu svedoc¢i naredno

tvrdenje.

TEOREMA 4 Neka je {A(k)} proizvoljan niz matrica i neka je || - || proizvoljna
keN
matricna norma. Tada vazi:

lim A® =0 <= lim ||A®| =0.
k—o0

k—o0

Jedan od esencijalnih rezultata numericke linearne algebre iz oblasti konvergencije ni-
zova i redova matrica odnosi se na karakterizaciju konvergencije stepenog niza matrica ka

nula matrici.

TEOREMA 5 Za svaku kvadratnu matricu A vazi

lim A" =0 <= p(4) <1

k=00
DoxkAzZ: (=) Neka stepeni niz matrica tezi nula matrici, to jest klggo A* =0 i neka
je || - || proizvoljna konzistentna matricna norma. Tada je, na osnovu Teoreme 4,
kh_{go | A¥|| = 0, odnosno postoji neko k, pocev od kojeg je || A¥|| < 1. Sa druge strane,
posto za svaku matricu A vazi da je p(A) < || A]|, sledi da je (p(A))* = p(A¥) < || A¥|.
Dakle, po¢ev od nekog k, imamo da je (p(A))* < 1, iz ¢ega zaklju¢ujemo da mora biti
p(A) < 1.
(«<=) Pretpostavimo da je p(A) < 1. Na osnovu Teoreme 3, postoji prirodna matri¢na
norma za koju je ||A|| < 1, pa je kh_)rgo |A|I* = 0. Kako je 0 < [|A*|| < ||A||¥, to sledi da

je klim |A¥|| = 0, odakle, na osnovu Teoreme 4, zaklju¢ujemo da je i klim AP =0. A
—00 —00

U nastavku se podsecamo definicija nekih specijalnih klasa matrica. Pre svega, paznju

posvecujemo klasi strogo dijagonalno dominantnih matrica, koje opisuju veliki broj prob-

lema u praksi.
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DEFINICIJA 3 Matrica A = [a;;] € C™™ naziva se strogo dijagonalno dominantna ili,

kratko, SDD matrica, ako za svako i € {1,2,...,n} vazi

n

|ag;| > ri(A) :== ) |ag].
i=1
i

Dalje se osvréemo na definicije vezane za specijane znakovne strukture koje matrica

moze posedovati.

DEFINICIJA 4 Za matricu A € R™" kazemo da je Zoblika ako su joj svi vandijagonalni
elementi nepozitivni. Matrica je Zoblika ako su joj dodatno svi dijagonalni elementi

pozitivni.

Za proizvoljnu regularnu matricu A € R™" kaZemo da je monotona ako je A=t > 0. S

tim u vezi, uvodimo i pojam M-matrica, na slede¢i nacin.

DEFINICIJA 5 Matrica A € R™" koja je Z oblika zove se M-matrica ako je monotona,

odnosno ukoliko je regularna i njena inverzna matrica nenegativna, tj. A=t > 0.

TEOREMA 6 Matrica A € R™" koja je Zoblika je M-matrica ako i samo ako postoji

pozitivan vektor z, takav da je Az pozitivan vektor.

LEMA 3 Neka su A, B € R™" M-matrice, D € R™" pozitivna dijagonalna, a C € R™"

proizvoljna matrica. Tada vaze slede¢e implikacije:
1. A< B= B '< A
2. AL (C <D= C je M-matrica.
DokAz:

1. Pretpostavimo da vazi odnos A < B. S obzirom da matrice A i B pripadaju
M-klasi, to su njihovi inverzi nenegativni. Mnozenje date nejednakosti najpre
sa leve strane sa A1 > 0, a potom i sa desne sa B~! > 0, ne samo da ¢uva

znak, ve¢ upravo proizvodi trazeni odnos, B~1 < A~1,

2. Neka je odnos triju matrica A < C' < D. Dovoljno je pokazati da je C' Z
oblika, te da je regularna, sa nenegativnim inverzom. Kako je D > 0, a njeni
vandijagonalni elementi nule, relacija C' < D obezbeduje Z oblik. Sa druge
strane, budu¢i da je matrica A M-matrica, to znaci da postoji x > 0 tako da
je Ax > 0. Mnoze¢i nejednakost A < C' pozitivnim vektorom z, ocuvavamo
znak nejednakosti, pa zakljucujemo da 0 < Ax < Cu, Sto implicira da je C'
M-matrica. JAN
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Narocito interesantna klasa matrica fundamentalna za ovaj rad, sa uporistem u Sirokom
spektru primena, svakako jeste klasa H-matrica. Naime, poznato je da se pojam H-matrica

dobija uopstavanjem pojma M-matrica, i to na sledec¢i nacin.

DEFINICIJA 6 Za proizvoljnu matricu A = [a;;] € C™", njoj pridruzena matrica
M(A) := ;5] € R™™ definisana je sa

L { |aii|7 Z:ju
paj =

—lai;|, i# j.

Primetimo da je prethodna definicija obezbedila Z oblik pridruzene matrice, M(A),

proizvoljne kvadratne kompleksne matrice A.

DEFINICIJA 7 Matrica A naziva se H-matrica ako i samo ako je njoj pridruzena ma-
trica M(A) M-matrica, tj. ako je M(A) regularna i M(A)™! > 0. H matrica sa

pozitivnim dijagonalnim elementima naziva se H™ matrica.

Numericka linearna algebra poznaje i kategoriju takozvanih generalizovano dijagonalno
dominantnih matrica, koje reprezentuju uopstenje strogo dijagonalno dominantnih matrica.
étaviée, svaka H-matrica ujedno je i GDD, i obratno. Drugim rec¢ima, re¢ je o terminima

koji su sinonimi.

DEFINICIJA 8 Matrica A = [a;j] € C*™ naziva se generalizovano dijagonalno domi-
nantna ili, kratko, GDD matrica, ako postoji pozitivan vektor x = [x1, s, ..., z,]T €
R"™, takav da je

n

|lag|z; > > |z; zasvakoi € {1,2,...,n}.
J=1
JF

Proizvoljna realna kvadratna matrica A € R™" je simetri¢na ako vaZi da je A = AT.

DEFINICIJA 9 Realna matrica A naziva se pozitivno definitna ako za svaki realan
vektor x # 0 vazi da je 27 Az > 0.

DEFINICIJA 10 Realna matrica A naziva se pozitivno semi-definitna ako za svaki re-

alan vektor x vazi da je 27 Ax > 0.

Realne pozitivno (semi-)definitne matrice moguce je okarakterisati preko odgovarajuceg

simetri¢nog dela. Naime, matrica A € R™" je pozitivno (semi-)definitna ako i samo ako je

njen simetriéni deo §(AT + A) pozitivno (semi-)definitna matrica.
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TEOREMA 7 Ako je matrica A H-matrica, tada vazi:
a) A je regularna,
b) [A7Y < M(A)™,
c) p(|D|7YB|) < 1, pri ¢emu je A= D — B i D = diag(a1, azz, - - -, Gnn)-
Doxkaz:

a) Ako pretpostavimo da je A H-matrica, tada postoji pozitivna dijagonalna ma-
trica X koja skalira matricu A na SDD, takva da je AX SDD. Na osnovu
regularnosti klase SDD zakljucujemo da matrica AX mora biti regularna, sto

povlaci regularnost matrice A.

b) Kako je A H-matrica, to znac¢i da je M(A) = [p;;] M-matrica, to jest M(A) je
regularna i M(A)~! > 0. Ako su A = [a;5], A~! = [b;], tada

|AA71‘7;]' = Zaikbkj . (21)
k
Takode,
(MEIAT) = D puarlbig] = laal [big| = 3 laae b
k ki
<ai|bij] — Zaikbkj
ki
(2.2)
<@ |bij]| — Zaikbkj
ki
<

> aibi;
%

S obzirom da je F = AA™!, odnosno F = |E| = |[AA™!, na osnovu (2.1) i
(2.2) zakljuCujemo da je E > M(A)|A~!|. Kako je M(A)™! > 0, mnozeé¢i ovu

nejednakost sa leve strane sa M(A)™! zaista dobijamo da je

A7 < M(A)7

¢) Neka je A H-matricai A = D — B. To implicira da je M(A) = |D| — |B| M-
matrica, odnosno da postoji vektor z > 0 sa osobinom da je M(A)z > 0 odnosno
|D|z > |B|z. Buduéi da je matrica | D| regularna i pozitivna, mnoze¢i prethodnu
nejednakost sa leve strane sa |D|™! dobijamo da je z > |D|7!|B|z, a kako je

matrica | D| ™! B| nenegativna, Posledica 1 implicira da je p(|D|7YB|) < 1. A
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DEFINICIJA 11 Neka je A € R™". Ako postoje matrice M, N € R™", pri ¢cemu je M

regularna, takve da je

A=M-—N, (2.3)

onda (2.3) zovemo splitingom (razlaganjem) matrice A.

Razne kategorizacije splitinga matrice ponudene su slede¢om definicijom koja iste i sistem-

atizuje.
DEFINICIJA 12 Neka je A= M — N spliting matrice A. On je:
a) slabo regularan ako je M=1>0iM'N >0,
b) regularan ako je M~ >01i N >0,
c) konvergentan ako je p(M~'N) < 1,
d) M-spliting ako je M M-matrica i N > 0,
e) H-spliting ako je M(M) — |N| M-matrica,

f) H-kompatibilan ako je M(A) = M(M) — |N]|.

LEMA 4 Neka je A = M —N H-spliting. Tada su A i M H-matrice i vazi da je p(M~'N) <
p(M(M)7YN]|) < 1, odnosno svaki H-spliting je konvergentan.

DokAz: Budué¢i da posmatramo H-spliting matrice A, $to po definiciji znaci da je
M(M) — |N| M-matrica, to zna¢i da postoji x > 0 sa osobinom da je (M(M) —
|N|)z > 0. Drugim rec¢ima, to implicira da je M(M)z > |N|z > 0 (posto je |[N| > 0),
pa je posledi¢no i matrica M(M) M-matrica, odnosno M je H-matrica.

Ostaje jos da pokazemo da je A H-matrica. Dovoljno je proveriti da je M(A) M-
matrica. S obzirom da u opStem sluCaju vazi ocena operatora Ostrovskog (cf. [21])
koja glasi M(A £ B) > M(A) — |B|, zakljucujemo da je M(A) = M(M — N) >
M(M)—|N|, akako je M(M)—|N| po pretpostavci M-matrica, to povladi egzistenciju
pozitivnog vektora x sa osobinom da je (M(M) — |N|)x > 0. Medutim, tada je
M(A)x > (M(M) — |N|)z > 0, sto povlaci da je M(A) M-matrica, odnosno A
H-matrica.

Za drugi deo tvrdenja, iskoristimo ¢injenicu da, kako je M(M) — |N| M-matrica,
to postoji pozitivan vektor z, sa osobinom da je (M(M) — |N|)z > 0, odnosno,
M(M)z > |N|z. S obzirom da je M H-matrica, odnosno vazi da je M(M)™' > 0,
to je # > M(M)~!|N|x, stoga u svetlu Posledice 1 znamo da je p(M(M)7!|N]|) < 1.
Primetimo da je |[M~'N| < |[M~!||N|, pa na osnovu Teoreme 7, budué¢i da je M
H-matrica, sledi da je |[M~'N| < M(M)™'|N|. Primenom Leme 1, dobijamo da je
p(M™IN) < p(M(M)7'|NJ), ¢ime je tvrdenje kompletirano. A
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LEMA 5 Ako je A= M — N H-kompatibilni spliting i ako je A H-matrica, tada je A =

M — N H-spliting pa samim tim i konvergentan.

DokAz: Nekaje A = M—N H-kompatibilni spliting, odnosno M(A) = M(M)—|N]|.
Dodatno, ako pretpostavimo da je A H-matrica, to povladi da je M(A) = M(M)—|N]|
M-matrica, odnosno da je spliting H, dok na osnovu prethodne leme znamo da je svaki

H-spliting ujedno i konvergentan. A




Iterativni postupci
za resavanje

sistema linearnih jednacina

U ovom poglavlju upoznajemo se sa iterativnim postupcima za reSavanje sistema linearnih
jednacina, isticemo prednosti istih nad klasi¢nim, direktnim postupcima u realnim prime-

nama, a posebnu paznju posve¢ujemo njihovim relaksacionim varijantama.

Sistemi linearnih jednac¢ina zauzimaju centralno mesto u univerzumu linearne algebre,
s obzirom da je jedan od osnovnih problema svih grana primenjene matematike upravo
analiza i resavanje sistema odredenog broja jednacina u kojem figurise izvestan broj nepoz-
natih. Prvi pisani trag o problematici odredivanja resenja koje istovremeno zadovoljava
vise jednacina nalazimo na samom pocetku 8. poglavlja drevnog starokineskog rukopisa
Chiu-chang Suan-shu - Devet poglavlja umetnosti matematike, iz perioda oko 3. veka
pre nove ere. Od tada pa sve do danas, upravo su prakti¢ne primene bile te koje su
iznedrile sisteme linearnih jendacina, te opredelile i podstakle razvoj postupaka za njihovo
resavanje. Rezultat Ciji smo i mi svedoci, jesu brojne osmisljene metode, sa akcentom na
kontinuiranom usavrsavanju postojecih, ali i snaznom podstreku za razvoj novih. Postupci
za reSavanje sistema linearnih jednacina klasifikovani su u dve, konceptualno i sustinski
suprotstavljene kategorije — direktne i iterativne.

Neka je data matrica A € R™" i vektor b € R™. Pod sistemom m linearnih jednacina

sa n nepoznatih podrazumevamo svaku konjunkciju jednacina oblika

a1y + aprs + ... + awr, = b
a91T1 + Qo2%y + ... + GQonT, = bg

S . . . o (3.1)
Am1T1 + ApmaZ2 + ...+ App®p, = bm

19
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pri ¢emu su koeficijenti a;; € R elementi matrice sistema A, b; € R slobodni koeficijenti,
dok su z; € R nepoznate koje je neophodno odrediti, 1 <7 <m; 1 < j < n. Sistem S se

u matri¢noj reprezentaciji zapisuje na sledec¢i nacin

a1l a2 ... Qip T b1
a921 22 ... QA9pn To b2

Az = b, odnosno . ' . =1 1, (3.2)
R . T b,

a njegovo reSavanje podrazumeva nalaZenje vektora x = [r1,Zs,...,z,]T koji zadovol-

java matricnu jednakost (3.2), odnosno sistem S definisan sa (3.1). Sa stanoviSta imple-
mentacije, u praksi se najces¢e podrazumevaju sistemi ¢ije su matrice kvadratne i regularne,
sto implicira jedinstvenost resenja. Pod ovim elementarnim pretpostavkama, koje garan-
tuju postojanje inverza matrice sistema, sa teorijskog aspekta, resenje sistema mozemo

odrediti tako $to ¢emo pomnoziti jednakost (3.2) matricom A~! sa leve strane,
r = A"1b,

i time problem (3.1), odnosno (3.2), zameniti ra¢unski zahtevnijim, vremenski skupljim —
problemom odredivanja inverza matrice A.

Fundamentalni rezultat u vezi sa reSavanjem sistema linearnih jednacina sa proizvoljnom,
u opstem slucaju pravougaonom matricom sistema, zahvaljujuéi sirokoj popularizaciji, dao
je Johann Carl Friedrich Gauss. Najpoznatiji postupak, nazvan njemu u ¢ast Gausova
metoda eliminacije, sastoji se u transformaciji matrice sistema na gornju trougaonu, a
potom se resenja dobijaju jednostavnom “zamenom unatrag”. Mi ¢emo, od sad pa na
dalje, podrazumevati kvadratne sisteme sa regularnom matricom, sto obezbeduje egzis-
tenciju i jedinstvenost resenja. I premda direktne metode do resenja stizu nakon konac¢no
mnogo koraka, dimenzije samog sistema, struktura matrica i memorijsko-racunske lim-
itacije cesto govore u prilog neprakticnosti pomenutih metoda. Ako pored nepreciznosti u
smislu gresaka zaokruzivanja, uzmemo u obzir i greSke merenja, postavlja se elementarno
pitanje: U kojoj meri je sracunato resenje zaista tacno?

Za razliku od direktnih, iterativni postupci odustaju od nalazenja ta¢nog resenja. Os-
novna ideja iterativnih metoda jeste racunanje i formiranje niza pribliznih resenja, takoz-
vanih iteracija, koje ¢e, pod izvesnim uslovima, konvergirati ka tacnom resenju x, sistema,
za koje znamo da postoji i da je jedinstveno, zbog pretpostavke o regularnosti matrice A.
Iterativni niz koji biva generisan na osnovu datog algoritma (iterativnog pravila) je zapravo
niz aproksimacija tatnog resenja, (@, M, 2® . pri ¢emu je (9 proizvoljni startni vek-
tor, koji je najcesée upravo nula vektor. Cilj iterativnih metoda jeste smanjenje greske,
odnosno udaljenosti aproksimacije od ta¢nog resenja u svakom koraku. Superiornost iter-
ativnih metoda u odnosu na direktne oslikava se i u ¢injenici Sto se zapoceto racunanje
pribliznih resenja u svakom momentu moze obustaviti, i startovati sa novim pocetnim

vektorom. To je dozvoljeno zbog Cinjenice da je konvergencija iterativnog postupka u pot-
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punosti okarakterisana osobinama iterativne matrice, koja je nezavisna od iteracija, zbog

¢ega izbor startnog vektora ne utice na konvergenciju.

3.1 Opsti iterativni postupak

Upravo zbog uocenih prednosti i Siroke primene iterativnih metoda, u nastavku posebnu
paznju posvecujemo okosnici ovih metoda — opstem iterativnom postupku. Najznacajniji
rezultat koji ¢emo istaci jeste karakterizacija njegove konvergencije, pri ¢emu je ista u
potpunosti odredena osobinama iterativne matrice.

Neka je A € C™" regularna matrica i b € C". Posmatrajuéi sistem linearnih jednacina
u matri¢nom zapisu

Az = b, (3.3)

jedan od nacina da formiramo iterativni postupak za njegovo resavanje jeste da matricu A
zapisemo u obliku

A= M — N, pricemu je M regularna matrica,

Sto nazivamo razlaganjem (splitingom) matrice A. S obzirom na uoceno razlaganje matrice

A, sistem (3.3) se ekvivalentno moze predstaviti kao:
x=M"'Nx+ M, (3.4)

sto je zapravo zapis sistema u formi nepokretne tacke. Ovaj reprezentacija je pogodna, jer

njen oblik prirodno generise odgovarajuci iterativni postupak za resavanje
e = MIN2® 4 M, k>0, (3.5)

pri ¢emu startni vektor z(® biramo proizvoljno. Metod (3.5) naziva se opsti iterativni

postupak, a fundamentalni rezultat o njegovoj konvergenciji otkriva naredna teorema.

TEOREMA 8 Neka je A = M — N i neka je M regularna matrica. Tada iterativni
postupak (3.5) za svako z© konvergira ka ta¢nom resenju x, sistema Az = b ako i
samo ako je p(M—'N) < 1.

DokAz:

Zarad jednostavnosti zapisa, predlazemo slede¢u notaciju
T:=MN, d:= M, FO = g ® g
sto implicira da je opsti iterativni postupak

gD =™ L g k> 0.
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Vektor f*) predstavlja k—ti rezidual. Tada je jasno da vazi
FO 0 _

fV =2 — g, = (T2 +d) — (T, +d) =T —z,) =TfO,

fO=2@ g, = (Ta® +d) — (Tw, +d) = T2V —z,) =TfY =720,

(<) Neka je p(T') < 1. Pozivajuéi se na Teoremu 5, zaklju¢ujemo da je klim " =0,
—00
pa, kako je f(©) nezavisno od k, (3.6) implicira da je klim f®) =0, odnosno sledi da
—00
lim (z® — z,) = 0, dakle lim z® = z,.

k—o0 k—o0
(=) Neka je lim 2 =z, za svaki startni vektor z(®). Tada je

0= kh_)rgo f® = kh_)rilo T¢ O za svako f(©.
Neka je i proizvoljan indeks kolone matrice T i neka je f© = ¢’ pri ¢emu je €’
i—ti vektor standardne baze (i—ta kolona jedini¢ne matrice). Tada iz klgg@ TFe! =0
zakljuéujemo da i—ta kolona matrice T tezi nula vektoru. S obzirom da ovo vazi za
svako 4, sledi da matrica T* teZi nula matrici. Medutim, po Teoremi 5, to je potreban
i dovoljan uslov da je p(T') < 1. A

KOMENTAR 1 Spektralni radijus u potpunosti daje odgovor na pitanje o konvergenciji, dok
to nije slucaj sa konzistentnim matricnim normama. Ako je neka konzistentna matricna
norma iterativne matrice manja od 1, tada je to dovoljan uslov za konvergenciju (za svaki
startni vektor), no ako je ona veca ili jednaka od 1, to ne daje dovoljne informacije za

zakljucak.

PosLEDICA 2 Ako je A= M — N i M regularna matrica, takva da je za neku konzis-
tentnu matri¢nu normu ||[M~'N|| < 1, onda iterativni postupak (3.5) za svako x(?)

konvergira ka tacnom resenju x, sistema Ax = b.

Od sad pa na dalje, pod standardnim razlaganjem matrice A, oblika
A=D-L-U,

¢emo podrazumevati razlaganje na njen dijagonalni (D), strogo donji trougaoni (L) i strogo

gornji trougaoni deo (U). Drugim re¢ima

D :=diag(ai1, ass, ..., any,),
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—a;; za 1> 7j, —a;; za 1 <],
(L)ij = ’ 0 (U)y = ’ .
0 za <7, 0 za ©2>7.

Takode, podrazumeva¢emo da matrica A ima nenula dijagonalne elemente.

Jakobijev iterativni postupak

Ako u ulozi matrice M biramo matricu D, uz osvrt da je matrica D dijagonalna i regularna

(jer su svi dijagonalni elementi matrice A razli¢iti od nule), iterativni postupak (3.5) postaje
g* ) = D YL+ U)z® + D7, k>0, 2 proizvoljno, (3.7)

i naziva se Jakobijev iterativni postupak.

Jakobijev iterativni postupak najpoznatiji je predstavnik klase postupaka zajednickog
koraka, pri ¢emu se za ra¢unanje komponenti nove, (k + 1)—ve iteracije, koriste iskljucivo
ve¢ sracunate komponente stare, k—te iteracije. Kako je u pitanju specijalnan slucaj opsteg

iterativnog postupka, konvergencija postupka (3.7) je posledica Teoreme 8.

TEOREMA 9 Jakobijev iterativni postupak (3.7) za svako x°) konvergira ka tacnom
resenju x, sistema Ax = b ako i samo ako je p(D™'(L +U)) < 1.

Gaus-Zajdelov iterativni postupak

Ako sada, pak, u ulozi matrice M biramo matricu D — L, koja je donja trougaona i
regularna (pod pretpostavkom da su svi dijagonalni elementi matrice A nenula), pravilo
(3.5) postaje

g* ) = (D — D)7 'Uz® + (D - L)', k>0, 2z proizvoljno, (3.8)

i poznato je pod nazivom Gaus-Zajdelov iterativni postupak. Ovaj postupak pripada
klasi takozvanih postupaka pojedinacnog koraka, pri cemu implementira azuriranje svih
sracunatih komponenti, tako da pri odredivanju komponenti nove iteracije koristi ve¢
sracunate komponente te iste iteracije. Primenjujuéi rezultat Teoreme 8 na slucaj postupka

definisanog sa (3.8), dobijamo sledeé¢i potreban i dovoljan uslov za njegovu konvergenciju.

TEOREMA 10 Gaus-Zajdelov iterativni postupak (3.8) za svako x®) konvergira ka

tacnom resenju x, sistema Ax = b ako i samo ako je p((D — L)™'U) < 1.

Poznato je da je pripadnost matrice sistema klasi SDD odnosno H-matrica uslov koji
garantuje globalnu konvergenciju kako Jakobijevog, tako i Gaus-Zajdelovog iterativnog

postupka.
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3.2 Relaksacioni postupci

Videli smo, u prethodnoj sekciji, da je konvergencija iterativnih postupaka u potpunosti
okarakterisana spektralnim radijusom iterativne matrice. Preciznije, postupak je konver-
girao za svaki startni vektor ka tacnom resenju sistema ako i samo ako je spektralni radijus
iterativne matrice bio manji od 1. Pri tome, razlaganje matrice sistema i sama iterativna
matrica bile su konstantne i nezavisne od iteracije. Ako ipak dozvolimo da one zavise od
jednog ili vise parametara, pri tome i dalje nezavisne od iteracije, tada se odgovarajuci
iterativni postupci nazivaju relaksacioni, a parametri koji u njima figurisu su relaksacioni
parametri. U pogledu efikasnosti, zna se da brzina konvergencije iterativnog postupka

zavisi od veli¢ine spektralnog radijusa iterativne matrice B, i da je odredena vrednoséu

—In p(B).

Postupci sa kojima smo se upoznali do sada bili su zasnovani na slede¢em principu.
Nova, (k + 1)—va iteracija biva sraCunata tako Sto se stara, k—ta iteracija, uveca za iznos

(k+1) _ (] Ono $to karakterise relaksacione metode jeste ideja na kojoj pocivaju,

korekcije x
a koja se sastoji u tome da se sracunata korekcija, pre nego sto biva dodata na staru

iteraciju, relaksira, odnosno pomnozi nenula relaksacionim parametrom, w # 0.

Najpre ¢emo se osvrnuti na dobro poznate jednoparametarske familije postupaka relak-
sacije, JOR i SOR, kao generalizacije Jakobijevog i Gaus-Zajdelovog iterativnog postupka,
respektivno. Saznac¢emo koji su to kriterijumimi izbora relaksacionog parametra koji garan-
tuju konvergenciju ovih metoda, a ovu sekciju privodimo kraju upoznajuéi se i sa AOR

postupkom, kao predstavnikom dvoparametarskih postupaka relaksacije.

JOR - postupak Jakobijeve relaksacije

Jakobijeva relaksacija (eng. Jacobi overrelaxation), ili skra¢eno JOR metod, je general-
izacija Jakobijevog postupka u sledeéem smislu. Nakon sra¢unate iteracije #*), naredna,

x*+D " se kod Jakobijevog postupka formira kao
g® ) = &) (D) M) ede je D2™ Y = (L4 U)2z™ + b,
dok JOR postupak do nove iteracije dolazi slede¢im putem

2D = 28 (gD _ 40y

)

pri ¢emu je w # 0. Izraz koji otkriva nacin formiranja JOR iterativne matrice je

Lior(A,w):=(1—-w)E+wD YL +U),
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a do istog se moze do¢i ako u opstem iterativnom postupku, (3.5), u ulogama matrica koje

¢ine razlaganje matrice sistema, A, posmatramo, redom,

| |
M=-D N:<1—)D+L+U.

w w

Spoznajuci da je JOR postupak zapravo specijalan slucaj opsteg iterativnog postupka,
potreban i dovoljan uslov za njegovu konvergenciju moguce je formulisati tvrdenjem koje

predstavlja odgovaraju¢u adaptaciju Teoreme 8 u svetlu izbora matrica M i N.

TEOREMA 11 JOR postupak za svako ¥ konvergira ka tacnom resenju x, sistema

Az = b ako i samo ako je p(Ljor(A,w)) < 1.

SOR - postupak sukcesivne relaksacije

SOR postupak (akronim od successive overrelaxation) predstavlja generalizaciju Gaus-
Zajdelovog postupka, a zasnovan je na slicnom principu po kojem je JOR generalizovao
Jakobijev postupak. Naime, nakon iteracije 2*), naredna se kod Gaus-Zajdelovog postupka

formira kao
20D = o) (0D )y gde je De®HD = Lt 4 pp® 4

a kod SOR postupka imamo da je

2D = g0 gy (gk+D — ()

)

uz ogranicenje w # 0. Takode, ako u (3.5) biramo

M=YDp-wr), N-= (1—1) (D—wL)+(1—w)L+U,

w w

lako izvodimo oblik SOR iterativne matrice
Loor(A,w) = (D — wL)™" ((1 — WD+ wU).

Uz ucinjene izbore matrica M i N, kao i kod JOR postupka, i na ovom mestu navodimo

rezultat o konvergenciji.

TEOREMA 12 SOR postupak za svako z(®) konvergira ka tacnom reSenju z, sistema

Az = b ako i samo ako je p(Lsor(A,w)) < 1.

Podsetimo se i ¢injenice da izbor w ¢ (0,2) povlaci da ni JOR ni SOR postupak ne
konvergiraju za svaki startni vektor ka tacnom resenju sistema. Takode, dovoljni uslovi za

konvergenciju oba postupka jesu da je matrica sistema SDD odnosno H, i da je w € (0, 1].
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AOR - postupak ubrzane relaksacije

Koncept ubrzane relaksacije u nau¢ne tokove uveo je Hadjidimos [16]. U svom radu iz 1978,
Hadjidimos je ponudio teorijski okvir za postupke ubrzane relaksacije, koji su, sustinski,
dvoparametarsko uopstenje SOR iterativnog postupka, pri ¢emu iterativna matrica zavisi
od relaksacionog parametra (w) i jos jednog, dodatnog, parametra ubrzanja (o).

Ako posmatramo sistem oblika Ax = b, i pretpostavimo standardno razlaganje matrice
sistema, A = D — L—U, tada je iterativni postupak koji definiSe AOR metod dat na sledeci
nacin

m(k+1) = EAOR(A7 g, w)x(k) + dAOR(b7 g, w)7 k Z Oa

gde su
Lior(A,o0,0)=(D—0oL) (1 —w)D + (w—0)L +wU),

daor(b,0,w) = w(D — L)~ b.

Ocigledno je da se AOR postupak moze posmatrati i kao specijalan slucaj opsteg itera-

tivnog postupka (3.5), za izbor matrica

M=2(D-oL), N:<1—1>(D—JL)—|—(1—J)L+U.

w w

Jasno, kao i za postupke do sada, i njegova konvergencija se moze okarakterisati preko

svojstava iterativne matrice.

TEOREMA 13 AOR postupak za svako x\") konvergira ka tacnom resenju x, sistema

Az = b ako i samo ako je p(Laor(4A,0,w)) < 1.

w=1
JOR Jakobi
c=20
Opsti
iterativni AOR
postupak
g =uw Gaus-
SOR Zajdel
w=1

Slika 3.1: Odnos iterativnih postupaka

Varijante AOR postupka kao i njihov odnos za specificne izbore parametara o i w
ilustrovane su dijagram Semom 3.1. U nastavku prezentujemo rezultat, cf. [10], koji daje

ocenu spektralnog radijusa iterativne matrice AOR postupka sa gornje strane.
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TEOREMA 14 Neka je A = D — L — U standardno razlaganje matrice A Ciji su svi
dijagonalni elementi razliciti od nule, i za koju su, za svako i = 1,2,...,n definisane

sledece velicine
li = Ti(DilL) i U; = Ti(DilU).

Ako jel —|o|l; >0, i=1,2,...,n, tada vazi ocena

11 —w| + |w—o|l; + |w|u,

p(Laor(A,0,w)) < max

Dokaz: Po definiciji spektralnog radijusa, potrebno je i dovoljno pokazati da je
maksimalni karakteristican koren iterativne matrice AOR postupka, uzet po mod-
ulu, manji ili jednak od definisane veli¢ine. Ekvivalentno, pokazujemo da proizvoljni
karakteristicni koren date matrice zadovoljava uoc¢eno svojstvo. Dokaz teoreme bazi-
ramo na principu svodjenja na kontradikciju.

Pretpostavimo suprotno, da postoji karakteristiéni koren A matrice Lior(A,o,w),

takav da je
11— w|+ |w—oll; + |w|u;

1—|0'|lz ’

|A| > max
7
sto je ekvivalentno sa

1 - —oall; i
11 —w|+ |w—oll; + |w|u 19

Al >
A 1 —|oll; ’ T

M.

Imajuéi u vidu pretpostavku o znaku imenioca izraza sa desne strane, nakon kracih

analiza dobijamo da, za 1 = 1,2,...,n, vazi slede¢i lanac nejednakosti

A =T+ w[Z A= [1—wl
> [A[ =1 =]
> |w—al|l; + [Mo|l; + |w|u; (3.9)
> |lw—0+ Ao|l; + |w|u;
= |lw+ oA =Dl + |w|u;.

Definisu¢i pomoénu matricu
C=A=-1+w)D—(w+o(A—1))L —wU,

relacije (3.9) impliciraju da matrica D7'C, a samim tim i C, pripada klasi SDD,
sto obezbeduje njenu regularnost. Sa druge strane, s obzirom da je A karakteristi¢ni

koren matrice Laor(A, o,w), sledi da je

det(\E — L or(A, 0,w)) = 0.
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Imajuéi u vidu da

AE — Laor(A,0,w) =XD —oL) ™ (D —0oL)— (D —0cL) (1 —w)D + (w— o)L +wU)
=D —-oL) ' (MD—-0L)-(1-w)D — (w—0)L —wU)

=(D—-0oL)' (A=14+w)D — (w+o(A—=1))L —wU)

=(D-oL)'C,

te da je determinanta proizvoda zapravo proizvod determinanti, to je

0 = det(\E — L ior(A,0,w)) = det((D — wL) ")det(C),

odakle na osnovu regularnosti matrice (D — wL)™! zaklju¢ujemo da je matrica C

singularna, Sto je kontradikcija. A

TEOREMA 15 Neka je A = D — L—U standardno razlaganje matrice sistema koja pri-
pada klasi SDD. Dalje, posmatrajmo iterativnu matricu SOR postupka sa parametrom

o, Laor(A,0,0), i velicine date sa

Il =ri(DL), w; = r;(D7U),

20 2
— 5 S = )
P p(Caor(A, 0, 0)) 1+ p (D[] + [0]))
;o 2
L max(l +w)

Tada AOR postupak konvergira za svaki startni vektor (0 ako parametri o i w zado-
voljavaju
0<o<s, 0 < w < max{p,t}
ili
—w(l —1l; — ;) + 2max{0,w — 1}
2l;

0<w<t, max <o<0
(2

ili
2 min{0,1 — 144 —
0<w<t, t <o < min min{0, w}2l—i—w( +h ul).

Sustina prethodne teoreme je u slede¢em. Pod pretpostavkom da je A u klasi SDD, te

da su parametri AOR iterativne matrice izabrani na jedan od ponudenih nacina, tada su

1 —|o|l; > 0, 1=1,2,...,n,

11— w| + |w—o|l; + |w|u;
max <1,

pa je, na osnovu Teoreme 14, p(Laor(A,o,w)) < 1, $to je potreban i dovoljan uslov za



3.2. RELAKSACIONI POSTUPCI 29

konvergenciju AOR postupka.

Ostaje jos da ustanovimo pod kojim uslovima AOR postupak konvergira ukoliko je ma-
trica sistema H-matrica. Ako A pripada klasi H, to znaci da postoji pozitivna dijagonalna
matrica X, sa osobinom da je AX SDD. S obzirom da dijagonalna matrica mnozi sa leve
strane tako $to skalira vrste, to je i X 'AX takode SDD. Stavige, matrice 4 1 X 1AX
su slicne. Medutim, nije tesko uociti i da su njima odgovarajuce iterativne matrice AOR

postupka takode sli¢ne, buduéi da vazi odnos
Laor(XHAX, 0,w) = X Laor(A, 0,w)X,

sto povlaci
p(Laor(XTAX,0,w)) = p(Laor(A,o,w)). (3.10)

TEOREMA 16 Neka matrica sistema A, sa standardnim razlaganjem A =D — L — U,

pripada klasi H, pri ¢cemu je X njena skalirajuca na SDD. Ako je izbor parametara o
i w ucinjen kao u Teoremi 15, a zai1=1,2,...,n

L=r(X'D'LX) i  wu=m(X'DUX),

tada AOR postupak konvergira za svaki startni vektor z(°).

DoKAZ: Primenom rezultata Teoreme 15 na matricu X 'AX zaklju¢ujemo da za
dozvoljen izbor parametara imamo obezbedenu konvergenciju, to jest da je ispunjeno
p(Laor(X1TAX, 0,w)) < 1, pa u svetlu relacije (3.10) tvrdenje sledi. A







Iterativni postupci
za resavanje problema

linearne komplementarnosti

Sekcija pred nama predstavlja glavni deo ovog rada. Rec¢ je o iterativnim metodama za
numericko resavanje problema linearne komplementarnosti koje su, imajuc¢i u vidu sirok
dijapazon prakticnih primena, izuzetno atraktivna tema. Stoga, bez intencije da uman-
jimo njihov znacaj, poglavlja za nama osmisljena su sa namerom da ¢itaoca upoznaju sa
esencijalnim alatima numericke linearne algebre, te da nas na sto koncizniji i pitkiji nacin

pripreme za uspesno razumevanje teorijskih osnova koje slede.

O prakti¢noj vaznosti problema linearne komplementarnosti svedoce raznolike primene
u realisticnim modelima. Sistemi kako tehnickih i prirodnih ali i drustvenih nauka, sfere
inZzenjerstva i modeliranja generalno, u kojima medudejstva materije ili, pak, interak-
cije ekonomskih subjekata na trzistu bivaju opisane matematickim modelima optimiza-
cionih problema, sasvim prirodno produkuju probleme koji alatima numericke optimizacije
efikasno bivaju transformisani u zapis LCP. Formalna postavka predstavlja samo deli¢ sla-
galice na putu ka uspesnom razumevanju pojava i donosenju odluka. Drugi, nikako manje
bitan aspekt predstavlja analiza resSivosti, a potom, pod uslovom da ona daje potvrdan
odgovor, i analiza broja resenja posmatranog problema. Tre¢i, ne manje vazan deo je anal-
iza stabilnosti i dobre uslovljenosti, ali se time ne¢emo baviti u ovom radu. Pre nego sto
se posvetimo iterativnim metodama za resavanje problema linearne komplementarnosti,
podseti¢emo se rezultata do kojeg su dosli Bai i Evans, cf. [3], koji govori o tome da
je pripadnost matrice sistema klasi H-matrica sa pozitivnim elementima na glavnoj di-
jagonali (H, matrica) dovoljan uslov koji obezbeduje egzistenciju i jedinstvenost resenja

pomenutog problema.

31
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TEOREMA 17 Neka je A € R™™ H, matrica. Tada postoji resenje z, za LC'P(q, A) i

ono je jedinstveno.

Pretpostavka da je matrica sistema A problema LCP(q, A)iz klase H, matrica nije
previse restriktivna, s obzirom da primene u praksi kao takve ¢esto generisu matrice sa

pomenutom osobinom.

4.1 Modulske metode zasnovane na splitinzima

Problematika resivosti, kao i algoritmi za odredivanje resenja LCP, prisutni su u svetu
numericke linearne algebre kao Cesta i inspirativna tema. Pa ipak, prekretnica u nacinu
na koji se ovom problemu pristupalo desila se onog trenutka kada je ponudena ekviva-
lentna forma zapisa LCP u obliku jednacina sa apsolutnim vrednostima (absolute value
equations - AVE) [22]. Ono Sto je ovaj rezultat svrstalo u kategoriju prvoklasnih pris-
tupa jeste Cinjenica da se problem linearne komplementarnosti zapravo moze zapisati u
formi jednacine nepokrente tacke u kojoj figurise i apsolutna vrednost nepoznatog vektora.
Pri tome nije tesko proveriti da su nenegativni vektori |z| £+ x, za proizvoljno x € R",
medusobno ortogonalni, a znamo da se problem LCP(q, A)sastoji u pronalasku nenega-
tivnih vektora r i z, koji ¢e ispuniti svojstvo ortogonalnosti, pri cemu su ¢ i A unapred dati.
Posledica je eminentna, buduéi da zapis linearnog sistema u formi fiksne tacke prirodno
generise iterativni postupak za resavanje. Lepota novog pristupa ogleda se u ¢injenici
da svet numericke linearne algebre poznaje dovoljan broj iterativnih metoda za reSavanje
sistema linearnih jednacina koji su potekli upravo iz zapisa sistema u formi nepokretne
tacke, te da se isti vrlo elegantno mogu adaptirati na novi problem, sa ciljem identifikacije
reSenja. Iterativne metode ovog tipa razvio je Zhong-Zhi Bai i nazvao ih je modulskim
iterativnim metodama za LCP zasnovanim na splitinzima matrice sistema (modulus-based

matrix splitting iteration methods for linear complementarity problems) [2].

TEOREMA 18 Posmatrajmo spliting matrice A € R™" dat sa A = M — N. Neka su
01,0 > 01 Q" > 0 kvadratne dijagonalne matrice reda n, pri cemu je ) = )y + s.
Za LC'P(q, A) vaze sledeéi iskazi:

1
i) Ako je (r,2) resenje za LC'P(q, A), tada vektor x = ~(I'"'2 — Q~'r) zadovoljava
implicitnu jednacinu nepokretne tacke (IJNT) datu sa

(MT + Qy)x = (NI — Qo)z + (Q — AD)|z| — g, (4.1)

ii) Ako x zadovoljava (4.1), tada je resenje za LC'P(q, A) dato sa

z=0(z|+2) i r=Q(z|—2). (4.2)
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DoKAZ:

i)

ii)

Kako je vektor z resenje za LC'P(q, A), to je on nenegativan, te se moze zapisati

u obliku z = I'(|z| + ), jer za Vo € R" vazi |z| £ > 0, s obzirom da je

2x, x>0, 0, x>0,
2] - 2 =
0, z<0, —2z, x <O.

2] + 2 =

Definisimo jos jedan nenegativan vektor, r = Q(|z| — x). Primetimo da je za

ovako odabrane z i r, x zaista predlozenog oblika, to jest x = i(F_lz — Q7).
Lako se mozemo uveriti da su ovako definisani vektori z i » medusobno ortogo-
nalni. Zaista, 27r = (|z| + 2)'TTQ(Jz| — z) = 0, za svaki vektor x € R™. Jasno,

po konstrukciji, r = Az 4 ¢ ako i samo ako je
Qx| — z) = AT (|z| + z) + ¢. (4.3)

Imajuéi na umu pretpostavljeno razlaganje matrice sistema, A = M — N, (4.3)

mozemo zapisati u ekvivalentnom obliku implicitne jednac¢ine nepokretne tacke,
odnosno, (MT'+ )z = (NT — Qo)z + (Q — AL)|z| — q.

Iz svega recenog, jasno je da se (4.1) moze ekvivalentno zapisati kao (4.3), stoga

za nenegativne vektore z i r date sa (4.2) imamo da je Az + ¢ = r. Primetimo
da

(a) ako je z; > 0 tadasu z; > 01ir; =0,
(b) ako je x; = 0 tada su z; = r; = 0,

(c) ako jex; < Otadasuz =0ir; >0.

Sto implicira da je 27r = 0. Stoga je (r, z) reSenje za LCP(q, A). A

Teorema 18 govori o ekvivalentnom zapisu za LCP(q, A)koji je naro¢ito pogodan

kada je reC o iterativnim postupcima zasnovanim na splitinzima matrice A i predstavlja

pomenuti rezultat do kojeg je dosao Bai.

Tvrdenje namece i pitanje izbora nekolicine parametara. Sa stanovista teorijske analize,

a potom i njene propratne numericke verifikacije, posmatra¢emo slucaj: €; = Q, Qy =

0, ' = v 1E. Stoga, nakon predloZenog pojednostavljenja, algebarskih sredivanja izraza i

adekvatnih smena, Teorema 18 ima za posledicu sledece tvrdenje.

33
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PosLEDICA 3 Neka je A= M — N spliting matrice A € R™", € pozitivna dijagonalna
matrica i v pozitivna konstanta. Tada, za LC P(q, A) vaze slede¢i iskazi:
1
i) Ako je (r,z) resenje za LCOP(q, A), tada vektor x = —v(z — Q7'r) zadovoljava
implicitnu jednacinu nepokretne tacke (IJNT) datu sa

Q4+ M)x =Nz + (Q2— A)|z| — g, (4.4)
ii) Ako z zadovoljava (4.4), tada je resenje za LC P(q, A) dato sa
=Ygl +2) i =70 - 2). (45)

Zapis nepokretne tacke iz (4.4) sasvim prirodno generise iterativni postupak baziran

na splitingu matrice A, sa ciljem resavanja LC'P(q, A) , koji formulisemo kao sto sledi.

METOD 1 Modulski iterativni postupak zasnovan na splitingu matrice
Neka je A = M — N spliting matrice A € R™". Pocevsi od proizvoljnog startnog
vektora 20 € R?, iduci redom za k > 0, sve dok se ne postigne konvergencija niza

{Z(k)}iozo C R%, nalazimo 2kt e R7 resavajuci linearni sistem

(Q+ M)z* D = Nz® 1 (Q — A)|2®)| — v¢ (4.6)

i racunamo narednu iteraciju
S(k+1) l(|x(k+1)| kD),

1
pri ¢emu je 20 = 579*1((9 — A)29 —¢), Q > 0 proizvoljno izabrana kvadratna
dijagonalna matrica reda n, a v > 0 proizvoljno izabrana konstanta.
Metod 1 koji smo upravo definisali predstavlja generalizaciju ostalih modulskih itera-
tivnih metoda zasnovanih na splitinzima matrice, ¢ija je detaljna specifikacija ponudena

tabelom u nastavku, pri cemu je A = D — L — U standardno razlaganje matrice A.

metod opis M N Q v
M modulski A 0 E 1
MM modifikovan modulski A 0 ab 1
MJ modulski Jakobi D L+U * 2
MGS  modulski Gaus-Zajdel D — L U * 2
MSOR modulski SOR “p-L (--1)D+U .9

MAOR modulski AOR

>
(\]

1 1

—(D—-p8L) —|(1—a)D+ (a—B)L+aU
~(D-pL) —|1-a)D+(a~p) ]
Tabela 4.1: Varijante modulskih iterativnih postupaka zasnovanih na splitingu matrice;
oznaka * na mestu parametra €2 u tabeli znaci da je ) proizvoljna pozitivna dijagonalna
matrica.
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Motivisani pricom o iterativnim postupcima za reSavanje sistema linearnih jednacina
o kojima je bilo re¢i u prethodnom poglavlju, zakljucujemo da i iterativne metode za
resavanje LCP generisu niz koji konvergira ka tacnom resenju za svaki startni vektor pod
odredenim pretpostavkama. NajceSc¢e se ti uslovi odnose na karakteristike same matrice
A, kao sto je spliting, a u slucaju da je postupak relaksacione prirode, dodatni uslov koji
mora biti zadovoljen jeste pripadnost relaksacionih parametara oblasti koja obezbeduje
konvergenciju.

Neka je z, € R} resenje LC'P(q, A). Tada, na osnovu Posledice 3 i (4.4), zakljucujemo

da z, = 57(2* — Q7 'r,) zadovoljava implicitno zadatu jedna¢inu nepokretne tacke (IJNT)
(M +Q)z, = Na, + (9 = A)|z| =g, (4.7)

pri ¢emu je A = M — N spliting matrice A, €2 > 0 dijagonalna kvadratna matrica a ~

pozitivna konstanta. Oduzimajuéi (4.7) od (4.6) dobijamo
(M + Q) — ) = N - 2,) + (@ = )] [z,
ili ekvivalentno,
D — g = (M + Q) 7' N(@® —z,) + (M + Q)71 (Q = A)(jJaW] — |a.]). (4.8)

Greska aproksimacije u (4.8) je osnov za rezultate o konvergenciji modulskih metoda zas-
novanih na splitinzima matrice. Primetimo, da bi niz {z*)}° bio konvergentan, to jest
lim 2 = z,, dovoljno je pokazati konvergenciju niza {2*)}2°, definisanog pomenutom

k—o0
metodom. Narocito interesantan slucaj jeste onaj koji podrazumeva da je matrica sistema

A u klasi H, matrica, i on ¢e, od sad pa na dalje, biti u zizi interesovanja, kao standardna

pretpostavka za sve iterativne metode koje slede.

TEOREMA 19 Neka je A € R™" H, matrica i A = M — N H-kompatibilni spliting
matrice A, odnosno M(A) = M(M) — |N|. Pretpostavimo da je € > 0 dijagonalna
matrica iy > 0 data pozitivna konstanta. Ako Q) zadovoljava uslov 2 > diag(M), tada
niz {zM}22 | generisan iterativnim pravilom (4.6) konvergira ka jedinstvenom resenju
z, € R LCP(q, A) za svaki startni vektor (¥ € R".

Dokaz: éinjenica da je matrica A u klasi H, matrica pa i u klasi H matrica, a
njen spliting H-kompatibilan, tj. M(A) = M(M) — |N|, na osnovu Lema 4 i 5
implicira da je A = M — N ujedno i H-spliting pa samim tim i konvergentan, te da
je matrica M takode H,. Vazi i M(A) < M(M) < diag(M), buduéi da je spliting
H-kompatibilan. Matrica M € R™", a samim tim i {2 + M su H, matrice, a kako
je M(Q+4+ M) =Q+ M(M) (jer M i€ imaju pozitivne dijagonalne elemente), to je
|(Q+M)7Y < (Q+M(M))~L. Uzimajuéi apsolutnu vrednost leve i desne strane greske
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aproksimacije u (4.8), nakon sredivanja dobijamo da je ocena greske aproksimacije

2D — g, | < (M + Q) 7HIN|z® — | + [(M + Q)7 (12 = M|+ [N||lz®] — |z,
< (Q+ MO (|2~ M|+ 2N — 2.
(4.9)

Uz oznake

Mg =Q+ M(M),  Ng=|Q— M|+2|N|,
Ag = (Q = M(M) = [Q — M|) +2M(4),  Lg= M;'Ng,

ocena apsolutne vrednosti greske iz (4.9) ekvivalentna je sa
2D — 2, < Lola® — 2,].

Veé smo konstatovali da konvergencija niza {z(}%°, ka z, garantuje konvergenciju
niza {z*¥)}2° ka z,. Dovoljno je, dakle, pokazati da je p(Lq) < 1, §to ¢e obezbediti
da {z®M}2  tezi ka z,. Kako je Q > diag(M), to je Q@ — M(M) — |Q — M| = 0,
pa je Ag = 2M(A), odnosno Aq je M-matrica. Nije tegsko uotiti i da je L zapravo
iterativna matrica koja odgovara splitingu matrice Ag = Mg — Ng. Ovaj spliting
je ujedno i H-spliting, jer kako je M(M(Mgq)) = M(Mg) i No > 0, vazi da je
M(MQ) — Ngo M-matrica, a znajuéi da je svaki H-spliting i konvergentan (cf. Lema
4) to je p(Mg'Ng) = p(Lg) < 1, &éime je tvrdenje pokazano. A

4.2 Postupci zasnovani na multisplitinzima

Modulski iterativni postupak zasnovan na splitingu matrice sistema, definisan Metodom
1, predstavlja postupak koji obezbeduje nac¢in pronalaska resenja za LCP(q, A), dok su
uslovi njegove konvergencije ponudeni Teoremom 19. Pa ipak, imajuc¢i u vidu postojanje
raspolozivih viseprocesorskih resursa u praksi, koji sa stanovista implementacije mogu
znatno ubrzati i poboljsati sam postupak numeriskog resavanja, Bai i Zhang su ucinili
iskorak ka optimizaciji postoje¢eg metoda u smislu prilagodavanja i upotrebi svih prednosti
koje rad u viSeprocesorskom ambijentu donosi [4]. S tim u vezi, definisali su modulski
iterativni postupak zasnovan na sinhronom multisplitingu matrice, koji je u potpunosti u
stanju da iskoristi brzinu paralelnog izracunavanja na raspolozivom broju procesora, i tako

numerickim rezultatima potvrde efikasnost novog postupka u realnim primenama.

DEFINICIJA 13 Neka je ¢ dati prirodni broj sa osobinom ¢ < n, a A = M, — N,

p = 1,2,..., ¢ splitinzi matrice sistema i E, € R™" nenegativne dijagonalne matrice
0

sa osobinom ZEp = E. Tada se kolekcija uredenih trojki oblika (M,, N,, E,)(p =

p=1
1,2,...,¢) naziva multispliting matrice A. Pri tome se matrice E,(p = 1,2,...,()

nazivaju ponderi.
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Posmatrajuéi svaki od ¢ multisplitinga matrice A, u svetlu Posledice 3, zakljuc¢ujemo
da je resenje za LC'P(q, A) dato sa

2=zl +a) 1 or=2710(2] - @),
pod uslovom da vektor x zadovoljava svaku od ukupno ¢ IJNT oblika
(Q+ M)z =Nyx+ (Q—-A)z|—v¢ p=12,...,L

Prelazak na ekvivalentan zapis resenja problema LCP(q, A) u uslovima postojanja mul-
tisplitinga prirodno generise odgovarajudi iterativni postupak za njegovo resavanje. Ovaj
postupak nazivamo MSM - modulski iterativni postupak zasnovan na sinhronom multi-

splitingu matrice.

METOD 2 MSM za LCP(q,A)
Neka je (M,, N,, E,)(p = 1,2, ..., ¢) multispliting matrice A € R™". Za dati startni

0)

vektor () ¢ R?” iiteracije k > 0, sve dok se ne postigne konvergencija niza {z0)%

R", ra¢unamo z**+1) € R? kao

k1) _ l<|x(k+1)‘ + 2Dy,

a 2t € R™ kao matri¢nu konveksnu kombinaciju

l
x(k"!‘l) — Z pr(k,p)’
p=1

pri ¢emu vektore *P) p = 1,2, ... ¢ nalazimo resavajuéi sisteme linearnih jednacina
(Q+ M)z* P = Na® 4 (Q = A))2W| —~vg  p=1,2,...,¢, (4.10)

1
gde je (0 = 579_1((9 — A)20 —¢).

Kako sa teorijskog, tako i sa prakti¢nog stanovista, MSM iterativni postupak poseduje
sve predispozicije za efikasan rad na paralelnim racunarima. Posmatraju¢i Metod 2 i ini-
cijalno sproveden multispliting, prednost paralelnog izracunavanja ogleda se u slede¢em.
Pod pretpostavkom da na raspolaganju imamo ¢ procesora (Slika 4.1), svakom od njih
u startu biva dodeljen odgovaraju¢i multispliting matrice, A = M, — N, i ponder E,,,
p=1,2,... (. Dakle, u svakoj iteraciji k > 0, svaki od procesora p resava sistem linearnih
jednacina (4.10) i odreduje vektor z(*?) - medurezultat koji odgovara aktivnosti p—tog
procesora u k—tom koraku. Konstruisu¢i matri¢nu konveksnu kombinaciju medurezultata
z® ) pri emu su koeficijenti u istoj matrice E, p=1,2,...,¢ nalazimo z*+1) 4 po-
tom i novu iteraciju u nizu aproksimacija resenja LOP(q, A), vektor z*+Y_ Primetimo
da se svaki od sistema (4.10) reSava zasebno i nezavisno na odgovarajuéem procesoru p,

u ¢cemu se ogleda bit primene paralelnog izracunavanja. Napomenimo i to da izborom
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matrica M, i E,, p = 1,2,...,¢ moZemo znacajno uticati na raspodelu zadataka u pro-
cesu izracunavanja i time pospesiti brzinu istog. Ubrzanje je moguce i na rac¢un izbora
pondera E,, budu¢i da komponente vektora z*P) koje odgovaraju nulama na glavnoj di-
jagonali pondera nije potrebno ra¢unati. Jasno je da u varijanti upotrebe samo jednog
procesora, ¢ = 1, MSM iterativni postupak postaje modulski iterativni postupak zasnovan
na splitingu matrice. Esencijalna prednost MSM postupka u odnosu na iterativne metode
zasnovane na sinhronim multisplitinzima (cf. [19], [1]), ogleda se u ¢injenici $to se u slucaju
prvih u svakoj iteraciji resava sistem linearnih jednacina oblika (4.10) umesto resavanja

novih potproblema linearne komplementarnosti.

(1) —(2) () =)
CPU CPU e o o CPU CPU
CACHE CACHE CACHE CACHE

MAIN MEMORY

Slika 4.1: Viseprocesorski paralelni racunar

I premda je teorijska prednost MSM iterativnog postupka ocigledna, pojednostavljenje
u implementaciji moze se posti¢i specijalnim izborom forme splitinga, sto ¢e obezbediti da
sistemi (4.10), koje je neophodno resavati u svakoj iteraciji na odgovaraju¢em procesoru,

budu donji trougaoni. Tako dolazimo do pojma trougaonog multisplitinga.

DEFINICIJA 14 Neka je D = diag(A) i za p = 1,2,...,{ definiSimo matrice L, i
U, =D — L, — A, kao strogo donje trougaone i matrice sa nulama na dijagonali,

respektivno. Neka su matrice E, € R™™ p = 1,2,...,{ nenegativne dijagonalne sa

¢
osobinom Y E, = E. Tada se kolekcija uredenih trojki oblika (D — L,,U,, E,)(p =
p=1
1,2,...,¢) naziva trougaoni multispliting matrice A.

Birajuéi da su, za p=1,2,...,¢, u MSM postupku

My= (D~ L) i Ny=((1-)D+(a-B)L,+alj),

pri ¢emu su « i § relaksacioni parametri, dolazimo do MSMAOR metode.
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MEeTOD 3 MSMAOR za LCP(q,A)
Neka je (D — L,, Uy, E,)(p = 1,2,...,{) trougaoni multispliting matrice A € R™".
Za dati startni vektor 20 € R? iiteracije k > 0, sve dok se ne postigne konvergencija

niza {z®}2  C R, racunamo 2%+ € R" kao
1
Z(k+1) _ *(|£L’(k+1)‘ + x(k-i—l))’
a 1) € R™ kao matricnu konveksnu kombinaciju

¢
x(k"!‘l) — Z Epl'(k’p),
p=1

pri ¢emu vektore *P) p = 1,2, ... ¢ nalazimo resavajuéi sisteme linearnih jednacina

(aQ+D—BL,)x*™ = |(1—a)D+(a—pB)L,+al,

x(k)—l—a{(Q—A)\x(k)]—fyq L (411)
1
gde je 20 = 579_1((9 — A2 —¢).

Bududi da je klasicni AOR iterativni postupak za resavanje sistema linearnih jednacina
podrazumevao standardno razlaganje matrice sistema, a s obzirom da trougaoni spliting
predstavlja natklasu standardnih razlaganja, za iterativni postupak koji ¢ini osnovu u
resavanju ovih sistema kazemo da je varijanta AOR postupka. Kao sto je AOR postupak,
kao dvoparametarska iterativna metoda, generalizovao Jakobijev i Gaus-Zajdelov postupak
za resavanje sistema linearnih jednacina, tako i MSMAOR uopstava odgovarajuée postupke
MSM tipa (Tabela 4.2).

metod opis (o, B)
MSMJ modulski sinhroni Jakobijev multispliting (1,0)
MSMGS modulski sinhroni Gaus-Zajdelov multispliting (1,1)
MSMSOR modulski sinhroni SOR multispliting (o, )

Tabela 4.2: Varijante MSMAOR postupka

Konvergencija za MSM i MSMAOR

Od sad pa na dalje, posmatracemo probleme linearne komplementarnosti kod kojih je ma-
trica A iz klase H, matrica. Obelezimo resenje, ¢iju egzistenciju i jedinstvenost garantuje
Teorema 17, sa z,. Posmatrajuéi iterativne nizove {zM}20  C R? i {z(W}  C R" gener-
isane MSM i MSMAOR iterativnim postupcima, buduéi da je 2+ = i(|x(k+1)| + (k1)
vazi

]}erolo 2B =y = ]}1_{{.10 ) = 57(2* Q) = o,
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Dakle, da bismo pokazali konvergenciju niza {2} ka resenju LC P(q, A) dovoljno je da
pokazemo da je niz {z(¥)}° ) generisan Metodama 2 i 3 konvergentan, i da mu je granica
bas vektor z,.

Neka su (M,, N, E,)(p = 1,2,...,0) i (D — L,,U,, E,)(p = 1,2, ..., {) multispliting i
trougaoni multispliting matrice A, respektivno. Na osnovu Posledice 3 znamo da ako je
z, resenje za LC'P(q, A), tada vektor x, = ;v(z* — Q7 'r,) zadovoljava svaku od ¢ IJNT
(4.10) odnosno (4.11), odnosno

a) za MSM metod vazi

(Q+ M)z, = Nyzy + (2 — Az —vg, p=1,2,...,¢, (4.12)

b) za MSMAOR metod vazi
(aQ+ D — pL,)x, = |(1 —a)D + (o — B)L, + aUp}x* + a{(Q — Az, — vq,
p=1,2... 4.

Drugim re¢ima, vektor z, je ta¢no reSenje sistema (4.10) i (4.11), to jest ako konvergi-
raju, nizovi {z(®}2°, generisani MSM odnosno MSMAOR postupkom zaista konvergiraju
ka z,. U nastavku navodimo rezultat o konvergenciji MSM i MSMAOR iterativnih postu-
paka za resavanje LC'P(q, A) , do kojeg su dosli Bai i Zhang, [4]. Za relaksacionu varijantu
postupka, MSMAOR, obezbeden je dodatni uslov na relaksacione parametre koji garantuje

konvergenciju iterativnog niza.

TEOREMA 20 Konvergencija MSM i MSMAOR postupaka

Neka je A € R™" H, matrica, pri ¢emu su D = diag(A), B = D — A i neka su
(M,,N,, E,)(p = 1,2,...,0) i (D — L,,U,, E,)(p = 1,2,...,0) redom multispliting i
trougaoni multispliting matrice A. Pretpostavimo da je v > 0 i da Q) kao pozitivna

dijagonalna matrica ispunjava uslov €2 > D.

i) Ako su razlaganja A = M, — N,(p =1,2,...,{) H-kompatibilna, tada iterativni
niz {z®)}22, generisan MSM iterativnim postupkom konvergira ka jedinstvenom

resenju z, za LCP(q, A) za svaki startni vektor 2(® € R".

ii) Ako trougaoni multispliting A = D — L, — U,(p = 1,2,...,{) zadovoljava os-
obinu M(A) = D — |L,| — |Uy|(p = 1,2,...,{), tada iterativni niz {z®}32,
generisan MSMAOR iterativnim postupkom konvergira ka jedinstvenom resenju
z. za LCP(q, A) za svaki startni vektor () € R?, pod uslovom da relaksacioni

parametri « 1 § budu izabrani na sledeci nacin

0<f<a< (4.13)

_
p(D~Bl)
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DOKAZ: S obzirom na veé izlozeno, ostaje da pokazemo samo da je niz {x*)}¢
konvergentan. Oduzimajuéi (4.12) od (4.10), dobijamo da je

2P g = (4 M) [Np(fo) — )+ (2= A)(|2®] — |x*|)], p=1.2 .. 0

na osnovu cega mozemo odrediti gresku aproksimacije za MSM datu sa
20—, = Z E,(Q+ Mp)_l [Np(x(k) — ) + (2 - A)(|x(k)| - |x*|)}

=D E(Q+ M) Np(a®) = z,) (4.14)

Sli¢no, u slucaju MSMAOR postupka, nalazimo da vazi

g®P) g, = (aQ+ D — BL,) " {((1 —a)D+ (a—B)L, + ozUp> (z®) — )

a(@= A2 - w))]. p=12...0

pa je greska aproksimacije za isti

2D g, = fj E (o + D — BL,)™" {((1 —a)D+ (a = B)L, + al,)(z® — x,)

p=1

+a(@ = A)(a®)] - fo.))

= zé: E,(aQ+ D — BL,) ! ((1 —a)D+ (a—pP)L, + aUp)(I(k) —z,)

FaY 09+ D - BL) (0 — AY(a®)] — [r.])
p=1

(4.15)

Nakon sto smo obavili neophodnu pripremu, prelazimo redom na dokaz delova

teoreme.

i) Buduéi da matrica A pripada klasi H; matrica, a da su splitinzi A = M, —
Ny(p=1,2,...,¢) H-kompatibilni, Lema 4 implicira da je spliting i H-spliting,
a potom, na osnovu Leme 9, sledi da je matrica M, a time i Q4+ M, u klasi H
matrica. Stoga, imamo ocenu apsolutne vrednosti inverzne matrice sa gornje

strane (cf. Lema 7)

(Q4+ M) <MOQ+ M) = Q+M(M,))™", p=1,2,....0 (4.16)



42

GLAVA 4. ITERATIVNI POSTUPCI ZA LCP

Uzimajuéi apsolutne vrednosti obe strane jednakosti u (4.14), upotrebom (4.16),
[|[2®)|—|z,]| < |2*) —z,| (obrnuta nejednakost trougla), te algebarskim sredivanjem
izraza dobijamo

M — 2| < Lusulae®™ — ],

jat
pri cemu je ’
Lusy =Y Ey(Q+ M) (IN,| + (2 — A).

p=1
S obzirom dasu A = M,—N,(p =1,2,...,¢) H-kompatibilni splitinzi, odnosno
M(A) = M(M,) — |N,|, p=1,2,...,¢,

vazi da je |N,| = M(M,) — M(A) = M(M,) — D + |B|,zap = 1,2,...,7.

Dakle, izraz koji definiSe matricu L5,

£M5M=2EP<Q+M N7H(IN| + 12 - Al)
o
:iEp(QnLM ) (M(My) = M(A) +]2— D+ B|)
"
:flep<Q+M )@+ M(M,)) = (Q+ D) + |2 — D| +2|B])
o
_y Ep(Q+ M(M,)) " (2 + M(M,)) — 2D + 2| B|)
=1
= pr(Q+M(Mp))*1(Q+M(Mp>>

+ > E,(Q4+ M(M,))" " (—2D + 2|BJ)
=E+2) E,(Q+ M(M,)""(|B] - D)
=FE - Qé E,(Q+ M(M,)) 'D(E - J),

gde je J := D7YB| > 0, s obzirom da je A H, matrica, uz notaciju D =
diag(A), B =D — A i |D| = D. Teorema 7 proizvodi da je p(D7'|B]|) < 1.
Definisimo pomerenu matricu dobijenu od J kao J. := J + cee? > 0, za ¢
dovoljno malo, takvo da je p. := p(J.) < lie=[1,1,...,1]T € R" Tada,

Lyvsy < E—2 f: E,(Q+ M(M,) 'D(E - J.)

p=1

i na osnovu Peron-Frobenijusove teoreme, znamo da postoji pozitivan vektor,
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ii)

> 0, takav da je J.v. = p.v.. Takode, M(A) =D —|B|= D(E — D7 !|B|) =
D(E — J). Mnozenjem sa v, > 0, sledi da

0
Larsmve < ve — 2> Ey(Q+ M(M,))'D(E — J.)v.

p=1

‘
=v.—2Y E,(Q+ M(M,)) ' D(v. — p.v.)
p=1
¢
=0, —2(1 - p.) Z (Q+ M(M,)) " Du..

Oznac¢imo sa D, = diag(M,), p = 1,2,...,{. Buduéi da su matrice D,(p =
1,2,...,¢) pozitivne dijagonalne kao i £, one su i M —matrice, pa kako je Q) +
D, > Q + M(M,), na osnovu Leme 3 vazi odnos

(Q+M(Mp))_1Z(Q+Dp)_17 p:172a"'7£

4
S E,(Q+D,)"' >0

p=1
pri ¢emu se pozitivnost odnosi isklju¢ivo na dijagonalne elemente, jer je u pitanju
dijagonalna matrica, te kako je p. < 1, zapravo dobijamo da vazi sledece
‘
Larsyve < ve —2(1 — pe) Z E,(Q+ D,) ' Dv. < v,

p=1

pa je p(Lysy) < 1 (cf. Posledica 1). Stoga, iterativni niz, {x®1}2, a
samim tim i {z*} generisan MSM iterativnim postupkom konvergira ka

jedinstvenom taénom resenju za LC P(q, A) za svaki startni vektor z(*) € R

Pre svega, D — 3L, = aM,, pa je o+ D — L, = a(Q2 — M,,). Po pretpostavci,
spliting [, matrice A, A = M, — N, je H-kompatibilan, stoga Lema 4 implicira
da je on ujedno i H-spliting, pa zaklju¢ujemo (cf. Lema 5) da su M,, H-matrice,
stoga su i a(f2 — M,) takode u klasi H-matrica. Otuda (cf. Teorema 7) vazi

ocena
((@Q+d — BL,) 7Y < M(aQ+ D — BL,) ™" = (aQ + D — B|L,|) ™
Dalje, za p=1,2,...,¢, imamo i

(1 =a)D+ (a—B)L, + aly,| = |1 —a|D + |(a — B)L, + aU,|
< |1 —a|D+|a— B||Ly| + a|Up|.
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Na osnovu (4.15), posmatrajuéi apsolutne vrednosti, mozemo dobiti ocenu greske
MSMAOR iterativnog postupka. Pri tome, znamo da je a > 3, kao i ||z®)| —
|lz,|| < |z® — z,|. Rezultat glasi

k+1)

|$( —z,] < ﬁMSMAOR(CY7B)|$(k) — T,

pri cemu je

¢
Liyrsmaor(a, B) =) Ep(aQ+D—6|Lp|)_1[|1—a|D—|—(a—6)|Lp|+a|Up|—|—a|Q—A|}.

p=1

Imajuéi u vidudaje A=D— B, toje |Q—A|=|Q— D+ B|=(Q2—D)+|B],
uz pretpostavku da je 2 > D. Sa druge strane, kako za trougaoni multispliting
A=D-L,-Uy(p=1,2,...,¢) znamo da je H-kompatibilan, odnosno M(A) =
D —|L,| = |Uy|(p=1,2,...,¢), ana osnovu A =D — B sledi M(A) =D —|B],
zakljucujemo da mora da je |B| = |L,y| + |Uy|, p = 1,2,...,¢. Dakle, izraz za
matricu MSMAOR postupka postaje

Lysmaor(a, B) =D By(aQ+ D — BIL,[) ™ [|1 —a|D + (a = B)|Ly|

3
—_

+o|U,| + o] — A

Il
MN

Ey(aQ+ D — B|L,)) " [|1 = a|D + a| B| - B|L,|

3
Il
—_

+a((Q-D)+|B|)]
Y B2+ D~ AL 1~ alD + a0 - D)

1

3

— BILy| + 20| B]]

l
=Y Bp(aQ+ D = BIL,|) ! [(a + D = BIL,|)
p=1
+ <|1 —al—a— 1>D + 2a|B|}
J4
=E =Y E(aQ+D-pB|L|) " (1+a—|1—a|)D—2a|B|)

1

3

14

-3
-y

Ey(@Q+ D = BL,)'D(1+a—[1-al)E - 2a.])

o
<E Ep(@Q+ D = B|L,|)'D(1+a — [1 - a])E - 20.].),

p=1
‘

p=1

gde je, kao i ranije, J := D7YB| >0, a J. := J +eeel > 0, za € dovoljno malo,

takvo da je p. := p(J:) < 1. Ponovo, na osnovu Peron-Frobenijusove teoreme,
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znamo da postoji pozitivan vektor, v. > 0, sa osobinom J.v. = p.v..

To implicira da je

¢
Lysmaor(a, B)ve < ve — Z E,(aQ+ D — B\Lp\)’lD(l +a—|1- a|>E — 204J5)v5
p=1
¢
=v.— Y E,(aQ2+ D — 5|Lp|)_1D(1 +a—|1- oz|>vE - 2&J€UE)
p=1
¢
=0v.—0.> E,(aQ+D— BIL,|) "' Du.,

p=1

gdeje 0. :=1+a— |1 —a| — 2ap.. Buduéi da vazi 0 < a < , to je
p

R
(A1]B])

0:=1+a—|1—a|—2ap(J) >0,

a s obzirom da je spektralni radijus neprekidna funkcija po elementima matrice,
to mozemo izabrati € dovoljno malo, tako da je i 6. > 0 (p. — p,e — 0).
Takode, of2 + D — B|L,| = a(Q + M,) su H, matrice, za p = 1,2,...,¢,
odnosno M(a2+ D — B|L,|) = a2+ D — B|L,| su u klasi M-matrica. Uo¢imo
da je

aQQ+ D — p|L,| > a2+ D,

a kako je af) + D takode M-matrica, Lema 3 obezbeduje

0<(aQ+D—B|L,))™" < (a2 + D).
Na osnovu svega recenog, dolazimo do zakljucka da

J4
»CMSMAOR(av B)UE < v, — 0, Z Ep(aQ +D — B|Lp|)_1DU5 < Ve.

p=1

Stoga je p(Larsmaor(a,B)) < 1, §to implicira da je niz {x*)12 pa samim
tim i niz {z(®}%°, generisan MSMAOR iterativnim postupkom konvergentan,
te da isti, za svaki startni vektor 2?0 € R? , konvergira ka jedinstvenom tacnom

resenju za LC'P(q, A). A
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Poboljsanje oblasti konvergencije za MSMAOR

Primetimo da je konvergencija niza aproksimacija resenja za LC'P(q, A), definisanog MS-
MAOR iterativnim postupkom, pokazana Teoremom 20, uz pretpostavku o specificnom
odnosu relaksacionih parametara « i 5. Naime, Bai i Zhang [4] su pretpostavili i dokazali
konvergenciju u slucaju da je relaksacioni parametar a veci ili jednak sa [, premda je
ova pretpostavka restriktivna i moze biti izbegnuta, sto je poboljSsanje predlozeno u [11].
Cvetkovi¢-Kosti¢ popravka rezultirala je ¢injenicom da novi uslov produkuje Siru oblast
konvergencije relaksacionih parametara od prvobitne, te da proSirena oblast sadrzi one
izbore relaksacionih parametara koji ubrzavaju konvergenciju iterativnog niza ka ta¢nom
resenju za LC'P(q, A), a koji nisu bili obuhvaé¢eni dopustivim izborima u [4].

Pod pretpostavkom da trougaoni splitinzi matrice A koja je H., dodatno zadovoljavaju
i osobinu M(A) = D — |L,| — |Uy|(p = 1,2,...,), moZemo pisati L, = Z, o (—A), pri

¢emu je o oznaka za Adamarov proizvod matrica i Z, = [£}] je matrica sa osobinom

0<&:<1 za 1<j<i<n i ;=0 inace.

Definisemo i velic¢inu
E=max{{:p=1,2,...,¢ j<i}.

TEOREMA 21 Poboljsanje oblasti konvergencije za MISMIAOR

Neka je A € R™"™ H_. matrica i neka trougaoni multispliting A= D — L, — U,(p =
1,2,...,¢) zadovoljava osobinu M(A) = D—|L,|—|Upy|(p = 1,2, ...,¢). Pretpostavimo
da je vy > 0 ida 2 kao pozitivna dijagonalna matrica ispunjava uslov 2 > D. Tada, it-
erativni niz {z¥)}2¢  generisan MSMAOR iterativnim postupkom konvergira ka jedin-
stvenom resenju z, za LCP(q, A) za svaki startni vektor z(®) € R?, pod uslovom da su

relaksacioni parametri o 1 3 izabrani tako da je
max{a, £8}p(D7|B|) < min{1, a}. (4.17)

DoxkAz: Pretpostavimo da je z, reSenje za LC'P(q,A). Na osnovu rezultata [4],
znamo da ako niz {x*)}2° ) generisan MSMAOR iterativnim postupkom konvergira,
tada je njegova granica data sa z, = 57(2* —Q~1r,) i pri tome je greska aproksimacije

(4.15). Ocena greske je

(k+1)

|z —z,] < ﬁMSMAOR(CY75)|$(k) — T

Primetimo da je
(L =)D+ (o= B)Ly + alUy| = [(1 — a)D| + [(v = B) Ly + aUp|
=[1—alD +|a(L, + Uy) — BLy|
=|1—a|D+ |aB — (L,

kaoia|Q—A|l=a|Q—D+ B|=a(Q— D)+ «a|B| =a — aD + «a|B|.
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Cussuson(@.5) = 3= Bya+ D L) (11— alD +laB = 5L,/ +
pn
—aD + a|B| + B|L,| + D]
= flep(aQ +D = BILy|) " [(@Q+ D = BIL,)) + (]1 — a|D
e
—aD = D+ |aB — BL,| + a|B| + 8|L,|)]
—F+ flep(aQ +D = BIL) ' [(N—al—a—1)D
e
+|aB = BL,| + a|B| + BIL, |
=E- i@(aﬂw—%\)l[(wa— 1—al)D

p=1

— |aB — BL,| — a| B| = B|L,||.

Uoc¢imo da vaZi:

l—a za a<l1
l+a—|l—a|/=14+a-—

a—1 za a>1

200 za a <1

2 za a>1

= 2min{1, a},
kao i
0 za =]
a(—ai;) — BE;(—ai)] >
aB — BL,| + ol B| + AIL,]) = £ e
( P p)z] +a\—aijl—|—ﬁ§fj’—(aij)|
20| ay;| za 1< j,

pri cemu je
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| —ai;) — BEG (—ai)| + of — ai; + BE| — (ai)| =
(= B+ a+ &) ai;|  za a > BE

(—o+ B + a+ BE)|ai;| za o < BE;
2alai| za o> BEY

= Qmax{&,ﬂfg}]aiﬂ
< 2max{a, B¢} Hai4|, Vi,j € N,

pa otuda vazi i (]aB — BL,| + a|B| + BILPDH < 2max{a, B¢} a;;|, Vi,j € N.
ij
Dakle, mozemo zakljuciti

k+1)

|I( —z,] < ZMSMAOR(aaﬁ)|x(k) — T,

gde je

l
Lusuaor(e, B) = E =23 Ey(aQ+ D — B|L,|) ! (min{1, a} D — max{a, B¢}|B|)

p=1

aQd+ D — B|Lp|)_1D(min{1, a}E — max{q, ﬁ{}D‘1|B|>

¢
B2 Z Ey(
p=1
¢
E—2Y Ey(aQ+ D — |L,|) "' D(min{l,a} E — max{a, B¢}J).
p=1
Stoga je, za dokaz teoreme, dovoljno pokazati da je p(Lirsaraor(c, 3)) < 1.
Bududéi da je p(D7|B|) = p(J) < 1, kao i u prethodnom dokazu, moZemo izabrati
dovoljno malo € > 0 tako da p. := p(J.) < 1, pri ¢emu je J, := J + cee’. Tada,

na osnovu Peron-Frobenijusove teoreme, postoji pozitivan vektor, v. > 0, takav da

Jeve = peve. Dakle,

¢
EMSMAOR(Q, Bue < ve — 2 Z E,(aQ+ D — B\Lp|)’1D(min{1, a} B — max{a, B£}J€>v€

p=1

¢
=v.—2Y E,(aQ2+D — 6|Lp|)_1D(min{1, a} — max{a, Bg}pg)vg

p=1

‘
=v.—20.> E,(aQ+ D — B|L,|) ' Do,

p=1
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gde je
0. := min{1, o} — max{«, 5} p..

Kako vazi odnos M-matrica
a2+ D — B|L,| < a2+ D

Lema 3 povlaci
(aQ+ D — B|L,|) "' > (aQ + D) >0,

odnosno

¢
Lysmaor(a, B)v. < v. — 26 E,(aQ + D)~' Do,

p=1
= v, — 20.(a + D) ' Do,
= (aQ+ D)™ (a2 + D — 20.D)u:
= (aQ+ D)™ (a2 + (1 - 20.)D)v..

Ponovo, kako je p. — p, za doboljno malo ¢, (4.17) obezbeduje da je 6. > 0. Tada
je 1—260. < 1, odnosno a2+ (1—260.)D < a2+ D, sto povladi EMSMAOR(a, Bve < v,
odnosno p(Lysaraor(a, B)) < 1, (cf. Posledica 1), ¢ime je tvrdenje dokazano. A

Ostaje da se zaista uverimo da nova oblast (4.17) predstavlja prosirenje, i kao takva,
sadrzi staru oblast konvergencije (4.13). Bai i Zhang pretpostavili su da oba relaksaciona

parametra « i § pripadaju intervalu <0, ali i da je a > [, pa je oblast
p

(D‘llBl))’

konvergencije u («, §)—ravni ilustrovana slikom 4.2.

s

/5:(1
L :

e EE O EE W EE O EEEEEEEEEEEEm

(0,0) 1/p «

Slika 4.2: Oblast konvergencije iz (4.13)

Sa druge strane, posmatrajmo sada novu oblast definisanu sa (4.17). Pokazimo da je
ona zaista Sira i da u tom smislu sadrzi staru. To ¢emo postic¢i tako sto ¢emo istu zapisati
u ekvivalentnom obliku, pri ¢emu koristimo ¢injenicu da je max{A, B} < min{C, D} ako i
samo ako istovremeno vazi da A < C, A< D, B < C'i B < D. Dakle, da bi bilo ispunjeno
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da je
max{a, §}p(D7|B|) < min{l, a},

neophodno je da istovremeno vazi

O<a<m, za a>§&0 i a>1,
O<a<m, za a>&f i a<l,
O<ﬁ<§p(D—11]B|)’ za a<éf i a>1,
O<B<m, za a<&f i a<l.

Bududi da je & € (0, 1], odnos stare (isprekidana linija) i nove oblasti (puna) je sledeéi.

g B=a/&p) ,B=a/¢
1/(€p)p---mmmmmev
b=«
1/p p---------
(0,0) | i, @

Slika 4.3: Odnos oblasti konvergencije iz (4.13) i (4.17)
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Numericki primeri

Da je poboljsanje teorijskih rezultata sa stanovista prakti¢nih primena u smislu prosirenja
oblasti konvergencije znacajno, ilustrujemo numeri¢kim primerima koji slede. Rezultate
sistematizujemo tabelarno i prikazujemo graficki, crtajuc¢i oblasti za izbor relaksacionih
parametara « i i nivo povrsi spektralnog radijusa matrice Lyrsyraor(a, 8), nad ravni
parametara « i 3.

Videli smo da matrice L,(p = 1,2,...,¢) iz trougaonih multisplitinga sa dodatnom
osobinom M(A) = D — |L,| — |Uy|(p = 1,2,...,{) mozemo predstaviti kao L, = Z, o
(—A), pri cemu su Z, = [£};] strogo donje trougaone matrice sa elementima iz intervala
0, 1]. Maksimalni element matrice =, oznacili smo sa . Premda upotreba multisplitinga
omogucava rad u viseprocesorskom ambijentu, problematiku analize oblasti konvergencije
posmatracéemo pod pretpostavkom egzistencije samo jednog procesora (¢ = 1) i s tim u vezi
necemo pisati donje indekse, p. To implicira da je E, = F, a zarad jednostavnosti birajmo
2 = D. Jedan primer trougaonog (multi)splitinga H, matrice A, oblika A =D — L —U
koji ispunjava osobinu M(A) = D — |L| — |U| dajemo u nastavku.

2 1 0 200 0 0 0 0 -1 0

-1 2 -1}=1020|]03 0 O|]07 0 1

0 -1 2 0 0 2 0 03 0 0 07 0
L U

Primetimo, dakle, da je matrica L zapravo deo donjeg trougla iz standardnog razla-
ganja, dok matrica U obuhvata gornji trougao kao i ostatak donjeg trougla matrice A
suprotnog znaka. Neka je standardno razlaganje matrice A datosa A = Dy — La — Ug.
Jos jedno pojednostavljenje zarad lakse analize jeste pretpostavka o jednakosti elemenata
matrice =, pa je L = & - L. Na osnovu uc¢injenih pretpostavki, uvrstavanjem istih u izraz

za matricu MSMAOR postupka, nakon algebarskih sredivanja, dobijamo

-1
Lusson(a, 8) = ((1+a)D = BE[Lal) |11 = alD + (@ = BEILal

+a|D +&(La— Al +a|D — A].

Rezultati praktiénih implementacija i numerickih izracunavanja prezentovani su Tabelom
4.3, za svaku od matrica A1 — A12 ponaosob i & € {0.4,1}. Podaci sugerisu da prosirenje
oblasti konvergencije karakterise i prakticni znacaj, buduci da spektralni radijus matrice
Lyrsamaor(a, B) dostize vidno manje vrednosti (CK _val) za izbor relaksacionih parametara
iz, prosirene, od onih (BZ_val) koji odgovaraju izborima iz inicijalne oblasti, Sto slikovito
ilustruju i grafici nivo povrsi spektralnog radijusa. Pri tome, oblasti izbora relaksacionih

parametara date su isprekidanom odnosno punom linijom, za (4.13) i (4.17), respektivno.



GLAVA 4. ITERATIVNI POSTUPCI ZA LCP

52

sedngsod YOVINSIV Bz (g ‘©0)dOVINSNy gotryewt esnlipel yrupeiyyods ewmuriuraa pafseid tupeiod() :¢§ ePqR],

1 e V1 LE €1 Ve g1 6°¢ I'T 8°C ¢l e ©19q 3D
1 I I I I I I I I I I 1 eydre 3D

I ! ! I I I ! ! ! I I ! Q7

I ! ! I I I ! ! ! I I I eydre zg
20120 | ¥PL0L0 | 19660 | ¢9¥S0 | 90959°0 | ¥9€9°0 | 86670 | 60670 | 69¢80 | 69¢8°0 | S¥Pcl'0 | €1CL0 [ea™S[D
29zL0 | 8¢9L°0 | 9L69°0 | 8E¥I0 | 16090 | €L89'0 | 08GG0 | 69090 | 0CERO | G9G8°0 | €6€L0 | ¥WLLO eA 7
I 70 ! 70 I 70 ! 70 I 70 I 70 S
GV IV 0TV 6V 8V LY BoLR

o1 €€ 91 (Y ¢ g 1°C €q g1 6'¢ 14 G ©1 3D
I ! ! ! I I ! ! ! I I ! eydre 3D

I T T T T T T T T T T 1 ®}q 7

1 I I I I I I I I I I I eydre zg
12¢9'0 | ¢0S9°0 | 8¥¥P0 | ¥CEV'0 | 60¥c¢0 | 60¥¢0 | €80T°0 | S601°0 | S20S°0 | LEGVO .@m\MV.HN .@mw.w [ea 3D
¢R)90 | 68IL°0 | LGTS°0 | 0999°0 | GCIv'0 | LE9P'O | 9PIE0 | 0C9€0 | 909G°0 | €609°0 | 69€€0 | €C¥¥0 reaA zg
I 70 ! 70 I 70 ! 70 ! 70 I 70 S
9V av vV ev ay IV BILIRU




4.2. POSTUPCI ZASNOVANI NA MULTISPLITINZIMA

25 25

(b)&=1

Slika 4.4: Nivo povrsi za p(Larsmaor(e, §)) 1 matricu Al sa oblastima parametara

(b)£=1

Slika 4.5: Nivo povrsi za p(Larsyaor(e, B)) 1 matricu A2 sa oblastima parametara

(b)£=1

Slika 4.6: Nivo povrsi za p(Larsaraor(e, B)) 1 matricu A3 sa oblastima parametara

53
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25 25

(b)¢=1

i matricu A4 sa oblastima parametara

<2
o
&
e
|
Z
<
IS
o}
S
<
=
e
N
®
=
o
g
n
S
N
S
s}
—
2
=

(b) =1

Slika 4.8: Nivo povrsi za p(Larsaaor(e, B)) 1 matricu A5 sa oblastima parametara

(b)£=1

Slika 4.9: Nivo povrsi za p(Larsyaor(e, B)) 1 matricu A6 sa oblastima parametara
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(b)¢=1

Slika 4.10: Nivo povrsi za p(Lysamraor(e, 8)) 1 matricu A7 sa oblastima parametara

(b)£=1

Slika 4.11: Nivo povrsi za p(Lysamaor(e, 8)) 1 matricu A8 sa oblastima parametara

(b)£=1

Slika 4.12: Nivo povrsi za p(Lysamaor(e, 8)) 1 matricu A9 sa oblastima parametara
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(b) =1

Slika 4.14: Nivo povrsi za p(Lysaraor(@, 8)) 1 matricu A1l sa oblastima parametara

(b)£=1

Slika 4.15: Nivo povrsi za p(Lasaraor(@, 8)) 1 matricu A12 sa oblastima parametara



4.3. POSTUPCI ZASNOVANI NA DVOFAZNIM MULTISPLITINZIMA 57

4.3 Postupci zasnovani na

dvofaznim multisplitinzima

U prethodnoj sekciji posvetenoj MSM iterativhom metodu kao i relaksacionim varijan-
tama istog, generalizovanima kroz MSMAOR postupak, istakli smo prednost upotrebe
viseprocesorskih jedinica koju su uocili i formulisali Bai i Zhang. Pod pretpostavkom
da na raspolaganju imamo ¢ procesorskih jedinica, mozemo izvrsiti multispliting matrice,
A= M,— N, (p=12,...,0), sa namerom da iskoristimo prednosti o kojima smo ve¢
govorili. Pa ipak, kada je re¢ o prakti¢nim primenama, ovi multisplitinzi su neretko uslovl-
jeni samom prirodom inicijalnog problema, Sto moze dovesti do neravnomerne distribucije
zadataka medu procesorima, a time i redukcije efekta rada u viSeprocesorskom rezimu.
Izmedu ostalog, buduéi da resavanje podsistema linearnih jednacina datih sa (4.10), koji
mogu biti velikih dimenzija, u svakoj iteraciji k£ i na svakom procesoru p moze dodatno us-
poriti ceo proces, Bai i Zhang ponudili su novo resenje u vidu dodatnog splitinga na nivou
podsistema (4.10), a metod su nazvali modulskim sinhronim dvofaznim multisplitingom -
MSTM. Pokazali su da drugi korak multisplitinga za resavanje podsistema osim iterativnih
postupaka moze ukljuciti i relaksacione varijante, a numerickim primerima ilustrovali su

prednosti upotrebe dvofaznih multisplitinga (cf. [5]).

DEFINICIIA 15 Neka je (M,, N,, E,)(p = 1,2,...,{) multispliting matrice sistema A
za LC'P(q, A). Posmatrajmo i splitinge matrica M, oblika M, = F,, — G,, redom za
p = 1,2,... 0. Kolekcija uredenih trojki oblika (M, : F,,Gp; Ny E,)(p = 1,2,...,0)

reprezentuje dvofazni multispliting matrice A.

k
o« o CPU @ o« o o
2 (F:psvp)

CACHE ~__ g

MAIN MEMORY

Slika 4.16: Princip dvofaznog multisplitinga

Dvofazni multispliting predstavlja fundamentalni koncept koji pruza moguénost za
definisanje dvofazne sinhrone modulske iterativne metode, MSTM, gde je druga faza zas-

novana na splitingu matrice M,, M, = F, — G,(p =1,2,....,¢).
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METOD 4 MSTM za LCP(q, A)
Neka je (M, : F,,Gp; Ny Ep)(p = 1,2,...,0) dvofazni multispliting matrice A €
R™" jy,(p = 1,2,...,0) prirodni brojevi. Za dati startni vektor () € R" i iteracije

k > 0, sve dok se ne postigne konvergencija niza {z®}3°, C R, racunamo z*+1 € R%

kao 1
Z(k+1) _ 7<|x(k+1)‘ + x(k—i—l)),
a z*+D € R™ kao matri¢nu konveksnu kombinaciju
¢
x(k+1) — Z pr(k,p,yp)’
p=1
pri cemu vektore z*P¥») p = 1,2, ... ¢ nalazimo resavajuci sisteme linearnih jednacina

(Q + Fp)x(k,p,jﬂ) — pr(k‘,p,j) + pkp)

j=01,... -1

1
gde s b?) = Nya® +(Q = A)|a®| =g, 2020 = 20 120 = 2107 (2—4)20) —q).

Kao sto je to bio slu¢aj kod MSM metode, i MSTM iterativni postupak svoj potenci-
jal ispoljava radom u rezimu paralelnih izracunavanja. Metod 4 sa inicijalno sprovedenim
dvofaznim multisplitingom funkcionise na slede¢i nac¢in. Imajuci na raspolaganju ¢ pro-
cesora, svakom od njih u startu pridruzimo odgovaraju¢i dvofazni multispliting matrice,
A=F,—G,—N,, ponder E,, p=1,2,...,¢, idefiniSemo proizvoljan prirodan broj v, koji
¢e predstavljati broj podsistema koje ¢emo resavati na odgovaraju¢em procesoru p u svakoj
iteraciji k. Resavajuci tih v, uvezanih sistema oblika (4.18) pronalazimo vektor z*+*») kao
medurezultat koji odgovara aktivnosti p—tog procesora u k—tom koraku. Zatim, kon-
struiSemo matri¢nu konveksnu kombinaciju medurezultata z*#"») pri ¢emu su koeficijenti
uistoj matrice E,,p = 1,2,..., ¢, i dobijamo vektor z*+1) a odmah zatim i novu iteraciju u
nizu aproksimacija reenja LC P(q, A) , vektor z**1). Kao i kod Metode 2, svaki od ukupno
v, podsistema (4.18) resava se zasebno i nezavisno na odgovaraju¢em procesoru p. Matrice
M,, F, i E, p=1,2,...,f moguce je izabrati na nacin koji ¢e pospesiti ravnomerniju
raspodelu zadataka u procesu izracunavanja, i time posredno uticati na brzinu. Ubrzanje
se postize i zavisno od izbora pondera F£),, budu¢i da komponente vektora z*P) koje
odgovaraju nulama na glavnoj dijagonali pondera nije potrebno rac¢unati. Izborom v, =1
iG,=0,p=1,2,...,¢, MSTM iterativni postupak svodimo na MSM metod, odnosno ne
¢inimo drugi korak u multisplitingu.

Buduc¢i da Metod 4 podrazumeva resavanje v, podsistema linearnih jednacina na odgo-
varaju¢em procesoru p u svakoj iteraciji k, pojednostavljenje u implementaciji moze se
postiéi specijalnim izborom forme splitinga, $to ¢e obezbediti da sistemi (4.18), koje je

neophodno resavati u svakoj iteraciji na odgovaraju¢em procesoru, budu donji trougaoni.
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Tako dolazimo do pojma dvofaznog trougaonog multisplitinga.

DEFINICIJA 16 Neka je D = d@'ag(A) Za svako p = 1,2,...,(, definiSemo sledece
delove matrice M,: dijagonalne D = diag(M,), strogo donje trougaone LéM) i
matrice U™ sa nulama na dljagonah, tako da je ispunjeno M, = DM — LM — (M),
Tada kolekciju uredenih trojki oblika (M, : D™ — LM UM N E,)(p=1,2,...,0)

nazivamo dvofazni trougaoni multispliting matrice A.

Specijalno birajuéi da su redom, za p=1,2,...,¢,
1 ) 1
F, = a(D]gfm —BLM) i G, = ~((1- a)DM + (a — B)LEM + aUM),

MSTM postupak definisan Metodom 4 biva preveden u MSTMAOR varijantu, pri cemu
su « i [ parametri relaksacije. Iterativni postupci generalizovani MSTMAOR metodom
prikazani su Tabelom 4.4, a kao i ranije, budu¢i da druga faza u splitingu matrice M,
(p=1,2,...,¢) podrazumeva Siru klasu od pojma standardnog razlaganja (matrica UZSM )

nije strogo gornja trougaona), odgovarajuca uopstenja nazivamo postupcima AOR tipa.

METOD 5 MSTMAOR za LCP(q,A)

Neka je (M, : D](DM) — L:E)M), UISM); N, Ey)(p=1,2,...,0) dvofazni trougaoni mul-
tispliting matrice A € R™" iv,(p = 1,2,...,{) prirodni brojevi. Za dati startni vektor
20 ¢ R? i iteracije k > 0, sve dok se ne postigne konvergencija niza {2} R7,

racunamo z*Ft) e R’ kao

L) Lty gty

z*+) € R™ kao matricnu konveksnu kombinaciju

p=1
pri ¢emu vektore z*P¥») p = 1,2, ... ¢ nalazimo resavajuéi sisteme linearnih jednacina
(a2 + D{M — BLIM)zEI ) = (1 = a) DM + (a = B) LY + aUM |akPd) 4 aphr)
p=1,2...¢
j=0,1,...,p,—1

1
gde su b®P) = N z®) 4+ (Q— A) |z —q, 2P0 = z(0) j 20 = 579*1((Q—A)z(0)—q).
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metod

MSTMJ
MSTMGS
MSTMSOR

GLAVA 4. ITERATIVNI POSTUPCI ZA LCP

opis (a, B)
modulski sinhroni dvofazni Jakobijev multispliting (1,0)
modulski sinhroni dvofazni Gaus-Zajdelov multispliting (1,1)
modulski sinhroni dvofazni SOR multispliting (o, @)

Tabela 4.4: Varijante MSTMAOR postupka

Konvergencija za MSTM i MSTMAOR

Po ugledu na rezultate o konvergenciji u prethodnoj sekciji vezanoj za postupke MSM i

MSMAOR, i dvofazne varijante istih dale su slicne rezultate. Uz uvodne pretpostavke

kao kod pomenutih metoda, dodatno ¢emo pretpostaviti da su (M, : Fy,, Gp; Np; E,)(p =
1,2,...,0)i(M,: D;M) — LZ()M), U;EM)Q N, Ey)(p=1,2,...,() redom dvofazni multispliting

i dvofazni trougaoni multispliting matrice A. Tada:

a) za MSTM metod vazi

(Q+ Fy)r, = Gpre + Nz + (Q — A) |z —vq, p=1,2,...,¢,

b) za MSTMAOR metod vazi

(aQ + DM — BLM)z, = [(1 = a) DI + (o = B) LM + aUM|

p

« pr*—l—(Q—A)\x*]—fyq}, p=1,2,... 0

U nastavku paznju posveéujemo rezultatu koji su formulisali Bai i Zhang [5], vezanom
za konvergenciju MSTM i MSTMAOR iterativnih postupaka.

TEOREMA 22 Konvergencija MSTM i MSTMAOR postupaka
Neka je A € R™™ H, matrica, pri ¢emu su D = diag(A), B = D — A i neka su (M, :
Fy, Gpi Ny Ep)(p=1,2,...,0) i (M, : DM —LMD UM N, E)(p=1,2,...,{) redom

dvofazni multispliting i dvofazni trougaoni multispliting matrice A. Pretpostavimo da

jey > 01ida ) kao pozitivna dijagonalna matrica ispunjava uslov 2 > D.

i) Akosu A= M,— N, iM,=F,—G, (p=1,2,...,{) H-kompatibilni splitinzi,

tada iterativni niz {z®}2  generisan MSTM iterativnim postupkom konvergira

ka jedinstvenom resenju z, za LCP(q,A)za svaki startni vektor z(0 € R? i

proizvoljne prirodne brojeve v,(p =1,2,..../).

ii) Ako su A = M, — Ny(p = 1,2,...,¢) H-kompatibilni splitinzi i ako M, =
D — LM —UM(p=1,2,...,{) zadovoljavaju osobinu M(M,) = D — |L{M)| —
\UéM)Kp =1,2,...,{), pri demu je diag(M,) = D, tada iterativni niz {2},

generisan MSTMAOR iterativnim postupkom konvergira ka jedinstvenom resenju
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2z, za LOP(q, A) za svaki startni vektor 29 ¢ R? i proizvoljne prirodne brojeve

vy(p=1,2,...,¢), pod uslovom da relaksacione parametre « i 3 biramo tako da
vazi ]
0<pf<a< —7—F—=. (4.19)
p(D~B|)

14
DokAz: Ponaé¢inu na koji je metod MSTM definisan, znamo da z*+1) = Z pr(k’p”’”),
p=1
k>0,p=1,2, ..., ¢ Kao §to smo videli, poznato je da se vektori z*»*») dobijaju

tako Sto svaki od ¢ procesora izracunava v, podsistema linearnih jednacina oblika

(Q 4 F))z®rit) = G zkpd) 4 pkr)

odnosno

g FPIt) — (Q 4 Fp)_lex(k’p’j) +(Q+ Fp)—lb(w)
vp—1 i
= (Q+F)7'G,)” k>+Z(Q+F 'G,) (Q+ By
(Npr® + (2 = A)2®] =)

pa je nova iteracija niza {z(}2

l vp—1 i
dE) =S [(Q+Fp) G,) " +Z (Q+F)7'G,) (Q+ F,)™
p=1 (4.20)
(N + (2= Da®] ~79)|,
dok vektor z, zadovoljava slede¢u jednakost
£ v, vl %
.= E [((Q +F)7'Gy) "+ Y. (4 F)'G) (Q+ F) ™ o
=1 i=0 4.21

Ny (2= Al = 10)].

Oduzimajudéi (4.21) od (4.20) dobijamo gresku aproksimacije za MSTM metod

gD = éEp[((Q +F)'G ) —x,) + szzl( Q+F,) Gp>i(Q + F,)!

(Ny(a® = 2.) + (2 = A)(1a® — 2.]))]
(4.22)
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Analognim postupkom moguce je izvesti izraz koji predstavlja gresku aproksimacije
za MSTMAOR postupak,

2 g Z E [( (aQ+ D — BLM) (1 = a)D + (a — B)L™ + alU™))"

. (x(k) — )
vp—1

+ 3 (a2 + D = BLIM) (1 = @)D + (o = B)LIM + ozU]f,M)])i
=0
a(aQ+ D — b’LéM))’l

(Np(a™ =) + (@ = A)(Ja® — ).
(4.23)

i) S obzirom da su A = M, — N,(p =1,2,...,¢) H-kompatibilni splitinzi matrice
A koja je H, matrica po pretpostavci, to je dati spliting i H-spliting, a time
su matrice My(p = 1,2,...,¢) takode u klasi H; matrica. Analogno, budué¢i da
M, = F, — Gp(p = 1,2,...,{) predstavljaju H-kompatibilne splitinge matrica
M, za koje smo ustanovili da su H i {) po pretpostavci pozitivna dijagonalna
matrica, zakljucujemo da su F),, a samim tim i matrice Q + F,(p = 1,2,...,()

takode H, . Stoga, pozivajuci se na Teoremu 7, konstatujemo da
(Q+F) ' < MQ+E) ' =Q+M(F,)™", p=12... 1L

Posmatrajuéi apsolutne vrednosti gresaka aproksimacija u (4.22), odnosno ocene

gresaka aproksimacije za MSTM, dobijamo

|x(k+1) — x| < ,CMSTM|x(k) — 1z, (4.24)
gde je
Y vp—1 i
Lusts = 2 B|((@+ ME)NG)” + X (@ + ME)G) .
= 4.25

(@4 ME) N+ 12 = A

S obzirom da su A =M, — N, i M, =F,— G,(p=1,2,...,{) H-kompatibilni

splitinzi, sto znaci da
M(A) = M(Mp) = [Np| 1 M(My) = M(F,) = |Gyl, p=1,2,....¢
to implicira da za svako p = 1,2,...,¢ vazi

[Nyl = M(Fp) = |G| = M(A) = M(F) = |G| = D +[B]. (4.26)
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Oznatimo sa D{) = diag(F,), p = 1,2,...,{. Tada su D{"(p = 1,2,...,0)
pozitivne dljagonalne matrice. Cinjenica da je Q2 takode pozitivna dijagonalna
povlac¢i da su matrice 2 + DI()F J(p = 1,2,...,/) takode pozitivne dijagonalne
i da, s obzirom da su one time ujedno u klasi M-matrica, na osnovu Leme 3,
imajuci u vidu odnos Q + M(F,) < Q+ D{"), vazi

(Q+ DN < (Q+M(F), p=12,...,L (4.27)

Stoga, (4.25) 1 (4.26) kao i uslov © > D impliciraju

£MSTM—ZE{(Q+M( W) Gl)” Z(Q+M NG,

@+ M(B) (@ + M(B)) — |G| - 2D — |B])
)Z

vp—1

=iEp{(<Q+M< F)7Gy))” Z(Q+M )Gyl

p=1

(B @ M) G + 2D~ )

|
—

E- 2ZEpyp ((Q+ M(E)Gl) (@ + M(E) (D~ |B)

I
3
_
@tﬂ
Lo

E (2 + M(F)1G,) (2 + M(F,) ' D(E — J)

~.
Il
o

~§
|
o

D N( (Q+ M(F)IG,) (@ + M(E,) ' D(E - 1.).

s
O

Za v. > 0, cija je egzistencija zagarantovana na osnovu Peron-Frobenijusove

teoreme, znamo da vazi

Vi vp—1 i
Lastarve <ve =23 B, 3 ((2+ M(F)7Gyl) (2 + M(F,)) ' D(E — J.)v.
p=1 =0
¢ vp—1

== 21=p) LBy X (@ M(E)IG) @+ M(F) D

Uvrstavanjem (4.27) u predasnju nejednakost i s obzirom da je p. < 1,

Y vp—1 i
LysTymve < Ve — 22 Ly Z ((Q + M(Fp))_1|Gp|) (€2 + M(Fp))_1D<E — Je)ve
p=1 =0

.- 2(1 - p. ; g ((@+ M) 1G,1) (@ + M(F,) D
—2(1 - pe) XK: M(E,)) ' Dv, < v,

sto implicira da je p(Lyrsrar) < 1, ¢ime je prvi deo dokaza kompletiran.
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ii) Kao i u slu¢aju ocene greske aproksimacije za MSTM postupak, analognim
procedurama stizemo do rezultata za MSTMAOR koji glasi

|$(k+1) — .| < Lysrmaor(a, 5)|$(k) - $*|a (4.28)
gde je
EMSTMAOR(Oé?ﬁ) =

Vp

J4
ZEP[(WQ +D — BILIM )1 = alD + (a = B)[LM] + o|UM)
p=1
(4.29)

vp—1

+ Y (@2 + D = BILMON L — alD + (o — B)[Z0] + a|U$]))’
1=0
a(aQ+ D = BTN+ 12 - A))]

Dakle, da bismo pokazali konvergenciju postupka, dovoljno je pokazati da je
p(Lysrmaor(a, B)) < 1.

Kakoje |Q—A|=|1Q=D+B|=|Q—-D|+|B|=(Q—-D)+|B| i
M(A) = M(My) = [Ny|,  M(M,) =D — L3 = US|, p=1,2,....¢
tozasve p=1,2,...,¢ vazi

[Ny [+Q=AJ) = (aQ+D =B L)~ [(1+a) D+(a—B) L™ [+a| U | ~2a| B]]

a(aQ + D = BILIM) TN, + 2 = A]) = E = (aQ + D — p|L{M"]) ™
(1= alD + (a = B)LI| + o UP)
+(1+a =1 = al)D - 2a|B])].

Tada, iz (4.29) sledi da

l vp—1

Lysrmaor(a,B)=E—=> E, Y ((049 +D— /BIL;(DM)D_l
=1 i—0

11— alD + (@ — B + ofUM)

p

(aQ+ D = BILM) (1 +a — |1 —al)D — 2a|BJ].

osnosno, mozenjem sa v. > 0 dobijamo
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vp—1

¢
Lysramaor(a, v =v. — Y E, > ((OCQ +D — /3!L§M)!)*1
p= i

11— alD + (a - B)ILM™| + UM’
(aQ+ D — BILM) (1 4+ — |1 — a])D — 2a|BJv.

¢ vp—1
Zl ZO (aQJrD—B]L;M)])*l
p= 1=l

(1= alD + (o= B)LYM| + alUSM]))
: (aQ +D = BILMNTID[(1+ a — |1 — af)E — 2] 0.

vp—1

= v, — 6, ZE Z ((aQ+ D —pILM )~

wu—MD+m—5wﬁW+m%mm
(aQQ+ D — BIL](DM)])*IDUE,

pri cemu je . = 1+ o — |1 — a| — 2ap.. Uslov 0 < o < implicira da

1
p(D~1B])
0:=1+a—|1—af —2ap(J) >0,

na osnovu neprekidnosti spektralnog radijusa i izbora da je & dovoljno malo
tako da je 6. > 0. S obzirom da su matrice €2 4+ F}, H, matrice, jasno je da su i
a(Q+ F,) =aQ+ D — BL](DM) takode u toj klasi. Buduéi da je odnos njihovih
pridruzenih matrica koje su u klasi M matrica u odnosu na M-matricu af2 + D
dat kao

aQ+ D — BILIM| < a2 + D,

to na osnovu Leme 3 znamo odnos njihovih inverznih matrica,
(a2 + D —BILM) ™ > (aQ+ D). (4.30)

Za kraj konstatujemo

¢
Larstaraor(a, B)ve < v. — 0.3 Ep(aQ + D — B|LEM]) L Do,

p=1

¢
<. — 0. Z E,(aQ + D) ' D,

p=1
=0, — 0.(aQ + D) ' Du,

< Vg,

sto povlaéi da je p(['MSTMAOR(O%ﬁ» < 1. AN
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Poboljsanje oblasti konvergencije za MSTMAOR

Teorema 22 ustanovila je rezultat o konvergenciji postupaka MSTM i MSTMAOR. Pa ipak,
kao i ranije, relaksaciona varijanta zadrzala je uslov o specificnom odnosu parametara
i B, bududi da su Bai i Zhang [5] dokazali konvergenciju pretpostavivsi odnos a > f.
Medutim, ova pretpostavka je i u ambijentu dvofaznih multisplitinga restriktivna, te moze
biti izbegnuta, bez narusavanja konvergencije niza aproksimacija. U tom smislu, Cvetkovi¢-
Kosti¢-Sanca popravka [12] rezultirala je ¢injenicom da novi uslov na izbor relaksacionih
parametara produkuje Siru oblast konvergencije za izbor relaksacionih parametara, koja
sadrzi i staru, kao i one izbore relaksacionih parametara koji ubrzavaju konvergenciju
iterativnog niza ka tacnom resenju za LC'P(q, A), a koji ranije nisu bili obuhvaéeni.

Pre svega, prema formi dvofaznog multisplitinga iz uslova i) Teoreme 22, primetimo

da je matricu L;M) moguce predstaviti kao L;M) ==Z,0(—M,),p=1,2,...,¢, pri cemu je

o oznaka za Adamarov proizvod, a matrica =, = [£];] po elementima definisana kao
ngjgl, zal<j<i<n, i fj:(), inace.

Dalje, za p = 1,2,...,(, mozemo smatrati da je M, = ©, 0 A, gde je matrica ©, = [6}]

takva da su joj elementi
0<6,<1, za 1<i,j<n.

S tim u vezi, uvodimo i slede¢e oznake

¢ := max max &, 0 := max max 6%, (4.31)
1<p<t1<j<i<n Y 1<p<ti1<j<i<n Y

koje se lako odreduju na konkretnim podacima.

TEOREMA 23 Poboljsanje oblasti konvergencije za MISTMAOR

Teorema 22 je tacna i ako se uslov za izbor relaksacionih parametara formulise kao
>0 i (9 max{a, 0} + (1 — 9)@)p(D‘1|B|) < min{1, a}, (4.32)

sto je ekvivalentno sa

1 min{1,a} — (1 — 0)ap(D~!|B|)
I<a< ——-~, 0<8< £0p(D1(B)) .

o(D-TB]) i)

Dokaz: Najpre ¢emo se uveriti da Teorema 22 vazi i u slucaju da se uslov iz iste
oslabi kao $to je predlozeno relacijama (4.32), a potom ¢emo, po zavrsetku dokaza,
prokomentarisati da su zapisi (4.32) i (4.33) zaista ekvivalentni.

Zarad jednostavnosti zapisa, predlazemo slede¢u pojednostavljenu notaciju:

= (aQ + D — 5L§,M>)’1((1 —a)D + (a = B)LIM + aUM) (4.34)
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Pp(x) = a(aQ +D — ﬁLéM))_l (pr +(Q—A)|x| - vq). (4.35)

Tada, za svako k > 0, p=1,2,...,0ij =0,1,...,v, — 1 imamo da je z*PJi+D) =
@,z EPIth) 4o (%)) i stoga, za svako k > 0 imamo da je

Z (@ +(Vg<¢p>i)wp<x<’f>>-

Sa druge strane, z, = ®,z, + ¢¥y(z.), p = 1,2,..., ¢, pa za svako k > 0 definiSemo

gresku aproksimacije

g B g, = Z E { —Ty) + (Vil(q)p)z) (@Z)p(x(k)) - @ij(x*))]'

=0

Bududi da je matrica af) + D — BL,(CM) donja trougaona sa pozitivnim dijagonalnim

elementima, ona ujedno pripada i klasi H,, pa znamo da
—1 -1
(a2 + D= pLM) | < (a2 + D= BILM))  (p=1,...,0).

Stoga je, s obzirom da vazi A < |A|, VA € C™", moguce oceniti (4.34) u matri¢nom

smislu sa
~ -1
®, < @, = (aQ+ D — BILM]) T |(1 = a)D + (@ = BLM + aUM)|.
Sta viSe, s obzirom da za p =1,2,...,¢ imamo M, = D — L U (M) "to sledi da je

&, = (aQ+ D~ HILM)) (1L - alD + [a(D — M,) - BLIV)).

p

Na osnovu obrnute nejednakosti trougla za apsolutnu vrednost, |[2®)] —|z,|| < [2®) —

.|, zakljuéujemo da je

’¢p (k — p(zs)

<a(aQ+ D - 5|L1<,M>|)‘1<|Np| SO A|)|x<k> _ .

- -1
Ako ozna¢imo V¥, := a(aQ + D — 6|L](3M)|) (|Np| +|Q — A|>, nalazimo da je ocena
greske aproksimacije

N N P

gde je

vp—1

Lyistmaor(a, B) = Log = Z E { (®,)7 + ( > (‘T’p)i) ‘T’p}

1=0

ili, ekvivalentno,
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Los=E-% E”(Z_O (ép)i) (E-3,-1T,). (4.36)

Dakle, da bismo dokazali konvergenciju, dovoljno je pokazati p([,aﬁ) < 1. Bududi

dn je 2 p = 1,2,...,0, M(A) = M(M,) = [Nyl MOMy) = D =[] — [U9)]
| — Al =(Q— D)+ |B|, sledi da je

a(INy| 4192 = A) = a(|Ny| +Q = M(M,) + N, ]) =

= (a4 D = BILIM|) = (1 + @)D = BILIM| = a(D — M(M,)) — 2a|N,|),
sto povlaci da
~ —1
U, =E— (aQ+D - BILM|) (14 a)D = BILM| = a(D — M(M,)) - 2a|N,|).
No, tada je
~ ~ —1
E—-,-,:=(aQ+D-BILM|) -G,

uz napomenu da je
Cp = ((1+a—|1-a])D—a(D—M(M,)) - BILIM |~ |a(D - M,) - BLI| - 20| N, |).

Uocimo da je 1 + a — |1 — o] = 2min{1, a}, te da

0, J=1,
(= a(D = M(1,)) - BILIM)

ij _aefj’ai]" ) J>1,

—GZ(aJrﬁEf})!aij\ yJ <t

0, J=1,
M
(_|Q(D_Mp)_BL7(9 )|)ij: —Oﬁfjlaij\ ) Jj>t,

=00 o — B |ai;| , G <1,

pa je
2min{l, a}a; , j=1,
(Cpij = —2alay] , J>1,
—2(0% max{o, &8} + (1 — 0%)a)|ay| , j<i,
za1,] € N,.

Uz konstataciju da je funkcija 07, max{c, &8} + (1 — 07;)a neopadajuca po 67;, na

osnovu (4.31) zakljuéujemo da
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—Cp, < —2min{l,a}D + 2(6’ max{a, {6} + (1 — 0)a)|B|,
i otuda, uz oznaku g := 0 max{a,£{s} + (1 — 0)a,

~

—(E-®,—-10,) < —2(aQ +D — 5|L;M>|)_1D<min{1, a}E — MD‘1|B|). (4.37)

Kako je p(D'B|) = p(J) < 1, kao i ranije, mozemo izabrati dovoljno malo ¢ > 0
tako da p. < 1, pa tada, na osnovu Peron-Frobenijusove teoreme, postoji pozitivan

vektor, v. > 0, takav da J.v. = p.ve, te mnozeéi (4.37) sa v. > 0, dobijamo
~ ~ ~1
—(E = @, = U)o, < —2¢.(aQ + D — BILMM|) " Do,

sa ¢, = min{l, a} — pup. i na osnovu (4.36) nalazimo

VA vp—1 o
Logve <ve—20.Y Ep< 3 (cbp)z) (aQ + D — LI [)~' Do.. (4.38)
p=1 =0

Primetimo, (4.32) garantuje egzistenciju dovoljno malog & > 0 sa osobinom da ¢, > 0.

Znajuci da su matrice @p, p=1,...,¢, nenegativne, nejednakost (4.38) postaje

¢
Lopv: <ve—2¢.Y Ey(aQ2+ D — 6|L§,M)|)_1Dvs.

p=1

Na osnovu (4.30) zaklju¢ujemo

¢
Lopsve < v —2c: Z E(aQ + D) 'Dv, = (a2 + D)™ ! (aQ + (1 - 205)D>’U5.
k=1

Ostaje da uoc¢imo da ¢, > 0 znaci da je L, g v. < v., Sto implicira p(ﬁaﬂ) < 1, ¢ime

je prvi deo tvrdenja pokazan. A

Kao i u sluéaju MSMAOR postupka, pokazaéemo da nova oblast (4.32) predstavlja
prosirenje, te da obuhvata i staru oblast konvergencije (4.19). Bai i Zhang su i u slucaju

dvofazne varijante pretpostavili da oba relaksaciona parametra « i § pripadaju intervalu
1

0, ——=——~
( p(D~1B|)
(videti sliku 4.2).

,aliidaje a > f3, pa je oblast konvergencije u («, 5)—ravni, kao i ranije

Sa druge strane, posmatrajmo novu oblast definisanu sa (4.17). Pokazimo da je ona

zaista Sira i da u tom smislu sadrzi staru. Stoga, da je
(max{a, 8} + (1 = 6)a ) p(D'|B]) < min{1,a},

potrebno je da istovremeno vazi
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1
0<a< ——=~, za a>&0 i a>1,
p(D~1|BJ)

a
0<a< ———, za a>&f 1 a<l,
p(D~B|)

min{1,a} — (1 — 0)ap(D~!|B|)
§0p(D~1|B) ’

Primetimo i da se gornja granica za parametar [ moze zapisati kao

0<pB<

za o < EQ.

1-46 1
min{l,a}_(l_g)ap(D—llBD_ — ] a+§9p(D—1|B]) za o >1,
£6p(D1[B]) T 1= (-0 B)
€0p(D-1|B)) za o <1.

Bududi da su &, 6 € (0, 1], to implicira da su stara (deblja crna isprekidana linija) i nova

oblast (puna) u odnosu koji ilustruje slika u nastavku. Pri tome, uvodimo skrac¢ene oznake:

— (D __1-0 _ L _1-Q0-0)p
p:=p(DB|), ro= T s = T t:= i :
g
s
LT B=afe
1(€e) | i
v b=ra+s
P
00 1 vy @

Slika 4.17: Odnos oblasti konvergencije iz (4.19) i (4.32)
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Numericki primeri

Po ugledu na numericke primere za MSMAOR postupak koji ilustruju oblasti konvergen-
cioje i njihove procene u osnovnoj i poboljsanoj verijanti, i u slucaju dvofazne verzije
odnosno MSTMAOR iterativne metode navodimo sli¢nu ilustraciju.

Pretpostavimo rad u jednoprocesorskom rezimu (¢ = 1) i dvofazni trougaoni multi-
spliting oblika (M : D — LM M) N E). Takode, neka je broj unutrasnjih iteracija
na nivou procesora v = 2, A = M — N H-kompatibilni spliting i neka trougaoni split-
ing M = D — L™ — UM) zadovoljava osobinu M(M) = D — |LM)| — |UM)| | pri ¢emu
je diag(M) = D. Primetimo da je, s obzirom na dodatnu osobinu trougaonog multi-
splitinga matrice L, istu moguée predstaviti kao L = Z o (—=M), gde su elementi strogo
donje trougaone matrice = zapravo &;; € [0, 1], dok je zbog ¢injenice o H-kompatibilnom
splitingu matrice A dozvoljeno pretpostaviti da je M = ©o A, pri ¢emu za elemente matrice
© vazi 0;; € [0,1]. Neka su £ i 6 redom maksimalni element matrice = odnosno strogog

donjeg trougla matrice ©. Na jednostavnom primeru ilustrujemo gore navedene cinjenice.

2 1 0 2 05 0 0 —05 0 1 05 1
1 2 —1]|=|-07 1 —-03|"]103 =1 07| ©=107 05 03|
0 —1 2 0 —06 2 0 04 0 0 06 1
A M N

20 0 0 0 0 0 —05 0 0 0 0
M=10910|-]1028 0 0|—]042 0 03> E=|04 0 0

00 2 0 018 0 0 042 0 0 03 0

D L U

Nije tesko uveriti se da je § = max{0.7,0.6} = 0.7 dok je £ = max{0.4,0.3} = 0.4. Za
potrebe primera koji slede, baziranih na matricama Al — A12, podrazumeva¢emo da je
M = D —60B, pri ¢emu je —B matrica koju ¢ine vandijagonalni elementi od A, dok je M =
D — LM M) ode vazi LM = 0Ly, gde je A = Dy — Ly — Uy standardno razlaganje
matrice A. Matrica za MSTMAOR postupak je oblika Ly sryaor(a, f) = U+ Ud + P2,

. —1
¥ —a@2-0)((1+a)D - BOILAl) |D - Al

b — ((1 +a)D— 5geyLA|)_1(\1 _a|D+6a(D — A) - ﬁgLA|).

Za svaku matricu ponaosob i kombinaciju parametara £,0 € {0.3,1} prilozeni su odgo-
varajuci graficki prikazi, pri ¢emu svaka od slika reprezentuje nivo povrsi spektralnog radi-
jusa matrice za MSTMAOR postupak, Lysrmaor(e,3), a oblasti izbora relaksacionih
parametara date su isprekidanom odnosno punom linijom, za (4.19) i (4.32), respektivno.

Podrazumevamo da su svi elementi matrice = jednaki sa £, odnosno matrice © sa 6.
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Al £=03 =03 | €=03 =1 ] £€=1 6=03 | €=1 6=1
BZ val 0.4564 0.3534 0.4548 0.3292
CKS _val 0.4548 0.3292 0.4548 0.3292
BZ_alpha 1 1 1 1

BZ beta 1 1 1 1
CKS_alpha 1 1 1 1

CKS _beta 3.3 3.3 1 1

Tabela 4.5: Uporedni pregled za matricu Al

Primetimo da je, na primeru matrice A1, minimalna vrednost spektralnog radijusa za
MSTMAOR u sluéaju 8ire oblasti (4.32) za izbor (£,0) = (0.3,1) manja od minimalne
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vrednosti koja se dostize u okviru stare oblasti (4.19). Interesantno je i to Sto proSirena

oblast skoro idealno opisuje ¢itavu oblast izbora parametara za koje postupak konvergira.

Slika 4.19: Nivo povrsi za p(Larstaraor(a, 5)) i matricu A2 sa oblastima parametara

Takode, uz napomenu da su numericki rezultati za preostale matrice (A2-A12) sli¢ni,
u nastavku prilazemo samo graficke ilustracije nivo povrsi spektralnog radijusa matrice

Lystmaor(a, B) i odgovarajuce oblasti konvergencije.
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Slika 4.20: Nivo povrsi za p(Larstaraor(a, 5)) i matricu A3 sa oblastima parametara
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Slika 4.21: Nivo povrsi za p(Larstaraor(a, 5)) i matricu A4 sa oblastima parametara
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Slika 4.22: Nivo povrsi za p(Larstaraor(@, 5)) 1 matricu A5 sa oblastima parametara
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Slika 4.23: Nivo povrsi za p(Larstaraor(a, 5)) i matricu A6 sa oblastima parametara
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Slika 4.24: Nivo povrsi za p(Larstaraor(a, 5)) 1 matricu A7 sa oblastima parametara
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Slika 4.25: Nivo povrsi za p(Larstaraor(a, 5)) i matricu A8 sa oblastima parametara
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Slika 4.26: Nivo povrsi za p(Larstaraor(a, 5)) i matricu A9 sa oblastima parametara
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@e=1  0=1

Slika 4.27: Nivo povrsi za p(Larstaraor(a, 5)) i matricu A10 sa oblastima parametara
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Slika 4.28: Nivo povrsi za p(Larstaraor(a, 5)) i matricu A1l sa oblastima parametara
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Slika 4.29: Nivo povrsi za p(Larstaraor(a, 5)) i matricu A12 sa oblastima parametara






Katalog matrica

Svrha tehnickog dodatka jeste katalogizacija i sistematizacija matrica koris¢enih za potrebe
numerickih primera. Katalog matrica pred nama sa¢injava 12 retkih (sparse) matrica, koje
se javljaju u velikom broju praktiénih primena. Vecina prilozenih matrica dostupne su u
okviru open-source web projekta pod nazivom The University of Florida Sparse Matrix Col-
lection, no neke su, za potrebe verifikacije teorijskih rezultata, modifikovane. U nastavku,
za svaku matricu ponaosob, dajemo vizuelni prikaz rasporeda nenula elemenata, kratak
pregled osobina i nacina konstruisanja, a tamo gde je moguce - i referencu matrice u web
katalogu dostupnom na adresi http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/.

Pri konstrukciji odredenih matrica koris¢ene su funkcije pisane u programskom paketu

MATLAB, pri ¢emu je re¢ o blok dijagonalnim, tridijagonalnim i mesovitim varijantama.

0 - function A = lcpl(n)
0 !"'!: E = eye(n); E = fliplr (E);
" E(1,1) = 1; E(end,end) = 1
wl S = tril(ones(n));
A=S; P=E;
for j=1:n—1
o A = blkdiag(A,S);
P = blkdiag (P,E);
70 end
ol M=P(:,1:n);
P(:,1:mn) = []; P = [P M];
ol A = A+P;
o 0 2 % 4 ® @ 70 o o A = A+8xeye(nxn);
Slika A.1: Struktura nenula u matrici Al A1=1cp1(10);

vrsta/kolona: 100/100

nenula: 670

85
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nz = 460

Slika A.2: Struktura nenula u matrici A2

nz = 486

Slika A.3: Struktura nenula u matrici A3

PRILOG A. KATALOG MATRICA

function A = lep2(s,mi,a,b
S = (44mi)xeye(s)
—axdiag(ones(s—1,1),1)
—bxdiag(ones(s—1,1),—1);
A=S8,;
for j=1:s—1

A = blkdiag(A,S);
end
A=A
—axdiag(ones(s"2—s,1),s)
—bxdiag(ones(s"2—s,1),—s)

A2=1cp2(10,4,0.5,3.5);
vrsta/kolona: 100/100

nenula: 460

function A = lcp3(n)

T = zeros(n)
—0.5xdiag(ones(n—1,1),1)
+0.5«diag(ones (n—2,1),—2)
= eye(n); E(1,end) = —1;

E(end,1)=—1; S=10xeye(n)+T

A=S; P=E; Q=E;

A = blkdiag(A,S);
= blkdiag(P,E);
Q = blkdiag (Q.E);

end
P(:,(n"2—n+1):end)=[];
P=[zeros(n"2,n) ,P];

Q(:,1in)=[];
Q= [Q,zeros(n"2,n)]J;
A = A+PHQ;

A3=1cp3(10);
vrsta/kolona: 100/100

nenula: 486



nz = 396

Slika A.4: Struktura nenula u matrici A4

. . . . . . . . h
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
nz = 2873

Slika A.5: Struktura nenula u matrici A5

20
40
60
:
80
100
120
140
160 .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
nz = 1491

Slika A.6: Struktura nenula u matrici A6

naziv:
odrednica:
vrsta/kolona:
nenula:

kategorija:

modifikacije:

naziv:
odrednica:
vrsta/kolona:
nenula:

kategorija:

modifikacije:

naziv:
odrednica:
vrsta/kolona:
nenula:

kategorija:

modifikacije:

87

A4

tub100

100/100

396

problem dinamike
fluida

A4 +— M(A4)

A4 — Ad+
+1000 * eye(100)

A5

Trefethen 200b
199/199

2873
kombinatorni

problem

A6

can 187
187/187

1491
strukturni
problem

A6 +— A6+
+9 x eye(187)
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nz=1182

Slika A.7: Struktura nenula u matrici A7

100+

120

140

160 L L . . . L e h
0 20 40 60 80 100 120 140 160
nz = 1377

Slika A.8: Struktura nenula u matrici A8

nz = 696

Slika A.9: Struktura nenula u matrici A9

naziv:
odrednica:
vrsta/kolona:
nenula:

kategorija:

modifikacije:

naziv:
odrednica:
vrsta/kolona:
nenula:

kategorija:

modifikacije:

naziv:
odrednica:
vrsta/kolona:
nenula:

kategorija:

modifikacije:

PRILOG A. KATALOG MATRICA

A7

dwt_162
162/162

1182
strukturni
problem

AT — AT+
+8 x eye(162)

A8

can 161
161/161

1377
strukturni
problem
A8+ A8+
+8 x eye(161)

A9
besstk22
138/138
696
strukturni
problem
A9 +— A9+
+10° x eye(138)
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Slika A.10: Struktura nenula u matrici A10

Slika A.11: Struktura nenula u matrici A11

0
10{

20

301

40t

501

60

701

80

90r

100t

nz =784

Slika A.12: Struktura nenula u matrici A12

naziv:

odrednica:

vrsta/kolona:

nenula:

kategorija:

modifikacije:

naziv:

odrednica:

vrsta/kolona:

nenula:

kategorija:

modifikacije:

89

A10
impcol_c
137/137
486
problem simulacije
hemijskog procesa
Al10 <+ A10+
+15 % eye(137)

All

besstk04
132/132

3648

strukturni
problem

All + All+
+10° x eye(132)

function A = lcp4(s,mi)

S = (20+mi)xeye(s)
—4xdiag(ones(s—1,1),1)
—4xdiag(ones(s—1,1),—1);

T = (44mi)xeye(s)
—1xdiag(ones(s—1,1),1)
—1xdiag(ones(s—1,1),—1);

A = blktridiag (S,T,T,s);

A2=1cp4(10,2);

vrsta/kolona:

nenula:

100,100
784







3.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
4.22
4.23
4.24
4.25
4.26

Popis slika

Odnos iterativnih postupaka . . . . . . . . ... ..o

Viseprocesorski paralelni ra¢unar . . . . . . ... ..o 0oL
Oblast konvergencije iz (4.13) . . . . . ... .. oL
Odnos oblasti konvergencije iz (4.13) 1 (4.17) . . . . . . .. ... ... ...

Nivo povrsi za p(Lysamaor(@, 8)) 1 matricu Al sa oblastima parametara

)
Nivo povrsi za p(Lasaraor(a, §)) 1 matricu A2 sa oblastima parametara
Nivo povrsi za p(Lysamaor(e, 8)) 1 matricu A3 sa oblastima parametara
Nivo povrsi za p(Lysmaor(e, 5)) 1 matricu A4 sa oblastima parametara
Nivo povrsi za p(Lasaraor(a, §)) 1 matricu A5 sa oblastima parametara
Nivo povrsi za p(Lysamaor(e, 8)) 1 matricu A6 sa oblastima parametara
Nivo povrsi za p(Lysamraor(e, §)) 1 matricu A7 sa oblastima parametara
Nivo povrsi za p(Lysamaor(e, 8)) 1 matricu A8 sa oblastima parametara
Nivo povrsi za p(Lysamaor(e, 5)) 1 matricu A9 sa oblastima parametara
Nivo povrsi za p(Larsmaor(e, §)) i matricu A10 sa oblastima parametara .
Nivo povrsi za p(Lysamraor(e, 8)) 1 matricu A1l sa oblastima parametara .

)

Nivo povrsi za p(Lysamaor(e, 5)) 1 matricu A12 sa oblastima parametara .
Princip dvofaznog multisplitinga . . . . . . . . .. ... .. ... ...

Odnos oblasti konvergencije iz (4.19) 1 (4.32) . . . . . . .. ... ... ...

Nivo povrsi za p(Lysraraor(a, 5)) i matricu Al sa oblastima parametara .
Nivo povrsi za p(Lyrstaraor(a, B)) 1 matricu A2 sa oblastima parametara .
Nivo povrsi za p(Larsraaor(e, B)) 1 matricu A3 sa oblastima parametara .
Nivo povrsi za p(Lysraraor(a, 5)) i matricu A4 sa oblastima parametara .
Nivo povrsi za p(Lystaraor(a, 5)) i matricu A5 sa oblastima parametara .
Nivo povrsi za p(Larsraaor(e, B)) i matricu A6 sa oblastima parametara .
Nivo povrsi za p(Lyrstaraor(a, B)) 1 matricu A7 sa oblastima parametara .
Nivo povrsi za p(Lystaraor(a, 5)) i matricu A8 sa oblastima parametara .
Nivo povrsi za p(Lysraraor(a, 5)) i matricu A9 sa oblastima parametara .
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So you have to trust that the dots

will somehow connect in your future.
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