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Predgovor

Priroda, koja nas okruºuje, fascinira i zastra²uje £ove£anstvo od samih po£etaka.
Stoga, moºemo da kaºemo da je istraºivanje i opservacija prirodnih fenomena temelj
na²e civilizacije. �Neobja²njivi� fenomeni su neretko dobijali status boºanstva u
drevnim kulturama. Razvoj nau£nih disciplina, metoda i opreme za istaºivanje
doveo nas je do razumevanja tih fenomena. Jedan od vode¢ih nau£nih disciplina,
koja nam pomaºe u razumevanju prirodnih fenomena, je matematika.

�Priroda je ogromna knjiga u kojoj je napisana nauka. Ona je stalno otvorena pred

na²im o£ima, ali je £ovek ne moºe razumeti ukoliko prethodno ne nau£i jezik i

slova kojim je napisana. A napisana je ona jezikom matematike.�

Rene Dekart

Uvo�enjem diferencijalnog i integrlanog ra£una, razli£itih numeri£kih metoda, i
najzad pojavljivanjem ra£unara, nau£nicima je omogu¢eno da sa velikom precizno²¢u
opi²u prirodne fenomene, a u nekim slu£ajevima i da daju prognozu o stanju ili o
njihovom budu¢em pona²anju.

Tema ovog rada je jedna takva prirodna pojava � vodeni talas. Talas je veoma
vaºan �zi£ki pojam i javlja se u razli£itim oblastima �zike kao ²to je dinamika �uida,
akustika, elektromagnetika, itd. Problematikom opisivanja talasa matemati£kim
jedna£inama bavili su se gotovo sva najve¢a imena matematike: Ojler, Lagranº,
Dalamber, itd. Za opisivanje vodenih talasa koristimo matemati£ke modele koji se
zasnivaju na razli£itim osobinama vodenog toka.

U prvom, uvodnom delu rada su izvedene osnovne jedna£ine � jedna£ina konti-
nuiteta i Ojlerova jedna£ina � a zatim i grani£ni uslovi koji su od velikog zna£aja
za re²avanje prethodno pomenutih jedna£ina. Prvi korak ka re²avanju tih sistema
jeste njihovo bezdimenzionisanje i skaliranje. Aproksimacijom dolazimo do dva tipa
parcijalnih diferencijalnih jedna£ina (PDJ), koji se javljaju u modelima, linearne i
nelinearne jedna£ine. Kada su �zi£ke pretpostavke u pitanju, treba napomenuti da
se ovaj rad bavi isklju£ivo neviskoznim modelima.

Drugi deo rada sadrºi probleme koji su opisani modelima u vidu linearnih PDJ
i opisuju kretanje talasa promenljive dubine, gde je nepokretna donja granica �uida
konstantnog nagiba.

U tre¢em i£etvrtom delu su prikazani modeli sa nelinearnim PDJ. U tre¢em
odeljku su analizirani klasi£ni nelinearni problemi prostiranja vodenih talasa: pro-
stiranje talasi konstantne i promenljive dubine i hidrauli£ki skok, U £etvrtom odeljku
analizirani su neklasi£ni problemi, kao ²to su superkriti£ni tok i delta ²ok. Dodatak,
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koji se nalazi na kraju ovog rada, sadrºi pomo¢ni materijal koji je kori²¢en u analizi
problema.

Zahvaljujem se mentoru, profesoru dr Srboljubu Simi¢u, na savetima i pomo¢i
pri izradu ovog master rada. �eleo bih da se zahvalim i na izdvojenom vremenu i
stroljenju. Tako�e, zahvaljujem se i £lanovima komisije, dr Milani �oli¢ i dr Marku
Nedeljkovu. Posebnu zahvalnost dugujem mojim roditeljima i sestri, kao i svim mo-
jim prijateljima na podr²ci koju su mi pruºili tokom celokupnog ²kolovanja.
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Glava 1

Matemati£ki uvod

Problemi prostiranja talasa su bili predmet istraºivanja najpre u �zici. Me�u-
tim, njihova sloºenost je vremenom iziskivala razvoj odgovaraju¢eg matemati£kog
aparata. Budu¢i da je mehanika �uida dugo predstavljala �prirodno� okruºenje za
analizu prostiranja talasa, u klasi£noj literaturi iz ove oblasti [1] se mogu na¢i de-
taljni prikazi ovih problema.

Vremenom je prostiranje talasa preraslo u oblast savremene primenjene matem-
atike, £emu je posve¢ena i novija literatura [2]. U ovom radu ¢emo se prvenstveno
osloniti na na£in izlaganja dat u knjizi [3]. Pored problema koji se tamo mogu na¢i,
a odnose se na linearne i nelinearne talase na vodi, osvrnu¢emo se i na probleme
koji su nedavno privukli paºnju istraºiva£a. To su prvenstveno singularna re²enja i
delta udarni talasi, a istraºivanja koja su njima posve¢ena nedavno su objavljena u
me�unarnodnim nau£nim £asopisima [4, 5].

1.1 Zakona odrºanje mase

Neka V bude proizvoljna, �ksirana (u odnosu na neki inercijalni sistem) zaprem-
ina ograni£ena povr²i S = ∂V u �uidu. Ako je gustina �uida ρ(x, t), x ∈ V ⊂ R3,
onda je stopa promena mase �uida u zapremini V

d

dt

∫
V

ρ dV

 . (1.1.1)

Neka je sada u bilo kojoj ta£ki �uida u(x, t) brzina �uida, a n je jedini£ni vektor
spolja²nje normale na povr² S. Onda protok mase �uida kroz povr² S iznosi

−
∫
S

ρu · n dS, (1.1.2)

gde je ta£kom ozna£en skalarni proizvod vektora u R3. Zakon odrºanja mase tvrdi
da promena mase �uida u zapremini V nastaje isklju£ivo zbog njegovog protoka
kroz granicu, povr² S

d

dt

∫
V

ρ dV

 = −
∫
S

ρu · n dS. (1.1.3)
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GLAVA 1. MATEMATI�KI UVOD 6

Moºemo sada primeniti Gausovu teoremu na desnu stranu ove jedna£ine, £ime do-
bijamo

d

dt

∫
V

ρ dV

+

∫
V

∇ · (ρu) dV = 0. (1.1.4)

Ako iskorisimo £injenicu da je zapremina V �ksirana u prostoru, ²to zna£i da njen
poloºaj ne zavisi od vremena t, poslednja jedna£ina se svodi na∫

V

(
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu)

)
dV = 0. (1.1.5)

Po²to je zapremina V proizvoljna, znamo da jednakost vaºi ako i samo ako je pod-
integralna funkcija jednaka nuli, tj.

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0. (1.1.6)

Poslednji izraz predstavlja deferencijalni oblik zakona odrºanja mase, tako�e poznat
kao jedna£ina kontinuiteta.

Zakon odrºanja mase se moºe zapisati i u druga£ijem obliku, ako drugi deo
jedna£ine, ∇· (ρu) zapi²emo kao ρ(∇·u)+(u ·∇)ρ. Uvedimo diferencijalni operator

D

Dt
=

∂

∂t
+ u · ∇, (1.1.7)

koji se naziva materijalni izvod. On u sebi objedinjuje lokalnu promenu �zi£ke
veli£ine (u nekoj ta£ki), opisanu parcijalnim izvodom ∂/∂t, i njenu konvektivnu

promenu nastalu zbog kretanja �uida, ²to je opisano £lanom u · ∇. Sada jedna£ina
(1.1.6) dobija oblik

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0. (1.1.8)

Ako pretpostavimo da je strujanje �uida nesti²ljivo, to jest da vaºi Dρ/Dt = 0,
onda dobijamo

∇ · u = 0. (1.1.9)

Polje brzine u koje zadovoljava relaciju (1.1.9) naziva se solenoidno polje. Jedna£ina
(1.1.9) se £esto naziva jedna£inom kontinuiteta za nesti²ljive �uide (ρ = const.) i sas-
tavni je deo Navije-Stoksovih jedna£ina koje opisuju strujanje viskoznih nesti²ljivih
�uida.

1.2 Ojlerova jedna£ina

Ojlerova jedna£ina predstavlja zapravo drugi Njutnov zakon za neviskozan �uid.
Kao ²to je poznato iz klasi£ne mehanike, drugi Njutnov zakon tvrdi da je promena
koli£ine kretanja (izvod po vremenu) materijalne ta£ke jednaka sili koja dejstvuje
na nju. To tvr�enje ¢emo sada uop²titi na neviskozne �uide.
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Koli£ina kretanja �uida koji ispunjava elementarnu zapremninu dV iznosi ρu dV .
Stopa promene koli£ine kretanja �uida u zapremini V je

d

dt

∫
V

ρu dV

 . (1.2.1)

Kada je u pitanju �uid (ili bilo koja neprekidna sredina), promena koli£ine kretanja
ima dva uzroka: sile koje dejstvuju na �uid i protok �uida kroz rub posmatrane
oblasti. Sile mogu biti zapreminske i povr²inske.

Zapreminske sile dejstvuju na svaku £esticu (elementarnu zapreminu) �uida u
oblasti V i u op²tem slu£aju zavise od poloºaja, F = F(x). Tipi£an primer je gravita-
ciona sila, koja je u Dekartovim koordinatama opisana sa F = (0, 0,−g). Povr²inske
sile deluju u ta£kama ruba oblasti V , na povr²i S, i predstavljaju posledicu uza-
jamnog dejstva �uida u oblasti V i njegove okoline. U slu£aju neviskoznih �uida one
se svode na silu pritiska, £ije je dejstvo na elementarnu povr² dS opisano relacijom
−Pn dS. Ukupna sila koja deluje na zapreminu V �uida je∫

V

ρF dV −
∫
S

Pn dS. (1.2.2)

Primenom Gausove teoreme poslednji izraz dobija oblik∫
V

(ρF−∇P ) dV. (1.2.3)

Protok koli£ine kretanja kroz povr² S iznosi

−
∫
S

ρu(u · n) dS, (1.2.4)

pa na osnovu drugog Njutnovog zakona imamo

d

dt

∫
V

ρu dV

 =

∫
V

(ρF−∇P ) dV −
∫
S

ρu(u · n) dS. (1.2.5)

Ako zamenimo redosled diferenciranja i integrala na prvi integral, a zatim Gausovu

teoremu na poslednji, dobijamo∫
V

{
∂

∂t
(ρu) + ρu(∇ · u) + (u · ∇)ρu

}
dV =

∫
V

(ρF−∇P ) dV. (1.2.6)

Leva strana ove jednakosti je∫
V

{
ρ
∂u

∂t
+ u

∂ρ

∂t
+ ρu(∇ · u) + u(u · ∇)ρ+ ρ(u · ∇)u

}
dV =

∫
V

{
ρ
∂u

∂t
+ u

(
∂ρ

∂t
+ ρ(∇ · u) + (u · ∇)ρ

)
+ ρ(u · ∇)u

}
dV =

∫
V

{
ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u

}
dV =

∫
V

ρ
Du

Dt
dV.
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Primetimo da je

∂ρ

∂t
+ ρ(∇ · u) + (u · ∇)ρ =

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0,

zbog zakona odrºanja mase (1.1.8). Sada jedna£ina (1.2.6) dobija oblik∫
V

(
ρ
Du

Dt
− ρF +∇P

)
dV = 0, (1.2.7)

koji predstavlja Ojlerovu jedna£inu u integralnom obliku. Kao ²to smo ve¢ rekli,
za proizvoljnu zapreminu V integral je jednak nuli ako i samo ako je podintegralna
funkcija jednaka nuli, odnosno mora da vaºi

Du

Dt
= −1

ρ
∇P + F. (1.2.8)

Ova jedna£ina predstavlja drugi Njutnov zakon za neviskozan �uid i zove se Ojlerova
jedna£ina u diferencijalnom obliku.

Po²to ¢emo se u ovom radu prvenstveno baviti strujanjem nesti²ljivih �uida,
jedna£ine koje opisuju taj problem su (1.1.9) i (1.2.8). U Dekartovom koordinatnom
sistemu, za x = (x, y, z), u = (u, v, w) i F = (0, 0,−g) one imaju oblik

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0, (1.2.9)

Du

Dt
= −1

ρ

∂P

∂x
,

Dv

Dt
= −1

ρ

∂P

∂y
,

Dw

Dt
= −1

ρ

∂P

∂z
− g, (1.2.10)

gde je
D

Dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z
. (1.2.11)

1.3 Neka svojstva �uidnog kretanja

Razmotrimo neka vaºna svojstva �uidnog kretanja koja ¢e biti od zna£aja za
dalju analizu. U nastavku ¢emo, ako nije druga£ije nagla²eno, posmatrati kretanje
u odnosu na Dekartov koordinatni sistem.

1.3.1 Vrtloºnost

Vrtloºnost se de�ni²e kao rotor vektora brzine ∇×u. Ozna£ava se sa ω a �zi£ki
gledano predstavlja lokalnu rotaciju �uida. Za u = (u, v, w) vrtloºnost je

ω = ∇× u =

(
∂w

∂y
− ∂v

∂z
,
∂u

∂z
− ∂w

∂x
,
∂v

∂x
− ∂u

∂x

)
. (1.3.1)

Ako je ω ≡ 0 onda kaºemo da je tok bezvrtloºan.
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1.3.2 Strujnice

Strujnica je zami²ljena linija u �uidu, tako da je u svakoj ta£ki date linije
vektor brzine tangentan na nju. Ako ozna£imo strujnicu sa x = x(s; t), gde je
parametrizacija izvr²ena pomo¢u lu£ne (krivolinijske) koordinate s, onda vaºi jed-
na£ina

dx

ds
= u(x, t), (za �ksno t). (1.3.2)

Ovu jedna£inu moºemo predstaviti i u slede¢em obliku

dx

u
=
dy

v
=
dz

w
. (1.3.3)

1.3.3 Bernulijeva jedna£ina

Sad ¢emo uvesti u Ojlerovu jedna£inu vrtloºnost ω. Pretpostavimo da je gustina
�uida ρ = const. i da je sila F konzervativna, tj. F = −∇Ω, gde je Ω(x, t) potencijal
sile F. Sada jedna£ina (1.2.8) dobija oblik

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇

(
P

ρ
+ Ω

)
.

Ako iskoristimo identitet (u · ∇)u = ∇
(

1
2
u · u

)
− u × (∇× u) i da je ω = ∇× u,

prethodna jedna£ina postaje

∂u

∂t
+∇

(
1

2
u · u +

P

ρ
+ Ω

)
= u× ω.

Pretpostavimo sada da je strujanje stacionarno, tj. da u, P i Ω ne zavise od vremena.
Tada imamo

∇
(

1

2
u · u +

P

ρ
+ Ω

)
= u× ω.

Koriste¢i poznati rezultat iz matemati£ke analize da za glatku funkciju f(x) vaºi da
je ∇f ortogonalan na povr² f(x) = const., moºemo zaklju£iti da u × ω mora biti
normalno na povr²

1

2
u · u +

P

ρ
+ Ω = const. (1.3.4)

Istovremeno u × ω je normalan i na vektor u, i na vektor ω, pa povr² (1.3.4)
mora da sadrºi linije £ije su tangente paralelne sa u. Jednu takvu familiju krivih
£ine strujnice. Izraz (1.3.4) je Bernulijeva jedna£ina za stacionarano strujanje sa
vrtlozima. Ona predstavlja zakon odrºanja ukupne mehani£ke energije primenjen
na strujnice.

Ovde bi mogla da se prikaºe i Bernulijeva jedna£ina za nestacionarno

bezvrtloºno strujanje.



GLAVA 1. MATEMATI�KI UVOD 10

1.4 Grani£ni uslovi

U prethodnom odeljku su date diferencijalne jedna£ine kretanja �uida. Ove
jedna£ine vaºe za svako kretanje �uida. Kako ¢emo onda dobiti razli£ito re²enje za
razli£ite pojave ili eksperimente? Odgovor na prethodno pitanje su grani£ni uslovi.
U nastavku ¢emo formulisati nekoliko takvih uslova za neviskozan �uid. Pre nego
²to zapo£nemo detaljnu analizu, uve²¢emo neke simbole koje ¢emo koristiti u daljem
tekstu. Slobodna povr² ¢e biti

z = h(x⊥, t),

a nepokretna donja granica
z = b(x⊥, t),

gde je sa x⊥ ozna£en vektor koji je normalan na pravac ose z. Analogno sa x⊥
koristi¢emo jo² i u⊥ i ∇⊥. U Dekartovom koordinatnom sistemu za x = (x, y, z),
u = (u, v, w) i∇ = ( ∂

∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

) imamo da je x⊥ = (x, y), u⊥ = (u, v) i∇⊥ = ( ∂
∂x
, ∂
∂y

).
Za bezvrtloºno strujanje, ω = ∇×u ≡ 0, postoji funkcija φ(x, t), koju nazivamo

potencijal polja brzine, takva da je u = ∇φ. Jedna£ina kontinuiteta u ovom slu£aju
postaje Laplasova jedna£ina

∇2φ = 0.

1.4.1 Kinemati£ki grani£ni uslov

�estica koja pripada slobodnoj povr²i u po£etnom trenutku, ostat¢e njen deo za
svako t. U matemati£kom zapisu ovo zna£i

D

Dt
(z − h(x⊥, t)) = 0.

U ovom slu£aju
D

Dt
=

∂

∂t
+ u⊥ · ∇⊥ + w

∂

∂z
,

pa ¢e kinemati£ki grani£ni uslov biti

w =
∂h

∂t
+ (u⊥ · ∇⊥)h, na z = h(x⊥, t). (1.4.1)

U Dekartovim koordinatama prethodna jedna£ina se svodi na

w =
∂h

∂t
+ u

∂h

∂x
+ v

∂h

∂y
.

1.4.2 Dinami£ki grani£ni uslov

Prvo ¢emo razmatrati slu£aj kada je tok bezvrtloºan, ali nestacionaran. Bernuli-
jeva jedna£ina u ovom slu£aju za Ω = gz i P = Pa na slobodnoj povr²i �uida1

glasi
∂φ

∂t
+

1

2
u · u +

Pa
ρ

+ gz = f(t), na z = h.

1Sa Pa je ozna£en atmosferski pritisak.
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Ako pretpostavimo da je u dovoljno udaljenim ta£kama oblasti (|x⊥| → ∞) �uid u
stanju mirovanja, u = 0, a slobodna povr² je ravan ortogonalna na osu z, h = h0,
onda vaºi

f(t) =
Pa
ρ

+ gh0.

Stoga je grani£ni uslov

∂φ

∂t
+

1

2
u · u + g(h− h0) = 0 na z = h. (1.4.2)

U slu£aju vrtloºnog strujanja posmatra¢emo povr²inski napon. Drugi vaºan �z-
i£ki efekat koji se javlja na slobodnoj povr²i �uida jeste povr²inski napon. On opisuje
razliku pritisaka sa dve strane slobodne povr²i. Klasi£na formula za izra£unavanje
razlike pritiska na povr²i �uida je

∆P =
Γ

R

gde je Γ koe�cijent povr²inskog napona. Γ se menja sa temperaturom ali se sa
dovoljnom ta£no²¢u moºe pretpostaviti da je konstantan. Za re²avanje Ojlerove
jedna£ine potreban nam je izraz za pritisak na slobodnoj povr²i �uida

P = Pa −
Γ

R
na z = h(x⊥, t), (1.4.3)

gde za h = h(x, y, t) vaºi

1

R
=

(1 + h2
y)hxx + (1 + h2

x)hyy − 2hxhyhxy

(1 + h2
x + h2

y)
3
2

. (1.4.4)

1.4.3 Grani£ni uslov na nepokretnom rubu

Nepokretna donja granica, koja je nepropustljiva, ¢e predstavljati granicu koji
se de�ni²e kao povr²ina koji se kre¢e sa �uidom. Zbog toga ima¢emo grani£ni uslov
sli£an kinemati£kom

D

Dt
(z − b(x⊥, t)) = 0.

Posle diferenciranja jedna£ina dobija oblik

w =
∂b

∂t
+ (u⊥ · ∇⊥)b, na z = b(x⊥, t). (1.4.5)

1.4.4 Integralni uslov odrºanje mase

U ovom odeljku kombinova¢emo zakon odrºanje mase sa prethodno navedenim
grani£nim uslovima. Integrali¢emo jedna£inu (1.1.9) od z = b(x⊥, t) do z = h(x⊥, t)
pa imamo ∫ h

b

∇⊥ · u⊥ dz + w|hb = 0.
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Ako sada zamenimo redosled integrala i ∇⊥, iskoristimo grani£ne uslove (1.4.1) i
(1.4.5), uvedemo ozanake d = h− b za lokalnu dubinu �uida i ū⊥ =

∫ h
b

u⊥ dz posle
manjih transformacija dobi¢emo

dt +∇⊥ · ū⊥ = 0. (1.4.6)

Pretpostavimo sada da se �uid kre¢e horizontalno samo u pravcu x ose, tj. u⊥ =
(u, 0), i da kad x→ ±∞ vaºi ū⊥ → 0. Za b = b(x) i h(x, t) = h0 +H(x, t) jedna£ina
(1.4.6) daje rezultat ∫ ∞

−∞
H(x, t) dx = const.

odnosno da je masa �uida, povezana sa talasima opisanim funkcijom H(x, t), kon-
stantna.

1.5 Bezdimenzionisanje

U prethodno izvedenim jedna£inama javljaju se razli£ite �zi£ke veli£ine (vreme,
brzina, itd.) koje imaju svoje jedinice mere (s, m

s
) tj. dimenzije. Bezdimenzionisanje

sluºi za transformaciju jedna£ina u bezdimenzionalni oblik smenom promenljivih.
Za²to se primenjuje bezdimenzionisanje? Za to postoji vi²e razloga, a nave²¢emo
samo neke:

• Pojednostavljuje jedna£ine tako ²to smanjuje broj parametara.

• Olak²ava analizu jedna£ina.

• Moºe da nam pomogne u odre�ivanju reda veli£ine parametara i primeni
aproksimativnih ili asimptotskih metoda.

Bezdimenzionalne (nove) promenljive dobijamo tako ²to posmatramo odnos (koli£nik)
osnovne �zi£ke (stare) promenljive i neke referentne veli£ine vezane za strujanje. U
na²em slu£aju, referentne duºine mogu biti h0 � prose£na dubina vode, i λ � prose£na
talasna duºina talasa na povr²i vode. Za brzinu ¢emo isto imati dve karakteristi£ne
veli£ine. Prose£na brzina talasa ¢e biti

√
gh0 i odnosi se na horizontalno kretanje,

dok za vertikalno kretanje imamo h0
λ

√
gh0. Karakteristi£no vreme je de�nisano im-

plicitno, pomo¢u korakteristi£ne duºine λ i karakteristi£ne brzine
√
gh0 i ima oblik

λ√
gh0

. Bezdimenzionalne promenljive u Dekartovom koordinatnom sistemu moºemo
de�nisati na slede¢i na£in

x∗ =
x

λ
, y∗ =

y

λ
, z∗ =

z

h0

, t∗ =
t
√
gh0
λ

u∗ =
u√
gh0

, v∗ =
v√
gh0

, w∗ =
w

h0
λ

√
gh0

.
(1.5.1)

Uve²¢emo jo² jedan parametar, amplitudu talasa a, pa ¢e slobodna povr² z =
h(x⊥, t) biti opisana sa

h = h0 + aη(x⊥, t) (1.5.2)

gde je η bezdimenzionalna funkcija.
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Na² sledeci korak je da ubacimo bezdimenzionalne promeljive u Ojlerovu jed-
na£inu i u zakon odrºanja mase za nesti²ljiv �uid. Ali pre nego ²to to uradimo,
de�nisa¢emo i bezdimenzionalnu promenljivu za pritisak

P = Pa + ρg(h0 − z) + ρgh0p
∗ (1.5.3)

gde je ρg(h0 − z) hidrostati£ki pritisak, a ρgh0p
∗ predstavja odstupanje od istog

(naravno p∗ je bezdimenzionalna veli£ina). Znamo da je

D

Dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z

i ako ho¢emo da odredimo D
Dt∗

, treba na¢i neku relaciju redom izme�u ∂
∂t

i ∂
∂t∗

, ∂
∂x

i
∂
∂x∗

, itd. Primenom pravila za izvod sloºene funkcije (�chain rule�) i koriste¢i (1.5.1)
imamo

∂

∂t
=

∂

∂t∗
∂t∗

∂t
=

√
gh0

λ

∂

∂t∗
. (1.5.4)

Sli£nim postupkom dobijamo

u
∂

∂x
=

√
gh0

λ
u∗

∂

∂x∗
, v

∂

∂y
=

√
gh0

λ
v∗

∂

∂y∗
, w

∂

∂z
=

√
gh0

λ
w∗

∂

∂z∗
. (1.5.5)

Stoga sledi
D

Dt
=

√
gh0

λ

D

Dt∗
. (1.5.6)

Dalje, koriste¢i (1.5.1) i (1.5.3)

∂P

∂x
=
∂P

∂x∗
∂x∗

∂x
=
ρgh0

λ

∂p∗

∂x∗
,

∂P

∂y
=
∂P

∂y∗
∂y∗

∂y
=
ρgh0

λ

∂p∗

∂y∗
,

∂P

∂z
=
∂P

∂z∗
∂z∗

∂z
= ρg

(
∂p∗

∂z∗
− 1

)
,

(1.5.7)

s tim ²to izraz za pritisak koristimo u slede¢em obliku

P = Pa + ρgh0(1− z∗ + p∗). (1.5.8)

Na osnovu (1.5.6) i (1.5.7) moºemo izraziti Ojlerovu jedna£inu u bezdimenzionalnom
obliku

Du∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂x∗
,

Dv∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂y∗
, δ2Dw

∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂z∗
(1.5.9)

gde je
D

Dt∗
=

∂

∂t∗
+ u∗

∂

∂x∗
+ v∗

∂

∂y∗
+ w∗

∂

∂z∗
,

i δ = h0
λ

ozna£ava bezdimenzionalni parametar dubine vode (�shallowness param-
eter�), koji je od velikog zna£aja u problemima vezanim za talase na vodi. Zakon
odrºanje mase u bezdimenzionalnom obliku glasi

∂u∗

∂x∗
+
∂v∗

∂y∗
+
∂w∗

∂z∗
= 0. (1.5.10)
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Preostalo nam je jo² da i grani£ne uslove damo u bezdimenzionalnom obliku.
Povr²ina ¢e biti na osnovu (1.5.2)

z∗ = h∗ = 1 + εη,

(
h∗ =

h

h0

)
, (1.5.11)

a nepokretna donja granica

z∗ = b∗,

(
b∗ =

b

h0

)
. (1.5.12)

ε = a
h0

predstavlja drugi, tako�e vaºan bezdimenzionalni parametar � parametar
amplitude.

Polaze¢i od kinemati£kog ulsova, iz (1.5)

∂h

∂t
= εh0

√
gh0

λ

∂η

∂t∗
,

a iz (1.5.5)

(u⊥ · ∇⊥)h = εh0

√
gh0

λ
(u∗⊥ · ∇∗⊥)η,

pa je kinemati£ki grani£ni uslov u bezdimenzionalnom obliku

w∗ = ε

(
∂η

∂t∗
+ (u∗⊥ · ∇∗⊥)η

)
na z∗ = 1 + εη. (1.5.13)

Za dinami£ki uslov prvo treba odrediti izraz za 1
R
. Ako po�emo od (1.4.4), pomo¢u

(1.5.11), dobi¢emo da je
1

R
=
δε

λ

1

R∗
(1.5.14)

gde
1

R∗
=

(1 + δ2ε2η2
y)ηxx + (1 + δ2ε2η2

x)ηyy − 2δ2ε2ηxηyηxy

(1 + δ2ε2η2
x + δ2ε2η2

y)
3
2

.

Dalje, ako izjedna£imo (1.4.3) i (1.5.8), a zatim iskoristimo uslov da smo na povr²ini
vode, ima¢emo

Pa −
δε

λ

1

R∗
= Pa + ρgh0(1− z∗ + p∗) na z∗ = 1 + εη.

Ako sredimo prithodni izraz, i uvedemo Veberov broj Γ
ρgλ2

= δ2W , dobi¢emo di-
nami£ki grani£ni uslov u bezdimenzionalnom obliku

p∗ − εη = −εδ2W
(1 + δ2ε2η2

y)ηxx + (1 + δ2ε2η2
x)ηyy − 2δ2ε2ηxηyηxy

(1 + δ2ε2η2
x + δ2ε2η2

y)
3
2

na z∗ = 1 + εη. (1.5.15)

Grani£ni uslov na nepokretoj donjoj granici u bezdimenzionalnom obliku dobi-
jamo sli£no kao kinemtai£ki uslov, a uz pretpostavku da je donja granica stacionarna,
tj. ne zavisi od vremena, ima slede¢i oblik

w∗ = (u∗⊥ · ∇∗⊥)b∗ na z∗ = b∗. (1.5.16)
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Analizom prethodno dobijenih jedna£ina, moºemo uo£iti da su i w∗ i p∗ propor-
cionalni sa ε, i kad ε → 0 onda i w∗ → 0 i p∗ → 0, ²to zna£i da nema poreme¢aja
na povr²ini vode. Stoga, zapisa¢emo neke promenljive na slede¢i na£in

p∗ → εp∗, u∗ → εu∗.

Ovaj postupak se zove skaliranje promenljivih, a jedna£ine (1.2.9)-(1.2.11) se pret-
varaju u

0 =
∂u∗

∂x∗
+
∂v∗

∂y∗
+
∂w∗

∂z∗
,

Du∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂x∗
,

Dv∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂y∗
, δ2Dw

∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂z∗
,

gde je
D

Dt∗
=

∂

∂t∗
+ ε

(
u∗

∂

∂x∗
+ v∗

∂

∂y∗
+ w∗

∂

∂z∗

)
.

(1.5.17)

Grani£ni uslovi na povr²i z∗ = 1 + εη su

w∗ =
∂η

∂t∗
+ ε(u∗⊥ · ∇∗⊥)η, (1.5.18)

i

p∗ = η − δ2W
(1 + δ2ε2η2

y)ηxx + (1 + δ2ε2η2
x)ηyy − 2δ2ε2ηxηyηxy

(1 + δ2ε2η2
x + δ2ε2η2

y)
3
2

, (1.5.19)

dok uslov na nepokretnoj donjoj granici z∗ = b∗ ostaje nepromenjen

w∗ = (u∗⊥ · ∇∗⊥)b∗. (1.5.20)

1.6 Aproksimacija

Na²e jedna£ine i grani£ne uslove moºemo pojednostaviti putem aproksimacije.
Naravno da bismo mogli da uradimo, treba da na² sistem da zadovolji neke pret-
postavke.

1.6.1 Linearizovan problem

U ovom slu£aju pretpostavi¢emo da amplituda talasa a je mala u odnosu na
prose£nu dubinu vode h0,tj. da je a � h0. Parametar amplituda ε na osnovu ove
pretpostavke teºi nuli ( ε→ 0 ), a dobijamo slede¢i sistem linearnih jedna£ina

∂u∗

∂x∗
+
∂v∗

∂y∗
+
∂w∗

∂z∗
= 0,

∂u∗

∂t∗
= −∂p

∗

∂x∗
,

∂v∗

∂t∗
=− ∂p∗

∂y∗
, δ2∂w

∗

∂t∗
= −∂p

∗

∂z∗
,

w∗ = ηt i p∗ = η − δ2W (ηxx + ηyy) na z∗ = 1,

w∗ = (u∗⊥ · ∇∗⊥)b∗ na z∗ = b∗.


(1.6.1)
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1.6.2 Problem �plitke vode�

U drugom slu£aju pretpostavi¢emo da je talasana duºina λ znatno ve¢a u odnosu
na prose£nu dubinu vode h0, tj. da je λ � h0. Parametar dubine vode δ = h0/λ,
na osnovu ove pretpostavke ¢e isto teºiti nuli ( δ → 0 ), a na² sistem je nelinearan i
ima oblik:

∂u∗

∂x∗
+
∂v∗

∂y∗
+
∂w∗

∂z∗
= 0,

Du∗

Dt∗
= −∂p

∗

∂x∗
,

Dv∗

Dt∗
=− ∂p∗

∂y∗
,

∂p∗

∂z∗
= 0,

gde
D

Dt∗
=

∂

∂t∗
+ ε

(
u∗

∂

∂x∗
+ v∗

∂

∂y∗
+ w∗

∂

∂z∗

)
,

w∗ = ηt∗ + ε(u∗⊥ · ∇∗⊥)η i p∗ = η na z∗ = 1 + εη,

w∗ = (u∗⊥ · ∇∗⊥)b∗ na z∗ = b∗.


(1.6.2)

U daljem tekstu ¢e biti analizirani problemi £iji je matemati£ki model u bezdi-
menzionalnom obliku. Me�utim, zbog jednostavnijeg zapisa, bi¢e izostavljena oz-
naka ( )∗ u jedna£inama.



Glava 2

Linearni problemi

2.1 Prostiranje talasa promenljive dubine

U ovom odeljku diskutova¢emo o talasima na vodi koji se prostiru u samo jednom,
horizontalnom pravcu (x-pravac), a nepokretna donja granica b zavisi isto samo od
promenljive x, b = b(x). Linearizovani problem ¢emo jo² pojednostaviti tako ²to
¢emo posmatrati talase sa ve¢im talasnim duºinama, ²to se postiºe uslovom δ → 0,
pa iz sistema (1.6.1) dobijamo

ut = −px, 0 = pz, ux + wz = 0, (2.1.1)

w = ηt i p = η na z = 1 (2.1.2)

w = ubx na z = b(x) (2.1.3)

Iz (2.1.2) odmah sledi da
p = η za b ≤ z ≤ 1, (2.1.4)

jer na osnovu (2.1.1) znamo da p ne zavisi od z. Koriste¢i prethodnu jednakost, iz
prve jedna£ine (2.1.1) dobijamo

ut + ηx = 0,

a integracijom tre¢e jedna£ine iz (2.1.1) nad z, pod pretpostavkom da u ne zavisi
od z dolazimo do

w = (1− z)ux + ηt.

Ako sad posmatramo poslednju jedna£inu na z = b(x), i pritom ozna£imo lokalnu
dubinu sa d, tj. d(x) = 1 − b(x) i iskoristimo (2.1.3), dobijamo tzv. linearizovane

jedna£ine plitke vode

ut + ηx = 0

ηt + (du)x = 0.
(2.1.5)

Re²avaju¢i sistem, dolazimo do slede¢e talasne jedna£ine za povr² η(x, t)

ηtt − (dηx)x = 0. (2.1.6)

17
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Prethodna jedna£ina obuhvata niz problema prostiranja talasa promenljive dubine.
Mi ¢emo razmatrati slu£aj, kada je nepokretna donja granica konstantnog nagiba.
Stoga de�nisa¢emo dubinu na slede¢i na£in

d(x) = α(x0 − x), α > 0, x ≤ x0,

gde obala se nalazi desno od ta£ke x = x0.
Pre nego ²to nastavimo, moramo da obratimo paºnju na dva slu£aja, kad d→ 0

i kad d → ∞. Znamo da smo za izvo�enje jedna£ine (2.1.6) koristili da i ε → 0 i
δ → 0 i zbog toga ne moºe da vaºi d → ∞ i δ → 0 istovremeno, jer δ je de�nisano
kao koli£nik dubine i talasne duºine. Na sli£an na£in dolazimo do zaklju£ka da
istovremeno ne moºe da vaºi ni d → 0 i ε → 0, jer ε je de�nisano kao koli£nik
amplitude i dubine. Odatle sledi da re²enje jedna£ine (2.1.6) ne moºe da bude
validno kada d→ 0 ili d→∞.

Ako uvrstimo izraz d(x) = α(x0 − x) u (2.1.6) dobijamo jedna£inu

ηtt − α(x0 − x)ηxx + αηx = 0, (2.1.7)

a re²enje ¢emo traºiti u obliku

η(x, t) = A(x)e−iωt + c.c., (2.1.8)

koja je harmonijska funkcija vremena t. Sa ω je ozna£ena frekvencija, a A(x) je
amplitudna funkcija. Odredimo sada parcialne izvode η iz (2.1.7)

ηx = A′e−iωt,

ηxx = A′′e−iωt,

ηtt = −ω2Ae−iωt.

(2.1.9)

Ako dobijene izraze uvrstimo u jedna£inu (2.1.7), zatim podelimo sa −e−iωt do-
bi¢emo slede¢u obi£nu diferencijalnu jedna£inu drugog reda po A,

α(x0 − x)A′′ − αA′ + ω2A = 0. (2.1.10)

Amplitudnu funkcijuAmoºemo tretirati kao funkciju od x0−x = X, stoga prethodna
jedna£ina postaje

αXA′′ + αA′ + ω2A = 0. (2.1.11)

Uve²¢emo jo² jednu smenu:

χ = 2ω

√
X

α
.

Ovom transformacijom sve²¢emo jedna£inu (2.1.11) na dobro poznatu obi£nu difer-
encijalnu jedna£inu

χA′′ + A′ + χA = 0, (2.1.12)

tz. Beselovu jedna£inu (nultog reda). Uzimaji¢i u obzir dve smene promenljivih,
funkcija amplituda je

A = A(χ) = A

(
2ω

√
x0 − x
α

)
,
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gde obala je na χ = 0 a re²enje traºimo za χ > 0 .
Op²te re²enje jedna£ine (2.1.12) prema [6] dato je izrazom

A(χ) = CJ0(χ) +DY0(χ), (2.1.13)

gde su C i D konstante. J0 je Beselova funkcija prve vrste nultog reda a Y0 je
Beselova funkcija druge vrste nultog reda i date su u obliku stepenog reda na slede¢i
na£in

J0(x) =
∞∑
k=0

(−1)k

22k(k!)2
x2k = 1− x2

22
+

x4

22 · 42
− x6

22 · 42 · 62
+ . . .

Y0(x) =
2

π

{[
ln
(x

2

)
+ γ
]
J0(x) +

∞∑
k=0

(−1)k+1Hk
(z/2)2k

(k!)2

}

= J0(x) log x+
x2

4
− 3x4

128
+ . . . ,

(2.1.14)

gde su Harmonijski brojeviHk i Ojler�Maskeronijeva konstanta γ de�nisani slede¢im
izrazima

Hk =
k∑

m=1

1

m
, γ = lim

k→∞
(Hk − ln k) ≈ 0, 577216.

Sada na osnovu (2.1.13) i (2.1.8) re²enje jedna£ine (2.1.7) je

η(x, t) =

(
CJ0

(
2ω

√
x0 − x
α

)
+DY0

(
2ω

√
x0 − x
α

))
e−iωt + c.c. (2.1.15)

U nastavku ¢emo analizirati ovo re²enje najpre daleko od obale (x0−x→ +∞),
a zatim u njenoj blizini (x→ x0) . U slu£aju kada je χ veliko, prema [6] znamo da
se Beselove funkcije pona²aju na slede¢i na£in

J0(χ) ∼
√

2

πχ
cos
(
χ− π

4

)
, χ→ +∞

Y0(χ) ∼
√

2

πχ
sin
(
χ− π

4

)
, χ→ +∞.

(2.1.16)

Na osnovu prethodnog izraza (2.1.15) postaje

η(x, t) ∼ 1√
πω

(
α

x0 − x

)1/4

(
C cos

(
2ω

√
x0 − x
α

− π

4

)
+D sin

(
2ω

√
x0 − x
α

− π

4

))
e−iωt + c.c.,
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kad χ→ +∞. Korisno je prethodni izraz napisati u slede¢em obliku

η(x, t) ∼ 1

2
√
πω

(
α

x0 − x

)1/4

×[
(C +D) exp

{
i

(
2ω

√
x0 − x
α

− ωt− π

4

)}

+ (C −D) exp

{
−i

(
2ω

√
x0 − x
α

+ ωt− π

4

)}]
+ c.c.,

gde moºemo uo£iti dva eksponencijalna izraza, od kojih prvi, sa koe�cijentom (C +
D), predstavlja talas koji se kre¢e udesno, prema obali. Drugi eksponencijalni izraz
je talas koji se re�ektovao od obale i kre¢e se ulevo. Brzina prostiranja talasa nije
konstantna ni u jednom smeru, ali je moºemo odrediti na linijama konstantne faze

Φ = 2ω

√
x0 − x
α

± ωt = const.,

odakle sledi

cp =
dx

dt
=

dΦ
dt
dΦ
dx

= ±
√
α(x0 − x). (2.1.17)

Prethodna jedna£ina pokazuje da karakteristike u ovom slu£aju nisu prave linije,
ali i da je brzina proporcionalna kvadratnom korenu lokalne dubine. Moºemo jo²
zaklju£iti da se talas kad x0 − x → +∞ raspada i da se amplituda pona²a kao
η ∼ d−1/4 (²to je poznato kao Grinov zakon). Ako zapi²emo fazu u obliku

2ω√
α(x0 − x)

(x0 − x)± ωt,

moºemo da zaklju£imo da se broj talasa pove¢ava kad x→ x0.
Blizu obale (kad x→ x0), znamo na osnovu [6] da se Beselove funkcije pona²aju

kao

J0(x) ∼ 1, χ→ 0+

Y0(x) ∼ 2

π
lnχ, χ→ 0+,

(2.1.18)

pa re²enje (2.1.15) daje

η(x, t) ∼

(
C +

2D

π
ln

(
2ω

√
x0 − x
α

))
e−iωt + c.c.,

kad x0 − x → 0+. Pona²anje logaritamske funkcije blizu nule nas dovodi do sin-
gulariteta. Ovo moºemo da elimini²emo ako uzmemo da je D = 0 (i onda re²enje
zavisi samo od J0). Odvojeno od singulariteta, re²enje opisuje talas koji oscilira u
vremenu t na obali x = x0.

Sada ¢emo sumirati sve ²to smo uspeli da saznamo u vezi re²enja (2.1.15) i skici-
rati njegove mane. Na² problem je bio da opi²emo talas koji dolazi iz beskona£nosti
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i kre¢e se prema obali. Da bismo mogli ovo da uradimo, treba da znamo frekvenciju
i amplitudu talasa. Frekvencija ω ne¢e nam praviti problem, ali amlituda teºi nuli
u beskona£nosti. Koristili smo jedna£ine plitke vode (tj. aproksimaciju da δ → 0),
koje ne mogu precizno opisati prostiranje talasa u dubokoj vodi. Dalje, problem je
da uvek postoji re�ektovan talas, izuzev ako uzmemo da C = D( 6= 0). Ali u ovom
slu£aju koe�cijent pred Y0 nije nula i imamo singularitet kad je x = x0. Singularitet
je prouzrokovan £injenicom da u blizini obale koristimo aproksimaciju ε → 0 iako
se amplituda pove¢ava. Na osnovu svakodnevnog iskustva znamo da (skoro uvek)
dolazi do prelamanje talasa na obali, ²to linearna teorija ne moºe da objasni. Ako
ipak uzmemo da je D = 0 dolazimo do toga da za svako χ > 0 dolaze¢i i re�ektovani
talasi postoje svugde.

2.2 Linearizovani gravitacioni talasi proizvoljnog ta-
lasnog broja

U prethodnom odeljku smo pojednostavili jedna£ine tako ²to smo usvojili aproksi-
maciju δ → 0 i videli da re²enje nije bilo u potpunosti zadovoljavaju¢e. Sada ¢emo
razmotriti problem ravnog gravitacionog talasa, ali bez aproksimacije δ → 0. Pos-
matra¢emo jedna£ine (1.6.1) sa We = 0, η = η(x, t) i b = b(x) pa imamo

ut = −px, δ2wt = −pz, ux + wz = 0, (2.2.1)

w = ηt i p = η na z = 1, (2.2.2)

w = ub′ na z = b(x). (2.2.3)

Izraz za lokalnu dubinu iz prethodne ra£unice, u kojoj smo pretpostavili da je
nepokretna donja granica konstantnog nagiba, odgovara i u ovoj, s tim da ¢emo
transformisati koordinate tako da obala bude na x = 1

α
, pa vaºi

d(x) = 1− b(x) = 1− αx, α > 0, x ≤ 1

α
.

Potraºimo re²enje u obliku

u = U(x, z)e−iωt + c.c., w = W (x, z)e−iωt + c.c., p = P (x, z)e−iωt + c.c.,

zajedno sa
η(x, t) = A(x)e−iωt + c.c. (2.2.4)

Na osnovu ovoga, jedna£ine (2.2.1)-(2.2.3) postaju

iωU = Px, iωδ2W = Pz, Ux +Wz = 0; (2.2.5)

W (x, 1) = −iωA, P (x, 1) = A; (2.2.6)
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W (x, b(x)) = αU(x, b(x)) gde b(x) = αx. (2.2.7)

Lako moºemo primetiti da na osnovu tre¢e jedna£ine iz (2.2.5) vaºi

Wzz + Uxz = 0;

a iz prve i druge
iωUxz = Pxxz = iωδ2Wxx.

Dakle na osnovu prethodnih izraza moºemo zaklju£iti da W zadovoljava Laplasovu

jedna£inu, tj.
δ2Wxx +Wzz = 0. (2.2.8)

Re²enje ove jedna£ine ¢emo potraºiti metodom razdvajanja promenljivih, u obliku

W (x, z) =
∑
n

Wn(x, z) =
∑
n

Xn(x)Zn(z), n = 1, 2, 3 . . . (2.2.9)

Dalje, ako uvrstimo ovo u jedna£inu (2.2.8), dobijamo da

− Z ′′n
δ2Zn

=
X ′′n
Xn

= λn,

²to nam daje slede¢i sistem obi£nih diferencijalnih jedna£ina drugog reda za svako
n

X ′′n + λnXn = 0;

Z ′′n − λnδ2Zn = 0,
(2.2.10)

gde λn je parametar za koji ¢emo uzeti da je

λn = k2
n(> 0).

Ako sad sve ovo uzmemo u obzir, dobijamo da je

Zn = Cn exp(δknz) +Dn exp(−δknz),

gde Cn i Dn su proizvoljne konstante. Kako znamo da dubina neprestano raste ako
x → −∞, da bismo mogli da imamo ograni£eno re²enje moramo da uzmemo da
Dn = 0. Sada ve¢ moºemo da nepi²emo re²enje za n-tu komponetntu W

Wn(x, y) = (An exp(iknx) +Bn exp(−iknx)) exp(δknz),

gde An i Bn su nove konstante koje su ve¢ pomnoºene sa Cn.
Ako stanem sada za momenat i odredimo n-ti deo od P (treba integraliti drugu

jedna£inu iz (2.2.5) nad z), dobi¢emo da

P (x, z) =
iωδ

kn
(An exp(iknx) +Bn exp(−iknx))(exp(δknz)− exp(δkn)) + A(x)

(2.2.11)
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(gde A(x) je iz izraza za η). Zbog grani£nih uslova vaºi

(An exp(iknx) +Bn exp(−iknx)) exp(δkn) = −iωA(x) (2.2.12)

i
W (x, αx) = αU(x, αx) = −iα

ω
Px(x, αx) (2.2.13)

Ako sad izraz (2.2.11) stavimo u jedna£inu (2.2.13), zatim pomo¢u (2.2.12) eli-
mini²emo A(x), dolazimo do identiteta koji sadrºi eksponencijalne delove poput
exp(iknx), exp(−iknx) i exp(αδknx) i konstante koje mnoºe njih, An i Bn. Ova
jedna£ina u op²tem slu£aju nema re²enje, sem An = Bn = 0 (²to nam ne odgovara).

Situacija, me�utim, nije beznadeºna: moºe se pokazati da re²enje problema u
obliku (2.2.9) postoji, ali samo za odre�ene vrednosti parametra λ. Na jednostavnom
primeru ¢emo demonstrirati ovu ideju, pretpostavljaju¢i da re²enje (2.2.9) sadrºi
samo dva £lana, W (x, z) = W1(x, z) + W2(x, z) = X1(x)Z1(z) + X2(x)Z2(z). Za
odre�ivanje W1 koristimo slede¢i sistem jedna£ina (λ1 = k2)

X ′′1 + k2X1 = 0;

Z ′′1 − k2δ2Z1 = 0,

koji daje re²enje
W1 = (A1e

ikx +B1e
−ikx)eδkz,

gde D1 = 0 jer W1 mora da bude ograni£eno (kad z → −∞), a C1 je sadrºan u A1

i B1. Drugu komponentu W2 ¢emo dobiti ako usvojimo λ2 = −k2, tj.

X ′′2 − k2X2 = 0;

Z ′′2 + k2δ2Z2 = 0,

koji daje re²enje
W2 = (A2e

iδkz +B2e
−iδkz)ekx,

D2 = 0 isto da bi W2 bila ograni£ena kad x→ −∞. Kona£no, dobili smo re²enje za
W ,

W = (A1e
ikx +B1e

−ikx)eδkz + (A2e
iδkz +B2e

−iδkz)ekx, (2.2.14)

s tim da imamo £etiri konstante koje treba da odredimo tako da budu zadovoljeni
grani£ni uslovi (2.2.12) i (2.2.13). Moºemo sada da odredimo P (x, z) (kao i ranije,
iz (2.2.5))

P (x, z) =
iωδ

k
(A1e

ikx +B1e
−ikx)(eδkz − eδk)

+
ωδ

k
(A2(eiδkz − eiδk)−B2(e−iδkz − e−iδk))ekx + A(x). (2.2.15)

Znamo da na osnovu grani£nog uslova (2.2.13) iz prethodnog izraza vaºi

(A1e
ikx +B1e

−ikx)eαδkx + (A2e
iαδkx +B2e

−iαδkx)ekx

= iαδ(A1e
ikx −B1e

−ikx)(eαδkx − eδk)

− iαδ(A2(eiαδkx − eiδk)−B2(e−iαδkx − e−iδk))ekx − iα

ω
A′(x). (2.2.16)
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Izraz A′(x) se moºe dati u eksplicitnom obliku kori²¢enjem grani£nog uslova (2.2.6).
Ako ºelimo da odredimo konstante iz prethodnog identiteta, tako da re²enje ne

bude trivijalno, moramo da uvedemo jo² jedan uslov: nagib α mora da zadovolji
jedna£inu αδ = 1. Prethodni izraz ¢e tako postati

(A1e
ikx +B1e

−ikx + A2e
ikx +B2e

−ikx)ekx

= i(A1e
ikx −B1e

−ikx)(ekx − eδk)− i(A2(eikx − eiδk)−B2(e−ikx − e−iδk))ekx

+
ik

δω2
(A1e

ikx −B1e
−ikx)eδk +

k

δω2
(A2e

iδk +B2e
−iδk)ekx. (2.2.17)

Posle manjih transformacija moºe se primetiti da se u poslednjoj jedna£ini pojavljuje
pet razli£itih eksponencijalnih izraza koji sadrºe promenljivu x. Shodno tome, dobija
se slede¢ih pet jedna£ina po nepoznatim A1, B1, A2, B2 i ω(k)

e(1+i)kx : A1 + A2 = i(A1 − A2);

e(1−i)kx : B1 +B2 = i(B2 −B1);

eikx : iA1

(
k

δω2
− 1

)
eδk = 0;

e−ikx : iB1

(
k

δω2
− 1

)
eδk = 0;

ekx : (1 + i)A2e
iδk = −(1− i)B2e

−iδk.

Re²enje ovog sistema je

A2 = iA1, B2 = −iB1, i B1 = iA1e
2iδk,

zajedno sa disperzionom relacijom ω(k)

ω2 =
k

δ
, (2.2.18)

odakle lako moºemo da dobijemo brzinu prostiranja talasa

cp =
ω(k)

k
= ± 1√

δk
.

Talas na slobodnoj povr²i η na osnovu jedna£ine (2.2.4) ima slede¢i oblik

η(x, t) = A1(ei(kx−ωt−δk) + e−i(kx+ωt−δk) + (1 + i)ek(x−δ)−iωt) + c.c. (2.2.19)

Treba primetiti da se ovo re²enje razlikuje od re²enja iz prethodnog odeljka. Najpre,
u ovom slu£aju re²enje je regularno svuda (kad je x ≤ δ). Na obali (x = δ) prethodna
jedna£ina postaje

η = (3 + i)A1e
−iωt + c.c. (2.2.20)

Posledica ovoga je da se i dolazni i re�ektovani talas prostiru konstantnom brzinom
(za �ksirano k). Pored toga, dobijeno re²enja ima jo² dva bitna svojstva koja ga
razlikuju od talasa u slu£aju �plitke� vode:

1. re²enje sadrºi £lan koji ne predstavlja putuju¢i talas, ek(x−δ)−iωt;

2. amplitude oba talasa ne i²£ezavaju kada x→ −∞.
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2.3 Rubni talasi

Dosada²nji primeri su bili povezani sa talasima koji su se kretali upravno na
obalu. Sada ¢emo pre¢i na slu£aj kada se talasi prostiru paralelno sa obalom, tj.
u y-pravcu. Otuda poti£e i naziv rubni talasi, jer se prostiru paralelno sa rubom
oblasti de�nisanosti. Jedna£ina (1.6.1) u ovom slu£aju je oblika (usvoji¢emoWe = 0
i δ → 0)

ut = −px, vt = −py, 0 = pz, ux + vy + wz = 0, (2.3.1)

w = ηt i p = η na z = 1 (2.3.2)

w = ub′ na z = b(x) (2.3.3)

Za opisivanje promenu nepokretne donje granice koristi¢emo izraz iz prehodnog
primera b(x) = αx, obala je na x = 1

α
, a re²enje traºimo u harmonijskom ubliku

u = U(x, z)E + c.c., v = V (x, z)E + c.c., w = W (x, z)E + c.c., (2.3.4)

zajedno sa
p = P (x, z)E + c.c., η = A(x)E + c.c., (2.3.5)

gde E predstavlja slede¢i eksponencijalan izraz

E = ei(ly−ωt).

Ako ovo uvrstimo u jedna£ine (2.3.1), (2.3.2) i (2.3.3) dobi¢emo

iωU = Px, ωV = lP, Pz = 0, Ux + ilV +Wz = 0, (2.3.6)

W = −iωA i P = A na z = 1 (2.3.7)

W = αU na z = αx. (2.3.8)

Odavde sledi da P ne zavisi od z (Pz = 0 ), pa na osnovu grani£nog uslova (2.3.7)
vaºi

P (x, z) = A(x) za 1 ≥ z ≥ b(x) = αx; x ≤ 1

α
. (2.3.9)

Ako uzmemo ovo u obzir, iz jedna£ine (2.3.6) dobijamo

U = − i
ω
A′; V =

l

ω
A,

pa znamo da

Wz =
i

ω
(A′′ − l2A).

Ako ovo integralimo po z, dobijamo

W =
i

ω
(l2A− A′′)(1− z)− iωA,
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odakle na osnovu grani£nog uslova (2.3.8) dobijamo slede¢u obi£nu diferencijalnu
jedna£inu drugog reda

(1− αx)(A′′ − l2A)− αA′ + ω2A = 0.

Ako funkciju A tretiramo kao A = A(1−αx) = A(X), prethodnu jedna£inu moºemo
da zapi²emu na slede¢i na£in

XA′′ + A′ +

(
ω2 − l2X

α2

)
A = 0.

Zgodno je zameniti funkciju A(X) sa izrazom

A(X) = e−
lX
α L(Y ), (2.3.10)

gde Y = 2lX/α, pa smo sveli prethodnu jedna£inu na obi£nu diferencijalnu jedna£inu
drugog reda, oblika

Y L′′ + (1− Y )L′ +
1

2

(
ω2

α2l
− 1

)
L = 0. (2.3.11)

Ova jedna£ina je Lagerova jedna£ina, a njena re²enja su Lagerovi polinomi Ln(Y ),
ako vaºi da

1

2

(
ω2

αl
− 1

)
= n, n = 0, 1, 2, 3, . . . (2.3.12)

Otuda lako moºemo na¢i disperzijsku relaciju,

ω2 = αl(2n+ 1). (2.3.13)

Na osnovu ovoga moºemo zaklju£iti da frekvencija raste sa brojom talasa l i da
zavisi od nagiba nepokretne donje granice. Interesantna £injenica je da ako α = 0,
tj. kada je dubina konstantna, nemamo talasa.

Re²enje moºemo da na�emo pomo¢u Rodrigezove formule

Ln(Y ) = eY
dn

dY n
(Y ne−Y ), n = 0, 1, 2, 3, . . . (2.3.14)

pa za prvih nekoliko n-ova (i ω > 0) imamo

za n = 0; ω =
√
αl; L0 = 1;

za n = 1; ω =
√

3αl; L1 = 1− Y = 1− 2lX

α
;

za n = 2; ω =
√

5αl; L2 = 2− 4Y + Y 2 = 2− 8lX

α
+

4l2X2

α
.

Sad na osnovu (2.3.5) i prethodnog ra£una re²enja su za

n = 0 η(x, y, t) = A0e
− l
α

(1−αx)ei(ly−
√
αlt) + c.c.,

n = 1 η(x, y, t) = A1e
− l
α

(1−αx)

(
1− 2l

α
(1− αx)

)
ei(ly−

√
3αlt) + c.c,

n = 2 η(x, y, t) = A2e
− l
α

(1−αx)

(
2− 8l

α
(1− αx) +

4l2

α2
(1− αx)2

)
ei(ly−α

√
5αlt) + c.c.,

(2.3.15)

gde A0, A1 i A2 su proizvoljne konstante. Moºemo primetiti da talas za svako n
raspada kad x→ −∞ i da dostiºe najve¢u amplitudu blizu obale, tj. kad x→ 1/α.
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Nelinearni problemi

3.1 Nelinearni talasi velikih talasnih duºina

U ovom poglavlju ¢emo se posvetiti analizi jedna£ina koje opisuju nelinearno
prostiranje talasa. O op²tim metodama koje se koriste u analizi nelinearnih PDJ,
a naro£ito kod prostiranja talasa, moºe se vi²e na¢i u monogra�jama [7, 8]. Radi
jednostavnosti, pretpostavi¢e se da se talasi prostiru samo u jednom pravcu i usvo-
ji¢emo da to bude pravac x-ose. Nepokretna donja granica je ravna i nalazi se na
pravoj z = 0. Na osnovu toga iz sistema (1.6.2) imamo slede¢e jedna£ine

ut + ε(uux + wuz) = −px, 0 = pz, ux + wz = 0; (3.1.1)

w = ηt + εuηx i p = η na z = 1 + εη; (3.1.2)

w = 0 na z = 0. (3.1.3)

Na osnovu druge jedna£ine iz (3.1.1) znamo da pritisak ne zavisi od z, odnosno
pz = O(δ2), pa iz (3.1.2) sledi da

p = η

svugde (za z > 0). Ovo pojednostavljuje na²e jedna£ine na

ut + ε(uux + wuz) = −ηx, ux + wz = 0; (3.1.4)

sa grani£nim uslovima

w = ηt + εuηx na z = 1 + εη; w = 0 na z = 0. (3.1.5)

Traºi¢emo re²enje tako da u bude funkcija horizontalne koordinate x i vremena t,
tj. u = u(x, t). Na osnovu druge jedna£ine iz (3.1.4) sad moºemo zaklju£iti da onda
ni wz ne zavisi od z, odnosno

wz = φ(x, t).

Ako integralimo prethodni izraz po z dobijamo w =
∫ z

0
φ(x, t)dζ = φ(x, t)z. Iz

grani£nih uslova (3.1.5) tada sledi

w =

(
ηt + εuηx

1 + εη

)
z.

27
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Na osnovu prethodnog izraza dve jedna£ine iz (3.1.4) postaju

ut + εuux + ηx = 0;

(1 + εη)ux + ηt + εuηx = 0.

Do sada nije uvedena nikakva pretpostavka o redu veli£ine parametra ε1. U
nelinearnim problemima se moºe smatrati da je ε = O(1). Stoga ¢emo usvojiti da
je ε = 1 i uvesti oznaku h

h(x, t) = 1 + η(x, t),

£ime se sistem (3.1.4) svodi na

ut + uux + hx = 0, ht + (hu)x = 0, (3.1.6)

²to predstavlja tzv. jedna£ine �plitke vode�.

3.1.1 Metod karakteristika

Prvo ¢emo poku²ati da na�emo re²enje prethodnog sistema putem metoda karak-
teristike. Najpre uve²¢emo smenu za lokalnu dubinu h(> 0)

c(x, t) =
√
h(x, t). (3.1.7)

Sistem jedna£ina (3.1.6) dobija oblik

ut + uux + 2ccx = 0 (3.1.8)
2cct + c2ux + 2cucx = 0. (3.1.9)

Ako sad podelimo drugu jedna£inu sa c i dodamo prvoj, dobijamo

(u+ 2c)t + u(u+ 2c)x + 2ccx + cux = 0, (3.1.10)

a ako ih oduzmemo, dobijamo.

(u− 2c)t + u(u− 2c)x + 2ccx − cux = 0. (3.1.11)

Posle manjih transformacija moºemo svesti prethodne jedna£ine na slede¢i oblik

(u+ 2c)t + (u+ c)(u+ 2c)x = 0

(u− 2c)t + (u− c)(u− 2c)x = 0.
(3.1.12)

Re²enje moºemo da na�emo metodom karakteristika

u+ 2c = const. na linijama C+ :
dx

dt
= u+ c,

u− 2c = const. na linijama C− :
dx

dt
= u− c.

(3.1.13)

C+ i C− su karakteristike, a funkcije u±2c su Rimanove invarijante. Za proizvoljne
funkcije f i g, re²enje moºemo da izrazimo u implicitnom obliku

u+ 2c = f(α), α je konstanta na linijama :
dx

dt
= u+ c,

u− 2c = g(β), β je konstanta na linijama :
dx

dt
= u− c.

(3.1.14)

Ovo zna£i da ako ºelimo da u potpunosti re²imo problem, potrebno je zadati po£etno
stanje (po£etni uslov) u(x, 0) i c(x, 0).

1Podsetimo se, ε = a/h0 je odnos amplitude talasa i prose£ne dubine.
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Prosti talasi u plitkoj vodi

Jedna specijalna klasa re²enja ovog problema se dobija kada je jedna od Ri-
manovih invarijanti konstantna u celom domenu. Ovakvo re²enja nazivamo prostim

talasima. Kao primer, posmatra¢emo prostiranje jednog talasa koji se kre¢e nadesno,
u oblast u kojoj se voda nalazi u stanju mirovanja (u = 0) i konstantne je dubine
(h = h0). Zbog toga ¢e familija karakteristika C− obrazovati traºeni skup karak-
teristika koje su konstantne. Po²to je u neporeme¢enoj oblasti u = 0, za C− ¢e
vaºiti

u− 2c = −2c0, ∀(x, t) ∈ R× R+ ∪ {0}, (3.1.15)

gde je c0 =
√
h0. Polaze¢i od (3.1.15) i (3.1.14)1, moºe se pokazati da vaºi

u = c0 +
1

2
f(α) = const., c =

1

4
f(α)− c0

2
= const. na C+. (3.1.16)

odnosno da su i u i c konstante na karakteristikama C+. Karakteristike su prikazane
na Slici 3.1. Odavde na osnovu (3.1.14) znamo da x−(u+c)t = α i moºemo zaklju£iti
da

u+ 2c = f{x− (u+ c)t}. (3.1.17)

Iz jedna£ina (3.1.15) i (3.1.17) za t = 0 znamo da je

Slika 3.1: Karakteristike C+ i C− za prosti talas.

u+ 2c = f(x)

u− 2c = −2c0,

pa moºemo zaklju£iti da vaºi

f(x) = 4c− 2c0.
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Ako sad uvedemo funkciju H, h(x, 0) = H(x), onda imamo

f(x) = 4
√
H(x)− 2

√
h0.

Sada na osnovu (3.1.17) sledi

u+ 2c = 4
√
H(x− (u+ c)t)− 2

√
h0

i
h(x, t) = H(x− (u+

√
h)t),

u(x, t) = 2
(√

h(x, t)−
√
h0

)
,

h(x, t) = H{x− (3
√
h(x, t)− 2

√
h0)t}. (3.1.18)

Jedna£ina (3.1.18) implicitno odre�uje traºenu funkciju h(x, t), za zadati po£etni
uslov H(x) i dubinu h0. Ako je po£etni uslov takav da sadrºi ograni£enu ili neogra-
ni£enu oblast u kojoj vaºi H(x) > 0, ²to je �zi£ki o£ekivano, onda re²enja opisana
jedna£inom (3.1.18) za kona£no t postaju vi²ezna£na. Drugim re£ima, postoje t̂ <∞
i x̂ takvi da je hx(x̂, t̂) = ∞, pa za t > t̂ imamo presecanje karakteristika i pojavu
udarnog talasa.

Probijanje brane

U drugom primeru posmatra¢emo problem �probijanja brane� (dam break). Bra-
na se nalazi na x = 0 a voda levo od nje, u oblasti x < 0. Pretpostavi¢emo da u
trenutku probijanja brane (t = 0) voda miruje, tj. brzina je u = 0 svuda i

h(x, t) =

{
h0, x < 0

0, x > 0,
(3.1.19)

gde h0 > 0 predstavlja visinu vodenog stuba. Pretpostavi¢emo da u trenutku pu-
canja zid brane trenutno nestaje.

Karakteristike C+ (iz (3.1.13) ili (3.1.14)) polaze iz oblasti x < 0, gde znamo da
je u = 0 i c0 =

√
h0 (videti Sliku 3.2), pa imamo

u+ 2c = 2
√
h0 = const. (3.1.20)

Kada su u pitanju C− karakteristike, znamo da sve linije moraju da sadrºe ta£ku
(x, t) = (0, 0), jer u po£etnom trenutku voda se nalazi levo od ta£ke x = 0. Kao i
u prethodnom primeru, i u ovom slu£aju moºemo da zaklju£imo, da su na linijama
C− i u, i c konstante (Slika 3.2), pa odatle sledi

x = (u− c)t.

Sada imamo

u+ 2c = 2
√
h0

u− c =
x

t
,
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Slika 3.2: Karakteristike C+ i C− za problem probijanja brane.

odakle ako uzmemo da c =
√
h, moºemo izraziti h i u

√
h =

1

3

(
2
√
h0 −

x

t

)
(3.1.21)

u =
2

3

(√
h0 +

x

t

)
. (3.1.22)

Slika 3.3: Pro�l slobodne povr²ine talasa u trenutku t posle probijanja brane.

Re²enje je de�nisano na intervalu 0 ≤ h ≤ h0, pa moºemo zaklju£iti da

−
√
h0 ≤

x

t
≤ 2
√
h0,

odakle dobijamo krajnje re²enje u obliku parabole

h(x, t) =
1

9

(
2
√
h0 −

x

t

)2

, −
√
h0 ≤

x

t
≤ 2
√
h0, (3.1.23)
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za svako �ksirano t > 0. Kad x
t

= 2
√
h0, onda je h = 0 i prednji deo talasa se

kre¢e udesno brzinom 2
√
h0. Sli£no, ako x

t
= −
√
h0, onda je h = h0 i najvi²a ta£ka

vodenog zida se kre¢e unazad (tj. ulevo) brzinom
√
h0. Moºemo jo² uo£iti da za

x = 0 dubina vode ostaje konstantna za svako t > 0 i iznosi h = 4
9
h0, ²to je prikazano

na Slici 3.3. Interesantan rezultat je i £injenica da kada t→∞, tada dubina h teºi
istoj vrednosti 4

9
h0.

3.1.2 Metod hodografske transformacije

Ova metoda sluºi za re²avanje diferencijalnih jedna£ina tako ²to se zamenjuju
uloge zavisno i nezavisno promenljivih. Konkretno, u na²em slu£aju vrati¢emo se
na sistem (3.1.6) i izvr²iti smenu koju smo koristili i do sad, c(x, t) =

√
h(x, t):

ut + uux + 2ccx = 0

ct + ucx +
1

2
cux = 0.

(3.1.24)

Kao ²to smo rekli, zameni¢emo uloge promenljivih, tako da bude

x = x(u, c), t = t(u, c).

Ako diferenciramo ove izraze po x, dobijamo

1 = xuux + xccx,

0 = tuux + tccx.
(3.1.25)

Jakobijan transformacije odre�ujemo na slede¢i na£in

J =
∂(x, t)

∂(u, c)
=

∣∣∣∣∂x∂u ∂x
∂c

∂t
∂u

∂t
∂c

∣∣∣∣ = xutc − xctu. (3.1.26)

Sada na osnovu sistema (3.1.25) moºemo izraziti ux i cx:

ux =
tc
J
, cx = −tu

J
. (3.1.27)

Dalje treba da diferenciramo x(u, c) i t(u, c) po t, a to je

0 = xuut + xcct,

1 = tuut + tcct,
(3.1.28)

i sli£no kao i u prethodnom slu£aju, izrazi¢emo ut i ct:

ut = −xc
J
, cx =

xu
J
. (3.1.29)

Ako izraze (3.1.27) i (3.1.29) uvrstimo u jedna£inu (3.1.24), a zatim pomnoºimo sa
J , dobi¢emo sistem linearnih jedna£ina po x i t

xc − utc + 2ctu = 0

xu − utu +
1

2
ctc = 0.

(3.1.30)
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Treba sad da difereciramo prvu jedna£inu po u, a drugu po c, da bismo dobili

xuc − tc − utuc + 2ctuu = 0

xuc − utuc +
1

2
tc +

1

2
ctcc = 0.

Eliminacijom izraza xuc iz ovih jedna£ina, dobi¢emo linearnu (hiperboli£nu) PDJ
drugog reda

4ctuu − ctcc = 3tc. (3.1.31)

Pomo¢u smene ξ = u− 2c i η = u+ 2c, prethodna jedna£ina ¢e postati

2(η − ξ)tξη = 3(tη − tξ). (3.1.32)

Re²enje ove jedna£ine moºemo da odredimo samo uz dodatne grani£ne uslove,
koji opisuju t u (ξ, η)-ravni. Time se stiºe do najve¢e mane ovog metoda: zamenom
zavisno i nezavisno promenljivih dolazimo do jednostavnije diferencijalne jedna£ine,
ali po£etni i grani£ni uslovi postaju komplikovaniji. Ne moºemo primeniti ni osobine
prostog talasa, tj. ne moºemo iskoristiti uslov da je jedna od Rimanovih invarijanti,
u + 2c ili u − 2c, konstantna u celom domenu, jer transformacija zahteva da i J i
J−1 budu razli£iti od nule, ²to u slu£aju prostog talasa ne vaºi:

J−1 =
∂(u, c)

∂(x, t)
= uxct − utcx = 0.

Re²enje jedna£ine (3.1.31) moºemo da traºimo i na drugi na£in. Ako funkciju t
zapi²emo u slede¢em obliku

t =
1

c

∂T

∂c
, T = T (v, c),

gde je v = u/2, moºemo da svedemo (3.1.31) na jedna£inu

Tvv = Tcc +
1

c
Tc,

koju je mogu¢e re²iti metodom razdvajanja promenljivih.

3.2 Nelinearni talasi promenljive dubine

Ve¢ smo obradili linearizovane talase nad promenljivom donjom granicom. U
ovom odeljku ¢emo ispitati nelinearan slu£aj. I u nastavku ¢emo koristiti aproksi-
maciju δ → 0, pa diferncijalne jedna£ine i grani£ni uslovi na slobodnoj povr²i ostaju
(3.1.1) i (3.1.2) (uz pojednostavljenje ε = 1). Jedino se menja grani£ni uslov na
nepokretnoj donjoj granici u odnosu na uslov (3.1.3), jer ovaj put imamo promenljivu
dubinu. Sistem jedna£ina koji ºelimo da re²imo sada glasi:

ut + uux + wuz = −px, 0 = pz, ux + wz = 0; (3.2.1)

w = ηt + uηx i p = η na z = 1 + η; (3.2.2)
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w = ubx na z = b(x). (3.2.3)

Kao i ranije, na osnovu grani£nog uslova na slobodnoj povr²i p = η (na z = 1 + η) i
druge jedna£ine iz (3.2.1), i u ovom slu£aju moºemo zaklju£iti da je p = η za svako
z. Ako sad uzmemo da u je funkcija x i t, u = u(x, t), dobijamo iz prve jedna£ine
(3.2.1) da je

ut + uux + ηx = 0, (3.2.4)

jer px = ηx i uz = 0. Na osnovu tre¢e jedna£ine iz (3.2.1) znamo da wz ne zavisi od z
(jer wz = −ux i u = u(x, t)), pa integracijom nad z izraza wz = φ(x, t) i kori²¢enjem
grani£nih uslova (3.2.2) i (3.2.3) dobijamo da je

w =

(
ηt + uηx − ubx

1 + η − b

)
(z − b) + ubx.

Sada je

wz =
ηt + uηx − ubx

1 + η − b
,

i ux + wz = 0, pa imamo da je

(1 + η − b)ux + ηt + uηx − ubx = 0. (3.2.5)

U zagradi se javlja izraz 1 + η − b, gde 1 + η je slobodna povr² vode, a b je donja
granica, pa je prirodno uvesti lokalnu dubinu d (> 0) de�nisanu na slede¢i na£in

d(x, t) = 1 + η(x, t)− b(x). (3.2.6)

Ako sad zamenimo η u jedna£inama (3.2.4) i (3.2.5) (dt = ηt i dx = ηx − bx), dobi-
jamo sistem parcijalnih diferencijalnih jedna£ina sa nepoznatim funkcijama u(x, t) i
d(x, t):

ut + uux + dx + bx = 0

dt + (du)x = 0.
(3.2.7)

Ovaj sistem razlikuje se od sistema (3.1.6), koji smo dobili kod slu£aja sa konstant-
nom dubinom, samo za izraz bx. Me�utim, metod kojom smo re²ili sistem (3.1.6), u
op²tem slu£aju ne daje rezultat. Ipak, u specijalnom slu£aju, kada je donja granica
konstantnog nagiba, moºemo da primenimo metod hodografske transformacije.

Najpre ¢emo nepokretnu donju granicu de�nisati kao u linearnim problemima:

b(x) = 1− α(x0 − x).

Ako sada ovo uvrstimo u jedna£inu (3.2.7), dobijamo

ut + uux + dx + α = 0

dt + (du)x = 0.
(3.2.8)

I u ovom slu£aju ¢emo uvesti smenu c =
√
d, ²to nam daje

ut + uux + 2ccx + α = 0

2ct + 2ucx + cux = 0.
(3.2.9)
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Ako saberemo prethodne jedna£ine, posle manjih transformacija dobijamo

(u+ 2c+ αt)t + (u+ c)(u+ 2c)x = 0.

Sli£nim postupkom, posle oduzimanja druge jedna£ine od prve, imamo

(u− 2c+ αt)t + (u− c)(u− 2c)x = 0.

Novodobijene jedna£ine moºemo da zapi²emo i u slede¢em obliku(
∂

∂t
+ (u+ c)

∂

∂x

)
(u+ 2c+ αt) = 0,(

∂

∂t
+ (u− c) ∂

∂x

)
(u− 2c+ αt) = 0.

(3.2.10)

Primena metoda karakteristika na sistem (3.2.10) nam daje

u+ 2c+ αt = const. na C+ :
dx

dt
= u+ c;

u− 2c+ αt = const. na C− :
dx

dt
= u− c.

(3.2.11)

Sistem jedna£ina (3.2.9) za α = 0 je identi£an sistemu koji smo dobili za problem
sa konstantnom dubinom (3.1.24), pa je logi£no da potraºimo re²enje na isti na£in.
Uve²¢emo smenu (analognu smeni iz odeljka 3.1.2)

ξ = u− 2c+ αt,

η = u+ 2c+ αt,
(3.2.12)

i istovremeno ¢emo primeniti metod hodografske transformacije (zameni¢emo uloge
zavisnih i nezavisnoh promenljivih tako da x = x(ξ, η) i t = t(ξ, η)). Diferenciranjem
funkcije x(ξ, η) i t(ξ, η) po x dobijamo

1 = xξ(ux − 2cx) + xη(ux + 2cx);

0 = tξ(ux − 2cx) + tη(ux + 2cx).

Pomo¢u prethodnih jedna£ina moºemo da izrazimo ux i cx

ux =
tη − tξ

2J
; cx = −tη + tξ

4J
, (3.2.13)

gde naravno J je Jakobijan transformacije i J = xξtη − xηtξ.
Dalje, diferenciranjem po t dobijamo da

0 = xξ(ut − 2ct + α) + xη(ut + 2ct + α);

1 = tξ(ut − 2ct + α) + tη(ut + 2ct + α),

odakle moºemo da odredimo ut i ct:

ut =
xξ − xη

2J
− α; ct =

xη + xξ
4J

. (3.2.14)
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Na osnovu (3.2.12) moºemo da izrazimo u i c:

u =
ξ + η − 2αt

2
; c =

η − ξ
4

. (3.2.15)

Preostalo nam je da izraze (3.2.13), (3.2.14) i (3.2.15) uvrstimo u sistem jedna£ina
(3.2.9). Na ovaj na£in smo dobili

xξ − xη +
ξ + η − 2αt

2
(tη − tξ)−

η − ξ
4

(tη + tξ) = 0;

xξ + xη −
ξ + η − 2αt

2
(tη + tξ) +

η − ξ
4

(tη − tξ) = 0.

Eliminacijom xη, zatim xξ dolazimo do slede¢eg sistema jedna£ine

xξ −
1

4
(ξ + 3η − 4αt) tξ = 0;

xη −
1

4
(3ξ + η − 4αt) tη = 0.

Kona£no diferenciranjem prve jedna£ien po η, druge po ξ, zatim eliminacijom £lana
xξη, dolazimo do potpuno identi£ne jedna£ine, kao i u prethodnom slu£aju, za prob-
lem sa konstantnom dubinom:

2(η − ξ)tξη = 3(tη − tξ). (3.2.16)

Interesantno je, dakle, da i u problemu sa konstantnom dubinom, i u problemu sa
promenljivom dubinom (nepokretna donja granica je konstantnog nagiba), dolazimo
do iste diferencijalne jedna£ine. Ipak, i u ovom slu£aju treba napomenuti da re²enje
postoji ako su J i J−1 razli£iti od nule.

3.3 Hidrauli£ki skok i plimni talas

Interesantna pojava u dinamici �uida je hidrauli£ki skok. U rekama se javlja u
slu£aju nagle promene dubine vode h, ²to je £esto povezano sa turbulentnim stru-
janjem i zna£ajnim energijskim gubicima. Hidrauli£ki skok je stacionaran u odnosu
na obalu reke, odnosno nepokretni sistem referencije. Ako se kre¢e, onda se naziva
plimni talas. Za obe ove pojave, promena dubine vode moºe da iznosi i nekoliko
metara, ali se javlja na vrlo kratkom rastojanju od 1 − 2 metra. Ova £injenica
opravdava modeliranje hidrauli£kog skoka i plimnog talasa kao diskontinuiteta.

Ispitiva¢emo dvodimenzionalni slu£aj. I dalje koristomo pretpostavku da δ → 0,
²to za posledicu ima da u = u(x, t), tj. da u ne zavisi od z. Jedna£ine plitke vode
su ve¢ izvedene i date su na slede¢i na£in u diferencijalnom obliku

ht + (hu)x = 0, ut + uux + hx = 0. (3.3.1)

Kada re²enja koja traºimo nisu diferencijabilna, jedna£ine oblika (3.3.1) nisu
adekvatne za analizu. Zbog toga nam je potreban njihov integralni oblik, jer smo
pretpostavili da h i u nisu neprekidne funkcije. Pri tome treba imati u vidu da
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je prilikom izvo�enja jedna£ine (3.3.1)1 izvr²ena integracija po z koordinati, dok u
slu£aju jedna£ine (3.3.1)2 to nije bilo u£injeno. Da bi se dobili konzistentni uslovi
na povr²i prekida, gde se javlja hidrauli£ki skok, neophodno je jedna£inu (3.3.1)1

integrirati po x koordinati, a jedna£inu (3.3.1)2 prvo po z, a potom po x koordinati.
Prvu jedna£inu iz (3.3.1) smo dobili iz jedna£ine kontinuiteta, gde smo u jednom

trenutku koristili integral po z2. Treba sad da integralimo i po x. Ako funkcije h i
u imaju prekid u x = X(t) onda ¢emo integraciju vr²iti u �ksiranom ograni£enom
intervalu I = [a, b], koji zadovoljava uslov a < X(t) < b za svako t. Integracijom
jedna£ine po x dobijamo

b∫
a

ht dx =
d

dt

 b∫
a

h dx

 i

b∫
a

(hu)x dx = hu

∣∣∣∣b
a

.

Promena redosleda integracije i diferenciranja je u prvom slu£aju opravdana zato ²to
se posmatra lokalna (za �ksirano x) promena veli£ine h u vremenu. Tako dobijamo

d

dt

 b∫
a

h dx

+ (hu)

∣∣∣∣b
a

= 0.

Sada moºemo da razdvojimo integral na dva dela, pri £emu ¢emo uvesti oznake X−

i X+ za levi i desni limes

d

dt

 X−∫
a

h dx+

b∫
X+

h dx

+ (hu)

∣∣∣∣b
a

= 0.

Dalje, treba zameniti redosled diferenciranja i integrala, ali moramo da obratimo
paºnju na £injenicu da X− i X+ zavise od t (nasuprot njima, a i b su konstante),
pa zbog toga prethodni izraz postaje

b∫
a

ht dx+ h−
dX

dt
− h+dX

dt
+ (hu)

∣∣∣∣b
a

= 0,

gde smo pretpostavili da je X(t) diferencijabilna funkcija, a h± = h(X±). Ako
pustimo da a → b dolazimo do prvog uslova za skok koji mora da bude zadovoljen
na povr²i diskontinuiteta X, tzv. Renkin-Igonoov uslov :

−UJhK + JhuK = 0, (3.3.2)

gde je U = dX
dt

brzina kretanja diskontinuiteta, a JfK = f+ − f− . U slu£aju
hidrauli£kog skoka po pretpostavci je U = 0, pa dolazimo do zaklju£ka da je hu
odrºan duº diskontinuiteta, tj.

h−u− = h+u+.

2Ona se, naime, moºe dobiti neposrednom integracijom jedna£ine kontinuiteta po z,
∫ h

0
(ux +

wz)dz = 0, odakle sledi
∫ h

0
uxdz+w|h0 = 0. Ako iskoristimo £injenicu da u ne zavisi od z i grani£ne

uslove (3.1.2) i (3.1.3), dobijamo ht + (hu)x = 0.
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U nastavku integrali¢e se druga jedna£ina iz (3.3.1). Prvo ¢emo izvr²iti inte-
graciju po z

h∫
0

(ut + uux + hx) dz = 0

hut + huux + hhx = 0,

(3.3.3)

jer ni u ni h ne zavise od z. Pre integracije po x, kra¢im trasformacijama sve²¢emo
prethodni izraz u druga£iji oblik. Ima¢emo

hut + huux + hhx ± (huux + uuhx)

= hut + (huux + huux + uuhx) + hhx − u(hux + uhx)

= hut + (uuh)x + hhx − u(−ht)
= hut + uht + (uuh)x + hhx = 0,

gde je kori²¢ena prva jedna£ina iz (3.3.1) i pravilo za izvod proizvoda dve funkcije.
Odatle sledi

(hu)t +

(
hu2 +

1

2
h2

)
x

= 0. (3.3.4)

Sada imamo povoljniji oblik za integraciju po x, pa moºemo da krenemo:

d

dt

 b∫
a

hu dx

+

b∫
a

(
hu2 +

1

2
h2

)
x

dx = 0.

Radimo sve analogno prethodnom slu£aju, pa ¢emo i ovde razdvojiti integral

d

dt

 X−∫
a

hu dx+

b∫
X+

hu dx

+

(
hu2 +

1

2
h2

)∣∣∣∣b
a

= 0,

odakle, ako zamenimo redosled diferenciranja i integracije, dobijamo

b∫
a

(hu)t dx+ (hu)−
dX

dt
− (hu)+dX

dt
+

(
hu2 +

1

2
h2

)∣∣∣∣b
a

= 0,

gde je (hu)± = h±u±. Napokon, moºemo da odredimo drugi uslov za skok, tako ²to
¢emo opet pustiti da a→ b :

−UJhuK +

s
hu2 +

1

2
h2

{
= 0. (3.3.5)

Ovo relacija predstavlja zakon odrºanja koli£ine kretanja na singularnoj povr²i.
Imamo, dakle, dve jedna£ine/uslova (3.3.2) i (3.3.5) sa pet promenljivih (stanje

na levoj strani diskontinuiteta u− i h−, zatim stanje na destonj strani u+ i h+ i
brzina U), pa ako nam je dato stanje na levoj strani i U , onda lako moºemo odrediti
stanje na drugoj strani.
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Postoji jo² jedan uslov, tzv. energijski uslov, koji nam govori o odrºanju energije
na povr²i diskontinuiteta i ima slede¢i oblik (njegovo detaljno izvo�enje je dato u
Dodatku 5.1)

−1

2
U

q
hu2 + h2

y
+

s
1

2
hu3 + uh2

{
= 0. (3.3.6)

Uloga ovog uslova je malo druga£ija u odnosu na prva dva, a ilustrova¢emo na
slede¢em primeru. Da bi bilo jednostavnije, posmatra¢emo hidrauli£ki skok (U = 0).
Prethodni uslov je u ovom slu£aju slede¢eg oblika

s
1

2
hu3 + uh2

{
= 0,

dok iz prvog i drugog uslova sledi

JhuK = h+u+ − h−u− = 0
s
hu2 +

1

2
h2

{
= 0.

Iz prvog uslova znamo da h+u+ = h−u− = m, a iz drugog da je Jhu2K = 1
2
J−h2K.

Koriste¢i ove rezultate, moºemo da raspi²emo tre¢i uslov:
s

1

2
hu3 + uh2

{
=

s
uh

(
1

2
u2 + h

){
= m

s
1

2
u2 + h

{
=

1

2
mJu2K +mJhK

=
1

2
m(u+2 − u−2

) +mJhK =
1

2
m(u+ + u−)(u+ − u−) +mJhK

=
1

2
(u+ + u−)(h+u+2 − h−u−2

) +mJhK.

U poslednjem koraku je iskori²¢en prvi Renkin-Igonoov uslov, ali na dva na£ina:
jednom kao m = h+u+, a drugi put kao m = h−u−. Daljim transformacijama
dobijamo

1

2
(u+ + u−)(h+u+2 − h−u−2

) +mJhK

=
1

2
(u+ + u−)Jhu2K +mJhK =

1

4
(u+ + u−)J−h2K +mJhK

=
1

4
(u+ + u−)(h−

2 − h+2
) +m(h+ − h−)

=
1

4
(h− − h+)(h+u+ + h+u− + h−u+ + h−u− + 4m)

=
1

4
(h− − h+)(h−(u+ − u−)− h+(u+ − u−))

=
m

4h+h−
(h− − h+)2

(
h+h−

m
(u+ − u−)

)
=

m

4h+h−
(h− − h+)3.

Za poslednji izraz znamo da je jednak nuli jedino kad je h− = h+, ²to zna£i da nema
skoka. Na osnovu ovoga, moºemo da zaklju£imo da ako imamo skok, izraz je razli£it
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od nule, tj. uslov odrºanja energije ne moºe da vaºi. �ta vi²e, znamo da je kod
hidrauli£kog skoka h− < h+ (zato ²to je kod brzina situacija obrnuta, u− > u+), pa
je poslednji izraz negativan. Ovo rezultat pokazuje da kog hidrauli£kog skoka dolazi
do gubitka energije. To je posledica turbulentnog strujanja vode u okolini povr²i
diskontinuiteta, ²to uzrokuje gubitak eregije.

Kona£no, kao posledicu prvog i drugog uslova, moºemo izvesti jednu interesantnu
jedna£inu. Pretpostavimo da je U = 0 (hidrauli£ki skok), i da su nam date u− i h−.
Tada na osnovu prvog uslova moºemo izraziti u+

u+ =
h−u−

h+
,

i uvrstiti u drugi uslov

1

2

(
h+2 − h−2

)
= h−u−

2 − h+

(
h−u−

h+

)2

1

2
h−

2

(
h+2

h−2 − 1

)
= h−u−

2

(
1− h−

h+

)
.

Ako sad podelimo sa h−2 i uvedemo nove oznake

H =
h+

h−
i F =

u−√
h−
,

posle kra¢ih transformacija dolazimo do kubne jedna£ine po H

(H − 1)
(
H2 +H − 2F 2

)
= 0.

Prvo (o£igledno) re²enje ove jedna£ine je

H = 1,

²to je slu£aj kada h+ = h−, tj. nema skoka. Druga dva re²enja su

H =
−1−

√
1 + 8F 2

2
ili H =

−1 +
√

1 + 8F 2

2
.

Prva nema �zi£ku interpretaciju jer znamo da H mora da bude pozitivno, a ovaj
izraz je negativan za svako F . Druga jedna£ina je zna£ajna i ukazuje nam na to da
je skok je mogu¢ (tj. H > 1) samo ako je F > 1. Parametar F (£esto se koristi
oznaka Fr) se naziva Frudov broj. Za protok �uida kaºemo da je superkriti£an ako
je F > 1, a ako je F < 1, onda je protok subkriti£an i skok nije mogu¢.
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Neklasi£ni problemi plitke vode

U ovom odeljku ¢emo dati prikaz nekih neklasi£nih problema prostiranja vodenih
talasa. Oni predstavljaju predmet savremenih istraºivanja. Na primer, u radu [5]
analizirana su singularna re²enja jedna£ina plitke vode, koja sadrºe Dirakovu delta
distribuciju. Ovde ¢emo se, me�utim, baviti pojavom hidrauli£kog skoka i re²ava-
njem Rimanovog problema za jedna£ine plitke vode, prikazanim u radu [4]. Glavna
pote²ko¢a u re²avanju ovih problema nastaje kada bezdimenzionalni parametar, Fru-
dov broj F = u−/

√
h−, ima velike vrednosti, F � 1. Ispostavlja se da je pod

odre�enim uslovima tada mogu¢a pojava delta ²oka, o £emu ¢e biti re£i u nastavku.

4.1 Superkriti£ni tokovi

Jedna£ine plitke vode se u bezdimenzionalnom obliku mogu zapisati kao

ht + (hu)x = 0, (4.1.1)

ut + uux +
1

2F 2
hx = 0, (4.1.2)

gde je F Frudov broj. Rankin-Igonoovi uslovi za ove jedna£ine su

dX

dt
=

JhuK
JhK

=

q
hu2 + 1

2F 2h
2
y

JhuK
(4.1.3)

Primer 1. Najpre ¢emo posmatrati problem u kom �uid miruje u po£etnom
trenutku, sa konstantnom dubinom h = 1 za x > 0, i u = 1 u x = t za t > 0. Ovi
uslovi rezultuju uniformnim tokom, koji je podeljen u dve oblasti, sa diskontinuite-
tom u X = X(t). Na osnovu Rankin-Igonoovih uslova (4.1.3) znamo da dubina �u-
ida h+ s desne strane udarnog talasa (�²oka�) zadovoljava slede¢u jedna£inu (h− = 1,
u− = 1 i u+ = 0)

h+3 − h+2 −
(
2F 2 + 1

)
h+ + 1 = 0. (4.1.4)

Ova jedna£ina ima tri re²enja kad F → ∞, h+ = 0 i h+ = ±
√

2F , ali samo
h+ =

√
2F ima �zi£ku interpretaciju, pa znamo da je visina diskontinuiteta je

√
2F

a njegova duºina je t√
2F
. Detaljan postupak re²avanja ove singularno perturbovane

jedna£ine dat je u Dodatku 5.2.

41
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Primer 2. Drugi problem koji ¢emo razmotriti je Rimanov problem za dva
�uidna toka, koja se kre¢u jedan prema drugom u x ≶ 0, i sudaraju se u x = t =
0. Posmatrajmo sad problem, kada dva te£na sloja kre¢u jedan prema drugom.
Pretpostavimo da bezdimenzijska dubina i brzina imaju jedini£ne vrednosti. Na
osnovu (4.1.3) za udarni talas u x = ±V t znamo da je u intervalu (−V t, V t) brzina
jednaka nuli, a dubina opet ima vrednost

√
2F , kad F →∞. Pri tome je V ∼ 1√

2F
.

4.2 Delta ²ok

Posmatrajmo sistem jedna£ina (4.1.1) i (4.1.2) u grani£nom slu£aju kada F →∞
i potraºimo re²enje tako da u(x, t) i h(x, t) budu glatke funkcije izuzev u diskonti-
nuitetu X(t), gde se pona²aju kao delta distribucija i zadovoljen je uslov (4.1.3). U
ovom slu£aju sistem jedna£ina (4.1.1) i (4.1.2) se svodi na slede¢i oblik

ut + (
1

2
u2)x = 0,

ht + (hu)x = 0,
(4.2.1)

dok su po£etni uslovi dati u obliku

(u, h)(x, 0) =

{
(ul, hl), x < 0,

(ud, hd), x > 0,
(4.2.2)

Funkcije ul i hl predstavljaju po£etna stanja sistema (4.2.1) za x < 0, tj. levo od
²oka. Analogno, ud i hd su po£etni uslovi istog sistema, ali za x > 0. X(t) je
nepoznate funkcije i predstavlja poziciju ²oka.

Pretpostavimo sada da su u i h u diskontinuitetu X(t) opisani delta ²okom,
odnosno da se pona²aju kao delta distribucije. δ(x − X(t)) predstavlja Dirakovu
delta distribuciju de�nisanu na slede¢i na£in

δ(x−X) =

{
∞, x = X

0, x 6= X.

Sistem jedna£ina (4.2.1) sa po£etnim uslovima (4.2.2) je Rimanov problem. Re²e-
nje Rimanovog problema, uz pretpostavke da su ul, ud, hl i hd konstante, je prikazano
u radu [?]. Na osnovu po£etnih brzina ul i ud Dºozef je dobio tri re²enja. Ako je
ul < ud, onda re²enje glasi

(u(x, t), h(x, t)) =


(ul, hl), x < ult,

(x
t
, 0), ult < x < udt,

(ud, hd), x > udt.

(4.2.3)

U slu£aju kada je ul = ud = u0 vaºi

(u(x, t), h(x, t)) =

{
(u0, hl), x < u0t,

(u0, hd), x ≥ u0t.
(4.2.4)
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I kona£no, u tre¢em slu£aju, kada je ul > ud, pojavljuje se delta distribucija

(u(x, t), h(x, t)) =


(ul, hl), x < st,(
ul+ud

2
, (ul − ud)

(
hl+hd

2

)
tδ(x− st)

)
, x = st,

(ud, hd), x > st,

(4.2.5)

gde je s = dX/dt brzina ²oka i moºemo je odrediti na osnovu Renkin-Igonoovih
uslova:

s =
J1

2
u2K

JuK
=
ul + ud

2
. (4.2.6)

Uve²¢emo oznaku hs(t),

hs(t) = (ul − ud)
(
hl + hd

2

)
t, (4.2.7)

koji moºe se interpretirati kao masa �uida apsorbovanog u delta ²ok u trenutku t.

4.3 Diskontinuitet sa gubljenjem mase i koli£ine kre-
tanja

U fenomenima, kao ²to je sudar dve �uidne struje opisan u Primeru 2, stvara
se jedan mlaz i strujanje �uida prestaje da bude jednodimenzijsko � javlja se kom-
ponenta brzine u pravcu z−ose. Ovo strujanje mora biti opisano potpunim siste-
mom Ojlerovih jedna£ina. U sistemu referencije vezanom za mlaz, odnosno njegovo
podnoºje (koren), strujanje je stacionarno. Tada je iz Ojlerovih jedna£ina mogu¢e
odrediti poloºaj mlaza xsp(t), njegov nagib β, ²irina mlaza hsp i brzina �uida u
pravcu mlaza Usp

dxsp
dt

=
u+ + u−

2
, (4.3.1)

hsp = h+ + h−, (4.3.2)

cos β =
h− − h+

h+ + h−
, (4.3.3)

Usp =
u− − u+

2
. (4.3.4)

Opisan model sudara dve �uidne struje, ako se posmatra u x−pravcu, sadrºi
gubitak mase, koli£ine kretanja i energije zbog kretanja mlaza u z-pravcu. Ovu
situaciju je mogu¢e modelirati i pomo¢u jedna£ina plitke vode za F → ∞, ako
se u jedna£inu (4.2.1)2 doda �ponor� koji opisuje gubitak koli£ine kretanja. Tada
dobijamo jedna£inu

ht + (hu)x = −Mizg(t)δ(x− xsp(t)), (4.3.5)

gde je xsp(t) nepoznata funkcija koja odre�uje poloºaj mlaza, aMizg(t) je izgubljena
koli£ina kretanja u mlazu. Ako prethodnu jedna£inu integralimo duº diskontinuiteta,
dobijamo da vaºi

−Mizg(t) = JhuK− JhK
dxsp
dt

. (4.3.6)
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Ako jedna£ini (4.3.6) dodamo jo² i jedna£inu (4.3.1), dobi¢emo potpuno odre�en
sistem. Tada kori²¢enjem jedna£ina (4.3.2)-(4.3.4) moºemo izvesti slede¢i identitet

Mizg(t) = Usphsp (4.3.7)

4.4 Primeri

U ovom odeljku na primerima ¢emo ilustrovati rezultate koje su dobijene za
superkriti£ne tokove.

4.4.1 Simetri£an sudar

Klasi£an primer za simetri£an sudar dve �uidne struje je naveden u Primeru
2. Dakle, i levi i desni sloj �uida su jedini£ne visine. Pretpostavimo da se �uidi
sudaraju u po£etnom trenutku t = 0 u ta£ki X(0) = 0. Brzina levo od X(0) je
jednaka 1, a desno od X(0) je −1. Problem ¢e biti re²avan na dva na£ina: najpre ¢e
biti primenjene odgovaraju¢e jedna£ine za delta ²ok (4.2.3)-(4.2.5), a potom ¢emo
ga analizirati kori²¢enjem jedna£ine sa ponorom (4.3.7), odnosno (4.3.1)-(4.3.4).

Znamo da ul = 1 i ud = −1, pa moºemo zaklju£iti da treba da koristimo (4.2.5),
jer vaºi da ul > ud. Na osnovu toga dobijamo za brzinu ²oka iz (4.2.6)

s =
ul + ud

2
= 0,

pa dolazimo do slede¢e diferencijalne jedna£ine za poziciju ²oka

s =
dX(t)

dt
= 0.

Re²enje ove jedna£ine na osnovu po£etnog uslova X(0) = 0 je

X(t) = 0. (4.4.1)

Kori²¢enjem jedna£ine (4.2.7), moºemo da odredimo i masu:

hs(t) = (ul − ud)
(
hl + hd

2

)
t = 2t. (4.4.2)

Ako rezultate uvrsitimo u (4.2.5) dobijamo

(u(x, t), h(x, t)) =


(1, 1), x < 0,

(0, 2t), x = 0,

(−1, 1), x > 0,

(4.4.3)

Na osnovu drugog modela, jedna£ina (4.3.1) nam predvi�a, kao i u prethodnom
slu£aju

xsp(t) = 0. (4.4.4)

Koli£ina kretanja u mlazu, koja je jednaka izgubljenoj koli£ini kretanja Mizg, na
osnovu (4.3.2), (4.3.4) i (4.3.7) je

Usphsp = 2. (4.4.5)

Ovaj rezultat je u skladu sa (4.4.2), tj. dobija se da je prira²taj mase jednak 2t.
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4.4.2 Asimetri£an sudar

U asimetri£nom slu£aju pretpostavi¢emo da je brzina �uidne struje sa leve strane
ul = 2 i ima jedini£nu visinu, i sudara se sa �uidom jedini£ne dubine za x > 0 i
t = 0, koji se nalazi u stanju mirovanja ud = 0. I u ovom slu£aju imamo da je
ul > ud, pa je re²enje sistema (4.2.1) dato izrazom (4.2.5). Brzina ²oka na osnovu
(4.2.6) je razli£ita od nule

s =
ul + ud

2
= 1.

Iz diferencijalne jedna£ine
dX(t)

dt
= 1,

na osnovu po£etnog uslova da X(0) = 0 dobi¢emo poziciju ²oka

X(t) = t. (4.4.6)

Visinu ²oka moºemo da odredimo iz (4.2.7)

hs(t) = (ul − ud)
(
hl + hd

2

)
t = 2t. (4.4.7)

Ako rezultate uvrsitimo u (4.2.5) dobijamo

(u(x, t), h(x, t)) =


(2, 1), x < t,

(1, 2t), x = t,

(0, 1), x > t,

(4.4.8)

Na osnovu modela sa gubljenjem mase iz uslova (4.3.1) imamo da

dxsp(t)

dt
= 1,

tj. na osnovu po£etnog uslova
xsp(t) = t. (4.4.9)

Izgubljena koli£ina kretanja u mlazu na osnovu (4.3.2), (4.3.4) i (4.3.7) je

Mizg = 2. (4.4.10)
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Dodatak

5.1 Energijski uslov

Polazi¢emo od jedna£ine (3.3.4) tako ²to ¢emo pomnoºiti sa u:

u(hu)t + u

(
hu2 +

1

2
h2

)
x

= 0. (5.1.1)

Prvi sabirak iz prethodnog izraza mo�vemo transformirati u slede¢i oblik

u(hu)t = (hu2)t − huut
= (hu2)t + u(huux + hhx),

gde smo koristili pravilo za izvod proizvoda i jedna�vinu (3.3.3). Za drugi sabirak
vaºi

u

(
hu2 +

1

2
h2

)
x

=

(
hu3 +

1

2
h2u

)
x

−
(
hu2 +

1

2
h2

)
ux.

Ako ove rezultate uvrstimo u jedna£inu (5.1.1), posle kra¢ih transformacija dolazimo
do slede¢eg izraza

(hu2)t +

(
hu3 +

1

2
h2u

)
x

+ huhx −
1

2
h2ux = 0. (5.1.2)

U nastavku pomnoºi¢e se prva jedna£ina iz (3.3.1) sa h:

hht + h(hu)x = 0. (5.1.3)

Ako iskoristimo pravilo za izvod proizvoda i £injenicu da
(

1
2
h2
)
t

= hht, dobijamo(
1

2
h2

)
t

+ (h2u)x − huhx = 0. (5.1.4)

Dalje, ako pomnoºimo jedna£inu (5.1.2) zatim saberemo sa jedna£inom (5.1.4) do-
bijamo (

1

2
hu2 +

1

2
h2

)
t

+

(
1

2
hu3 +

5

4
h2u

)
x

− 1

2
huhx −

1

4
h2ux = 0.

46



GLAVA 5. DODATAK 47

Ako sad iskoristimo £injenicu, da(
1

4
h2u

)
x

=
1

2
huhx +

1

4
h2ux,

dolazimo do jedna£ine koja je zgodna za integraciju po x:

1

2

(
hu2 + h2

)
t
+

(
1

2
hu3 + h2u

)
x

= 0. (5.1.5)

Dalji postupak (integracija po x nad intervalom [a, b]) je identi£an postupcima ko-
jima je dobijen uslov (3.3.2) ili (3.3.5), pa kona£no smo dobili

−1

2
U

q
hu2 + h2

y
+

s
1

2
hu3 + uh2

{
= 0.

5.2 Re²avanje singularno perturbovane jedna£ine za
h+

Za re²avanje jedna£ine (4.1.4) se koristi asimptotski metod. Ako podelimo jed-
na£inu (4.1.4) sa F 2 i posmatramo slu£aj kada F →∞, jedna£ina postaje singularno
perturbovana sa malim parametrom ε = 1

F
(ε→ 0 kad F →∞) i ima slede¢i oblik

ε2h+3 − ε2h+2 − 2h+ − ε2h+ + ε2 = 0. (5.2.1)

Prethodna jedna£ina u slu£aju kada ε→ 0 ima samo jedno re²enje, h+ = 0. Ostala
re²enja se dobijaju skaliranjem promenljive h+

h+ =
H

ε
, (5.2.2)

ε 6= 0. Posle uvo�enje smene i mmoºenje sa ε, skalirana jedna£ina glasi

H3 − εH2 − 2H − ε2H + ε3 = 0. (5.2.3)

Predstavi¢emo re²enje u vidu formalnog asimptotskog razvoja po ε

H = H0 + εH1 + ε2H2 + ε3H3 + . . . (5.2.4)

Ako ovo uvrstimo u jedna£inu (5.2.3) i izjedna£imo sa nulom koe�cijente uz odgo-
varaju¢e stepene ε, dobija se sistem jedna£ina koji se re²ava rekurzijom

H3
0 − 2H0 =0,

3H2
0H1 −H2

0 − 2H1 =0,

3H2
0H2 − 2H2 + 3H0H

2
1 − 2H0H1 −H0 =0,

H3
1 −H2

1 + 3H2
0H3 − 2H3 + 63H0H1H2 − 2H0H2 −H1 + 1 =0 . . .
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Na osnovu re²enja ovog sistema i (5.2.4) dobijamo slede¢a tri re²enja

H =
ε3

2
. . .

H = −
√

2 +
ε

2
− 5ε2

8
√

2
− ε3

4
. . .

H =
√

2 +
ε

2
+

5ε2

8
√

2
− ε3

4
. . .

Ako re²enja zapi²emo u originalnim promenljivim, za dovoljno veliko F dobijamo

h+ = 0, h+ = −
√

2F ili h+ =
√

2F. (5.2.5)



Zaklju£ak

U ovom radu je dat pregled nekih problema prostiranja talasa na vodi. U pr-
vom delu su izvedene osnovne jedna£ine koje modeliraju ovaj proces, analizirani
su grani£ni uslovi i izvr²eno je njihovo bezdimenzionisanje. U drugom delu rada
su analizirani linearni problemi prostiranja talasa promenljive dubine, gravitacionih
talasa i rubnih talasa. Tre¢i deo sadrºi analizu nelinearnih talasa velikih talas-
nih duºina i nelinearnih talasa promenljive dubine. Pored pregleda karakteristi£nih
metoda re²avanja, prou£ena su i prekidna re²enja koja opisuju hidrauli£ke skokove.

�etvrti deo rada je posve¢en savremenim problemima koji se sre¢u u analizi
jedna£ina plitke vode. Naime, kada bezdimenzionalni parametar, Frudov broj, ima
veoma velike vrednosti, F → ∞, jedna£ine plitke vode se svode na �degenerisani�
oblik koji dopu²ta egzistenciju neklasi£nih re²enja � delta ²okova � koja sadrºe delta
funkciju. Pored toga, ovaj model na adekvatan na£in moºe obuhvatiti i diskontinu-
itete sa gubljenjem mase i koli£ine kretanja. Ova analiza je posluºila za prou£avanje
simetri£nih i asimetri£nih sudara u superkriti£nim tokovima.

Analiza sprovedena u ovom radu pokazala je da problemi prostiranja talasa na
vodi, iako imaju dugu istoriju, i dalje predstavljaju izazov za istraºiva£e. Od lin-
earnih problema, preko �standardnih� nelinearnih problema sa prekidnim re²enjima,
stiglo se u savremenim istraºivanjima do prou£avanja neklas£nih re²enja sa delta
²okovima. To pokazuje aktuelnost ovih problema i nagove²tava da ¢e i dalje pred-
stavljati predmet aktivnih nau£nih istraºivanja.
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