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Predgovor

Priroda, koja nas okruzuje, fascinira i zastrasuje ¢ovecanstvo od samih pocetaka.
Stoga, mozemo da kazemo da je istrazivanje i opservacija prirodnih fenomena temel]
nase civilizacije. ,Neobjasnjivi’ fenomeni su neretko dobijali status bozanstva u
drevnim kulturama. Razvoj naucnih disciplina, metoda i opreme za istazivanje
doveo nas je do razumevanja tih fenomena. Jedan od vodeéih nau¢nih disciplina,
koja nam pomaze u razumevanju prirodnih fenomena, je matematika.

wPriroda je ogromna knjiga u kojoj je napisana navka. Ona je stalno otvorena pred
nasim ocima, ali je covek ne moZe razumeti ukoliko prethodno ne nauci jezik i
slova kojim je napisana. A napisana je ona jezikom matematike.”

Rene Dekart

Uvodenjem diferencijalnog i integrlanog ra¢una, razli¢itih numeric¢kih metoda, i
najzad pojavljivanjem racunara, nauc¢nicima je omoguceno da sa velikom preciznoséu
opisu prirodne fenomene, a u nekim sluc¢ajevima i da daju prognozu o stanju ili o
njihovom budué¢em ponasanju.

Tema ovog rada je jedna takva prirodna pojava — vodeni talas. Talas je veoma
vazan fizicki pojam i javlja se u razli¢itim oblastima fizike kao $to je dinamika fluida,
akustika, elektromagnetika, itd. Problematikom opisivanja talasa matematickim
jednacinama bavili su se gotovo sva najveca imena matematike: Ojler, Lagranz,
Dalamber, itd. Za opisivanje vodenih talasa koristimo matemati¢ke modele koji se
zasnivaju na razli¢itim osobinama vodenog toka.

U prvom, uvodnom delu rada su izvedene osnovne jednacine — jednacina konti-
nuiteta i Ojlerova jednacina — a zatim i grani¢ni uslovi koji su od velikog znacaja
za reSavanje prethodno pomenutih jednacina. Prvi korak ka reSavanju tih sistema
jeste njihovo bezdimenzionisanje i skaliranje. Aproksimacijom dolazimo do dva tipa
parcijalnih diferencijalnih jedna¢ina (PDJ), koji se javljaju u modelima, linearne i
nelinearne jednacine. Kada su fizicke pretpostavke u pitanju, treba napomenuti da
se ovaj rad bavi iskljuc¢ivo neviskoznim modelima.

Drugi deo rada sadrzi probleme koji su opisani modelima u vidu linearnih PDJ
i opisuju kretanje talasa promenljive dubine, gde je nepokretna donja granica fluida
konstantnog nagiba.

U trecem icetvrtom delu su prikazani modeli sa nelinearnim PDJ. U tre¢em
odeljku su analizirani klasi¢ni nelinearni problemi prostiranja vodenih talasa: pro-
stiranje talasi konstantne i promenljive dubine i hidrauli¢ki skok, U ¢etvrtom odeljku
analizirani su neklasi¢ni problemi, kao $to su superkritic¢ni tok i delta Sok. Dodatak,



koji se nalazi na kraju ovog rada, sadrzi pomo¢ni materijal koji je koriSéen u analizi
problema.

Zahvaljujem se mentoru, profesoru dr Srboljubu Simic¢u, na savetima i pomodi
pri izradu ovog master rada. Zeleo bih da se zahvalim i na izdvojenom vremenu i
stroljenju. Takode, zahvaljujem se i ¢lanovima komisije, dr Milani Coli¢ i dr Marku
Nedeljkovu. Posebnu zahvalnost dugujem mojim roditeljima i sestri, kao i svim mo-
jim prijateljima na podrsci koju su mi pruzili tokom celokupnog skolovanja.
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Glava 1

Matematicki uvod

Problemi prostiranja talasa su bili predmet istrazivanja najpre u fizici. Medu-
tim, njihova slozenost je vremenom iziskivala razvoj odgovarajuceg matematickog
aparata. Buduéi da je mehanika fluida dugo predstavljala ,prirodno” okruzenje za
analizu prostiranja talasa, u klasi¢noj literaturi iz ove oblasti [1] se mogu nac¢i de-
taljni prikazi ovih problema.

Vremenom je prostiranje talasa preraslo u oblast savremene primenjene matem-
atike, ¢emu je posvecena i novija literatura [2]. U ovom radu ¢emo se prvenstveno
osloniti na nacin izlaganja dat u knjizi [3]. Pored problema koji se tamo mogu nadi,
a odnose se na linearne i nelinearne talase na vodi, osvrnué¢emo se i na probleme
koji su nedavno privukli paznju istrazivaca. To su prvenstveno singularna reSenja i
delta udarni talasi, a istrazivanja koja su njima posvec¢ena nedavno su objavljena u
medunarnodnim nau¢nim Casopisima [4, 5|.

1.1 Zakona odrZanje mase

Neka V' bude proizvoljna, fiksirana (u odnosu na neki inercijalni sistem) zaprem-
ina ogranic¢ena povrsi S = 9V u fluidu. Ako je gustina fluida p(x,t), x € V C R3,
onda je stopa promena mase fluida u zapremini V

d
< /pdV | (1.1.1)

%
Neka je sada u bilo kojoj tacki fluida u(x,t) brzina fluida, a n je jedini¢ni vektor
spoljasnje normale na povrs S. Onda protok mase fluida kroz povrs S iznosi

—/pu-ndS, (1.1.2)

S

gde je tackom oznacen skalarni proizvod vektora u R3. Zakon odrZanja mase tvrdi
da promena mase fluida u zapremini V' nastaje iskljuc¢ivo zbog njegovog protoka
kroz granicu, povrs S

% /pdV :—/pu-ndS. (1.1.3)

\% S
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Mozemo sada primeniti Gausovu teoremu na desnu stranu ove jednacine, ¢ime do-
bijamo

% /pdV +/V~(pu)dV—O. (1.1.4)
v v

Ako iskorisimo ¢injenicu da je zapremina V fiksirana u prostoru, $to znaci da njen
polozaj ne zavisi od vremena t, poslednja jednacina se svodi na

/(%+v.(pu)) 4V = 0. (1.1.5)

Posto je zapremina V proizvoljna, znamo da jednakost vazi ako i samo ako je pod-
integralna funkcija jednaka nuli, tj.

dp
— + V- (pu) =0. 1.1.6
5 TV (pu) (1.1.6)
Poslednji izraz predstavlja deferencijalni oblik zakona odrzanja mase, takode poznat
kao jednacina kontinuiteta.

Zakon odrzanja mase se moze zapisati i u drugac¢ijem obliku, ako drugi deo
jednacine, V- (pu) zapiSemo kao p(V-u)+ (u-V)p. Uvedimo diferencijalni operator

D 0
koji se naziva materijalni izvod. On u sebi objedinjuje lokalnu promenu fizicke
veli¢ine (u nekoj tacki), opisanu parcijalnim izvodom 0/0t, i njenu konvektivnu
promenu nastalu zbog kretanja fluida, $to je opisano ¢lanom u - V. Sada jednacina
(1.1.6) dobija oblik

Dp

— -u=0. 1.1.
Dt+,0Vu 0 (1.1.8)

Ako pretpostavimo da je strujanje fluida nestigljivo, to jest da vazi Dp/Dt = 0,
onda dobijamo
V-u=0. (1.1.9)

Polje brzine u koje zadovoljava relaciju (1.1.9) naziva se solenoidno polje. Jednacina
(1.1.9) se Cesto naziva jedna¢inom kontinuiteta za nestisljive fluide (p = const.) i sas-
tavni je deo Navije-Stoksovih jednacina koje opisuju strujanje viskoznih nestisljivih
fluida.

1.2 Ojlerova jednacina

Ojlerova jednacina predstavlja zapravo drugi Njutnov zakon za neviskozan fluid.
Kao $to je poznato iz klasi¢ne mehanike, drugi Njutnov zakon tvrdi da je promena
koli¢ine kretanja (izvod po vremenu) materijalne tacke jednaka sili koja dejstvuje
na nju. To tvrdenje ¢emo sada uopstiti na neviskozne fluide.
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Koli¢ina kretanja fluida koji ispunjava elementarnu zapremninu dV" iznosi pudV .
Stopa promene koli¢ine kretanja fluida u zapremini V' je

% /pu av | (1.2.1)
J
Kada je u pitanju fluid (ili bilo koja neprekidna sredina), promena koli¢ine kretanja
ima dva uzroka: sile koje dejstvuju na fluid i protok fluida kroz rub posmatrane
oblasti. Sile mogu biti zapreminske i povrsinske.

Zapreminske sile dejstvuju na svaku cesticu (elementarnu zapreminu) fluida u
oblasti V' iu op$tem slucaju zavise od polozaja, F = F(x). Tipi¢an primer je gravita-
ciona sila, koja je u Dekartovim koordinatama opisana sa F = (0,0, —g). Povrsinske
sile deluju u tackama ruba oblasti V', na povrsi S, i predstavljaju posledicu uza-
jamnog dejstva fluida u oblasti V' i njegove okoline. U slucaju neviskoznih fluida one
se svode na silu pritiska, ¢ije je dejstvo na elementarnu povrs dS opisano relacijom
—PndS. Ukupna sila koja deluje na zapreminu V' fluida je

/deV— /PndS. (1.2.2)

1% s
Primenom Gausove teoreme poslednji izraz dobija oblik

/(pF —VP)dVv. (1.2.3)
v
Protok koli¢ine kretanja kroz povrs S iznosi

- /pu(u -n)dS, (1.2.4)
S
pa na osnovu drugog Njutnovog zakona imamo

% /pudV :/(pF—VP) dV—/pu(u-n) ds. (1.2.5)
v % S

Ako zamenimo redosled diferenciranja i integrala na prvi integral, a zatim Gausovu
teoremu na poslednji, dobijamo

/{%(pu) +pu(V - u) + (u- V)pu} v — / (F—VP)dV.  (1.26)
v v
Leva strana ove jednakosti je

ou 0

/ —+u—p+pu(V~u)—|—u(u-V)p—|—p(u-V)u dV =
P ot ot

v

V/{ g—?+u(g§+p(v u) + (u-V)p)—l—p(u.V)u} dV —

8u Du
1%

\%
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Primetimo da je

ap _Dp B
E%—p(V-u)—l—(u-V)p— Dt+pV u=0,

zbog zakona odrzanja mase (1.1.8). Sada jednacina (1.2.6) dobija oblik

Du
/ <p— — pF + VP) dv =0, (1.2.7)
Dt
7
koji predstavlja Ojlerovu jednac¢inu u integralnom obliku. Kao §to smo veé rekli,
za proizvoljnu zapreminu V integral je jednak nuli ako i samo ako je podintegralna
funkcija jednaka nuli, odnosno mora da vazi

Du 1
Di pVP—I—F. (1.2.8)
Ova jednacina predstavlja drugi Njutnov zakon za neviskozan fluid i zove se Ojlerova
jednacina u diferencijalnom obliku.

Posto ¢emo se u ovom radu prvenstveno baviti strujanjem nestisljivih fluida,
jednacine koje opisuju taj problem su (1.1.9) i (1.2.8). U Dekartovom koordinatnom
sistemu, za x = (z,y, 2), u = (u,v,w) i F = (0,0, —g) one imaju oblik

ou Ov Jw
%Jra_erE =0, (1.2.9)
Du_ _10P Dv_ _10P Dw_ 10P (12.10)

Dt pdx’ Dt pdy Dt pdz

gde je
D 0 0 0 0
Do ey T (1.2.11)

1.3 Neka svojstva fluidnog kretanja

Razmotrimo neka vazna svojstva fluidnog kretanja koja ¢e biti od znacaja za
dalju analizu. U nastavku ¢emo, ako nije drugacije naglaseno, posmatrati kretanje
u odnosu na Dekartov koordinatni sistem.

1.3.1 Vrtloznost

Vrtloznost se definiSe kao rotor vektora brzine V x u. Oznacava se sa w a fizicki
gledano predstavlja lokalnu rotaciju fluida. Za u = (u, v, w) vrtloznost je

(1.3.1)

WV X 8_w ov Ou Ow Ov OJu
N ~\dy 020z 0x’ 9x Ox)’

Ako je w = 0 onda kazemo da je tok bezvrtlozan.
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1.3.2 Strujnice

Strujnica je zamisljena linija u fluidu, tako da je u svakoj tacki date linije
vektor brzine tangentan na nju. Ako ozna¢imo strujnicu sa x = x(s;t), gde je
parametrizacija izvr8ena pomoc¢u lu¢ne (krivolinijske) koordinate s, onda vazi jed-
nacina

dx
o= u(x,t), (za fiksno t). (1.3.2)
s
Ovu jednacinu mozemo predstaviti i u slede¢em obliku
dv dy dz

1.3.3
u v w ( )

1.3.3 Bernulijeva jednacina

Sad ¢emo uvesti u Ojlerovu jednacinu vrtloznost w. Pretpostavimo da je gustina
fluida p = const. i da je sila F konzervativna, tj. F = —VQ, gde je Q(x,t) potencijal
sile F. Sada jednacina (1.2.8) dobija oblik

ou P
E—F(H'V)UZ—V(;—FQ).

Ako iskoristimo identitet (u-V)u =V (3u-u) —ux (V xu)idajew =V xu,
prethodna jednacina postaje

ou 1 P
—+V(zuu+—+Q) =uxw.
ot 2 P
Pretpostavimo sada da je strujanje stacionarno, tj. da u, P i {2 ne zavise od vremena.
Tada imamo

1 P

Vizu-u+—4+Q | =uxw.

2 p
Koriste¢i poznati rezultat iz matematicke analize da za glatku funkciju f(x) vazi da
je Vf ortogonalan na povrs f(x) = const., mozemo zakljuéiti da u x w mora biti
normalno na povrs

1 P

—u-u+ — + ) = const. (1.3.4)

2 p
Istovremeno u X w je normalan i na vektor u, i na vektor w, pa povr§ (1.3.4)
mora da sadrzi linije ¢ije su tangente paralelne sa u. Jednu takvu familiju krivih
¢ine strujnice. Izraz (1.3.4) je Bernulijeva jednacina za stacionarano strujanje sa
vrtlozima. Ona predstavlja zakon odrzanja ukupne mehanicke energije primenjen
na strujnice.

Ovde bi mogla da se prikaZe i Bernulijeva jednacina za nestacionarno

bezvrtloZzno strujanje.
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1.4 Grani¢éni uslovi

U prethodnom odeljku su date diferencijalne jednacine kretanja fluida. Ove
jednacine vaze za svako kretanje fluida. Kako ¢emo onda dobiti razli¢ito reSenje za
razlic¢ite pojave ili eksperimente? Odgovor na prethodno pitanje su grani¢ni uslovi.
U nastavku ¢emo formulisati nekoliko takvih uslova za neviskozan fluid. Pre nego
Sto zapo¢nemo detaljnu analizu, uveséemo neke simbole koje ¢emo koristiti u daljem
tekstu. Slobodna povrs ¢e biti

z = h(x,,t),

a nepokretna donja granica
VAR b(XJ_, t),

gde je sa x; oznacCen vektor koji je normalan na pravac ose z. Analogno sa x;
koristi¢emo jo§ i u; i V. U Dekartovom koordinatnom sistemu za x = (z,y, 2),
u=(u,v,w)iV = (%,a%,%) imamo da je x| = (z,y), u; = (u,v)iV, = (2, a%)'

Za bezvrtlozno strujanje, w = V x u = 0, postoji funkcija ¢(x,t), koju nazivamo
potencijal polja brzine, takva da je u = V¢. Jednacina kontinuiteta u ovom slucaju

postaje Laplasova jednacina
V¢ =0.
1.4.1 Kinematicki grani¢ni uslov

Cestica koja pripada slobodnoj povrsi u pocetnom trenutku, ostatée njen deo za
svako t. U matematickom zapisu ovo znaci

D
i (z — h(xy,t)) = 0.
U ovom slucaju
D_20 +u, -V, + w2
Dt ot T 0z’
pa ¢e kinematicki granicni uslov biti
oh
wza—i-(ul-vl)h, na z = h(xy,1t). (1.4.1)

U Dekartovim koordinatama prethodna jednacina se svodi na

_on . Oh  Oh

1.4.2 Dinamicki grani¢ni uslov

Prvo ¢emo razmatrati slucaj kada je tok bezvrtlozan, ali nestacionaran. Bernuli-
jeva jednac¢ina u ovom slucaju za Q = gz i P = P, na slobodnoj povrsi fluida'
glasi

1 Pa
__i__uu_f_——i—gZ:f(t), na z = h.
P

1Sa P, je oznacen atmosferski pritisak.
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Ako pretpostavimo da je u dovoljno udaljenim tackama oblasti (|x | — oo) fluid u
stanju mirovanja, u = 0, a slobodna povrs je ravan ortogonalna na osu z, h = hy,
onda vazi

£(t) = %+gho.

Stoga je grani¢ni uslov

0 1
—¢+—u~u—|—g(h—h0):0 na z = h. (1.4.2)
ot 2
U sluc¢aju vrtloznog strujanja posmatracemo povrsinski napon. Drugi vazan fiz-
icki efekat koji se javlja na slobodnoj povrs§i fluida jeste povr§inski napon. On opisuje
razliku pritisaka sa dve strane slobodne povrsi. Klasi¢na formula za izracunavanje
razlike pritiska na povrsi fluida je
r
AP = —
R
gde je I' koeficijent povrSinskog napona. I' se menja sa temperaturom ali se sa
dovoljnom tacno$éu moze pretpostaviti da je konstantan. Za reSavanje Ojlerove
jednacine potreban nam je izraz za pritisak na slobodnoj povrsi fluida

r
P=P,— L haz= h(x1,t), (1.4.3)

gde za h = h(x,y,t) vazi

R (1+h2 + h2)3

1 _ (4 P hee + (1 B hyy — 2hahyhey (1.4.4)

1.4.3 Granic¢ni uslov na nepokretnom rubu

Nepokretna donja granica, koja je nepropustljiva, ¢e predstavljati granicu koji
se definiSe kao povrsina koji se krece sa fluidom. Zbog toga imacemo granic¢ni uslov
slican kinematickom

D
Di (z —b(x,,t)) =0.
Posle diferenciranja jednacina dobija oblik
b
w:§+(uL~VL)b, na z=b(x,,t). (1.4.5)

1.4.4 Integralni uslov odrzanje mase

U ovom odeljku kombinova¢emo zakon odrzanje mase sa prethodno navedenim
grani¢nim uslovima. Integrali¢emo jednacinu (1.1.9) od z = b(x,,t) do z = h(x_, t)
pa imamo

h
/ VL-uLdz+w|Z:O.
b



GLAVA 1. MATEMATICKI UVOD 12

Ako sada zamenimo redosled integrala i V , iskoristimo grani¢ne uslove (1.4.1) i
(1.4.5), uvedemo ozanake d = h — b za lokalnu dubinu fluida i @, = fbh u, dz posle
manjih transformacija dobi¢emo

d,+V,-a, =0. (1.4.6)

Pretpostavimo sada da se fluid krec¢e horizontalno samo u pravcu x ose, tj. u; =
(u,0),idakad x — toovazit, — 0. Zab=b(x)ih(x,t) = ho+ H(x,t) jednacina
(1.4.6) daje rezultat

/ H(z,t) dr = const.

odnosno da je masa fluida, povezana sa talasima opisanim funkcijom H (z,t), kon-
stantna.

1.5 Bezdimenzionisanje

U prethodno izvedenim jednadinama javljaju se razlicite fizicke veli¢ine (vreme,
brzina, itd.) koje imaju svoje jedinice mere (s, ) tj. dimenzije. Bezdimenzionisanje
sluzi za transformaciju jednacina u bezdimenzionalni oblik smenom promenljivih.
Zasto se primenjuje bezdimenzionisanje? Za to postoji vise razloga, a naveséemo
samo neke:

e Pojednostavljuje jednacine tako Sto smanjuje broj parametara.
e Olaksava analizu jednacina.

e Moze da nam pomogne u odredivanju reda veli¢ine parametara i primeni
aproksimativnih ili asimptotskih metoda.

Bezdimenzionalne (nove) promenljive dobijamo tako §to posmatramo odnos (koli¢nik)
osnovne fizicke (stare) promenljive i neke referentne veli¢ine vezane za strujanje. U
nasem slucaju, referentne duzine mogu biti hg — prose¢na dubina vode, i A — prose¢na
talasna duzina talasa na povrsi vode. Za brzinu ¢emo isto imati dve karakteristi¢ne
velicine. Prose¢na brzina talasa ¢e biti /gho i odnosi se na horizontalno kretanje,
dok za vertikalno kretanje imamo h—/\o\/gTo Karakteristi¢no vreme je definisano im-
plicitno, pomoc¢u korakteristi¢ne duZine ) i karakteristi¢ne brzine \/ghg i ima oblik
Lh. Bezdimenzionalne promenljive u Dekartovom koordinatnom sistemu mozemo

gho . . s e
definisati na slede¢i nacin

Tr = — I z = — =
)\7 y )\7 h07 gh()
A (1.5.1)
. u . v N w
U = — v = w =

Voho' Vohe' % gho

Uveséemo jo§ jedan parametar, amplitudu talasa a, pa ¢e slobodna povr§ z =
h(xy,t) biti opisana sa
h = ho+ an(x,t) (1.5.2)

gde je n bezdimenzionalna funkcija.
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Nas sledeci korak je da ubacimo bezdimenzionalne promeljive u Ojlerovu jed-
nac¢inu i u zakon odrzanja mase za nestisljiv fluid. Ali pre nego $to to uradimo,
definisac¢emo i bezdimenzionalnu promenljivu za pritisak

P =P, + pg(ho — z) + pghop” (1.5.3)

gde je pg(ho — z) hidrostaticki pritisak, a pghop* predstavja odstupanje od istog
(naravno p* je bezdimenzionalna veli¢ina). Znamo da je

i ako ho¢emo da odredimo %, treba naci neku relaciju redom izmedu % i%, % i
-2, itd. Primenom pravila za izvod sloZene funkcije (“chain rule”) i koriste¢i (1.5.1)
imamo 5 59 5
t Vgho
Z R A 1.5.4
ot ot* ot A Ot ( )
Sli¢nim postupkom dobijamo
0 \/gh() % 0 0 \/gh() % 0 0 ghg % 0 (155)
U— = u v— = v w— = w . 5.
Ox A ox*’ Oy A oy*’ 0z A 0z*
Stoga sledi
D \/gh() D
D= % Dp (1.5.6)
Dalje, koristeéi (1.5.1) i (1.5.3)
oP 0P dx*  pghy Op*
oxr  Ox* d0x A Ox*’
oP 0P dy*  pghy Op*
orP 0P Oz op* 1
9. 0z 9z "\ o ’
s tim Sto izraz za pritisak koristimo u slede¢em obliku
P = P, + pgho(1 — z* + p*). (1.5.8)

Na osnovu (1.5.6) i (1.5.7) mozemo izraziti Ojlerovu jedna¢inu u bezdimenzionalnom
obliku

Dt Ox*’  Dt* oy*’ Dt* 0z*

Du* op* Dv* op* 52 Dw* _ op* (15.9)

gde je

= —a—l—u*a +v*a—|—w*a

Dt*  ot* ox* oy* 0z*’
io= % oznacava bezdimenzionalni parametar dubine vode (“shallowness param-
eter”), koji je od velikog znacaja u problemima vezanim za talase na vodi. Zakon

odrzanje mase u bezdimenzionalnom obliku glasi
ou* N ov* N ow*
or*  Jdy*  0z*

= 0. (1.5.10)
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Preostalo nam je jo$ da i grani¢ne uslove damo u bezdimenzionalnom obliku.
Povrsina ¢e biti na osnovu (1.5.2)

h
¥ =h"=1+4en, <h* = —) , (1.5.11)
hy
a nepokretna donja granica
* * * b
2F =b", (b = —> . (1.5.12)
ho

€ = h% predstavlja drugi, takode vazan bezdimenzionalni parametar — parametar
amplitude.
Polazec¢i od kinematickog ulsova, iz (1.5)

Oh _ _; vgho On
ot~ VN o

a iz (1.5.5)

Vgho, . .
)\ O(u L VJ_)TL

pa je kinematicki grani¢ni uslov u bezdimenzionalnom obliku

(uJ_'VJ_)h:€h0

0
w'=¢ <8IZ + (u*y - Vj)n) naz" =1+4en. (1.5.13)

Za dinamicki uslov prvo treba odrediti izraz za %. Ako podemo od (1.4.4), pomocu

(1.5.11), dobi¢emo da je
1 de1
gde
1 (1+ 820 mee + (1 + 82031y — 20°€% 021y

= 3
2

B (1+ 0Pt + o2

Dalje, ako izjedna¢imo (1.4.3) i (1.5.8), a zatim iskoristimo uslov da smo na povrsini
vode, imac¢emo

de 1
P, — o =P, + pgho(1 —2"+p*) na z*=1+en.
A R*
Ako sredimo prithodni izraz, i uvedemo Veberov broj 15 = §2W, dobi¢emo di-

gAZ
namicki grani¢ni uslov u bezdimenzionalnom obliku

(1 + 0% 02 )N + (1 + 822 02) 1y — 20221001y 10y
(1+ 8222 + §2%22)2

p*—en = —ed*W

na z*=1+en. (1.5.15)

Grani¢ni uslov na nepokretoj donjoj granici u bezdimenzionalnom obliku dobi-
jamo sli¢no kao kinemtaicki uslov, a uz pretpostavku da je donja granica stacionarna,
tj. ne zavisi od vremena, ima sledec¢i oblik

w' = (u"L - V)b naz"=10". (1.5.16)
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Analizom prethodno dobijenih jednacina, mozemo uociti da su i w* i p* propor-
cionalni sa ¢, i kad ¢ — 0 onda i w* — 0 i p* — 0, $to znac¢i da nema poremecaja
na povrsini vode. Stoga, zapisa¢emo neke promenljive na sledeé¢i nacin

p* —ep", u —eu’.
Ovaj postupak se zove skaliranje promenljivih, a jednac¢ine (1.2.9)-(1.2.11) se pret-
varaju u

0= ou* N ov* N ow*
Coxr Oyt Oz
Du* dp*  Dv* op* Dw* op*
= — = — 62 = —— 0.
Dt* ox*’  Dt* oy*’ Dt* 0z*’ (1.5.17)
de i D 0 n e Lo 0 o 0
e je = elu v w .
858 D T e or " "oy TV 02
Grani¢ni uslovi na povrsi z* = 14 €9 su
0
W = a—g +e(ut, - V), (1.5.18)
i
1+52€2 2 vz T 1+6252 g _25282 x z
R syt Ty )z + 1) lyy 207 ey (1.5.19)
(1 + 6%en2 + 6%e?n2)>
dok uslov na nepokretnoj donjoj granici z* = b* ostaje nepromenjen
w* = (u", - V)b (1.5.20)

1.6 Aproksimacija

Nase jednacine i granic¢ne uslove mozemo pojednostaviti putem aproksimacije.
Naravno da bismo mogli da uradimo, treba da nas sistem da zadovolji neke pret-
postavke.

1.6.1 Linearizovan problem

U ovom slucaju pretpostavicemo da amplituda talasa a je mala u odnosu na
prosec¢nu dubinu vode hg,tj. da je a < hg. Parametar amplituda £ na osnovu ove
pretpostavke tezi nuli ( £ — 0 ), a dobijamo slede¢i sistem linearnih jednacina

8u*+80*+0w*_0 )
ox*  Oy*  0z* ’
ou* ap*  Ov* op* o, Ow* op*
o o o oy Cor T oa (1.6.1)
w* = Ur i p* =n- 52W<77xx + nyy) na 2" = L,
w* = (u" - V)b naz*=>b"
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1.6.2 Problem ,plitke vode”

U drugom slucaju pretpostavicemo da je talasana duzina A znatno ve¢a u odnosu
na proseénu dubinu vode hg, tj. da je A > hg. Parametar dubine vode § = hg/A,
na osnovu ove pretpostavke ée isto teziti nuli ( 6 — 0 ), a na$ sistem je nelinearan i
ima oblik:

ou*  Ov*  ow" 0 )
Ox* * oy * oz
Du* op*  Dv* op*  Op*

Dt* 9z’ Dt oy’ 9z

D 0 0 9 0 (1.6.2)
e Dt ot * 5(u* Ox* T oy* T 82’*)’
w'=mn+e(* -Vi)np 1 p"=n naz'=1+e¢en,
w'=(u"; -V])b* naz"=0b" )

U daljem tekstu ¢e biti analizirani problemi ¢iji je matematicki model u bezdi-
menzionalnom obliku. Medutim, zbog jednostavnijeg zapisa, bi¢e izostavljena o0z-
naka ()* u jednacinama.



Glava 2

Linearni problemi

2.1 Prostiranje talasa promenljive dubine

U ovom odeljku diskutova¢emo o talasima na vodi koji se prostiru u samo jednom,
horizontalnom pravcu (a-pravac), a nepokretna donja granica b zavisi isto samo od
promenljive z, b = b(x). Linearizovani problem ¢emo jo$ pojednostaviti tako $to
¢emo posmatrati talase sa ve¢im talasnim duzinama, Sto se postize uslovom o — 0,
pa iz sistema (1.6.1) dobijamo

Ut = —Pu, 0= pz, Uy +w, =0, (2.1.1)
w =1, i p=n na z=1 (2.1.2)
w = ub, na z=b(z) (2.1.3)

Iz (2.1.2) odmah sledi da
pP=n zab<z <1, (2.1.4)

jer na osnovu (2.1.1) znamo da p ne zavisi od z. Koriste¢i prethodnu jednakost, iz
prve jednacdine (2.1.1) dobijamo

ut+77x:OJ

a integracijom trece jednacine iz (2.1.1) nad z, pod pretpostavkom da u ne zavisi
od z dolazimo do

w = (1—2)u, + n.
Ako sad posmatramo poslednju jednaéinu na z = b(z), i pritom oznac¢imo lokalnu
dubinu sa d, tj. d(x) = 1 — b(x) i iskoristimo (2.1.3), dobijamo tzv. linearizovane
jednacine plitke vode

ur + 1, =0

2.1.5
n + (du), = 0. ( )
Resavajudi sistem, dolazimo do sledece talasne jednacine za povrs n(z,t)

17
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Prethodna jednacina obuhvata niz problema prostiranja talasa promenljive dubine.
Mi éemo razmatrati slucaj, kada je nepokretna donja granica konstantnog nagiba.
Stoga definisa¢emo dubinu na sledec¢i nacin

dz) =a(zg —x), a>0, z<umx,

gde obala se nalazi desno od tacke z = x.

Pre nego $to nastavimo, moramo da obratimo paznju na dva slucaja, kad d — 0
i kad d — oo. Znamo da smo za izvodenje jednacine (2.1.6) koristili da ie — 0 i
0 — 01 zbog toga ne moze da vazi d — co i § — 0 istovremeno, jer J je definisano
kao koli¢nik dubine i talasne duzine. Na slican nac¢in dolazimo do zakljucka da
istovremeno ne moze da vazi ni d — 01 e — 0, jer € je definisano kao koli¢nik
amplitude i dubine. Odatle sledi da resenje jednacine (2.1.6) ne moze da bude
validno kada d — 0 ili d — oo.

Ako uvrstimo izraz d(z) = a(xy — x) u (2.1.6) dobijamo jednac¢inu

Nt — a(mo - x)nzr +an, =0, (217)
a reSenje ¢emo traziti u obliku
n(w,t) = Alx)e™" +c.c. (2.1.8)

koja je harmonijska funkcija vremena ¢t. Sa w je oznalena frekvencija, a A(z) je
amplitudna funkcija. Odredimo sada parcialne izvode 7 iz (2.1.7)

Ny = Ale—iwt’
Neax = Alle—z'wt7 (219)
Nt = —sze_th.

Ako dobijene izraze uvrstimo u jednacinu (2.1.7), zatim podelimo sa —e~ ™' do-
bi¢emo sledeé¢u obi¢nu diferencijalnu jednac¢inu drugog reda po A,

alrg — 2)A” — aA + w?A = 0. (2.1.10)

Amplitudnu funkciju A mozemo tretirati kao funkciju od xg—z = X, stoga prethodna
jednacina postaje
aXA" +aA +w?A=0. (2.1.11)

| X
X = 2wi/ —.
«

Ovom transformacijom sves¢emo jednacinu (2.1.11) na dobro poznatu obi¢nu difer-
encijalnu jednacinu

Uveséemo jo$ jednu smenu:

XA"+ A"+ xA =0, (2.1.12)

tz. Beselovu jedna¢inu (nultog reda). Uzimaji¢i u obzir dve smene promenljivih,
funkcija amplituda je

A:A(X):A<2w xo_m),

«
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gde obala je na x = 0 a resenje trazimo za y > 0 .
Opste resenje jednadine (2.1.12) prema [6] dato je izrazom

A(x) = CJo(x) + DYo(x), (2.1.13)

gde su C' i D konstante. Jy je Beselova funkcija prve vrste nultog reda a Yy je
Beselova funkcija druge vrste nultog reda i date su u obliku stepenog reda na sledeéi
nacin

= (=% z? zt 9
JO(IIJ): 22k(k|)2$ :1—§—|—22.42 _22'42'62+

k=0

2 xX i 2/2
Yo(a) = = { [111 (§> +7] Jw) + 3 (-1, 2')) } (2.1.14)

k=0
x2 3t
— 1 L
Joz)log o + 7 = o0+

gde su Harmonijski brojevi Hy i Ojler-Maskeronijeva konstanta 7 definisani slede¢im
izrazima

k
1
_ 2 _ v = lim (H, —Ink) ~ 0,577216.
—m k—o0

Sada na osnovu (2.1.13) i (2.1.8) reSenje jednacine (2.1.7) je

n(z,t) = <CJ0 <2w1 [T~ x) + DY, (2w T~ x)) e ™ 4ce  (2.1.15)
« a

U nastavku ¢emo analizirati ovo resenje najpre daleko od obale (zg — 2 — +00),
a zatim u njenoj blizini (z — zy) . U slucaju kada je x veliko, prema [6] znamo da
se Beselove funkcije ponaSaju na sledeé¢i nacin

2 T
To(x) ~ [ cos (x = 7). x = oo

2 . T
YE)(X)N”HSIH<X_Z>’ X — +00.

Na osnovu prethodnog izraza (2.1.15) postaje

(2.1.16)

1/4
(2,1) ~ 1 o
M, Vrw \zo —

C cos 2cuq/x0_x—z 4 Dsin | 2wy /"2 T e 4 cc.,
o} 4 o} 4
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kad xy — 4o00. Korisno je prethodni izraz napisati u slede¢em obliku

1/4
(2,8) ~ — o <
N 2w \xg — o

(C’—i—D)exp{i (Qw xo;x—wt—g>}
+ (C—D)exp{—z’ <2w $0;$+wt_%>}

gde mozemo uo¢iti dva eksponencijalna izraza, od kojih prvi, sa koeficijentom (C' +
D), predstavlja talas koji se kre¢e udesno, prema obali. Drugi eksponencijalni izraz
je talas koji se reflektovao od obale i krece se ulevo. Brzina prostiranja talasa nije
konstantna ni u jednom smeru, ali je mozemo odrediti na linijama konstantne faze

+ c.c.,

b = 2w L

+ wt = const.,
Q

odakle sledi o
de  —
G =— = j:é =+ a(zy— ). (2.1.17)
dx
Prethodna jednacina pokazuje da karakteristike u ovom sluc¢aju nisu prave linije,
ali i da je brzina proporcionalna kvadratnom korenu lokalne dubine. Mozemo jo$

zakljuciti da se talas kad xo — r — +oo raspada i da se amplituda ponasa kao
n ~ d~Y* (§to je poznato kao Grinov zakon). Ako zapiSemo fazu u obliku

2
d (xo — ) £ wt,
alxg — )

mozemo da zaklju¢imo da se broj talasa povecava kad z — x,.
Blizu obale (kad x — z(), znamo na osnovu [6] da se Beselove funkcije ponasaju
kao

Jo(z) ~1, x—0F

2 (2.1.18)
Yo(xz) ~ =Iny, x— 07,

T

pa resenje (2.1.15) daje

2D — .
n(x,t) ~ (C’ + —1In <2w o m)) e ™ +cc.,
7r «

kad g — x — 0'. PonaSanje logaritamske funkcije blizu nule nas dovodi do sin-
gulariteta. Ovo moZemo da eliminiSemo ako uzmemo da je D = 0 (i onda regenje
zavisi samo od Jp). Odvojeno od singulariteta, reSenje opisuje talas koji oscilira u
vremenu t na obali x = x;.

Sada ¢emo sumirati sve §to smo uspeli da saznamo u vezi reSenja (2.1.15) i skici-
rati njegove mane. Nas problem je bio da opiSemo talas koji dolazi iz beskonacnosti
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i krec¢e se prema obali. Da bismo mogli ovo da uradimo, treba da znamo frekvenciju
i amplitudu talasa. Frekvencija w neée nam praviti problem, ali amlituda tezi nuli
u beskona¢nosti. Koristili smo jednacine plitke vode (tj. aproksimaciju da 6 — 0),
koje ne mogu precizno opisati prostiranje talasa u dubokoj vodi. Dalje, problem je
da uvek postoji reflektovan talas, izuzev ako uzmemo da C' = D(# 0). Ali u ovom
slucaju koeficijent pred Yj nije nula i imamo singularitet kad je x = xy. Singularitet
je prouzrokovan ¢injenicom da u blizini obale koristimo aproksimaciju ¢ — 0 iako
se amplituda povecava. Na osnovu svakodnevnog iskustva znamo da (skoro uvek)
dolazi do prelamanje talasa na obali, §to linearna teorija ne moze da objasni. Ako
ipak uzmemo da je D = 0 dolazimo do toga da za svako x > 0 dolazedi i reflektovani
talasi postoje svugde.

2.2 Linearizovani gravitacioni talasi proizvoljnog ta-
lasnog broja

U prethodnom odeljku smo pojednostavili jednacine tako $to smo usvojili aproksi-
maciju 6 — 0 i videli da reSenje nije bilo u potpunosti zadovoljavajuée. Sada ¢emo
razmotriti problem ravnog gravitacionog talasa, ali bez aproksimacije § — 0. Pos-
matra¢emo jednacine (1.6.1) sa W, = 0,7 = n(x,t) i b = b(z) pa imamo

U = —Pa,  OWp=—ps,  Upt+w, =0, (2.2.1)
w=mn 1 p=n naz=l, (2.2.2)
w=ub  naz=0>b(x). (2.2.3)

Izraz za lokalnu dubinu iz prethodne racunice, u kojoj smo pretpostavili da je
nepokretna donja granica konstantnog nagiba, odgovara i u ovoj, s tim da ¢emo
transformisati koordinate tako da obala bude na x = é, pa vazi

dlz)=1-bzx)=1—az, a>0, z<

Q|+

Potrazimo resenje u obliku
u=U(z,2)e ™ +cc., w=W(x,2)e™“ +cc., p=Px,2)e™ +cc,

zajedno sa '
n(z,t) = A(z)e ™" + c.c. (2.2.4)

Na osnovu ovoga, jednacine (2.2.1)-(2.2.3) postaju

iwlU = P,, iwd*W =P, U, +W,=0; (2.2.5)

W(z,1) = —iwA, P(z,1)= A4, (2.2.6)
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W(z,b(x)) = alU(z,b(x)) gdeb(x)= az. (2.2.7)

Lako mozemo primetiti da na osnovu trece jednacine iz (2.2.5) vazi

a iz prve i druge
WUy, = Prpo = iw0* Wy

Dakle na osnovu prethodnih izraza mozemo zakljuciti da W zadovoljava Laplasovu
jednacinu, tj.
Wy + W, = 0. (2.2.8)

Resenje ove jednacine ¢emo potraziti metodom razdvajanja promenljivih, u obliku
W(z,2) =) Wilx,2) =Y Xu(2)Zn(z), n=123... (2.2.9)

Dalje, ako uvrstimo ovo u jednacinu (2.2.8), dobijamo da

A X
—— = = )\nv
02z, X,

Sto nam daje sledeci sistem obic¢nih diferencijalnih jednacina drugog reda za svako
n

X" 4+ \X,, = 0;

2.2.10
Z! = M8y = 0, (2.2.10)

gde A\, je parametar za koji ¢emo uzeti da je
A = E2(>0).
Ako sad sve ovo uzmemo u obzir, dobijamo da je
Zn = Cpexp(0kyz) + D, exp(—dk,2),

gde C, i D,, su proizvoljne konstante. Kako znamo da dubina neprestano raste ako
r — —o00, da bismo mogli da imamo ograni¢eno reSenje moramo da uzmemo da
D,, = 0. Sada ve¢ mozemo da nepiSemo reSenje za n-tu komponetntu W

Wy (z,y) = (An exp(ikn,x) + By exp(—ik,x)) exp(0k,2),

gde A, i B, su nove konstante koje su ve¢ pomnozene sa C,.
Ako stanem sada za momenat i odredimo n-ti deo od P (treba integraliti drugu
jednadinu iz (2.2.5) nad z), dobi¢emo da

Twd

P(z,z) = k;_(An exp(iknx) + By exp(—ik,x))(exp(dk,z) — exp(dk,)) + A(x)
! (2.2.11)
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(gde A(x) je iz izraza za n). Zbog grani¢nih uslova vazi

(A, exp(ik,x) + B, exp(—ik,z)) exp(dk,) = —iwA(x) (2.2.12)

W(z,az) = alU(z,ax) = —EPw(x,ozx) (2.2.13)
w

Ako sad izraz (2.2.11) stavimo u jednadinu (2.2.13), zatim pomocu (2.2.12) eli-
minisemo A(z), dolazimo do identiteta koji sadrzi eksponencijalne delove poput
exp(tk,x), exp(—ik,x) i exp(adk,x) i konstante koje mnoze njih, A, i B,. Ova
jednacina u opStem slu¢aju nema resenje, sem A, = B,, = 0 ($to nam ne odgovara).

Situacija, medutim, nije beznadezna: moze se pokazati da reSenje problema u
obliku (2.2.9) postoji, ali samo za odredene vrednosti parametra A. Na jednostavnom
primeru ¢emo demonstrirati ovu ideju, pretpostavljajuéi da resenje (2.2.9) sadrzi
samo dva Clana, W(z,2) = Wi(z, 2) + Wa(x, 2) = Xi(2)Z1(2) + Xo(x)Za(2). Za
odredivanje W, koristimo sledeci sistem jednacina (\; = k?)

X!+ kX, = 0;
Zy) — k*6*Z, =0,
koji daje resenje . ‘
Wl — (Alezkac + Ble—zkx>€5kz’

gde Dy = 0 jer W5 mora da bude ogranic¢eno (kad z — —o0), a C] je sadrzan u A,

i B;. Drugu komponentu W5 ¢emo dobiti ako usvojimo Ay = —k?, tj.
Xy — kX, =0;

7y + k*6*Zy = 0,
koji daje resenje . '
W2 — (AQGzékz + B2€—16kz)€kz’
D, = 0 isto da bi W5 bila ogranic¢ena kad x — —oo. Konacno, dobili smo reSenje za
W,
W = (Aleikac + Ble—ikx)eékz + (A2€i(5kz + Bge_idkz)ka, (2214)

s tim da imamo cetiri konstante koje treba da odredimo tako da budu zadovoljeni
grani¢ni uslovi (2.2.12) i (2.2.13). MoZemo sada da odredimo P(x, z) (kao i ranije,
iz (2.2.5))

o ) )
P(l" Z) _ ’LCZ: (Alezkx + Blefzkx)(eﬁk’z o eék)
) . ) ) )
+ %(Ag(elakz . ezék) . BQ(@il&kz . efzék))ekx + A(m) (2.2.15)

Znamo da na osnovu grani¢nog uslova (2.2.13) iz prethodnog izraza vazi

(Aleika: + Ble—ikx)eaékx + (AQGioa(Sk:c + BQG—iaékx)ek:x
— iOéé(Aleikx . Blefik:p)(eaékx . e5k>
LA, (2.2.16)

—iad(A iadkx _ idk — B —iadkx _ —idk\\ kx
iad(Ay(e e") 2 (e e ")e "
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Izraz, A'(x) se moze dati u eksplicitnom obliku kori$¢enjem grani¢nog uslova (2.2.6).

Ako zelimo da odredimo konstante iz prethodnog identiteta, tako da resenje ne

bude trivijalno, moramo da uvedemo jo$ jedan uslov: nagib a mora da zadovolji

jednacinu ad = 1. Prethodni izraz ¢e tako postati
(Aleikac + Ble—ikx + Ageikm + B2€—ikac)ekx
— i(Aleikx . Ble—ikx)(ek:x . eék) o i(AQ(eik:z . eiék) o BQ(e—ik:c o e—iék))ek:c

+ —— (A% — Bie ) et 4 —(A9e"F + Boe PF)ebT. (2.2.17

(e = B e (A 4 B ) (2.2.17)

Posle manjih transformacija moze se primetiti da se u poslednjoj jednacini pojavljuje

pet razli¢itih eksponencijalnih izraza koji sadrze promenljivu x. Shodno tome, dobija
se slede¢ih pet jedna¢ina po nepoznatim Ay, By, Ay, By i w(k)

eUFdke A 4 Ay = i(A — Ay);
o1k . By + By = i(By — By);

; k
tkx | : o0k _ 0.
e : ZAl (W — 1> e = O,
. k
—ikz | : 0k _ 0.
(& : ZBl (W — 1) e = 0,
et (1 +1)Age™ = —(1 — i) Bye %,
ReSenje ovog sistema je
AQ = iAl, BQ = —iBl, i Bl = /L'A1€2i6k,

zajedno sa disperzionom relacijom w(k)

2
=, 2.2.18
W= (22.15)
odakle lako mozemo da dobijemo brzinu prostiranja talasa
w(k) 1

VT
Talas na slobodnoj povrsi n na osnovu jednadine (2.2.4) ima sledeéi oblik
ﬁ(%,t) — Al(ei(kxfwtfék) + efi(kzﬂutf&k) + (1 + i)ek(zfzS)fiwt) +cc. (2.2.19)

Treba primetiti da se ovo resenje razlikuje od resenja iz prethodnog odeljka. Najpre,
u ovom slucaju reSenje je regularno svuda (kad je x < §). Na obali (z = d) prethodna
jednacina postaje '

n=B+i)Ae ™ +cec. (2.2.20)
Posledica ovoga je da se i dolazni i reflektovani talas prostiru konstantnom brzinom

(za fiksirano k). Pored toga, dobijeno reSenja ima jo$ dva bitna svojstva koja ga
razlikuju od talasa u slucaju ,,plitke” vode:

1. reSenje sadrzi ¢lan koji ne predstavlja putujuéi talas, ef(@—9—wt,

2. amplitude oba talasa ne is¢ezavaju kada r — —oo.
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2.3 Rubni talasi

Dosadasnji primeri su bili povezani sa talasima koji su se kretali upravno na
obalu. Sada ¢emo prec¢i na sluc¢aj kada se talasi prostiru paralelno sa obalom, tj.
u y-pravcu. Otuda potiCe i naziv rubni talast, jer se prostiru paralelno sa rubom
oblasti definisanosti. Jednacina (1.6.1) u ovom sluc¢aju je oblika (usvoji¢emo W, =0
i0—0)

U = —Pa, Uy = =Py, 0=p., Uy + vy +w; =0, (2.3.1)

w =1 i p=n na z=1 (2.3.2)

w=ub na z=>b(x) (2.3.3)

Za opisivanje promenu nepokretne donje granice koristicemo izraz iz prehodnog
primera b(z) = az, obala je na x = <, a reSenje trazimo u harmonijskom ubliku

u=U(x,z)E+cc, v=V(zr,2)E+cc, w=W(x,2)FE+cc., (2.3.4)

zajedno sa
p=P(z,z)E+cc, n=Ax)E+cc, (2.3.5)

gde FE predstavlja sledeéi eksponencijalan izraz

E = ei(ly—wt) '

Ako ovo uvrstimo u jednacine (2.3.1), (2.3.2) i (2.3.3) dobi¢emo

iwlU = P, wV =[P, P, =0, Uy +ilV+W, =0, (2.3.6)
W=—iwA i P=A naz=1 (2.3.7)
W=aU  naz=axz. (2.3.8)

Odavde sledi da P ne zavisi od z (P, =0 ), pa na osnovu grani¢nog uslova (2.3.7)
vazl

P(z,z) = A(x) za 1>2>b(z)=ar; v < —. (2.3.9)

QIr

Ako uzmemo ovo u obzir, iz jednacine (2.3.6) dobijamo

U=-147 V=24
w w
pa znamo da .
W, = L(A" — PA).
w
Ako ovo integralimo po z, dobijamo

W= é(m — A1 - 2) — iwA,
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odakle na osnovu grani¢nog uslova (2.3.8) dobijamo slede¢u obi¢nu diferencijalnu
jednacinu drugog reda

(1 —ax)(A" —PA) —aA' +w?*A =0.

Ako funkciju A tretiramo kao A = A(1—ax) = A(X), prethodnu jedna¢inu mozemo
da zapiSemu na slede¢i nacin

2 12
XA+ A+ (M)A:o.

o2
Zgodno je zameniti funkciju A(X) sa izrazom
A(X) = e = L(Y), (2.3.10)

gde Y = 2/X/a, pa smo sveli prethodnu jedna¢inu na obi¢nu diferencijalnu jedna¢inu
drugog reda, oblika

1 2

Ova jednacina je Lagerova jednacina, a njena reSenja su Lagerovi polinomi L, (Y),
ako vazi da

1 [w?

—|—=—-1)= =0,1,2,3,... 2.3.12

2<al )n n=0123 (23.12)
Otuda lako mozemo naéi disperzijsku relaciju,

w?=al(2n +1). (2.3.13)

Na osnovu ovoga mozemo zakljuciti da frekvencija raste sa brojom talasa [ i da
zavisi od nagiba nepokretne donje granice. Interesantna ¢injenica je da ako o = 0,
tj. kada je dubina konstantna, nemamo talasa.

Resenje mozemo da nademo pomocu Rodrigezove formule

L,(Y) =¢e" ddynn (Yme™), n=0,1,2,3,... (2.3.14)
pa za prvih nekoliko n-ova (i w > 0) imamo
zan =0; w:\/a; Ly =1,
zan=1; w = V3al; L1:1—Y:1—%;
zan=2; w = Vbal; L2:2—4Y+Y2:2—8ZTX—|—412&X2.
Sad na osnovu (2.3.5) i prethodnog rac¢una resenja su za
n=>0 n(z,y,t) = Aoe_é(l_w)ei(ly_mt) + c.c.,
n=1 n(x,y,t) = Ajema-o) (1 - 2El(l - om)) eily=V3alt) 4 ¢ ¢
n=2 n(x,y,t) = Ayea-o) (2 - 8El(l —ax)+ i—lj(l - ozx)2> ellv=ovBalt) 4 ¢
(2.3.15)

gde Ay, Ay i A, su proizvoljne konstante. MoZemo primetiti da talas za svako n
raspada kad x — —oo i da dostiZe najve¢u amplitudu blizu obale, tj. kad x — 1/a.
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Nelinearni problemi

3.1 Nelinearni talasi velikih talasnih duzina

U ovom poglavlju éemo se posvetiti analizi jednacina koje opisuju nelinearno
prostiranje talasa. O opstim metodama koje se koriste u analizi nelinearnih PDJ,
a narocito kod prostiranja talasa, moze se visSe na¢i u monografijama |7, 8]. Radi
jednostavnosti, pretpostavi¢e se da se talasi prostiru samo u jednom pravcu i usvo-
jicemo da to bude pravac x-ose. Nepokretna donja granica je ravna i nalazi se na
pravoj z = 0. Na osnovu toga iz sistema (1.6.2) imamo sledece jednacine

w + £(uuy, + wu,) = —py, 0=np., Uy +w, = 0; (3.1.1)
w =1+ eun, i p=n naz=1+en; (3.1.2)
w=0 na z = 0. (3.1.3)

Na osnovu druge jednacine iz (3.1.1) znamo da pritisak ne zavisi od z, odnosno
p. = 0(6%), pa iz (3.1.2) sledi da
p=n

svugde (za z > 0). Ovo pojednostavljuje nase jednacine na
w + £(uu, + wuy) = —n,, Uy +w, = 0; (3.1.4)
sa grani¢nim uslovima
w = + cun, naz =1+ en; w =10 na z = 0. (3.1.5)

Trazicemo reSenje tako da w bude funkcija horizontalne koordinate x i vremena ¢,
tj. u = u(z,t). Na osnovu druge jednacine iz (3.1.4) sad moZemo zaklju¢iti da onda
ni w, ne zavisi od z, odnosno

w, = ¢(£If, t)

Ako integralimo prethodni izraz po z dobijamo w = fOZ o(z,t)d¢ = ¢(x,t)z. Iz
grani¢nih uslova (3.1.5) tada sledi

(77154‘81”733)
w=|——""]%2
1+en

27



GLAVA 3. NELINEARNI PROBLEMI 28

Na osnovu prethodnog izraza dve jednacine iz (3.1.4) postaju
Uy + eutty + 1, = 0;
(1 +en)ug + n + cun, = 0.

Do sada nije uvedena nikakva pretpostavka o redu veli¢ine parametra e'. U
nelinearnim problemima se moze smatrati da je ¢ = O(1). Stoga ¢emo usvojiti da
je € =11 uvesti oznaku h

hz,t) =1+ n(z,t),
¢ime se sistem (3.1.4) svodi na
w + uug + hy =0, hy+ (hu), =0, (3.1.6)

Sto predstavlja tzv. jednacine ,plitke vode”.

3.1.1 Metod karakteristika

Prvo ¢emo pokusati da nademo resenje prethodnog sistema putem metoda karak-
teristike. Najpre uveséemo smenu za lokalnu dubinu A(> 0)

c(z,t) = /h(x, ). (3.1.7)
Sistem jednacina (3.1.6) dobija oblik
U + utly + 2cc; = 0
2cc; + Cuy + 2cuc, = 0.
Ako sad podelimo drugu jednacinu sa ¢ i dodamo prvoj, dobijamo
(u+2¢)¢ + u(u + 2¢), + 2cc, + cuy, = 0, (3.1.10)
a ako ih oduzmemo, dobijamo.
(u—2¢); + u(u — 2¢), + 2cc, — cu, = 0. (3.1.11)
Posle manjih transformacija mozemo svesti prethodne jednacine na sledeéi oblik
(u~+2¢); + (u+c)(u+2¢), =0

3.1.12
(u—2¢)¢ + (u—c)(u—2c), =0. ( )
Resenje mozemo da nademo metodom karakteristika
d
u + 2c¢ = const. na linijama C7 : ar_ u+c,
j; (3.1.13)
u — 2¢ = const. na linijama C~ : i U — C.

C™* i C~ su karakteristike, a funkcije u = 2c su Rimanove invarijante. Za proizvoljne
funkcije f i g, reSenje mozemo da izrazimo u implicitnom obliku

dx
u+ 2c = f(a), «je konstanta na linijama : — = u + ¢,

dt

dx
u —2c = g(B), B je konstanta na linijama : Fou-c

Ovo znadi da ako zelimo da u potpunosti resimo problem, potrebno je zadati po¢etno
stanje (pocetni uslov) u(z,0) i ¢(z,0).

(3.1.14)

'Podsetimo se, € = a/hg je odnos amplitude talasa i prose¢ne dubine.
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Prosti talasi u plitkoj vodi

Jedna specijalna klasa resenja ovog problema se dobija kada je jedna od Ri-
manovih invarijanti konstantna u celom domenu. Ovakvo reSenja nazivamo prostim
talasima. Kao primer, posmatra¢emo prostiranje jednog talasa koji se kre¢e nadesno,
u oblast u kojoj se voda nalazi u stanju mirovanja (u = 0) i konstantne je dubine
(h = ho). Zbog toga ¢e familija karakteristika C'~ obrazovati trazeni skup karak-
teristika koje su konstantne. PoSto je u neporemecéenoj oblasti u = 0, za C'~ ¢e
vaziti

u—2c=—2c, V(z,t)€RxR"U{0}, (3.1.15)
gde je cg = v/hg. Polazeéi od (3.1.15) i (3.1.14);, moZe se pokazati da vazi
1 1 Co +
u=co+ Qf(a) = const., c¢= Zﬂ&) —5 = const. na CT. (3.1.16)

odnosno da su i u i ¢ konstante na karakteristikama C*. Karakteristike su prikazane
na Slici 3.1. Odavde na osnovu (3.1.14) znamo da z— (u+c)t = « i moZemo zakljuciti
da

u+2c= f{xr— (u+c)t}. (3.1.17)

Iz jednacina (3.1.15) i (3.1.17) za t = 0 znamo da je

=Y

Slika 3.1: Karakteristike C* i C'~ za prosti talas.

u+2c= f(x)
u — 2¢c = —2c¢,

pa mozemo zakljuciti da vazi

f(z) = 4de — 2¢.
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Ako sad uvedemo funkciju H, h(z,0) = H(z), onda imamo

flz) = 4/H(z) — 2/ho.

Sada na osnovu (3.1.17) sledi

u+2c=4\/H(z — (u+c)t) — 2v/ho

h(z,t) = H(z — (u+ Vh)t),
u(e,t) =2 (Ve ) = Vho)
h(z,t) = H{z — (3/h(z,t) — 23/ho)t}. (3.1.18)

Jednadina (3.1.18) implicitno odreduje trazenu funkciju h(x,t), za zadati poc¢etni
uslov H(z) i dubinu hg. Ako je pocetni uslov takav da sadrzi ograni¢enu ili neogra-
ni¢enu oblast u kojoj vazi H(z) > 0, §to je fizicki oc¢ekivano, onda reSenja opisana
jednaginom (3.1.18) za konacno ¢ postaju viseznacna. Drugim re¢ima, postoje £ < oo
i z takvi da je hx(i,f) = 00, pa za t > ¢ imamo presecanje karakteristika i pojavu
udarnog talasa.

Probijanje brane

U drugom primeru posmatra¢emo problem ,probijanja brane” (dam break). Bra-
na se nalazi na x = 0 a voda levo od nje, u oblasti x < 0. Pretpostavi¢cemo da u
trenutku probijanja brane (¢t = 0) voda miruje, tj. brzina je u = 0 svuda i

ho, <0
h(z,t) = {00’ z B (3.1.19)

gde hy > 0 predstavlja visinu vodenog stuba. Pretpostavicemo da u trenutku pu-
canja zid brane trenutno nestaje.

Karakteristike C* (iz (3.1.13) ili (3.1.14)) polaze iz oblasti = < 0, gde znamo da
je u=01cy = +v/ho (videti Sliku 3.2), pa imamo

U+ 2¢ = 24/ hg = const. (3.1.20)

Kada su u pitanju C'~ karakteristike, znamo da sve linije moraju da sadrze tacku
(x,t) = (0,0), jer u pocetnom trenutku voda se nalazi levo od tacke x = 0. Kao i
u prethodnom primeru, i u ovom slucaju mozemo da zaklju¢imo, da su na linijama
C~ iu,ickonstante (Slika 3.2), pa odatle sledi

r = (u— ).

Sada imamo
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=¥

Slika 3.2: Karakteristike C i C'~ za problem probijanja brane.

odakle ako uzmemo da ¢ = v/h, mozemo izraziti h i u

Vh = % < ho — %) (3.1.21)

= ; (\/h_o+§> (3.1.22)

ha
ho |-
1 | :
x=-cyt x=2cyt

Slika 3.3: Profil slobodne povr§ine talasa u trenutku ¢ posle probijanja brane.

ResSenje je definisano na intervalu 0 < h < hy, pa mozemo zakljuciti da

—Vhy < 2 <2v/h,

odakle dobijamo krajnje reSenje u obliku parabole

h(x,t)—é( ho—%)Q, —\/h_0§§§2\/h_0, (3.1.23)
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za svako fiksirano ¢t > 0. Kad § = 2v/hy, onda je h = 0 i prednji deo talasa se
kre¢e udesno brzinom 2v/hg. Sli¢no, ako % = —Vho, onda je h = hg i najvisa tacka
vodenog zida se kre¢e unazad (tj. ulevo) brzinom +/hg. Mozemo jo§ uociti da za
x = 0 dubina vode ostaje konstantna za svako t > 0 1iiznosi h = %ho, Sto je prikazano
na Slici 3.3. Interesantan rezultat je i ¢injenica da kada ¢ — oo, tada dubina h tezi
istoj vrednosti Zgho.

3.1.2 Metod hodografske transformacije

Ova metoda sluzi za reSavanje diferencijalnih jednacina tako Sto se zamenjuju
uloge zavisno i nezavisno promenljivih. Konkretno, u nasem slucaju vraticemo se
na sistem (3.1.6) i izvr8iti smenu koju smo koristili i do sad, ¢(x,t) = \/h(z,t):

ug + v, + 2cc, =0
1 (3.1.24)
c + uc, + §cum =0.
Kao $to smo rekli, zameni¢emo uloge promenljivih, tako da bude
r = z(u,c), t = t(u,c).
Ako diferenciramo ove izraze po x, dobijamo

1 =x,u, + zeCp,

(3.1.25)
0=t,uy + tocy.

Jakobijan transformacije odredujemo na sledeéi nacin

ou  Oc

oz @‘

Sada na osnovu sistema (3.1.25) mozemo izraziti u, i ¢,:

t ty
- L= 3.1.27
7 ( )

Dalje treba da diferenciramo x(u,c) i t(u,c) po t, a to je

Uy =

0= Ty Ut + Ty,

(3.1.28)
1= tuut + tCCt,

i sli¢no kao i u prethodnom slucaju, izrazicemo wu; i ¢:

Te Ty,
Ako izraze (3.1.27) i (3.1.29) uvrstimo u jednacinu (3.1.24), a zatim pomnozimo sa
J, dobi¢emo sistem linearnih jednacina po x it

r.— ut. + 2ct, =0

1 3.1.30
T, — Uty + §ctc =0. ( )
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Treba sad da difereciramo prvu jednacinu po u, a drugu po ¢, da bismo dobili
Tye — te — Utye + 2¢tyy, =0

tuc + 1t —i—l t 0
Tye — Ulye T Fle T FClee = Y.
2 2
Eliminacijom izraza x,. iz ovih jednagina, dobi¢emo linearnu (hiperboli¢nu) PDJ
drugog reda
4ctyy — Ctee = 3te. (3.1.31)

Pomoéu smene ¢ = u — 2c i = u + 2¢, prethodna jednacina ¢e postati

2(1 — §)ten = 3(ty — Le). (3.1.32)

Resenje ove jednacine mozemo da odredimo samo uz dodatne grani¢ne uslove,
koji opisuju t u (&, n)-ravni. Time se stize do najveée mane ovog metoda: zamenom
zavisno i nezavisno promenljivih dolazimo do jednostavnije diferencijalne jednacine,
ali pocetni i grani¢ni uslovi postaju komplikovaniji. Ne moZemo primeniti ni osobine
prostog talasa, tj. ne mozemo iskoristiti uslov da je jedna od Rimanovih invarijanti,
u + 2c ili u — 2¢, konstantna u celom domenu, jer transformacija zahteva da i J i
J~! budu razli¢iti od nule, §to u sluc¢aju prostog talasa ne vazi:

= UyC; — UsCy = 0.

Resenje jednacine (3.1.31) moZemo da trazimo i na drugi nac¢in. Ako funkciju ¢
zapisemo u slede¢em obliku

10T
t_

= 257 T:T(U7C),

gde je v = u/2, mozemo da svedemo (3.1.31) na jednacinu
1
Ty = Tee + _Tca
c

koju je moguce resiti metodom razdvajanja promenljivih.

3.2 Nelinearni talasi promenljive dubine

Veé¢ smo obradili linearizovane talase nad promenljivom donjom granicom. U
ovom odeljku ¢emo ispitati nelinearan sluc¢aj. I u nastavku ¢emo koristiti aproksi-
maciju 0 — 0, pa diferncijalne jednacine i grani¢ni uslovi na slobodnoj povrsi ostaju
(3.1.1) i (3.1.2) (uz pojednostavljenje ¢ = 1). Jedino se menja grani¢ni uslov na
nepokretnoj donjoj granici u odnosu na uslov (3.1.3), jer ovaj put imamo promenljivu
dubinu. Sistem jednacina koji zZelimo da reSimo sada glasi:

Uy + Uy + WUy = —Py, 0=p., Uy +w, = 0; (3.2.1)

w =1+ un, i p=n naz=1+mn; (3.2.2)
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w = ub, na z = b(x). (3.2.3)

Kao i ranije, na osnovu grani¢nog uslova na slobodnoj povis§ip =n (naz=14mn) i
druge jednacine iz (3.2.1), i u ovom slu¢aju mozemo zakljuciti da je p = 7 za svako
z. Ako sad uzmemo da u je funkcija x i t, u = u(z,t), dobijamo iz prve jedna¢ine
(3.2.1) da je

U + Uty + 1y = 0, (3.2.4)
jer p, =, iu, = 0. Na osnovu treée jednacine iz (3.2.1) znamo da w, ne zavisi od z
(jer w, = —u, i u = u(z,t)), pa integracijom nad z izraza w, = ¢(x,t) i koris¢enjem
grani¢nih uslova (3.2.2) i (3.2.3) dobijamo da je

14+n—-05
Sada je
_ Ur + UT — Ub:r
iu, +w, =0, paimamo da je
(1+n—0uy +m + un, —ub, =0. (3.2.5)

U zagradi se javlja izraz 1 +n — b, gde 1 4+ 7 je slobodna povrs vode, a b je donja
granica, pa je prirodno uvesti lokalnu dubinu d (> 0) definisanu na sledec¢i nacin

d(z,t) =1+ n(x,t) — b(z). (3.2.6)

Ako sad zamenimo 7 u jednac¢inama (3.2.4) i (3.2.5) (dy = m; i d, = 1, — b,,), dobi-
jamo sistem parcijalnih diferencijalnih jedna¢ina sa nepoznatim funkcijama wu(z,t) i
d(x,t):

U +uty +dy + by, =0

dy + (du), = 0. (3:2.7)

Ovaj sistem razlikuje se od sistema (3.1.6), koji smo dobili kod slu¢aja sa konstant-
nom dubinom, samo za izraz b,. Medutim, metod kojom smo resili sistem (3.1.6), u
opStem slucaju ne daje rezultat. Ipak, u specijalnom sluc¢aju, kada je donja granica
konstantnog nagiba, mozemo da primenimo metod hodografske transformacije.
Najpre ¢emo nepokretnu donju granicu definisati kao u linearnim problemimas:

b(x) =1—a(xy— x).
Ako sada ovo uvrstimo u jednacinu (3.2.7), dobijamo

U +uty +dp +a=0

3.2.8
I u ovom slu¢aju ¢emo uvesti smenu ¢ = v/d, §to nam daje
u + uuy, + 2cc, +a =10
! (3.2.9)

2¢; + 2ucy, + cuy = 0.
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Ako saberemo prethodne jednacine, posle manjih transformacija dobijamo
(u+2c+ at)y + (u+c)(u+2¢), =0.

Sli¢nim postupkom, posle oduzimanja druge jednacine od prve, imamo
(u—2c+at)y+ (u—¢)(u—2¢), = 0.

Novodobijene jednacine mozemo da zapisemo i u slede¢em obliku

0 0
(§+(u+6)8_) (u+2c+at) =0,
x
; 5 (3.2.10)
(& + (u—c)%) (u—2c+ at) =0.
Primena metoda karakteristika na sistem (3.2.10) nam daje
4+ dzx
u+2c+at =const. na C":— =u+c
cczl; (3.2.11)
u—2c+ at =const. na C : primkiats

Sistem jednacina (3.2.9) za a = 0 je identic¢an sistemu koji smo dobili za problem
sa konstantnom dubinom (3.1.24), pa je logi¢no da potrazimo reSenje na isti nacin.
Uves¢emo smenu (analognu smeni iz odeljka 3.1.2)

E=u—2c+ at,

3.2.12
n =u-+ 2c—+ at, ( )

i istovremeno ¢emo primeniti metod hodografske transformacije (zameni¢emo uloge
zavisnih i nezavisnoh promenljivih tako da x = z(&,n) it = t(§,n)). Diferenciranjem
funkcije z(&,m) 1 t(€,n) po = dobijamo

1 = ze(uy — 2¢,) + z(uy + 2¢4);
0 = te(uy — 2¢,) + ty(ug + 2¢4).

Pomoc¢u prethodnih jednac¢ina mozemo da izrazimo u, i ¢,

_tn_tE. __tn+t£

x = , 3.2.13
YA 1] (3.2.13)
gde naravno J je Jakobijan transformacije i J = x¢t, — x,te.
Dalje, diferenciranjem po t dobijamo da
0= ze(uy — 2¢, + @) + 2 (wy + 2¢¢ + );
1 =te(uy — 2 + o) + ty(uy + 2¢ + @),
odakle moZzemo da odredimo u; 1 ¢;:
_ ey _ _ Int e 3.2.14
Uy 57 «Q; Ct YV (3.2.14)
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Na osnovu (3.2.12) mozemo da izrazimo u i ¢:

§+n—2at n—<
= —; = —. 3.2.15
u 5 ; c 1 ( )
Preostalo nam je da izraze (3.2.13), (3.2.14) i (3.2.15) uvrstimo u sistem jednacina
(3.2.9). Na ovaj nac¢in smo dobili

E+n—2at
2
E+n—2at
2

(tn _ti) - T]Zl;g(tn"‘té) = 0;
(ty 410+ 15 1~ 1) = 0.

Te — Ty +
Te+ Ty —
Eliminacijom z,, zatim ¢ dolazimo do sledeceg sistema jednacine

1
335—1(£+37]—4at)t5:0;

1
(36 +n —4at)t, =0.

IT]_Z

Konacno diferenciranjem prve jednacien po 7, druge po &, zatim eliminacijom ¢lana
Zgp, dolazimo do potpuno identi¢ne jednacine, kao i u prethodnom slucaju, za prob-
lem sa konstantnom dubinom:

2(n — E)tey = 3(t, — te). (3.2.16)

Interesantno je, dakle, da i u problemu sa konstantnom dubinom, i u problemu sa
promenljivom dubinom (nepokretna donja granica je konstantnog nagiba), dolazimo
do iste diferencijalne jednacine. Ipak, i u ovom slu¢aju treba napomenuti da resenje
postoji ako su J i J~! razliciti od nule.

3.3 Hidraulicki skok i plimni talas

Interesantna pojava u dinamici fluida je hidraulicki skok. U rekama se javlja u
slu¢aju nagle promene dubine vode h, §to je ¢esto povezano sa turbulentnim stru-
janjem i znac¢ajnim energijskim gubicima. Hidrauli¢ki skok je stacionaran u odnosu
na obalu reke, odnosno nepokretni sistem referencije. Ako se krec¢e, onda se naziva
plimni talas. Za obe ove pojave, promena dubine vode moze da iznosi i nekoliko
metara, ali se javlja na vrlo kratkom rastojanju od 1 — 2 metra. Ova cinjenica
opravdava modeliranje hidraulickog skoka i plimnog talasa kao diskontinuiteta.

Ispitiva¢emo dvodimenzionalni slucaj. I dalje koristomo pretpostavku da 6 — 0,
$to za posledicu ima da u = u(z,t), tj. da u ne zavisi od z. Jednacine plitke vode
su ve¢ izvedene i date su na sledeé¢i nac¢in u diferencijalnom obliku

hi + (hu), =0, uy + uug + hy = 0. (3.3.1)

Kada reSenja koja trazimo nisu diferencijabilna, jednacine oblika (3.3.1) nisu
adekvatne za analizu. Zbog toga nam je potreban njihov integralni oblik, jer smo
pretpostavili da h i w nisu neprekidne funkcije. Pri tome treba imati u vidu da
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je prilikom izvodenja jednacine (3.3.1); izvrSena integracija po z koordinati, dok u
slu¢aju jednacine (3.3.1) to nije bilo u¢injeno. Da bi se dobili konzistentni uslovi
na povrsi prekida, gde se javlja hidraulicki skok, neophodno je jednadinu (3.3.1);
integrirati po x koordinati, a jednacinu (3.3.1)s prvo po z, a potom po = koordinati.

Prvu jednacinu iz (3.3.1) smo dobili iz jednac¢ine kontinuiteta, gde smo u jednom
trenutku koristili integral po z2. Treba sad da integralimo i po z. Ako funkcije h i
w imaju prekid u x = X(¢) onda ¢emo integraciju vrsiti u fiksiranom ograni¢enom
intervalu I = [a, b], koji zadovoljava uslov a < X (t) < b za svako t. Integracijom
jednacine po x dobijamo

b b b

d
/htdx:% /hdm i /(hu)zdx:hu

a a a

b

a

Promena redosleda integracije i diferenciranja je u prvom sluc¢aju opravdana zato §to
se posmatra lokalna (za fiksirano x) promena veli¢ine h u vremenu. Tako dobijamo

b b

d
= 0.

p /hd:c + (hu)

a

a

Sada mozemo da razdvojimo integral na dva dela, pri ¢emu ¢emo uvesti oznake X~
i X za levi i desni limes

; X~ b )
pr /hdx+/hdw + (hu)| =0.
a X+ “

Dalje, treba zameniti redosled diferenciranja i integrala, ali moramo da obratimo
paznju na ¢injenicu da X~ i X zavise od ¢ (nasuprot njima, a i b su konstante),
pa zbog toga prethodni izraz postaje

b

X dX

b
=0,

a

a

gde smo pretpostavili da je X (t) diferencijabilna funkcija, a h* = h(X*). Ako
pustimo da a — b dolazimo do prvog uslova za skok koji mora da bude zadovoljen
na povrsi diskontinuiteta X, tzv. Renkin-Igonoov uslov:

—U[h] + [hu] = 0, (3.3.2)
gde je U = %X Dbrzina kretanja diskontinuiteta, a [f] = f* — f~ . U slucaju
hidraulickog skoka po pretpostavci je U = 0, pa dolazimo do zakljucka da je hu
odrzan duz diskontinuiteta, t].

h™u~ =htu™.

. o .. . .. . o . . h
2Ona se, naime, moze dobiti neposrednom integracijom jednagine kontinuiteta po z, fo (ug +

w,)dz = 0, odakle sledi foh uzdz +w|} = 0. Ako iskoristimo ¢injenicu da u ne zavisi od z i grani¢ne
uslove (3.1.2) i (3.1.3), dobijamo h; + (hu), = 0.
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U nastavku integralice se druga jednacina iz (3.3.1). Prvo ¢emo izvrsiti inte-
graciju po z

h

e+ hy)dz=0
/(ut+uu + h,) dz (33.3)
0

hu; + huu, + hh, = 0,

jer ni w ni h ne zavise od z. Pre integracije po x, kra¢im trasformacijama sve$¢emo
prethodni izraz u drugaciji oblik. Imac¢emo

hu; + huu, + hh, £ (huu, + uuh,)
= hu; + (huu, + huu, + vuhy,) + hhy — u(huy, + uhy)
= huy + (uuh), + hhy — u(—hy)
= hu; + uhy + (uuh), + hh, =0,
gde je koriséena prva jednadina iz (3.3.1) i pravilo za izvod proizvoda dve funkcije.
Odatle sledi
(hu); + (mﬂ + %hQ) =0. (3.3.4)

T

Sada imamo povoljniji oblik za integraciju po x, pa mozemo da krenemo:

b b

d 9 1.9 _
7 /hudx —l—/(hu —i—Eh)xdx—O.

a a

Radimo sve analogno prethodnom sluc¢aju, pa ¢emo i ovde razdvojiti integral

X b
d 2, 1.9
7 /hudm—i—/hudm —|—<hu +§h)
X+

a

b
=0,

a

odakle, ako zamenimo redosled diferenciranja i integracije, dobijamo

b

/(hu)t dx + (hu)% — (m)*ﬁ + (mﬂ + %h?)

a

gde je (hu)* = h*u*. Napokon, moZemo da odredimo drugi uslov za skok, tako §to
¢emo opet pustitida a — b :

—Ulhu] + Hmﬁ + %fﬂﬂ = 0. (3.3.5)

Ovo relacija predstavlja zakon odrzanja koli¢ine kretanja na singularnoj povrsi.

Imamo, dakle, dve jednacine/uslova (3.3.2) i (3.3.5) sa pet promenljivih (stanje
na levoj strani diskontinuiteta u~ i h~, zatim stanje na destonj strani u™ i h' i
brzina U), pa ako nam je dato stanje na levoj strani i U, onda lako mozemo odrediti
stanje na drugoj strani.
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Postoji jos jedan uslov, tzv. energijski uslov, koji nam govori o odrzanju energije
na povrsi diskontinuiteta i ima sledeéi oblik (njegovo detaljno izvodenje je dato u
Dodatku 5.1)

1 1
—5U [hu® + 1?] + |[§hu3 + uhQH = 0. (3.3.6)

Uloga ovog uslova je malo drugacija u odnosu na prva dva, a ilustrovacemo na
slede¢em primeru. Da bi bilo jednostavnije, posmatra¢emo hidrauli¢ki skok (U = 0).
Prethodni uslov je u ovom slucaju slede¢eg oblika

1
|l§hu3 + uhQH =0,

dok iz prvog i drugog uslova sledi
[hu] = htut —h u” =0

Hmﬂ + %lfﬂ = 0.

Iz prvog uslova znamo da htu™ = h™u™ = m, a iz drugog da je [hu?] = $[—R?].
Koristeéi ove rezultate, mozemo da raspiSemo treci uslov:

ﬂ%fnﬁ + uhZH = ﬂuh (%UZ + h)ﬂ =m |Eu2 + hﬂ = %m[[UQ]] + m[h]
- %m(mr2 —u ) +m[h] = %m(lﬁ +u”)(u" —u”) +m[h]

= %(qu +u)(htut? = hou™?) + m[h].

U poslednjem koraku je iskoriséen prvi Renkin-Igonoov uslov, ali na dva nacina:
jednom kao m = h'u™, a drugi put kao m = h u~. Daljim transformacijama
dobijamo

%(lﬁ +u)(htut® = hu™?) + m[h]

= S + ) [+ ] = (" + )[R+ ]

2
1 + _ _2 +2 + _
:Z(u +u )(h " =h"T)+m(hT —h7)
1
= Z(h_ — b)) (W ut +htu” +h ut + hTu” +4m)
1. _ _ _ _
= (7 = hT)(h7 (" —uT) = W (" —uT))
_om o o (kT
Ty Uy ( m )
__m - _ p+)3
= e )
Za poslednji izraz znamo da je jednak nuli jedino kad je h~ = h™, $to znaci da nema

skoka. Na osnovu ovoga, mozemo da zaklju¢imo da ako imamo skok, izraz je razlic¢it
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od nule, tj. uslov odrzanja energije ne moze da vazi. Sta viSe, znamo da je kod
hidrauli¢kog skoka h~ < h™ (zato §to je kod brzina situacija obrnuta, u~ > u'), pa
je poslednji izraz negativan. Ovo rezultat pokazuje da kog hidraulickog skoka dolazi
do gubitka energije. To je posledica turbulentnog strujanja vode u okolini povrsi
diskontinuiteta, sto uzrokuje gubitak eregije.

Konacno, kao posledicu prvog i drugog uslova, mozemo izvesti jednu interesantnu
jednacinu. Pretpostavimo da je U = 0 (hidraulicki skok), i da su nam date u~ i h™.
Tada na osnovu prvog uslova mozemo izraziti u*

B h~u~
=

u+

i uvrstiti u drugi uslov

(2 =n) =hu =t (h“>2
ht

1 ht?
(i3

. _2 .
Ako sad podelimo sa h™" i uvedemo nove oznake

N

I
=
g|
(Y]
N
—_
|
D| =
+ |
~_

ht u”
H="" i F="_
h— v h—

posle kra¢ih transformacija dolazimo do kubne jednacine po H
(H—1)(H?>+H —2F?) =0.
Prvo (o¢igledno) resenje ove jednacine je
H=1,
Sto je slu¢aj kada h™ = h™, tj. nema skoka. Druga dva resenja su

7 —1—+/1+8F? NOH —1+4+ 1+ 8F7?
frng 111 — .
2 2

Prva nema fizicku interpretaciju jer znamo da H mora da bude pozitivno, a ovaj
izraz je negativan za svako F'. Druga jednacina je znacajna i ukazuje nam na to da
je skok je mogu¢ (tj. H > 1) samo ako je F' > 1. Parametar F' (Cesto se koristi
oznaka F.) se naziva Frudov broj. Za protok fluida kazemo da je superkritican ako
je ' > 1, a ako je F' < 1, onda je protok subkritican i skok nije mogué.



Glava 4

Neklasi¢ni problemi plitke vode

U ovom odeljku ¢emo dati prikaz nekih neklasi¢nih problema prostiranja vodenih
talasa. Oni predstavljaju predmet savremenih istrazivanja. Na primer, u radu [5]
analizirana su singularna reSenja jednacina plitke vode, koja sadrze Dirakovu delta
distribuciju. Ovde ¢emo se, medutim, baviti pojavom hidraulickog skoka i reSava-
njem Rimanovog problema za jednacine plitke vode, prikazanim u radu [4]. Glavna
poteskoca u reSavanju ovih problema nastaje kada bezdimenzionalni parametar, Fru-
dov broj F' = u‘/\/h_*, ima velike vrednosti, F' > 1. Ispostavlja se da je pod
odredenim uslovima tada moguéa pojava delta Soka, o Cemu Ce biti re¢i u nastavku.

4.1 Superkriti¢ni tokovi

Jednacine plitke vode se u bezdimenzionalnom obliku mogu zapisati kao

he + (hu), = 0, (4.1.1)

1
—h = 4.1.2
ut+uu$+2F2 =0, ( )

gde je F' Frudov broj. Rankin-Igonoovi uslovi za ove jednacine su

dX [ [hu? + 53207

i T (4.1.3)

Primer 1. Najpre ¢emo posmatrati problem u kom fluid miruje u pocetnom
trenutku, sa konstantnom dubinom h=1zax >0, iu=1ux =tzat > 0. Ovi
uslovi rezultuju uniformnim tokom, koji je podeljen u dve oblasti, sa diskontinuite-
tom u X = X (¢). Na osnovu Rankin-Igonoovih uslova (4.1.3) znamo da dubina flu-
ida h* s desne strane udarnog talasa (,,Soka”) zadovoljava slede¢u jednadinu (h~ = 1,
u=1iut=0)

R —h? — (2F2 1) T +1=0. (4.1.4)
Ova jednadina ima tri resenja kad F — oo, ht = 0 i ht = £v/2F, ali samo
h* = +/2F ima fizicku interpretaciju, pa znamo da je visina diskontinuiteta je v2F

a njegova duzina je % Detaljan postupak resavanja ove singularno perturbovane
jednacine dat je u Dodatku 5.2.

41
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Primer 2. Drugi problem koji ¢emo razmotriti je Rimanov problem za dva
fluidna toka, koja se kre¢u jedan prema drugom u x < 0, i sudaraju se u z =1t =
0. Posmatrajmo sad problem, kada dva te¢na sloja kre¢u jedan prema drugom.
Pretpostavimo da bezdimenzijska dubina i brzina imaju jedini¢ne vrednosti. Na
osnovu (4.1.3) za udarni talas u x = £Vt znamo da je u intervalu (—=Vt, Vt) brzina

1

jednaka nuli, a dubina opet ima vrednost v2F, kad F — oco. Pri tome je V ~ Tk

4.2 Delta Sok

Posmatrajmo sistem jednac¢ina (4.1.1) i (4.1.2) u grani¢nom sluc¢aju kada F' — oo
i potrazimo reSenje tako da u(z,t) i h(x,t) budu glatke funkcije izuzev u diskonti-
nuitetu X (), gde se ponasaju kao delta distribucija i zadovoljen je uslov (4.1.3). U
ovom slucaju sistem jednac¢ina (4.1.1) i (4.1.2) se svodi na slede¢i oblik

1

2
~u?), =0,
u + (G) (4.2.1)
ht + (hU)x = O,
dok su pocetni uslovi dati u obliku
h 0
(u, ) (s, 0) = 4 (W Tu)s @ <0, (4.2.2)
(Ud, hd), T > 0,

Funkcije u; 1 hy predstavljaju pocetna stanja sistema (4.2.1) za x < 0, tj. levo od
Soka. Analogno, ug i hy su pocetni uslovi istog sistema, ali za x > 0. X(t) je
nepoznate funkcije i predstavlja poziciju Soka.

Pretpostavimo sada da su w i h u diskontinuitetu X (t) opisani delta Sokom,
odnosno da se ponasaju kao delta distribucije. d(x — X (¢)) predstavlja Dirakovu
delta distribuciju definisanu na sledec¢i nacin

o0, =X

5@—){):{0 T4 X,

Sistem jednacina (4.2.1) sa poCetnim uslovima (4.2.2) je Rimanov problem. ReSe-
nje Rimanovog problema, uz pretpostavke da su u;, ugq, h; i hq konstante, je prikazano
u radu [?]. Na osnovu pocetnih brzina u; i ug D7ozef je dobio tri reSenja. Ako je
u; < ug, onda reSenje glasi

(ul, hl), r < uﬂf,
(u(z,t), h(z,t)) = (£,0),  wt <z <ugt, (4.2.3)
(ud, hd), T > ugt.

U slucaju kada je u; = ug = ug vazi

(ug, i), x < ugt,

424
(uo, ha), x > ugt. ( )

(u(:r;, t)v h(iL’, t)) = {
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I konac¢no, u tre¢em slucaju, kada je u; > ug, pojavljuje se delta distribucija

(wr, ha), T < st
(u(z,t), hiz, 1)) = ¢ (458 (uy — ug) (2ER2) t5(x — st)), o = st, (4.2.5)
(ud, ha), T > st,

gde je s = dX/dt brzina Soka i moZzemo je odrediti na osnovu Renkin-Igonoovih

uslova: [[1 )
SU U + ug
s = EUH = 5 (4.2.6)

UvesS¢emo oznaku h(t),

m@_4w—u@< (4.2.7)

koji moze se interpretirati kao masa fluida apsorbovanog u delta Sok u trenutku ¢.

hl+hd> :
2

4.3 Diskontinuitet sa gubljenjem mase i koli¢ine kre-
tanja

U fenomenima, kao $to je sudar dve fluidne struje opisan u Primeru 2, stvara
se jedan mlaz i strujanje fluida prestaje da bude jednodimenzijsko — javlja se kom-
ponenta brzine u pravcu z—ose. Ovo strujanje mora biti opisano potpunim siste-
mom Ojlerovih jednacina. U sistemu referencije vezanom za mlaz, odnosno njegovo
podnozje (koren), strujanje je stacionarno. Tada je iz Ojlerovih jedna¢ina mogudce
odrediti polozaj mlaza x,(t), njegov nagib (3, Sirina mlaza hg, i brzina fluida u
pravcu mlaza Uy,

drsg, u™4u”

= 4.3.1

= 5 (4.3.1)

hgp=h"+h", (4.3.2)
h™ —ht

COSﬁ = m, (433)
- _ gt

U, = % (4.3.4)

Opisan model sudara dve fluidne struje, ako se posmatra u z—pravcu, sadrzi
gubitak mase, koli¢ine kretanja i energije zbog kretanja mlaza u z-pravcu. Ovu
situaciju je moguc¢e modelirati i pomoc¢u jednacina plitke vode za F' — oo, ako
se u jednacinu (4.2.1); doda ,ponor” koji opisuje gubitak koli¢ine kretanja. Tada
dobijamo jednacinu

he + (htt)g = —Misg(H)3(2 — 24p(1)), (4.3.5)

gde je x4, (t) nepoznata funkcija koja odreduje polozaj mlaza, a M;,,(t) je izgubljena
koli¢ina kretanja u mlazu. Ako prethodnu jednac¢inu integralimo duz diskontinuiteta,
dobijamo da vazi

dxs),

Mz, (1) = [hu] =[] =22 (4.3.6)
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Ako jednacini (4.3.6) dodamo jos i jedna¢inu (4.3.1), dobi¢emo potpuno odreden
sistem. Tada koris¢enjem jednacina (4.3.2)-(4.3.4) mozemo izvesti sledeéi identitet

Mi(t) = Usphsp (4.3.7)

4.4 Primeri

U ovom odeljku na primerima ¢emo ilustrovati rezultate koje su dobijene za
superkriti¢ne tokove.

4.4.1 Simetri¢an sudar

Klasi¢an primer za simetrican sudar dve fluidne struje je naveden u Primeru
2. Dakle, i levi i desni sloj fluida su jedini¢ne visine. Pretpostavimo da se fluidi
sudaraju u poc¢etnom trenutku ¢ = 0 u tacki X(0) = 0. Brzina levo od X(0) je
jednaka 1, a desno od X (0) je —1. Problem ¢e biti reavan na dva nacina: najpre ée
biti primenjene odgovarajuce jednacine za delta $ok (4.2.3)-(4.2.5), a potom ¢emo
ga analizirati koris¢enjem jednacine sa ponorom (4.3.7), odnosno (4.3.1)-(4.3.4).

Znamo da w; = 11 ug = —1, pa mozemo zakljuciti da treba da koristimo (4.2.5),
jer vazi da u; > uy. Na osnovu toga dobijamo za brzinu $oka iz (4.2.6)

up+uqg
5 =
pa dolazimo do sledec¢e diferencijalne jednacine za poziciju Soka
_axm

dt
Resenje ove jednacine na osnovu pocetnog uslova X (0) = 0 je

X(t) =0. (4.4.1)

0,

Koriséenjem jednacine (4.2.7), mozemo da odredimo i masu:

holt) = (ur — ug) (hl ! hd) _— (4.4.2)
Ako rezultate uvrsitimo u (4.2.5) dobijamo

(1,1), x <0,
(ua, 1), h(z,8) = (0,20), = =0, (4.4.3)
(—-1,1), z>0,
Na osnovu drugog modela, jedna¢ina (4.3.1) nam predvida, kao i u prethodnom
slucaju
Zep(t) = 0. (4.4.4)
Koli¢ina kretanja u mlazu, koja je jednaka izgubljenoj koli¢ini kretanja M;.,, na
osnovu (4.3.2), (4.3.4) i (4.3.7) je
Usphsp = 2. (4.4.5)

Ovaj rezultat je u skladu sa (4.4.2), tj. dobija se da je prirastaj mase jednak 2t.
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4.4.2 Asimetri¢an sudar
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U asimetri¢nom slu¢aju pretpostavicemo da je brzina fluidne struje sa leve strane
w; = 2 1 ima jedini¢nu visinu, i sudara se sa fluidom jedini¢ne dubine za x > 0 i
t = 0, koji se nalazi u stanju mirovanja uy = 0. I u ovom slu¢aju imamo da je
w; > ug, pa je resenje sistema (4.2.1) dato izrazom (4.2.5). Brzina Soka na osnovu

(4.2.6) je razli¢ita od nule
o= up+uqg 1
=5 =1

Iz diferencijalne jednacine
dX(t)
dt
na osnovu pocetnog uslova da X (0) = 0 dobi¢emo poziciju Soka

=1,

X(t) =t

Visinu $oka mozemo da odredimo iz (4.2.7)

ha(t) = (w1 — 1g) (h’ ; hd) s

Ako rezultate uvrsitimo u (4.2.5) dobijamo

(2,1), x<t,
(u(z,t),h(x,t)) =< (1,2t), x=t,
0,1), x>t

Na osnovu modela sa gubljenjem mase iz uslova (4.3.1) imamo da

dxgp(t) _q
a7

tj. na osnovu pocetnog uslova
Tep(t) =1t.

Izgubljena koli¢ina kretanja u mlazu na osnovu (4.3.2), (4.3.4) i (4.3.7) je

Mizg - 2

(4.4.6)

(4.4.7)

(4.4.8)

(4.4.9)

(4.4.10)
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Dodatak

5.1 Energijski uslov

Polazi¢emo od jednacine (3.3.4) tako §to ¢emo pomnoziti sa u:

1
u(hu); + u (hu2 + §h2> = 0. (5.1.1)

T

Prvi sabirak iz prethodnog izraza movemo transformirati u sledec¢i oblik

u(hu)y = (hu?)y — huuy
= (hu?); + u(huu, + hh,),

gde smo koristili pravilo za izvod proizvoda i jednavinu (3.3.3). Za drugi sabirak

vazi
2 1,9 3, 1.9 2 1.9
u | hu +§h = | hu +§hu — | hu +§h Uy .

Ako ove rezultate uvrstimo u jednac¢inu (5.1.1), posle kra¢ih transformacija dolazimo
do sledeceg izraza

T x

1 1
(hu?); + (hu3 + §h2u) + huh, — §h2ux = 0. (5.1.2)

xT

U nastavku pomnozi¢e se prva jednacina iz (3.3.1) sa h:
hh; + h(hu), = 0. (5.1.3)
Ako iskoristimo pravilo za izvod proizvoda i ¢injenicu da (%hz) . = hhy, dobijamo

1
(§h2> + (h*u), — huh, = 0. (5.1.4)
t

Dalje, ako pomnozimo jednac¢inu (5.1.2) zatim saberemo sa jednac¢inom (5.1.4) do-
bijamo
1 1 1 ) 1 1
—hu® + Zh? —hu® + —h*u) — zhuh, — —h*u, = 0.
<2u+2)t+(2u+4ux2u T
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Ako sad iskoristimo ¢injenicu, da

1 1 1
_h2 — h 12
(4 u)x 2hu $+4h Uy,

dolazimo do jednacine koja je zgodna za integraciju po x:

1
(hu® + hz)t + (éhu?’ + hzu) = 0. (5.1.5)

T

1
2

Dalji postupak (integracija po x nad intervalom [a, b]) je identi¢an postupcima ko-
jima je dobijen uslov (3.3.2) ili (3.3.5), pa kona¢no smo dobili

1 1
—5U [ + 1] + IkhuS + uhzﬂ =0.

5.2 ReSavanje singularno perturbovane jednacine za
Bt

Za reSavanje jednacine (4.1.4) se koristi asimptotski metod. Ako podelimo jed-

nacinu (4.1.4) sa F? i posmatramo slu¢aj kada F' — oo, jednacina postaje singularno

perturbovana sa malim parametrom ¢ = % (¢ - 0 kad F' — o0) i ima slede¢i oblik

eE2nt? — 2t —2nt —2ht 42 = 0. (5.2.1)
Prethodna jednacina u slu¢aju kada € — 0 ima samo jedno reSenje, ht = 0. Ostala
reSenja se dobijaju skaliranjem promenljive A™

H
= (5.2.2)

e # 0. Posle uvodenje smene i mmozenje sa ¢, skalirana jednacina glasi
H? —eH? —2H —*H +* = 0. (5.2.3)
Predstavi¢emo reSenje u vidu formalnog asimptotskog razvoja po ¢
H=Hy+ecH +c°Hy+cHy + ... (5.2.4)

Ako ovo uvrstimo u jednac¢inu (5.2.3) i izjedna¢imo sa nulom koeficijente uz odgo-
varajuce stepene ¢, dobija se sistem jednacina koji se reSava rekurzijom

Hy —2H, =0,
3H;H, — H{ — 2H, =0,
3H{Hy — 2Hy + 3HoH; — 2HoH, — Hy =0,
H} — H} + 3H3H3 — 2H3 + 63HoH Hy — 2HoHy — Hy +1 =0. ..
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Na osnovu resenja ovog sistema i (5.2.4) dobijamo sledeca tri reSenja

H="
2
e 52 &3
He_yseS_ 522
2 8/2 4
e be? &3
H=vV2+-+ S
2 82 4

Ako reSenja zapiSemo u originalnim promenljivim, za dovoljno veliko F' dobijamo

Kt =0, ht=-—V2F ili ht=+V2F (5.2.5)



Zakljucak

U ovom radu je dat pregled nekih problema prostiranja talasa na vodi. U pr-
vom delu su izvedene osnovne jednacine koje modeliraju ovaj proces, analizirani
su granic¢ni uslovi i izvrSeno je njihovo bezdimenzionisanje. U drugom delu rada
su analizirani linearni problemi prostiranja talasa promenljive dubine, gravitacionih
talasa i rubnih talasa. Treé¢i deo sadrzi analizu nelinearnih talasa velikih talas-
nih duzina i nelinearnih talasa promenljive dubine. Pored pregleda karakteristi¢nih
metoda reSavanja, proucena su i prekidna reSenja koja opisuju hidraulicke skokove.

Cetvrti deo rada je posveten savremenim problemima koji se sre¢u u analizi
jednacina plitke vode. Naime, kada bezdimenzionalni parametar, Frudov broj, ima
veoma velike vrednosti, F' — oo, jednacine plitke vode se svode na ,degenerisani”
oblik koji dopusta egzistenciju neklasi¢nih reSenja — delta Sokova — koja sadrze delta
funkciju. Pored toga, ovaj model na adekvatan nac¢in moze obuhvatiti i diskontinu-
itete sa gubljenjem mase i koli¢ine kretanja. Ova analiza je posluzila za proucavanje
simetri¢nih i asimetri¢nih sudara u superkriti¢cnim tokovima.

Analiza sprovedena u ovom radu pokazala je da problemi prostiranja talasa na
vodi, iako imaju dugu istoriju, i dalje predstavljaju izazov za istrazivace. Od lin-
earnih problema, preko ,standardnih” nelinearnih problema sa prekidnim reSenjima,
stiglo se u savremenim istrazivanjima do proucavanja neklas¢nih reSenja sa delta
Sokovima. To pokazuje aktuelnost ovih problema i nagovestava da ¢e i dalje pred-
stavljati predmet aktivnih naucnih istrazivanja.
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