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Predgovor

Cekanje u redu je sveprisutna pojava. Ovaj problem se pojavljuje u praksi kad
odredeni broj jedinica, bilo ljudi ili predmeta, koji traze odgovaraju¢u uslugu ili obradu
moraju Cekati, tj. provesti izvesno vreme u redu cCekanja pre nego Sto budu usluzeni.
Cekanje u redu predstavlja stajanje u redu, a procesi ¢ekanja u redu su stohasticki procesi koji
proizilaze iz fenomena stajanja u redu. Na primer, procesuiranje podataka u ra¢unarskom
centru, usluzivanje kupaca u supermarketu, kao i protok poslova kroz radionicu — sve to
ukljucuje ¢ekanje u redu.

Osnovni cilj ovog rada je da predstavi proces masovnog posluzivanja i da ukaze na
probleme na koje nailazimo prilikom proucavanja ¢ekanja u redu.

U prvom poglavlju obradene su osnovni pojmovi teorije verovatnoce i stohasticke
analize. U ovom delu rada posebna paznja je posvefena Poasonovoj i eksponencijalnoj
raspodeli, sa akcentom na blisku povezanost Poasonovog procesa sa pomenutim raspodelama.

U drugom poglavlju razmatrano je nekoliko sistema ¢ekanja u redu. Pretpostavljeno je
da su procesi pristizanja u sisteme masovnog usluzivanja Poasonovi procesi, kao i da su
vremena usluzivanja eksponencijalno raspodeljena. Detaljno je prikazan opsti model
masovnog usluZivanja po principu radanja i umiranja. U nastavku, predstavljene su neke od
Siroko primenjenih modela masovnog posluzivanja, pre svega modeli sa jednim serverom, tj.
0/0/1i0/0/1/dmodel, kao i sistemi sa vise servera, odnosno 0 /0 /i/D,0/0/i/®
O/0/i/ii0/0 /D model, gdei i predstavljaju broj servera i kapacitet sistema, redom. Za
svaki od ovih modela predstavljena su osnovna svojstva i osobine, a ve¢ina je ilustrovana
primerima. Na kraju, je uradena simulacija, gde smo kao primer posmatrali ¢ekanje u redu u
posti.

Ovom prilikom se zahvaljuiem svim profesorima i asistentima na ukazanom
znanju tokom studiranja. lzuzetnu zahvalnost dugujsgwem mentoru, prof. dr Danijeli

RajterL i r i |, na sugestijama, saveti ma, strpljen
kao i na zanimljivim predavanjima tokom studiranja koja su bila jedan od razloga da se

opredel im za temu hida seaahelimoshojoja gotodici, prifatelimai a b i
svima Kkoj i su  mi na bil o Koj i nal i n prug

izrade ovog rada.

Novi Sad, oktobar 2012. Elvira Klebecko



Glava 1

1. Uvodni pojmovi

U ovoj glavi izlozi¢emo osnovne pojmove teorije verovatnoce i osnovne pojmove
stohastickih procesa. S obzirom da ¢emo u ovom radu posmatrati Sisteme masovnog
posluzivanja, gde su pristizanja Poasonovi procesi, a vremena posluzivanja eksponencijalna,
poznavanje ove teorije je neophodno za razumevanje rada.

1.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

Teorija verovatno¢e bavi se matematickim modelima ¢iji ishodi zavise od slucaja.
Skup svih mogucih ishoda ozna¢imo sa nmj. Elemente skupa m nazivamo elementarnim
dogadajima i oznadavamo sa] . Skup ©® P mnazivamo slu¢ajnim dogadajem, dok sa O
oznatavamo dogadaj suprotan dogadaju A. Skup mynazivamo sigurnim dogadajem, an je
nemogu¢ dogada,;.

Definicija 1. Podskup _ partitivhog skupa v m je , - algebra (,, - polje) nad myako su
zadovoljeni uslovi:

Lmn s
2.ako AN _,ondadlv _;
3.ako O-gpg P . ,0NdaZ gg O |

Definicija 2. (Ak s i o ma v)eéNeka je gskup elcinentarnih dogadaja i, — algebra
nad nm). Funkcija 0 D_© 0,1 se zovever ov and prastdria nmy, ako zadovoljava
uslove:



1.0m =1;

2. Ako O-qges P . ,0q 00=",Q QUG 1,2,8 ,onda

a1 a1

Prostor verovatnoéa je uredena trojka m,_,0 .

Definicija 3. Neka je dat prostor verovatnoéa m,_,0 i neka su dati dogadaji 6,6 N _, pri
emuje0 & >0.Us| ovna Vv dogadnju @ pod wslbvam realizacije dogadaja 6, u
oznaci 0 6|6 , definide se sa

.o, 0 00
U 0|0 = ——
Lo
Drugi izraz za uslovnu verovatnocu je
. .., 0DODO|O
0 0|0 = T
O

Definicija 4. Familija 04,0,,8 dogadaja iz _ je nezavisnako je

LT)b*QS b*’Q :66”’Q EG 6”’(@,
za svaki kona¢ni niz indeksa 'Q,8 ,"Q, takvindaje Q< 8 < Q.

Dva osnovna tipa slucajnih promenljivih su: diskretne kod kojih mozemo slucajnoj
promenljivoj dodeliti konkretne vrednosti sa odredenim verovatno¢ama, i apsolutno
neprekdne kod kojih to nije moguce, tj. slu¢ajna promenljiva kao vrednosti ima sve tacke
nekog (konacnog ili beskona¢nog) intervala.

Definicija 5. Skup vrednosti diskretne sluc¢ajne promenljive @,0»,8 , zajedno sa
odgovaraju¢im verovatnoéama ) Gp = 0 ©O= &g, ‘& 1,2,8 , predstavlja zakon raspodele
verovato | &ili krace, raspodeld slucajne promenljive &. Zakon raspodele obicno se
predstavlja u obliku seme

“Dna Ao

Mh M

Definicija 6. Funkcija raspodelé@ & Da © [0,1] slucajne promenljive & je definisana kao

Qo =0 O< .



Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive @ pokazuje koliko je verovatno da & uzima vrednosti
manje od & i ona postoji i jedinstvena je za svaku slu¢ajnu promenljivu.

Za apsolutno neprekidne slucajne promenljive, gustina raspodele slucajne promenljive se
definiSe na sledeci nacin.

Definicija 7. Slu¢ajna promenljiva @ je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji nenegativna
integrabilna funkcija s ¢ @, H< @< Ho takva da je za svaki skup “YN ' s,

Funkcija ¢4 @ zove se gusti na r as p o d(guktiea rasgodele wlading o | a
promenljive .

Definicija 8. Veza izmedu funkcija raspodele i gustine slu¢ajne promenljive & je data sa
)
Qw = e O AW AR WM A.
H

U svakoj tacki neprekidnosti gustine ¢ ; w vazi

o0 =Fo.

Definicija 9. Mat emat i | k ® waodli eskkirvea mjee s | udsajaspodelonp r o me n |
N o, Q= 1,2,8 ,definie se sa
H
Ow:= @ &,
1
i postoji ako i samo ako
H
WRN o < Hb.
1

Definicija 10. O] e k i apsoluthoeneprekidnslul ajne promenljiveld sa gustinom e 5 @ je
H

0d = wyo®
H

i ono postoji ako gornji integral apsolutno konverga, odnosno, ako



H
TR ; O Q< Hb.
H
Drugim re¢ima, O(&) postoji ako i samo ako ‘O[S9 postoji. U tom slu¢aju mozemo imati

predstavu o matematickom ocekivanju kao srednjoj vrednosti slu¢ajne promenljive.
Vidimo da matematicko ocekivanje ne mora da postoji za svaku slu¢ajnu promenljivu.

Definicija 11. Ako slu¢ajne promenljive @y,8 ,& ,€ N &, imaju oekivanja onda

Definicija 12. Momenat reddQ’Q" s, slutajne promenljive & je O &% . Centralni momenat
reda Q'O w, slu¢ajne promenljive ®je’ 0 & O®

Ako slucajna promenljiva & ima momenat (centralni momenat) reda&, € 2,onda onaima i
sve momente (centralne momente) reda 1,2,8 ,&¢ 1.

Matematicko ocekivanje ne pruza dovoljno informacija o "rasturanju” vrednosti slucajne
promenljive @ oko ‘O(&) . Zbog toga se sledecom definicijom uvodi jo§ jedna vazna
numericka karakteristika slu¢ajne promenljive.

Definicija 13. Centralni momenatirugog redaslucajne promenljive ( zove se disperzija
(varijansa slucajne promenljive @i ona predstavlja ocekivanu vrednost kvadrata odstupanja
od srednje vrednosti. Oznagava se sa O(®) ili , > @& . Dakle,

0L =0 & 00 > =0 .

Definicija 14. Standarda devijacija(st andar dno odst upanglu&ape pr ose
promenljive @ se definise sa

gde e O(®) O.
Definicija 15. Kovarijansaslu¢ajne promenljive @i @ je
EUOO=06 0O & O® =00 0VOOO®.

Ako je GEU(6, () = 0, kazemo da su sluGajne promenljive i &nekorelirane (nepovezane).
Iz definicije vidimo da su nezavisne slu¢ajne promenljive ujedno i nekorelirane.



1.2 Eksponencijalna raspodela

Definicija 16. Neprekidna slu¢ajna promenljiva & ima eksponencijalnu raspodelu _ sa
parametrom _ > 0 ako je njena funkcijagustire data sa

_Q-® & 0

o . = .
@ 0 , W< 0

ili ekvivalentno, ako je funkcija raspodel@lata sa

@
a1 Q% @ 0
Q w = o 0D 0 < O
Ho
Ol e k i slu&jnejpremenljive O _ je
Ho Ho L
00 = wyo=  @Q-"Qo=-.
Ho 0 =
Disperzijaslu¢ajne promenljive 0D _ je
Ho
O((JL)):O(.L)2 QW = 0)2=Q=‘°Q;o = -

0

Eksponencijalna raspodela se ¢esto Kkoristi u raznim primenama, na primer, pri analizi
pouzdanosti rada sistema, kao model za vreme izmedu dva kvara. U ovim situacijama
recipro¢na vrednost parametra _ se javlja kao mera prose¢nog vremena rada uredaja koji se
ispituje.

Definicija 17. Neka je @ slu¢ajna promenljiva sa eksponencijalnom raspodelom. _ .Za
svako w Ovazi

@
DO>m=1 00 w=1 _Q-M=1Q-2
0
Koriste¢i definiciju uslovne verovatnoce, sledi da je
e on . o, DO+ OO>T Dw>i+0 Q=ito
Dw>i+du>i = — == —=Q-°=0 ®>0
0 Q> i 0 W> i =l

ili ekvivalentno



DD>i+0=00O>1 0&®d>0.

Jednakost 0 &> i + g@>1 =0 > 0 izrazava osobinu odsustva memorije. Sve dok
eksponencijalno raspodeljena slu¢ajna promenljiva @ zadovoljava ovu jednadinu vazi da je
ona "bez memorije (tj. ne pamti $ta se ranije desilo). Naime, ako slu¢ajna promenljiva &
predstavlja duzinu rada nekog uredaja bez kvara, tada nejednakost &> i znaci da je uredaj
ispravan posle i sati rada. Prethodna jednakost izrazava ¢injenicu da je verovatnoca da uredaj
ispravno radi jo§ bar O sati jednaka verovatnoc¢i da je uredaj ispravan posle O sati od
uklju¢enja. Drugim re¢ima, kao da uredaj "ne zna" da je pre togaradio i sati.

Napomena 1. Jedino eksponencijalna raspodela poseduje ovu osobinu.

1.3 Poasonova raspodela

Ova raspodela je grani¢ni slu¢aj binomne raspodele pod uslovom da je broj opita €
veliki, a verovatnoca r pojave dogadaja 0 u svakom pojedinaénom opitu mala.

Raspodel a Beemavtatreoiea sl i¥ljeaj ne promenljive

~ ~
¥

~ é 7 ) 7 ‘8 7 N7 ~
nQ=0y="10= . a% %= . q%1 7t % 0=018 ¢

Teorema 1.1. Ako uBer nul i jleroy oegavisgie ispitivaej neogr ani |l eno r
verovatnola u svakom | $fpP tLFeaioy U gdepjarda t ak

verovatnol a poj@utlppnaviapjmeksperitientgpdal’ a j a

Q-, 0=0,1,8:¢£0 Hb.

Definicija 18. Slu¢ajna promenljiva ¥, sa skupom vrednosti 0,1,2,8 i raspodelom
verovatnoca

~ TQ

Y e :TQ:T—'Q=, >O

LY Q _

naziva se Poasonovas | u| aj na ,pienondm [ j i va

Poasonova raspodela vezana je za pojavu retkih dogadaja i ima siroku primenu u telefoniji,
saobrac¢aju, demografiji, biologiji, fizici, itd. Koristi se kao model za broj dogadaja koji se

! Ova raspodela nosi naziv po francuskom matemati¢aru Simeo Denis Poisson-u (1781-1840).
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desavaju u jedinici vremena, pri ¢emu parametar _ predstavlja srednju vrednost broja ovih
dogadaja.

Ol eki idigperg ¢ a Poasonove sitaulistayrednest pr omenl j i ve

0", =07} =_=¢ ).
1.4 Stohasticki procesi

Sld ajni (stohastiki) procesi predstavljaju matematicke modele procesa cija je
evolucija opisana zakonima verovatnoce. Teorija slucajnih procesa svoju primenu nalazi u
raznovrsnim disciplinama kao §to su finansijska matematika, telekomunikacije, teorija
pouzdanosti, teorija opsluzivanja i upravljanja, raCunarskim naukama i u mnogim drugim.

1.4.1 Pojam stohastickog procesa

Zamislimo da se u svakom vremenskom trenutku 0 vremenskog intervala ‘Qposmatra
neka karakteristika @ nekog fizickog sistema koja je sluGajnog karaktera. Dakle, X 0) je neka
slucajna promenljiva za svako ON O To zna¢i da na skup svih sluc¢ajnih promenljivih
@ 0,0N "'Omozemo gledati kao na slucajnu veli¢inu koja se menja u vremenu, odnosno
dobijamo jednu slu¢ajnu funkciju vremena. U tom slucaju kazemo da je @ 0 ,0N "Ojedan
slucajni (stohasticki) proces.

Definicija 19. St ohast i WKioN ®je amilgassludajnih promenljivih definisanih
na istom prostoru verovatnoéa (m,_,0). Skup "Qove se parametarski skupa realni prostor
A2 skup stanjgrocesa (ODmMO a9,

Ako je parametarski skup “‘ak 0 n a énda imamo kona¢no mnogo slu¢ajnih promenljivih.
Ako je "‘Qorebrojiv, govorimo o nizu, lancu slucajnih promenljivih. 1zraz "proces” se najéesce
koristi u slu¢aju kada parametarski skup nije prebrojiv

Parametar 0N "Ose u slucaju da je "GD s obicno interpretira kao vreme. Ukoliko je
‘Qliskretan podskup, tada imamo slucajni proces sa diskretnim vremenoyma ukoliko je “O
neprebrojiv skup, imamo sluc¢ajni proces sa heprekidnim vremenam

Podrazumevac¢emo da za svako 0N “Gve slucajne promenljive ¢)(0) uzimaju vrednosti iz
skupa “Ykoji ¢emo zvati skup stanja.
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Stohasti¢ki proces W(O) o= ®O,0N &,Y = ®© O] ,08 &,Y] N m je funkcija
dva parametra, 0i1 , ali se promenljiva] najée$ce izostavlja iz zapisa, pa stoga stohasti¢ki
proces oznacavamo sa @(0) ili Gy,

1 Ako se fiksira ON @),”Y, dobija se jedna slucajna promenljiva koja se zove zasekili
s e | atohjst&kog procesa W(0) g -qu trenutku O.

1 Ako se fiksira] N m dobija se jedna realna funkcija definisana na intervalu &,,”Y ita
funkcija se zove trajektorija (realizacija, staz@stohastickog procesa GX0) oo

Definicija 20. K o n a-Himeozionalne raspodelgohasti¢kog procesa @ 0,08 @),”Y su
date sa

Qo= 00g <,
Qo A& = 0O <@, <G,
é
“(9118 ,bé (‘1.3_,8,(‘1% = Od)‘ol <di,8,d)Q <(Ql
é

gde 0, 00" &, YiGo a2 1,2,8 .
Neka svojstva stohastickog procesa:
-0l e k i (érednjg veednoststohastickog procesa 6 0) je

Gp 0= 0 =0wo ,
- Autokovarijansna funkcijatohastickog procesa 6 0) je

U0 =001 =0 WO GO0 Wi ai =OoOwowi aodi,
- Disperzijastohasti¢kog procesa X 0) je
Q,0=00=0060=0&0 a&?0.

Definicija 21. Za proces ® 0 ,0N &,"Y =za koji vazi da su sluajne promenljive (tzv.
prirastaji) O @ , WG O, 00 ®o ,8 ,04 ®Aa ;1,8 nezavisni za sve
Q< O<E<Q<E,gde 0,8 " &, Y, kazemo da je st ohast i | ki pro
nezavisnim priragtaji ma
Definicija 22. Ako slu¢ajne promenljive ® G+ Q WG+ Qiw o  &(G) imaju istu

funkciju raspodele za svako 0, < G, i 'Qtada je stohasti¢ki proces @ 0 ,0N &,”Y proces sa
stacionarni.m priragtaji ma

12



1.4.2 Lanci Markova

Lanci Markova predstavljaju korisne alate u statistickom modelovanju u prakti¢no
svim poljima primenjene matematike i imaju veliku primenu u opisivanju ponasanja sistema.
Oni igraju glavnu ulogu u teoriji ¢ekanja u redu.

Imati svojstvo Markova znaci da pored datog trenutnog stanja, buducée stanje sistema
ne zavisi od pro§lih stanja. Drugim re¢ima, to znaci, da opis sadaSnjosti u potpunosti sadrzi
informaciju koja moze uticati na buduce stanje procesa.

Definicija 23. Za stohasti¢ki proces {(0),0N "Qkazemo da je proces Markovako za svaki
dogadaj iz skupa O i za svaki vremenski trenutak @ < Q 4 vazi

0 Q1) " Bl &0) =0 & =0 &a.)" BlAQ) = G -
Prema tome, verovatnoca da ¢e proces preci iz stanja ay, u kojem se nalazi u trenutku @, u

neko drugo stanje iz skupa A, u trenutku @ , 1, ne zavisi od na¢ina na koji je proces dospeo u
stanje , iz stanja , u kojem se proces nalazio u pocetnom trenutku @,.

Lanci Markova su posebna vrsta procesa Markova, gde se proces moze nalaziti samo u
konacnom broju stanja.

Razmotricemo dva slucaja: slucaj kad je proces {&(0),0N "®sa diskretnim vremenom
slu¢aj sa neprekidnim vremenamkoji moze uzimati samo kona¢no mnogo razli¢itih
vrednosti.

1.4.2.1 Diskretni slucaj lanaca Markova

U ovom slucaju stohasticki proces je oblika & ,& N &y i ima prebrojiv skup
mogucih vrednosti w),®,8 , koji se zove skup stanja Posmatracemo sistem Kkoji se u
vremenskim trenucima @,,0;,8 moZe nalaziti u nekom od mogucih € stanja. Ako se u
trenutku Og sistem nalazi u stanju "Qpisemo o= Qg

Definicija 24. Niz slu¢ajnih promenljivih &y,0,8 sa prebrojivim skupom moguéih
vrednosti (skupom stanja) “Y= y,a,0»,8 zove se lanac Makovaako vazi

6Q+l:d2:+l|db:db!d).l.:di!8’d%:d% :66—)5+1:d¥+1|6‘%:d% .
Definicija25.Ver ovat nol a pr el ia@ogu@o (sjsedmb)stanjmje k o r a k u

e E+1
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e e+l

Ako verovatnoca N, ~ ne zavisi od broja koraka € 0 (vremenskih trenutaka), tada je

lanachomogae (stacionaran i pisemo
Matricu |+ = | = fgo. g nazivamo matricom prelaza za jedan korak
Analogno defini§emo verovatnoéu prelaza u ¢ koraka iz stanje " stanje 'Q
Definicija26.Ver ov at n o [¢&orgkaizéloguZCm stanje je
Mgt =0 Qg = @he= Gn, Q&,FQ 0.
Matrica prelaza za& korakaje
ke=1¢ = newt

Zbir po vrstama u matrici prelaza treba da je uvek jednaka 1.

IzraGunavanje ovih verovatnoc¢a prelaza u € koraka omogucava nam jednac¢ina Cepmen —

Kolmogorova.

Teorema 1.2. J e d n d_|leip mieKalmogorova(l)
H

ot + @ = Amt Agal
<o

zasvako JQa ,&¢ 0.
U matricnom zapisu ova jednac¢ina ima sledec¢i oblik

ke+a = Ik Ola -

Ako uvrstimo € = & = 1, tada dobijamo

l= 9k = Fok= P

Dalje,

w
I
N
O
=
I
N
O
O3
I
w
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Definicija 27. Lanac Markova ¢iji je skup stanja 8, 2, 1,0,1,2,8. zoveses | ul aj an
hodako zaneko NN 0,1 iza"® ¥ vazi

Nga1=N=1 T
Definicija 28. Stanje apje d 0 s t iz stamja®aako MEy N & tako da vazi Ngd€p) > 0.

Definicija 29. Ako je stanje wgdostizno iz stanja Gni ako je stanje amdostizno iz stanja Qg
tada kazemo da stanja (gl ckomuniciraju

Definicija 30. Ako stanja tol tikomuniciraju, tada su ona u istoj klasi.

Definicija 31. Neka je @ ,& = 0,1,8 lanac Markova i neka je 0 podskup skupa stanja.
Kazemo da je 0 zatvorenskupako proces uvek ostaje u 0, tj. ako vazi

O Qo™ Bl = Gt 6 = 1 QI 0GR cagd 6.

Definicija 32. Lanac Markova je nesvodljivako sva stanja komuniciraju medusobno, odnosno
kada skup stanja ne sadrzi zatvoren podskup odvojeno od skupa svih stanja. Stanje koje sam
po sebi formira nesvodljiv skup zovesea p s or b u | (ij.istenje Gnje apsoibuguce ako je

Mga= 1).
Definicija 33. Stanje tyje povratnoako je verovatnoca da se sistem iz tbar jednom vrati u

(pjednaka 1.

Definicija 34. Ako postoji £o M & takvo da matrica |z, = [F° ima sve elemente strogo
pozitivne, tada odgovarajuci lanac Markovajeer go di | an

Teorema 1.3. Ako je lanac Markova e r g o di heavodljiy za svako'Qpostoji
Mo= 0Q:opftné i Ove verovatnol e swee rzoovvdit biokogal ne
stanja’Ge posle dovoljno dugo vremena prelazi u std®jea v er o gt nol om

Finalne verovatnoc¢e raéunamo iz sistema;

gde je mm:= No,N:,8
MozZe se pokazati da prethodni sistem ima jedinstveno pozitivno reSenje.

Napomena 2. Ako je skup stanja konaan i obuhvata ‘Qstanja, tada imamo "Qjednagina
sledeceg oblika:
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01

I;ITZQ = n?nm
a0

§to zajedno sa uslovom BZ&& o= 1 daje 'Q+ 1 jednadinu sa ‘Qnepoznatih.

1.4.2.2 Neprekidni slucaj lanaca Markova

Kod diskretnog slucaja lanaca Markova, vreme koje sistem provede u datom stanju je
deterministicki odredeno. Kod neprekidnog slucaja lanaca Markova, za razliku od diskretnog,
vreme koje sistem provede u datom stanju je slu¢ajna promenljiva koja ima eksponencijalnu
raspodelu.

Definicija 35. Neka je @ 0,0 O stohasticki proces sa neprekidnim vremenom i sa
skupom stanja &g = 0,1,2,8 . Kazemo da je W0,0 O nepreki dni sl ul aj
Markovaako vazi

0 a0+ 1) = cfaXi) = apdi) = ®,0 1<i =
=0 X0+ 1) = @) = g = g0
zasvakoi,0 Oizasvako @ N wy.

Teoremald. J ednal i nieKolmegprove (@)
H H

o+ i = MmOfgel = Al fgaod,
&0 &0

zasvakoi,0o O.
Definicija 36. Veli¢ine
o= draq 00 VOEQ ' 0,1,8 (1.2)

nazivaju se infinitezimalni parametrili trenutne stoperelazaza neprekidan sluéaj lanaca
Markova.

Napomena 3. Imamo da je

Q0 Q0

Ako oznac¢imo da je 'go= g Sledi

16



Definicija 37. Matrica

O 00 01 02
10 11 12
20 21 22
é é é

o N
@, M [Th [Th

se naziva generator matricaa neprekidan slu¢aj lanaca Markova @ 0,0 O .

Napomena 4. Ako znamo veli¢ine * «goza svako ‘Q "Qtada mozemo da izradunamo stope * i
verovatnoce Ngqiz (1.1)

Napomena 5. Matrica 6 odgovara matrici prelaza O za diskretni slugaj lanaca Markova.
Sada ¢emo navesti dva sistema diferencijalnih jednacina za odredivanje verovatnoca g

Teorema 1.4. Ver ovat nol a d a lameapviarkovadxdond 0 snbpuavi ahja
ili vige prelaza u VjegdmekeEtf skom intervalu dug

Teorema 1.5. (Kolmogorova backwarfl e d n pZa svaka stanj&IQ¥ s, i za svaka> 0,
vagi
H

MO = it

@0
Teorema 1.6. (Kolmogorova forward e d n hpZaisvako stanj€§dQ s, i za svaka 0,
vagi

LICEIE POt
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1.4.3 Poasonov proces

Poasonov proces predstavlja stohasticki proces u kojem se dogadaji desavaju
neprekidno 1 nezavisno jedan od drugog. Poasonov proces je neprekidan slucaj lanaca
Markova. Ima primenu u modeliranju tzv. retkih dogadaja, odnosno, dogadaja koji su takvi da
se u kratkim vremenskim intervalima moze dogoditi najvise jedan takav dogadaj. U realne
dogadaje koji se mogu opisivati Poasonovim procesom spadaju broj telefonskih poziva u
centrali, broj dolazaka musSterija u samoposlugu, broj zahteva koje korisnik uputi nekom
sistemu, ... .

1.4.3.1 Procesi prebrajanja

Definicija 38. Stohasticki proces @ 0,0 0 je proces prebrajanjaako 6X0) predstavlja
ukupan broj dogadaja koji se dese do trenutka O, ukljué¢ujudi i O.

Osobine procesa prebrajanja:

1) &0 O
2) Za fiksirano 0slu¢ajna promenljiva @ 0 uzima vrednosti iz & .
3) Akojei < ¢ ondad i Wo.

4) Zai < 00 (i) predstavlja broj dogadaja koji se deseu i,0).

Proces prebrajanjaiman e z a v i s n eako fjetbrbj dogadaja Roji € dese u razli¢itim
vremenskim intervalima nezavisan.

Proces prebrajanja imastac i 0 n ar n e akp mspodel brdjaalggadaja koji se dese u
proizvoljnom vremenskom intervalu zavisi samo od duzine vremenskog intervala, a ne od
pozicije tog intervala na vremenskoj osi.

1.4.3.2 Pojam (homogenog) Poasonovog procesa

Definicija 39. Proces prebrajanja @ 0,0 0 se zove Poasonov procesa stopom rasta
_> 0, ako su zadovoljeni slede¢i uslovi:

1) ¢X0) = 0
2) Proces @(0) ima nezavisne prirastaje.
3) Broj dogadaja u proizvoljnom intervalu duzine O ima Poasonovu raspodelu sa
parametrom _o, tj.
5 g
ODMo+i i)=¢ = =é' Q=% Aivd@i,0 0@ =018.
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Iz uslova 3) se vidi da Poasonov proces ima stacionarne prirastaje, tj. Poasonova raspodela
zavisi samo od 0, aneiodi (raspodela broja dogadaja koji se pojavljuju u bilo kom intervalu
0zavisi samo od duZine intervala O, a ne i od pozicije tog intervala na vremenskoj osi).

Druga definicija za Poasonov proces je data u nastavku i ona je ekvivalentna sa
prethodnom definicijom.

Definicija 40. Proces prebrajanja & 0,0 O je Poasonov proces sa stopom rasta _ > 0,
ako su ispunjeni slede¢i uslovi:

1) &0)=0

2) Proces w(0) ima stacionarne i nezavisne prirastaje.
) DDO+TQ XY =1 =_0+¢(9Q,

) 0O+ O 2 =¢€Q,

pri ¢emo vazi lim- g % = 0.

S obzirom da je Poasonov proces neprekidan slucaj lanaca Markova, mozemo tvrditi da
vreme Tqkoje proces provede u stanju @ {0,1,..} ima eksponencijalnu raspodelu sa
parametrom _o> O, i da su sluc¢ajne promenljive Ty, 11, ... nezavisne. Posto Poasonov proces
ima nezavisne i stacionarne prirastaje, sa tacke gledista verovatnoce, proces moze iznova da
poc¢ne u bilo kom vremenskom trenutku. Sledi da svi T za "= 0,1,8, imaju istu raspodelu.
Sada ¢emo naci zajednicki parametar slu¢ajnih promenljivih t-

Vazi daje

a funkcija gustine sa

odnosno mozemo zakljuéiti da T, D.

Teorema 1.7. Neka je{dX0),0 0} Poasonov proces sa stopom rastaa T-qvreme koje
proces provede u stanj(za™> 0,1,8 .S|1 ul aj ne 1giGo0riedn sujnézavisne sa
eksponencijalnom raspodelom sa parametrom

Pre nego §to navedemo slede¢u lemu, defini§imo gama raspodelu.
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Definicija 41. Neprekidna slu¢ajna promenljiva & sa funkcijom gustine
‘0Q _® o 1

= » 0

0, w< 0

sezovegama sl ul aj magparamatrinane>nOlijj 3 O/ a

3| sezove gama funkcija definisana je na sledeci nacin

H
3] = o 'QYQa

Za| = ¢, moze se pokazatidaje3d € = € 1! agustina je datasa
‘0 _® (b's 1

W= n 1!
0, w< 0

L@ 0

Lema 1. Neka su &y,8 ,@ nezavisne slu¢ajne promenljive sa eksponencijalnom raspodelom
sa parametrom _. Tada slu¢ajna promenljiva B% ; gima gama rapodelusa parametrima € i
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Glava 2

2. Procesi cekanja
(Jednostavni Markovljevi sistemi
cekanja)

Mnoge pojave koje je potrebno matematicki opisati uklju¢uju 1 redove ¢ekanja, bilo
ljudi ili materijala. Cekanje u redu predstavlja stajanje u redu, a procesi ¢ekanja u redu su
stohasticki procesi koji proizlaze iz fenomena stajanja u redu. Na primer, modeliranje procesa
pristizanja kamiona sa zitaricama do elevatora, procesuiranje podataka u raCunarskom centru,
kao i protok poslova kroz radionicu — sve to ukljucuje ¢ekanje u redu. Mada je ¢ekanje u redu
sveprisutna pojava, ono se prilikom razvijanja deterministickih modela u cilju opisivanja
sistema obi¢no zanemaruje. Osim toga, zbog nasumiCnih fluktuacija koja su svojstvena
procesima masovnog posluzivanja, sistemi se Cesto ponasaju na neintuitivan nacin. Stoga je
kod razvijanja sistemskih modela, kao i za razumevanje ponasanja sistema, izuzetno vazno
prouciti i ¢ekanje u redu.

Sledeca Cetiri faktora uticu  na (prose¢nu) duzinu reda i u skladu sa tim na vreme
cekanja:

9 stopa pristizanja

1 stopa usluzivanja/obrade

1 varijabilnost izmedu vremena dolaska
9 varijabilnost obrade zahteva

Intuitivno je jasno da se prosecan red povecava kada se svaki od stavki 1, 3 ili 4 povecava, i
smanjuje se kada se stavka 2 povecava.

Razmotri¢emo stohasti¢ke procese (0), 0> 0 sa neprekidnim vremenom i diskretnim
stanjima, gde &(0) predstavlja broj | j udi u s i @ tvemenskoin dr&natkdj a
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Pretpostavljamo da korisnici koji ulaze u sistem dolaze po neku uslugu ili da bi obavili neki
zadatak (na primer, da bi podigli novac sa automata). Moze da postoji jedan ili vise serveraili
u s | u gtamicahProces {GX0), 0> 0} predstavlja model za mas ov no pdlsza
fenomerl e k a n j aCekunje se @diosi na korisnike koji stoje u redu da bi bili posluZeni,
to jest koji | e k,@qgk sistem masovnog posluzivanja obuhvata sve korisnike u sistemu. Posto
| e k apregstevlja standardan izraz za ovaj tip procesa, ova dva izraza Kkoristicemo kao
sinonime. Osim toga, jasno je da se modeli ¢ekanja u redu ne odnose samo na slucajeve kada
nas interesuje broj osoba koje ¢ekaju u redu. Korisnici sistema mogu da budu, na primer, i
avioni koji ¢ekaju na dozvolu za sletanje, masine koje su poslate u radionicu na remont, itd.

2.1 Osnovne definicije i oznake

Proces masovnog posluzivanja obuhvata pristizanje korisnika u usluzni objekat, kao 1
njihovo usluzivanje. Za korisnike koji su pristigli, ali jo§ nisu posluzeni, kazemo da su na
| e k aSistenucekanja u redu obuhvata sve klijente u redu i sve klijente u sluzbi.

sistem

Slika 2.1 Prikaz jednog sistema masovnog
usluzivanja sa prose¢nom stopom pristizanja _ i
proseCnom stopom usluzivanja ‘ , sa Cetiri 00O O __'+ 3
klijenata u sistemu i tri klijenata u redu. red

Tokom poslednjih nekoliko decenija razvijeno je vise korisnih pravila koje pomazu pri
specifikovanju pretpostavki koje se koriste u datoj analizi. U jednom istrazivanju iz 1953.
Kendall? je predloZio nadin oznacavanja koji se i danas koristi za klasifikaciju raznih modela

ugi

Cekanja u redu, a koje je standardizovano 1971. godine (Queueing Standardization

Conference RepqgriMay 11, 1971). Radi se o jednom stenografu kojim je moguce ukratko i
na brzinu izloziti pretpostavke datog modela masovnog posluZivanja.

Najopstija notacijaje oblika 6/"Yi/d /'O, gde

van

Ooznacavar aspodel u vremena i z nfmokesidolatka)a uzast opna

"Yoznatavar aspodel u vr emen a(precs bsluzfydnjw)anj a kor i
i je broj paralelnih serverai sistemu

wje kapacitet sistemémaksimalno dozvoljeni broj preuzimanja istovremenih poslova) ,
njevel il i naizkojeldijentidolaze, e

Ooznatava po |l i t i k u , podsnazivgn diseipfina & e k a #10j paedstavlja pravila
izbora sledeceg posla/kupca za usluZivanje.

’David George Kendall, penzionisani profesor Univerziteta u Kembridzu, u Engleskoj.
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Pretpostavljamo da su vremena “Y izmedu dolazaka uzastopnih Klijenata (meduvreme
dolaska) nezavisne i jednako raspodeljene slucajne promenljive. Sli¢no tome, vremena
usluzivanja klijenata Y su takode nezavisne i jednako raspodeljene slucajne promenljive i
nezavisne od “Y.

Najéesce koris¢ene raspodele za slu¢ajne promenljive 'Y i °Y, kao i odgovaraju¢e oznake za
0 ili "Y susledeée:

0 - eksponencijalnaa parametrima _i ‘ ;

Oy Erlangova(ili gamg sa parametrima Qi _ili * ;

O - deterministi n(ako su Y i “Y konstante)

“‘O-0 p ¢Mreanena mogu da slede bilo koju raspodelu).

Broj servera i je pozitivan ceo broj, ili ponekad beskona¢an. Ako nije drugadije
definisano, podrazumeva se da je kapacitet sistema beskonacan. Sli¢no tome, veli¢ina
populacije iz koje klijenti dolaze pretpostavlja se da je beskona¢na. Ako @( ili fy) nije jednak
beskonacnosti, njegova vrednost mora biti navedena. Sa druge strane, u slucaju kada je
W= N = Hb ove veli¢ine mozemo izostaviti u notaciji .

Di sci pl i,k selneenkzeadi {iraacije, je FCFS ("first-come, firstserved), tj.
sluzi se prvi ko stigne. Ovaj slu¢aj se oznacava i kao FIFO ("first in, first out), Sto znaci "ko
prvi ulazi, prvi izlazi", tj. sluzenje po redosledu pristizanja. Oznaku za ovu podrazumevanu
discipilinu takode moZemo izostaviti u notaciji. U svim ostalim slu¢ajevima, usluzna politika
klijenata mora biti naznacena. MoZemo imati LCFS("last come, first servéjlkoja odgovara
principu Stokovanja (skladiStenja). Ova disciplina se takode oznacava kao LIFO ("last in, first
out’), tj. "ko poslednji ulazi, prvi izlazi". Klijenti mogu biti posluZeni i nasumice, drugim
re¢ima to znaci da Korisnici iz reda imaju istu verovatnoc¢u da budu izabrani za opslugu. Ovu
disciplinu ozna¢avamo sa SIRO ("Service In Random Ord8r a druga skracenica je RS
(Random Selectign

U nekim slucajevima jedan ili viSe specijalnih korisnika dobijaju prioritet u posluZivanju,
Sto znaci da pri dolasku posla/kupca sa vec¢im prioritetom, tekuci posao/kupac se moze vratiti
u red, da bi ustupio mesto poslu/kupcu sa ve¢im prioritetom (npr. soba za urgentne slucajeve).
Prve dve discipline uzimaju u razmatranje vreme nailaska, dok tre¢a to ne razmatra i ne
zahteva neku memoriju. Kao takva, moze se koristiti kod prostijih tehnickih sistema.

Na primer, formula koja je razvijena za "@'0/ 1/ HY "C0H &ekanje bice formula koja se moze
koristiti za svaki op$ti proces pristizanja, samo za deterministi¢ko vreme posluZivanja, jedan
server, neograni¢eni sistemski kapacitet, i usluznu politiku koja je zasnovana na principu "ko
prvi ulazi, prvi izlazi".
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Cilj ovog rada je da predstavi proces masovnog posluzivanja i da ukaze na probleme
na koje nailazimo prilikom proucavanja ¢ekanja u redu. Pretpostavicemo da Su procesi
pristizanja u sisteme masovnog posluzivanja Poasonovi procesi, dok ¢e vremena posluzivanja
biti eksponencijalna. Dakle, u ovom radu uglavnom ¢emo se baviti 0 /0 /{/ cosistemima pri
razli¢itim vrednostima { i ca Poasonova pristizanja i eksponencijalne usluge omoguéavaju
nam da primenimo Markovljeve modele masovnog posluzivanja koji se lako mogu analizirati
i Ciji se rezultati mogu prakticno primeniti. Istorijski gledano, ovi modeli su se u ranim
fazama teorije redova cekanja koristili kao ispomo¢ u procesu odlucivanja u telefonskoj
industriji. Osnovni Markovljev proces koji predstavlja broj korisnika u tim sistemima poznat
jekaopr oces r al ankpjige uisirokojmpottedi Rod modeliranja stanovnistva.
Terminologija radanja/umiranja koristi se za predstavljanje rasta i pada broja stanovnika. Ove
pojave u sistemima masovnog posluzivanja predstavljaju pristizanjai odlasci

2.2 Opsti model masovnog posluzivanja po
principu radanja/smrti

Kada je veli¢ina populacije €, i ovde se koristi terminologija radanje (pristizanje) -
umiranje (odlazak), dok su _; i ‘; infinitezimalne stope prelaskégenerator) radanja,
odnosno smrti. Kada stanovnistvo predstavlja broj klijenata u sistemu, _; i ; ukazuju na to
da stope dolazaka i odlazaka zavise od broja klijenata u sistemu. Na oshovu svojstava
Poasonovog procesa, odnosno kada su dolasci u skladu sa Poasonovim procesom i vremena
usluzivanja eksponencijalna, mozemo da damo slede¢i izraz za verovatnocu prelaska tokom
vremena (6,0+ Y9

ralanj®:
O(@RELTETIEO = 30+ € 30,
O EBMAED =1 _30+¢& 30,
0 UEEQ@RELQENTED = ¢ 30,
umranje € > 0 :
O(@EGIGI0) = 30+ € 30,
0 EHDOGWED =1 “;30+ £ 30,

0 UEREQ@EQI 41 6Q= £ 30,
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€ 30

gde za € 30 vazZi da O 0 kada Y00 0. U ovim izrazima ¢ 30 ne odreduje stvarne
vrednosti. U svakom od navedena dva slucaja zbir izraza € 30 je jednaka O, tako da je

ukupna verovatnoca ova tri dogadaja jednaka 1.

Neka 0 O oznacava broj klijenata u sistemu u vremenskom trenubkuDefini§imo
verovatnocu

0o 0=000=¢00 =2

Uvritavanjem verovatnoca prelaza tokom vremena (0,0 + Y0], kao $to je navedeno iznad,
dobijamo

O g41 YO = .30+ £ 30, £€=01,28,
Ogg 1 YO = '¢30+ £ 30, £€=1,238,
G YO =1 _30 ‘:30+ ¢ 30, £€=1,238,
0o YO = £ 30, V¢ 1,88+ 1 (2.1)

Napomena 1. Proces radanja iumiranjajen e pr e ki dan s | u lkadkojedsainaca Mze
stanja € moze pre¢i jedino u stanje € 1 ( ako je € > 0) ili u stanje € + 1. U kratkom

vremenskom intervalu duzine Y0, verovatnoca da ée proces preéi iz stanja € u stanje & + 1 je

jednaka

_:30+ € 30,
a verovatnoca da ¢e preci iz stanja € u stanje € 1 je jednaka
‘:30+ € 30.

Prema tome, verovatnoéa da ¢e proces i dalje biti (ili ée se vratiti ) u stanje &€ nakon Yo
jedinica vremena jednaka je

1 s+ ' 30+ € 30.
Kod izvodenja izraza na desnoj strani jednac¢ina (2.1), iskoristicemo pojednostavljenja tipa
30+ €30 1 ‘;30+€ 30 = _;30+¢€ 30,

Infinitezimalne (beskrajno male) stope prelaza kod (2.1) vode do slede¢e generator matricaa
proces radanja i umiranja kao modela sistema ¢ekanja:
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o
1 at 1 A
] ‘o ot > =21

0= E - (2.2)
11 . 1l
] 1
u ¥

Generator matrica 6 vodi do slede¢e Kolmogorove forwardjednadine za Ug O . (Radi
jednostavnijeg oznatavanja od sada pa nadalje, pisacemo Ug O = 0 O i naznaliti poGetno
stanje “@amo gde je to potrebno).

050 = _o0p 0 +“ 10, 0,
GF0 = (L+ ')k O+ 10 10+ 410000, €=128. (23)

Ove jednacine predstavljaju skup diferencijalnih jednacina koje nazivamo Kolmogorovim
diferencijalnim jedna¢inama. Njihovo resenje je skup jednacina koji pokazuju kako se svaka
verovatnoc¢a menja sa vremenom.

Izraz (2.3) se takode moze izvesti direktno koristeéi (2.1), bez prolaska kroz generator matricu
kao $to je prikazano u nastavku . Imaju¢iuvidu prelaze procesa 0 (0) tokom vremena
(0,0+ ¥Y0], imamo

60(‘)4‘57(‘):60(‘)1 =0§’(‘)+é§’(‘) +61‘0'1yb+éyb,
G otYo =G 01 Y0 *.Yo+ré Vo
+6‘£ 1 0 =£1y0+85‘/0

+ & Yo, £€=128 (2.4)
Oduzimanjem 0 (0) (& = 0,1,2, 8 ) sa obe strane odgovarajuce jedna¢ine u (2.4) i
deljenjem sa Yo dobijamo
60 o+ SJ/(‘) 60 0 PO .. € 30
— = Op O + “10; 0 + ——,
35 —oY 101
GotYo Bo . .
5 = =2t %0
e
e 1l 1 0+ 4904 O F Jo
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Kada Y00 O sledi (2.3), tj.

¥ . 60 b+ SJ/b l’30 b 7o A
USEO = lim = = _pUp O+ 401 0,
Yoo 0 Yo -

G o+tY B o
= i o
Y0 0 Yo

= (Lt ':)6 0+ 5 40 1 0+ 410841 0,
£=1,28,

Da bismo odredili 0: O (tj. Ug(0)), treba da redimo jednacine (2.3) zajedno sa poéetnim
uslovima0q0 = 1,0 0 = 0za¢ Q

Nazalost, ¢ak i u jednostavnim slu¢ajevima kao §tosu_; = _i‘; =',¢€ =0,1,2,3,8 ,to
je slucaj kada dolasci imaju Poasonovu raspodelu, a vremena usluzivanja eksponencijalnu
(0 /0 /1 model &ekanja u redu), eksplicitno izvodenje 0: O je mukotrpan proces. Osim toga,
u vecini aplikacija, poznavanje vremenski zavisnih ponasanja nije od klju¢ne vaznosti. Stoga
je grani¢ni rezultat, koji je odreden na osnovu (2.3) ako 0° Hy, je rezultat koji je u najsiroj
primeni. Opsti rezultat koji se odnosi na procese Markova je dat u nastavku.

Teorema 2.1.

(1) Ako je proces Markovaesvodlivtnogui e je preii iz bil,o kog
tada grani | da,k as popboji & nezavisna je op ol et ni h us |
procesa.Granice n;,€ ¥ "Y su takveda su one ilii dent i | ki(t., ) & @ naaskee O

€ N "Y) ili susve poztivnei formiraju raspodelu verovatnoce (tji., Nz > 0 za sveg N

"YBgwyle = 1).

(2) Granice ng,& N Y nesvodljivog rekurentnofpovratnog)procesa Markova predstavija
jedinstveno rmlge nBoeo= [, gdbmad Nomen,,8

Zbog pretpostavke o stacionarnosti nakon nekog perioda prelaska sistem ¢e postati stabilan.
Naravno, stanje ¢e se stalno menjati, ali verovatnoce razliCitog broja klijenata u sistemu ¢e
biti konstantna. Drugim rec¢ima, U stanju ravnoteze, poznatom kao ustaljeno stanjeponasanje
procesa je nezavisno od vremenskog parametra i od pocetne vrednosti, tj.

égrpbﬁ-ﬁ 0 =1y, £€=0128.
Dakle, funkcija &: © postaje konstanta rj; i zbog toga
G%0 O 0 kad 00 Hb.
Koris¢enjem ovih rezultata kod (2.3), dobijamo skup algebarskih jednac¢ina za stabilno stanje:
0= _ofo+ "1,

0= (L+ e+t 1M 1+ se1lkens £€=128. (2.5)
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Ove jednacine se mogu jednostavno resiti pomocu rekurzije. 1z prve jednacina, dobijamo

\ =0 .
M= Trlo- (2.6)
Za ¢ = 1, iz druge jednacine sledi

(ot 1) = oMo+ “2N2
Koriséenjem (2.6), ova jednacina se svodi na

2N = M,
. =01,

r]2 ~ 1 r]O
12

Nastavljaju¢i ovu rekurziju za € = 2,3,8 , dobijamo

eMe = = 1M 1 (2.7)
1z ¢ega sledi
. _ = 1h‘ ==0=1E~=é 1h
Y - T (2.8)

Teorema 2.1. takode daje uslov normalizacije Bg v~z = 1, koji kada se primeni na (2.8) daje

H E 1
0B 1
nO = l + ¢ ¢ E ‘ 1 (2'9)
., 12 g
£=1
Sto mozemo zapisati na slede¢i na¢in
B &1 1
. =0
M= 1+

i=170c0 21

Grani¢na raspodela stanja modela radanja i umiranja je 1);,€ = 0,1,2,8 , kao §to je dato

sa (2.8) i (2.9). Primetimo da je n:,&€ = 0,1,2,8 razli¢ito od nule samo kada

(2.10)

28



Da bismo dobili (2.5), nije potrebno prethodno izvoditi (2.3). Kako je navedeno u Teoremi
2.1., pomocéu mw= Tg,MN1,N2,8 igenerator matrice 0, (2.5) se moze direktno dobiti iz

- =
i (2.11)
hé = 1.
£=1

Za model masovnog posluzivanja po principu radanja/smrti, generator matrica O je data sa
(2.2).

Drugi nacin za posmatranje (2.5) jeste posmatranje jednacina kao uslova razvnoteze
izmedu stanja. Preuredenjem (2.5) dobijamo

oMo = " 1M1,
(F e = 1M 1+ "se1Nesn (2.12)

Prelazi izmedu stanja mogu na slikoviti na¢in da se predstave kao $to je to prikazano na Slici
2.2. Na dijagramu svako stanje je prikazano kruzi¢em, a strelice predstavljaju prelaze sa
pozitivnim verovatno¢ama.

'TI"ﬂl ‘:""1 o ]"2
Q sz @ o
_— T—
M Ha Hsz
Slika 22. Dijagram prelaza

Uz napomenu da _; i‘; predstavljaju infinitezimalne stope ulaska i izlaska iz stanja,
jednakosti u (2.12) mogu se tumaciti kao

(OB £ U & CTE 0T A2 EhE) x (i EEROAKT Bl &t he) =
= By 1p4(Q0'@1 66 U £ DGHE & Gl 0B TR x
x| RGN B @A XED'D | 6@

Jednacine ravnoteznog stanja se mogu lako napisati koriscenjem dijagrama prelaska §to je
prikazano na Slici 2.2.
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Naves¢emo prethodna tri nacina koje smo izlozili za utvrdivanje jednaCina ravnoteznog
stanja:

1. odredivanje odgovarajucih ograni¢enja u forward Kolmogorovoj jedna¢ini kad 0© H;
2. koriScenjem jednadine wld =
3. uz pomoc dijagrama prelaska.

Prilikom kori$¢enja ove poslednje metode, treba obratiti paznju na to da li su svi prelasci
uracunati. U nasoj raspravi o specijalnim modelima, obi¢no koristimo drugu metodu koja je
zasnovana na generatorskoj matrici, osim ako ponaSanje sistema nije potpunije objasnjeno
dijagramom prelaska.

Postoje 1 dve druge teoreme kojima se ustanovljuju neka vazna svojstva grani¢ne
raspodele Markovljevog procesa sa nesvodljivim skupom stanja. Prva od njih bavi se
konceptom stacionarnosti.

Definicija 2.1. Proces je stacionaranako je raspodela stanja nezavisna od vremena, tj. ako

o0 =rn, €=0128,
tada
G O =N aldi VAR o,
Teorema 2.2. Gr ani | na r as p ekiendtnag nesvadljivogi procesagVarkova je

takole stacionarna.

Posto se bavimo raspodelama prelaska koje su uslovljene pocetnim stanjem u stohastickim
procesima, stacionarnost oznacava da ako stacionarnu raspodelu koristimo kao pocetnu
raspodelu stanja, od tog trenutka pa nadalje sve vremenski zavisne raspodele bice istovetne
kao i one od kojih smo krenuli. Druga teorema nam omogucuje da tumacimo grani¢nu
verovatno¢u Nz ,&€ = 0,1,2,8 , kao deo vremena tokom koje se proces dugoro¢no nalazi u
stanju €.

Teorema 2.3. Pol|l ev gi Qdekabg,mofgmaal ava vreme proveder
Markova u stanjiQokom vremena0,6 . Tada

, O O
lim ;
O b 0

Mo >- =0.

Opsti model masovnog posluzivanja po principu radanja/umiranja obuhvata jednu Siroku
lepezu specijalnih slucajeva. U nastavku rada razmatracemo neke od Siroko primenjenih
modela.
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2.3 Sistemi masovnog posluZivanja sa jednim
serverom

Najjednostavniji sistemi ¢ekanja za analizu su oni koji ukljucuju jedan eksponencijalni
server i gde dolasci odgovaraju Poasonovom procesu. Ove sisteme relativno je lako
proucavati, a mogu da posluze i za demonstriranje nekih opstih tehnika analize masovnog
posluzivanja koje se mogu pro§iriti i na slozenije sisteme.

2.3.1 Sistemi sa jednim serverom i beskonacnim kapacitetom
A /47 model)

Razmotrimo prvo sistem ¢ekanja sa jednim serverom usluzivanja u kojoj klijenti
pristizu u skladu sa Poasonovim procesom sa srednjom stopom _ i bivaju usluzeni od strane
jednog servera. Uzastopni vremenski intervali usluZivanja su po pretpostavci nezavisne
eksponencijalne slu¢ajne promenjive sa srednjom vrednoS¢u 1/° . Pretpostavljamo da je
kapacitet sistema beskonacan, kao i populacija iz koje klijenti dolaze. Usluzivanje se vrsi po
principu "ko prvi dolazi, prvi odlazi". Stoga, ovaj sistem mozemo jednostavno oznaditi sa
0 /0 /1, ili ekvivalentno ovome kao 0 /0 / 1/ Hd/ e/ "OCm) sistem. Svaki klijent po dolasku se
direktno usluzuje ako je server slobodan, a ako nije, klijent staje u red koji je beskona¢nog
kapaciteta. Kada je korisnik posluzen, on napusta sistem, a korisnik koji je bio najduZze na
¢ekanju (u redu) momentalno ulazi u usluznu stanicu i pruzanje usluge pocinje iz pocetka.
Dakle, protok klijenata kroz sistem je proces Markova sa skupom stanja 0,1,2,8 .Proces
Markova oznac¢i¢emo sa 0 (0),0 0, gde 0 (0) oznacava broj klijenata u sistemu u trenutku
0.

Verovatnole stacionsarnog (ustaljenog) stanja
hé:tl)!)rpbﬁ 0(0 =¢ .

Drugim re¢ima, ); je g r a nililduagor o| na  daeée lativtasio B8 endsterija u

sistemu. Cesto se dobija da je Nz proporcionalno jednako sa vremenom kad sistem ima taéno

¢ musterija. Na primer, ako je g = 0.4, onda Ce sistem ostati bez musterija za 40% vremena.

Sliéno tome, ako je r); = 0.3 znaCi da ¢e za 30% vremena u sistemu ostati ta¢no jedna
musterija.

Neka je 0 slu¢ajna promenljiva sa raspodelom verovatnoca fg,M;,MNp,8 .0 predstavlja broj
klijenata/poslova u sistemu redu i u objektu usluzivanja/obrade) u ustaljenom stanju i
predstavlja dugorol nu verovatnocu d a I e bé Wijenata wadisterauNeka slucajna
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promenljiva U, oznacava broj klijenata u redukad je sistem u stacionarnom stanju (broj
kupaca koji su u redu i ¢ekaju na usluzivanje). Drugim re¢ima, ako je sistem prazani, = 0,
a kada je sistem zauzeb, = 0 1.

Izvodenje izraza zan;,€ = 0,1,8 , koji ukljucuje srednje stope dolaska i odlaska obi¢no
podrazumeva dva koraka:

(1) izvesti sistem jednacina za definisanja verovatnoca i
(2) resiti sistem jednacina.

Korak (1) se relativno lako nalazi, medutim ono §to je obi¢no teze jeste korak (2).
Jedna od intuitivnih metoda za dobijanje sistema jednacina jeste da se nacrta dijagram stanja i
da se primeni metoda ravnoteZe stopa, koja se sastoji od sistema jednadina formiranih
izjednac¢avanjem "stope ulaska" sa "stopom izlaska" za svako stanje sistema ¢ekanja.

Ovaj sistem jednacina koji izjednacava stope po kojima proces ulazi u odredeno stanje sa
stopom po kojoj proces izlazi iz tog stanjase nazivar avnot egn.a j ednal i na

Slika 2.3 Dijagram stanja za O / 0 / 1 sistem.

Za svako ¢ O stopa ucestalosti po kojoj proces ulazi u stanje € je jednaka stopi
ucestalosti po kojoj proces izlazi iz stanja €. Za odredivanje ovih stopa razmotrimo prvo
stanje 0. Kada je u stanju O, proces ga moze napustiti samo ako klijent dode, jer niko ne moze
oti¢i iz sistema ako je on prazan. Posto je stopa dolazaka _, a verovatnoca za koju je sistem u
stanju O je Ny, sledi da je stopa ucestalosti po kojoj proces napusta stanje O jednaka _r)y. S
druge strane u stanje O se moze do¢i iz stanja 1 samo po odlasku. Odnosno ako je samo jedan
klijent u sistemu i usluZivanje se zavrsi onda sistem ostaje prazan. Posto je stopa odlazaka ‘ , a
verovatnoca po kojoj je u sistemu jedan klijent je ), sledi da je stopa ucestalosti po kojoj
sistem ulazi u stanje O jednaka ‘ ;.

Dakle iz naSeg principa jednakosti stopa dobijamo prvu jednac¢inu
Mo ="My

Sada razmatramo stanje 1. Proces moze napustiti ovo stanje ili dolaskom (koji se desava po
stopi _) ili odlaskom (koji se desava po stopi ‘). Zato kada je u stanju 1 proces napusta ovo
stanje po stopi _+ ‘. Posto je verovatnoca da je proces u stanju 1 jednaka r);, stopa po kojoj
proces napusta ovo stanje je _+ ‘ T);. Drugim re¢ima, u stanje 1 se moZe do¢i iz stanja O po
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dolasku Klijenta ili iz stanja 2 po odlasku klijenta. Prema tome stopa po kojoj proces ulazi u
stanje 1 je jednaka _rg + ‘ Ny. Posto je nadin sliCan za ostala stanja dobijamo sledeé¢i sistem
jednalina za ravinotegno stanje sistema

stanjef’Q st opa po kojoj ‘®rostoeagpo kojaj procéstulazi usstar§en j e
("stopa izlaska) "stopa ulaska)

0 Mo="M
€=1,2,8 +' M =M o1t Mess

Da bi resili ovaj sistem jednacina piSemo ga u slede¢em obliku:

M=o (2.13)
1 —+‘ \ —_— 3 e\
Nes1 = — M TN 1 O00E=128.

Jedan od rigoroznijih pristupa za dobijanje sistema jednac¢ina (2.13) je da se najpre odredi
generator matrica za 0 /0 /1 sistem. 0 /0 /1 model je poseban slucaj opSteg modela

masovnog posluzivanja po principu radanja i umiranja sa _; = _1i‘; = . Beskonacno
dimenzionalna generator matricaa prostorom stanja 0,1,2,8 je data sa

o = ol ()
] = = 1

A | -t = 1

0= - . 2.14
] E 1 ( )
Ll r1
u U

Sistem jednac¢ina formiran sa =« = ponovo dovodi do jednacina (2.13).

Sistem jednacina moze se reSiti sukcesivhom supstitucijom reSenja 1 izrazavanjem svih

promenljivih u odnosu na ryg. Posto smo ve¢ odredili da je 13 = =r)q, ostaje nam da odredimo

N2, pans:

_+l _ _+l . _: _2 _ 2
MR==—"Mh TNo== Mo TrMo=S5M= T Mo
_+l _ _+£ _2 _: . _3 . 3
NR3=——"MN2 Thh=— Ml 0 T =5M= = No- (2.15)
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U ovom trenutku pocinje da se javlja obrazac i mozemo tvrditi da

£

Ne = o owe O (2.16)

Ova tvrdnja se dokazuje matematickom indukcijom , tj. koriste¢i indukcijsku hipotezu zaj edno
sa opStom jednacinom u jednacini (2.13) dobijamo
T | £+l g+1

Ne+1 = — =M 7 w1 =57 =

No-
1 na ovaj na¢in smo dokazali da vazi jednacina (2.16).

Odnos _/* koji ¢emo oznaciti sa” za M/M/1 sistem se naziva intenzitet saobracaja za sistem
¢ekanja u redu, ili stopa iskorigcenosti sistema. (U opstijem slucaju " se obi¢no definise kao
koli¢nik stope dolaska i najvece stope usluzivanja sistema). Sada imamo Iz za Sve € izraZene
preko r)p. Da bismo odredili )y koristimo ¢injenicu da je zbir svih verovatnoca 1)y jednak 1,

pa je:

1 (2.17)

Odavde sledi da je
=1 ". (2.18)

Jednakost u prethodnom izrazu smo dobili koriste¢i geometrijsku progresiju, tako da ona vazi
3
samo za” < 1, jer u suprotnom bi B2, = = bila beskonacna i sve verovatnoée rj; bi bile

jednake nuli. Dakle, pretpostavicemo da je ” < 1. Parametar p nam daje pr os e | an bro
pristizanjau sistem tokom vremenskog perioda koji odgovara prose¢nom vremenu koje je
potrebno za posluzivanje jednog proizvoljnog klijenta.

U slucaju da je” 1, proseCan broj klijenata i vreme provedeno u sistemu bi se
povecavalo bez ogranienja 1 ne bi postojale grani¢ne verovatnoce, tj. sistem bi postao
nestabilan Uslov” < 1 je ekvivalentan uslovu da srednje vreme usluzivanja bude manje od
srednjeg vremena uzastopnih dolazaka. Ovo je opsti uslov koji mora biti zadovoljen da bi
postojale grani¢ne verovatnoce kod sistema sa jednim serverom.

Ako vrednost koju smo dobili za g uvrstimo u jednaéinu (2.16) tada dobijamo slede¢i
izraz zan; za O /0 /1 sistem:
= 1 " "¢ abé=0,1,8, (2.19)

gdeje” = Jj* i " <1
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Koraci u dobijanju jednacine (2.19) isti su kao i kod mnogih drugih sistema Markova.
Korisno je da se osvrnemo na te korake kako bismo se upoznali sa njima. Oni su sledeci:

1.
2.
3.

4.

Formiranje generator matrice Markova, A (Jednacina 2.14).

Odredivanje sistema jednadina reSavanjem w = (Jednacina 2.13).

Resavanje sistema jedna¢ina u funciji ) pomoc¢u sukcesivne supstitucije ili
indukcijom ako je moguce (Jednacina 2.16).

Odredivanje g pomoc¢u normirane jednaéine (Jednacina 2.17).

Jednacine (2.19) se mogu direktno koristiti za odredivanje sledecih verovatnoca:

Ca

0
0

0

0

(QUQ @I EEQAE = 0 £ D OETAEDNE EUID =np=1

('QUQ "@AHHED = 0 EFBDIONEEXTD =1 fy="
& " G000 | WH O = = 1 7 "
& "G)BR R (o i OB 6 =
H H H
- r‘]' — ” ‘E+TQ 1 ” = 1 ” ” é ” TQ= ” é
o
G =¢ o &0

G G2 EQE "BIE Do WA 6 =1 E

Primer 2.1. Operater malog elevatora na raspolaganju ima samo jednu platformu za istovar
zitarica. Dolasci kamiona u Spicu sezone Cine Poasonov proces sa proseCnom stopom
pristizanja od 5 kamiona na sat. Zbog razli¢ite veli¢ine tovara, vreme koje svaki kamion
provodi pred platformom za istovar je slu¢ajna promenljiva sa eksponencijalnom raspodelom
I prose¢nim vremenom od 11 minuta. Uz pretpostavku da je prostor za parkiranje
neogranicen, redovi ¢ekanja koji se formiraju opisuju se kao 0 /0 / 1 sistem. Shodno ovome
imamo:

(a) IskoriS¢enost platforme za istovar zitarica:

= { & nioni ‘WL = 5/¢,

¢ FoNT N W o7 N7 ANy 60 s
[ CENWOI OLQGE ‘= H/e,

" = {ENOTRIAGEI O == 0.9166.

(b) Verovatnoca da je platforma za istovar slobodna:

=1 " = 00834
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(c) Verovatnoca da tacno cCetiri kamiona ¢ekaju na istovar:

004=4=00=5 =n;="50)= 09166° M.0834 = 0.054,
odnosno 5.4 %.

(d) Verovatnoc¢a da u sistemu ima pet ili vise kamiona:

Ho
00 5= 1 ="5=091665= 0647,
£=5
tj. 64.7 %. o

Za opisivanje efikasnostisistema redova Cekanja postoji vise kriterijuma (mera).
NajceS¢e se zatu meruuzimao | eki vani br oj,u6zhadi ), eotelaivandbrojil s i st e
klijenata u redy u oznaci Oy. Ove ocekivane vrednosti dobijaju se korid¢enjem jednacine
(2.19) 1 pomoc¢u izvoda geometrijske progresije, Sto rezultira izrazom za ocekivani broj u
0 /0 /1 sistemu kao:

H H H H
0=006 = &= &= &1 ""f=1 """ §°F1=
£€=0 £=1 £=1 £=1
b * 1 *® ”
R e (2.20)
£=0

Sto mozemo jo$ napisati na slede¢i nacin

Ocekivani broj klijenata koji ¢ekaju u redu u jednom M/M/1 sistemu se izvodi na sliCan nacin:

H H Ho
OO h0+ hl + éhé+l - ‘E 1 n nmE+] — 1 n o on 2 éné 1:

Uﬁ = C)Uﬁ

1 n n2 » & - 1 n n2 - (2.21)
€=0
Sto takode moZemo jo$ napisati kao

Mﬁz C)Uﬁ =
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Vidimo da je 04 = 00 i iz ove formule moZzemo izradunati Oy pod uslovom da znamo O i
obrnuto.

Prilikom izvodenja Oy koristili smo sledeéu relaciju izmedu 0 i 0y:

0 000 = 0,1

Op= .
" 6 1 adL 2

(2.22)

Faktor iskorigcenja " je verovatnoca da je server z auzet kada je sistem u ravnoteznom
stanju, stogaonnamdajeo | ek i vani br oj (shkbi)jtj @n alaavakvoms er vi s
tumacenjem mozemo dati o¢igledno objasnjenje za (2.21) kao:
0 G £ R (B0 | QK 6
= 'O ) & OB (0o 1 XD + 'O ¢i & OB (0o {'Q U |
tj.
00 = OUn +'Ol'5|' ,
1z ¢ega dobijamo

Ovo vazi za sve redove Cekanja, buduci sa svaki klijent koji je prisutan u sistemu ili ¢eka u
redu ili je u procesu pruzanja usluge.

Prilikom opisivanja slu¢ajne promenljive nije poZeljno koristiti samo srednju vrednost.
Iz ovog razloga naves¢emo i disperziju broja klijenata u sistermw redu Disperzija slu¢ajne
promenljive U koja predstavlja broj klijenata u sistemu koji je u ravnoteznom stanju se lako
odreduje ako primetimo u jednacini (2.19) da

0+1D: 1 " .
Sledi da

1 "2 2 (2.23)

1 ”

Slu¢ajna promenljiva 0; koja predstavlja broj klijenata u servisuima Bernulijevu
raspodelu sa parametrom” = 1  1)y. MoZemo odrediti njenu disperziju:
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oG =1 "= 1 =

Za odredivanje disperzije slu¢ajne promenljive U koristi¢emo relaciju (2.22) izmedu 04 i 0.
Iz toga sledi

H H H
-O lvjrlz — é2h£+l: ‘82 1 ” 1|é+1: n 2 ‘82I,‘.]8 1: ”2!0(:\’)2 ’

e=1 =1 £=1

de WD 1 " iz ¢ega moZemo zakljuciti da
g i
” 1 L 1

° "2 2 y, ° L4 — n2 —_ n2
00 ="200+CF & = T2t Tz T T

Srednja vrednost za 0 je dato sa (2.21), iz ¢ega dobijamo

LS 1 n 4 n 2 1 + " n 2
’ " e v D ® 4 — n2 —_
(@) Uy = @) Uy (07 Uy = 1 " 2 1 " 2 1 " 2 . (224)

Napomena 2. S obziromda je 0 = 04 + 0; , moZemo koristiti formulu
za izraCunavanje kovarijanse (i koeficijenta korelacije) slucajne promenljive O i U;.

Neka od osnovnih veli¢ina (mera) vezana za modele redova ¢ekanja pored 0 i 04 Su i
ukupno vreme koje klijent provede u sistdiuji je u ravnoteznom stanju) i u redy u oznaci
“Yi Y, respektivno. Ukupno vreme provedeno u sistemu ("Y) jednako je “Y+ "Y, gde "Y
predstavlja vreme potrebno za uslugwbi¢no je tesko pronaci raspodelu za slucajnu
promenljivu "Y. Za 0 /0 /1 model &ekanja u redu ovu raspodelu mozemo odrediti na
eksplicitan nacin. Da bismo to ucinili, potrebno nam je rezultat sledece tvrdnje koju ¢emo
dokazati u nastavku.

Teorema 2.4. Nekal ; pr edst avl ja verovatnol u nklgenalae pr oi
(stanje€)u s i st e muAkaijend predtoilgeu u skl adu sa Poasono

Dokaz: Koristicemo ¢injenicu da Poasonov proces ima nezavisne prirastaje. Pretpostavimo da
Klijent stize u trenutku 0. Ozna¢imo sa "OKklijenta koji stize u intervalu 0,0+ - . Imamo da je
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;= limlimd ®6 =¢&|"0 = lim lim ——— =

P H-00 O H-00 0O
. 0gdo =£0M0 =¢ . DODMO =¢&
= [im lim — = |im lim = =
® H-00 v 0O P H-00 v O
:|imdg|.b|im_006(l‘)b =¢ :”mc‘pHDG WO =¢ :hé | |

Napomena 3. Takode moze se pokazati da u bilo kom sistemu gde klijenti dolaze jedan po
jedan, i usluzuju se jedan po jedan, vazi da je

gde] ; predstavlja d u g can uméovremena u kompo odlaskuklijenta iz sistema izanjega
ostav ¢ klijenata Ovo proizilazi iz ¢injenice da je stopa prelazaka iz stanja € u stanje € + 1
jednaka stopi prelazaka iz stanja € + 1 u stanje ¢ tokom dugog vremenskog perioda, ili
ekvivalentno tome stopa po kojoj klijenti koji dolaze vide stanje € je jednaka stopi po kojoj
klijenti koje odlaze vide stanje €. Drugim re¢ima, tvrdenje sledi iz ¢injenice da stopa ukupnih
dolazaka mora biti jednaka stopi ukupnih odlazaka (onaj ko ude mora jednom izaci).

Teorema25.Zab/0/1model | ekanja u redu vagi
"YD.‘ _

Dokaz: Neka 'Y oznacava broj klijenata u sistemu kada stigne novi klijent. Tada imamo

Stavise, zbog odsustva memorije $to karakterise eksponencijalnu raspodelu mozemo pisati
Y 'Y=¢ D3 t+1,

S obzirom da klijenti dolaze u skladu sa Poasonovim procesom na osnovu prethodne teoreme
imamo

0Y=¢ k|;=nm=1 ”""¢8= 1

1z toga sledi da
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Kada suma i integral zamene mesta i primenimo Tejlorov red za @ dobijamo

0y o= * _Qf =—d= * _Q'ods=

= * _Q -g=1 Q" =9
0

iz ¢ega sledi da je gustinaraspodels | u|l aj ne “Medmkamen!| j i ve

0= _Q  -%0ad0 0,

odnosno ukupno vreme kejklijent provede u sistenpie Kk s ponenci j al na sl ul aj
promenljivasa stopom*  _, to zapisujemo YR

Raspodel a v r,éymprdizeolindg &lijeata §oja dode u sistem je slucajna
promenljivame g o v i t Akagklijénti stigiee dok je sistem prazan, imamo da je "Y' = 0. S
druge strane, ako postoje 'Y= €& 1 korisnika u sistemu po dolasku, onda "Y ima "O¢,’

raspodelu. Posto 0 'Y=0 =np,=1 " =1 = po postupku kao gore, nalazimo da je
H
0°Y o= 0 o|Y=¢DY=¢ =
£€=0
=1 =+ = 1 Q =-°=1 =19Q =°

Tako imamo da je

60<Y 6=7 1 Q' -° ¢@@o> 0.
Dalje racunamo

3oy e 00<"y © A6 s T
V) X Ol X>O =————=1 Q =0 & '@o> 0.
v >
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Dobijamo da je

Yl Y>>0 D. © _.
Mozemo pisati
Y| Y>0 =Y
Sto direktno sledi iz ¢injenice da je
e
. 0Y=¢,Y>0 e 1 = = _o_=:t
LY=¢|Y>0 = z = = =1 = = =

Y>0 1 R

=M ;=0Y=¢ 1 adiodas 1.

[E

Napomena 4. Kako su po pretpostavci slu¢ajne promenljive “Y i Y (vreme opsluzivanja)
nezavisne, Cinjenicu da “Yima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom * _ moZemo
proveriti i pomoc¢u funkcije raspodele verovatno¢a slucajne promenljive “Y i “Y. S obzirom da
je slucajna promenljiva “Y meSovitog tipa, lakSe je da koristimo sledecu formulu (gde je

H 0
Qo= GO ieyid= 1 "Q " -°T Q=
0 0
0 0 0
= 't mQ-0ddg= Qg Q-0 Qid-=
0 0 0

=1 Q° Q' -°1 Q-° =

=1 Q -9 divd@o oO.
Napomenimo da sve dok je server uposlen kada u sistemu ima korisnika, broj korisnika u
sistemu ne zavisi od redosleda u kojem se oni posluzuju. Medutim, kod vremena ¢ekanja
redosled opsluZivanja ima veoma vaznu ulogu. U sistemu gde se usluZivanje vr$i po principu
"ko prvi ulazi, prvi izlazi", vreme ¢ekanja na uslugu (“Y) klijenta koji dode predstavlja

koli¢inu vremena koji je potrebno da bi se posluzili svi klijenti koji su ve¢ bili u sistemu.
Kada u sistemu ima ¢ klijenata, s obzirom da vremena usluge imaju eksponencijalnu
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raspodelu sa parametrom ‘, ukupno vreme uslugeklijenata ima Erlangovu raspodeftisa

gustinom raspodele verovatnol a
‘i 1 ‘

"(b:‘—'Q‘w.

£ € 1!

Neka je '@ 0 :6"}{ 0funkcija raspodied’flassoliedd aj ne

"% 0=0"Y=0=00=0=1 ".

Napomenimo da zbog nezavisnih priraStaja eksponencijalne raspodele, preostalo vreme
usluzivanja klijenata u servisu je takode eksponencijalna sa parametrom ‘ . Mozemo pisati da
je

QG 0 = 0 0<"Y 0O+ o> 0.

Imamo
B ey g1
o~ S § Vi o
Q@ﬁo_ Ne — 1!Q D=1 3 1!Q D=
e=1 e=1
LTI o
g=0
=_1 "Q -=-%=_1 "Q 1

Zbog prekida u 0 kod raspodele “Y, imamo sledece
)

QLo (2.25)

“@6626"X20+

0

Qe 0 =1

Nekaje O"Y = w; i0"Y = .1z (2.25) lako mozemo izrazitio| e k i vdspejzip zdy

@y =0y = = —= (2.26)

(2.27)

O
=<
I
o
-
N

® Erlangova raspodelge specijalan slu¢aj gama raspodele, gde je parametar "Qceo broj. Gustina raspodele
verovatnoéa jes @ = _%?'Q-®/ Q 11 gdeje @ 0,_> 0" u.
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Posto je ukupno vreme provedeno u sisteiijjednak vremenu provedenom u redu uvecanim
za vreme usluzivanja, tj. zbiru "Y i "Y, za sve redove Cekanja vaZi relacija:

o = Gy + G,
odnosno
. _ 1 1
w:OY:ﬁ-F'_:i. (2.28)
Ako uporedimo (2.20) 1 (2.28), primecujemo sledecu vezu
0= _w. (2.29)

Rezultat (2.29) je poznat kao Little-ov zakon. Little* je 1961. godine pokazao da skoro kod
svakog stacionarnog sistema ¢ekanja postoji jedna jednostavna veza izmedu prosecnog broja
klijenata u sistemu, prose¢nog vremena ¢ekanja i stopa dolazaka.

Osobina 1. (Little-ov zakohPos mat r aj mo j edan k®ijst em luekarwjna
stanju Nekab=0O0 oznal ava dugorol an prosel an br o]

Ww=0"Ydugor olenlonoprvorse me | ek a®nq an aulpasoisset|enmuu , s tao
pristizanja klijenata/poslova u sistem. Dalje, naka= O 04 i w3 =0"Y oznal avaju
anal ogne koliline koje se odnose na red. Tad
0= _qw
[
Op = _ay,

_oSe odnosi na efektivhu stopulolaskaklijenata u sistem, dok se _odnosinapr osel nu st o
dolaskau sistem. Drugim re¢ima, _ ukljuc¢uje one klijente koji dodu do sistema, ali iz nekog
razloga ne udu u njega, npr. u sluéaju da je sistem sa kona¢nim kapacitetom pun. _q broji
samo one klijente koji dodu na server i budu usluzeni. Kod 0 /0 / 1 sistema efektivna stopa
dolazaka je ista kao i prose¢na stopa dolazaka (tj. _o= _)

Kada su dolasci u skladu sa Poasonovim procesom, postoji u o p ¢et Létle-ove
formulekoja vazi za disperzije

* John D.C. Little, profesor na Masacusetskom institutu za tehnologiju u Sjedinjenim Drzavama.
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Osobina 2. Posmatraj mo jedan &io$iemel eukarng enou ege
Poasonoim tokom pristizanja korisnika kajulaze u sistem. NekhRoz nal ava br oj kIl i
sistemu;Yoz nal| ava varuesistemu,laegkpaamosel nu stopu pristi z
sistem. Tlgkgdznalnewka u anal ogne veliline koj

006 00 =_30"Y

Little-ov zakon (Osobina 1.) je veoma mocan rezultat zbog svoje opStosti . Moze se korisiti za
skoro sve modele redova ¢ekanja bez obzira na proces dolazenja, broj servera, ili uredenje
sistema. Medutim, to nije sluc¢aj kod verzije primenjene na disperzije (Osobina 2.) zbog
ograni¢enja na Poasonov dolazak. Primenom Osobine 2. na 0 / 0 / 1 sistem, dobijamo

., 00 00 72 1 "2 ~
07y = _2 - _2 - _2 1 n o2
_ 1 B 1
« 2 1 ” 2_ ‘ _2
i
2 14 2 n2 on3 w4
OU '06 2 T 2
v _ n n 1 1 _ 1 _
oY = 2 = 2 -T2 T
~ 211 n 2 ~ ” 2 ”
- . _2_ [ 1 n 2"

Osobina3.Posmatraj mo jedaadsi Ebpm | ek anjCzvwoad ti ergpon
sawdugorolno proselno vremdudaerkalnga pr osied tna
| ek aumedwnisd pr os el ruws | sutgaTpdavmjga

w = (L)r’] + —.
Za ovu osobinu vazi isto $to i za Little-ov zakon, odnosno ona vazi i za neeksponencijalne

sisteme, sisteme sa viSe servera kao i za sisteme sa kona¢nim i beskona¢nim kapacitetom.

Primer 2.2. Na aerodromu postoji samo jedna pista. Avioni pristizu brzinom od 15 letelica na
sat. Procenjuje se da svako sletanje traje 3 minuta. Uzimajué¢i da pristizanja predstavljaju
Poasonov proces, a vremena sletanja imaju eksponencijalnu raspodelu, na osnovu 0 /0 /1
modela odredimo sledece karakteristike.

44



(a) Iskoris¢enost piste:
_ = [ NN "WAEG= 15/ ¢,

‘ IV Y YE R A 60 z z
[ CENOI OLQGE ‘D= S /€= 20/¢

"= [ EAOTR O §G == 075.

(b) Oc¢ekivani broj aviona koji ¢ekaju na sletanje:

L. "% 0757
Uy = @) Uy = 1 " 025 _ 2.25.
(c) Ocekivano vreme ¢ekanja na sletanje:
2Oy == - 15 _ 3 = 96RO
W= 0N = =300 15 20 W ®= 90w

(d) Verovatnoca da ¢e ¢ekanje biti visSe od 5 minuta? 10 minuta? Nema ¢ekanja?
by 6=1 "qQ -°
voby>e="Q 1o

5
"Y> 560000 = 075Q%° 1 %P & =

CA

25
0.75Q & = 0.4944,

CA

10
Y > 106 "Q0xd = 0.75Q %t *° %0 =

50

= 0.75Q 60 = 0.3259,

0 ¢ DHETFE® =0 "Y=0 =1 "=1 075= 025
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2.3.2 Sistemi sa jednim serverom i konacnim kapacitetom
A /47 /"Hmodel)

U prethodnom modelu smo pretpostavili da nema grani¢ne vrednosti za broj klijenata
u sistemu. lako je O /0 /1 model ¢ekanja u redu veoma koristan za modeliranje razli¢itih
fenomena, ali pretpostavka o beskona¢nom kapacitetu ¢esto ne odgovara stvarnosti i mnogo je
realisti¢nije pretpostaviti da je kapacitet sistema neki ceo broj < Ha U realnom svetu uvek
postoji ograni¢en kapacitet sistema 6y u smislu da ne moze biti vise od cklijenata u sistemu u
bilo koje vreme. Ovim se misli na to da ako klijent koji dolazi zatekne stanje u sistemu gde je
veé prisutno Gklijenata onda neée uéi u sistem. Sva takva pristizanja u sistem, gde je prisutno
ta¢no wklijenata, bivaju zaustavljena, a ti klijenti izgubljeni za sistem.

Prema tome 1 ovaj sistem moZe biti modeliran kao proces radanja/umiranja, pri ¢emu
su u ovom slu¢aju odgovarajuci parametri:

s =_ aE=0,1,28,0 1
=0

(4= 0

a= 0 G0E =1,2,8,0

Buduéida je _z = 0, stanje sistema nikad nece biti 0+ 1.

U slucaju kada je neophodno koristiti sistem sa kona¢nim kapacitetom , verovatnoce
stanja i mere efikasnosti predstavljene u jednacinama (2.19), (2.20), (2.21), (2.23), (2.24),

(2.26) i (2.28) suneodgovarajuce , i zato se moraju odrediti nove verovatnofe i mere
efikasnosti za 0 /0 / 1/ G sistem.

|00 00|| Ot

red

- server
prekoradenje

Slika 2.4.Prikaz 0 /0 / 1/ 5 sistema sa punim kapacitetom.

Jednacine za odredivanje verovatnoce stanja su identi¢ne kao i kod O /0 / 1 sistema, jedino se
normirana jednacina razlikuje kao $to ¢emo 1 videti. Kada se sistem nalazi u stanju G on iz
njega samo moze da izade poSto korisnici koji su posluZeni odlaze. Osim toga, u ovo stanje
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moguée je uéi samo iz stanja @ 1, po dolasku novog korisnika. Ako je comaksimalni moguéi
broj klijenata u sistemu, tada je generator matricadimenzije @+ 1 x @+ 1 iima sledeéi
oblik

‘ = rl
+ R
“ 11 = R = N 1
0= E E E "
] ‘ _t+° _n
u ‘ IU
Sistem jednadina mld = namdajer avnot egne jednaline
= o

Merr= (C+ ) M1 GOE=128,0 1
‘No= NG 1 (2.30)

do kojih mozemo do¢i i primenom principa jednakosti stopa, tj. "stopa izlaska" ="stopa
ulaska" Argument za stanje O je isti kao i kod 0 /0 /1 sistema. Naime, kada je u stanju O
sistem Ce napustiti to stanje samo po dolasku klijenta (koji se deSava po stopi _), pa je stopa
po kojoj sistem napusta stanje O jednaka _r). Drugim re¢ima, proces moze uci u stanje
0 samo iz stanja 1 po odlasku klijenta; dakle stopa po kojoj proces ulazi u stanje O je ‘ 1y;.
Jednadina za £ -to stanje, gde je 1 £ < Qje ista kao i ranije. Jednadina za stanje ®je
drugatija, jer se sada u stanje (omoZe uéi samo iz stanja @ 1 po dolasku klijenta.

Sistem jednacina (2.30) se moZze resiti sukcesivnom supstitucijom resenja i izrazavanjem svih
promenljivih pomocu r)y, pa dobijamo

hé = ”éhO d(b‘s = 0’1’8 ’&)

gde je ” = =. Poslednja jednaéina se kod (2.30) moZe izostaviti, jer se kod konacnog

nesvodljivog sistema Markova uvek javlja jedna suvi$na jedna¢ina. Koristeci ¢injenicu da je
B_on: = 1 dobijamo:

[oR!
[oR1

u(I)l—]_
1 .

vtz o7 - w1

£=0 £=0 Ro(+ 1) a&d” =1,

odavde dobijamo da je
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) l ” s
|v1—"m G(L) 1’
v 1
ot 1

No =

Q(l’)n — ,

S obzirom da je gornja suma konacna, koristili smo kona¢nu geometrijsku progresiju koja
dopusta da” bude ve¢a od 1. Stoga, za O / 0 / 1/ Gsistem dobijamo

o€ —-—1 " 1
. 1 nrwloc ' " =
e = 4 owe = 0,1,8 ,w
ot 1 Qs =4
Napomena 5.
(@) Ako je _="* (tj.” = 1), tada su sva moguéa @+ 1 stanja sistema koja je u ravnoteZi

jednako verovatna. Stavise, kada coteZi beskona¢nosti , verovatnoda f; tezi u O za svaki
konacéan broj €. Ovo potvrduje i ¢injenica da u U /0 / 1/ Hbmodelu duZina reda se povecava
beskonacno kada je _ = * , tako da nema stacionarnog stanja.

(b) Ako je _> *, tada postoje grani¢ne verovatnoce. Medutim, $to je kolicnik ” = = veéi, to
Ge N vise tezitika 1 (a 1) tezitika0za& = 0,1,8 ,&0 1), §to je i logi¢no .

(c) Tako u stvarnom Zivotu kapacitet cone moZe biti beskonacan, O /0 / 1 model predstavlja
dobru aproksimaciju stvarnosti ako verovatnoca r\g, da je sistem pun, je veoma mala.

(d) Za 0 /0 / 1/ credove &ekanja ravnoteZna stanja ée postojati ¢ak i ukoliko je ” 1. Dakle,
U ovom slucaju nije potrebno postavljati uslov =< 1, jer je veli¢ina reda po definiciji

kona¢na pa ne postoji mogucnost da se red povecava u beskonacnost (konacni kapacitet
sistema kontrolise nagomilavanje klijenata prisutnih u sistemu).

Teorema 26. U s | wl/ie/l/®Gmodel a prosel an broj klijen

ravnotegnom stanju je dato sa

” (I)+ 1 u(I)I—l "TQ 7@ 1
” ” G W "
b=0¢ = 1 7 1" =
> W@ =1
1+oL r17e
" 1 ” 1 »oFl (*)!Q ’@” 1
B @ e
5 @@ = 1.
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Dokaz: Kao i ranije 0 se moze izraziti preko rj; da bismo dobili:

@ @ &)
0=00 = ENe = EN: = No” gre 1,
£€=0 £=1 e=1
Prvo razmatramo slucaj kada je ” = 1, tada imamo
@ ® v ¥
) 1 1 ‘ 1 HM*+1 O
U= € = = = € == = 5
wtl wtl . wt 1 2 2
£=

gde smo koristili formulu za izra¢unavanje zbira prvih Gélanova aritmetickog niza.

1, moramo da odredimo kona¢nu sumu
)

Kada je ”
& né 1 ” 1 .
g1

v

_1 n ol

L= € 1 oo 1
£€=0 €=0
DefinisSimo W= & 1, gde sluCajna promenljiiva @ ima geometrijsku raspodelu sa

" . Tada je raspodela verovatnoca za @ dato sa

parametrom 1
o€ =0 w=¢ =781 " 00E=0,18
Sledi
H H
hd‘) é = ” é 1 ” — 1
£€=0 £=0
|
H H H ® 1 ® "
‘8" é 1 ” — ” 1 ” ‘811 f-: 1 — ” 1 ” ” g — ” 1 ” -
‘ ‘ 1 ” 1 ”
£=0 £€=0 £€=0
Koriste¢i ove formule,, moZzemo pisati da je
@ , H
éu é 1 ” — éu é 1 ”
1 ” . .
E=wtl

£€=0
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Imamo da je

Prosel an

nd —

H
” — é (5+ 1 + (':)_I_ 1 " g 1 ” —
E=0r1
H H
- ¢ (I)'l' 1 » g 1 "oy (I.)'l' 1 n g 1 ”
g=ar1 E=0r1
H H
- n(:)i—l dnd 1 L W+ 1 n 1l nQ 1 n -
a=0 a=0
H H
:n(I)i-l 1 n n an(x 1+ &)_'_1”0)}-1 1 n
a=0 & =0
H & 1
= H(I)i-z 1 ” n QA + o+ 1 »ntl 1 n ~ =
a=0
1 L
= n W2 1 ” - + d)+ 1 n 1l =
1
" G 2 1 i norl — »orl " i nGrl
= —+ wt 1 = —+ wt 1 .
1 1
6: 1 " nOF1 i (':)_'_111(:){—1 -
l »rl l ” 1 ”
” H(I)l—lu (I)+ 1 H(I)f—l 1 ”
= l ” 1 »oFl =
1+ @t G100
- 1 ” 1 »oFl
brojje klijenata u redu
o1 o1
01=00y =  Elua=h? &7 1=
£=1 =1
" ” 1 )
MOy @R 1
e 1 o
Y W& @ =1.
p 2 wtl

Vg
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Napomena 6.
(a) Lako nalazimo da je
L — @ <1
Jmo= 1 "7
e b @ 1

Sto odgovara rezultatima dobijenim u prethodnom delu.
(b) Kada je kapacitet csistema veoma ogranien (na primer, kada je o= 2,3 ili 4), tada ako
jednom izra¢unamo verovatnoce I}z, iz definicije matemati¢kog oCekivanja diskretne slucajne

promenljive mozemo direktno dobiti 0 :
@
i.‘): 'Ol') = éhs
£=0
Mozemo izra¢unatiid i sper zi ju slal ajne promenljive
@ @
—~ . 2 5 2
Ov := e OLv ng= €N Oouv .
£=0 =0
(c)Kadaje” =1,di sper zi j u s Wmhalazjmoleristpérfamme:n | j i v e
® T ox 7
L, _ Wt 1 2wt 1
g€c= :
6
£€=0
Imamo da je
© © 1 w20+ 1
00?2 := £ = £ 2 =
R S o1 6
£€=0 £€=0
tako da je
05 W20+ 1 ©2 Qo+ 2
L = - =
6 2 12
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Dakle, disperzijeza ove koligine u slucaju 0 /0 / 1/ cosistem su

e — 1+ G120+ 20+ 20 171 @ a2 @ 4 1

OO+ 2
12

d(‘k’)”zl,
Ovy =0V Mo U+ Uy .

Odredivanje w i@y se u ovom slucaju donekle razlikuje nego kod M/M/1 redova. Kod
M/M/1 sistema _, koja se pojavljuje u teoremi, predstavlja prosecan broj klijenata po jedinici
vremena koje pristignu u sistem. Medutim, kod sistema sa konacnim kapacitetom klijenata, _
takode predstavlja prosecan broj klijenata po jedinici vremena, ali _rgod tih klijenata zatice
sistem popunjen i odlazi. Prema tome, proseéno _ _Ns=_ 1 1 klijenata po jedinici
vremena ¢e u stvari pristi¢i u sistem.

Dakle, r o s el na s tefekpivaa stopaaalaskalijenata u sistem koji je u ravnotezi
je data sa

o=_1 1y,

jer klijenti uvek pristizu u skladu sa Poasonovim procesom sa stopom _, ali mogu da udu u
sistem samo kada on nije pun, to je slucaj kada je sistem u jednom od slede¢ih stanja:
0,1,...,0 1.Koriste¢i ove &injenice i Little-ovu formulu O = _q, moZemo napisati da je
prosel no vr eme ediopistemiieredjatingki ent prov

5
_1 ng

(br'] = .
Izraz za cy smo dobili iz Osobine 3. IskuSenje je da se koriste formule iz Osobine 2. za
dobijanje izraza za disperziju vremena ¢ekanja. Medutim, odnosi disperzija po principu "kao
Little" zasnovani su na pretpostavci da su dolasci u sistem Poasonove raspodele. Zbog

ogranienja u kapacitetu iskljuceni su Poasonovi dolasci u sistem, pa se generalizacija za
disperziju iz Little-ovog zakona ne moze koristiti.

Primer 2.3. Jedna Korporacija treba da odrzava jedan veliki vozni park traktora. Ima i jednog

mehanicara koji popravlja pokvarene traktore po redosledu njihovog dolaska u radionicu.
Dolazak traktora u radionicu procenjuje se na osnovu Poasonove raspodele, i to u proseku 3
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traktora nedeljno. Vreme trajanja popravki varira prema eksponencijalnoj raspodeli, sa tim da
je prosek trajanja popravke pola nedelje po traktoru. Korporacija je odlucila da u slucajevima
kada u njenoj radionici stoji viSe od dva traktora unajmi jednu spoljasnju radionicu, ¢ime je
broj traktora na ¢ekanju sveden na jedan. Svaka nedelja koju traktor provede u radionici
kompaniju kosta 100 ¢ ®. Unajmljivanje spoljas$nje radionice kosta 500 CQEGGI @ po
traktoru (u §ta je uradunato i izgubljeno vreme). Zelimo da proverimo poslovanje korporacije i
odredimo optimalnu grani¢nu tacku na kojoj ¢e se unajmiti jedna spoljasnja radionica.
Drugim re¢ima, Zelimo da odredimo maksimalan broj traktora u radionici kompanije pre nego
Sto se oni poSalju u neku spoljasnju radionicu. Ukupni nedeljni troSkovi su

"YEHIQ,= 1000 + 500_f

Dalje, imamo da je iskoris¢enost radionice

[ CEnoni K = 3/ & Qich
= { N0 0L'OGE T= 2/ £ Ot
"= [ ENOTRIAgE 5& == = 15,

Za ovakvo poslovanje, $to predstavlja jedan O / 0 / 1/ 2 sistem, imamo da je

5= 08 L1+ @t J)+1"<5_151+231.53 3:)1.52_126
v=RU = 1 &1~ 7 0501 158

pa sledi
"YEROQ,, = 100 OL.26 + 500 3B 0474 = 837 CE ¢ & CXXTCh

U sluéaju da kompanija dozvoli da u sistemu budu tri traktora, tada imamo da je 0 = 1.98 i
Nz = 0.415, §to daje da je

"YER3Q, 5 = 100 01.98 + 500 B W.415 = 820 CE i ¢ & CXch

U slu¢aju da su dozvoljena Cetiri traktora u sistemu, imamo da je 0 = 2.76 i r, = 0.384, $to
daje da je
"YERDQ,, = 100 .76 + 500 3B 30.384 = 852 Q¥ & ¢ & XXNch

Dakle, preporuka je da se traktor posalje u spoljasnju radionicu tek kada je vise od tri traktora
u sistemu.
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2.4 Sistemi masovnog posluzivanja sa vise
servera

2.4.1 Sistemi sa vserverom i beskonacnim kapacitetom
(4 74/ ¥ Hbmodel)

Do vazne generalizacije 0 /U / 1 modela dolazimo kada pretpostavimo da u sistemu
postoji i servera(koji usluge pruZaju nezavisno jedni od drugih) i da svi oni posluzuju
eksponencijalnom stopom Klijenti stizu u sistem u skladu sa Poasonovim procesorsa
stopom _. Kapacitet sistemge b e s k o m @lhz&anje se vrsi po principu " Ko pr vi dolL
prvi ode"

Viseserverski U /0 /i sistem masovnog posluzivanja predstavlja model koji se najvise
koristi u analizi usluznih stanica sa viSe od jednog servera, kao $to su banke, kase u
marketima, mesta ¢ekiranja karata na aerodromima i sli¢no. Pretpostavljamo da klijenti koji
pristizu formirajuj e d a n r eida kbrienk &ofi je slede¢i na redu prilazi serveru koji
prvi postane slobodan. Dok ima korisnika, ni jedan server ne stoji besposlen. Jasno je da je
sistem sa ovakvom disciplinom c¢ekanja efikasniji nego sistem u kojem ispred svakog servera
stoji red, posto u tom slucaju neki serveri ¢e mozda da stoje besposleno, dok ispred drugih
korisnici stoje u redu.

O —++u
oJele] o{
red O I=*Uu
serveri

Slika2.5. Prikaz jednog M/M/2 sistema sa jednim redom ¢ekanja i dva servera.

Napomena 7. Ne moraju se formirati pravi redovi ¢ekanja u kojima korisnici stoje jedni iza
drugih. Dovoljno je da korisnici koji pristizu u sistem uzmu broj, ili da se zadaci koje serveri
obavljaju numeriSu prema njihovom prispecu u sistem.

S obzirom da klijenti dolaze jedan po jedan i bivaju usluZeni jedan po jedan, proces
@ 0,0> 0, gde & O predstavlja broj klijenata u sistemu u trenutky je jedan proces
ralanj a sasledetirh stopainajzarodenje i umiranje:
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_ =(:](I)é20,1,8,

A awe=1,28,i 1 (2.30)
N awe=1i,i+1,8.
Razlog zbog kojeg je ‘ ; = € za¢ = 1,8 ,i 1 je taj da kada u sistemu postoji manje od i

klijenata, svaki klijent biva posluzen, pa ¢e tako stopa posluzivanja biti jednaka broju
korisnika, posto ¢e serveri na kojima nema korisnika biti besposleni (tj. slobodni serveri ne
pomazu zauzetim serverima). Ako postoji vise od i klijenata u sistemu, tada je ta¢no i servera
zauzet i stoga stopa usluzivanja mora bit i * . Napomenimo da dva proizvoljna klijenta ne
mogu napustiti sistem u istom vremenskom trenutku, jer su vremena opsluzivanja neprekidne
slucajne promenljive.

Generator matricad za proces je data sa

0 o, = = Ul

1 11 =+‘E = 1l

n é 1 - ¥
o—' . T ST _ o (2.31)

""A,lll [ _+i _ M

®u £ v,

Ravnot e gn eistenasuckladecd: i n e

staneQ stopa po koj oj Wr-ostopago koja procgstulazi usstar§en j e

("stopaizlaska”) ("stopa ulaska)
0 =f]0 = hl
0< &< i _HE O St €+ 1M (2.32)
i e<b I S B ¢ = Mg 1+ 1" Nesr
A A A
——— -
TT zj @ -
— T——
B 2u 2u

Slika 2.6.Dijagram prelaza izmedu stanja za 0 / 0 / 2 model.
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Sli¢no kao iu slu¢aju M/M/1 sistema pomocu rekurzije dobijamo sledece:

é‘f]‘s :=hé 1 C((JOSZ 1,2,8 ,i,
‘e =_N 1 O00E=10+1,i+28.
Dakle, imamo da je
1 €
r‘le:a‘f M, 0 €& i,
i
r‘]i+i = ii; hi) ‘l = 01112181 (233)
€
r‘]éz ii‘ hl" é:i,i+1,8.
Neka je " = = tada imamo da je
1 . €
Ne =51 = Mo=gi*" M, 0 &<i
1 l e 1 1 | € 1
=0 & = ﬂo:ﬁl' =T N, I €<Hh
Odnosno,
1 ..
;l" Mo, 0 ¢ i,
= 5 (2.34)

i H 1
. 1 i e 1 ing i
- + + - ” ” —
"lo T 0!
e=1 e=i+1l
i1 b 1
it it 1 .
- - + ,_ l” l’lsl —
el (! . !
€=0 €=i+1
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— . + i ” | ” 5 | —_
el (!
€=0 =i
i1, H 1
= I‘ + ” | ” | =
el i!
£=0 i=0
1
i1 it (v
- ST
€=
in €
. é' r]O’ 0 € L,
e = ive (2.35)
I M, | €<H.
pod uslovom da je” = =< 1.Posto jei‘ maksimalna stopa usluzivanja, kako smo i gore

definisali ” mozemo posmatrati kao intenzitet dolazakésaobral aja) za sistem.

AKo uvrstimo ” = = u (2.33) dobijamo

T
hé:"éihl’! 3 i!

i moZemo reci da kada j e broj korisnika u sistemu ve¢i ili jednak i, sistem se ponaSa kao
| ”

0 /0 /1 sistem sa stopom usluzivanja i‘ . Mozemo pisati da je | = =, tada je o=

Alternativni oblik za (2.35) koriste¢i| je dato sa

oot
Mo = ‘—!"‘ﬁl T ,
£=0
| &, L (2.36)
o ano, 0 ¢ 1,
N: BN

e~ f | E<Hb

Klijenti ¢e morati da satekaju na usluzivanje ako je broj klijenata u sistemu ve¢i ili jednak i .
Verovatnoéa ovog dogadaja je data sa BE2; 1}, stoga
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0 4G LODE@B@EOD =00 | =61, =
Ho b - , . H
b e | | | ®
L T L TR [
€=l €=l €=l
H -
| I | oot ! 1
"o [ TR
a=0 i
1
L
= 1 - —+-—-1 = ,
(! l el 1l [
£=0
odnosno
‘i
T o
0 l1| 1 ” Bl 1‘ € ‘l
£=03, " 11
Moze se lako pokazati da je
. i1 "o,
Mo = | i
Formula za 0 i, u literaturi je poznatakao Er | angova f or nlikkdo®rugaadr gav
Erlangova formuld, i esto se oznalava sa Q; |
Ako sa 0 i 0y oznatimo pr osel an br oj k 1 i j eraspaktivmo, tada s i st e

mozemo da ih izvedemo na sledeci na¢in : koriste¢i izraz iz (2.34) i ako znamo da jei” = | ,
dobijamo

H i |~£ H |i
0=00 = & =tf &g+ gt ii_':
g=1 g=1  &=i+1 '
! |£ 1 |l b
= | : — e¢7e L =
ol ZFT117T
§=l € i=1
ll| & |l H
— o+ , +, "4 —
LA TR THE
a=0 a=1
ll| & |l H H
:h0| "+i_' ” (']u(x ]_+iu ” | -
a=0 ' & =0 1=0

® Ovaj rezultat je prvi put objavio Erlang 1917. godine. Pre nego §to su dosli ratunari, u telefonskoj industriji su
koris¢éene O i,| kartice sa razli¢itim kombinacijama i i| .
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:‘ _ + — ” +iu —
rl0| Oal l' 1 ” 1 ”
a=
N LN S
= 4 +’ " ” + ” =
L T T
a=
. i 1 .
" 'No . | ¢ |
_’I ” 2+|r]0 "+r' ”
i1 o a (M1
a=0

Primetimo da je izraz izmedu [ ] poslednjeg reda jednaka ) 1, pa imamo da je

0 _ | nl | r‘.IO
- T
Sto moZemo zapisati kao
. "
U - | + 1 n 2
Sada ¢emo izraziti Oy, piSemo
Ho Ho N
U"]:OUI'I = € ihé: & i—'"éihoz
g=i+1 g=i+1 '
, Hb : Ho
| ' PP Lo
- i_lno ¢ 1 nE i — i_'non an(x 1:
Tt =1 ’ 4 =0
, Ho e
— | l AT} » Q —_ | l ST 1 &_
=11 —TMo 77 =
! . !
— | | h ” 1 _ "| iho
(1'% 1 27§11 "2 (2.37)
Sto mozemo zapisati na slede¢i na¢in
NN
Ur'] = 3
1 (2.38)

Ako u poslednjem koraku (2.37) uvrstimo izraz za 1)y, dobijamo da je

L _ "0
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Poredenjem izraza za 0 i 0y, mozemo zaklju¢iti da i” =| predstavlia o]l ek i vani

zauzetih servera

Za raspravu o vremenu ¢ekanja klijenata pretpostavimo da se oni sluze po principu "@"OY
Pristigli klijent treba da ¢eka u redu za opsluzivanje samo kada je broj korisnika u sistemu
veéi ili jednak i, tj. 0 = € {. Svihi servera su zauzeti, vremena izmedu odlazaka imaju
eksponencijalnu raspodelu sa stopomi‘ . i klijenata su na serverima i ¢ i klijenata ¢eka u
redu. Stoga, novi klijent treba da saceka prethodnih € i + 1 klijenata da oni budu usluzeni i
tek nakon toga dolazi on na red (ako je &€ = i, $to zna¢i da nikoga nema u redu, novi klijent
koji pristigne mora da sateka da se jedno usluZivanje zavrsi; ako je € = i + 1, tada treba se
¢ekati da se dva usluzivanja zavrse; ...).

Dakle, vreme ¢ekanja u redu je zbir € i + 1 nezavisnih eksponencijalnih slucajnih
promenljivih, svaki sa srednjom vredno$¢u 1/(i‘), Sto predstavlja gama raspodelusa
parametrima€ i+ 1ii‘.Akojet>Oikakojes ¢ i+1 = ¢ i ! moZemo pisati:

NDe g i+1,
gdesmosa“Yoznacilivr eme | ekanja klijenata

Nekaje 0> 0i"@, 0 =0 Y 0. Tadaje

i1 i 1Ié
@ 0=0"Y=0=00<i= =R .
€=0 €=0
Iz prve jednacine kod (2.36) imamo da je
e
L T T
£=0
odnosno
et 1
—|+ q 1 l_ = —.
=0 No
Odavde sledi da je
i1 .
|_£:i | l 1 ” 1
ST T |
€=0 Mo !
Sada imamo da je
.1 ! 1 | Mo
" = - T " = T E— 2.39
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Kod sistema sa viSe servera, sli¢no kao i kod 0 /0 / 1 sistema, imamo da je

H s H oo s
O B R . iro® !
1~ \ — “' (o) ’A":"' (o) n e | 'I":
Qogo = Qo e R T S
€=l €=l
_’f"Qi‘c‘) i‘d’éi’ =i‘nQio ild’d”_
= Un z i!Qa—lr]i T D=
¢ i=0 =0
= i'pQlogd v m=i'npQiel "
Sto takode mozemo da zapiSemo kao
£| | -
QQAO = Q' " o
1z (2.40) imamo da je
Ho
(Dn:OX = OQQﬂ 0 = G‘Y]IQI 1- c')’gb:

0 0

N
ic1 "z

Kori$¢enjem r); umesto n;, mozemo da piSemo sledece

0. = | 'No
L O R S

Sto je dalje jednako
6L oy

d)'_' n )
LN

. 1
posto Je Wy = —

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

Ako uporedimo (2.38) sa (2.42) (ili (2.37) sa (2.43)), ponovo mozemo da potvrdimo Little-

ovu formulu 0y = _wy.

Funkciju raspodeIé‘Qﬁ OVremena saddaentoznmojda odredimo iz (2.39) i

(2.41):
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0 ,
0,0 + i|l hQi 17 g

9
o-
1

0
i i 2 0
| "No I "No . ~[F 1" fys
- + ‘ oo it 17 Gy=
Vo ot o Ut &
0
_ |ih0 ol 1709
=1 T Q : (2.44)

Odnosno, ako uvrstimo izraz za r)y dobijamo
Qo=1 6i,)] Q°f!

Za odredivanje ocekivane vrednosti za “¥ i "Ymogli smo jednostavno samo primeniti Little-
ovu formulu

o — N
(L)r'] = —
i Osobinu 3.
. . 1
W =Wyt
i kona¢no ponovo primenjujemo Little-ovu formulu
0= Un +| .
Razlog zbog kojeg dopuStamo da je | = = je zbog toga, jer je ” rezervisano za stopu
pristizanja podeljeno sa najve¢om stopom usluzivanja, tj. ” = o Moze se pokazati da” daje

iskori§¢enost servera, tj. ” je deo vremena za koji je jedan proizvoljno izabran server zauzet.
U nastavku naves¢emo formule koje su potrebne za izvodenje disperzija za M/M/s sistem, ali
zbog slozenosti ne¢emo ih odrediti.

Zhoéi n2
REE

SO 20t
0¥ TR

OU,'] Ur'] 1

1
0'Y=0"Y +

00 =_20"Y+0.
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Primer 2.4. Korporacija, iz prethodnog primera, je implementirala proceduru prema kojoj se
nikada ne dozvoljava da u njihovoj radionici boravi viSe od tri traktora. Za 600 Qi &
nedeljno mogu da angazuju jo$ jednog mehanicara. Postavlja se pitanje, da li se isplati da se
to ucini ako se kao kriterijum uzima oc¢ekivani trosak? Da bismo mogli dati odgovor na ovo
pitanje, uporedi¢emo troskove 0 /0 /1/3 sistema sa troSkovima predlozenog 0 /0/2/3
sistema. Jednacine rodenja i smrti (2.31) koristimo zajedno sa

o _  _ Gt =0,1,2,
=" 0 ai¢ = 3,4,8,
Lo A= 1,

£ o0 ot = 2,3,

gde je _ = 3/ £'QOXH@i © = 2/ £’ XXV To nam daje
vo=2 S 0.75
it 22 T
M = 150
r‘]z = 1125”0
s = 0.843751,
. 1
Mo = = 0224

1+15+ 1125+ 084375
Ocekivani broj klijenata u sistemu je
0=00 =02240105+20.125+ 30.84375 = 1.407.
Troskovi predloZenog sistema Su
"YEHTQ-, = 100 01407 + 500 3B 30.189 + 600 = 824.20 ‘CE i ¢ &£ QOXYch

Dakle, korporaciji se ne isplati da angazuje jo§ jednog mehanicara, jer ¢e troSkovi u tom
slu¢aju biti veéi od 820 ‘CE i (kolko iznose kada je angaZzovan samo jedan mehanicar.

Primer 2.5. Jedna mala korporacija ima tri stare masine koje se stalno kvare. Svaka masina se
pokvari u proseku jednom nedeljno. Korporacija ima jednog mehani¢ara kome je potrebno u
proseku jedna polovina nedelje za popravku masine.
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Slika 2.7 Sematski prikaz sistema &ekanja u redu za popravku masine (Primer 2.5.).

Pod pretpostavkom da su kvarovi i popravci slucajne promenljive sa eksponencijalnom
raspodelom, jednacine rodenja i smrti se mogu koristiti na slede¢i naéin :

3 & _ =012
=7 0 a0k = 3,4,8
e = @ = 1,2,3,
gde je _ = 1/ £'QOXN@i © = 2/ £’ XN 1z ovoga sledi
N = 1.5
N2 = 151,
Ns = 0.75n,
Mo = . =021.

1+15+15+ 0.75
0=00 =0210105+205+3W.75 =142.

Dalje, pretpostavimo da za svaki sat koji maSina provede u servisu, korporacija gubi
25 CEAd () TroSak ovog sistema na sat, zbog nedostupnosti masina, se izra¢unava kao

"YERDQ-, = 25 = 250142 = 3550 QEdii &I &

Primer 2.6. Kako bi izgledale performanse aerodroma iz Primera 2.2. da na njemu postoje
dve piste, uz istu stopu pristizanja i posluzivanja?

(a) Iskoris¢enost piste:
_= i Enon "waE = 15/¢

P oar s rr Nt e T 60 , .
= [ ENWOI OLQE D= ?/e: 20/ é,

[ = @£AVAR= 2,
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| w

” i(‘él’]d’)'ﬁ(ﬁi'ﬁ'@‘éid@b(ﬁrmr‘fmzii‘: ,

(b) Oc¢ekivani broj aviona koji ¢ekaju na sletanje:

A B
U,']—OUr'] —“1—,,2,
i1 . ) 1 3 2 1
o = | |£+|ll no1 —1+3+ TR} 3 7 = 04545
o= =T - Tt 8 - A,
£=0
2
03 D4545
Oy = - = 0.1227.
2:)5
(c) Ocekivano vreme ¢ekanja na sletanje:
e~y | Mo _
PEON T 2T
3 2
2 30.4545
222001 3

0.00818 éui = 0.49 & "©oGkn
(d) Verovatnoca da ¢e ¢ekanje biti visSe od 5 minuta? 10 minuta? Nema ¢ekanja?

| o

n N — it 1”0
v’y o=1 TR Q
5 N |ih0 P noa
VS - oi'1 o]
t UY>o0 T Q ,
3 * pa4s4s
5 Y> 560600 = ————— 0233 = 01245,
201 3
8
0 Y > 10 G @60k = 0.0155.
0 e EdEE D ="Q 0 =5 "Y=0 =1 -1 =0795s. .
il
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Primer 2.7. Banka je ustanovila dve blagajne — jednu za komercijalne i jednu za privatne
korisnike. Stope pristizanja i usluzivanja kod blagajne za komercijalne klijente su 6 1 12
klijenata na sat , respektivno. Odgovarajuce stope kod blagajne za privatne korisnike su 12 i
24 klijenata na sat, respektivno. Pretpostavljamo da su dolasci u skladu sa Poasonovim
procesom i da vremena opsluzivanja imaju eksponencijalnu raspodelu.

(a) Pod pretpostavkom da ova dva Saltera rade nezavisno jedan od drugog, odredicemo
ocekivani broj klijenata koji ¢ekaju u redu i njihova srednja vremena Cekanja na svakom
Salteru. Rezultati su navedeni u Tabeli 2.1.

Tabela 2.1. Rezultati iz Primera 2.7.(a).

Blagajna za komercijalne | Blagajna za privatne
klijente klijente

- 6/ éid 12/ &3

‘ 12/ éGi 24/ éxl

=T 05 05

n 2
i‘)r'] = 1 " 05 05
Wf = T | 5606 2.5 6 Q6

(b) Sta je efekat kod &ekanja u dva reda koji funkcioni$e kao jedan dvoserverni red sa stopom

pristizanja 18/ édi i stopom posluzivanja 18/ éai ?

Tabela 2.2. Rezultati iz Primera 2.7.(b).

Red sa dva servera

18/ éui

18/ édi

Broj servera (i)

2

—

05

04
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U'_ ”|lh0
noqra o2

| 'No
itic1 2

04

Gy = 1.33 & "QOD

Mozemo zakljuéiti da je red sa dva servera efikasniji nego kad se serveri koriste pojedina¢no.

Primer28.Lekanj e u .redu u banci

Uvod Ljudi po pravilu ne vole redove u bankama, a da bi pobolj$ao nivo usluga menadzer

banke Zeli da sazna:

1. Koliko je prosecan broj klijenata u banci (tj. broj klijenata u sistemu);

2. Koliko je prose€an broj klijenata koji ¢ekaju u banci (tj. broj klijenata u redu);

3. Koliko ¢e prosec¢no vremena Klijent provesti u redu i koliko u sistemu;

4. Kolika je duZina vremena kad su blagajne slobodne?
U zavisnosti od toga koliko automata primenjuje tokom pauze za rucak, spreman je da zaposli
najvise pet blagajnika, ali ne manje od jednog.

Pretpostavke i detalji modela
- Raspodela duzina vremena koje je blagajniku potrebno za obavljanje zadatka je
eksponencijalna sa srednjom vredno$¢u od 2 & "Q60m i standardnom devijacijom od 5/
4 6 "@o0n
- Gotovo da ne postoji ograni¢enje na duzinu reda, jer banka ima veliku ¢ekaonicu.
- Kupci stizu u skladu sa Poasonovim raspodelom, sa srednjom vrednosSéu od
25 "B O0OE KOi (D
- Usluzivanje se vrsi po principu "@"OY
- Ovojejedan 0 /0 /i sistem,gdejel i 5.

Oznake

prose¢na stopa pristizanja (25/ éad )

1/proseéno vreme usluzivanja klijenta= 30/ édi

i | broj blagajnika (servera)

prosecna koli¢ina posla za svakog servera po Casu
0 | prosecan broj klijenata u sistemu

i‘)r'] prosecna duzina reda

W | prosecno vreme koje ¢e klijent provesti u sistemu
Wy | prosecno vreme koje ¢e klijent provesti u redu

Rd unanj a
Na osnovu izloZenog lako mozemo da izratunamo sledece vrednosti koje ¢emo koristiti za
odredivanje 0,04, ® iy
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30 6
” — = . | — 5
T
Mo, 0, Oy, @, &y i duzinu vremena kada je server slobodan moZemo izradunati korid¢enjem
slede¢ih jednacina:
! l| g€ | | !
oE o TmrmT o
£=0
nyoqp 5i+1‘ 5
= '||—n'?2+ = o PR
i 6i+1j1i 1 2 O
6
b = " if‘]o _ 5|'+1r‘-IO
Tl T g 57
6
o = o1 O
T
B 1 . 1
w = wr']+‘_—(.0r']+%,
EGEEELVIDQ=1 " =1 6
Rezultati ovih jednac¢ina za 1 do 5 blagajnika su dati u sledecoj tabeli:
Blagajnici | | € ‘ . 5 " G, | Slobodno
(i) B o k L vreme
1 0.833 | 0.833 | 0.167 4.167 | 5.000333 0.2 0.16668 0.167
2 0.417 | 0.347 | 0412 0.175 |1.008333| 0.04 0.007 0.583
3 0.278 | 0.096 | 0.432 0.022 | 0.855333 | 0.034 | 0.00088 0.722
4 0.208 | 0.02 0.434 0.003 |0.836333 | 0.033 | 0.00012 0.792
5 0.167 | 0.003 | 0.435 0.000 | 0.833333 | 0.033 0 0.833

Iz tabele se vidi da je dovoljno zaposliti jednog ili dva blagajnika, poSto se time skracuje

vreme ¢ekanja, a blagajnici najve¢i deo radnog vremena nisu besposleni.
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2.4.2 Sistemi sa vserverom i konacnim kapacitetom %F
(L 74/ vdmodel)

Kada je kapacitet ¢ekaonice u sistemu masovnog posluzivanja ogranicen, govorimo o
ogr ani | e n masovnsgipsstuzevanja. U vecini situacija , javljaju se konaéni redovi
§to je i mnogo prirodnije nego Cekaonice sa beskona¢nim kapacitetom. Medutim, sa
pomeranjem granice kapaciteta, sistem se ponasa kao da se radi o sistemu beskonacnog
kapaciteta, pa u tom slucaju mozemo da ignoriSemo ograni¢enja u pogledu veliCine. Dobar
primer za ograniCeni sistem masovnog posluZivanja predstavlja komunikacioni sistem sa
ogranic¢enim baferima i nekoliko usluznih kanala.

Posmatrajmo jedan sistem masovnog posluzivanja gde je broj serverai , pristizanjasu

prema Poasonovoj raspodelip o s | u gjé ekgpongeneijalnoa gr ani | ni kapacit
korisnika u sistemge @ Jasno je da je @ i .Pretpostavimo da su _i‘ stope pristizanja i
us |l ug,i respektiyna. Tada imamo sledefe infinitezimalne stope prelaza kod
generalizovanogmo del a r alanj a i smr ti

£ = _ CX(JOE = 0,1,2,8 ,(I) 1,

‘ £ a0E= 1,280 1,
ET 0 d0E=i,i+1,8,0

Pretpostavljamo da se korisnicima, kada njihov broj u sistemu dostigne & vise ne dozvoljava
ulazak u sistem (ili se proces dolazaka prekine). Generator matrica je

v, = =, 11

+ N

" 11 = R = n 1
O:|| E E E ™
1l [ _+1 _n

u i ‘v

Za granil ne verovatnoce 1y ,&€ = 0,1,2,8 D, jednadine ravnoteZze se mogu odrediti na
sli¢an nacin kao kod 0 / U /i / Homodela. ReSenje koje odgovara (2.34) je dato kao

-1 _ 7 0 & i
‘ ' "a - nO’ & | ,
rIS - .:" 1 _ l _ € 1 . ) i .
i Mo, I & @
o ! I
Ako oznatimo da je == " i ==, tada ), mozemo odrediti pomoéu uslova B_ o = 1:
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€=0 €=i

S obzirom da je druga suma na desnoj strani kod izraza za |y kona¢na, ne moramo nametnuti
uslov” < 1 zareSenje gde je g > 0. Imamo da je

i1 . , v,
'y |8 |ll nw i+l

> ‘_+ - , ” 1’
r IR

3 €=

Mo = . . 1
I’I’l 1|‘€ ||' ~
Ly —+—w i+1 , =1,
N el 1!
W ¢=0
K

N YRLE 0 ¢ 1,

né_ |l

l_' Eifp, | & @

Kada raspravljamo o karakteristikama vremena ¢ekanja korisnika u ograni¢enom sistemu
masovnog posluzivanja treba da dozvolimo moguénost da se neki korisnici koji pristignu nece
prikljuciti sistemu. Kada je sistem u ravnotezi, verovatnol a da klijent koji stigne nel e se
pri kIl j ul jengiStoga kadatu eistemu ima £ (¢ < o) klijenata, verovatnoladalie

Klij ent koj i d oj¢ dato sa M1 (1 wyy) .sKomsteée mtaciju kao i ranije za
raspodel u vrimamedaja | ekanj a
"G 0=0"Y 6="6,0+00<"Y 0,
gde je
i1 .
Q0 = 1ﬂs‘~
i=0 Né
Takode, imamo da je
o1, '
e, o = ool 0 g,
HOT TR Eoar
o1 0 L s
i‘of !
”n Y ‘o ‘ —_
QI{O—QﬁO+1 v ni: Q éi'lfb—
E=i 0
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1 w1 Hb
:"ino +l f](:) Nz 1 'Qlo‘—,!l“m.

e=i o

Prilikom pojednostavljivanja prethodnog izraza, treba da imamo u vidu sledece:

61
©, 0 + ! =1
Qﬂ 1 h&ézi i
i
" [foe i . ¢ ‘ol
Qbo —{‘'d= Qto
e 1! , 1!
0 1=0
Tada imamo
w1l & ,
Q6 = 1 1 : Qi i‘o!
o=1 7 M i
e=i 1=0

Ol ekivano vrenmnedatdsekanja u redu

H o1l | Hb , .
. 0" 3O \ N: .Ql'xbl‘oel,“,‘
Wy = = 0 = - —_1 =
L ¥ = 1 g e i
0 g =i 0
®1
1 ST
= € |+ : .
i1 ng . . Ne
€=

Ol eki vano vVvr e mesernogkdacditjnasledeci mcins t e mu

!
(JL)—(JL)r']+—.

Ol eki vani br o] k1 i jse mad dbiti pomace ldtile-ovie fortmules i st e mi
primenjivanjem efektivne stope dolazaka koja je jednaka _ 1 1y , dobijamo:

0=_1 ngw,
Vg = _1 Ny wy.
Drugi izraz za 0 je
W _on 0. -1 nNg _ . ‘
V=Uy+T—=Us+r——=0Uy+| 1 1g.
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2.4.3 Sistem gubitka({ /4 / ¥ vmodel)

Sistem 0 /0 /i/i u kojem se pristiglim korisnicima ne dozvoljava ulazak ako su svi
serveri zauzeti (ne formira se red ¢ekanja) jedan je od prvih sistema koje je A.K.Erlang
(1917.) razmatrao. Taj sistem se zove si st e m b dizmistdmeglbikafreauvodenja
bafera za ¢ekanje poziva, telefonski sistemi su funkcionisali isklju¢ivo kao sistemi gubitka.

Neka su dolasciklijenata u skladu sa Poasonovim procesosa stopom _ i neka su
viemena usl ugi v asa jrednjore keslnsoun ¥ ‘n @astgjia benvea, i svi
korisnici koji dolaze kada su svi serveri zauzeti predstavljaju gubitakza sistem. Skup stanja
za ovakav sistem je {0,1,2, 8 ,i}. Generator matricge sledeca:

o, =
. 1
0= -

11 i 1 + i 1 y

u & Y

Il
L L

Shodno tome, grani¢ne verovatno¢e ¢emo dobitiizr avnot egni h jednal i na

stanje’Q st opa po koj oj '®rostweago kojaj procgstulazi usstaren j e

("stopaizlaska”) ("stopa ulaska)
0 Mo ="M
1 e<i _FE M =Nt £ 1N (2.45)
i = oo
Oznacimo da je == .(2.45) mozemo da reSimo pomocu rekurzije i dobijamo
2 | i 1
Mo = 1+|+E+8+ﬁ ,
|
Ne = £y Mo €=0,18 ,i.
Dalje sledi
| i
r‘]. = i :
l 1+ +‘2—T+ 8 +‘i—:’ (2.46)
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Sto predstavlaver ovatnoli u da [ e kIl ijent b(lzguilienibl oki r

telefonski pozivi.) Takode, _ry; daje ol ekivani broj klijenata koji ce biti blokirani prilikom
ulaska u sistem u jedinici vremeriaraz (2.46) je poznat kao Erlangova formula gubitkali
Prva Erlangova formulai ozna¢ava se kao'Q; | ili 6 i, . Ova formula se intenzivno
koristi u projektovanju telefonskih sistema.

Vrednosti za r); date su za razli¢ite vrednosti i, kao i za razli¢ite vrednostip onu Ll eno g
prometd . U literaturi o telefonskom saobracaju, ponudeni promet (0dnos stope dolazaka i
posluzivanja) se meri u Erlangu. Napomenimo i to da je u zargonu telefonske industrije
obavljeni promet dato sa| (1 1)), posto se deo I}, za dolazece korisnike gubi u sistemu.

Izraz na desnoj strani formule (2.46) je konveksna funkcija od i u intervalu [O,H) za| > O.
Jo§ jedna od karakteristika ove formule je njeno vazenje Cak i kada vremena usluzivanja
imaju opste raspodele.

2.4.4 Sistem masovnog posluzivanja sa beskona¢nim brojem
servera (4 /4 /Homodel)

Nazivanje nekog sistema sistemom masovnog posluzivanja sa beskona¢nim brojem
servera (beskonacan broj servera i samim tim nema ¢ekanja u redu) je pogresno, 0 /0 /Ho
sistem se zbog svoje strukture ipak tako naziva. Klijenti dolaze u skladu sa Poasonovim
procesomi vremena usluzivanja imaju eksponencijalnu raspodeltNeka su _ it stope
pri st i zanj aPreipostavimol da { isistem m jstamju da pruzi uslugu ¢im kupac
stigne. Jednostavan primer za ovo predstavlja veliki supermarket u kojem korisnici sami sebe
posluzuju dok biraju robu. Kase na izlazu se tada modeliraju kao jedan 0 /0 /i sistem.

Kada u sistemu ima € klijenata, stopa usluzivanja je €' &€ = 1,2,8 . Parametri

model a r altaasy a i smrti
=§: :=! ‘E: 051!2!8!
‘p= g, €=1,238. (2.47)

Generator matricase dobija proSirivanjem prvog dela matrice (2.31) kod 0 /0 /i modela sa
¢=1i+1,i +2,8 .Dobijamo

o N~ O
I
+ 1l

Tl
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Ravnotezne jednaline stanja za grani¢ne verovatnoée {; ,€ = 0,1,2, 8 } su sledeceg oblika

R
_FE N =_Mg 1t E+1 ., £=128.

Iz uslova B2 o1 = 1 sledi

hOZEQ"

0"
N = el
Sto je PO&SO”O\DT‘OCGSS& parametrom =/‘ .

Zbog strukture parametara radanja i umiranja (2.47), sistem se takode moze posmatrati kao
sistem masovnog posluzivanja gde su dolasci u skladu sa Poasonovim procesom i vremena
usluzivanja su eksponencijalna sa linearno zavisnom stopom usluzivanja € kada postoji €°
klijenata u sistemu.

Napomena 8. 0/0/i (=0/0/i/H) i O/0/i/i sistemi masovnog posluZzivanja
predstavljaju dva e k st r e mn akoje stieba | ramotiti. 0 /0 /i/® sa s< @< tb
predstavlja model koji najcesc¢e dobro reprezentuje stvarnost, poSto obi¢no postoji prostor u
kojem potencijalni korisnici mogu da ¢ekaju dok ne budu posluzeni, ali taj prostor nije
beskonacan.

Osim toga, zaklju¢ili smo da za O /0 /i sistem, da bi postigao stacionarni rezim rada,
mora da bude zadovoljen uslov da je _ < i‘, to jest, stopa pristizanja korisnika u sistem
mora da bude manja od stope posluzivanja korisnika kada je broj zauzetih servera i, ili ¢e se
duzina ¢ekanja u redu otegnuti u beskona¢nost. U praksi, medutim, neki dolaze¢i klijenti nece
uci u sistem ako procene da je vreme Cekanja predugo. Neki ¢e pak da napuste sistem pre
nego Sto budu posluzeni ukoliko procene da su previse vremena utrosili ¢ekajuci u redu.
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Glava 3

3. Simulacija

Analiticko resenje nekog problema, odnosno ta¢ne informacije o tom problemu
koris¢enjem standardnih matematickih metoda mozemo dobiti samo ako su relacije na kojima
je izgraden matemati¢ki model dovoljno jednostavne. Medutim, ve¢ina sistema iz stvarnog
sveta su veoma komplikovana da bi se njihovi modeli mogli resiti analiti¢ki, zbog toga se ti
modeli reSavaju pomocu simulacija.

Simulacije predstavljaju tehniku koja koriste¢i ra¢unar oponasa funkcionisanje
razli¢itih sistema u realnom svetu. U cilju proucavanja, objasnjavanja i opisivanja takvih
sistema potrebno je odrediti skup pretpostavki 0 tome kako oni funkcioniSu. Pretpostavke
simulacija se formuliSu u zavisnosti od na$ih saznanja i prikupljenih podataka o sistemu.

U ovom delu rada izvrSi¢emo simulaciju na konkretnim primerima za izraCunavanje
ocene p r oro@ broja Klijenata u sistemuy redu i na servery p r ay sveelinama
zadr § asistemjiuaredui na serveru, kad i skor i glzan/ositdmsdele ver a
redova &ekanja za razli¢ite vrednosti { i@

3.1 Simulacija ¢ekanja u redu u posti

Kao primer za simulaciju, razmatratemo usluzivanje gradana/klijenata u posti od strane
jednogilivi g e bl Regp@sthvimbd da ae pristizanje klijenata u postu odvija saglasno
Poasonovom processa srednjom stopom _. Na osnovu iskustva, procenjuje se da je vreme
usluzivanja eksponencijalno raspodeljena, odnosno usluzivanja klijenata mogu se modelirati
slucajnim promenljivama sa eksponencijalnom raspodeloga o¢ekivanom vrednoscéu 1/ .
Znamo, _ predstavlja prosecan broj klijenata po jedinici vremena koje pristizu u postu, dok je
M prosecan broj usluzenih klijenata po jedinici vremena. Dalje, pretpostavicemo slucaj kada je
kapaci tbek o rpabydoseo k 0 n a h wlazivanje se kod svakog modela vrsi po
principu "ko prvi dolazi, prvi odlazi".Prema tome, svaki klijet koji pri dolasku u posti
zatekne slobodnu blagajnu odmah biva usluzena, dok u situaciji u kojoj su sve blagajne
zauzete staje u red za pruzanje usluge. Nakon pruzene usluge Klijent napusta postu.
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3.1.1 Simulacija M/M/s modela ¢ekanja u posti

Sistemi u kojima figurisu O /0 / 1 redovi ¢ekanja su veoma jednostavni u odnosu na
sisteme iz realnog sveta, ali primer ove simulacije je reprezentativan i za mnogo
komplikovanije sisteme.

Posmatra¢emo tri modela. U sva tri sluCaja pretpostavicemo da je kapacitet poste
beskonacan i da je prosecna stopa pristizanja u postu 25 klijenata na sat, dok je prosecna
stopa usluzivanja 30 klijenata na sat. Odnosno, vreme izmedu dolazaka klijenata je u proseku
2,4 minuta, a prose¢no vreme usluzivanja je 2 minuta. U prvom slu¢aju imamo 0 /0 /1
model, tj. u posti postoji jedan red u kojem klijenti ¢ekaju da budu usluzeni od strane jednog
blagajnika. U drugom 1 tre¢em sluc¢aju pretpostavicemo da su postu prosirili sa jo§ jednim,
odnosno dva $altera, respektivno. Dakle, u poslednja dva slu¢aja imacemo 0 /0 /2i0/0/3
sisteme.

Rezultati matematickog modela za posmatrane M/M/1, M/M/2 i M/M/3 modele date su u
tabelama 3.1., 3.3. 1 3.5., redom, a rezultati simulacije u tabelama 3.2., 3.4. i 3.6., respektivno.

U drugoj koloni u tabelama 3.2., 3.4. i 3.6. prikazani su rezultati dobijeni simulacijom, iz
¢ega vidimo da je prosecan broj klijenata koji Cekaju u redu (04) u posti sa jednim, dva i tri
Saltera 4,45, 0,17 i 0,03, redom, a prosecan broj klijenata na Salterima (0;) je 0,84, 0,85 i
0,84, respektivno. Dakle, prosecan broj klijenata u posti (0) je 5,29, 1,02 i 0,87 redom.
Odgovor na pitanje prose¢no koliko vremena ¢e klijent provesti u posti, daje prosecno vreme
Cekanja u posti (w) $to kod posmatranih sistema iznosi 0,2, 0,4 i 0,04, odnosno 12, 24 i
2,4 & "@000y redom. Prose¢no vreme provedeno u posti (w) je zbir vremena provedeno u
redu (wy) i vremena provedeno na blagajni (w ). Stopa efikasnosti (iskoris¢enosti, ") ukazuje
na to da su blagajnici zauzeti u proseku 83%,43% i 28% vremena, redom.

Povecavanjem broja Saltera (servera) smanjuje se proseCan broj klijenata u posti (sistemu)
i u redu, a smanjuje se i vreme provedeno u redu. ProSirivanjem poste jednim Salterom
(0/0/2), znatno se smanji broj klijenata u sistemu, ali i stopa efikasnosti. Svako dalje
prosirivanje se ¢ini bespotrebnim, s obzirom da ¢e $alteri najve¢i deo vremena biti besposleni,
a broj klijenata u redu teziti nuli, Sto se moZe videti iz tabela.
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Tabela 3.1.

Tabela 3.2.

Queue Station t 201 Queueing Simulaton

Arrival Ratg) 25 Entity-Not Dynamic
Service Rate/Channgl) 30 Queue Station t 204
Number of Serverf ) 1 Arrival Ratg_) 25
Max. Number in Systei(t) el Service Rat€ ) 30
Number in Populatioifr)) el Number of Server§ ) 1
Type M/M/1 Max. Number in Systeift) Hxx
Mean Number at Statio(D) 5.0000 Type M/M/1
Mean Time at Statio(w ) 0.2000 Arrival Seed Hkx
Mean Number in Queu@®;) | 4.1667 Service Seed Hxk
Mean Time in Queugvy) 0.1667 Number in Simulation 100
Mean Number in Servic@;) || 0.8333 Start Data Time
Mean Time in Servidey; ) 0.0333 Stop Data Time
Efficiency(”) 0.8333 Mean Number at Statio(D) | 5.2833
Probability All Servers Idle | 0.1667 Mean Time at Statioft ) 0.2003
Prob. All Servers Busy 0.8333 Mean Number in Queu@;) | 4.4475
Prob. System Full 0.0000 Mean Time in Queugv) 0.1686

P(0) 0.1667 | | Mean Number in Servig®;) | 0.8359

P(1) 0.1389 | | Mean Time in Serviogy ) 0.0317

P(2) 0.1157 | | Efficiency(") 0.8359

P(3) 0.0965

P(4) 0.0804

P(5) 0.0670

P(6) 0.0558

P(7) 0.0465

P(8) 0.0388

P(9) 0.0323

P(10) 0.0269
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Tabela 3.3.

Tabela 3.4.

Queue Station t 201 Queueing Simulaton

Arrival Ratg_) 25 Entity-Not Dynamic
Service Rate/Channél) 30 Queue Station t 201
Number of Serverf ) 2 Arrival Rate_) 25
Max. Numbern Systen{c) Foxk Service Raté ) 30
Number in Populatiori) > Number of Server§ ) 2
Type M/M/2 Max. Number in Systeift) ok
Mean Number at StatiofD) 1.0084 Type M/M/2
Mean Time at Statio(w ) 0.0403 | | Arrival Seed xx
Mean Number in Queu@y) | 0.1751 ServiceSeed il
Mean Time in Queugoy) 0.0070 Number in Simulation 100
Mean Number in Servid®;) | 0.8333 | | Start Data Time =
Mean Tine in Servicgo, ) 0.0333 | | Stop Data Time
Efficiency(”) 0.4167 Mean Number at Statio(D) | 1.0244
Probability All Servers Idle | 0.4118 | | Mean Time at Statio() 0.0403
Prob. All Servers Busy 0.2451 | | Mean Number in Queu@y) | 0.1704
Prob. System Full 0.0000 | | Mean Time in Queugy) 0.0067

P(0) 0.4118 Mean Number in Servig®;) | 0.8540

P(1) 0.3431 Mean Time in Servidey; ) 0.0336

P(2) 0.1430 Efficiency(”) 0.4270

P(3) 0.0596

P(4) 0.0248

P(5) 0.0103

P(6) 0.0043

P(7) 0.0018

P(8 0.0007

P(9) 0.0003

P(10) 0.0001
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Tabela 3.5. Tabela 3.6.
Queue Station t 201 Queueing Simulaton

Arrival Rate () 25 Entity-Not Dynamic
Service Rate/Channél) 30 Queue Station t 201
Number of Serverd | 3 Arrival Ratg_) 25
Max. Number in System (c) || *** Service Rat€ ) 30
Number in Populationry) el Number of Server§ ) 3
Type M/M/3 Max. Number in Systeift) Hok
Mean Number at Statiordj | 0.8555 | | Type M/M/3
Mean Time at Stationu) 0.0342 Arrival Seed ok
Mean Number in Queud)f) | 0.0222 | | Service Seed i
Mean Time in Queues;) 0.0009 Number in Simulation 100
Mean Number in Servic®;() | 0.8333 Start Data Time
Mean Time in Service)) 0.0333 Stop Data Time
Efficiency () 0.277 Mean Number at Statio(D) 0.8686
Probability All Servers Idle | 0.4321 Mean Time at Stadn (w) 0.0375
Prob. All Servers Busy 0.0577 Mean Number in Queu@;) | 0.0300
Prob. System Full 0.0000 Mean Time in Queugv) 0.0013

P(0) 0.4321 | | Mean Number in Servig@®;) | 0.8386

P(1) 0.3601 | | Mean Time in Servioe ) 0.0362

P(2) 0.1500 | | Efficiency(") 0.2795

P(3) 0.0417

P(4) 0.0116

P(5) 0.0032

P(6) 0.0009

P(7) 0.0002

P(8) 0.0001

P(9) 0.0000

P(10) 0.0000

Odgovarajuci rezultati dobijeni za matematic¢ki model zajedno sa prvih 11 verovatnoca stanja
prikazani su u tabelama 3.1., 3.3. i 3.5., redom. Verovatnoce stanja u prvom sluc¢aju ukazuju
na to da ¢e 3alter slobodan biti 17% vremena (0 (0)), a zauzet 83% Ui ‘G ‘G (1
drugom slucaju oba Saltera ¢e slobodna biti 41% Ui x G, a zauzeta 24% Ui ‘G w
0(1)). U slugaju tri 3altera, sva tri ¢e biti slobodna 43% Ui ‘G ‘G ¢y a zauzeta

0(2)).

(1 0O

6% OB ED(L 0O

01

obzirom da joj je kapacitet beskonacan.

U ovim slu¢ajevima poSta nije nikad pun, s

0(0)). U



3.1.2 SimulacijaM/M/s/c modela ¢cekanja u posti

U vecini si stema iz stvarnog sveta javljaju se kona¢ni redovi $to je i mnogo
prirodnije nego ¢ekaonice sa beskona¢nim kapacitetom.

Posmatracemo Cetiri modela. U sva Cetiri slucaja pretpostavicemo da je kapacitet poste
10, prosecna stopa pristizanja u postu je 30 klijenata na sat, dok je prose¢na stopa usluzivanja
25 klijenata na sat. Odnosno, vreme izmedu dolazaka klijenata je u proseku 2 minuta, a
prose¢no vreme usluzivanja je 2,4 minuta. U prvom slu¢aju imamo 0 /0 / 1/ 10 model, tj. u
posti postoji jedan red u kojem klijenti ¢ekaju da budu usluzeni od strane jednog blagajnika,
dok je kapacitet ¢ekaonice ograni¢en na 10. U ostalim slucajevima pretpostavicemo da su
postu prosirili sa jo§ jednim, dva, odnosno tri Saltera, respektivno. Dakle, u poslednja tri
slu¢aja imac¢emo 0 /0 /2/10, 0 /0 /3/10i0 /0 /4/10 sisteme.

Rezultati matematickog modela za posmatrane U /0/1/10,0/0/2/10,0/0/3/10i
0 /0 / 4/ 10 modele date su u tabelama 3.7., 3.9., 3.11. i 3.13, redom, a rezultati simulacije u
tabelama 3.8., 3.10., 3.12. i 3.14., respektivno.

Iz rezultata dobijene simulacijom vidimo da je prosecan broj klijenata koji ¢ekaju u redu
(l’),r]) u posti sa jednim, dva, tri i Cetiri $altera 5,67, 0,77,0,11 10,01, redom, a prosecan broj
klijenata na Salterima (0;) je 0,94, 1,18, 1,15 1,31 respektivno. Prema tome, prosecan broj
klijenata u posti (0) je 6,61, 1,95, 1,26 i 1,32 redom. Prose¢no vreme ¢ekanja u posti (W)
kod ova Cetiri sistema iznosi 0,32, 0,07, 0,05 i 0,05, odnosno 19,2, 4.2, 3 i 3 & "©OW,
redom. Stopa efikasnosti (") ukazuje na to da su Salteri zauzet u proseku 94%, 59%, 38% i
33% vremena, redom.

Posmatranjem rezultata dobijene simulacijom, uocavamo da povecanjem broja Saltera na
dva, ocekivani broj klijenata u posti se znatno smanjilo, kao $to i vreme provedeno u redu, ali
svakim novim uklju¢ivanjem Saltera Smanjuje se iskoriS¢enost Saltera.
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Tabela 3.7.

Tabela 3.8.

Queue Station t 2040 | Queueing Simulaton

Arrival Rate () 30 Entity-Not Dynamic
Service Rate/Channél) 25 Queue Station t 2001
Number of Servers ) 1 Arrival Rate () 30
Max. Num.in Systen{c) 10 Service Raté ) 25
Number in Populationry) o Number of Server§ ) 1
Type M/M/1/10 Max. Num.in Systen{(c) 10
Mean Numat Station {) 6.7107 Type M/M/1/10
Mean Time at Stationu) 0.2770 Arrival Seed *kk
Mean Numin Queue {y) 5.7418 Service Seed ok
Mean Time in Queugy) 0.2370 Number in Simulation 100
Mean Numin Service(;) 0.9689 Start Data Time
Mean Time in Servicey) 0.0400 Stop Data Time -
Efficiency () 0.9689 Mean Num. at Station()) 6.6103
Probability All Servers Idlf  0.0311 Mean Time at Stationuf ) 0.3201
Prob. All Servers Busy 0.9689 Mean Num. in Queue)f) 5.6667
Prob. System Full 0.1926 Mean Tine in Queued) 0.2744

P(0) 0.0311 Mean Num. in Servicg() | 0.9437

P(1) 0.0373 Mean Time in ServiceX) | 0.0457

P(2) 0.0448 Efficiency {) 0.9437

P@) 0.0537

P(4) 0.0645

P(5) 0.0774

P(6) 0.0929

P(7) 0.1115

P(8) 0.1337

P(9) 0.1605

P(10) 0.1926
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Tabela 3.9.

Tabela 3.10.

Queue Station t 2010 Queueing Simulaton

Arrival Rate () 30 Entity-Not Dynamic
Service Rate/Channel) 25 Queue Station t 2040 |
Number of Serversd | 2 Arrival Rate () 30
Max. Numin Systenqc) 10 Service Raté ) 25
Number in Populationry) o Number of Server§ ) 2
Type M/M/2/10 | Max. Numin Systen{(c) 10
Mean Numaat Station {) 1.8266 Type M/M/2/10
Mean Time at Stationu) 0.0611 Arrival Seed *kk
Mean Numin Queue {y) 0.6302 ServiceSeed Fkk
Mean Time in Queuey) 0.0211 Number in Simulation 100
Mean Numin Service(;) 1.1964 Start Data Time
Mean Timen Serviced; ) 0.0400 Stop Data Time -
Efficiency () 0.5982 Mean Num. at Station()) 1.9521
Probability All Servers Idle| 0.2511 Mean Time at Stationuf ) 0.0663
Prob. All Servers Busy 0.4475 Mean Num. in Queue)f) 0.7747
Prob. System Full 0.0030 Mean Time in Queues;) | 0.0263

P(0) 0.2511 Mean Num. in Servicg) 1.1774

P(1) 0.3014 Mean Time in Servicex ) 0.0400

P(3) 0.1085

P(4) 0.0651

P(5) 0.0391

P(6) 0.0234

P(7) 0.0141

P(8) 0.0084

P(9) 0.0051

P(10) 0.0030
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Tabela 3.11. Tabela 3.12.
Queue Station t 2010 Queueing Simlaton

Arrival Rate () 30 Entity-Not Dynamic
Service Rate/Channél) 25 Queue Station t 200
Number of Serverd | 3 Arrival Rate () 30
Max. Num.in Systen{c) 10 Service Raté ) 25
Number in Populationry) el Number of Server§ ) 3
Type M/M/3/10 Max. Numin Systenr(c) 10
Mean Numaat Station {) 1.2932 Type M/M/3/10
Mean Time at Statioruf) 0.0431 Arrival Seed ko
Mean Numin Queue {y) | 0.0933 Service Seed Hohk
Mean Time in Queuai;) | 0.0031 Number in Simulation 100
Mean Numin Service(;) 1.1998 Start Data Time
Mean Time in Service)) 0.0400 Stop Datalime -
Efficiency () 0.3999 Mean Num. at Station) 1.2616
Probabiliyy All Servers Idl§ 0.2941 Mean Time at Statioro) 0.0457
Prob. All Servers Busy 0.1411 Mean Num. in Queue)f) 0.1071
Prob. System Full 0.0001 Mean Time in Queuey;) 0.0039

P(0) 0.2941 Mean Num. in Servicg() | 1.1545

P(1) 0.3530 Mean Time in Service) | 0.0418

P(2) 0.2118 Efficiency {) 0.3848

P(3) 0.0847

P(4) 0.0339

P(5) 0.0136

P(6) 0.0054

P(7) 0.0022

P(8) 0.0009

P(9) 0.0003

P(10) 0.0001
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Tabela 3.13. Tabela 3.14.
Queue Station t 2010 Queueing Simulaton

Arrival Rate () 30 Entity-Not Dynamic
Service Rate/Channél) 25 Queue Station t 2010
Number of Servers ) 4 Arrival Ra¢ () 30
Max. Num.in Systen{c) 10 Service Raté ) 25
Number in Populationry) o Number of Server§) 4
Type M/M/4/10 Max. Numin Systen{(c) 10
Mean Numat Station {) 1.2158 Type M/M/4/10
Mean Time at Stationu) 0.0405 Arrival Seed *kk
Mean Numin Queue {y) 0.0158 Service Seed Fkk
Mean Time in Queued;) | 0.0005 Number in Simulation 100
Mean Numin Service(;) 1.2000 Start Data Time
Mean Time in Servicex) | 0.0400 Stop Data Time -
Efficiency () 0.3000 Mean Num. at Station(}) 1.3227
Probability All Servers Idlf 0.3002 Mean Time at Ston (@) 0.0479
Prob. All Servers Busy 0.0370 Mean Num. in Queue)f) 0.0138
Prob.System Full 0.0000 Mean Time in Queuey;) 0.0005

P(0) 0.3002 Mean Num. in Servicg() | 1.3089

P(1) 0.3602 Mean Time in ServiceX) | 0.0474

P(2) 0.2161 Efficiency {) 0.3272

P(3) 0.0865

P(4) 0.0259

P(5) 0.0078

P(6) 0.0023

P(7) 0.0007

P(8) 0.0002

P(9) 0.0001

P(10) 0.0000

Za simulaciju koristili smo Microsoft Office Excel, a u okviru toga Add-Ins OR_MM.

84



Zakljucak

U ovom radu smo se uglavnom bavili 0 /0 /i / Gsistemima za razli¢ite vrednosti i i @
koji predstavljaju broj servera i kapacitet sistema, redom. Poasonova pristizanja i
eksponencijalne usluge omogucavaju primenu Markovljevih modela masovnog usluzivanja
koji se lako mogu analizirati i ¢iji se rezultati mogu prakti¢éno primeniti. Najjednostavniji
sistemi Cekanja za analizu su oni koji ukljucuju jedan eksponencijali server i gde dolasci
odgovaraju Poasonovom procesu. Ove sisteme relativno je lako proucavati, a mogu da
posluZe 1 za demonstriranje nekih opstih tehnika analize masovnog posluzivanja koje se mogu
prosiriti 1 na sloZenije sisteme.

Do vazne generalizacije 0 /U / 1 modela dolazimo kada pretpostavimo da u sistemu
postoji i servera(koji usluge pruZaju nezavisno jedni od drugih) i da svi oni posluzuju
eksponencijalnom stopom Viseserverski U /0 /i sistem masovnog posluzivanja predstavlja
model koji se najviSe koristi u analizi usluznih stanica sa vise od jednog servera. 0 /0 /i i
0 /0/i/i sistemi masovnog posluZivanja predstavljajudvae k st r e mn@&/0 silcsal aj a
S< @< o predstavlja model koji najéesée dobro reprezentuje stvarnost, posto obiéno postoji
prostor u kojem potencijalni korisnici mogu da ¢ekaju dok ne budu posluZeni, ali taj prostor je
konacan. Zaklju¢ili smo da za 0 /0 /i sistem, da bi postigao stacionarni rezim rada, mora da
bude zadovoljen uslov da je stopa pristizanja korisnika u sistem manja od stope posluzivanja
korisnika kada je broj zauzetih servera i, ili ¢e se duzina ¢ekanja u redu otegnuti u
beskonacnost. U praksi, medutim, neki dolaze¢i klijenti nece uci u sistem ako procene da je
vreme Cekanja predugo. Neki ¢e pak da napuste sistem pre nego Sto budu posluzeni ukoliko
procene da su previSe vremena utrosili ¢ekajuci u redu.

U poslednjem delu rada na konkretnom primeru smo izvr$ili simulaciju, ¢ije rezultate
smo uporedili sa rezultatima dobijenim pomocu matematickog modela. Za opisivanje
efikasnosti sistema redova ¢ekanja kao kriterijum uzeli smo ocekivani broj klijenata u sistemu
i o¢ekivani broj klijenata u redu, odnosno prose¢no vreme ¢ekanja u sistemu i u redu.
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