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Predgovor

Klasi¢na teorija mere se bavi proucavanjem skupovnih funkcija koje
praznom skupu dodeljuju nulu i imaju osobinu aditivnosti. Takve skupovne
funkcije se nazivaju merama. Lebegov integral je baziran na meri. Uprkos Sirokoj
primeni Lebegovog integrala u razliCitim oblastima kako matematike tako i u
reSavanju prakti¢nih problema, njihova primena zbog same osobine adtitivnosti je
ogranicena. Stoga se razvila oblast koja se naziva uopSena teorija mere i1 koja se
takode u literaturi naziva i teorija fazi mere. U uopStenoj teoriji mere se polazi od
skupovne funkcije koja pored osobine da je na praznom skupu nula ima osobinu
monotonosti dok u opstem slué¢aju ne mora da bude aditivna. Ovakve skupovne
funkcije predstavljaju uopstenje mere i nazivaju se monotone skupovne funkcije
ili fazi mere. Sugenov i Sokeov integral su bazirani na monotonim skupovnim
funkcijama i oni predstavljaju uopstenje Lebegovog integrala.

Sugenov i Sokeov integral imaju Siroku primenu u raznim oblastima kao
Sto su bankarstvo, finansije, obrada slike, dijagnostika u medicini itd. Ovi
integrali imaju veoma vaznu ulogu u teoriji odlu¢ivanja i to u slucajevima kada je
potrebno doneti odluku na osnovu viSe kriterijuma i1 njihove medusobne

interakcije.

U uvodnom delu rada bi¢e date definicije pojmova koji ¢e biti potrebni za

uvodenje integrala baziranih na monotonim skupovnim funkcijama [4].

Drugi deo rada ¢e se baviti osnovnim idejama uopstene teorije mere. Prvo
¢emo videti Sta je uopStena klasicna mera, zatim uvodi¢emo pojmove vezane za
monotone skupovne funkcije, gde bice data definicija monotone mere. lako se
koristi re¢ mera kod pojma monotone mere ona se razlikuje od mere u klasicnom
smislu, ali zbog jednostavnosti i lakSeg Citanja ¢emo koristi ovaj termin. Zatim ¢e

biti navedene superaditivne i subaditivne mere [12].

U tre¢em delu rada ¢e biti navedeni specijalni slucajevi uopsteni mere, kao

Sto su klasi¢na mera i A-mera [12].

Cetvrti deo rada ée se baviti sa integralima koji su bazirani na monotonim
skupovnim funkcijama. Prvo ¢e biti opisan nacin na koji se definise Lebegov

integral i date njegove osnovne osobine. Zatim bi¢e data definicija i osobine



Sugenovog integrala, takode biée data i definicija pan-integrala kao i Sokeovog
integrala [3,12,13].

U zavr$nom delu rada ée biti opisana primena Sugenovog i Sokeovog
integrala u medicini. Jedna od primena koja ¢e biti prezentovana opisuje na koji
na¢in se ova dva integrala mogu primenti u proceni ukupne efikasnosti leka
uzimajuc¢i u obzir njegov pozitivan uticaj na skup simptoma koji karakteriSu
posmatranu dijagnozu [2,9]. Takode ¢e biti opisana primena Sugenovog i
Sokeovog integrala baziranih na A-meri u endoskopskoj dijagnostici koja se
zasniva na analizi snimaka. Naime, u ovim slu¢ajevima se takode polazi od
podataka koje daju lekari na osnovu endoskopskog snimka zeluca, a vrednost
Sugenovog i Sokeovog integrala ima ulogu u razlikovanju &ira na Zelucu od

karcinoma na zelucu [7].

Zahvaljujem se mentorki dr Mirjani Strboji na svim sugestijama i
strucnom usmeravanju pri izradi ovog rada. Takode se zahvaljujem i clanovima
komisije, dr Arpadu Takaciju i dr Ivani Stajner-Papugi koji su svojim
komentarima i sugestijama doprineli upotpunjavanju ovog rada. Veliku

zahvalnost dugujem mojoj porodici, koji su tokom mog studiranja bili zu mene.
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1. o-algebre i merljive funkcije

1.1.6-algebra

Skupovne funkcije koje predstavljaju uopstenje mere u klasicnom smislu
su definisane na odredenim familijama skupova. U ovom delu rada ¢emo uvesti
familije skupova koje se nazivaju topologija, o-algebra, algebra, o-prsten i prsten
[4]. Takode, bice data definicija topoloskog prostora i prostora sa o-algebrom koji

predstavljaju osnovne pojmove teorije mere.

Neka je X # @ i P(X) partitivni skup. Topologija t na skupu X je familija

skupova t € P(X) sa osobinama:

1. 0,X €T,
2. 01, 02 ET= 01002 ET,
3. 0, €1,a €A = Uyep 0, ET.

Skup X sa topologijom T je topoloski prostor, oznacavamo ga sa (X, 7).
Definicija 1.1.[4] o-algebra na X je familija skupova M < P(X) sa osobinama:

1. XEeM,
2. AEM=X\AEM,

3. AeMneN= UA,eM.
neN

Komplement skupa A, X \ A, oznacavamo i sa A kad god je iz konteksta jasno u
odnosu na koji skup se uzima komplement.
Skup X sa o-algebrom M nazivamo prostor sa o-algebrom, ozna¢avamo ga sa

(X, M). Elemente c-algebre M nazivamo merljivim skupovima.
Lema 1.1 [4] Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom. Tada vazi:

(i) ® € M.

(i) rLA EM,akoA; EM,i=1,..,n.
(i) N2,4; € M,ako4; EM,i=1,..,n
(iv) r,AEM, akoA; EM,i=1,..,n.
(v A\BeM,akoA,BEM.



Dokaz: Tvrdenje mozemo pokazati pomocu definicije 1.1. Tvrdenje (i) sledi iz 1.
I 2.

Tvrdenje (ii) slediiz 3. sa Ap4j = 0,j = 1, ..., n.

Da bi smo dokazali (iii) treba¢e nam De Morganova jednakost, koji glasi: vazi da

jeNZ, A, = (UR A€, ipritom je A;° € M,i € N (zbog 2). Sada U™, 4;“ € M
(zbog 3), te je (zbog 2) (U2, A4;)° € M.

Tvrdenje (iv) sledi iz (iii) stavljaju¢i A,,; = X, j € N.
Tvrdenje (v) slediizA\ B = AN B€.

Definicija 1.2. [4] Familija skupova AAc P(X) je algebra ako vazi:

1. X€eA,
2. ako A € A, tada A€ € A,

3. unija kona¢no mnogo elemenata iz A je u A.

Definicija 1.3. [4] Familija skupova Pr € P(X) se naziva o-prsten (prsten) ako

vazi:

1. A,B € Pr,sledi A\ B € Pr,

2. prebrojive (konac¢ne) unije elementa iz Pr su u Pr.
Primetimo da @ i X ne moraju nuzno pripadati prstenu Pr.

Definicija 1.4. [4] Neka za Po € P(X) vazi:

1. Kona¢éni preseci elementa iz Po su u Po,
2. Akosu A,B €Poi A € B tada postoje disjuntni skupovi 4,4, ..., A, € Po
takodaje B\ 4 = Uj_, 4;.

Tada se Po naziva poluprsten.

Svaka o-algebra ima kona¢no mnogo ili neprebrojivo mnogo elementa, $to

znaci da ne postoji o-algebra sa prebrojivo mnogo elementa.



1.2.  Merljive funkcije

Pored neprekidnih funkcija jedan od vaznijih pojmova u teoriji mere je
merljiva funkcija. Merljive funkcije za razliku od neprekidnih funkcija ne
zahtevaju topolosku strukturu ve¢ strukturu g-algebri Sto ¢emo videti u sledecoj
definiciji [4].

Definicija 1.5. [4] Neka je (X,M) prostor sa o-algebrom, (Y,t) topoloski
prostor. Funkcija f: (X,M) — (Y,7), je merljiva ako f~1(w) € M za svako

w ET.

Definicija 1.6. [4] Funkcija f: (X,M) - (Y,N) ((Y,N) je prostor sa o-
algebrom N), je merljiva ako f~1(0) € M zasvako O € N.

Teorema 1.1. [4] Neka je (X, M) prostor sa c-algebrom i neka su (Y,v) i (Z,1)
topoloski prostori. Ako je f:(X,M)— (Y,v) merljiva, g:(Y,v) - (Z,1)

neprekidna, tada je g o f merljiva funkcija.

Dokaz: Neka je 0 € 7. Vazi (go f)"1(0) = f~1(g~1(0)). Iz neprekidnosti
funkcije g sledi g=1(0) € v, te iz merljivosti f sledi f~1(g~1(0)) € M.

Vaze sledece relacije:

o=[)fe-or)
(a,b) =0[a+%,b—ﬂ.

Ako funkcija f uzima realne vrednosti, onda je f realna funkcija. Ako f moze
uzeti vrednosti -oo ili +oo, tada je f proSirena realna funkcija. Interesantno je
razmatrati i funkcije koje uzimaju vrednosti iz skupa C, odnosno kompleksne

funkcije.

Slede¢i rezultat olakSava proveru merljivosti konkretne realne ili proSirene realne

funkcije.



Lema 1.2. [4] Neka je (X, M) prostor sa c-algebrom i f: X — R. Sledeca tvrdenja

su ekvivalentna:

(1) f je merljiva.

(i) Zasvakoa € Rje{x € X:f(x) > a} € M.
(ili) Zasvakoa € Rje{x € X:f(x) = a} € M.
(iv) Zasvakoa € Rje{x € X:f(x) <a}€ M.
(v) Zasvakoa e Rje{x € X:f(x) <a}e M.

Dokaz: Skupovi dati u tvrdenjima (ii) i (v) su medusobno kompementarni te su
zato i ta dva tvrdenja ekvivalentna. Analogno se moze zakljuciti i da su tvrdenja

(iii) i (iv) ekvivalentna.

Dokazimo sada ekvivalentnost (ii) i (iii). Neka vazi (ii). Tada je

{xEX:f(x)2a}=ﬂ{x€X:f(x)>a—%}EM.

neN

Sli¢no, ako pretpostavimo da vazi (iii), tada (ii) sledi na osnovu osobina o-algebre

i relacije

{xEX:f(x)>a}=U{x€X:f(x)2a+%}EM.

neN

Dakle, uslovi (ii)-(v) su medusobno ekvivalentni.

Dokazimo sada da je (i) ekvivalentno sa (ii). Pretpostavimo da je funkcija f

merljiva. Tada je
xeX:f(x)>a}=f"(a+»)) M,

jer je (a,+) otvoren u R. Obrnuto, neka su svi skupovi oblika kao u (ii)
merljivi. Tada, na osnovu ekvivalentnisti uslova, merljivi su i skupovi oblika kao
u (ii)-(v). Kako se svaki otvoren skup u R moze prikazati kao najvise prebrojiva
unija otvorenih intervala (a,b) = (—o,b) N (a, ), a Cije vrednosti slike sve

pripadaju M, sledi da je f merljiva.

Teorema 1.2. [4] Neka su Q,,Q, € R otvoreni skupovi, (X, M) prostor sa o-

algebrom i neka su u: X = Q,, v: X - Q,, merljive funkcije. Neka je ¢: Q; X



Q, = Q — Cneprekidna funkcija. Tada je preslikavanje F: X - C,x - F(x) =
¢ (u(x), v(x)) merljivo.

Dokaz: Neka je f:X — Q data sa f(x) = (u(x),v(x)). Tada vazi F = ¢ o f.
Treba da dokazemo da je f merljiva. Na osnovu Teoreme 1.1 sledi da je F
merljiva funkcija. Uzeé¢emo da je II = (a,b) X (c,d) proizvoljan (otvoreni)
pravougaonik u Q. Vazi x € f~1(I) ako i samo ako (u(x),v(x)) € (a,b) X
(c,d) 3to je ekvivalentno sa x € u~1((a, b)) i x € v™1((c,d)). Sledi f~1(I) =
u (@, b)) N v i((c,d)EM. u i v su merljive pa je u=*((a,b)) EM i
v 1((c,d)) € M.

Svaki otvoren skup u R? je prebrojiva unija otvorenih pravougaonika, to vazi za

svaki otvoren skup u Q. Dakle za otvoren skup O u Q vazi O = U,y I1,, te je

f_l(O) = f_l(UnEN Hn) = UnENf_l(Hn) EM.

1.3.Borelova ¢-algebra

Pre nego $to uvedemo pojmove Borelove c-algebre i Borelovog skupa,

navesé¢emo tvrdenje koje je potrebno da bi ovi pojmovi bili dobro definisani.

Teorema 1.3. [4] Neka je € € P(X). Postoji najmanja c-algebra M za koju vazi
M 2 &.(To znaci da ako je M, proizvoljna o-algebra koja sadrzi €, tada sledi da
M, sadrzi M.)

Ova o-algebra se naziva o-algebra generisana familijom skupova ¢ i

oznacava se sa M = o|e].

Dokaz: Neka je M familija svih c-algebri koje sadrze £. Stavimo M := Ngear M.
Familija M nije prazna (M # 0) jer je P(X) o-algebra. Pokazimo da je M o-

algebra.

1) Kako X € M za svako M € M, sledi X € M.

2) Pokazimo da vazi A € M = A € M. Neka A € M. Kako je M c-algebra
to je A € M za svako M € M, te je A° € Ngcar M = M.

3) Ako A; € M,i € N, pokazimo da je tada U;ey A; € M. Zasvako M € M
vazi A; € M, i € N, te sledi U;ey 4; € M odakle



Uien4; € nIVIeMM =M.

Definicija 1.7. [4] Borelova o-algebra u topoloskom prostoru (X, ) je najmanja
o-algebra koja sadrzi t. Oznacava se sa By, ili B; ili samo sa B ako je jasno koji
topoloski prostor se posmatra. Elemente Borelove c-algebre nazivamo Borelovim

skupovima.

Propozicija 1.1. [4] Borelova o-algebra By je generisana:

a) Intervalima (a,b),a < b,a,b € R.
b) Intervalima [a, b],a < b,a,b € R.
C) Intervalima (a, b],a < b,a,b € R.
d) Intervalima [a,b),a < b,a,b € R.
e) Intervalima (a, ©), a € R.

f) Intervalima (—o,a),a € R.

)] Intervalima [a, ), a € R.

h) Intervalima (—o0,a],a € R.

Dokaz: Svaki otvoren skup u R je prebrojiva unija otvorenih intervala, pa je
dovoljno pokazati da o-algebra koju generiSu intervali iz navedene familije sadrzi
otvorene intervale. To se jednostavno proverava. DokaZzimo na primer tvrdenje

pod b). Ozna¢imo sa By c-algebru koju generidu zatvoreni intervali. Kako je
(a,b) = Up=1 [a +%,b —ﬂ € By, za proizvoljne a < b,a,b € R, sledi da je
By € Bg. Iz ¢injenice da je [a,b] = N, (a — %,b + %) € By, za proizvoljne

a<b, a,b €R,sledidaje B S Bg. Dakle, Bz = Bp.

U sledecoj teoremi vide¢emo koja je veza izmedu neprekidnosti funkcije 1

merljivosti funkcije na topoloSkom prostoru.

Teorema 1.4. [4] Ako je funkcija f:(X,7) — (Y,v) neprekidna, tada je f

merljiva u odnosu na (X, Bg).
Dokaz: Za svako w € v vazi f ~1(w) € ttesledidaje f~1(w) € Bg.
U opstem slucaju teorema obrnuto ne vazi, tj. iz merljivosti funkcije ne

sledi neprekidnost, $to sledi iz definicije merljivog skupa.
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Sledeca teorema pokazuje kako se vrsi tzv. ,,guranje napred* c-algebre sa

domena na kodomen funkcije [14].

Teorema 1.5. [4] Neka je (X, M) prostor sa c-algebrom, (Y, v) topoloski prostor i
f:X->Y.Akoje LM ={VCY;f~Y(V) € M},

tada vazi:

a) f.M je c-algebranaY.

b) Funkcija f je merljiva ako i samo ako f,M sadrzi By, gde je By Borelova
o-algebra koju generiSe topologija v.

C) Neka je Y = R. Tada je f merljiva ako i samo ako za sve skupove oblika
(a, o] = (a, ) U {0} vazi (a, o] € f,M.

Dokaz:

a) Pokazimo da je f,M c-algebranaY. Vazi f1(Y) =X € M,tejeY € f.M.
Neka je A € f.M, treba pokazati da je Y\ 4 € f,M. Kako f~1(4) € M, i €N,
sledi

FUYNA) =X\ f 1A tejefL(Y\NA)EMiY\AELM.

Neka A; € f,M, treba pokazati da je U2, A; € f,M. Kako f~1(4;) € M,i €N,

sledi
fHUZLA) = U2 f1(A) € M, tezato U2, A; € .M.
Dakle, f.M je o-algebranaY.

b) Ako f,M 2 By, sledi f,M 2 v, te je ma osnovu definicije f merljiva
funkcija.

Neka je f merljiva. Tada za svako w € v vazi f~1(w) € M, te je w € f,M. Sledi
f.M sadzi sve otvorene skupove topologije v. Odatle sledi da f,M sadrzi By, jer je
By najmanja c-algebra koja sadrzi v, te i u f,M.

c) Neka je f merljiva funkcija. Iz &injenice da je (a, o] otvoren skup u R
sledi da f~1((a, 0]) € M tj. (a, ] € f,M.

Obratno: neka vazi da su skupovi oblika(a, ] € f,M i dokazimo da je f merljiva.

Vazi

11



[~e00) = Utea [~enb = 3] = Uit = 3, ~o]
Kako su intervali oblika (a, ] € f,M, sledi da (a, ]| € f,M, jer je f.M &-
algebra. Sledi [—o0,b) € f,M, zasve b € R.
Zasvakoa < b,a,b € R, vazi (a,b) = [—o0,b) N (a, ] € f,M jer je presek dva
elementa iz c-algebre opet u c-algebri. Kako je svaki O otvoren u [—oo, 0]
prebrojiva unija (disjunktnih) intervala, sledi da su su u f,M svi otvoreni skupovi

iz prosirene prave [—oo, ], tada f~1(0) € M, te sledi da je f merljiva.

12



2. Osnovne ideje uopstene teorije mere

2.1.Uopstena klasi¢na mera

Osnovna karakteristika klasi¢ne mere je uslov prebrojive aditivnosti. Ako
ovaj uslov zamenimo sa skupom uslova, koji su zajedno slabiji od prebrojivne
aditivnosti, dobijamo klasu skupovnih funkcija koja je mnogo opstija od pojma
klasi¢ne mere. U zavisnosti koje uslove zadovoljavaju ove skupovne funkcije one
¢ine razlicite vrste skupovnih funkcija koje predstavljaju uopstenje klasi¢ne mere.

U uopstenoj klasicnoj teoriji mere pojam ,,mere” je znatno §iri od pojma
mere u klasi¢noj teoriji mere [12]. UopStena teorija mere proucava raznovrsne
monotone skupovne funkcije, tj. mere, ukljuc¢ujuéi i klasicne mere, pa kako bismo
razlikovali ove mere u nastavku bi¢e uz pojam mera dodat odgovarajuéi pridev.
Na primer, kad zelimo da uputimo na meru iz klasi¢ne teorije mere, koristimo
termin ,,klasi¢na mera“ ili ,,aditivna mera“.

Naves¢emo prvo oznake koje ¢emo koristiti u nastavku rada, a koje su
preuzete iz [12]. Neka je X neprazan skup, M neprazna familija podskupova od X,
i u: M — [0,00] je nenegativna skupovna funkcija sa vrednostima u prosirenom
skupu realnih brojeva definisana na M. M oznacava klasu podskupova X, kao $to
je na primer polugrupa, grupa, algebra, o-algebra, i tako dalje. Takode, sa u u
ovom radu ¢e biti obelezena nenegativna skupovna funkcija sa vrednostima u
prosirenom skupu realnih brojeva koja poseduje jo$S neku osobinu kao §to je
monotonost, neprekidnost, poluneprekidnost, 1 sli¢no. Koristicemo da je:

supyeqlxlx € [0,00]} = 0,
infoco(xlx € [0,1]) = 1,
0r0o=00-0=0,
co — oo = (),
Yiepa; =0,
gde je {a;} realan niz.
U uopstenoj teoriji mere skupovna funkcija koja predstavlja najopstiju klasu

generalizovanih klasi¢nih mera je definisana na sledeéi nacin:
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Definicija 2.1. [12] Skupovna funkcija u: M — [0, oo] je uopstena mera na
(X,M), ako je u(@) = 0 kada @ € M.

Iz navedene definicije vidimo da su uop$tene mere na (X, M) nenegativne
skupovne funkcije sa vrednostima u proSirenom skupu realnih brojeva definisane
na M i ¢ija je vrednost na praznom skupu nula.

U ovom radu ¢emo posmatrati monotonu familiju skupova, polugrupu,
grupu, algebru, c-algebru, o- prsten, partitivni skup od X kao familija M na kojoj
je definisana u. Sa (X, F) ¢emo oznaditi merljiv prostor, gde je F o- prsten (ili o-
algebra). Trojku (X,F,u) ¢emo nazvati uopsteni merljiv prostor, gde je u

uopStena mera.
U slede¢im primerima su date uopstene mere na odredenim prostorima:

Primer 2.1. [12] Neka je dat merljiv prostor (X, F) i funkcija u data sa u(E) = 1
za EEF,E+® i u(A) =0 za svaki skup A € F koji se razlikuje od E je

uopStena mera.

Primer 2.2. [12] Neka je X ={a,b,c} i M = P(X). Funkcija u definisana na
sledec¢i nacin:
0,kadajeA =0Qili|A| =2

u(4) = 0,5,kada je |[A] =1
1 ,kadajed=X

je uopStena mera na (X ,P(X )).

2.2. Monotone skupovne funkcije

U ovom delu rada ¢emo uvoditi i ipitati Siru familiju mere, odnosno
uopStene mere koje su monotone. Monotone mere, koje se Cesto u literaturi

nazivaju i fazi mere, definiSemo na sledec¢i nacin:

Definicija 2.2. [12] Skupovna funkcija u: M — [0, 0] se naziva monotona mera

na (X, M), ako zadovoljava sledece uslove:

(MM1) u(@) = 0ako @ € M

14



(MM2)E € M,F € Mi E c F sledi da u(E) < u(F) (monotonost).

Iako je klasicna mera monotona skupovna funkcija, pojam monotone mere u
smislu definicije 2.2. se ¢esto koristi u literaturi. Dakle, u ovom radu ¢e se pod
pojmom monotone mere podrazumevati skupovna funkcija koja zadovoljava
uslove (MM1) i (MM2). Klasi¢na mera je specijalan slu¢aj monotone mere (u

smislu definicije 2.2).

Primer 2.3
Neka je X = {x1,x,,x3} I M = P(X). Skupovna funkcija u definisana na sledeci
nacin:
u(@) =0,
u(fe) = ulfxd) = ufxsh = 1,
p({xy, x23) = 1, pu({xg, x33) = u({xz, x3}) = 2,
uX) =3

je monotona mera na (X, P(X)).

U nekim primenama potrebno je da monotone mere zadovoljava jedan ili oba

sledeca uslova:
(KD){E,} € M,E, c E, c -+, i U=, E, € M implicira

lim, u(E,) = u(Un=; E,) (neprekidnost sa donje strane)
(KG){E,} € M,E; D E; D -+, u(E;) < i Ny-4 E, implicira

lim, u(E,) = u(N;=;1 E,) (neprekidnost sa gornje strane).

Monotone mere koje zadovoljavaju uslov (KD) se zovu poluneprekidne sa donje
strane, a koje zadovoljavaju uslov (KG) se zovu poluneprekidne sa gornje strane.
Monotone mere koje zadovoljavaju oba uslova se zovu neprekidnim monotonim

merama.
Za monotone mere u na (X, M)kazemo da su normirane ako X € M i u(X) = 1.
U nastavku slede dva primera neprekidnih monotonih mera.

Primer 2.4. [12] Neka je X = {1,2,...,n} i M = P(X). Ako
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_(IE]\*
u(E) = -

gde je |E| broj elemenata iz skupa X koji pripadaju skupu E, tada je u hormirana
monotona mera. Posto je prostor X konacan, neprekidnost (sa donje i sa gornje

strane) je ispunjen.

Primer 2.5.[12] Neka je X = {1,2,...} i M = P(X). Ako
u(E) = IEIZ 27'VEEM
i€EE
tada je p neprekidna montona mera. U stvari, u zadovoljava uslove (MM1) i

(MM2).

U slede¢oj lemi se navodi kada je zbir i proizvod dve skupovne funkcije

neprekidna ili poluneprekidna skupovna funkcija.

Lema 2.1.[12] Ako su u, i u, neprekidne, nenegativne, skupovne funkcije sa
vrednostima u prosirenom skupu realnih brojeva na (X, M), i ako su pu; + p, |

U1 X U, definisane na sledeci nacin:
(U1 + p2)(E) = p1(E) + pz(E)

(U X uz)(E) = py(E) X up(E)

za svako E € M, odnosno p; +u, 1 pg X p, su neprekidne. Ako su py i
U, neprekidne monotone mere (ili poluneprekidne monotone mere), tada su i
Uy + Uy 1y X U, neprekidne—monotone mere (ili poluneprekidne monotone

mere).

Primer 2.6.[12] Neka je f: X — [0, o] neprekidna funkcija gde je X =
(—o0,00). Ako je

n(E) = sup f(x) za svaki skup E € P(X),

lEE

tada u zadovoljava uslove (MM1) , (MM2) i (KD) ali nije neprekidna sa gornje

strane, pa je u poluneprekidna monotona mera sa donje strane na (X, P(X)).
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2.3. Superaditivne i subaditivne mere
Monotone mere mozemo podeliti u Cetri grupe:

(1) aditivne mere
(i) superaditivne mere
(iii)  subaditivne mere i

(iv)  monotone mere, koje ne pripadaju ni jednoj od navedene tri grupe. [12]

Iz aditivnosti i nenegativnosti sledi monotonost, ali u opstem slucaju obrnuto ne

vazi.

Superaditivne i1 subaditivne mere su definisane na slede¢i nacin:

Definicija 2.3. [12]Monotona mera u na (X, M) je superaditivna, ako je
u(A U B) = u(4) + u(B)

zasvakiskupAe MiB € M zakojijeAUBEM,iANB = 0.

Definicija 2.4. [12]Monotona mera u na (X, M) je subaditivna, ako
u(AUB) < u(A) + u(B)

kadaAUB € M,A€EM,i BEM.

Ako se neki problem formulise pomocu skupova i vrednosti monotone
mere nad tim skupovima, superaditivhu meru mozemo koristiti da bi smo izrazili
sinergiju (sadejstvo) izmedu skupova, dok subaditivnu meru mozemo koristiti da
bi smo izrazili inkompatibilnost (nesaglasnost) izmedu skupova, §to sledi iz
Cinjenice da je sa jedne strane nejednakosti imamo meru unije dva skupa a sa
druge strane zbir mera ta dva skupa. Zbog osobine aditivnosti ne mozemo

formulisati ovakve probleme pomocu klasi¢ne mere.

Veza imedu razli¢itih familija mera o kojima je re¢ u drugom poglavlju je

pokazana na slici 2.1.
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Uopstena mera

Monotona mera

Superaditivha mera I
I Aditivha mera I
I Subaditivna mera

Slika 2.1. [12] Veza imedu razli¢itih familija mera

Vidimo da je aditivna mera najuza familija mere, koju dobijamo u preseku skupa
subaditivnih mera i skupa superaditivnih mera. Ove mere su monotone, a najsira

familija mere je uopstena mera u smislu definicije 2.1.
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3. Specijalni sluc¢ajevi uopsStene mere

Pored definicije mere u klasi¢cnom smislu i A-mere u ovom poglavlju bice
dat pregled osobina ovih skupovnih funkcija. Veza izmedu ove dve klase

monotonih mera je ta Sto je za A = 0, A-mera u stvari klasi¢na mera.
3.1. Klasi¢na mera

Do sada smo uveli pojam uopsStene klasicne mere, monotone mere
superaditivne i subaditivne mere, a sad ¢emo navesti definiciju klasi¢ne mere koju

¢emo kasnije koristiti.
Neka je (X, M) prostor sa o-algebrom i u: M — [0, o] skupovna funkcija.
Definicija 3.1. [12] u se zove mera na M ako zadovoljava sledece uslove:

(KM1) p(Un=1 Ep) = 2124 u(Ey,) za svaki niz disjunktnih skupova {E,} koji
pripadaju M,
(KM2) postoji E € M tako da je u(E) < oo.

Za skupovnu funkciju koja zadovoljava osobinu (KM1) kazemo da je prebrojivo

aditivna ili o-aditivna.
Primer 3.1. [12] Ako je u(E) = 0,VE € M, tada je u merana M.

Definicija 3.2. [12] Neka je u merana M. Za skup E € M se kaze da ima konacnu
meru ako u(E) < oo. E € M ima g-konacnu meru ako postoji niz {E,} skupa M
tako da

EcUZ L E,iu(E,) <owon=12,..

U je konac¢na (ili o-kona¢na) na M ako u(E) kona¢no (ili o-konaéno) za svako
E e M.

MoZe se pokazati da je (klasi¢éna) mera monotona mera, tj. vaZi sledeca teorema.

Teorema 3.1. [12]Ako je u mera na M tada vazi:

1) wu@®@ =0;
(2) E€eM,FeMIiE c F sledi da u(E) < u(F).
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Sta vise, klasi¢na mera je neprekidna monotona mera, §to znadi da zadovoljava

uslove (KD) i (KG).

Dokaz:

(1) Neka je u(A) < . Jasno, A = U2, 4; gde A; = A4,A; = 0,i > 2. Kako je u
o-aditivna, vazi

u(d) = u (U Ai) = u(A4) + u(@) + u(@) ... < oo.

Sledi u(®) = 0.
(2) Vazi
B=AU(B\A) > uB)=ud)+uB\A4) = uld).

Sta viSe, klasi¢na mera je neprekidna monotona mera, $to znaci da zadovoljava

uslove (KD) i (KG) [4].
3.2. A-mera

U ovom delu rada ¢emo uvesti generalizaciju klasi¢nih mera preko tzv. 1-

mera [12].

Definicija 3.3. [12] Monotona mera u zadovoljava A-pravilo (na M) ako postoji

1
A€ <_ sup,u'oo> v {03,
gde je supu = supgey(E), tako da
H(E U F) = p(E) + u(F) + A p(E)u(F),
kad
EEMFEMEUFEMIENF = Q.

u zadovoljava konacno A-pravilo (na M) ako postoji gore navedeno A tako da
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H[1+A-,u(Ei)] _ 1},ak0/1 +0

oy [3l
()"

za bilo koju disjunktnu klasu {E;, E, ..., E,} u skupu M, ¢ija unija pripada skupu
M.

z,u(El-),ako A=0
i=1

u zadovoljava a-A-pravilo (na M) ako postoji gore navedeno A tako da

H[1+A-,u(Ei)] _ 1},ak0/1 +0

u(E;),akoA =20

i=1
za bilo koji disjunktan niz {E,,} u skupu M, ¢ija unija pripada skupu M.

Kada je A = 0, A-pravilo, kona¢no A-pravilo i -A-pravilo odgovara redom

osobinama aditivnosti, kona¢noj aditivnosti i g-aditivnosti.
Sledeca teorema nam daje vezu izmedu A-pravila i kona¢nog A-pravila.

Teorema 3.1. [12] Ako je M =R prsten i u zadovoljava A-pravilo, tada u

zadovoljava konac¢no A-pravilo.
Dokaz: Tvrdenje je o¢igledno kada je A = 0.

Neka je A # 0 i neka je {Ey, E5, ..., E,} disjunktna familija skupova u R. Tvrdenje

pokazujemo matematickom indukcijom:
(U B = $ATI24[1 + A - u(ED] — 13, (3.1)

Za n = 2 tvrdenje je tacno, Sto direktno sledi iz definicije. Pretpostavimo da (3.1)

vazizan=k — 1.
k

k—1
el B )=l | B vE
i=1

i=1
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k
= u| | B |1+ 2 w1+ uEo

i=1

k-1
{_[ [1+2-u(E)] - 1} [1+A-u(ED] + u(Ey)
l_k
=~ 1_[ [1+2A-u(E)] - [1+/1-u(Ei)]}+u(Ek)

=1

[1 +ApuEJ] =1+ 2A-uEJ]+2- .U(Ek)}

Il
NN
1~

=1

>»|»—x

k
{ﬂ (1421 u(E)]—l}

i=1
Time smo pokazali da tvrdenje vazi zan = k.

Sledi primer u kome je data skupovna funkcija g definisana na kona¢nom prstenu

I koja zadovoljava A-pravilo.

Primer 3.2. [12] Neka je X = {a,b} i M = P(X). Ako

0,E=0
o2 E=(@
H(E) = Jo.z}, E = (b}
1, E=X

tada u zadovoljava A-pravilo, gde je A =5. Kako je M konacan prsten, u

zadovoljava konacan A-pravilo i a-A-pravilo .

Skupovne funkcije koje zadovoljavaju o-A-pravilo ¢ine posebnu klasu monotonih

mera.

Definicija 3.4. [12] u se naziva A-mera na M ako u zadovoljava o-A-pravilo i

postoji bar jedan skup E € M tako da u(E) < oo.

A-mera se oznacava i sa g;. Kada je M o-algebrai g,(X) = 1, tada se 1-mera g,

naziva Sugenova mera. Funkcija data u primeru 3.2. je Sugenova mera.

Teorema 3.2. [12] Ako je g; A-mera na familiji M koja sadrzi prazan skup @, tada
g2(®) =0, i g, zadovoljava konacan A-uslov.
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Dokaz: Iz definicije 3.4. znamo da postoji E € M tako da u(E) < o. Kad 1 = 0,
g2 je klasi¢na mera i vazi g, (@) = 0. Inace 1 # 0. Neka je {E;, E,, E5, ... }, gde je

E, = E; = --- = @ je disjunktan niz skupova u M ¢ije unije su u E, imamo da je

1 co
9:(B) =~ ]___2[[1 +2- g B [L+2- g2 (B)] - 11,
gdeje E; = @,i = 2,3, .... Odnosno,

1+ 4 g2(E) = [1+2- ga(E)] -{ﬂu +a gawi)]}.

i=2

Kako je 1 € (— ,oo) i g2(E) < o0, znamo da je

supga

Imamo da je

[ [o+2- g1 =1

prema tome
1+1-9,(0) = 1.
Stoga imamo da je
92(8) = 0.
Sada ¢emo videti kada je A-mera monotona.
Teorema 3.3. [12] Ako je g; A-mera na poluprstenu P, tada je g; monotona.

Dokaz: Nekaje A+ 0 inekaje EEP,FEP i ECF.P jepoluprsten, pa je
F\ E = U}%, D;, gde je {D;} disjunktna familija skupova S. Imamo da je

k
%{ﬂu + 2 ga(D)] - 1} > 0.

i=1
Ova nejednaéina vazi i za A >0 i za A <0. Ako Kkoristimo teoremu 3.2.,
g2 zadovoljava konacan A-uslov, pa imamo da je
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gr(F) =g,(EUD, U ..UD,)

N

{]_[[1 +2- gD [1+2- 2(E)] - 1}

o

1

=ga(E) + Z{n[l +1-g2(D1)] — 1} [T+ 2 ga(E)] = ga(E).
i=2

Moze se dokazati da je svaka A-mera neprekidna na poluprstenu. 1z teoreme 3.2. i

3.3. vidimo da kada je A-mera neprekidna, tada je A-mera na poluprstenu je

monotona mera.
Sledeca teorema nam daje uslove kada je g, subaditivna i superaditivna A-mera.

Teorema 3.4. [12] Neka je g; A-mera na poluprstenu P. Ako je A < 0, tada je g,
subaditivna, ako je 4 > 0, tada je g, superaditivna, a ako je 4 = 0, tada je g,

aditivna.

Dokaz: 1z teoreme 3.2. i 3.3. sledi da u zadovoljava A-pravilo i monotona je.

Dokaz teoreme sledi iz definicije 3.3.

Teorema 3.5. [12] Neka je g, A-mera na prstenu R. Tada, za svako E € R, |
F €R

_ ga(E)—g, (ENF)
() gaE\F) =% 200n

_ g1 (E)+gx (F)—g; (EnF)-1-g; (E)-ga (F)
(2 gaEVF) = 1+1-g, (ENF) :

Ako je R algebra, i ako je g, normirana, tada vazi:
= 1-g, (E)
@) H@®=2
Dokaz: Iz
9, (B) =92 (ENF)U (E\ F))
=grENF)+ g(E\F)[1+1:-g,(EnF)]
dobijemo (1). Za (2)
gr(EUF) =g(EU[F\(ENnF)])
=92 (B)+ g, (FNENF)[1+2-g; (EnF)]
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gr(F)—gr(EnF)
1+21-g, (ENF)

_ 9 E)+g1s(F)—gr(EnF)—21-g; (E) g (F)
112 9, (ENF)

=g, (E) + [1+4-g, (ENF)]

(3) je direktno sledi iz (1) i od toga da je g; normiran.

Konstruisanje A-mere na poluprstenu (prstenu, algebri, o-prstenu, o-algebru ) je
znacajan problem. Neka je X = {x4, ..., x,,} konac¢an skup, M se sastoji od skupa X
I svih jednoelementnih podskupova skupa X. u je definisana na M tako da vazi
ux;}) <u(X) < o zai=1,2,..,n i postoje najmanje dve tacke x;;,x;, Koje
zadovoljavaju u({x;;}) >0, j = 1,2, tako da skup funkcija u uvek bude A-mera
na M zaneko A. Ako je u(X) = X, p({x;}), zaA = 0, inace vazi

1
p(X) = S [T (1 + 2 p(fx)) — 1]. (3.1)
U sledecoj teoremi vide¢emo kako mozemo oderediti A:

Teorema 3.6. [12] Pod gore navedenim uslovima jednacina

142000 = | [(1+2- )
i=1

jedinstveno definiSe A:

(1) 2> 0 kad Xz u({x}) <p(X),
2 A= 0 kad = p({x;}) = u(X),
3) _E < A <0, kad Xz p({x:}) > p(X).

Dokaz: Ozna¢imo sa a = u(X), sa a; = u({x;}), zai=1.2,..,ni f(H) =
K ((1+a;d), za k =2,..,n. Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je
a; >01ia,>0. Znamo da je 1+ ayA >0, za k=1,2,..,n i za svako 1 €

(~2) A
fillh) = A + ax D fi1 (D),
imamo da je

fkD) = arfi-a(D) + (1 + ar D) fi-1 (D),

e (D) = 2a,fi_1 (D) + (A + arDf" 1 (D).

Zasvako k =2,..,n i svako 1 € (—— oo) fru—1(A) >0, f,-,(1) >0 kao su i
D) i f'(A). Kako je
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() =a;(1+a)+a,(1+a;4) >0

2 (M) =aja, >0,

i znamo da je fi;'(A) >0, $to zna¢i da je funkcija f, (1) je konveksna na
(— l, 00). Vazida
a

n

RO = a

i=1

Za lim;_,, f,,(1) = o, znamo da ako je Y.i~; a; < a tada f,(4) ima jedinstvenu
prese¢nu ta¢ku sa linijom f(A1) =1+ Aa (slika 3.1/a), za neko A > 0. Ako
Yiia; =a,tada f(1) = 1 + Aa je tangenta za f;,, (1) u A = 0 (slika 3.1/b). Ako
je Yriai>a, fH(A)>0,f(A)=1+21a <0, dok je A < —%, tada kriva f,, (1)

ima jedinstvenu prese¢nu tacku sa pravom f(1) za neko A € (—%,0) (slika
3.1/c). Time smo dokazali teoremu.

i fn(l)/
(B
3.
2.
— o
/(l - 0 1 2 3 4 4
a —1-

slika 3.1/a [12]

L JAC)
i)

slika 3.1/b [12]
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f»

slika 3.1/c [12] Jedinstvenost parametra A

Ako za neko x; vazi daje u({x;}) = u(X), tada jednacina (3.1) ima beskonaéno

mnogo resenja. To znacni da je p A-mera za svako A € (—ﬁ, 00). Jedino, ako

u({x]}) = 0, za svako j, tada jednacina nema resenje na (— ﬁ, 00).

Kada se odredi A-mera na M, mozemo i odrediti A-mera na P(X) koristeci
konac¢nu A-meru.

Primer 3.3. [12] Neka je X ={a,b,c}, u(X) =1, u({a}) = u({b}) = 0.2,
u({c}) = 0.1. Prema teoremi 3.6. u je A-mera. Koristimo jednacinu (3.1) da
definiSemo A,

. (1+021)(1+021)(1+0.11) -1

A
kad sredimo jednacinu dobijemo:

0.0041% 4+ 0.084 — 0.5 = 0.

ReSavaju¢i jednacinu dobijemo:

, — 008 ++/0.0064 +0.008
- 0.008

—0.08 £ 0.12
0.008

Al = 5,12 = _25
—25 < —1, pajedino resenje koji moZemo da prihvatimo je 5.

Sada ¢emo konstruisati normiranu A-meru na Borelovoj c-algebri By za dato
A€ (—1,00).

Ako je h(x) funkcija raspodele verovatnoce na (—oo, ), mozemo da definiSemo
funkciju ¥ na Bg:
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h(b) — h(a)

Y(la, b)) = EESTIOR

Skupovna funkcija y je neprekidna, pa moZzemo da definiSemo

P(X) = P((—».0)) = lim y([a,b)).

a——o0o,b—00
Kako lim,_,, h(x) = 0 ilim,_ h(x) = 1 imamo da je

W(X) = 1.

Mozemo pokazati da skupovna funkcija 1 zadovoljava A-pravilo na Bg.

Zasvaki [a,b) € By, [b,c) € Bg,[a,b) U [b,c) = [a,c) € By i

Y([a, b)) +¥([b,c)) + AP([a, b))yY([b,c)) =
= Y([a, b)) + ¥([b,c))[1 + AYP(a,b)]

h(b) —h(a) h(c) —h(b) h(b) — h(a)
YO RS O) TS0
_ h(b) — h(a) N [A(c) — h(D)][1 + Ah(b)]

1+ (@) | [1L+ k(D] + 1h(a)]

h(b) — h(a)
~ 1+ k()
=([a,c)).
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4. Integrali bazirani na monotonim skupovnim

funkcijama

4.1. Lebegov integral

Do sada smo naveli definicije i teoreme vazane za monotone skupovne
funkcije koje predstavljaju uopstenje klasicne mere. Sada ¢emo definisati

Lebegov integral.

U ovom poglavlju koristi¢emo sledece oznake: (X, F, 1) je merljiv prostor,
gde je X neprazan skup, F je o-algebra podskupova skupa X, i u: F — [0, o] je
klasi¢na mera. X je univerzalan skup Kkoji ne mora da bude konacan. U ovom
poglavlju ¢emo pretpostaviti da je 4 g-konac¢na. Ova terminologija kao i rezultati

koji slede su preuzeti iz [12].

Pre svega definisacemo funkciju koja se naziva jednostavna funkcija i na

kojoj se bazira definisanje Lebegovog integrala:

Definicija 4.1. [12] Funkcija s: X — (—o0,00) koji ima oblik i, a;x,, se zove
jednostavna funkcija, gde je svako a; realna konstanta, A; € F i xu je

karakteristi¢na fukcija za 4;,i = 1,2, ...m.

Svaka jednostavna funkcija je merljiva dok je karakteristi¢na funkcija merljivog

skupa merljiva, jer je linearna kombinacija merljive funkcije je opet merljiva

funkcija. Za datu nenegativhu merljivu funkciju f:X — [0,00) postoji

neopadajuci niz jednostavnih funkcija ¢ija granica je f. Na primer, mozemo uzeti
j2J

i—1

i=1

- i—1 i . . i . - -
gde je A ={x|SF < f0 <5} i=12.,j-2/,j=12..Lako je pokazati

da je {sj} neopadajuci niz i lim;_,, s;(x) = f(x) za svako x € X.

Ovi nizovi nisu jedinstveni. Pomoc¢u nizova jednostavnih funkcija ¢emo

definisati Lebegov integral za funkciju f na X u odnosu na p.
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Definicija 4.2. [12] Neka je f nenegativha merljiva funkcija na X. Lebegov

integral za funkcije f na X u odnosu na u je dat sa

m;
fdp=lim | s;du = lim Z a;i1(4ji)
Jjooo jooo i

gde je svako s; = Zzn" ajiXa;; jednostavna funkcija i {s;} je neopadaju¢i niz za

kO_]l je limj_,oo Sj = f

Za svaka dva jednostavna niza {s;} i {t;} sa osobinom da je lim; . s; =
limje t; = f vazi jh_)rglo [sjdu = ]ll_)rglo J t; du, iz Eega sledi da je Lebegov integral

dobro definisan za svaku nenegativnu merljivu funkciju.

|z definicije 4.2. sledi da ako je funkcija f data sa }./2, a;x,,, tada

Jfdu=3%" au(A).

Za bilo koji merljiv skup A, ako A;; zamenimo sa A;; N A, u definiciju 4.2.
mozemo definisati Lebegov integral funkcije f na A u odnosu na u §to se

obelezava sa [ Jf du.

Primer 4.1.[12] Neka je X zatvoren jedini¢ni interval [0,1], F je skup svih
Borelovih skupova na [0,1], a u Lebegova mera. Skup svih racionalnih brojeva iz
[0,1] oznacimo sa Q,. Q, je prebrojiv skup i u (Qy) = 0. Funkcija f je definisana

na [0,1] na slede¢i nadin:

0, ako x € Q,

flx) = {1, inace

Ovako definisana funkcija f je nenegativna i merljiva funkcija. f nije neprekidna

u tackama skupa [0,1], i nije ni integrabilna na [0,1] u Rimanovom smislu,

fol f(x) dx ne postoji, ali Lebegov integral postoji i izgleda ovako:

f[0,1]fd:“:O'.u([o;l]_QO)'i'l'.U(Qo):0'1+1'0=0.

Lebegov integral se definise i na slede¢i nacin:
Jfdp=
sup{Xi, aiu(Ay) | By aixa; < fra; €[0,00),4; €F,i=12,..,mm =1},
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U nastavku ¢e biti opisano na koji nacin se definiSe Lebegov integral merljive

funkcije koja ne mora da bude nenegativna. Za svaku merljivu funkciju neka je

N _(f(x), akof(x) =0
f (x)—{ 0, ako f(x) <0

.y _(—f(x), akof(x) <0
f(x)—{ 0, ako f(x) >0

Funkcije f*(x) i f~(x) su nenegativne merljive funkcije. Lebegov integral za

funkciju f na X u odnosu na u se definise sa:
[ rau={rrdu+ | rau

gde su oba integrala sa desne strane jednakosti kona¢na.

Kada je u(X) <o i f je ogranitena sa leve strane, integral [ f du mozemo

definisati 1 na slede¢i nacin:

[ rau= [ =mydu+muco,

gde je m donja granica funkcije f, tj. f(x) —m > 0,Vx € X.

Posmatramo realnu funkciju f koja je merljiva na intervalu I =[0,1] u
odnosu na Borelovu o-algebru. Ako Rimanov integral ff f(x) dx postoji, tada

odgovarajuc¢i Lebegov integral postoji, 1

b
if du= | feodx

gde je u Lebegova mera. Moze se zakljuciti da je Lebegov integral uopstenje

Rimanovog integrlala.

Ako je skupovna funkcija u: F - (—o0, ) konacna klasi¢na mera, tada u
mozemo napisati u obliku g = u* + u~, gde su u* i u~ konacne klasi¢ne mere.
Lebegov integral funkcije f na X u odnosu na u mozemo definisati i na sledeci
nacin:
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[ rau=[rau+ | raw
ako su oba integrala sa desne strane jednakosti kona¢na.

Kada je u konacan, Lebegov integral ima slede¢u definiciju:

[ Fdp= 2 [k(E) = pCO1 da + [ u(F,) der (4.1)

ako su oba sabirka sa desne strane jednakosti konacana, gde je F, = {x|f(x) = a}
za a € (—oo, ). Skup F, je merljiv, jer je i f merljiv, Sto znaci da je u(F,) dobro
definisan za @ € (—oo, 00). Integrali na desnoj strani su Rimanovi integrali. u je
kona¢na mera pa je u(F,) ograni¢eno, iz ¢ega sledi da su Rimanovi integrali

dobro definisani. Kada je f > 0, jednacina (4.1) ima sledeci oblik:
[fdu= [ wF) da. (4.2)
Ova jednacina se naziva transformaciona teorema Lebegovog integrala.
4.1.1. Osobine Lebegovog integrala
Prvo ¢emo uvesti definiciju pojma ,,skoro svuda”:

Definicija 4.3. [12] Neka je A € F, i neka je P tvrdenje u vezi sa tackama iz A.
Ako postoji E € F sa u(E) = 0 tako da je P tacno za A \ E, tada kazemo da je ,,P

skoro svuda tacno na A“.
Lebegov integral ima sledece osobine:

Teorema 4.1. [12] Neka su f i g merljive funkcije na (X, F, ), A i B merljivi

skupovi, i neka je a realna konstanta.

O [,1du=ul);

@ S fdu=[,f xadu

() akof<gtadaf,fdu</[, gdu;

@) J,Ifldu=0 akoisamoako u({x|f(x) #0}NA) =0,ti. f =0na4
skoro svuda;

(5) akoAcBtada[,fdu</[.fdu
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6) J,af du=af,fdu
" J,f+gdu=[,fdu+[,gdy
(8) akojeANB =@ tadaje [, fdu+[,fdu=/[,f du

Osobine (6) i (7) iz teoreme 4.1.zajedno ¢ine linearnost Lebegovog integrala.

4.1.2. Lebegov integral na kona¢nom skupu

U prethodnom delu rada videli smo najvaznije osobine Lebegovog
integrala, a u ovom poglavlju ¢emo dati formulu za izracunavanje Lebegovog

integrala na kona¢nom skupu [12].

Neka je X konaCan, X = {xi,x5,..,x,}, | neka je F = P(X). Koristeéi

oznaku w; = u({x;}) zai = 1,2, ...,n imamo da je

[ rau= Z wif ()

paje
= Fe)xwy
i=1

jednostavna funkcija. To je u stvari ponderisana suma {f (x;), f(x2), ..., f (x;) },
gde suw;, i = 1,2, ..., n tezinski koeficijenti. Ako je i, w; =1i0<w; <1, za
i = 1,2, ...,n tada je desna strana jednacine je ponderisani prosek. Sa druge strane,

svaku ponderisanu sumu mozemo napisati pomocu Lebegovog integrala [12].

Slede¢i primer nam pokazuje kako moZemo Kkoristiti Lebegov integral u

konkretnom primeru.

Primer 4.2. [12] Tri radnika, x4, x,, x5 su odvojeno angazovani za proizvodnju
igracaka od drveta. Njihova efektivnost je redom 5,6 i 7 igracaka po danu. Ove

nedelje oni rade redom 6, 3 i 4 dana. Neka je X = {x;, x,, x5 } i
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6, akojex = x;

f(x)={3, akojex = x,
4, akojex = xj.

Dok radnici rade odvojeno koriste¢i meru p definisanu sa u({x;}) = 5, u({x,}) =

6, u({x3}) = 7 sumu proizvedenih igra¢aka moZemo izracunati na slede¢i nacin:

ffd,uzZu({xi})-f(xi)=5-6+6-3+7-4=76.
i=1

U fuziji informacija najéesce koris¢en metod je ponderisana suma. Primer 4.2. je
tipian primer za fuziju informacija, gde je X = {xy, x5, ..., x,} je skup izvora
informacije, f(x;) je numeri¢ka kolili¢ina dobijena od izvora, sa u({x;}),i =
1,2, ...,n se redom oznacava znacajnost izvora. Ovaj model je linearan i moZze se

koristiti samo u slu¢aju kada radnici rade odvojeno.
4.2.Sugenov integral

4.2.1. Definicija Sugenovog integrala

U odeljku 3.2. smo videli §ta je Sugenova mera, a u ovom poglavlju ¢emo
videti kako se definiSe Sugenov integral koji je uveden u [11]. Kasnije ¢emo

videti na koji na¢in se mozZe primeniti ovaj integral u medicini.

Uzec¢emo da je (X,F) merljiv prostor, gde je X € F, u:F — [0,0] je
neprekidna monotona mera i G je familija svih konac¢nih nenegativnih merljivih
funkcija na (X,F). Za svaku funkciju f € G definiSemo F, = {x|f(x) = a}
i Fpp = {x|f(x) > a}, gde a € [0, ]. U ovom poglavlju posmatracemo funkcije

¢iji je skup vrednosti [0, o] i smatrac¢emo da je
= e

Definicija 4.4. [11] Nekasu A € F i f € G. Sugenov integral funkcije f na skupu

A uodnosu na p, koji oznagimo sa §—f du, je definisan sa

f+f du= sup [aAu(ANF)].

a€[0,00]

Ako je X = A, tada Sugenov integral moZzemo da oznaéimo i sa ~ f dp.
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U literaturi ponekad se Sugenov integral zove i fazi integral.

Lema4.1. [11,12]
(1) Fy i Fgy sunerastu¢iu odnosuna a, i Fpy D Fp kad a < B.

(limg_q_ Fp = limg_o_ Fgy =Fy D Foy = limg_,_ Fg = limg_,_ Fp,.
Dokaz: (1) ogigledno.
(2) sledi iz:
(erw=s = wrw>p
B<a B<a
= (lf ) = @) 3 (2lf () > )
= Jerr@=p = Jaro>pn.

B>a B>a

Sledeca teorema nam pokazuje kako mozemo jos§ da napisemo Sugenov integral.

U primerima moZemo Kkoristiti bilo koji od navedenih izraza.

Teorema 4.2. [12]

Fif du= sup [aAu(ANF)] = sup [aAu(ANF,,)]

a€l0,:0] a€l0,:0]

= sup [aAu(ANE,)] = sup [(inff(x)) /\,u(AﬂFa)]
) XEE

a€l0,00) EEF(f
= sup(infr (o) Awanro],

gde je F(f) o-algebra generisana sa f, koja je najmanja o-algebra takva da je f
merljiva funkcija.

Dokaz: (1) F, = F,, = @ kad a = oo, jednacine
f=f du= sup [aAu(ANE,)]

a€[0,00)

sup [aAu(ANFy )] = sup [aAu(ANE,)]

a€l0,00] a€[0,00)
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su ocigledno jednaki.
(2) Pokazimo da

sup [aAu(ANF)] = sup [aAu(ANFy,)].

a€l0,00) a€[0,0)
Sa jedne strane, koriste¢i lemu 4.1. i da je u¢ monotonona, imamo da je
H(ANF) = u(ANFqy)
zasvako a € [0, ). Dakle,

sup [aAu(ANE,)] = sup [aAu(ANF,.)].

a€l0,0) a€[0,0)

Sa druge strane, za svaki € > 0 i a € (0,) uzedi a' € ((a — ) V 0,a) imamo

daje
aAu(ANE,) < (a’ + )ANAU Fyr.);
dakle imamo da je

sup [aAu(ANF)] = sup [aAu(ANF,,)]

a€[0,0) a€[0,0)

< sup [(@"+&AAUF,)]

are(0,0)

< sup [@'A(AUFy )] +e

are(0,0)

< sup [aA(AUF,)]+e.

a€[0,0)
€ je jako mala veli¢ina blizu nuli, pa imamo da je

sup [aAu(ANE)] < sup [aAu(ANF,.)].

a€[0,0) a€[0,0)
Dobili smo da vazi:

sup [aAu(ANF)] = sup [aAu(ANFy,)].

a€l0,00) a€(0,00)

(3) Treba jos da dokazemo
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Faf di= sup |(inff (o) Auanty)| = sup(infr ) Aucan)].

Prvo za svako a € [0, ], infyerq)f(x) = a i F, € F(f) imamo da je

[aAu(ANE,)] < sup [(inff(x)) /\,u(AﬂFa)]

EEF(f) XEE

i imamo da je

fjf du = sup [aAu(ANF,)] < sup [(inff(x)) /\,u(AﬂFa)].

a€l0,0] EEF(f) “\XEE

Ako je f F-merljiva funkcija, imamo da je F(f) c F i vazi:

sup [(inff (o)) Au(anEy)] < sup [(;relgf(x)> ACANEY)|

E€EF(f) XEE

Za svaki E € F ako uzmimo da je a’ = infyepo)f(x), tada je E c F,,. Odavde

sledi da je
H(ANE) < u(ANEK,)

jer je u monotonona, imamo sledece:

(}ngf (x)) Au(ANE) < a' Au(ANFy) < sup [aAu(ANE,)] =4~f du

a€[0,0]

zasvako E € F. Sledi da je

sup [ (inff () AUCANED]| <5 di

EEF

Time smo dokazali teoremu.

Da bi smo pojednostavili izracunavanje Sugenovog integrala za datu

(X,F,u),f € GiA € F mozemo da koristimo slede¢i skup:
I = {a|a € [0, ], u(ANE,) > u(ANFz) za svako B > a }.
Vidi se da je

§f du = sup[u(ANF)].

EeT
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Sledeci primeri nam pokazuju na koji na¢in se ra¢una Sugenov integral.

Primer 4.3. Neka je X = {x;, x5, x3}, F = P(X), monotona mera u definisana kao

u primeru 2.3. i funkcija fdata sa

5 akojex =x;
f(x) =43, akojex =x,
1, akojex =x;

Sugenov integral funkcije f u odnosu na p se moze izracunati na sledeéi nacin:

F f du = [5Au({x DV BAR({xy, % D]V [1ARGO] = [SA1] V [3A1] v [1A3]
=1lvivil=1.

Primer 4.4. [12] Neka je X = [0,1], F je familija svih Borelovih skupova u X i

u = m?, gde je m Lebegova mera, f(x) = g Imamo da je
Fp ={x|f(x) =z a} = [2a,1].

Kako je T = [0%) treba da uzimamo u obzir samo «a € [0, %) U ovom slucaju

imamo da je

£ f du = sup [u(AAE)] = sup [L(AN(L = 2a)?)].

ae [O'E) ae O’E

U ovom izrazu (1 —2a)? je neprekidna, opadaju¢a funkcija za a kada je

a € [O, %) Resenje ¢emo dosti¢i u jednoj tacki reSenja jednacine
a=(1-2a)?

. 1 .
kojaje a = 5 Znadi,

4.2.2. Osobine Sugenovog integrala

Sledeca teorema nam daje osnovne osobine Sugenovog integrala.
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Teorema 4.3. [12]

(1)  Akojepu(A) =0, tadaf—f du = 0 zasvako f € G;

(2)  ako je u neprekidna sa donje strane i hf du = 0 tada u(ANF,,) = 0;
3) akoje fi < f; tadaje ff; du <4—f; dy;

4) fjf du =4f - xa du, gde je x4 karakteristi¢na funkcija za 4;

(5)  fadu = aA u(A) gde je a konstanta, a € [0, c);

6) F5(f +a)du <45f du+J5a du zasvako a € [0, ).

Vidimo da su osobine (1)-(4) kod Sugenovog integrala iste kao i kod Lebegovog

integrala.
U slede¢em kololaru videc¢emo koje su jo§ osobine Sugenovog integrala.
Kololar 4.1. [12]

(7)  Ako A > Btadaf—f du =45F dy;
©®)  Fz(AVIdu 2F5fi duVizf, du;
©)  F(AARdu <F5fi dunf5f, du;
(10)  Frgpfdu 245f duVi5f du;
11) 5 fdu <45f duNf5f dp.

U slede¢em primeru pokazacemo da za razliku od Lebegovog integrala Sugenov

integral ne poseduje osobinu:

Tfjaf du = a—fjf du.

Primer 4.5. [12] Neka je X = [0,1], F je familija svih Borelovog skupova skupa

X (B n[0,1]), i neka je u Lebegova mera. Uzmimo da je f(x) = x, za svako

. 1
xeXlazz.

Tada imamo da je

a sa druge strane
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1 11 1
afjfdu—i—fjxdu _E.E_Z'
Znadi,
fraf du # af—f du.

Vidimo da postoje osobine koje vaze za Lebegov integral a ne vaze za Sugenov

inegral. Jedan od tih osobina je linearnost. Za Lebegov integral vazi:

Jaf du=af,f du

J,f+9du=],fdu+],gdu
ali za Sugenov integral ne vazi ova osobina.
4.2.3. Teorema transformacije Sugenovog integrala

U ovom delu rada bi¢e pokazano kako se moze transformirati Sugenov
integral na prostoru (X,F,u) u drugi Sugenov integral g dm na prostoru
Lebegove mere ([0, ], B,,m), gde je B, familija svih Borelovih skupova na
[0,0] a m je Lebegova mera [12]. Vide¢emo da je ova formula sli¢éna formuli

koja je vazila kod Lebegovog integrala.
Teorema 4.4. [12] Zasvako A € F

F5f du =fzu(AN F,) dm
gde je F, = {x|f(x) = a} i m je Lebegova mera.

Dokaz: Ozna¢imo sa g(a) = u(ANF,). 1z leme 6.1. znamo da je g nerastuca

funkcija u odnosu na a. Za svako a € [0, ] uzmimo da je
B, = {E|supE = a,E € B, },

tada je {By|a € [0, o]} je particija skupa B, i supgep,m(E) = a. 1z teoreme 4.2.

imamo da je
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fu(ANnEy) dm =4—g(a) dm=supgep, K [igrelgg(ﬁ)> /\m(E)l =
= SUPaefo,] SUP K[grelgg(ﬁ)> /\m(E)l-

Kako je g(B) nerastuce, imamo da je
gla—) = [grelgg(ﬁ) = g(a)

zasvako E € By, gde je g(a —) = limg_,,_ g(B). Sa jedne strane imamo da je

{-y(A NF,)dm > sup lg(a) /\sup m(E)l sup [g(a) NAa]

a€l0,] Bqy a€l0,]
= sup [aAu(ANFE,)] =—_PAf du.

a€l0,0:0]

Sa druge strane za dato € > 0 vazi:

fu(AnF)dm < sup Ig(a )/\supm(E)l sup [g(a —) Aa]

a€l0,:0] E€B, a€l0,:0]

< sup [aAg(a—-)]Ve< sup [aAg(a —¢€)] Ve

a€[0,00] a€l[0,:0]

< sup [(a—eAgla—¢e)]+ ¢

(a—e)€[0,00]

= sup [(@—Au(ANF_J]l+ ¢

(a—¢)€l0,0]
=—f7f du + e.

Kako je € jako mali broj koji je blizu nule, vazi tvrdenje, tj.

£+f du =f5u(ANnE,) dm.
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4.3. Pan-integrali

4.3.1. Pan-sabiranje i pan-mnoZenje

Binarne operacije na kojima je baziran Lebegov integral su uobicajene
operacije sabiranja i mnozenja, dok kod Sugenovog integrala klu¢nu ulogu imaju
minimum i maksimum. U [13] je uveden pan-integral ¢iji su specijalni slucajevi
Lebegov i Sugenov integral. Ovaj integral je baziran na paru binarnih operacija
koje predstavljaju uopsStenje kako sabiranja i mnozenja, tako i minimuma i

maksimuma.

Neka je R, =[0,),R, =[0,»],B, =BnNR i a,b,c,d,a;b;c;€
R, (t=1,2,..,t €T,qgdejeT skup indeksa).

Definicija 4.5. [12,13] Neka je @ binarna operacija na R, . Uredeni par (R, ®)
se naziva komutativna izotonicna polugrupa i @ se naziva pan-sabiranje na R,

ako @ zadovoljava sledecée uslove:

(PAL) adb = bba

(PA2) (a®b)®c = a®(b®c)

(PA3) ako je a < b, tada vazi a@®c < b@c za svako ¢
(PA4) a®0 =a

(PA5) lim,, a,, i lim,, b,, postoje = lim,, (a,, ®b,,) postoji i

lim, (a, ®b,) = lim, a,,® lim,, b,,.
Iz (PAL) i (PA3) sledi:
(PA3’)akosua < bic < d,tada vazi a®c < b@®d.

(PA2) vazi pa mozemo koristiti oznaku @}-,a; za a,Pa,® ...Ha,, a mozemo
uzeti i oznaku @.cra; , gde je T konaCan skup indeksa. Ako je T beskonacan

skup indeksa, definiSemo @;cra; = supyrcr ®rerras, gde je T' konacan.

Definicija 4.6. [12,13] Neka je ® binarna operacija na R,. Uredena trojka
(R,,®,R), gde je @ pan-sabiranje na R,, se naziva komutativni izotonicni

poluprsten u odnosu na @ i @ ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:
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PMl)a®b=bQa

(PM2) (a®b) @c=a® (bQc)

(PM3) (a®b) @ c = (a @) &b & c)

(PM4) ako je a < b,tadavazia @ c < b @ c zasvako c
(PM5)ako a#0,b#0=a@®@b+0

(PM6) postoji I € R, tako da vazi a®I = a, zasvako a € R,

(PMT7) ako lim,, a,, i lim,, b,, postoje i konacni su = lim,(a, ® b,) =

lim, a, ®lim,, b,,.

Operacija @ se zove pan-mnoZenje na R,, i I se naziva jedini¢ni element na

(R, ®,Q). Iz (PM1) i (PM4) sledi da vazi:
(PA4’)akosua <bic<d,tadavazia@c < b Q d.
Iz (PM5) sledidajea®@0=0i0@® a = 0zasvako a € R,.
U slede¢im primerima vide¢emo konkretne primere za gore navedene definicije.

Primer 4.6. [12] (R, +,) je komutativni izotoni¢ni poluprsten, gde je 1 jedini¢ni

element.

Primer 4.7. [12] (R,,V,A) je komutativni izotoni¢ni poluprsten, gde je oo

jedini¢ni element.

Primer 4.8. [12] (R, V,") je komutativni izotoni¢ni poluprsten, gde je 1 jedini¢ni

element.

Definicija 4.7. [12,13] Ako je (X,F,u) prostor neprekidne monotone mere i
(R;, ®,R) je komutativni izotoni¢ni poluprsten, tada se (X,F,pu, R, B,R)

naziva pan-prostor.
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4.3.2. Definicija pan-integrala

Prilikom wuvodenja pan-integrala vaznu ulogu imaju pojmovi pan-
karakteristiéne funkcije i pan-jednostavne merljive funkcije koji predstavljaju
uopstenje karakteristicne funkcije i jednostavne merljive funkcije na kojima je
baziran Lebegov integral. Slede definicije ovih pojmova.

Definicija 4.8. [13] Neka je (X, F,u, R,, ®,&) pan-prostor i E c X. Funkcija na
X data sa

(x) = {1, akox € E
XE 0, inace

se naziva pan-karakteristicna funkcija na E, gde je I jedini¢ni element na

(R, D,Q).

Definicija 4.9. [13] Neka je (X, F) merljiv prostor. Particija {E;} od X je merljiva

ako E; € F zasvako i.
Sledeca definicija nam pokazuje $ta je pan-jednostavna merljiva funkcija.

Definicija 4.10. [13] Neka je (X, F,u, R, ®,&) pan-prostor. Funkcija na X data

Sa

s(x) = ®ieq[a; ® xp(x)]

se naziva pan-jednostavna merljiva funkcija, gde je a; € R,, i =1,2,...,n |

{E;li = 1,2, ...,n} merljiva particija skupa X.

Skup svih pan-jednostavnih merljivih funkcija oznaci¢emo sa Q, QC G .

Za svako
s(x) = O [a; @ xz ()] € Q
neka je e; = {(a;, E;)|i = 1,2, ...,n}. Ozna¢imo
P(es|4) = @i-1la; @ u(ANEp)]
gde je A € F. P(e4|A) jednostavnije oznadicemo sa P(s|A).

Za date funkcije fi,f, €G, ako je fi(x) < f,(x) za svako x € X

koristicemo oznaku f; < f,.
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Sledi definicija pan-integrala.

Definicija 4.11. [13] Neka je f € G i A € F. Pan-integral funkcije f na A u

odnosu na u koji ozna¢avamo sa (p)fAfdu je dat sa

(), fdu= sup P(eslA).

0<s<f,seqQ
Ako je A = X umesto (p) [, fdu éemo koristiti (p) [ fdp.

U slede¢em primeru se moze videti na koji nacin se racuna pan-integral na

kona¢nom skupu.

Primer 4.9. Neka je X = {xy, x5, x3}, (X, P(X)) merljiv prostor dok su monotona
mera u i funkcija fdefinisane kao u primeru 2.3. i 4.3. Uzmimo da je ® =V i

&®=-. Pomocu pan-operacija @ i @ funkcija f se moze zapisati na sledec¢i nacin
£00 = () ® 1)) © (F(x2) @ Xy () @ (£ (x3) ® gy ().
Pan-integral funkcije £ u 0dnosu na u ima slede¢i oblik:
)] fdu = (f (1) ® u({xD)®(f () ® u({x: D)@ (f () ® (s D),
tj.

() fdu= (5 -1DVE -1V -1) = 5.

Naredna teorema pokazuje na koji na¢in se moze izracunati pan-integral.

Teorema 4.5. [13] Neka je f € G i A€ F i sa P oznadimo skup svih merljivih
particija od X. Tada

®)J ofdn = sup {@pee |(jnf F0)) ® uan ]},

Dokaz: Sa jedne strane, za svako H € P i za svaku konadnu particiju

{H;|i = 1,2,...,n} € E uzmimo da je

sG) = @, {|(inf F00) @ xw )]}
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Tadaje s(x) € Q,is < f.Ilmamo da je

s [(inf £0) @ 2w ()] < @) ,fd

pa vazi
sup{@pe; [(inf F(0)) ® uan M} < @)/ fu.

Sa druge strane imamo da je s(x) =@ [a; @ ys(x)] €Q, tada
{E;li=12,..,n} € P. StaviSe, ako s < f, tada a; < infyeg, f(x). Prema tome,

imamo da je

P(s14) < L, |(inf fC0)) @ w(ANEY]

< sup{@per |(1nf F(0)) ® n(an )]},
Iz predhodne nejednakosti sledi da je

(0)f fd < sup {@pes |(inf f()) ® u(an W)},

EepP

Dobili smo da vazi tvrdenje, odnosno:
sup {@rez |(inf £(0) ® utan M} = @), fdu

Sledeca teorema je jako vazna, jer pokazuje kada su jednaki pan-integral i

Sugenov integral.

Teorema 4.6. [13] Ako je ®=V i Q= A, tada vazi

[ fdu = F,fdu
zasvako f € G i A € F, §to znaci da su pan-integral i Sugenov integral jednaki.

Dokaz: Kako su {E, E} merljive particije skupa X za svako E € F, nejednakost

@)/ fdu = 4§, fdu

direktno sledi iz teoreme 4.2. i iz teoreme 4.5.
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Sa druge strane, za svako dato € > 0 i svako E € P , postoji H, € E, tako da

e [(jnf £(0) ® u(An )] = sup|(inf £()) Auca 0 1)

< (xiéle f(x)) AN(ANHy) + ¢ S—f-Afd,u + &
Imamo da je

) fdu <+ fdu + «.

Kako je ¢ jako mali broj blizu 0, imamo de je

) fdu <+, fdu.

Time smo dokazali da vazi tvrdenje, odnosno:

@[ fdu =4, fdu.

Prethodna teorema daje odgovor na pitanje kada su pan-integral i Sugenov
integral jednaki, a slede¢a teorema ¢e nam pokazati koje osobine treba da
zadovoljavaju monotona mera i pan-operacije da bi pan-integral i Lebegov

integral bili jednaki.

Teorema 4.7. [12] Neka je u o-aditivna. Ako je @ uobicajeno sabiranje, a @

uobic¢ajeno mnozenje, tada imamo da je
M) fdu = [ ,fdu
zasvako f € G i A € F, §to znaci da su pan-integral i Lebegov integral jednaki.

Dokaz: Kada @ je + i @ je -, tada pan-jednostavna funkcija je u stvari

jednostavna nenegativna funkcija. 1z definicije Lebegovog integrala
[ ofdu =1im P(s,]A)

zasvako f € G i A€F, gde je {s,} niz nenegativne neopadajuce jednostavne

funkcije ¢ija je granica f. Lako je videti da vazi

@/ fdu = [, fdu.
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Mozemo birati {s, } € Q,takodas, < f,n=1,2,.., i

lim P(sn|4) = (0)/ ,f dp.

Uzeemo §, = Sup;<Si» SR, €Q, n=12,.., i 5§, 7f. Kako je P(s|A)

neopadajuci u odnosu na s, imamo da je

[ ofdu =1im P(5,14).

Time smo dokazali da tvrdenje vazi, odnosno:

) fau= [, fdp.

4.3.3. Osobine pan-integrala

Pan-integral ima sli¢ne osobine kao $to imaju Lebegov integral i Sugenov

integral. U slede¢im teoremama vide¢emo koje su te osobine.

Teorema 4.8. [13] Zasvako f e GiAEF

™/ fdu= )] f ® xadp.

Sledece osobine slede iz definicije 4.11., teoreme 4.2. i teoreme 4.5.

Teorema 4.9. [13] Nekasu f,g € GiA,B € F ia € R,. Tada vazi:

(1)
@)
(3)
(4)
()

akoje f = 0naAss., tada (p)f ,fdu = 0;
ako 1(4) = 0, tada (p) [ ,fdu = 0;

ako f < g, tada (p)[ ,fdu < (p)[ ,9du;
ako A c B, tada (p)f ,fdu < (0) [ ,fdu;
() ,ady = a @ p(A).

Sledi primer koji pokazuje da u teoremi 4.9. u osobini (5) ne mora da vazi

jednakost.

Primer 4.10. [12] Neka je (X, F, ) monoton merljiv prostor dat na slede¢i nacin:
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0, akoE =0

0.5, ako E = {a
X={ab}, F=PX), wk)= 0.7 akoE=§b§'
1, akoE =X

Neka je = + i ®="-, tada je
@)/, ldu=1- p{a)) +1- u({p}) = 0.5+ 0.7 = 1.2
ali
1- u(X) = 1.
Teorema 4.10. [12] Nekaje f e Gi A € F. Ako je (p)fAfdu = 0, tada
u(An{x|f(x) >0} = 0.

Dokaz: Oznad¢imosa B, = AN {x|f(x) > %} Imamo da je

B, 7 UBn = An{xIf(x) > 0},
n=1
Koriste¢i teoremu 4.9., imamo da je

0= ) fd = @ 5 fin = @) 5, =+ ® u(B) 2 0.
Iz (PM5) imamo da je
u(B) =0,n=12,..,
pa vazi
uA N {xlf () > 0}) = limu(B,) = 0.
Time smo dokazali teoremu.
4.3.4. Teorema transformacije

Transformacija Sugenovog integrala je ve¢ data u poglavlju 4.2.3. Sad

¢emo videti kako mozemo transformirati pan-integral.
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Teorema 4.11. [12] Neka je (X, F, u, R,, +,7) pan-prostor. Ako je u superaditivna,

tada je

() J uAnE)dm = (p)[ ,fdu

gde je f € G, A € F, m je Lebegova mera na R, i F, = {x|f(x) = a}, za svako

a €ER,.
U sledecoj teoremi vide¢emo $ta se desava ako je p subaditivna.

Teorema 4.12. [12] Neka je (X, F,u, R,,+,") pan-prostor. Ako je u subaditivna,

tada je

®)J wAnE)dm < (v)J ,fdu

gde je f € G,A € F, m je Lebegova mera na R, i F, = {x|f(x) = a}, za svako
a € R;.

Teorema 4.13. [12] Neka je (X, F,u, R, +,") pan-prostor. Ako je u aditivna, tada
je
) uAn E)dm = (p)[ ,fdu

gde je f € G,A € F, m je Lebegova mera na R, i F, = {x|f(x) = a}, za svako
a € R,.

U teoremama 4.11, 4.12, i 4.13 (p)f u(A N F,)dm se naziva Sokeov
integral funkcije f na A u ondosu na u Kkoji ¢emo oznaditi sa (C)fAfdu. O
Sokeovom integralu éemo vise saznati u poglavlju 4.4. Teoreme 4.11. i 4.12.
pokazuju vezu izmedu pan-integrala i Sokeovog integrala u (X, F,u, R;,+,")

prostoru [12].
4.4.8okeov integral
4.4.1. Definicija Sokeovog integrala

Neka je (X,F,u) monoton merljiv prostor, sto zna¢i da je X neprazan
skup, F je o-algebra podskupova skupa X i u:F — [—o0, 0] monotona mera.

Neka je A € F i neka je f nenegativha merljiva funkcija na (X, F). Lebegov
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integral funkcije f u odnosu na p nije dobro definisan ako u nije aditivna [12].
Naime, za dve neopadajuce funkcije {sj} i {tj}, sa  0sobinom

limj_,oo Sj = limj_,oo t] :f, gde je Sj = Z:isl(]) ajl-)(Aﬁ i tj = Zﬁsl(]) bjiXBji Za

svako j, moze da vazi sledece

ms(j) ms(j)

]ll_)r(r}o Z a;ip(4j;) # Jll_glo 2 bjiu(Bj;).
i=1 i=1

Lebegov integral se moze definisati na vise nacina. U odeljku 4.1. je opisan
pristup u kome se prvo definise ovaj integral nad jednostavnim merljivim
funkcijama, a zatim je Lebegov integral definisan nad svim merljivim funkcijama.
Kao $to je naglaseno u odeljku 4.1 kada je merljiva funkcija f nenegativna na
skupu X tada se Lebegov integral funkcije f na skupu X svodi na oblik dat sa
(4.2). Lebegov integral se moze definisati i jedna¢inom (4.2) $to ¢ini drugi nacin
definisanja ovog integrala. Analogno se definise Sokeov integral u odnosu na

monotonu meru, §to se moze videti u definiciji koja sledi.

Definicija 4.12. [1] Sokeov integral nenegativne merljive funkcije £ u odnosu na
monotonu meru p na merljivom skupu 4, oznacen sa (C)fAfdy, je definisan na
slede¢i nacin:

(o]

©f fdu= [ wAnE)da,

0

gde je F, ={x|f(x) = a} za a € [0,00). Ako je A=X umesto (C)f,fdu

najéesce pisemo (C) [ fdu.

Kako je u definiciji 4.12. funkcija f merljiva, znamo da F, = {x|f(x) = a} € F
zaa € [0,), prema tome i ANF, €F, §to zna¢i da je u(AnNE,) dobro
definisano. Dalje, {F,} i {A N F,} su familije nerastu¢ih skupova u odnosu na a.
Kako je monotona mera u neopadju¢a skupovna funkcija, vidimo da je u(A N F,)
neopadajuca funkcija po a, $to zna¢i da Rimanov integral ima smisla. Sledi da je
Sokeov integral nenegativne merljive funkcije u odnosu na monotonu meru

merljivog skupa dobro definisan.
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Sledeca teorema nam pokazuje joS jedan nacin izraCunavanja Sokeovog

integrala na skupu na kome je monotona mera konacna.

Teorema 4.14. [12] Neka je u(A) kona¢na mera. Tada je

©F fdu= [ wanFe)da,
0
gde je F,; = {x|f(x) > a} zaa € [0, ).

Dokaz: Za svako € > 0, vazi

o (o]

O fdu= | wanE)da= [ utanxlf@ 2 @) da
0 0

oo

Zfoo,u(An{fo(x)>a})da2f puAn{x|f(x) = a+e})da
0

0

= f pAn{x|f(x) 2a+ePd(a+e) = j p(An{x|f(x) = a}) da
0 &

> f WA N &) = a)) da — ¢ u(A)
0

= (O] fdu— € u(4).

Kako je u(A) < oo, uzeéi da je € — 0 dobijemo da je

o [o9]

©F fdn= [ 1N @@ >a)da= [ w0k da
0 0

U specijalnom slu¢aju, kada je monotona mera o-aditivna, Sokeov integral je

jednak sa Lebegovim integralom i definicija Sokeovog integrala poklapa sa

definicijom Lebegovog integrala. Moze se zakljuditi da je Sokeov integral

uopstenje Lebegovog integrala.

Primer 4.11. [12] Neka je X = [0,1], f(x) = x zax € X, F je familija Borelovih

skupova na [0,1], u(B) = [m(B)]?>za B € F, gde je m Lebegova mera. u je

monotona mera na o-algebri F i f je merljiva nenegativna funkcija na X. Prema

definiciji 4.12. imamo da je



o

() fdu = f u({x|f(x) 2 a}) da = f u({xlx = a}) da
0 0

1 1 1
- f u(la 1]) da = f (m(la, 1D]? da = f (1-a)?da

0
1

1 1
=f 1-2a+a®>)da=1-1+=-==.
. 373

4.42. Osobine Sokeovog integrala

Suprotno Lebegovom integralu, Sokeov integral je nelinearan $to znaci da

© [ +@dus © [ rau+© [ gau

za neke nenegativne merljive funkcije f i g [12], $to ¢emo videti u sledeCom

primeru.
Primer 4.12. [12] Neka je X = {a,b},F = P(X) i

_ (0, akoA =0
H(A) = {1, inace '

Vidimo da je svaka funkcija na X merljiva. Uzmimo dve funkcije

0, akox=a
f) = {1, akox =b
i
(x):{o, akox=b
9 1, akox=a’

imamo da je

© f fdu=(C) f w(x1f (0 = a)) da = (€) f u(bPda=1-1=1
0 0
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© f gdu = (C) f w(xIf ) = a)) da = (€) f u(ada=1-1=1.
0 0

Kakojef+g=1

0o 1
© [ +@au=© [1du=© [ wlfe) = apda=(© [ 1da
=1.
Dobili smo da ne vazi jednakost, tj. (C) [(f + g)du # (C) [ fdu+ (C) [ g du.

U sledecoj teoremi ¢e biti navedene osobine koje zadovoljava Sokeov integral i

koje takode zadovoljava i Lebegov integral.

Teorema 4.15. [1] Neka su f i g nenegativne merljive funkcije na (X, F,u). Ai B

merljivi skupovi, i a nenegativna relalna konstanta. Tada vazi:

L) (O)f ,1du = u(4);

@) (O of du = (O ,f - xa du;

(3) ako f < g tada (C) ,f du < (O)f ,g du;
(4) ako A c B tada (C) [ ,f du < (C)f ,f du;
(5) (O)f yaf du = a(C)[ ,f dp.

Teorema 4.16. [12] (C)J ,f du = 0 ako u({x|f(x) > 0}nA) =0,t. f =0 na
A skoro svuda, obrnuto, ako je monotona mera u neprekidna sa donje strane i

(©)f ,f du =0, tada u({x|f (x) > 0} n 4) = 0.

Osobina, koja je data u slede¢oj teoremi se zove translatornost Sokeovog

integrala.
Teorema 4.17. [12] Za svaku konstantu ¢ za koju vazi f + ¢ = 0, vazi
(Of ,(f +©)du= (O ,f du+c- u(A).

Dokaz:

o)

©f ,(f + ) du = f WA N Q) + ¢ > a)) da
0
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c

=foou(An{x|f(x)+c2a})da+f uAn{x|f(x) +c=a})da
c 0
=.foou(An{x|f(x) 2a—c})d(a—c)+fc,u(AnX)da

- f wAN I f 0O > a)) da + f u(A) da
0 0

= (O)f of du+c - p(A).

4.4.3. Sokeov integral na konaénom skupu

U svakoj bazi podataka broj atributa je konacan. Neka je X =
{x1, x5, ..., x,} konacan skup atributa. Tada je (X, P(X)) merljiv prostor. Neka je f
nenegativna funkcija koja je definisana na skupu X. Ako uzmemo partitivni skup

kao g-algebru, svaka funkcija sa realnim vrednostima na X ¢e biti merljiva.

Ako je X konacéan skup i ako su dati f i u tada mozemo uzeti slede¢u jednostavnu

formulu za izradunavanje integrala (C) [ f du.

Neka je by = ming;<,, f(x;) 1 by, = max;<i<, f(x;). Vrednosti funkcije f su
izmedu b, i b, pa imamo da je F, =X kada a < b, i F, =@ kad a > b,.

Koristeéi translatornost Sokeovog integrala imamo da je

(C)ff dp = (C)f(f—bl)dwbl-uoo

by;—b4

_ f u(xIf () — by = a}) da + by - p(X).

0

Ako vrednosti, f(x;), f(x3), ..., f (x,) rasporedimo u neopadajuci niz tako da

by = fx)) < f(xx) < < fxp) = by

gde je (xi,x;,..,x;) je permutacija skupa {x;,x,,..,x,}, tada je skup
{x|f (x) — by = a} uvek {x],x;\q, ..., x5} kada a € [f(x;_,) — by, f(x{) — by] za

i =273 ..,n,tada
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© [ £ du =1 GD = FOi_] Wl s 330) + by - X)
= LG — ] R xr o 52) @3
uz f(xg) = 0.

Analogno se moze izvesti formula za izratunavanje Sokeovog integrala na
kona¢nom skupu ako se vrednosti f(x,), f(x3), ..., f(x,) rasporede u nerastu¢i

niz. Ako je (x3, x5, ..., x5) je permutacija skupa {x,, x5, ..., x, } tako da vazi
fO1) =) = - = flx),
Tada je
O f du=Eilf ) = fOi Dl n(od, x5, XD, (44)
gde je f(xp+1) = 0.

Primer 4.13. Neka je X = {x4, x5, x5}, (X, P(X)) merljiv prostor. Neka su

monotona mera u i funkcija f definisane kao u primeru 4.3.

Za vrednosti funkcije f na skupu X vazi
f(x1) > f(x2) > f(x3),
tejeiz (4.4)

© f £ = [FGe) = FO] ulld) + [FCe) — FGrs)] - 1o x2)

+[f(x3) — f(xa)] - u({x1, x2, x3})

gde je f(x,) = 0. Dakle, Sokeov integral funkcije f u odnosu na monotonu meru

1 je
(C)ffdu=[5—3]-1+[3—1]-1

+[1-0]-3=7
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4.4.4. Poredenje Sokeovog i Sugenovog integrala

Sledeéa teorema daje odgovor na pitanje kada se Sokeov i Sugenov

integral poklapaju.

Teorema 4.18. [3] Ako je u monototona mera ¢&iji je skup vrednosti {0,1}, tada za

svaku merljivu funkciju f: X — [0,1] vazi

(©)f fdu =4%f du.

Dokaz: Prvo ¢emo dokazati jednakost

(O fdu = A;§&§)=1aic2£f(x)'

Oznacimo sa ¢ desnu stranu jednacine. Dovoljno je dokazati da vazi

u(fr: f(0) > 1} = {3,’21155 rse

Neka je r < c. Tada postoji skup A € F tako da u(A) =1 i r < infyey f(x).
Prema tome A c {x: f(x) > r}, §to implicira u({x: f(x) >r}) = 1.

Neka je r > c. Pretpostavimo da je u({x: f(x) >r}) = 1,iz Cega sledi da je
r > c = inf,¢4 f(x) = r $to je nemogucée. Dobili smo da vaZzi naSa pretpostavka,
tj.

pu({x: f(x) >} = 0.

Treba joS da dokazemo da je Tfyf du = c, $to sledi iz teoreme 4.2. Dobili smo da

je u skupovna funkcija sa skupom vrednosti {0,1}, tj.
J5f du = sup {[;relgf(x) /\M(A)]} = c.
Primer 4.14. Neka je X = {x;, x5, x5}, (X, P(X)) merljiv prostor i funkcija f
definisana sa
0.2, akojex =x;
f(x) =405 akojex =x,

1, akojex =x;

Neka je monotona mera u definisana na slede¢i nacin:
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u(@) =0,
() =0, p({x}) =1, u({x3}) = 0
p({xy, x%23) = u({xz, x3}) = 1, u({xy, x3}) = 0,
uX) =1

Tada je
:f—f du = sup [aAu(ANE,)]

a€[0,0:0]

=< sup [OfAli(Fa)]>V< sup [a/\M(Fa)]>V< sup [OlA/l(Fa)]>

a€[0,0.2] @€(0.2,0.5] @€(0.5,1]

V( sup [a/\M(Fa)]>

a€(1,00]

Zasvako a € (1, ] je u(F,) = 0teje sup [aAu(E,)] = 0ivazisledece:

a€(1,00]

Ff dp = [0.2Au({XN] V [0.5Ar({xz, x5 D] V [1Au({x5})]

= [0.2A1] V[0.5A1] V[1A0] = 0.2V 0.5v 0 = 0.5

Sokeov integral se mozZe izratunati po formuli (4.3) jer imamo da je

fx) < fxz) < fxs).
Neka je f(x,) = 0. Sokeov integral ima sledeéi oblik:
©) ] frdp=1[f (1) = fxo)] - ulfxs, x2,x31) + [f (x2) — f(x)] - n({xz, x33)

+f (x3) = f(x2)] - u({xs})
=[0.2—-0]-14+[05—-0.2]-1+4+[1—-0.5]-0=0.5.

Dakle, u ovom primeru Sokeov integral i Sugenov integral funkcije f u odnosu na
datu monotonu meru u su jednaki.

Monotona mera u data u prethodnom primeru je aditivna, pa je u ovom slucaju
Sokeov integral u stvari Lebegov integral u odnosu na p.
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5. Primena Sokeovog i Sugenovog integrala

U ovom delu rada ée biti opisana primena Sugenovog i Sokeovog integrala
u medicini.

Jedna od primena koja ¢e biti prezentovana opisuje na koji naéin se ova
dva integrala mogu primenti u proceni ukupne efikasnosti leka uzimajuci u obzir
njegov pozitivan uticaj na skup simptoma koji karakteriSu posmatranu dijagnozu.
Monotona mera na kojoj su bazirani Sugenov i Sokeov integral se dobija pomocu
ocekivane efikasnosti leka koju procenjuju lekari za svaki pojedinacni simptom.
Zakljucak koji lek je najefikasniji se izvodi tako S§to se uporeduju vrednosti
ukupne efikasnosti lekova koje su izrazene preko Sugenovog i Sokeovog
integrala.

Takode ée biti opisana primena Sugenovog i Sokeovog integrala baziranih
na A-meri u endoskopskoj dijagnostici koja se zasniva na analizi snimaka. Naime,
u ovim slucajevima se takode polazi od podataka koje daju lekari na osnovu
endoskopskog snimka Zeluca, a vrednost Sugenovog i Sokeovog integrala ima

ulogu u razlikovanju ¢ira na zelucu od karcinoma na zelucu.

5.1.Analiza subjektivnog evaluacionog modela za dijagnozu uz

pomo¢ klini¢kih snimaka

Medicinski snimci, kao $to su radiogrami, ultrazvu¢ni snimci, Snimci sa
magnetne rezonance itd. obezbeduju vazne informacije za razne dijagnoze i
medicinsko leCenje. Klini¢ki strucnjaci i lekari koriste ove snimke da procene
pojedinacne slucajeve 1 izvedu sveobuhvatne procene raznih slucajeva. Ove
procene obi¢no zavise od subjektivnog stava medicinskih stru¢njaka. Mere
verovatnoce su, zbog svoje aditivnosti, ponekad restriktivne u predstavljanju
ljudske subjektivnosti [8]. Monotone mere ili fazi mere ne zahtevaju ovo svojstvo
i mogu se tumaciti kao subjektivne mere osobe koja procenjuje predmet [8]. Ove
mere su stoga prikladnije od aditivnih mera za koriS¢enje kao subjektivne mere u
medicinskim dijagnozama. A mere, koje mogu da izraze i aditivnost |
subaditivnost, mogu se Sire primenjivati nego mere verovatnoce koje ne mogu
tretirati superiornu aditivnost. Stoga ove mere verovatno mogu dati vise
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preciznosti nego $to mere verovatnoce daju kada subjektivna mera doktora ima

superiornu aditivnost.

Do sada je zabelezeno samo nekoliko prakti¢nih pokuSaja gde se koriste
fazi mere u medicinskom sistemu odluc¢ivanja [2]. U jednom primeru,
predstavljena je primena na anovulatornu dijagnozu [2]. Subjektivne mere, kao §to
su A-fazi mere, je nekoliko puta davao lekar kao ulazne podatke za analizu odluka.
Fazi mere su, medutim, naj¢esce nepoznate i teze je direktno odrediti mere svakog
slu¢aja ako je broj sluCajeva veci. U literaturi je zabelezeno nekoliko metoda
identifikacije fazi mera [8]. Kada su ulazni i izlazni podaci dostupni, za
odredivanje fazi mera [8] moZze se upotrebiti geneticki alogoritam [2] koji se
Cesto koristi u problemima kombinatorne optimizacije. Analizira¢emo subjektivnu
strukturu evaluacije dijagnoze endoskposkih snimaka sa A merama koje

identifikuje geneticki algoritam.

5.1.1. Fazi mere i fazi integrali

U daljem tekstu zajedno za Sokeovog i Sugenovog integrala koristi¢emo
izraz fazi integral.

Monotone mere i fazi integrali (integrali bazirani na monotonim merama)
su neophodni alati za objektivhu procenu [8]. U prakti¢énim sluc¢ajevima, broj
¢inilaca je ogranicen, i stoga razmatramo jedan univerzalni skup stavki evaluacije
X ={X,%,....X,}. Neka je u ovom odeljku (X,2") merljiv prostor i g
normirana monotona mera na (X,2*). Pretpostavka da je monotona mera g

normirana zna¢i da ¢emo tim merama dozvoljavati da izraze stepen vaznosti na

intervalu [0,1].

Odredivanje vrednosti monotone mere na partitivnom skupu 2% moze da
bude veoma komplikovano. Postoje bar dva razloga za ovu poteskocu. Prvo,
potrebno je odrediti 2™ — 2 vrednosti koje predstavljaju vrednost monotone mere
nad podskupovima skupa X kojih ima ukupno 2™. Na primer, ako je n = 5, onda
moraju biti odredene 30 (= 2° —2) vrednosti. Dalje, kada je n = 7
neophodne su 126 (= 27 — 2)vrednosti. Drugo, monotone mere moraju da
zadovoljavaju svojstvo monotonosti, tj. osobinu (MM2) iz definicije 2.2. Sto je

vrednost broja n veca to je odredivanje monotone mere komplikovanije.
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Da bismo pojednostavili ovaj problem, koristimo A-meru (Sugenovu
meru). Za 0Ovu monotnu meru, manji je broj parametara koji se koriste da definiSu
fazi meru. Na osnovu definicije 3.3 iz odeljka 3.2 se moze zakljuciti da je g; na
partitivnom skupu jedinstveno odredena upotrebom n + 1 realnih brojeva (npr.
fazi gustina i jedan parametar X) sa formulom

%{H(ﬂgk +1)—1},kad/1¢0

X €A

> g kad 1 =0

X €A

g/l(A)

gde je g* = g,({xx}) fazi gustina koja predstavlja stepen vaznosti xy.
Kada je potrebno doneti odluku na osnovu poznatih informacija

primenjuju se razliiti fazi integrali medu kojima su Sugenov i Sokeov integral.
5.1.2. Model Sokeovog integrala

Sada ¢ée biti opisan postupak primene Sokeovog integrala iz [8]. Kao §to
je prikazano na slici 5.1, neka X = {x,, x5, ..., x,} je univerzalan skup n ¢inilaca
evaluacije g,: 2¥ - [0,1] bude A mera i h: X - [0,1] bude partitivna funkcija
evaluacije. Tada se pokazatelji permutiraju tako da

1> h(xy) = =h(x,) =20, (5.1)

k%,[(h(:\; )-h(xy, ) e (A, ))] ——» Cs(h(-’n k- hlx,))

Slika 5.1. [8] Model Sokeovog integrala
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hix,

hl\j
h(x,

-

b

hixy -
0 A

+«—g(A; l—r

—gA)—

Wi

——g(Ay)

Slika 5.2. [8] Sokeov integral zan = 4
Uzimajuéi u obzir oznake iz [8] i oblik Sokeovog integrala na konaénom skupu,
datom u odeljku 4.4.3., Sokeov integral funkcije h u odnosu na g je
Co(hx1), o ) = TRoa[ (RO = hocs1)) g2 (A],
gde A, = {x1,%3, ..., Xp}, h(Xp41) = 0. Primer Sokeovog integrala za Getiri
¢inioca, tj. za n=4 je prikazan na slici 5.2., zbir osencenih delova je vrednost
integrala. Vrednosti h(x;) i g(Ax) su vrednost partitivne funkcije evaluacije

za k-ti ¢inilac i vrednost fazi mere k-tog ¢inioca.

51.2.1. Odredivanje fazi mera

Fazi integrali sumiraju dve informacije: funkciju h i fazi meru g. U

nekoliko medicinskih aplikacija, vrednosti parcijalne funkcije evaluacije h se
dobijaju od medicinskih stu¢njaka koji procenjuju svaki €inilac datog slucaja.
Sa druge strane, kada se posmatra stepen vaznosti, fazi mere g su obi¢no
nepoznate i tada se o njima mora odluciti. Kada je broj ¢inilaca vec¢i, medicinskom
stru¢njaku je tesko da subjektivno donese odluku o vrednosti fazi gustine svakog
¢inioca.

Ako se razmatra problem identifikacije modela fazi integrala koji je
baziran na A-meri, potrebno je odrediti fazi gustine i A. Fazi gustine i A1 su
parametri koji opisuju model i njih ¢emo u nastavku kraée nazivati parametri.
Posto se ulazni 1 izlazni podaci mogu dobiti kao Sto je ve¢ pomenuto,
pretpostavicemo da su vrednosti, koje su prikazane u tabeli 5.1., date kao ulazno-
izlazni podaci. Ulazni podaci h;(x;), k = 1,...,n, Koji predstavljaju vrednosti za

i-ti slu¢aj parcijalne funkcije evaluacije sa obzirom na Cinilac x;, se dobijaju od
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lekara. Izlazni podaci se dobijaju kroz slede¢e dve metode. Prvo, izlazni podaci
a;, i =1,...,m sukona¢ne medicinske dijagnoze datih slu¢ajeva. Drugo, jednom
kad se daju sve vrednosti parcijalnih funkcija evaluacije i A mere, Sokeov integral
moze da odredi sveobuhvatnu procenu za svaki relevantan slucaj. Izlazni podaci
¢j , koji predstavljaju kategoriju bolesti kojoj slucaj pripada, se dobijaju na sledeci
na¢in od vrednosti fazi integrala s; za i-ti slu¢aj. Pod pretpostavkom da je broj

klasifikovanih kategorija dva, ¢, i c,, pravila klasifikacije su sledeca:

AKo s; = y, onda slucaj pripada c;, a ako je s; < y, slu¢aj pripada c,
pri ¢emu je

5102+550
= 2, (5.2)

gde je 5, i g; predstavljaju uzoracku sredinu i standardnu devijaciju Sokeovog
integrala sa obzirom na kategoriju ¢;. Tada mozemo koristiti 5; i ¢; da odredimo

parametre reSavanjem problema identifikacije modela. To zna¢i da kada

detektujemo model koji zadovoljava sledece zahteve za Sto viSe slucajeva, s, je

isto kao c;.
Sluc¢aj Vrednosti ¢inilaca evaluacije sokeov Medicinska
integral dijagnoza
i=1 hy(x1) o hi(x) S1 a
2 hy(x1) o hy () S2 a,
m hm (1) o hi(xy) Sm A
Tabela 5.1. [8] Ulazno izlazni podaci da bi se identifikovali parametri modeli

Ovaj zahtev odgovara preciznosti analize u sistemima medicinske dijagnostike.
Mozemo primeniti ovaj kriterijjum koji mora da se koristi da bi se zadrzali
parametri koji pruzaju najviSu preciznost. Kada se postignu zbirni skupovi
parametara koji pruzaju najvisu preciznost,drugi kriterijum je neophodan da bi se
izabrao optimalan skup. Iz uslova da je g,(X) =1 i jednacine (5.1), mozemo
izvesti slede¢u jednacCinu:

(+[Maea@- g% +1) = 1] kad 2 # 0

1 .
Yxead” ,kad1 =0

(5.3)

Stoga mozemo odrediti skup tako da
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E[nxkeA(A-gk +1)—1] - 1|,kad/1 £ 0

e(gt,..,g™ 1) =
|ZXk€Agk _1 | 'kad){«zo

(5.4)

je minimiziran. Posledi¢no, optimalni parametri maksimalno uveéavaju preciznost
I minimiziraju formulu (5.4). Posto su dostupni ulazno-izlazni podaci, za
odredivanje parametara se Koristi geneticki algoritam. Gustine koje odgovaraju
¢iniocima su kodirane kao hromozom, a objektivne funkcije su ta¢nost i formula
(5.4).

5.1.2.2. Primena Sokeovog integrala u endoskopskoj dijagnostici

U prakti¢noj primeni, upotrebom Sokeovog integrala, razlikuju se aktivan
stadijum ¢ira na Zelucu koji se le¢i kao benigni slucaj i rani stadijum karcinoma na
zelucu koji se identifikuje kao maligni slucaj [8]. Vrednosti parcijalne funkcije
evaluacije su se dobijale na slede¢i nacin: lekar koji je verziran za dijagnozu
endoskopskih snimaka je procenio snimke cira na zelucu datog slucaja,
dodeljujuci broj od 0 do 1 svakom ¢iniocu prikazanoj u tabeli 5.2. Posmatrano je
Cetiri dela sluzokoze ¢ira na zelucu, a to ukljucuje krastu, sluzokozu, regenerativni
epitel i ovojnice. Slika 5.3. ilustruje i benigne i maligne slucajeve, koji imaju
razli¢ite odlike. Lekar je procenjivao trideset i osam benignih i dvadeset i tri
maligna slucaja. Optimalni parametri su odredeni sa ovim vrednostima evaluacije.
U genetickom algoritmu, u reprodukciji je koriS¢en elitizam za brzu
konvergenciju, a stopa prelaska, stopa mutacije, broj hromozoma i broj generacije
(uslov na kraju) su bili 1, 0.08, 100, and 300, tim redom. Pod pretpostavkom da
subjektivne mere ne poseduju ekstremno veliko A, vrednost A varira na intervalu
od —0,99 do 5 u intervalima od 0,01. Procenjeni parametri su prikazani u tabeli
5.3.. 2 mere u ovoj aplikaciji zahtevaju uslov iz jednac¢ine (5.4). U prakti¢nim
slucajevima, moramo nac¢i A mere kod kojih je vrednost desne strane jednacine
(5.4) bliza 0. Cak i ako se nadu A mere koje daju najveéu tacnost, ove mere nece
biti prihvace ako uslovi (gore) nisu zadovoljeni. Parametri su ispitani poSto su
preciznost i vrednosti dobijene (5.4) bile na dozvoljenom intervalu. Prvo, zato §to
je A vrednost bila pozitivna, subjektivne mere koje je dao lekar nisu bile aditivne
mere, drugim re¢ima, medu Ciniocima su se deSavale inherentne sinergetske
interakcije [8].

Posmatrani deo Cinilac Evaluacija (u 0,1 povecanju )
povr§ina 0 (glatka) & 1 (gruba)
krasta
margina 0 (pravilna) & 1 (nepravilna)
povr§ina 0 (glatka) © 1 (gruba)
sluzokoza margina 0 (pravilna) & 1 (nepravilna)
boja (crvenilo) 0 (normalna) < 1 (crveni se)
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regenerativni epitel struktira 0 (pravilna) & 1 (nepravilna)

oblik 0 (pravilan) © 1 (nepravilan)

omota¢

konvergentnost 0 (konvergentno) & 1 (nekonvergentno)

Tabela 5.2. [8] Cinioci i evaluacije

i koncentracija

pravilnost
-

\""“‘-._
—
glatko
prekid
R A ‘\_ konvergentna
crvenlld'_— _.~ovojnica

prekid — x-‘“T;TT—"'_”rr'rvr"‘xm ‘

i
nepravilni regenerativni epitel it pravilni regenerativni epitel

Karcinom Zeluca Cir na Zelucu

i
'
i
i
3
|
{

Slika 5.3. [8] Odlike ¢ira Zeluca

Sledece, vrednosti A mera ta Cetiri dela, kraste, sluzokoze, epitela i ovojnice su
bile redom 0.039, 0.243, 0.052, i 0.386. Vrednosti fazi mera za sluzokoZzu i
ovojnice su se znacajno razlikovale od ostalih delova. Boja sluzokoze i
konvergentnost ovojnice, koje su date u tabeli 5.3., posebno su pokazivale
vrednosti gustine razli¢itih razmera. Ovaj rezultat ukazuje da su ta dva ¢inioca
krucijalna u ovom dijagnostickom modelu. Dalje, delovi koji imaju najvece
stepene vrednosti u ovom modelu odgovaraju delovima za koje je lekar procenio
da imaju najvecu vrednost. Sa druge strane, gustine krasti 1 epitela su bile slicne
malim vrednostima koje je lekar procenio. Konacno, fazi gustine povrSine
sluzokoze Zeluca bile su 0,000, ¢ine¢i je zanemarljivom. Tacnost koja je dobijena

koriS¢enjem ostalih sedam ¢inilaca bez ovog ¢inioca nije varirala.
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Deo Cinilac Gustina
povrsina 0.0095
krasta -
margina 0.0286
povrsina 0.000
sluzokoza margina 0.0810
boja 0.1429
regenerativnl | g itira 0.0524
epitel
- oblik 0.0905
ovojnica
konvergentnost 0.2571
A 1.65
tanost 0.902
e 0.00046

Tabela 5.3. [8] Modeli parametri svakog ¢inioca

5.1.3. Model Sugenovog integrala

Sada ¢e biti opisan postupak primene Sugenovog integrala iz [9]. Kao S§to
je prikazano na slici 5.4, neka je X = {x,, x5, ..., x,} univerzalan skup n ¢inilaca
evaluacije, g,:2¥ — [0,1] A-mera i h: X — [0,1] partitivna funkcija evaluacije.
Ako koristimo oznake iz [9] i pokazatelji se permutiraju tako da

1> h(x) = =h(x,) =0,

tada diskretni Sugenov integral funkcije h u odnosu na g ima slede¢i oblik

Sg(h(x1), e, h(x)) = A=y, n(V(R(xy), 9 (AR)) (5.5)

hix,) _
: : /\ (\/(h(xk),g(Ak)) U} Sg(h(xl),---,h(xn)

.h(xv ) k=1,.n

Slika 5.4. [9] Model Sugenovog integrala
gde je Ay = {xq, X5, ..., X }-

Identifikacija fazi mera se odreduje na isti na¢in kao kod Sokeovog modela.

5.1.3.1. Primena na endoskopsku analizu

U nastavku slede isti podaci koje smo imali i kod Sokeovog integrala, jer
su stucnjaci istrazivali isti slucaj samo sa drugom metodom.

U prakti¢noj primeni, uvodenjem Sugenovog integrala razlikovani su
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aktivni stadijum cira na zelucu tretiran kao benigni slucaj i rani stadijum
karcinoma Zzeluca identifikovan kao maligni slucaj [9]. Vrednosti parcijalne
funkcije evaluacije su dobijene na slede¢i nacin; lekar koji je verziran za
dijagnozu endoskopskih snimaka je procenio je snimke Ccira na zelucu datog
slucaja, dodeljujuéi broj koji se proteze od 0 do 1 svakom ¢iniocu prikazanom u
tabeli 5.4. Posmatrana su Cetiri dela ulceroznog tkiva Zeluca, to jest, krasta,
sluzokoza, regenerativni epitel i ovojnice. Slika 5.3. ilustruje i benigni i maligni
slucaj, koji imaju razli¢ite osobine. Lekar je procenjivao 38 benignih slucajeva i1
23 maligna slucaja; Stavise, optimalni parametri su dobijeni koriS¢enjem ovih
vrednosti evaluacije. U genetskom algoritmu, uveden je elitizam za brzu
konvergenciju u reprodukciji; dalje, stopa prelaska, stopa mutacije, broj
hromozoma i broj generacije kao krajnji uslov, bili su 1, 0.08,100, i 300, tim
redom. Pod pretpostavkom da subjektivne mere nisu posedovale ekstremno visok
X, vrednosti X su varirale na intervalu od -0.99 do 5 u intervalima od 0.01.
Procenjeni parametri su u tabeli 5.4. Posto su vrednosti tacnosti i formula
(5.4) bile u dozvoljenom opsegu, parametri su bili ispitani. Prvo, fazi gustina
povrsine sluzokoze Zeluca bila je 0,000, tako da je ovaj Cinilac bio zanemarljiv.
Zapravo, tacnost koja je dobijena koriS¢enjem ostalih sedam Ccinilaca, bez ovog
¢inioca, nije varirala. Sledece, vrednosti A-fazi mera za Cetiri dela, krastu,
sluzokozu, epitel i ovojnice bile su 0.038, 0.201, 0.090, i 0.375, tim redom.
Vrednosti sluzokoZe i ovojnica bile su vise nego duplo vece od ostalih delova.
Ovaj rezultat pokazuje da su ova dva dela krucijalna u ovom dijagnostickom
modelu. Dalje, delovi koji su pokazali visok stepen vaznosti u ovom modelu
odgovaraju delovima za koje je lekar procenio da imaju visok stepen vaznosti.
Kona¢no, A-vrednost je bila pozitivna, tako da subjektivne mere koje je dao lekar
nisu bile aditivne mere; drugim reCima, inherentne sinergetske interakcije se

deSavaju izmedu Cinilaca.
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Deo Cinilac Gustina
krasta povrsina 0.014
margina 0.019
povrsina 0.000
sluzokoza margina 0.086
boja 0.100
regeneratival | s uktara 0.090
epitel
- oblik 0.052
ovojnica
konvergentnost 0.295
A 1.80
taénost 0.902
e 0.00296

Tabela 5.4. [9] modeli parametri svakog ¢inioca

5.2.Sokeovi i Sugenovi integrali kao mere totalne delotvornosti

lekova

U ovom delu rada ¢emo opisati modele za odabir lekova koji se baziraju
na Sokeovom i Sugenovom integralu. Posmatra¢e se koncept efikasnosti u kome
figuriSu fazi mere, koji se primenjuje u razmatranju veze izmedu simptoma

posmatrane bolesti i lekova koji se uzimaju prilikom lecenja te bolesti [7].

5.2.1. Kratak pregled modela za donoSenje odluka kod upotrebe
lekova

U ovom delu rada ¢emo pod pojmovima prostora stanja podrazumevati
X ={x4, ..., x} | prostor alternativa A = {a, ..., a,} [7]. Razmatramo model
odluc¢ivanja u kojem se n alternative aq, ..., a, € A ponasaju kao lekovi koji se
koriste za lecenje pacijenta koji boluje od neke bolesti. Lekovi treba da uti¢u na m
stanja x4, ..., x,, € X, koji predstavljaju m tipi¢nih simptoma te-odredene bolesti.

Ako racionalni donosilac odluke donese odluku a; € 4,1 = 1,2,...,n,
razmatrajuci stanja - rezultate x; € X, j = 1,2,...,m, tada se problem svodi na
razmatranje trojke (X, A, U) gde je X skup stanja-rezultata, A - skup odluka i U -
matrica korisnosti [5,6]
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al ull ulZ u1m
U=a,|Uy Uy ... Uy, (5.5)
an unl un2 l"Inm

u kojoj je svaki element w;;, i = 1,2,...,n,j = 1,2,...,m, reprezentativna
vrednost koja pripada [0, 1] za fazi korisnost koja sledi iz odluke a; sa rezultatom
Xj.
Teoretski model sa trojkom (X, A, U), moze imati svoju prakti¢nu primenu
u procesu biranja optimalnog leka iz uzorka testiranih lekova [5,6].
Slede¢i korak je povezivanje svakog stanja-simptoma  x;,j =
1,...,m, sa pozitivnim brojem koji ukazuje na njegovu mo¢ ili vaznost u
donosenju odluka u skladu sa pravilom: $to je broj veci, ocekivace se veci znacaj
simptoma x, kada se uzme u obzir njegov $tetni uticaj na pacijentovo stanje. Ako
0zZNnazimo wy, Wy, ..., W,, Kao snage-tezine Xy, ..., X, w; EW,j=12,..,m,

gde je W polozaj tezine, onda ¢emo modifikovati (5.5) kao tezinsku matricu

X, X, o Xy,
ai Wlull W2u12 Wmulm

Uy =8, WU, WUy, .. W U, (5.6)
an Wlunl W2un2 Wmunm

U skladu sa unosom podataka odredenim u (5.6), zajedni¢ka snaga
odlucivanja a; je aproksimirana kvantitetom U,,(a), definisanim kao OWA

operacija [7]

= (5.7)

Kao kona¢nu optimalnu odluku a* biramo a; koja zadovoljava

U (a)= gwiuij U, (a")=maxy, (a)

I<i<n

to jest, odlu¢ujemo se za lek koji ima najviSu ocenu korisnosti S$to se tice

simptoma koje se leCe. Posebna korisnost u;; se oznaCava kao sposobnost
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povlacenja simptoma posle upotrebe lekova. Drugim re¢ima, definiSemo korisnost

u;; 0d a; uzimajuéi x; kao efikasnost leka a; posmatrano u slucaju x;.

5.2.2. Odlucujuéa uloga efikasnosti za finalnu odluku

Cilj je da se pronade nadin za odredivanje efikasnosti lekova kao

matematicki izrazi koji treba da se pojavljuju u matrici U, . Na osnovu ranijih

eksperimenata, lekar opisno definiSe lekovitu efikasnost lekova u odnosu na
razmatrane simptome. On predlaze listu termina koji uvode lingvisticku
promenljivu nazvanu "efikasnost leka s obzirom na simptom™ = {R; = nema je,
R, = skoro da je nema, R; = veoma mala, R4 = mala, Rs = prilicno mala, Rg =
srednja , Ry = prilicno velika, Rg =, Rg = veoma velika, Rip = skoro potpuna, Ri;
= potpuna} [5,6]. Svaki pojam iz liste termina je ime jednog fazi skupa.

Pretpostavimo da su svi skupovi definisani u Z:[O,lOO], pogodnom kao

referentni skup za podrSku R;- Rii. Neka su fazi skupovi Ri- Rip definisani

pomocu linearne funkcije [10]

0,zaz<«
-«
L(z,a, B)= Zaa <1< pf (5.8)
lLzaz>p
[
0,zaz<«x
L(z,a,y),zaax<z<y
z(z,a,y,B)= ( ) (5.9)
1-L(z,7,B8),7ay <2<
0,zaz>p
gde je z nezavisna promenljiva od [0,100] , dok su «a, y, g parametri.
DefiniSemo
1-L(z,e,p )zat=1,2,3,4,5
Ug (2) = (. f) (5.10)
L(z,a,./)zat=7,8,9,10,11
[
Ug, (2)=7(2, 05,7, ;) (5.11)

ukomsu ay, B; y granice za podrsku fazi skupova Ri- Rys.
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Primer 5.1. Slika 5.5. predstavlja grafikone fazi skupova R;- Ri; koji mogu biti

odobreni kao termini od koji sacinjavaju sadrzaj liste efikasnosti.

iz 1.0

0.5 —

Slika 5.5. [2] Grafikoni fazi skupova Ri- R11

Za svaku efikasnost, prosirenu kao neprekidni fazi skup, voleli bi smo da

dodelimo samo jednu vrednost.

Primer 5.2. Da bismo pronasli adekvatan z € [0,100] koji predstavlja termine
efikasnosti Ri- Ry, usvoji¢emo kao z vrednosti a, za t = 1,2,3,4,5,1 5 i y za
t =7,8,910,11 u skladu sa (5.10), odnosno GAMA zbog (5.11). Jednostavno
ocitavamo vrednosti a;, B, I y sa slike 5.5, da ne bismo uvodili o€igledne
raCunice. Ove z -vrednosti su elementi za podrsku novog fazi skupa "efikasnosti"
¢ije su funkcije ¢lanova izrazene preko intervala [0,100] uvodenjem
Wefikasnost"(Zz) = L(z,0,100). Za z-predstavnike od R;- Ry, mi kona¢no
raCunamo vrednosti ¢lanova prerixasnoser(2), KOji menjaju termine efikasnost-

korisnost kao koli¢ine w;;. Dobijeni rezultati su sumirani u tabeli 5.5..

i z-vrednosti koje Z) = U;;
Efikasnost predtsstavljaju efikasnost H@) =y
nema je 0 0
skoro da je nema 10 0.1
veoma mala 20 0.2
mala 30 0.3
prilicno mala 40 0.4
srednja 50 0.5
prilicno velika 60 0.6
velika 70 0.7
veoma velika 80 0.8
skoro potpuna 90 0.9
potpuna 100 1

Tabela 5.5. [2] Predstavnici efikasnosti
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Slede¢i problem koji se uvodi u diskusiju je postupak dobijanja skale
odnosa vaznosti za grupu m simptoma [7]. Pretpostavimo da zelimo da
konstruiSemo skalu za m stanja-simptome, ocenjujuci ih prema njihovoj vaznosti
za donoSenje odluke. Poredimo simptome po parovima sa obzirom na njihov
Stetan uticaj na pacijentovo zdravlje. Ako suo¢imo simptom jsa simptomom [,
onda moZemo dodeliti vrednosti bj; i b;; paru(x;,x;) kako sledi, j,1 =
1,2,...,m:

1
(1) by = o

(2) Ako je simptom j vazniji od simptoma | onda se b;; dodeljuje jedan od
brojeva 1, 3, 5, 7 ili 9 zbog razlike u vaznosti i to jednak, slab, jak,
pokazan ili apsolutan, tim redom. Ako je simptom | vazniji od simptoma
J, dodeli¢emo vrednost by;.

Posto smo dobili te procene, konstruiSe se m X m matrica B = (bjl);'n,l=1'
Tezinski  koeficijenti  wy,w,, ..., w,, € W su odredeni kao komponente
karakteristiénog vektora koji odgovara karakteristicnom korenu matrice B Sa
najvecom apsolutnom vrednoS¢u. Normiramo tezine W; deleci ih sve sa najvecom
teZinom w4, gese- Cilj OVe jednostavne operacije je da budu svi W; u intervalu
[0, 1] koji sada zamenjuje W.

Wi

Oznac¢i¢emo normirane tezine sa: w; =

Wnajveéi.

Posle toga prerasporedimo Wy, wy,...,Ww,, da bi smo stvorili razmestaj
normalizovnih teZina u rastu¢em wi, wy, ..., w2 nizu zadovoljavajuéi uslov 0 <
0=wi <Wwy <-<Wwy =1 Simptomi x; prate novi razmestaj pridruzenih
tezina. Da bi se izbeglo previSse znakova odredivanja, oznacicemo poredane i
normirane tezine sa w; = W]-a i dodelimo ih simptomima y; € X,j = 1,2,...,m.

Matrica U q; je prilagodena novim pretpostavkama kao Ufg 41 posto je

VA X2 = Xnm
a ol o, ... @pU
U[O’l]:a2 oUy @Uy ... @ U, |. (5.12)
a‘n a)lunl a)zunZ a)munm
Formula (5.7) zamenjena sa
Upo,1)(a;) = Xjz wjuy; (5.13)

zbog novog reda teZina.
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Posle teoretskih dostignu¢a dokazivanja prilagodljivih metoda iznoSenja
krucijalnih elementa odlucivanja u;; (efikasnost asimilacije a; sax; ili, radije, sa
Xj) | wj, pokaza¢emo rezultate procesa koji bira optimalni lek.

Primer 5.3. Slede¢i klinicki podaci ticu se dijagnoze "koronarna bolest srca”.
Razmatramo najznacajnije simptome x; = "bol u grudima”,x, = “promene u
EKG-u” 1 x3 = “povisen nivo LDL-holesterola”. Lekovi koji popravljaju
pacijentovo stanje su preporuceni kao a; = nitroglicerin, a, = beta-adenergicni
blokator and a5 = statinski LDL-reduktor.

Lekar je procenio odnos izmedu efikasnosti lekova i povlacenja simptoma.

Izrazavamo veze u Tabeli 5.6.

ai/x.' x1 x? x’g
veoma Vveliko, skoro nikakvo,
a, potpuno, u;; =1 U, =0.8 uiz3=0.1
srednje, prili¢no veliko, malo, uy3 = 0.3
a, Up; =0.5 Uy =0.6 ]
veoma veliko,
a3 malo, U31 = 03 ma|0, U32 = 03 U33 = 08

Tabela 5.6. [7] Odnos izmedu delovanja lekova i povlacenja simptoma

Dalje, zakljucujemo da je fizicko stanje pacijenta subjektivho bolje ako

’

simptom x; = “bol u grudima” nestane. Slede¢i prioritet se dodeljuje
X, = “promenama u EKG-U” 1 na kraju, koncentriSemo se na reSavanje

X3 = “povisenog nivoa LDL holesterola”. Stoga konstruiSemo B kao

XX X

X1 3 5

B:xz % 1 3
1 1

% |5 3 1

Najve¢i karakteristiéni koren od B ima pridruzeni karakteristi¢ni vektor V =
(0.93295,0.30787,0.18659). V je sastavljeno od koordinata koje se tumace kao

tezine wy, Wy, ws odgovarajuce za xi, X5, X3. Ako normiramo i preraspodelimo
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tezine dobija se w; = 0.2, w, =0.33 1 w3 = 1 koje odgovaraju redom y; = x3,

X2 =Xy 1 Y3 = Xq.

Na osnovu (5.12) korisnosti Uy 11(a;) lekova a;, i = 1,2,3, su
Upo(ay) =0.2-0.1+0.33-08+1-1=1.284,
Ugo1(az) = 0.2-0.3 +0.33:0.6 + 1+ 0.5 = 0.758,

Upo,11(az) = 0.2-0.8+0.33-0.3 +1-0.3 = 0.559.
Posle stavljanja korisnosti lekova u opadaju¢i niz ustanovljavamo hijerarhiju
lekova kao a; > a, > a3, pod pretpostavkom da pojam a; > a; 0znacava “a;

deluje bolje od a;, ” kada se uzmu u obzir svi ukljuéeni simptomi i,k = 1,2, 3.

5.2.3. Sokeov integral kao totalna efikasnost

Normiranje i preraspodela tezina su ucinjene sa namerom da se dokaze da
formula (5.12) moze da se tumaci koa pravilo koje odgovara proradunu Sokeovog

integrala [10].

Simptomi z....z, e X Se ponasaju kao objekti u X . Neka je m({;(j|a1})=uij,gde

simboli y;la; odrazavaju vezu izmedu simptoma y; i leka
a,j=12,.,mi=12,..,n Vrednosti m({;(j|a1.}) =u; su navedene u poslednjoj

koloni Tabele 5.4.

Tezinski koeficijenti w; su postavljeni kao vrednosti f(y;) funkcije f:X —

W =[0,1]. Pomocu prethodne terminologije, totalna korisnost a; za sve

simptome y, ... ¥, S moZe izraziti preko Sokeovog integrala

Usy(a)=" [ flz)dm(zla) (5.14)

X:{Zlv--lm}

u odnosu na monotonu meru m({;(j|a1.}).
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Ako se uzme u obzir jedankost (4.7), mozZe se zakljuditi da Sokeov integral

(5.14) ima sledeci oblik:

U[Cof,lﬂ (a;) = Ykeq1(wr — wg—1) - ul{xklas Xe+1lai s xnla;})  (5.15)
Za Wy = 0,l = 1, . N

Podsetimo se da je m mera Kkorisnosti sa vrednostima
{0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1} (skup vrednosti koje oznacavaju
efikasnost) definisana za simptome posto smo ih lecili lekovima. Ako je korisnost
nema je onda ¢e mera biti jednaka nuli. Za totalnu korisnost potpuna uzimamo da
je mere jedan. Lekar moze odrediti zajednicku korisnost lekova za dva simptoma
posto je manja nego zbir korisnosti za razli¢ite simptome, na primer, efikasnost a,
za “ bol u grudima i promene u EKG-u” se zajedno procenjuje kao 0.5 dok se kao
odvojene mere efikasnosti izdvajaju 0.6 i 0.5 (Tabela 5.6). Poslednja napomena
otkriva neaditivno svojstvo mere efikasnosti. Bez ijednog zvani¢nog dokaza koji
bi potvrdio efikasnosnost kao fazi meru, mi nameravamo da ga koristimo u
Sokeovom integralu sastavljenom za uzorak lekova da bi priblizno odredio

njihova lekovita svojstva.

o= f(r)=1

@, = ()

o =f(n)

ay =0

'"({Il |u, }) m({l:'u, B '"H,'{;ltl, })
v 4}

V4l 23

Slika 2. Sokeov integral u proceni a; potpunog lekovitog svojstva

U sledec¢em primeru ra¢unamo sveukupnu efikasnost lekova iz primera 3 da bi

se uporedili rezultati dobijeni ovde.
Primer 5.4. Graficki prikaz odgovarajuéih vrednosti je dat na slici 5.6. Iz formule

(5.15) sledi da je

UGhi(a) =02-(0.1+08+1) +0.13- (0.8 + 1) + 0.67 - 1 = 1.284
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UGk (az) = 0.2+ (0.3 + 0.6 + 0.5) + 0.13 - (0.6 + 0.5) + 0.67 - 0.5 = 0.758

UG (as) = 0.2+ (0.8 + 0.3 +0.3) + 0.13- (0.3 + 0.3) + 0.67 - 0.3 = 0.559.

Rezultati su identi¢ni prorac¢unima dobijenim u Primeru 5.3, §to potvrduje
odgovarajuéu interpretaciju Sokeovog integrala u rangiranju lekova a, > a, >

as.
5.2.4. Sugenov integral u hijerarhijskom redu lekova

Da bismo mogli da uvedemo integral poput Sugenovog u proracune koji

dovode do izbora optimalnog leka, normalizujemo mere m{;(, |a, : f(;{l)Za}j},
J,1=12, ..., m | tako §to ih sve podelimo sa najve¢om vrednos¢u. Ova operacija
nam obezbeduje da vrednosti rﬁ{;(, la: f ()= a)j} budu u intervalu [0, 1].

Ako preuzmemo oznake i terminologiju iz [7], korisnost a; se moze izraziti

primenom Sugenovog integrala na slede¢i nacin:

U[S(‘)’l] (Cli) =

Lemtrgm Q) AM(x1100) = Msjem(V(wp Alxac f ) 2 ) (5.17)

zaj,l = 1,2,.... mi=1,2,...,n.

Primer 5.5. Mere m{z |a,: f (%)>02}=1.9,m{ |a:f(z)>033}=18,
m{z |a,: f(z)=1} =1 se dele sa najve¢om vrednoséu m jednakoj 1.9 da bi se
formirale njihove normirane verzije
m{zla:f(x)202}=0m{yla:f(y)=0331=0947,

m{z la:f(y)21}=0526.

iz la:f(x)=02}=1Lm{yla:f(y)=033}=0947

Pomoéu (5.17) se korisnost a, raduna na slede¢i nacin:

Uppy(a;) = /\ (V(0.2,1),V(0.33,0.947),V(1,0.526)) = 0.526.

15j<3
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Za a, dobijamo vrednost korisnosti

Utp1y(ar) = /\ (v(0.2,1),V(0.33,0.786),V(1,0.357)) = 0.357,
1<j<3
dok za a5 imamo da je

Uipa1(a) = A1<je3(V(0.2,1),V(0.33,0.428),V(1,0.214)) = 0.428.

Primena Sugenovog integrala obezbeduje istu hijerarhijsku lestvicu lekova
a, > a, > az. Treba da napomenemo da se vrednosti korisnosti u poslednjim
racunanjima mogu uporediti sa "idealnom" korisnos¢u jednake onoj koja se moze

dobiti u stanju potpunog odsustva svih simptoma.
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Zakljucéak

U ovom radu opisana je uopstena teorija mere koja razmatra uopstenje
mere Cije je aditivnho svojstvo zamenjeno slabijim svojstvom monotonosti.
Prednost uopsStene mere je Sto je njena primena mnogo Sira od primene mere koja
je predmet izucavanja klasi¢ne teorije mere. U radu je data definicija monotone
skupovne funkcije koju zbog jednostavnosti nazivamo kra¢e monotonom merom i
koja predstavlja uopstenje mere u klasicnom smislu. Videli smo da je Lebegov
inegral baziran na meri u klasi¢cnom smislu, zatim su date definicije Sugenovog,
pan-integrala i Sokeovog integrala, koji su bazirani na monotonim skupovnim
funkcijama. Sokeov integral predstavlja—uopstenje Lebegovog integrala, dok je
pan-integral uopstenje Sokeovog i Sugenovog integrala.

U zavr$nom delu rada su prikazani modeli Sokeovog i Sugenov integrala
koji razlikuju aktivni stadijum cira na Zelucu od ranog stadijuma karcinoma
zeluca. Modeli su pokazali da su boja sluzokoze zeluca i konvergetne ovojnice
bile vazne u ovoj dijagnozi. Rezultat se podudarao sa dijagnozom lekara koji je
obezbedio ulazne podatke. Stavie, mere u ovim modelima nisu aditivne. Ovi
rezultati ukazuju da su A-mere, Sokeov i Sugenov integral primenljivi u
endoskopskoj dijagnostici. Opisane metode primenljive su u analizi subjektivnih
modela evaluacije za probleme, u kojima se uzimaju u obzir subjektivne
vrednosti evaluacije svih ulaznih ¢inilaca.

Kao primarni metod fazi donosenja odluka, usvojili smo Jagerov model u
procesu izdvajanja najboljeg leka iz kolekcije predlozenih lekovitih sredstava.
Osnovo istrazivanje je uglavnom bilo ograni¢eno na procenu uticaja lekova na
klinicke simptome koji prate bolest. Takode smo videli indikacije vaZnosti
simptoma da bi se naglasila suStina dodatnih faktora u finalnom odlucivanju.
Tumadeéi korisnosti lekova kao mere, videli smo kako se mogu primeniti Sokeov
1 Sugenov integral u postupku donoSenja odluka, $to predstavlja doprinos teoriji
odlu¢ivanja. Primenom Sokeovog integrala smo videli da se dobijaju isti rezultati
poput onih dobijenih primenom klasi¢nog modela. Cak je i prilagodavanje
Sugenovog integrala na problem medikacije donelo efekte koji potpuno potvrduju

prethodno odreden red lekova.
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