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Predgovor

As complexity rises, precise statements lose meaning and meaningful statements lose precision.’
Lotfi Zadeh

Definicija reci fazi (eng. fuzzy) zapravo je najbolje mogucée objasnjenje fazi skupova u jednoj recenici. To
je pridev koji opisuje nesto Sto je tesko za izmeriti, spoznati, sagledati. U srpskom jeziku se ovakvi
skupovi bas zbog svojih specificnih osobina nazivaju i rasplinuti skupovi. Fazi skupove uveo je Lotfi Zadeh
1965. godine u svom nau¢nom radu pod imenom Fazi skupovi. Polazna ideja za uvodenje fazi skupova
bila je delimicna, tzv. gradacijska pripadnost [7]. Zadeh je upotrebu svoje teorije fazi logike prvenstveno
video u prepoznavanju oblika (eng. pattern recognition) i obradi informacija, ali se kasnije kroz istoriju
ispostavilo da, ne samo da je bio u pravu, vec je daleko potcenio znacaj i moguénosti fazi logike. Ipak,
kao i vecina velikih ideja u matematici, ni ideja o fazi skupovima nije se pojavila odjednom. Prvi koji su
izrazili nezadovoljstvo Sto u tadasnjoj logici nema dovoljno mesta za studije o neodredenosti bili su
engleski filozof i matematicar Bertnard Rasel® (1920. godine) i americki filozof Carls Pirs® (1931. godine).
Jan Lukasijevi¢* je tridesetih godina proslog veka po¢eo sa intenzivnim zanimanjem za koncept

! Kako raste kompleksnost, precizni iskazi gube znacenje, a iskazi od znacaja gube preciznost, Lotfi Aliasker Zadeh
(1921 - 2017) tvorac je fazi skupova i fazi logike. Po profesiji matematicar, ali takode i infomaticar, inZenjer,
stru¢njak za vestacku inteligenciju i nosilac po¢asnog zvanja profesor emeritus Berkli Univerziteta u Kaliforniji.

2 Bertrand Russell (1872 —1970), britanski filozof i matematicar, ali i dobitnik Nobelove nagrade za knjizevnost
(1950). Ostavio je poseban doprinos u logici, teoriji skupova, lingvistici, vestackoj inteligenciji kompjuterskim
naukama, ali i filozofiji.

3Charles Sanders Peirce (1839 — 1914) bio je americki filozof, matematicar i naucnik, Cesto nazivan ocem
pragmatizma.

* Jan tukasiewicz (1878 - 1956) bio je poljski filozof i matematicar, a smatra se i najveéim istoricarem logike. Bavio
se preteino analitickom filozofijom, istorijom i matematikom logike, posebno istrazujuci viSevrednosnu logiku,
princip kontradikcije i iskljucenja treceg.
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visevrednosne logike, a Vitgenstajn’ je ukazao na ¢injenicu da koncepti u jeziku ne mogu imati precizna
svojstva, ve¢ da ih karakteriSu rastegljive granice, kao i da postoje centralni i manje centralni ¢lanovi
neke kategorije. Zatim je americki filozof Maks Blek® 1937. godine predloZio tzv. profile konzistencije za
opisivanje neodredenih simbola, to su upravo bile preteée fazi funkcije pripadnosti. 1940. godine je Vejl’
eksplicitno uveo neprekidnu karakteristicnu funkciju, kao zamenu za klasi¢nu, diskretnu. Pojam koji je
1951. godine uvek Karl Menger® u svom radu o probabilistickim metri¢kim prostorima, ensemble flou,
francuski je naziv bas za — fazi skup [7]. Dakle, ¢ak 31 godina je trebalo da prode od ideje Bernarda
Rasela da bi trebalo vise pazinje posvetiti neodredenostima do prvog uvodenja pojma koji bi ih mogao
opisivati od strane Karla Mengera, odnosno ¢ak 45 godina do Zadehovog naucnog rada u kom se
definisu fazi skupovi na nacin na koji ih i danas poznajemo.

Od tada pa do danas, fazi skupovi su polako zauzimali sve vaZniju poziciju, bas zato Sto su jedini opisivali
nesto Sto se toliko Cesto javlja u prirodi — neodredenost. Medutim, tek sa razvojem racunara i masinskog
ucenja, fazi logika je mogla u potpunosti da pokaZe svoju moc. Danas je fazi logika u upotrebi svuda oko
nas: od upotrebe u prepoznavanju oblika i obradi podataka koje je predlagao Zadeh jos 1965. godine,
preko kontrole metro sistema, automatskih letelica, sistema kocenja, obradivanja slika, robotike,
automatizacije u industriji, predvidanja u vremenskoj prognozi, medicinskih dijagnoza, metodama
upravljanja rizikom, trgovanja na berzi, pa sve do ves masina i usisivac¢a i mnogih drugih oblasti.

Procvat tzv. nauke o podacima (eng. data science) se u poslednje vreme sve viSe oseéa u svim sferama
modernog poslovanja. Velike baze podataka sa informacijama o klijentima, podaci o kretanju trzista i
makroekonomskih pokazatelja su sve dostupnije, rasipanje potencijala bilo bi ne iskoristiti ih. Zato su
modeli predvidanja postali standard i dobra praksa — kako u bankama, tako i u poslovanju uopste. Medu
modelima koji se koriste prednjace linearna i logisticka regresija, ali je poslednjih decenija ekspanzija
masinskog ucenja dovela do neverovatnih rezultata, pa se sve cesce koriste metode poput genetskih
algoritama, algoritma drveta odlucivanja i nasumicnih Suma, neuronske mreze, SVM metode (eng.
support vector machine) i mnoge druge, medu kojima i fazi skupovi. Upravo je sposobnost fazi skupova
da opisuju nestalne i neodredene situacije i pojave bila motivacija da se fazi zakljucivanje upotrebi za
modeliranje rizika u bankarskom sektoru. Konkretnije, pravila fazi zakljucivanja iskoris¢ena su za
kreiranje modela aplikativnog kreditnog skoringa — modela koji predvida buduée ponasanje novih
klijenata jedne banke.

U prvom poglavlju se definiSu fazi skupovi preko odgovarajuc¢ih funkcija pripadnosti. Kroz brojne
primere, navode se osnovni pojmovi vezani za fazi skupove: a — presek fazi skupa, nosac, jezgro i visina
fazi skupa, a zatim se pomodu teoreme uvodi i pojam konveksnosti fazi skupa. Tri osnovne operacije sa
fazi skupovima: komplement, presek i unija, objasnjene su u poglavlju 1.4, a zatim se izvodi zakljucak da

> Ludwig Wittgenstein (1889 — 1951) je austrijsko — britanski filozof, ucenik Bertnarda Rasela. Bavio se logikom,
filozofijom jezika, matematike i duha.

® Max Black (1909 — 1988) je britansko — americki filozof, bavio se analitickom filozofijom, filozofijom jezika i
matematike, ali i umetnosti.

7 André Weil (1906 — 1998) bio je francuski matematicar koji se posebno zanimao za teoriju brojeva i algebru.

& Karl Menger (1902 — 1985), bio je americko-austrijski naucnik, sin svetski poznatog ekonomiste Karla Mengera.
Bavio se preteZno algebrom i teorijom dimenzija, ali i teorijom igara i socijalnim naukama.
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fazi skupovi zadovoljavaju sve osobine kao i klasi¢ni skupovi, osim zakona kontradikcije i zakona
isklju¢enja tre¢eg — Sto ih Cini de Morganovim algebrama. Na kraju prvog poglavlja uvode se i osnovni
pojmovi fazi logike, koristeci logicke operacije negacije, implikacije, konjukcije i disjunkcije. Slede pravila
zaklju¢ivanja naj¢esée sretana u fazi logici, AKO...ONDA... pravila, zajedno sa lingvistickim
promenljivama, njihovim modifikatorima, i na samom kraju, navode se par naj¢es¢ih metoda za
defazifikaciju. Literatura koriséena za pisanje ovog poglavlja je: [4], [6], [13], [14], [15], [19], [22], [24],
[25], [26], [27]i [28].

Drugo poglavlje tice se fazi operatora. Najvazniji fazi operatori, fazi komplement, trougaone norme i
trougaone konorme, definisani su uz pomoc¢ aksioma, a zatim su najpoznatiji od njih navedeni po
imenima naucnika koji su ih definisali. Na kraju ovog poglavlja objasnjeni su i operatori usrednjavanja,
kao i posebna klasa ovih operatora poznatija kao OWA operatori. Literatura koriséena u ovom poglavlju
je:[2], (3], [8], [10], [11], [13], [18] i [28]

Trece poglavlje bavi se fazi operacijama, odnosno fazi aritmetikom. Nakon $to je objasnjen pojam fazi
broj, uz pomoc teoreme se uvode i specijalni fazi brojevi, tzv. LR fazi brojevi. Ovaj tip fazi brojeva veoma
je vazan za razvoj modela (poglavlje 4). U ovom poglavlju je takode definisan i princip prosirenja, princip
neophodan da bi fazi brojevi mogli koristiti u praksi na odgovarajuci nacin. Ovaj princip omogudava i
uvodenje fazi aritmetike, koja je ukratko opisana na kraju poglavlja. Literatura na kojoj se bazira ovo
poglavlje je: [4], [13], [15], [16] i [28].

Poslednje, ¢etvrto poglavlje, zapocinje kratkom istorijom kredita i kreditiranja, a nastavlja sa uvodenjem
pojma kreditni skoring. Ovaj deo rada bazira se na [1], [5], [20], [21], [23]. Zatim se kreditni skoring
posmatra i razlaze sa stanovista fazi logike, gde je sa nekoliko dijagrama objasnjeno kako se, koristeci
fazi zakljucivanje, moze do¢i do konacnog ishoda — skora za odredenog klijenta. U ovom poglavlju opisan
je uzorak koris¢en za modeliranje, po svim svojim promenljivama, zatim su one grupisane u blokove
zakljucivanja, a blokovi zakljucivanja su dalje povezani odgovarajucim pravilima zakljucivanja. Sam model
bazira se na LR fazi brojevima trougaonog (i trapezoidnog) tipa i razvijan je koristeci Beta Trial verziju
softvera FuzzyTech8.40. Ovaj softver je veoma mocan alat za fazi modeliranje, ide u korak s vremenom
jer se njegove mogucnosti i opcije konstantno unapreduju i pruza veoma intuitivne i jasne graficke
prikaze. Fazi brojevi se prave za svaku promenljivu ponaosob, a zatim se unose i sva pravila zakljucivanja.
Nakon unosenja vrednosti varijabli za nekog klijenta, dobija se rezultat koji moZe biti: jako los, los,
prosecan, dobar ili jako dobar klijent. Sve moguce opcije, kreiranje fazi brojeva, njihovi prikazi koje
softver pravi, unosenje pravila zaklju€ivanja, kao i sam proces defazifikacije i dolazak do konaénog ishoda
prikazani su na slikama priloZzenim u ovom poglavlju.
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Uvod u fazi skupove i fazi logiku

1.1 Od klasicnih skupova do fazi skupova

A set is a Many that allows itself to be thought of as a One”.
Georg Kantor

U matematici se termin skup smatra osnovnim pojmom i kao takav se ne definiSe eksplicitno, veé
aksiomatski. Njegovo sustinsko svojstvo je da se sastoji od ¢lanova (elemenata) sa kojim ga veZe osnovni
odnos — pripadanje. Skup se moZe definisati navodenjem elemenata koji se u njemu nalaze (4 =
{ay,a,, ...,a,}) ili svojstva s; ili vise njih koje element mora posedovati da bi se nasao u posmatranom
skupu (B = {b|s1,S2, ) Sp})-

Pripadnost nekog elementa nekom skupu moZe se takode definisati uz pomo¢ karakteristiéne funkcije
(indikator funkcije).

Definicija 1.1.1 [15] (karakteristi¢na funkcija klasi¢nog skupa)
Za skup A € X karakteristi¢na funkcija u,: X — {0,1} je data na sledeci nacin:

_{1, x€EA
Ha=10, xea,

gde je X univerzum (univerzalni skup, skup svih skupova).

9Skup je mnostvo koje pristaje da bude posmatrano kao jedno, Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 -
1918). Kantor, ¢uveni nemacki matematicar roden u Rusiji, nazivan je u tadasnjim naucnim krugovima sSarlatanom i
varalicom, sve zbog ideja koje su bile daleko ispred njegovog vremena. Ipak, Kantor je bio prvi koji je uveo red u,
tada elementarno, ali haoti¢no, znanje o skupovima, stvorivsi ono $to danas nazivamo Teorija skupova, dokazao je
da je skup realnih brojeva ,brojniji” od skupa prirodnih brojeva, time uvodedi kardinalnost skupova i pojam
partitivnog skupa, zatim je izucavao injektivna preslikavanja, a iza njega su ostali i cuveni Kantorov skup i Kantorova
teorema.
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Postavlja se pitanje da li je svet zaista organizovan na taj nacin, tj. da li se svakom elementu tako
jednostavno moZe dodeliti nula ili jedinica. Odgovor na ovo pitanje predmet je brojnih filozofskih
rasprava jos$ iz vremena velikih grékih mislilaca i zapravo u sebi krije joS mnostvo drugih velikih pitanja na
koja odgovori pocinju da pristizu tek osamdesetih godina prosSlog veka kada se fazi logika pocela
nasiroko razvijati. Naravno, mnoga od postavljenih pitanja joS uvek nemaju adekvatne odgovore, ali je
svakako uz razvoj i napredak teorije fazi skupova i fazi logike nauka sve bliza njihovom resavaniju.

Dakle, za posmatrani element a, jedine dve moguée opcije su da on pripada skupu A (a € A) ili da ne
pripada skupu A (a € A). Za neke koncepte vrlo je jednostavno utvrditi pripadnost, na primer, jasno je
koje vrednosti sadrzi skup temperatura pri kojima ¢e se voda zalediti, koji brojevi spadaju u skup prostih
brojeva ili koje drzave sveta imaju izlaz na more. Medutim, nije toliko lako utvrditi ko pripada skupu
plavokosih ljudi, do koje starosne granice se osobe smatraju decom, do kojeg nivoa ostvarenog prinosa
investicija profitabilnom, i slicno. Upravo ova ideja o nejasnim granicama dovela je do Cinjenice da je
uvodenje nekog drugacijeg skupa, fazi skupa, neophodno.

Osnovni koncept koji stoji iza pojma fazi skupa moze se posmatrati kao dodeljivanje stepena pripadnosti
svakom elementu skupa. Moze se reéi da stepen pripadnosti nekog elementa fazi skupu oslikava njegovu
kompatibilnost sa konceptom koji taj fazi skup predstavlja. Ovo se matematicki predstavlja
jednostavnom promenom kodomena u prethodnoj definiciji. Sada karakteristicna funkcija moze uzeti
vrednosti iz Citavog intervala [0,1] i radi razgrani¢enja pocinje da se naziva funkcija pripadnosti
(pripadanja). Interval koji se koristi je zapravo proizvoljan, najéesdéi je jedinicni, te ¢e on i biti koriséen.

[15] (funkcija pripadnosti)
Za skup A, funkcija pripadnosti je preslikavanje pi4: X — [0,1].

Fazi skup je dat svojom funkcijom pripadnosti, a moze se posmatrati takode i kao uredeni par
(x € X,uy). S obzirom na to da je svaki fazi skup jedinstveno odreden svojom funkcijom pripadnosti,
ekvivalentan zapis je i onaj u kome je funkcija pripadnosti u, potpuno izostavljena, tj. A: X — [0,1].

Jasno je da je fazi skup zapravo samo uopstenje obi¢nog skupa, tj. da je karakteristicna funkcija iz
definicije 1.1.1 samo specijalan oblik funkcije pripadanja iz definicije 1.1.2. Pri tome, vece vrednosti
funkcije pripadnosti povlace vedi stepen pripadnosti nekog elementa fazi skupu. U poredenju sa obi¢nim
skupom gde vazi jednostavno pravilo pripadnosti, u skladu sa njegovom definicijom, fazi skup se
posmatra kao skup sa nejasnim granicama.

Ovakav koncept moZe delovati zbunjujuée i nelogi¢no, ali je dovoljno nabrojati samo nekoliko primera
koji nas okruzuju da bi se ideja koja lezi iza fazi skupova ilustrovala. U jeziku postoji bezbroj pojmova koji
poseduju bas takav karakter nejasnih granica, te su lingvisticke promenljive upravo one koje se najcesce
sre¢u medu primerima fazi skupova.

Kada se govori o pojmu visoka temperatura, jasno je da svako ima subjektivno videnje o znacenju
sintagme toplo vreme. Ako se smatra da skup visokih temperatura sadrzi temperature od 20°C navise, to
bi znacilo da 19.5°C podrazumeva hladno vreme, a samo pola stepena viSe od toga se veé smatra
visokom temperaturom. Problem je ovde veoma lako uocljiv. Osim toga, 20°C je potpuno razli¢it pojam
za, recimo, jedan od najtoplijih krajeva na zemlji, Dolinu Smrti u Kaliforniji, gde temperature svake
godine dostizu 50°C i, na primer, Sibir, gde ¢ak i letnje temperature retko prelaze taj prag. Zbog ovog
problema prakticno je nemogudée praviti ankete i istraZivanja na temu vremena na nivou celog
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¢ovecanstva, uz upotrebu klasi¢nih skupova, jer svi, u skladu sa tim gde Zive, o vremenu imaju razli¢itu
predstavu. n

Primer 1.1.2

Ako se posmatra skup visokih ljudi, i odredi granica da su svi koji imaju vise od 180cm visoki, to dovodi
do nerealne situacije u kojoj neko ko ima 179.9cm ne upada u skup visokih ljudi, iako je za samo 0.1cm
nizi od nekoga ko se smatra visokim. Osim toga, granica nakon koje se ljudi u Danskoj, gde Zive najvisi
ljudi na planeti, smatraju visokim, i u Kini, koja se smatra za jednu od najnizih nacija, je takode vrlo
razliita, te je opet nemoguce izvesti istraZzivanja o predstavama o visini na nivou svih nacija.

Neka je interval (HyH,) interval visina, a 5 lingvistickih opisa mogucih visina: veoma nizak, nizak,
prosecan, visok, veoma visok. Na slici 1.1.1a graficki je predstavljen obitan skup (H; H;), dok je na slici
1.1.1b predstavljen graficki prikaz fazi skupa koji odgovara posmatranim visinama i njihovim lingvisti¢kim
opisima. Ovakav fazi skup naziva se trapezoidan, a o razli¢itim oblicima fazi skupova bice vise reci u
trecem poglavlju. Na krajevima intervala, razlika je vrlo ocigledna, ali se zato izmedu njih javlja veliki broj
poklapanja. ju !

1veoma nizak 1nizak 1proseéan 1visok 1 veoma visok

[ N N N N N
(i, Zi A A 2 “,
Slika 1.1.1a Visina na intervalu (H, H,) posmatranom kao obi¢an skup
veoma nizak nizak 1 proseéan V|sok veoma visok
1 —><—><—><—><—\
0 visina H,
Slika 1.1.1b Visina na intervalu (Hy H,) posmatranom kao fazi skup

Uopste, svi neodredeni pojmovi, pojmovi koji nemaju jasno definisane granice i striktno ne objasnjavaju
Sta u njih spada, a Sta ne, mogu se opisati uz pomo¢ jednostavne i prirodne ideje fazi skupa, tj.
dodeljivanja stepena pripadnosti.

Obican skup ima jasno definisane granice, dakle, neki element datom skupu ili pripada ili ne pripada.
Drugim recima, funkcija pripadnosti za taj element je ili 0 ili 1. To $to je odredeni element a smesten u
neki skup A = {a | 54,5}, daje informaciju samo da a poseduje osobine s; i s, koje taj skup definisu, ali
ne i u kojoj meri. Odredivanje mere, stepena pripadanja nekom skupu, podrucje je funkcije pripadanja
fazi skupova. Sto je vrednost funkcije p, veéa, element a ,vie pripada“ datom fazi skupu, odnosno

9
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»bolje zadovoljava® uslove s; i s,. Ako element a u potpunosti zadovoljava zadate uslove, vrednost
njegove funkcije pripadnosti bice 1. Slika 1.1.2 prikazuje intuitivhu predstavu obi¢nog skupa sa jasno
definisanim granicama (levo) i fazi skupa cije su granice zadimljene, odnosno predstavljaju postepeni, a
ne trenutni, prelazak plave boje u belu (desno).

Slika 1.1.2 Intuitivan prikaz obicnog skupa (levo) i fazi skupa (desno)

Posmatrajuci neku kancelariju, moZe se napraviti fazi skup stolica. Naime, obi¢an skup stolica, dobija se
tako Sto se svim predmetima iz kancelarije dodeli 0 ukoliko nisu stolice i 1 ukoliko jesu. Medutim, fazi
skup uzima u obzir i sve predmete koji mogu da posluze kao stolica. Tako, na primer, stolica ¢e pripadati
ovom skupu sa vrednos$éu 1, sto sa vrednoscéu 0.6, tepih sa vrednosc¢u 0.2, zardinjera sa vrednosc¢u 0.1,
prozor sa vrednoscu 0, itd. Dakle, vrednosti funkcije pripadnosti su redom:

Uy (stolica) =1,
u,(sto) = 0.6,
uy(tepin) = 0.2,
Uy (zardinjera) = 0.1,
us(prozor) = 0.
A skup A —fazi skup stolica u kancelariji se moze zapisati na slededi nacin:
A = {(stolica, 1), (sto, 0.6), (tepih, 0.2), (Zardinjera, 0.1), (prozor, 0)}.

Prozor u ovom slucéaju ne pripada skupu 4, stoga uredeni par (prozor, 0) nije neophodno navoditi. Isto
vazi i za svaki drugi element ¢ija je vrednost funkcije pripadanja 0. =

Dakle, za adekvatan zapis fazi skupa potrebne su vrednosti njegove funkcije pripadnosti u svakoj tacki
skupa, tj. skup A je skup uredenih parova:

A= {(xll Ha (xl))l (xZI Ha (xz)), ] (xn: Ha (xn))}

10
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1.2 lzbor funkcije pripadnosti i razliciti nacini zapisa fazi skupova

Veliki znacaj fazi skupova ogleda se i u tome Sto adekvatno opisuju postepene promene stanja i upravo
iz tog razloga imaju veliki uticaj na smanjenje gresaka koje nastaju prilikom ogleda i merenja. To znaci da
podaci grupisani u fazi skupove cesto bolje i preciznije opisuju realnost, ali je koris¢enje klasi¢nih
skupova zgodnije jer su laksi za koriséenje. Problem koji se javlja na samom pocetku i od kog umnogome
zavisi uspeh istrazivanja koja kao matematicku podlogu imaju fazi skupove vezan je za izbor
odgovarajuc¢e funkcije pripadnosti. Jasno, ovom je problemu neophodno posvetiti svu paznju jer
pogresan izbor funkcije pripadanja dovodi do obmanjujuéih rezultata. Pri odabiru odgovarajuée funkcije
pripadnosti vazno je odrzati balans izmedu funkcije koja Sto bolje opisuje problem i funkcije koja nije
suvise komplikovana za kasniju upotrebu. Ovaj izbor obi¢no je ostavljen struénjaku za matematicko
modeliranje koji uz pomo¢ znanja dobijenog od tima eksperata iz oblasti o kojoj se radi dolazi do
najboljeg moguceg reSenja. Postoji mnogo razliCitih algoritama za dolaZenje do najkompatibilnije
funkcije pripadanja, a svi se mogu podeliti u dve grupe: direktni i indirektni metodi. Sto se ti¢e direktnog
pristupa, timu eksperata se postavlja niz pitanja koja se odnose direktno na funkciju pripadnosti, dok se,
pak, kod indirektnog pristupa, ekspertima postavljaju jednostavna pitanja koja Sto viSe iskljucuju
subjektivnost i uticaj predrasuda, a takode su i samo indirektno povezana sa funkcijom pripadnosti [13].

Primer 1.2.1
Jedna od funkcija pripadnosti koja dobro opisuje skup A = {realni brojevi blizu 0} je:

Hal) =5

1a(0) = 1, p4(1) = 0.5,14(2) = 0.2, ...

Ako se pak posmatra skup B = {realni brojevi veoma blizu 0}, tada bi odgovarajué¢a funkcija
pripadnosti mogla biti:

1 2
x) = .
Hp (%) (1 + xz)
1p(0) =1, pup(1) = 0.25,u5(2) = 0.04, ...

pa(x) T pp(x) T

”/'-1\ /"Jl

408 0.8

l//// —+0.4 " . ’ +0.4

- +0.2 / +0.2 ‘
74_ 5 : ) 1 2 3 47 y T 5 1 ? 1 — 1 4
4-0.2 X -+-0.2 x
Slika 1.2.1 Graficki prikaz funkcija pripadnosti p,(x) i pg(x) iz primera 1.2.1

U zavisnosti od toga koliko se strogo posmatra pojam veoma blizu 0, izbor za ug bi mogla biti i funkcija
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Napomena 1.2.1

Modifikacijom  p,(x) = dobija se funkcija pripadnosti za opsti oblika skupa A =

1+(x—a)?
{realni brojevi blizu a}.

Uopste, izbor funkcije pripadnosti nikada nije jedinstven. U zavisnosti od licnih preferencija i zahteva
koje treba ispuniti, bira se ona koja najviSe odgovara konceptu koji se opisuje. Neke od najcesce
koris¢enih metoda za pronalazenje funkcije pripadnosti su

< metod intuicije — inteligencija i iskustvo su od presudnog znacaja kada se funkcija
pripadnosti trazi isklju¢ivo na osnovu necije intuicije,

< metod deduktivhog zakljuCivanja — do funkcije pripadnosti se dolazi deduktivnim
zaklju€ivanjem na osnovu poznatih Cinjenica,

< metod induktivnog zakljudivanja — ukljuuje pravljenje klastera (pogodan je samo za
staticne modele),

» metod rangiranja — stepeni pripadanja se odreduju na osnovu uredene liste,

e uglasti fazi skupovi — fazi skupovi Cija je funkcija pripadnosti periodi¢na sa periodom 21
(najcesce u slucaju polarnih koordinata),

% metod neuronskih mreza — imitira rad neurona u ljudskom mozgu,

%+ genetski algoritmi — koriste Darvinovu teoriju evolucije, odnosno preZivljavanje najboljih
izbora,

< imnogidrugi.

Postoji nekoliko nacina koji se mogu koristiti za predstavljanje fazi skupova, i zapravo razlog zbog kojeg
se nije izdvojio jedan najprakti¢niji leZi u Cinjenici da je za razli¢ite tipove fazi skupova pogodan i drugaciji
prikaz [13]. Svaki fazi skup jedinstveno je odreden svojom funkcijom pripadnosti, te je osnovni zapis fazi
skupa upravo preko njegove funkcije pripadnosti, na primer p,4(x) = x2. Ekvivalentan zapis predstavlja
potpuno izostavljanje funkcije pripadnosti, odnosno 4 = x?2.

Diskretne fazi skupove je mogude zapisati na sledeci nacin:

A= {(x, pa()|x € X)}.

Na primeru to izgleda ovako:
A=1{(7,1),(4,0.6),(3,0.1),(1,0.01)}.

Ovakav zapis znacio bi da element 7 pripada fazi skupu A sa stepenom pripadanja 1, element 4 sa
stepenom pripadanja 0.6, itd. Drugi nacin za prikaz diskretnog fazi skupa je tabelarno, kao sto je to
uradeno u tabeli 1.2.1:

Tabela 1.2.1  primer tabelarnog prikaza diskretnog fazi skupa
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1.3  Osnovni pojmovi fazi skupova

Jedan od najvaznijih koncepata vezanih za fazi skupove je a — presek fazi skupa. To je, kako sama rec
kaZe, skup koji sadrii sve elemente fazi skupa veée od proizvoljne granice (preseka) a € [0,1] i
predstavlja jedan od natina za dobijanje klasi¢nog skupa polazedi od fazi skupa®®.

[13] (a - presek fazi skupa)
Za fazi skup A i proizvoljno a € [0,1], definise se a — presek fazi skupa, u oznaci A,, kao skup koji sadrzi
sve elemente ¢ija pripadnost nije manja od a.

Ag = {x|pa(x) 2 a}.

Analogno se definiSe i strogi a — presek fazi skupa Ay :

Agr = {x | pa(x) > a}.

Kako su i A, i A,y precizno definisani skupovi, tj. imaju jasne granice, mozZe se zakljuciti da nijedan od
njih nije fazi skup, veé se radi o klasi¢nim skupovima. Ovaj koncept je veoma koristan jer se uz pomo¢
njega moze postaviti granica, odnosno mogu se iz posmatranja iskljuciti neki elementi sa pripadnoséu
koja se u datom trenutku smatra nedovoljnom.

[13] (neke osobine a — preseka fazi skupa)
Neka je A fazi skupineka je a; < a,.Tada vazi:

1 Ag, SAq,
2 Ag, 2 A,
3 Aa1+ 2 Aa2+

1 Neka x € Ag,,, treba pokazati da tada vaii x € A,,. Strogi @ — presek podrazumeva da vazi:
Ua(x) > aq, asamimtimvazii py(x) = a4 Sto je definicija obi¢nog a — preseka.

2 Neka je x € Ag,. Tada vazi: pu(x) = @y, a kako je @y < a; sledi da vaZii uy(x) = ay, $to je i
trebalo pokazati.

3 Analogno kao pod 2. d

Vrlo prirodna osobina a — preseka je Cinjenica da Sto je odabrana granica pripadnosti a veca, to je maniji
broj elemenata koji u skupu preostaje. Naime, ako se posmatraju samo ljudi koji pripadaju skupu visokih
sa stepenom 0.8 i viSe, to ¢e sigurno dati manji skup nego sto ¢e se dobiti sa a — presekom od, na
primer, 0.6. Ovo svojstvo a — preseka lako se moZe uoditi na slici 1.3.1.

%5y postupci koji za cilj imaju dobijanje klasi¢nog skupa polazedi od fazi skupa nazivaju se postupci defazifikacije i
o njima se govori u poglavlju 1.5.4.
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Slika 1.3.1 Grdficki prikaz a — preseka fazi skupa

Skup koji u sebi sadrzi sve razli¢ite stepene pripadnosti a € [0,1] naziva se skup nivoa (stepena)
pripadnosti. Dva specijalna sluc¢aja a — preseka fazi skupa su nosac i jezgro skupa:

Definicija 1.3.2 [13] (nosac fazi skupa)
Nosac fazi skupa A0+11 se definiSe kao strogi a — presek za a = 0, tj. strogi 0 — presek.

Apy ={x|pua(x) >0}
Jasno, u njemu se nalaze svi elementi iz univerzuma koji imaju nenula stepen pripadnosti skupu A.

Definicija 1.3.3 [13] (jezgro fazi skupa)
U jezgru fazi skupa A; * se nalaze svi elementi koji imaju pun stepen pripadnosti, tj.

Ay ={x|ps(x) =1}

Znacaj nosaca je Sto daje klasican skup u kom se nalaze svi oni elementi koji iole pripadaju skupu, dok se
vaznost jezgra ogleda u Cinjenici da predstavlja skup u kome se nalaze elementi sa punom pripadnoscu,
odnosno samo oni koji skupu potpuno pripadaju. Sa druge strane, granica fazi skupa je pojam koji
iskljuCuje sve krajnje vrednosti, odnosno, ne samo one elemente ¢ija je pripadnost 0, nego i one koji
skupu potpuno pripadaju, tj. ¢ija je pripadnost 1.

Definicija 1.3.4 [13]  (granica fazi skupa)
U granicu fazi skupa A spadaju svi elementi za koje vaZi uy € (0,1), 1.
A={x|0 < uy(x) <1}

Na Slici 1.3.2 graficki su predstavljeni nosac, jezgro i granica fazi skupa.

! Alternativne oznake za nosat fazi skupa A su: support(A), supp(A) ili S(A).
12 Alternativne oznake za jezgro fazi skupa A su: core(A), C(A), kernel(A).
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e)) jezgro
[ |
1
L J X
nosac
granica granica
Slika 1.3.2 Grdficki prikaz jezgra, nosaca i granice fazi skupa

Definicija 1.3.5 [13] (visina fazi skupa)
Visina fazi skupa h(A) je najveci stepen pripadnosti koji postoji u datom fazi skupu A4, odnosno:

h(4) = SUP g ().

Visina fazi skupa A analogno se moze definisati i kao najvece a za koje vazi A, # @.
Definicija 1.3.6 [13] (normalizovan fazi skup)

Za fazi skup A kaze se da je normalizovan ukoliko je makar jedan element skupa dostigao punu
pripadnost (Slika 1.3.3), tj. ukoliko je:
h(4) = 1.

Takode, u skladu sa definicijom jezgra, svaki fazi skup Cije je jezgro neprazno je normalizovan fazi skup. U
praksi je ovo svojstvo veoma vazno, te se uglavnom svaki fazi skup normalizuje na neki nacin, uglavnom
tako $to se njegova funkcija pripadnosti 4 (x) podeli sa visinom h(A4).

Ua(x) pa(x)
1 1
X X
Slika 1.3.3 Graficki prikaz normalizovanog (levo) i nenormalizovanog fazi skupa (desno)
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Neka je univerzum X koji predstavlja godine Zivota definisan na sledeci nacin:
X ={0,10,20,30,40,50,60,70,80,90}.

Primer fazi skupova bebe B, mladi M, odrasli O i stari S definisanih nad X dat je u tabeli 1.3.1.

godine bebe (B) mladi (M) odrasli (O) stari (S)
0 1 0 0 0
10 0 0.5 0.1 0
20 0 0.9 0.8 0
30 0 0.7 1 0
40 0 0.3 1 0.1
50 0 0.1 1 0.3
60 0 0 1 0.6
70 0 0 1 0.9
80 0 0 1 1
90 0 0 1 1

Tabela 1.3.1  primer fazi skupova definisanih nad intervalom godina

Ovo je primer konstrukcije diskretnog fazi skupa, koji se moze tumaciti na sledeéi nacin: osoba od, na
primer, 40 godina pripada skupu mladih sa stepenom pripadanja 0.3, sa stepenom 1 pripada skupu
odraslih osoba i sa stepenom 0.1 skupu starih. Drugalije receno, za ovu osobu po ovoj funkciji
pripadanja vazi da je 30% mlada, 100% odrasla i 10% stara, pri ¢emu procenti ne predstavljaju
verovatnocu nego stepen pripadanja svakom od skupova.

Za skup starih S jedan a — presek bio bi za a = 0.2:
Soz = {xlus(x) = 0.2}, tj. So2 = {50,60,70,80,90}.

a — presek za a = 0.6 bio bi
Soe = 160,70,80,90}.

Dakle, $to je ostriji kriterijum za «, dobija se manji @ — presek. Skupovi Sg, i S ¢ Su obicni skupovi, po
definiciji @ — preseka. U ovom primeru vazi odnos Sj¢ € Sp,, takode u skladu sa definicijom a -
preseka.

Skup stepena pripadnosti fazi skupa S sadrzi sve vrednosti g koje mogu da se pojave, tj.

AS = {a | .uS(x) =a,a€ [0,1],X € X}:
As ={0,0.1,0.3,0.6,0.9, 1}.

Nosac fazi skupa S sadrzi sve elemente Ciji je stepen pripadnosti strogo veci od 0, t;.

So+ ={x|ps(x) >0}
So+ = {40,50,60,70,80,90}.

Jezgro skupa S se sastoji od svih elemenata Ciji je stepen pripadnosti jednak 1, tj.
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S ={xlus(x)=1}
S; = {80,90}.

Najvedi stepen pripadnosti fazi skupu S je 1, te je visina h(S) = 1. Ovo za posledicu ima i to da je fazi
skup S normalizovan, dok, na primer, fazi skup M nije normalizovan jer je njegova visina h(M) = 0.9. B

Jo$ jedan vaZan pojam koji se moze posmatrati za fazi skupove definisane na R" je konveksnost fazi
skupa. Ona se definisSe uz pomo¢ a — preseka i zapravo predstavlja generalizaciju konveksnosti klasi¢nih
skupova®. Naime, da bi fazi skup bio konveksan neophodno je da svi njegovi a — preseci za a € (0, 1]
budu konveksni skupovi** (Slika 1.3.4).

Definicija 1.3.7 [13] (konveksan fazi skup)
Za fazi skup A kaZe se da je konveksan ukoliko su svi njegovi a — preseci za @ € (0, 1] konveksni.

Nula — presek je iskljuéen zato $to u ovom sluéaju predstavlja ceo R™, pa tako sadrZii —oo i +oo.

Slika 1.3.4 Graficki prikaz normalizovanog i konveksnog fazi skupa
definisanog preko a — preseka (Ay1,A¢.6,A0.9, A1)

S obzirom na to da je tehnicki vrlo zahtevno proveravati konveksnost @ — preseka za svako a € (0, 1],
konveksnost fazi skupa se naj¢esée proverava uz pomoc sledeée teoreme:

Teorema 1.3.2 [13] (o konveksnosti fazi skupa)
Fazi skup A je konveksan ako i samo ako vazi

pa(Axy + (1 — D)xz) = minfuy (x1), pa(x2)3,

za svako x;,x, € R15i 1 € [0,1].

Y Klasi¢an skup A je konveksan ako za svako X%, €A, A €[0,1] vazi Ax; + (1 — Dx, € A.

15 . v .
Teorema je uopStenje na R
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Dokaz:

=)

Neka je A konveksan skup ineka je @ = p (1) < py(xy). Tada x4, x; € A,.
Kako je A konveksan skup, Ax; + (1 — A)x, € A, za svako A € [0,1]. Odatle sledi da je stepen
pripadnosti elementa Ax; + (1 — 1)x, bar a, t.

pa(xy + (1= Dxz) = a = py(xg) = minfuy (x1), g (x2)}-

-

Neka A zadovoljava uy (Ax; + (1 — A)xy) = min{u, (x1), ua(x,)}.
Treba pokazati da je A, konveksan za svako a € (0, 1].
Za svako x1,x; € Ag(Ua(x1) = @, uy(x,) = @) i za svako A € [0,1] vazi:

pa(Axy + (1 — Dxz) = minfuy (1), 1a(x2)} = min{a, a} = q,
odnosno, A, je konveksan za svako a € (0, 1]. a

Intuitivno, konveksnost znaci da duZ koja spaja bilo koje dve tacke nekog skupa mora u celosti da
pripada posmatranom skupu. Na grafiku 1.3.5 jasno se vidi da to svojstvo ne vazi, dok je na grafiku 1.3.6
navedeno svojstvo ispunjeno. Vazno je napomenuti i to da konveksnost fazi skupa ne znaci i konveksnost
po obliku odgovarajuce funkcije pripadnosti. Naprotiv, funkcije pripadnosti konveksnih fazi skupova
imaju konkavan, a ne konveksan oblik, kao $to je to slu¢aj i na slici 1.3.6.

Ha(x)

1

Slika 1.3.5 Graficki prikaz normalizovanog fazi skupa koji nije konveksan
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pa(x)
1
a, -
a,
J x
Ag,
4
Aq,
Slika 1.3.6 Graficki prikaz nenormalizovanog fazi skupa koji je konveksan

Jo$ neki od pojmova koji su u teoriju fazi skupova uvedeni po uzoru na klasi¢ne skupove su podskup,
pravi podskup, ekvivalencija i skalarni kardinalni broj fazi skupa.

Definicija 1.3.8 [28] (podskup fazi skupa)
Fazi skup A je podskup fazi skupa B, A € B, ukoliko za svako x € X vazi:

pa(x) < pp(x).

Definicija 1.3.9 [28] (pravi podskup fazi skupa)
Fazi skup A je pravi podskup fazi skupa B, A € B, ukoliko za svako x € X vaii:

ta(x) < pg(x).

Definicija 1.3.10 [28]  (ekvivalentni fazi skupovi)
Fazi skupovi A i B su ekvivalentni, A = B, ako za svako x € X vaii

pa(x) = pp(x).

Definicija 1.3.11 [28] (skalarni kardinalni broj fazi skupa)
Za prebrojiv fazi skup 4, skalarni kardinalni broj |A| definiSe se kao

A=) a0,

XEX

19



Dunja Vukcevic Primena fazi odlucivanja u procesu kreditnog skoringa

1.4 Osnovne operacije sa fazi skupovima

Postoji mnogo razlicitih nacina za uvodenje operacija u teoriju fazi skupova, a osnovni nacin medu njima
predloZen je joS 1965. godine od strane Zadeha i oslanja se na definisanje ovih operacija po uzoru na
analogne operacije medu klasi¢nim skupovima. Ovako definisane operacije nazivaju se standardne
operacije sa fazi skupovima, dok ¢e u poglavlju 2 biti predstavljeni neki alternativni nacini za definisanje
kako unarnih, tako i binarnih fazi operatora.

Komplement, presek i unija fazi skupova definiSu se uz pomo¢ odgovarajuéih funkcija pripadnosti, a po
uzoru na operatore klasi¢nih skupova na sledeci nacin:

[13] (komplement fazi skupa)
Komplement fazi skupa definisanog nad univerzumom X je skup 4 za koji vaZi

pz(x) =1—pyu(x), Vxe€X.

Elementi koji zadovoljavaju pz(x) = p,(x) nazivaju se ekvilibrijumi fazi skupa A. To su tacke u kojima
funkcija pripadnosti dostiZe vrednost 14 (x) = 0.5.

[13] (presek i unija fazi skupova)
Za fazi skupove A i B, presek i unija se definisu na sledeci nacin:

HanB (X) = min{.u'A (X), Up (X)}, Vx € X

Haup(x) = max{u, (x), up(x)}, Vx €X.

Skup mladih i skup odraslih iz primera 1.3.1 izgledaju ovako:
M = {(0,0),(10,0.5),(20,0.9), (30,0.7), (40,0.3),(50,0.1), (60, 0), (70,0), (80,0), (90, 0)}

0 = {(0,0),(10,0.1),(20,0.8),(30,1), (40,1), (50,1), (60, 1), (70,1), (80, 1), (90, 1)}.

Komplementi, presek i unija skupova M i O su:
M ={(0,1),(10,0.5),(20,0.1), (30, 0.3), (40,0.7), (50, 0.9), (60, 1), (70, 1), (80, 1), (90, 1)} i

S obzirom na to da element 10 iz skupa mladih zadovoljava uslov p(10) = u;(10) = 0.5, 0n
predstavlja ekvilibrijum ovog skupa.

0 ={(0,1),(10,0.9), (20,0.2)}.
M n 0 = {(10,0.1), (20,0.8), (30,0.7), (40, 0.3), (50, 0.1)}
MU0 = {(10,0.5),(20,0.9), (30, 1), (40, 1), (50, 1), (60, 1), (70,1),(80,1),(90,1)}. &

Na slici 1.4.1, graficki su prikazani fazi skupovi A i B, zatim njihova unija i komplement unije, sve preko
odgovarajucih funkcija pripadnosti. lako su i skup A i skup B konveksni fazi skupovi, njihova unija, kao i
komplement njihove unije, nisu konveksni, sto se na osnovu grafika njihovih funkcija pripadnosti lako
moze zakljuciti. Dakle, osobina konveksnosti ne mora ostati oCuvana u slu¢aju unije dva konveksna
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skupa. Sa druge strane, presek dva konveksna fazi skupa daje takode konveksan fazi skup. Jasno, u ovom

slu¢aju, presek skupova A i B bio bi prazan skup. n
pa(x)
1 + ”B(x)
1 —

Haup (X) HzgE(X)

Slika 1.4.1 Grdficki prikaz osnovnih operacija sa fazi skupovima

Primer 1.4.3
Neka su fazi skupovi A = {svi brojevi znacajno vec¢iod 2} i B = {svi brojevi pribliZno jednaki 3}
definisani preko svojih funkcija pripadnosti na sledeci nacin:

0, x<?2
1
() =4 ————, x>2
14+——0
(x —2)?
()= —— ex
M) = T v -3 7

Skup A N B sadrzi brojeve koji su znacajno veci od 2 i priblizno jednaki 3, dok skup A U B sadrZi sve
brojeve koji su ili znac¢ajno veéi od 2 ili priblizno jednaki 3. Na grafiku 1.4.2 plavom bojom oznacen je
presek, dok je kruZi¢ima oznacena unija skupova A i B.
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Slika 1.4.2 Fazi skupovi A i B iz primera 1.4.3, kao i njihov presek i unija.

Ako su operacije komplement, presek i unija definisane na opisane nacine, fazi skupovi zadovoljavaju sve
osobine kao i klasi¢ni skupovi (Tabela 1.4.1), osim zakona kontradikcije i zakona isklju¢enja tre¢eg'®. Ovo
teoriju fazi skupova ¢ini podobnijom za opisivanje sistema u kojima vlada neka vrsta neodredenosti, tj. u
situacijama kada su dostupni podaci nepouzdani i nepotpuni.

U sledecoj tabeli pobrojane su osobine koje zadovoljavaju klasi¢ni skupovi. Neka su A,B i C klasi¢ni
skupovi, a X univerzum.

Involucija A=A
Komutativnost ANB=BnNA
AUB=BUA
Asocijativnost ANnB)NC=An(BnNC)
(AuUB)uC=AuU((BUC(C)
Distributivnost ANBUC)=(ANB)UANCOC)
AUMBNC)=(AUB)N(AUC)
Idempotentnost ANA=A
AUA=A

'® Strukture koje zadovoljavaju sve osobine iz Tabele 1.4.1, se nazivaju Bulove algebre, a one koje zadovoljavaju sve
osim zakona kontradikcije i zakona iskljucenja tre¢eg, de Morganove algebre.
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Apsorpcija AN(AuB)=A
AUANB)=A
apsorpcija sa univerzumom X i praznim skupom @ AuX =X
ANP=20
Identiteti AUP=A
AnNX=A
zakon kontradicije ANA=9
zakon iskljuéenja treéeg AUAd=X
de Morganovi zakoni ANB=AUB
AUB=ANB

Tabela 1.4.1  Osnovne osobine klasicnih skupova

Intuitivno, neki element ili pripada klasicnom skupu ili njegovom komplementu. Sa druge strane, kako su
fazi skupovi definisani bez jasnih granica, neki element a moZze pripadati fazi skupu A sa stepenom 0.2,
te po definiciji komplementa pripada skupu A sa stepenom 0.8. Presek ova dva skupa bice fazi skup ¢ija
funkcija pripadanja u tacki a dostize vrednost 0.2, dakle njihov presek neée biti prazan skup. Formalno,
da bi se pokazalo da je zakon kontradikcije narusen, potrebno je pronaci makar jedno x € X takvo da ne
vazi AN A = @, odnosno,

min{u, (x), pz(x)} =0,
min{u, (x),1— ps(x)} = 0.
Ovo je, ocigledno, naruseno za bilo koje x € (0, 1), odnosno, ta¢no je samo za x € {0, 1}.

Analogno, potrebno je pronaé¢i makar jedno x € X, za koje je naruSen zakon iskljuenja treceg, t;j.
AUA =X, odnosno,

max{ps(x), 1 — pa(x)} = 1,

Ovo svojstvo je opet zadovoljeno samo za x € {0, 1}, te za bilo koje x € (0, 1) zakon iskljuenja treéeg
ne vazi.

Lako se moze pokazati da su zadovoljene sve ostale osobine navedene u Tabeli 1.4.1.

U sledecoj teoremi pokazano je da je de Morganov zakon A N B = A U B zadovoljen za fazi skupove.

Teorema 1.4.1 (De Morganov zakon za fazi skupove)
Ako su operacije komplement, presek i unija definisane na nacin opisan u definicijama 1.4.1i 1.4.2, fazi
skupovi zadovoljavaju de Morganov zakon.

Dokaz:
Neka je t4(x) < ug(x), dokaz ide analogno u obrnutom sluéaju.

Treba pokazati uzrg (x) = uiug(%).
Hang(X) =1 = pianp(x) = 1 —min{p,s (), up(x)} = 1 — pa ().

Sa druge strane jednakosti je
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paup(x) = max{uz(x), up(x)} = max{l — ps (%), 1 — pp(0)} = 1 — pa(x)

Dakle, de Morganov zakon je za fazi skupove zadovoljen. a

Uz pomo¢ skupova mladih, odraslih i starih iz primera 1.3.1:
M = {(0,0),(10,0.5),(20,0.9), (30,0.7), (40,0.3), (50, 0.1), (60, 0), (70, 0), (80, 0), (90, 0)}
0 = {(0,0),(10,0.1),(20,0.8), (30,1), (40, 1), (50,1), (60, 1), (70, 1), (80, 1), (90, 1)},
S ={(0,0),(10,0), (20,0),(30,0), (40,0.1), (50,0.3), (60,0.6),(70,0.9), (80,1), (90,1)}.

kao i njihovih komplemenata, unije i preseka dobijenih u primeru 1.4.1:

M = {(0,1),(10,0.5), (20, 0.1), (30, 0.3), (40, 0.7), (50, 0.9), (60, 1), (70, 1), (80, 1), (90, 1)} i
0 ={(0,1),(10,0.9), (20, 0.2)}.
M n o = {(10,0.1),(20,0.8), (30,0.7), (40, 0.3), (50,0.1)}
MU0 = {(10,0.5), (20,0.9), (30, 1), (40, 1), (50, 1), (60, 1), (70, 1), (80, 1), (90, 1) }.

mogu se ilustrovati osobine iz tabele 1.4.1 koje fazi skupovi zadovoljavaju, kao i to da za fazi skupove ne
vaze zakon kontradikcije i zakon iskljucenja trecdeg.

Involucija:

0= {(0,0),(10,0.1),(20,0.8),(30,1), (40,1), (50,1), (60,1),(70,1),(80,1),(90,1)} = 0

Komutativnost:
0 n M = {(10,0.1), (20,0.8), (30, 0.7), (40,0.3),(50,0.1)} = M N 0
0 UM = {(10,0.5), (20,0.9), (30, 1), (40, 1), (50, 1), (60, 1), (70, 1), (80, 1), (90, 1)} = MU 0
Asocijativnost:
(Mn0)nS={(40,0.1),(50,0.)} =M N (0 NS)
(MU 0)US ={(10,0.5),(20,0.9), (30, 1), (40, 1), (50,1), (60, 1), (70, 1), (80, 1), (90, 1)}
=MU(OUS)

Distributivnost:

Mn(0US)={(10,0.1),(20,0.8), (30,0.7), (40,0.3),(50,0.)} = (M N 0) U (M N S)
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MU (0nS) ={(10,0.5),(20,0.9), (30,0.7), (40,0.3), (50, 0.3), (60, 0.6), (70, 0.9), (80, 1), (90, 1)}
=(MUO0)N(MUS)

Idempotentnost:
0 no ={(0,0),(10,0.1), (20,0.8), (30, 1), (40, 1), (50, 1), (60, 1), (70, 1), (80, 1), (90, 1)} = 0
0 U 0 = {(0,0),(10,0.1), (20, 0.8), (30, 1), (40, 1), (50, 1), (60, 1), (70, 1), (80, 1), (90,1)} = 0
Apsorpcija:
Mn(MuUO)
= {{(O, 0),(10,0.5),(20,0.9),(30,0.7), (40,0.3), (50,0.1), (60, 0), (70, 0), (80, 0), (90, O)}} =M

MU(MnO)
= {(0,0),(10,0.5),(20,0.9), (30,0.7), (40,0.3), (50, 0.1), (60, 0), (70,0), (80,0), (90,0)} = M
Apsorpcija sa X i @ i identiteti vaZe prirodno:
MUX=XiMNno®=9
MUu@=MiMNnX=M
de Morganovi zakoni:
Mn o ={0,1),(10,0.9),(20,0.2), (30, 0.3), (40,0.7), (50,0.9), (60, 1), (70, 1), (80, 1), (90, 1)}

uo

X

MU0 =1{(0,1),(10,0.5),(20,0.1)} =M n O
Zakon kontradikcije:
M n M = {(10,0.5),(20,0.1), (30,0.3), (40,0.3),(50,0.1)} # @
Zakon iskljucenja treceg:
MuM ={(0,1),(10,0.5),(20,0.9), (30,0.7), (40, 0.7), (50, 0.9), (60, 1), (70, 1), (80, 1), (90, 1)} # X

Dakle, kao ni u opstem slucaju, ni kod ovog fazi skupa nisu zadovoljeni zakoni kontradikcije i isklju¢enja
treceg, dok su sva ostala svojstva zadovoljena. =

Sa uvodenjem unije kao standardne operacije medu fazi skupovima, moZe se definisati joS jedna vazna
osobina a — preseka, koja omogucéava neku vrstu reprezentacije fazi skupova. Moguénost da se fazi skup
predstavi uz pomo¢ svojih @ — preseka formulisana je u narednoj teoremi:
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[13] (o dekompoziciji fazi skupa)
Za svaki fazi skup A € X vaii

A= U A%,
ael0,1]

gde je
A%(x) =a-A,(x).

Dokaz:
Neka za svako x € X vaZia = A(x). Tada vazi:

AUC (x): sup Aa(x) =max( sup A“(x), sup Aa(x)).
ael0,1] ael0,1] ael0,a] ae[A1]

Za svako aela, 1], A(x) = a < a, pavazi: A%(x) = 0izasvako aela, 1], A(x) = a = «a, pa vaii:
A%(x) = a. Dakle,

A |(x)= supa=a=A(x) @
ae[0,a]
ae[0,1]

Neka je A diskretan fazi skup definisan na slededi nacin:
A ={(xq,3), (x2,5), (x3,9)}
Mogu se uociti samo tri @ — preseka i oni u potpunosti definiSu posmatrani fazi skup:
Az ={(x1, 1), (x2, 1), (x3, 1)}
As = {(x1,0), (x2, 1), (x3, D}
Ag = {(x1,0), (x2,0), (x3,1)}

Dalje se ova tri @ — preseka mogu zapisati kao specijalan fazi skup iz teoreme 1.4.1, u oznaci A%,
definisan za svako x € {xl,xz'x3} na slededi nacin:

A%(x) = a - Ay (x).
Tada se dobija:
A% ={(x1,3), (x2,3), (x3,3)}
A% = {(x1,0), (x2,5), (x3,5)}
A% = {(x1,0), (x,0), (x3,9)}
Jasno, koristeci standardnu uniju fazi vrednosti, dobija se bas polazni fazi skup A.
A=A3UASud®. B
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1.5 Osnovni pojmovi fazi logike

Ja sam Kricanin, a svi Kri¢ani lazZu.
Epimenidov paradoks

Osnovni princip na kom pociva teorija klasicne logike je da je svaki iskaz ili tacan ili netacan. Postavlja se
pitanje da li je u stvarnosti moguce ocekivati ovako stroge podele na istine i lazZi. Iskaz Osoba A je visoka
180cm je iskaz Cija se istinitost moZe lako proveriti. Medutim, iskaz Osoba A je visoka se od strane
razliCitih osoba mozZe interpretirati na razli¢ite nacine. Ovakav iskaz zahteva pronalazenje dodatnih
karakteristika posmatrane osobe, poput njenog geografskog porekla, pola i slicno. Cak i tada, razli¢ite
osobe imaju razli¢itu predstavu o visini, te bi verovatno ¢es$¢i odgovor na pitanje Da li je osoba A visoka
bio onako, mozda, pomalo, itd. nego sto bi to bili prosti odgovori da i ne.

Jedini nacin za reSavanje ovakvih problema, i Epimenidovog paradoksa izmedu ostalog, je prelazak sa
dvovrednosne'’ logike na onu koja je visevrednosna, kakva je fazi logika. Naime, u klasi¢noj logici, kao
Sto neki element ili pripada klasiénom skupu ili ne, tako i neki iskaz moze biti ili tacan ili netacan. Siva
zona, polovicne istine ili polovi¢ne laZi ne postoje.

Epimenidov paradoks je paradoks klasi¢ne logike koji u fazi logici ima jednostavno resenje: ekvilibrijum.
Ovo se lako moZe utvrditi posmatrajudi uproséenu verziju ovog paradoksa koja glasi Ja lazem.

Neka je iskaz p — Ja laZzem. Ako je p tacno, znaci da lazem, pa ono Sto izgovaram nije tacno. Drugim
re¢ima, moja izjava, Ja laZem, je netacna, tj. Ja ne laZem je tacno. Sa druge strane, ako je p netacno,
znaci da izjava Ja laZem nije tacna, pa je Ja ne laZzem ta¢no, odnosno —p je netacno. Dakle, p i =p su
istovremeno tacni, odnosno istovremeno netacni, tj. vazi:

t(p) =t(=p) =1 —t(p), odnosno, t(p) = %
Sto ¢e redi da je svaki od ova dva iskaza dopola tacan, odnosno oba pripadaju skupu taénih iskaza sa
stepenom pripadanja %

Jos jedan veoma poznat primer koji ilustruje potrebu za visevrednosom logikom je ¢uveno pitanje: Da li
je ¢asa polupuna ili poluprazna [13]? Naime, ako za ¢asu od 200ml koja sadrzi 100ml vode kazemo da je
polupuna, da li se onda za istu ¢asu iz koje se izlije jedan mililitar takode moZe reci da je polupuna? A ako
se izlije joS jedan mililitar? Pravo pitanje je zapravo koliko mililitara treba izliti iz ¢aSe da bismo za nju
rekli da je prazna? NaZalost, ne postoji tacno odredeni mililitar posle kog moZzemo reci da je casa ipak
poluprazna. Ovaj prelazak je postepen, i taan odgovor na ovo pitanje mora se potraZiti u fazi logici. Ona
obezbeduje da neki iskaz moZze biti tacan sa odredenom preciznoscu, a to je upravo ono Sto je iskazima
ovakvog tipa neophodno da bi se mogli tacnije deklarisati.

Dakle, ono $to fazi logika predstavlja su koncepti Cije granice nisu jasno obeleZene, odnosno iskaze koji
ne mogu bespogovorno biti svrstani ni u potpune istine, niti u potpune lazi.

17 . .y . . . N . v . v .

S obzirom na to da u klasi¢noj logici postoje samo dve vrednosti: tacno i netacno — ona se naziva dvovrednosna
logika. Po istom principu se sve logike u kojima postoji vise od dve moguce vrednosti nazivaju viSevrednosne
logike.
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Istinitosna vrednost dodeljena nekom iskazu p u fazi logici moZe biti bilo koji broj iz intervala [0, 1], te je
fazi logika upravo uopstenje klasicne logike na nacin na koji su fazi skupovi uopstenje klasicnih skupova.
To zapravo znaci da u fazi logici postoji stepen tacnosti (istinitosti) nekog iskaza. Taj stepen tacnosti
poti¢e od vrednosti funkcije pripadnosti fazi skupa na kom je iskaz definisan. Prateci nacin na koji su
osnovne operacije klasi¢ne logike definisane, i operacije fazi logike se mogu konstruisati na slican nacin.
Medutim, kako se u fazi logici istinitosna vrednost proteze na ¢itav skup (0, 1), prakti¢no je nemogude
konstruisati tablice istinitosti na nacin karakteristican za definisanje operatora u klasi¢noj logici. Zato se
negacija, disjunkcija, konjunkcija i implikacijau fazi logici definiSu na sledeci nacin [13]:

Negacija:
t(-p) =1—t(p)
Disjunkcija:
pVq:t(pVq) =max(t(p), t(q))
Konjunkcija:
pAq:t(p Aq) = min(t(p), t(q))
Implikacija*®:

p— q:t(p - q) = t(—pV q) = max(t(—p), t(q)).

Gde su pi g neki iskazi definisani na fazi skupovima A i B19, t funkcija koja preslikava univerzum U
t:U - (0,1)i vazi t(p) = uu(x). To znaci da je stepen istinitosti iskaza p:x € A zapravo stepen
pripadanja elementa x fazi skupu A, odnosno njegova funkcija pripadnosti pi4(x).

Dobra odluka se zasniva na znanju.
Platon

Najceséi nacin za predstavljanje znanja eksperata koje je upotrebljivo u sistemima vestacke inteligencije
je uz pomo¢ dedukticke forme zakljucivanja, odnosno pravila AKO...ONDA. Osnovni oblik tih pravila je
slededi:

AKO hipoteza ONDA posledica

18 Ovo je definicija implikacije Zadeha iz 1973. godine. Postoji mnostvo drugih nacina za definisanje implikacije od
kojih je jedan od najpoznatijih Lukasijevi¢eva implikacija: t(p = q) = min(1 — t(p) + t(q), 1).
¥ Iskazi p i q se mogu posmatrati na slededi nain:p:x € Aiq:x € B
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Ovakav oblik zakljucivanja podrazumeva da se uz pomoé neke hipoteze (premise) dolazi do zakljucka
(posledice), odnosno da se pod pretpostavkom neke Cinjenice zakljuuje neka nova cinjenica. Dalje se
svako sloZeno pravilo moZe uz pomo¢ razli¢itih operatora i modifikatora moZze razloZiti na konjukciju ili
disjunkciju odredenog broja ovako definisanih pravila. Na primer:

Konjunkcija vise hipoteza [13]
AKO A;, 1Ay, I...,1 A, ONDA B
NekajeA = A; N A, N ... N A,, a odgovarajudi funkcija pripadnosti
1a(6) = min (g, (0, 14, (), o g, (X)),
Tada je dobijeno pravilo
AKO A ONDA B
Disjunkcija vise hipoteza [13]
AKO A4, ILI Ay, ILI, ..., ILI A,, ONDA B
NekajeA = A; UA, U ... UA4,, aodgovarajuéi funkcija pripadnosti
1a(6) = max (g, (), 1, (), o 1, () ),
Tada je dobijeno pravilo
AKO A ONDA B

Prosecan Covek ima osobinu da razmislja u mentalnim slikama i Sablonima, a ne zamisljajudi bilo kakve
numericke vrednosti. Zato je polazna tacka pri pokusaju imitiranja covekovog razmisljanja uvodenje
veli¢ina koje bi mogle predstavljati govorni jezik, odnosno uvodenje lingvistickih promenljivih. Nas govor
se sastoji od reci koje se sklapaju u recenice, a upravo predstavljanje sintaksi iz realnog govora je
osnovni zadatak fazi zakljucivanja [8].

Ako posmatramo, na primer, lingvisticku promenljivu profit, ona potencijalno moZe da uzme mnostvo
razli¢itih vrednosti. Neka su to nizak profit, zadovoljavajuci profit, visok profit, itd. Konkretno u ovom
primeru, radi se o profitu, ali se na slican nacin moZe posmatrati bilo koja promenljiva, recimo
temperatura, starost, rizik, dohodak, visina, itd. Sve navedene vrednosti koje lingvisticka promenljiva
profit moZze da ima mogu se dodatno gradirati koriste¢i pomoéne reci koje se nazivaju lingvisticki
modifikatori (eng. hedges).

Neka je A neki fazi skup koji je odreden svojom funkcijom pripadnosti t,(x). Njegovu funkciju
pripadnosti je tada moguce dodatno (blize) odrediti koris¢enjem lingvistickog modifikatora m i na taj
nacin se dolazi do modifikovanog fazi skupa, u oznaci u,,4(x). Ukoliko je, na primer, lingvisticki
modifikator re¢ veoma, a polazni fazi skup se odnosio na visok profit, skup A, postaje skup koji sadrZi
veoma visoke profite. Na ovaj nacin se moze veoma lako izvrsiti dodatno segmentiranje u okviru fazi
skupova, $to je Cesto vrlo korisno. Nacin na koji se definiSe lingvisticki modifikator u smislu njegovog
delovanja na funkciju pripadnosti je proizvoljan, a mogu se podeliti u tri grupe [13]:

1 jaki modifikatori koji pojacavaju znacenje funkcije pripadnosti i samim tim smanjuju broj (i
stepen pripadanja) elemenata koji ostaju u modifikovanom fazi skupu: 4 (x) < pa(x),
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2 slabi modifikatori koji slabe funkciju pripadnosti i na taj nacin uvecavaju stepen pripadanja
elemenata: (%) > pa(x)i
3 identitet - p4(x) = pa(x).

Neki primeri:

" veoma - Uypeoma () = (Uma(x))? za lingvisticki modifikator veoma, najéedcée se uzima kvadrat
funkcije pripadnosti, Sto bi znacilo da ¢e u ovom slucaju manje elemenata pripadati
posmatranom fazi skupu mA — a oni koji ovom fazi skupu budu i dalje pripadali, pripadac¢e mu
veoma.

" izrazito - Uizrazito (%) = (ma(x))3, sliéno kao i prethodni modifikator, samo jo$ vise pojatava
pripadnost.

1
* Modifikator slabo - tgapo a(X) = (Uma(x))z , ovaj modifikator umanjuje jacinu funkcije
pripadnosti, odnosno povecava broj i pripadnost elemenata koji pripadaju skupu mA.

1
* nimalo - Upimaio a(X) = (Wma(x))s , slicno kao modifikator slabo, sa jos veéim efektom
slabljenja funkcije pripadnosti.

Velika mo¢ lingvisti¢kih modifikatora leZi u njihovoj primeni. Naime, ukoliko je za neki fazi skup odredena
njegova funkcija pripadnosti, tada se od polazne tacke, imaju¢i samo jednu funkciju pripadnosti, moze
na veoma jednostavan nacin do¢i do neograni¢enog broja mogucih kombinacija, a samim tim i novih fazi
skupova. To ilustruje sledeéi primer.

Primer 1.5.3.1
Posmatra se lingvisticka promenljiva profit. Neka je dat diskretan fazi skup A definisan tabelarno, koji
predstavlja nizak profit, i fazi skup B, koji predstavlja visok profit.

Zatim se definie fazi skup izuzetno nizak profit, tako $to se funkcija pripadnosti u,(x) modifikuje uz
pomo¢ lingvistickog modifikatora na sledeci nacin:

izuzetno nizak profit izuzetno a(X) = ta3 (), ti.

| a3 (xy) 1 0.42 0.008 0.001 |

Na sli¢an nacin se fazi skup B modifikacijom njegove funkcije pripadnosti pretvara u fazi skup veoma
visok profit fyeoma g(X) = .qu(x): tj.:
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ug?(xy) 0.0025 0.0625 0.36 1

Slicno, moZe se konstruisati fazi skup koji oznacava ne veoma visok profit tako Sto se funkcija pripadnosti
dobijenog skupa yeoma 5 (x) modifikuje na sledeéi nacin:

HUne veomaB(x) =1- ﬂveomaB(x)r ili tabelarno:

Koristeé¢i samo tri modifikacije mozZe se doci do razlicitih kombinacija, a samim tim i velikog broja
razli¢itih novih lingvistickih promenljivih. Na primer, profit koji nije veoma visok, ali nije ni izuzetno nizak
tabelarno bi izgledao ovako:

Prvo je neophodno napraviti tabelu koja oznacava profit koji nije izuzetno nizak:

Zatim, koristedi operator preseka, dolazi se do fazi skupa koji predstavlja profit koji nije ni veoma visok, a
ni izuzetno nizak:

(tl_ ”23 (Z’E;))))n 0 0.58 0.64 0
— B i

Posmatrajuci tabelu koja oslikava ovakav skup, moZe se zakljuciti da je polazna logika u potpunosti
ispra¢ena. Naime, rezultat ove operacije je slededi skup: profit nije izuzetno nizak — dakle 0 ukoliko je
profit 200€, a nije ni veoma visok, jer je 0 i za profit od 3500€. U ostalim slucajevima, ravhomerno su
rasporedene vrednosti, tj. viSe naginju ka desnoj strani upravo iz razloga sto je modifikator za skup 4 bio
izuzetno, a modifikator za skup B bio samo veoma.

1.5.4 Proces defazifikacije

Fazi sistemi zakljucivanja procenjuju AKO...ONDA... lingvisti¢ka pravila i, prirodno, njihov rezultat je
takode u fazi obliku i neophodno ga je pretvoriti u obic¢an broj koji pruza svima jasnu informaciju.
Defazifikacija je vaZan proces jer omogucava dobijanje jedne skalarne vrednosti’® koja zamenjuje ¢itav

*® Jedan od natina za dobijanje klasi¢nog skupa od postojeéeg fazi skupa je koris¢enje a — preseka opisanih u
poglavlju 1.3
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fazi skup. Izlazna veli¢ina fazi procesa moze biti fazi skup ili unija vise njih. Postoji mnogo razlicitih
metoda za dobijanje defazifikovane veli¢ine x* od kojih su neki [19]:

1 Metod maksimalne pripadnosti (metoda visine)

Ova metoda je jedna od najéesce koriséenih, prvenstveno iz razloga Sto se veoma lako
definiSe, a takode i izraCunava. Medutim, mana ove metode je $to se moZe primenjivati
isklju¢ivo na fazi skupove koji imaju samo jednu visinu, odnosno ne moze se primenjivati na
fazi intervalima. Osnovna ideja na kojoj se zasniva je da se za rezultat defazifikacije uzima
ono x za koje funkcija pripadnosti posmatranog fazi skupa A dostize najveéu vrednost. S
obzirom da se takvo x naziva upravo visina fazi skupa, ova metoda se takode naziva i
metoda visine. Formula je vrlo jednostavna:

Ua(x™) = uyu(x), Vx € A.

A
1a(x)

v

0 x* x

Slika 4.3.1 Graficki prikaz metode maksimalne pripadnosti
2 Metod centroida (metod gravitacije)

Ovaj metod veoma brzo i efikasno dolazi do najboljeg kompromisa medu moguéim
vrednostima lingvisticke promenljive. Prvo je potrebno izracunati povrsSinu oivicenu
funkcijom pripadnosti, a zatim pomoéu formule izraCunati geometrijsku sredinu
posmatrane povrsine.

LT -xdx

e
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RS

Slika 4.3.2 Graficki prikaz metode centroida

3 Metod ponderisane sredine — samo za simetri¢ne funkcije pripadnosti
L@ -xdx
f#A(f)

gde je X centroid,
Ova metoda podrazumeva da se svakoj funkciji pripadnosti (tj. svakom fazi skupu) dodeli
vrednost koju ima element sa najve¢om pripadnoscu.

4 Metod sredine maksimuma, metod pocetka maksimuma i metod kraja maksimuma
Neka su a i b pocetak i kraj intervala na kojem funkcija pripadnosti nekog fazi skupa dostize
svoj maksimum. Tada se metod sredine maksimuma definise na sledeci nacin:
a+b
S22
Metod pocetka maksimuma znaci da ¢e defazifikacija odrediti pocetak intervala (u ovom
sluéaju vrednost a) kao izlaznu skalarnu veli¢inu, a metod kraja maksimuma analogno, u
krajnjoj tacki intervala (Sto je u ovom slucaju b).
Ova metoda moZe da se koristi ukoliko funkcija pripadnosti ne dostiZe svoj maksimum samo
u jednoj tacki, nego na intervalu, kao Sto je prikazano na slici.

*

X
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et

v

Slika 4.3.4 Graficki prikaz metode sredine maksimuma
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Fazi operatori

azi operatori, kako im samo ime kaZe, funkcionisu tako sto preslikavaju jedan ili vise fazi skupova u novi
fazi skup. U prethodnom poglavlju, standardna operacija komplement fazi skupa je primer jedne unarne
fazi operacije, dok su standardne operacije presek i unija primeri za binarne operacije medu fazi
skupovima. Unija fazi skupova A i B daje najmaniji fazi skup koji sadrzi oba skupa, dok njihov presek
predstavlja najvedi fazi skup sadrzan istovremeno i u A i u B. Drugim reCima, standardna opercija unije
fazi skupova je najslabija moguca njihova unija, a standardna operacija preseka predstavlja njihov najjaci
moguci presek. To svakako nisu jedinstveni, a pokazaée se Cesto ni najbolji, nacini za definisanje
operatora. Na primer, kod preseka fazi skupova, veéi fazi skup se potpuno izbacuje iz razmatranja i
jedino maniji fazi skup uti¢e na rezultat. Ovakvi rezultati su za neka istraZivanja dovoljni, dok su za neka
jednostavno nepotpuni i zbog toga je neophodno uvodenje alternativnih operatora. Svi alternativni
operatori koji slede bice uvedeni uz pomo¢ aksioma, a zatim ¢e biti navedene neke od vaznih osobina
koje tako definisani operatori zadovoljavaju.

Operatori usrednjavanja predstavljaju trecu klasu binarnih fazi operatora. Intuitivno poti¢u od zamisli da
se nekoliko fazi skupova kombinuju u jedan na osnovu koga se donosi odluka. Na primer, neka se
posmatra uspeh neke kompanije po kvartalima i neka je on ocenjen jednim od sledecih opisa: veoma
dobar, dobar, osrednji, los, veoma los. Operator usrednjavanja sluZi da izvuce jedan fazi skup na osnovu
sva Cetiri koji ¢e dobro oslikavati uspeh kompanije na nivou cele godine.

2.1 Fazi komplement

Komplement je unarna operacija koja, intuitivno, mora da predstavlja neku vrstu negacije. Drugacije
receno, fazi komplement se definiSe kao funkcija za koju vazi da Sto je veci stepen pripadnosti nekog
elementa x u 4, to je manji stepen pripadnosti tog elementa u A. Formalno,
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Definicija 2.1.1 [13]  (fazi komplement)
Fazi komplement je funkcija c: [0,1] — [0, 1]
c(a()) = pua(x),
koja zadovolja sledeée dve aksiome:
Al (rubni uslovi) c(0)=1ic(1) =0,
A2 (monotonost) a<b=c(a) =c(b)?, Vabel01].

A1l kaze da ako element pripada skupu A sa pripadno$¢u 0, onda pripada A sa pripadno$¢u 1. Analogno,
ako pripada A sa stepenom 1, tada pripada A sa stepenom 0. Aksioma A2 zahteva od funkcije ¢ da bude
monotono nerastuéa funkcija. Zbog prakticnog znacaja, Cesto se od fazi komplementa trazi da
zadovoljava jos dve dodatne aksiome:

A3 neprekidnost i
A4 involucija c(c(a)) =a, Va€e][0,1].
Navedene cetiri aksiome ipak nisu nezavisne, tj. moZe se pokazati da cCinjenica da neka funkcija

¢:[0,1] — [0, 1] zadovoljava A2 i A4 povlaéi za sobom i ispunjenje aksioma Al i A3. Na slici 2.1.1
prikazane su klase razlicitih fazi komplemenata.

svi fazi komplementi
| (A1iA2)

komplementi fazi
skupa definisani kao
standardne operacije

svi involutivni fazi

4

komplementi (A1,
svi neprekidni fazi \ A2, A3, Ad)
komplementi (A1, A2, A3) T

sve funkcije ¢: [0, 1] — [0,1]

Slika 2.1.1 Klase fazi komplemenata

' Oznake a, b € [0, 1] uvedene su radi lak3eg zapisa, ali one zapravo predstavljaju funkcije pripadnosti fazi skupova
AiB, 1. puu(x) i pp(x).
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Primer 2.1.1

Funkcija

1, =x<t
C(x)—{(,, >t x€[0,1], te[0,1]

predstavljena na grafiku 2.1.2 je jedan primer fazi komplementa koji zadovoljava samo rubne uslove i
monotonost, tj. aksiome Al i A2. n

A
c(x)

d »
T L

t 1 X

Slika 2.1.2 Fazi komplement koji zadovoljava samo A1 i A2

Primer 2.1.2
Funkcija

c(x) = %(2 + sinmx)

je primer fazi komplementa koji pored osnovnih aksioma Al i A2 zadovoljava i neprekidnost, odnosno
A3. Da c(x) ne zadovoljava A4 sledi iz c(c(l)) = 0.68. Graficki je predstavljen na slici 2.1.3. =]

08 e S
/// ‘\\
7 N
e \\
0.6
+0.4
0.2
0;] 0;2 0;3 0;4 0;5 0;6 0;7 U;EI 0;9
X
Slika 2.1.3 Fazi komplement koji nije involutivan
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Jedna vazna klasa involutivnih fazi komplemenata je Sugeno® klasa koja se definise na slede¢i nacin:

A € (—1,00).

1+ Ax’

cp(x) =

Za svako razli¢ito A dobija se razliciti involutivni fazi komplement, dok se za A = 0, dobija standardni fazi
komplement cy(x) = 1 — x. Na slici 2.1.4, graficki je prikazan Sugenov fazi komplement za razli¢ite
vrednosti A € (—1, ).

Teorema 2.1.1 [13] (involucija Sugeno komplementa)

Klasa Sugeno komplemenata

W =—X,  ae(-1
c(x) = , —1,00
g 1+ Ax )
je klasa involutivnih fazi komplemenata.
Dokaz:
Treba pokazati da vazi ¢; ( c;(x)) = x.
1_1—x 1+Ax—1+x
c(c(x)):l_c’l(x): 1+Ax _ 1+ Ax :x(/1+1): =
AL 1+AG0() 14, 1=x  1T+x+2(0-x)  1+1
1+ Ax 14+ Ax
c;(x) H\“Mx
0.8 \H“x\
ko6 \H‘“x\ =73
1=0
LD.4 H\“\H
Lok ‘HH‘“M\
A =100 “
0.1 o2 0.3 0.4 U.b Ojb D;F U;H 0;‘.! H-\"'-;_HH'
Slika 2.1.4 klasa Sugenovih fazi komplemenata ¢, (x) za razlicite vrednosti A € (—1, ).

Jo$ jedan vazan tip fazi komplemenata je Jagerova® klasa u kojoj se nalaze svi fazi komplementi
definisani na sledeci nacin:

* Michio Sugeno je japanski naucnik koji je posvetio veéinski deo svog rada upravo fazi skupovima, fazi logici i, pre
svega, njihovim aplikacijama. Bio je predsednik japanskog Drustva za Fazi Teoriju i Sisteme, kao i Internacionalne
Asocijacije Fazi Sistema. Poznat je po svojim nastojanjima da spoji prakti¢an Zivot i nauku, te je fazi sisteme
upotrebljavao pri modeliranju pametnih kamera, industrijskih kontrola sistema, malih kuénih aparata, automobila i
helikoptera na daljinsko upravljanje. Po njemu je nazvan i jedan od najcuvenijih modela za fazi zakljucivanje -
Takagi — Sugeno model.

2 Ronald Robert Yager je americki istraZziva¢ usmeren na veStacku inteligenciju, donosSenje odluka usled
neizvesnosti kao i fazi logiku.
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co(x)=(010- x“’)%, we(0, ).

Slika 2.1.5 prikazuje razli¢ite oblike funkcije c,,(x) u zavisnosti od promene parametra w. Ovoga puta, za
w = 1 dobija se standardni fazi komplement, tj. ¢; (x) = 1 — x. Iz ¢injenice da je ¢;(1) = 0 # 1 sledi da
ova klasa ne sadrzi involutivne fazi komplemente.

€u(x)
‘\.\\
e,
S
0.8 Ny
S
e
S
e
0=1
Lo.6 \u\‘ 2
w=1
-
0.4 ",
\“x
s =05 .
e
Loz \\\
w=0.1 g
M
L I:I.ll 0;2 ﬂli I:I;li D;S 0;6 OIT D;l 0;9 \‘\.I
.
Slika 2.1.5 klasa Jagerovih fazi komplementa c,, (x) za razli¢ite vrednosti we (0, o)

Definicija 2.1.2 [13] (ekvilibrijum fazi komplementa)
Ako je c(a) fazi komplement, njegov ekvilibrijum je vrednost a € [0, 1] za koju vazi:

c(a) = a.

Teorema 2.1.1 [13]

Svi fazi komplementi imaju najvise jedan ekvilibrijum.

Dokaz:
Neka je ¢ proizvoljan fazi komplement. Njegov ekvilibrijum a zadovoljava jednacinu

c@)—a=0, a€[0,1].
Neka su, dalje, a, i a, dva razli¢ita ekvilibrijuma i neka je a; < a,. Tada vaii,
c(a;) —a; = c(az) — ay.
Po definiciji je funkcija ¢ monotono nerastuca (A2), pa vazi daje c(a,) = c(a,), za a; < a,. Odnosno,
c(ay) —ay > c(az) — ay,

Sto je u kontradiciji sa potrebnom jednakos$c¢u, te se moze zakljuciti da je polazna pretpostavka o
postojanju dva razli¢ita ekvilibrijuma netacna. a
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Ekvilibrijum Sugeno fazi komplementa dobija se kao pozitivno reSenje jednacine c,l(ecl) =eg,:

Vi+a-1
, A#0
e, =1, * : =
E' }l=0

2.2 Trougaone norme i konorme

Trougane norme i konorme vode poreklo jo$ iz radova Karla Mengera® (1942. godine), ali se formalna
definicija koja se koristi i danas uvodi tek 1963. godine u delu Asocijativne funkcije i apstraktne
semigrupe® nau¢nika Svajcera i Sklara, dodusge ne u sklopu fazi skupova ve¢ za modeliranje rastojanja u
probabilistickim metrickim prostorima. U teoriju fazi skupova uvode ih Hole u svom delu Probabilisticka
uniformizacija fazi topologija®® i Alsina, Triljas i Valverde u delu O nekim logickim veznicima teorije fazi
skupova®’.

One prestavljaju uopstenje konjunkcije koja se javlja u klasi¢noj logici na fazi logiku. Ime su dobile zbog
¢injenice da su, predstavljene na graficima, trougaonog oblika. Do danas su trougaoni operatori nasli
svoju primenu u mnogim oblastima kao Sto su teorija informacija, teorija igara, fazi logika, statistika i
mnoge druge.

Trougaone norme i konorme ne pokrivaju sve nacine na koji se fazi skupovi mogu spajati, ali objedinjuju
sve operatore agregacije koji su asocijativni.

Klasa preseka fazi skupova se moZe definisati koristeé¢i ideju upotrebljenu za formulaciju fazi
komplementa. Dakle, presek fazi skupova je funkcija koja uz pomoé funkcija pripadnosti u, i ug
konstruiSe funkciju pripadnosti preseka dva fazi skupa, tj. usnp-

[13] (trougaona norma)
Trougaona norma, ili krace t-norma, je funkcija T: [0,1] X [0,1] — [0, 1] koja za svako a, b, c € [0, 1]28
zadovoljava sledece aksiome:

rubni uslovi T(a,1) =a,

monotonost Akojeb < conda T(a,b) <T(a,c)
komutativnost T(a,b) =T(b,a),

asocijativnost T(a, T (b, c)) =T(T(a,b),c).

2K, Menger, Statistical Metrics

2B, Schweizer, A. Sklar, Associative Functions and Abstract Semigroups

2% U. Héhle, Fuzzy Sets and Systems

%7 C. Alsina, E. Trillas, L. Valverde, On Some Logical Connectives for Fuzzy Set Theory

% a,b, c € [0,1] predstavljaju funkcije pripadnosti p, (x), tg (x), e (x) fazi skupova A, B i C.
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Kada neki od argumenata funkcije T dostize punu pripadnost, intuitivno, stepen pripadnosti preseka
postaje drugi argument, $to obezbeduje prva aksioma. Aksioma monotonosti obezbeduje logi¢an zahtev
da smanjenje stepena pripadnosti bilo kog skupa, ne sme da proizvede povecanje stepena pripadnosti u
preseku. Komutativnost obezbeduje simetri¢nost trougaone norme, dok asocijativhost daje moguénost
da se posmatra presek bilo kog broja skupova, nezavisno od njihovog redosleda.

Ovako definisana t-norma se moze koristiti za modeliranje preseka fazi skupova. Za modeliranje preseka
fazi skupova je prvobitno koriséena funkcija minimuma (poglavlje 1.4), a sada se presek fazi skupova
moze definisati koristedi bilo koju funkciju koja zadovoljava osobine iz definicije 2.2.1.

[13] (o rubnim uslovima trougaonih normi)
Za trougaonu normu T: [0, 1] x [0,1] - [0, 1] vaiZi:

T(0,0) =T(0,1) =T(1,0) =0

T(1,1) =1.
Dokaz:
Al T(a,1)=a,a=0 =T(0,1) =0,

A3 T(0,1)=T(1,0)=0=> T(0,1) =0,
A2 0<1,1<1=>=T(0,0)<T(0,1)=0=>T(0,0)=0. @
Analogno definiciji t-norme definisSe se trougaona konorma kao operator koji opisuje fazi uniju:

[13] (trougaona konorma)
Trougaona konorma, ili kraée t-konorma, je funkcija S:[0,1] x [0,1] = [0, 1] koja za svako a,b,c €
[0, 1] zadovoljava sledeée aksiome:

rubni uslovi S(a,0) =aq,

monotonost Akoje b < c¢,onda S(a,b) < S(a,c),
komutativnost S(a,b) = S(b,a),

asocijativnost S(a,S(b,c)) = S(S(a,b),c).

Dakle, sliéno kao trougaona norma, unija fazi vrednosti se moze definisati koristeéi trougaonu konormu,
tj: uaup (X)) = S(pa(x), up(x)).

Poredeci definicije 2.2.1 i 2.2.2 moze se zakljuditi da se t-norme i t-konorme razlikuju samo po prvoj
aksiomi, tj. razlikuje im se samo rubni uslov. Jasno, standardan presek fazi skupova definisan od strane
Zadeha, odnosno funkcija minimuma je jedna trougaona norma, dok je standardna unija fazi skupova, tj.
funkcija maksimuma trougaona konorma.

[13] (o rubnim uslovima trougaonih konormi)
Za trougaonu konormu S: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] vaii:

S(0,0) =0
$(0,1) = S(1,0) = S(1,1) = 1.
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Dokaz:
Sledi direktno iz aksioma A1, A2 i A3, a analogno dokazu teoreme 2.2.1 &

Trougaone konorme mogu se posmatrati i kao dualan operator odgovaraju¢e trougaone norme,
odnosno, za t-normu t(a, b) i t-konormu s(a, b) vaze sledeée jednakosti:
S(a,b)=1-T(A—-a,1->b)i
T(a,b)=1—-S(1—a,1-D>b).

Sledeée tvrdenje govori o nacinu kako se od proizvoljne t-norme i proizvoljnog involutivnog fazi
komplementa formira odgovarajuéa t-konorma29.

[13] (o dualnosti trougaonih normi i konormi)
Neka je data trougaona norma T (a, b) i involutivan fazi komplement c(a):

T:[0,1] x [0,1] = [0,1],
c:[0,1] - [0,1], c(c(a)) =aq.

Tada je funkcija S: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1]:
S(a,b) = ¢ (T(c(a),c(b)))

trougaona konorma. Analogno vaizi i tvrdenje daje T(a,b) = ¢ (S(c(a), c(b))) trougaona norma.

Dokaz:
Potrebno je pokazati sve Cetiri aksiome iz definicije t-konorme:

(A1)  S(a,0) =c (T(c(a),c(O)))

= c((c(a), 1)) (A1 za fazi komplement)
= c(c(a)) (A1 za t-normu)
=a (involutivan fazi komplement)
(A2) b<d>= c)=c(d (A2 za fazi komplement)
T(c(a),c(b)) = T(c(a),c(d)) (A2 za t-normu)

S(a,b) =c (T(c(a), c(b))) <c (T(c(a),c(d))) =S(a,d), b<d
(A3)  S(a,b) = c(T(c(a),c(b)))
= c(T(c(b), c(a))) (A3 za t-normu)
=S(b,a)
() S(a,Sb,d) =c (T (c(@, (5 d))))

= ¢(T <c(a), c (c (T(c(b), C(d)))>>)

=c (T (c(a), T(c(b), c(d)))) (involutivan fazi komplement)

*® Kako je c(a) = 1 — a involutivan fazi komplement, tako su ove jednakosti samo specijalan slu¢aj teoreme 2.2.3.
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=c(T (T(c(a), c(b)), c(d))) (A4 za t-normu)

=c(T <c (c (T(c(a), c(b)))) , c(d))) (involutivan fazi komplement)
=S(S(a,b),d)

Iz A1, A2, A3 i A4 sledi da je ovako definisano S: [0, 1] x [0,1] — [0, 1] trougaona konorma. a

Teorema 2.2.4 [13] (o idempotentnosti)

Tmin(a, b) = min {a, b}, je jedina idempotentna t-norma, kao 3to je i S,4x(a, b) = max{a, b} jedina
idempotentna t-konorma.

Dokaz:

Neka je T idempotentna t-norma. Tada vazi:

T(a,a) =a, a€][0,1].

Iz A2 (monotonost) za trougaone norme i teoreme 2.2.1 (teorema o rubnim uslovima t-normi) sledi da
zasvakoa,b € [0,1],a < b vaii:

a=T(a,a) <T(a,b) <T(a,1) =a.
Dakle, T(a,b) = a = min{a, b}.

Za a = b analogno se dobija:

b=T(b,b)<T(b,a)<T(b,1) =b,
odnosno T(a,b) = b = min{a, b}.
Analogno se pokazuje tvrdenje za t-konormu. 4

Kao i kod fazi komplementa, tako se i od trougaonih normi i konormi zbog prakti¢nih razloga naj¢esée
traZi da zadovoljavaju jo$ neke uslove, naj¢esce su to neprekidnost i striktna monotonost, tj. (V a4, a,,
by, b, €[0,1], a; < a,, by < by, T(ay,b;) < T(ay,b,),odnosno S(ay,by) < S(a,, by).

U literaturi postoji mnosStvo razliitih predloga za t-norme i t-konorme. Ono $to im je zajednicko je da su
u krajnjim tackama intervala (nuli i jedinici) sve potpuno iste. Razlozi zbog kojih postoji toliko razli¢itih
klasa t-normi i t-konormi leZe u Cinjenici da norma koja daje sjajne rezultate u jednoj aplikaciji, moZe da
dovede do potpuno beznacajnih rezultata u nekoj drugoj. Stoga formulisanje i izbor trougaonih normi i
konormi zavisi od toga u kojoj oblasti i kako nameravaju da se primenjuju, kao i od onoga Sta se od njih
ocekuje.

Cetiri osnovne trougaone norme (konorme) su norma drasti¢nog preseka (unije), norma standardnog
preseka (unije), algebarski proizvod (suma) i Lukasijevi¢eva trougaona norma (trougaona konorma) i
prikazane su u tabeli 2.2.1.

. a, b=1 .y a, b=20
norma drasticnog T, (ab)=1b a=1 norma drasticne Syu(a,b) = b a=0
preseka v 0, in;(:e unije e 1, in;ée
norma . norma standardne
standardnog Tmin(a,b) = min {a, b} uniie Smax(a, b) = max {a, b}
preseka J
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algebarski _ B
proizvod Typ(a,b) = ab algebarska suma Sas(a,b) =a+b—ab
Lukasijeviceva t- B Lukasijeviceva t- .
horma T, (a,b) = max{a + b — 1,0} Konorma S.(a,b) = min{1,a + b}

Tabela 2.2.1  Cetiri najpoznatije trougaone norme (konorme)

Neke od standardnih klasa t-normi date su u Tabeli 2.2.2a, dok se u Tabeli 2.2.2b nalaze analogne klase
t-konormi, sve su nabrojane po imenima naucnika koji su ih definisali:

1
Tp(a,b) = , A€ (0,
Dombi p(ab) 1 1 % )
1+ |G- D'+ G- DY
ab
Duboa - Prade Tpp(a,b) = W, a €[0,1]
1
Jager Ty(a,b) = 1 — min {1, (A-a)?+(1- b)“’]E}, w € (0,0)
(s* =" -1
Frank Tr(a,b) =logg| 1+ p— , §>0,s#1
Hamak Ty(a, b) ab >0
amaker =
HOD) = A —r)a+b—ab) |
& s . 1
Svajcer i Sklar Tss(a,b) = (max {a? + b? —1,0})P, p#0
a+b+Aab—-1
Veber Ty (a,b) = max{ T2 ,0}, A>-1
Ju Tyy(a,b) =max {(1+A)(a+b—1)—Aab,0}, A>-1

Tabela 2.2.2a Neke klase t-normi

Dombi Sp(ab) = 1 1 1 _/11’ o
1+ |G-+ G- 1}
Duboa - Prade Spp(a,b) =1— po— {((11 —az)(,l(l f)b), mt a € [0,1]
Jager Sy(a,b) = min {1, [a® + b“’]%}, w>0
Frank Sr(a,b) =1 —log; <1 + (7 —Sl)_(sll‘b — 1)), s>0,s#1
Hamaker Sy(a,b) = ¢ -:_II)_ :boéli(i ;)2), r>0
Svajcer i Sklar Sys(@,b) = 1 — (max (1—a)? + (L—b)’ = L,0)P, p#0
Veber SW(a,b)=min{1,a+b— 1_)Lab}, A>-—1
Ju Syy(a,b) =min{l,a+ b + Aab,0}, 1> -1

Tabela 2.2.2b  Neke klase t-konormi
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Cetiri elementarne t-norme i t-konorme iz tabele 2.2.1 mogu se na razli¢ite nacine izvesti iz klasa
prikazanih u tabelama 2.2.1i2.2.2, i to:

Norma drasticnog preseka, u oznaci T4, (@, b), dobija se kao specijalan slu¢aj norme koju je formulisao
Dombi 1982. godine, za A — 0. Takode, ista norma moZe se dobiti i kada parametri iz Hamakerove ili
Juove klase t-normi teze beskonacnosti, ili u slucaju kada parametar w iz Jagerove klase konvergira ka
nuli.

Analogno, norma drasti¢ne unije, S, (a, b), je specijalan slu¢aj klase Dombijevih t-konormi za A - 0.
Norma drasticnog preseka i norma drasticne unije predstavljene su na grafiku 2.2.6.

Norme standardnog preseka i unije (slika 2.2.7) formulisanih u prethodnom poglavlju, mogu se takode
dobiti na vise nacina, na primer kada je parametar « iz klase Duboa-Prade t-normi jednak nuli.

Algebarski proizvod mozZe se dobiti ukoliko u Veberoj klasi t-normi parametar A teZi beskonacnosti, ili
kada p —» 0 u klasi Svajcera i Sklara. Analogno se iz odgovarajucih klasa t-konormi dobija algebarska
suma. Graficki su predstavljene na slici 2.2.8.

Norma poznata u literaturi kao Lukasijeviceva t-norma, dobija se kao specijalan sluc¢aj Frankove klase (za
s — o) ili Jagerove (za w = 1). Analogno se moZe izvesti i LukaSijeviteva t-konorma®, a obe su
predstavljene na slici 2.2.9.

Slika 2.2.6 Graficki prikaz norme drasticnog preseka (levo) i drasticne unije (desno)

30 vee .y . . P .y . .y .
Lukasijevi¢eva norma i konorma poznate su takode i pod nazivima ograni¢ena razlika, odnosno ogranicen zbir.
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Slika 2.2.7 Graficki prikaz t-norme standardnog preseka (levo) i t-konorme standardne unije (desno)

Slika 2.2.8 Graficki prikaz t-norme algebarskog proizvoda (levo) i t-konorme algebarske sume
(desno)

04

02

Slika 2.2.9 Graficki prikaz Lukasijeviceve t-norme (levo) i t-konorme (desno)
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Za Cetiri elementarne t-norme vazi slededi odnos:

po(a: b) < TL(arb) < Tap(ar b) < Tmin(av b);

dok za t-konorme, analogno, vazi:

Smax(a, b) < Sgp(a,b) < S.(a,b) < Sgy(a, b).

U narednoj teoremi pokazano je da je proizvoljna t-norma uvek ve¢a od norme drasticnog, a manja od
norme standardnog preseka, kao i da je proizvoljna t-konorma uvek manja od norme standardne, a veca
od norme drasti¢ne unije. Ovaj odnos je veoma vaZan pre svega zato Sto ilustruje interval na kom
trougaone norme i konorme deluju.

[13]
Za svaku t-normu T: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] vazi:

Tap(a,b) < T(a,b) < Tyin(a, b).

Dokaz:

Iz Al (rubni uslovi) i A2 (monotonost) za t-normu vazi:
T(a,b) <T(a,1) =a,
a zbog A3 (komutativnost):
T(a,b) =T(b,a) <T(b,1) =b.

Dakle, kako vazi T'(a,b) < aiT(a,b) < b, tako je
T(a,b) < min {a, b} = Tpin(a, b).
Dalje, zbog Al vazi:
T(a,b)=a, b=1iT(a,b) =b, a=1,akakoje
T(a,b) < min {a, b}, iT(a,b) € [0,1], jasno je da vazi:
T(a,0) = T(0,b) = 0.

Dalje je zbog A2 zadovoljeno:
T(a,b) = T(a,0) =T(0,b) = 0, a kako je Typ(a, b) definisano na slededi nacin:

a, b=1
Tap(a,b) =1b, a=1
0, inace

vaZidaje Ty,(a,b) <T(a,b). 4

[13]
Za svaku t-konormu S: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] vaii:

Smax(@, b) < S(a,b) < Sgyu(a,b).
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Dokaz:
Sledi direktno iz aksioma A1, A2 i A3 za t-konorme, a analogno dokazu teoreme 2.2.5. #

2.3 Operatori usrednjavanja

Jo$ jednu vaznu klasu fazi operatora predstavljaju operatori usrednjavanja koji su veoma znacajni u
mnogim oblastima, prevashodno u donos$enju odluka, kao i glasanju. Matematicki gledano, njihova
vaznost ogleda se u cinjenici da pokrivaju deo intervala koji nije objasnjen trougaonim normama i
konormama. Drugacije receno, pruzaju moguénost da se nizi stepen nekog kriterijuma kompenzuje visSim
stepenom nekog drugog, Sto sa presekom fazi skupova i unijom fazi skupova nije bilo moguce (presek
skupova ¢ée imati visoke vrednosti samo ako ih svi skupovi budu imali, dok ¢e unija imati visoke vrednosti
ako ih bilo koji od skupova ima). Naime, sve trougaone norme daju rezultat koji je maniji ili jednak
min{a, b}, dok sve trougaone konorme daju rezultat vedi ili jednak max{a, b} (teoreme 2.2.5 i 2.2.6).
Deo intervala koji se nalazi izmedu min{a, b} i max{a, b} prostor je delovanja operatora agregacije koji
se definiSu na slededi nacin:

[13] (operator usrednjavanja)
Operator usrednjavanja je funkcija H: [0,1] x [0,1] — [0, 1] koja za svako a, b, ¢ € [0, 1]31 zadovoljava
sledece aksiome:

idempotentnost H(a,a) = a,
monotonost H(a,b) < H(a,c), Vb,c€]0,1],b<c,
komutativnost H(a,b) = H(b,a),

Kao i kod t-normi i t-konormi, tako se i od operatora usrednjavanja cesto zahtevaju neke dodatne
osobine, najcesce je to neprekidnost.

MoZe se pokazati da su svi operatori agregacije koji se nalaze izmedu standardne operacije minimuma i
maksimuma idempotentni, tj. da za svaki operator usrednjavanja vaZi odnos naznacen u narednoj
teoremi (Slika 2.3.1 predstavlja intuitivan prikaz odnosa izmedu t-normi, s-normi i operatora
usrednjavanja).

(13]
Za svaki operator usrednjavanja H: [0,1] x [0,1] - [0, 1] vaZzi32:
min{a,,a,} < H(a,,a,) < max{a,,a,}.

Dokaz:
Neka je:

Amin = min{a;, a,}i

Amax = max{ay, az}.
Jasno, apmin < Amax-
Tada iz aksioma Al (idempotentnost) i A2 (monotonost) sledi:

min{a,,a;} = Amin = H(@min, Gmin) < H(aq,a2) < H(Qmax QGmax) = Amax = max{a,,a,}. 9

*1a,b,c € [0,1] predstavljaju vrednosti funkcije pripadnosti u, (x), g (), e (x) fazi skupova 4, B i C.

%2 0dsustvo stroge nejednakosti potice iz Cinjenice da je standardna operacija minimuma jedina idempotentna t-
norma, a standardna operacija maksimuma jedina idempotentna s-norma. (teorema 2.2.4)
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A
1
s-norme
operatori operatori
usrednjavanja usrednjavanja
t-norme
Slika 2.3.1 Intuitivan prikaz svih operatora agregacije

Teorema 2.3.2 [13] (o rubnim uslovima operatora usrednjavanja)

Za operator usrednjavanja H: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] vaZi:

H(0,0) =0i
H(1,1) =1.
Dokaz:
Sledi direktno iz aksiome A1, tj. idempotentnosti operatora usrednjavanja. a

U tabeli 2.3.1 pobrojane su neke osnovne klase operatora usrednjavanja.

generalizovana P|aP + bP
p-sredina Hy,(a,b) = > PE R\{0}

. o 1-AN(a+b
fazi veznik i H,(a,b) = Amin{a, b} + ()2#, A€]0,1]
. S 1-AN(a+b
fazi veznik ili Hy(a,b) = Amax{a, b} + ()2#, 1€[0,1]
Hurvicov* operator .
usrednjavanja H;(a,b) = Amax{a, b} + (1 — ) min{a, b}, A€ [0,1]
max{a, b}, a,b €[0,1]
medijana Hpeqa = {min{a, b}, a,b € [1,0]
A, inace
kvaziaritmeticka Hys(a,b) = 71 (Af (@) + (1 = Df (D)),
sredina

f — neprekidna, strogo monotona

Tabela 2.3.1  Neke klase operatora usrednjavanja

** Adolf Hurwitz (1859 - 1919) bio je nemacki matematicar. Bavio se algebrom, analizom, geometrijom i teorijom
brojeva.
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Napomena 2.3.1

Generalizovana sredina: za p - —o0 je to minimum, za p = —1 harmonijska sredina, a za p—> 0
geometrijska, za p = 1 aritmetitka, a za p — o dobija se maksimum, te se moze zakljutiti da klasa
generalizovanih p-sredina pokriva ceo interval [max{a, b}, min{a, b}].

Napomena 2.3.2
MoZe se pokazati da je medijana jedini asocijativan operator usrednjavanja.

Slika 2.3.2 Graficki prikaz aritmeticke (levo) i geometrijske sredine (desno)

Z

Slika 2.3.3 Graficki prikaz fazi veznika A (levo) i fazi veznika V (desno) za A = 0.2
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0.2

Slika 2.3.4 Graficki prikaz Hurvicovog operatora za A = 0.3 (levo) i A = 0.8 (desno)

Specijalna klasa operatora usrednjavanja je klasa OWA operatora (eng. Ordered Weighted Averaging
operators) koju je uveo Jager 1988. godine u svom delu O uredenim ponderisanim operatorima
usrednjavanja u visekriterijumskom odlucivanju®. Klasa OWA operatora, iako relativno nov pojam, nasla
je Siroku primenu, pre svega u modeliranju lingvistickih promenljivih. Njihova vaznost ogleda se narocito
u tome Sto predstavljaju klasu operatora koji pokrivaju ceo interval [min{a, b}, max{a, b}].

Definicija 2.3.2 [25] (OWA operatori)
Neka je w = (wq, W5, ..., w,) vektor pondera i neka vazi:
vie N, w; € [0,1]i
n

Z w; = 1.
i=1

Tada se OWA operator definiSe kao operator usrednjavanja za koji vazi:

n
HOWA(a]J az, ..., an) = Z a)ibi
i=1

gde je vektor b = (by, by, ..., b,) permutacija vektora a = (a, a,, ..., a,) takva davaZi b; < b;, Vi < j.

Lako je primetiti da se za specijalne slucajeve vektora pondera w dobijaju neki od osnovnih operatora
usrednjavanja: za w = (0,...,0,1) dobija se minimum, za @ = (1,0,...,0) maksimum, za w =
(1/n, 1/n» . 1/n) aritmeticka sredina, dok se za w = («,0,0,...,0,1 —a) dobija Hurvicov OWA
operator.

3 Yager, 1988, On Ordered Weighted Averaging Aggregation Operators in multicriteria decision making
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Operacije sa fazi brojevima

3.1 Fazibroj

Definicija fazi brojeva intuitivho poti¢e od fazi skupova koji su oblika A = {svi brojevi oko a}. Ovakvi
skupovi srec¢u se veoma cCesto u vecini aplikacija koje koriste fazi skupove, a po svojoj definiciji uvek
zadovoljavaju odredene osobine. Jasno, ti skupovi su uvek normalizovani, jer dostizu punu pripadnost za
element a. Ostali zahtevi pobrojani su u formalnoj definiciji:

Definicija 3.1.1 [13]  (Fazi broj)

Fazi broj je fazi skup A definisan na skupu realnih brojeva R koji je:
= npormalizovan visina h(4) je jednaka 1,
= ogranifen jezgro Ay, je ogranicen skup i
= konveksan a — presek A, je zatvoren interval.

Ogranicenost jezgra i konveksnost se zahtevaju da bi se na fazi brojeve mogle uvesti aritmeticke
operacije po uzoru na standardne operacije.

Primer 3.1.1

Na slici 3.1.1 prikazana je evolucija realnog broja 2017 kroz njegovu karakteristi¢nu funkciju. Na prvom
grafiku je to tacka 2017, tj. funkcija 4 (x)
1, x = 2017
Ha(x) = {0, inace’
Na drugom grafiku je predstavljen interval, tj. funkcija ug(x) koja je jednaka 1 na intervalu 2010 < x <
2024, ainace 0.
Na poslednja dva grafika prikazani su skupovi
C = {svi realni brojevi oko broja 2017} i
D = {svi realni brojevi blizu broja 2017}.
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Skup C je primer fazi broja. To je normalizovan, konveksan fazi skup, Cije je jezgro ograni¢eno na
[2012,2022]. Skup D se naziva fazi interval, koji je sam po sebi takode fazi broj, jedina razlika je $to ne
postoji samo jedan element koji dostize punu pripadnost, ve¢ vide njih®. &

A A
Ha(x) pp (%)
1 9 1
- | .
T > T »
2017 * 2010 2017 2024 x
A A
te(x) Hp(x)
1 1
[l - | -
1 I T » 1 T T >
2012 2017 2022~ 2012 2017 2022 x
Slika 3.1.1 Graficki prikaz broja 2017, kao realan broj, realan interval, fazi broj i fazi interval

Dva najcesSca oblika fazi brojeva su trougaoni i trapezoidni fazi broj (kao u primeru 3.1.1). Medutim,
postoje i drugi oblici fazi brojeva koji su u nekim aplikacijama mnogo korisniji, to je, recimo, fazi broj ¢ija
je funkcija pripadnosti u obliku zvona®. Takode, funkcije pripadnosti fazi brojeva ne moraju biti
simetri¢ne, naprotiv, to mogu biti i opadajuce ili rastuée funkcije koje Cesto sluze za opisivanje skupova
oblika A = {brojevi veti (manji) od x}.

Sledec¢a teorema daje interpretaciju fazi broja uz pomo¢ dve funkcije koje se nalaze levo (left - L),
odnosno desno (right - R) od elementa (ili elemenata) koji imaju punu pripadnost. Drugim rec¢ima, daje
moguénost da se, uz specijalne uslove, funkcija pripadnosti nekog fazi broja definise po delovima. Fazi
brojevi definisani na ovaj nacin zovu se LR fazi brojevi.

Teorema 3.1.1 [13] (LR fazi brojevi)
Fazi skup A je fazi broj ako i samo ako postoji zatvoren interval [a, b] # @ takav da vazi:

35 . . . .. . o . v . . .
U zavisnosti od autora, termin fazi interval se posebno obraduje, ili se smatra posebnim slucajem fazi brojeva. S
obzirom na to da je razlika izmedu ova dva pojma veoma mala, u radu ¢e se posmatrati zajedno.

36 .. P . .. . . v v . 70 v.
Funkcija koja ima oblik zvona zavisi od tri parametra a, b i ¢ i naj¢escée je zadata na sledeci nadin:f (x) = W’
14—
a

_Lx=¢cy
ali takode se Cesto upotrebljava i Gausovo zvono: f(x) = e 205,
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1, x € [a, b]
pa(x) =41(x),  x € (=,a)
r(x), x € (b, )

gde su funkcije I[(x) i r(x) definisane na slededi nacin:
l: (—o0,a) — [0, 1] monotono rastucda, neprekidna sa desne strane i
Ja, takodajel(x) =0,x € (—o,a;) i

r: (b, ) — [0, 1], monotono opadajuca, neprekidna sa leve strane i
b, takodajer(x) = 0,x € (b, ).
Dokaz:

=)

Neka je skup A fazi broj. Tada je (po definiciji 3.1.1) @ — presek A, zatvoren za svako a € (0,1] i 4, je
neprazan zatvoren interval jer je fazi skup A normalizovan. Dakle, postoje neki realni brojevia i b,a < b
takvi da je A = [a, b], odnosno puu(x) = 1zax € [a,b]ius(x) < 1zax €& [a,b].

l(x) monotono rastuca
Neka je [(x) = py(x), x € (—o0,a),tj.vazi0 < I(x) < 1ljer0 < puu(x) < 1.
Kako je A konveksanivaziu,(a) =1

ta(y) = minfu, (), ua(@)} = pa(x), za x <y < a.
Dakle, zax < y, l(x) < I(y), pa je [(x) monotono rastuca.

l(x) neprekidna sa desne strane
Neka vazi suprotno, tj. neka za neko x, € (—o0, a) postoji niz {x, } takav da je x,, = x, za svako n i vazi:
lim x, = x,.
n—oo
Tada vaii:
rlli_I}c}ol(xn) = #_{2} ta(xn) = a > U(xg) = pa(x0)-
Vn, x, € Ay, pa i xy € A,. Dakle, 1(xy) = ua(xg) = a, $to je kontradikcija, pa se moZe zakljuciti da je
pocetna pretpostavka pogresna, odnosno da je [(x) neprekidna sa desne strane.

Analogno se dokazuje da je funkcija r(x) monotono opadajuca i neprekidna sa leve strane.
Kako je Afazi broj, nosa¢ Ay, je ograni¢en skup, odnosno postoje a,,b; € R/{—0, 0} takvi da je
pa(x) =0zax € (—0,a;) U (by, ).

&

Neka je fazi skup A definisan pratedi uslove teoreme.
Ovakav fazi skup je o€igledno normalizovan, a njegov nosac, A, je ogranicen jer je Ay, S [ay, b1].
Ostaje samo da se pokaZe da je svaki a-presek zatvoren interval. Neka vazi

Xq = Inf{x|l(x) = a,x < a}i

Yo = sup{x|r(x) = a,x > b}.
Treba pokazati da je A, = [xg, V,], za svako a € [0, 1].
Za svako x, € A, ukoliko je xg < @, onda je l(xg) = u,(xy) = a. Toznalida x, € {x|l(x) = a,x < a},
odnosno, x, = inf{x|l(x) = a,x < a} = x,.
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Zaxg > b, r(xy) = ua(xy) = a, odnosno x, € sup{x|r(x) = a,x > b}, pa vaii
xo = sup{x|r(x) = a,x > b} = y,.

Jasno je davaZix, < aiy, = b, odnosno [a, b] € [x,, V.]- Posto xy € [x4, V.], ondaje Ay € [x4, Val-

Jos treba pokazati da se x, i y, nalaze u 4,.
Po definiciji x, mora postojati niz {x,,} takav da
lim x, = x,, vn, x, = x,

n—-oo

Kako je funkcija [(x) neprekidna sa desne strane, vazi:

I(x,) =1 (lim xn) = liml(x,) = «a.
n—oo n—-oo
Pax, € A, Sto jeitrebalo pokazati.
Da y, € A, pokazuje se analogno. a

Primer 3.1.2
Fazi broj koji sluzi za predstavljanje koncepta visoka, ali ne veoma visoka Zena, moze se, koristeci ideje iz
teoreme 3.1.1, zapisati na slededéi nacin:
1, x € [175,180]
pa(x) =< U(x), X € (—o0,175)
r(x), x € (180, )
gde su:
1) = { 0, x € (—00,170)
0.2(x —175) +1, x € [170,175]

» )_{ 0, x € (185,00)
) Z1-02(x—185), x €[180,185]

Jasno, parametri iz teoreme su sledeci:
a, =170,a = 175,b = 180,b, = 185.

veoma niska niska prosecna VISOka veoma visoka
A
1 WW
0 ;
150 155 180 185 21
Slika 3.1.2 Fazi skupovi koji opisuju visinu

Na ovaj nacin je funkcija pripadnosti trazenog fazi skupa definisana po delovima, tj. preko svoje leve
funkcije pripadnosti, [(x), koja je rastuda, neprekidna i jednaka nuli na intervalu x € (—o0,170) i svoje
desne funkcije pripadnosti, (x), za koju vaZi da je opadajuéa, neprekidna i jednaka nuli na intervalu
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x € (185,). Leva i desna strana spojene su intervalom [175,180] na kojem je vrednost funkcije
pripadnosti jednaka 1, kao Sto traZi postavka teoreme. Na grafiku 3.1.3 moZe se uociti da ovako
definisan fazi broj (fazi interval) ima trapezoidan oblik i intuitivno potpuno odgovara predstavi o fazi
skupovima kao skupovima koji imaju nejasno definisane granice. &

pa(x)

Slika 3.1.3 Trapezoidan fazi broj definisan po delovima

Postoje i formule uz pomo¢ kojih se na jednostavan nacin moze doéi do trougaonih, odnosno
trapezoidnih fazi brojeva, ukoliko su poznate Zeljene granice intervala:

Funkcija pripadnosti trougaonog fazi broja definise se na [c,d] za ¢ < a < d, gde je [c, d] jezgro fazi
broja, a a je vrednost u kojoj funkcija pripadnosti dostize 1.

xX—c
, c<x<a
_Ja—-c
pa(x) = x—d
, a<x<d
a—d

Analogno, na [c,d] se definiSe funkcija pripadnosti trapezoidnog fazi broja za c <a < b < d, gde je
[c, d] jezgro fazi broja, a [a, b] a — presek za a = 1:

X—C

P c<x
2% .‘(x)z 1’

x—d <x<

b—d’ x

3.2  Princip proSirenja

Da bi se fazi skupovi mogli koristiti u inteligentnim sistemima danasnjice, neophodno ih je modifikovati
tako da se sa njihovim elementima mogu vrsiti, za pocetak, osnovne aritmeticke operacije: sabiranje,
oduzimanje, mnoZenje i deljenje. Ovo se postize uvodenjem principa prosirenja koji predstavlja jedan od
najvaznijih koncepata kada su fazi skupovi u pitanju. Intuitivno, ovaj princip podrazumeva prevodenje
funkcije koja preslikava jedan obi¢an skup u drugi, u funkciju koja preslikava jedan fazi skup u drugi fazi
skup.
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Neka se u fazi skupu A nalaze svi brojevi blizu a, a u fazi skupu B svi brojevi blizu b. Postavlja se pitanje
Sta bi bilo sadrZzano u skupu C = A + B. Intuitivno, skup dobijen sabiranjem dva fazi skupa trebalo bi i
sam da bude fazi skup. Osim toga, moZe se pretpostaviti da se sabiranjem broja blizu a i broja blizu b
dobija neki broj koji je blizu njihovog zbira, tj. blizu broja a + b. Ono $to ostaje nepoznato jeste koja je
zapravo funkcija pripadnosti koja odreduje skup C, definisan kao zbir fazi skupova A i B kao i kako se ona
moze formalno zapisati uz pomo¢ funkcija pripadnosti skupova A i B.

Princip prosirenja formulisan od strane Zadeha je joS uvek u upotrebi. Osnovna ideja je objasniti kako
izgleda slika nekog fazi podskupa A, univerzuma X, kada je na njega primenjena funkcija f: X =Y.
Posmatrana slika fazi podskupa A bi, po prirodi, trebalo da se nalazi u nekom fazi podskupu skupa Y.

(4] (Princip prosirenja)
Neka je f: X — Y, funkcija koja slika obican skup X u obican skup Y. Neka je dalje A fazi podskup skupa X
definisan preko svoje funkcije pripadnosti gy (x).
Tada se f(A) kao fazi podskup skupa Y definise na sledeci nacin:

, f7) #0
A ) = xe;jl_lp(y)m(x) f~O

0, inace
gdejefT'(y) ={xeX | f(x) =y}.

Neka je funkcija f: R — R definisana kao f(x) = e*, i fazi interval (trapezoidni fazi broj) A dat preko
svoje funkcije pripadnosti:

0, x<0
x, 0<x<1
) =39 % T1<x<2
0, x> 2

Tada se koristeci pravila iz definicje 3.2.1 moze lako dobiti f(A)(y) na slededi nacin:
0, y<1
logy, 1<y<e
2— logy,e<y<e?
0, y>e?

fA) =

n

Kada je jednom uveden princip prosirenja, otvorile su se brojne moguénosti za koriséenje fazi brojeva.
Prvi korak je utvrdivanje pravila po osnovu kojih se osnovne operacije sabiranja, mnozenja, oduzimanja i
deljenja proSiruju sa klasi¢nih na fazi brojeve. Prateéi formulaciju principa prosirenja, definise se
operacija * medu fazi brojevima na sledeci nacin:

(A*B)(2) = sup min[A(x),B(y)], VzeR

Z:x*y
gde su A i B proizvoljni fazi brojevi, a rezultat je fazi skup A * B. MoZe se pokazati da je ovako definisan
fazi skup A * B zapravo takode fazi broj.

Osnovne operacije se po uzoru na proizvoljnu operaciju * definiSu na sledeci nacin:
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(A+B)(2z) = sup min[A(x),B(y)], Vz€R,

z=x+y

(A B)(2z) = sup min[A(x),B(y)], Vz€R,

z=xy

(A—B)(z) = sup min[A(x),B(y)], Vz€R,

z=x-y

(A/B)(z) = sup min[A(x),B(y)], Vz€R.
z=x/y

Operacija * medu fazi brojevima se moze uvesti i koriséenjem proizvoljne trougaone norme, na sledeci
nacin:
(A*B)(z) = sup T[A(x),B(y)], vz € R.

Z=x*y

3.3 Aritmeticke operacije uz pomo¢ a - preseka

Osim koriste¢i Zadehov princip prosirenja definisanog u prethodnom poglavlju, aritmeti¢ke operacije
medu fazi brojevima mogu se uvesti i koriséenjem a — preseka, pojma definisanog u definiciji 1.3.1 prvog
poglavlja. Pod pojmom «a — preseka podrazumeva se skup koji sadrzi sve elemente ¢ija pripadnost nije
manja od a. Tada se fazi aritmetika bazira na dva osnovna svojstva —

1. svaki fazi skup (pa time i svaki fazi broj) je jedinstveno odreden svojim a — presecima (Teorema

1.4.1)

2.« — preseci svakog fazi broja su zatvoreni intervali za svako a € (0, 1].
Ova dva svojstva pruzaju moguénost da se definiSu aritmeticke operacije sa fazi brojevima preko
aritmetickih operacija na njihovim a — presecima.

[13]

Neka su A i B fazi brojevi, a * neka od osnovnih aritmetickih operacija. Tada se fazi skup A * B moZe
zapisati preko svog a — preseka, i to na sledeci nadin:

(AxB), = Ay *By, a € (0,1].

Jasno, za slucaj da je operacija deljenje, zahteva se da 0 ¢ B,, Va € (0,1].
Koristedi ideju teoreme 1.4.1, A * B se moZe posmatrati kao

A*xB = U (A x B)“%.

a€l0,1]

Kako je (A * B)* zatvoren interval za svako a € (0,1], a A i B su fazi brojevi, i A * B je fazi broj.

Uvodenije aritmetickih operacija medu fazi brojeve koristeéi a — presek poklapa se upravo sa Zadehovim
principom prosirenja opisanim u definiciji 3.2.1, tj. kada se koristi T-norma standardnog preseka,
odnosno minimum.
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Kreditni skoring

4.1 Kratak osvrt na istoriju kredita i nastanak kreditnog skoringa

Kreditiranje vuce svoje korene josS iz vremena pre nove ere, a sa pravom se moze pretpostaviti da je neka
vrsta pozajmice nastala maltene onog trenutka kada i prvo svesno ljudsko bi¢e. Najstariji dokument koji
svedoci o postojanju koncepta pozajmljivanja i primitivnog oblika kamatne stope pronaden je u Vavilonu
i datira joS iz 2000. godine pre nove ere. Na toj je kamenoj ploci napisano da je Mas-Schamach, sin
Adadrimeni, pozajmio od svestenice sunca Amat — Schamach dva $ekela® srebra. Osim toga, na plo¢i je
zabeleZena i njegova obaveza da svesStenici plaéa kamatu, a nakon Zetve i vrati ukupan iznos
pozajmljenog novca. Ove i slitne primitivne vrste pozajmica uglavhom su se odvijale izmedu
poljoprivrednika kojima je bio neophodan novac u vreme setve i pripadnika visih slojeva drustva, u to
vreme najcescée svestenika ili vladara. Od tog trenutka pa nadalje kroz istoriju, pozajmice su se razvijale i
menjale svoj oblik i pravila funkcionisanja, ali su uvek postojale. Par vekova kasnije je u Mesopotamiji u
sklopu Hamurabijevog zakonika propisano da svaka vrsta pozajmice mora biti dokumentovana od strane
nekog drZavnog sluzbenika, kao i da je nelegalno da poverilac traZi pozajmicu nazad pre nego Sto je
Zetva zavrSena. Osim toga, postojale su i neke olaksice za poljoprivrednike, pa su tako, na primer, oni bili
oslobodeni pladanja kamate na pozajmice ukoliko je godina bila susna. Lako je uocljivo da, iako
primitivan, tadasnji nac¢in funkcionisanja se ne razlikuje mnogo u odnosu na danasnja pravila, makar
kada je osnovna koncepcija u pitanju. | dalje traZi pozajmicu onaj kome je u datom trenutku novac
neophodan da bi prebrodio neki nedostatak u svojim nov€anim tokovima, i dalje je duZan da tu
privilegiju isplati na neki nacin, odnosno, duZan je da plati odredeni iznos kamate. Ono $to se u
meduvremenu promenilo je visina kamatne stope, na sreé¢u duZnika, jer su u drevnom Vavilonu kamatne
stope iznosile ¢ak i do 33%. Pozajmice su se dalje razvijale na svim krajevima sveta, doduse u razli¢itim
oblicima, pod razli¢itim okolnostima i pravilima funkcionisanja.

%7 Ret Sekel potice od akadske reci she, Sto znaci jeCam. U pocetku su ga zapadni semitski narodi koristili kao meru
za teZinu, da bi kasnije poceo da se koristi i kao novcana jedinica.
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Za vreme Krstaskih ratova pocele su da se razvijaju zalogodavnice, na pocetku humanitarnog karaktera,
ali su trgovci ubrzo uodili svoju priliku. Zalogodavnice se i dan danas Cesto srecu i i dalje funkcionisu po
potpuno istom principu — uzimajuéi u zalog gotovo bilo $ta kao neku vrstu osiguranja za slucaj da im
novac ne bude ispla¢en. Takode, ve¢ u vreme grckih i rimskih imperija pocele su da se razvijaju ustanove
koje se s punim pravom mogu nazvati bankama. U to vreme su usluge banaka bile rezervisane samo za
najvise slojeve drustva, ali je princip i dalje bio isti, osim Sto se opus bankarskih usluga prosirio, pa
uporedo nastaju i prvi pravi potrosacki krediti.

Prava revolucija desava se u prvoj polovini dvadesetog veka, tacnije sa pojavom motornih vozila.
Automobili su bili veoma skupi, retko je ko mogao da ih priusti, a takode su bili pokretni, te nisu mogli
biti uzeti kao depozit ili obezbedenje (kao Sto je to slucaj sa zlatom, nekretninama ili zemljom). Osim
pojave automobila, vazan uticaj na razvoj potrosackih kredita imala je i pojava kataloske prodaje koja se
paralelno razvijala po manjim mestima u Engleskoj. Naime, poraslo je interesovanje za odredene
proizvode koje nisu mogli da nabave po manjim mestima, pa su ih ljudi kupovali na kredit preko
kataloga, od trgovaca koji su im zatim tu robu donosili iz udaljenih gradova, najéesée Londona. Uporedo
su i banke kona¢no promenile svoje politike kreditiranja samo velikih preduzeéa i vainih klijenata i
pocele su da oglasavaju svoje proizvode namenjene stanovnistvu. Sve ovo dovelo je do toga da su
potrosacki krediti u drugoj polovini dvadesetog veka imali jednu od najvecih stopa rasta medu svim
granama poslovanja.

Odluka koju su svaka banka i svaki putujuci trgovac koji nudi robu preko kataloga morali da donesu bila
je: Da li pozajmiti novac (doneti robu) odredenom klijentu? — i to je zapravo obeleZilo pocetak kreditnog
skoringa.

lako istorija kreditiranja postoji ve¢ sigurno 5000 godina, istorija kreditnog skoringa joS uvek nije
napunila ni ceo jedan vek. Naime, tokom druge polovine dvadesetog veka, praksa odredivanja kreditnog
skoringa uopste nije ni postojala. Sve se zasnivalo na necijem licnom osecaju, bilo je subjektivno i samim
tim vrlo podloZno predrasudama. Banka je morala da proceni neciji karakter, njegovo imovinsko stanje,
da utvrdi koje nekretnine poseduje, kakva je njihova vrednost, itd. S obzirom na to da je menadzer
banke bio u obavezi da se licno sastane sa svakim ko bi Zeleo pozajmicu, Citav proces odobravanja
kredita je trajao suviSe dugo i bio potpuno nedosledan. Zbog toga se neretko deSavalo da neko sa
savrSenom reputacijum ne dobije kredit prosto zbog Cinjenice da se nije dopao bankaru, ili suprotna
situacija — da neko ko ne ispunjava uslove za dobijanje kredita, ipak dobije, samo iz razloga sto je
bankaru delovao simpati¢no. Na ovaj nacin banke ne samo da su ostvarivale velike gubitke kao posledice
necijeg loSeg osecaja, vec su takode i gubile mnogo klijenata (potencijalnog profita) zbog nemogucnosti
da obrade sve kreditne zahteve. S obzirom na to da je svakim danom pristizalo sve vise zahteva, neka
vrsta automatizacije pri obradi zahteva je postala apsolutno neizbezna, a tome je umnogome doprinela i
sve rasprostranjenija upotreba racunara.
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Bil Fer® i Erl Isak® su 1950. godine napravili prvi automatski sistem za kreditni skoring [23]. Dodatno
usavrdavanje njihovog modela uz pomoé¢ racunara dovelo je do FICO* skora, i danas Siroko
upotrebljavanog sistema za kreditni skoring, narocito na podruc¢ju Amerike. Kada su se 1960. godine
pojavile prve kreditne kartice, banke su prepoznale znacaj i olaksice koje kreditni skoring donosi, pa je
on poceo da dozivljava svoju ekspanziju. Majers i Fordzi su 1963. godine izneli rezultate svog istraZivanja
koje je pokazalo da su takozvane default rates, odnosno stope losih klijenata opale za ¢ak 50%. Ubrzo su
zakonima regulisani nacini kako se podaci o klijentima mogu Cuvati i koristiti, zatim koji se podaci smeju
upotrebljavati, a koje je neumesno koristiti u svrhu donosenja odluke. U zavisnosti od drzave, razlikuje se
skup informacija koje nije dozvoljeno koristiti u svrhu donosenja odluke o necijem kreditnom rejtingu.
Neke od takvih osobina su: rasa, boja koze, pripadnost odredenoj religiji, pol, brac¢ni status i mnogi drugi.
Zanimljivo je, na primer, da je neeticki koristiti pol kao karakteristiku zato Sto bi u tom sluéaju Zene rede
dobijale kredite, ali je, pak, statistika pokazala da su kod Zena niska primanja pokazatelj redovnijih
ispata. Podaci koji se takode smatraju neeti¢kim za koriS¢enje su i zdravstveni status, prethodna istorija
u kriminalnom dosijeu, itd. Etika koriS¢enja odredenih karakteristika je predmet brojnih rasprava, pa je u
nekim zemljama neeticki koristiti ¢ak i podatke o primanjima, stepenu obrazovanja ili drzavljanstvu
klijenta — a to su bas podaci koji su u svim modelima na znacajnijim pozicijama. Razvoj kreditnih biroa je
takode doprineo lakSem sakupljanju i obradi podataka o klijentima, jer oni predstavljaju izvor
informacija o svim klijentima koji su nekada koristili kreditne usluge, ne samo onima koji imaju neku
istoriju ponasanja u okviru banke. Kreditni biro spontano je nastao joS u XIX veku, kada su trgovci
medusobno razmenijivali svoje liste loSih klijenata (pretece danasnjih crnih lista), ali su se formalno
razvili tek nakon Drugog svetskog rata. DefiniSe se kao ustanova koja pruza informacije o dosadasnjim
kreditnim aktivnostima trenutnih ili potencijalnih klijenata. lzvestaj kreditnog biroa je veoma vaZan izvor
informacija za svaku banku — u njemu se nalaze informacije poput trenutne zaduZenosti, broja
apliciranja, broj dana kasnjenja, limite po kreditnim karticama,... i sve to na nivou odredenog klijenta,
uzimajudi u obzir sve njegove kreditne proizvode, u svim bankama.

Potpuna prekretnica u kreditnom skoringu, kao i u mnogo ¢emu u dana3njoj ekonomiji, bila je Velika
svetska ekonomska kriza iz 2008. godine. Danas, desetak godina kasnije, vise niko i ne dovodi u pitanje
to da je njen uzrok kriza trZiSta nekretnina u SAD, odnosno veliki broj loSih procena hipotekarnih banaka
Amerike. Kako to obi¢no biva, loSe stvari su se nizale jedna za drugom, sve vise duZnika je bilo u
nemogucnosti da izmiri svoje obaveze, a istovremeno, enorman pad cena nekretnina rezultirao je
potpunim kolapsom trZista, Sto je ubrzo dovelo i do stecaja velikog broja banaka, a zatim se prenelo i na
opstu ekonomsku krizu koja je dovela do stecaja mnogih svetskih korporacija. Nauk celom svetu bio je
da donoSenje pogresnih odluka o kreditiranju moZe imati nesagledive posledice na ¢itavu svetsku
ekonomiju, te je i znacaj kreditnog skoringa konaéno u potpunosti prepoznat.

%8 Bill Fair — ameri&ki inZenjer i osniva¢ modela FICO i istoimene kompanije

% Earl Isaac (1921 - 1983) — ameriki matematicar i osniva¢ modela FICO i istoimene kompanije

*® Fair, Isaac and Company je kompanija osnovana 1956. godine sa ciljem da popularizuje njihov osnovni proizvod —
model za kreditni skoring — FICO.
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4.2 Proces kreditnog skoringa

Sve $to pomaze predvidanju — korisno je.**

Odobriti klijentu kredit ili ne je klju¢na odluka svake banke, a kreditni skoring (eng. credit scoring) je alat
uz pomoc¢ kojeg se ovakvi tipovi odluka donose. To je odluka koja donosi profit ukoliko je dobra ili vodi
ka gubicima ako je procena bila pogresSna. Kreditni skoring se bazira na prostoj pretpostavci da se na
osnovu iskustva o ponasanju starih klijenata moZze predvideti buduée ponasanje novih. To podrazumeva
primenu nekog algoritma na sve informacije koje o nekom klijentu postoje i njegova osnovna ideja je
grupisati klijente na osnovu njihovih osobina u podgrupe, a zatim doneti odluku o tome u koji skup
klijent spada. Prvi primer ovakve ideje u matematici je Fiserov* pokusaj (1963. godine) da opise poreklo
lobanja na osnovu njihovih fizi¢kih karakteristka, a ubrzo zatim (1941. godine) je Duran®® pokusao da
slicnu ideju upotrebi pri razgrani¢avanju dobrih i losih klijenata. Ideja koju je on izneo u svom radu za
Nacionalni ekonomski biro Amerike i dalje je polazna tacka svih modela kreditog skoringa, a to je da se
svi klijenti koji apliciraju za kredit najéesée mogu podeliti na sledeéa dva skupa [26]:

D — skup svih klijenata koji se smatraju dobrim, a to su klijenti koji nemaju veéih kadnjenja** pri izmirenju
obaveza

L - skup svih klijenata koji se smatraju losim, odnosno, klijenti koji imaju kasnjenja ili uopste ne isplaéuju
svoje dospele obaveze.

Naravno, podaci o tome koji klijent je dobar, a koji lo§ su dostupni tek nakon odredenog vremena, a koji
se vremenski opseg uzima u razmatranje stvar je izbora, najcesce je to godinu dana.

Kreditni skoring, kako mu sama rec kaZe, kao rezultat daje skor — to je numericki ili opisno izrazena
jedinica rizika na osnovu koje se donosi odluka o prihvatanju, odnosno odbijanju zahteva nekog klijenta.
Postoje dve razlicite vrste kreditnog skoringa, a njihova podela je nastala sasvim prirodno, zbog razlike u
koli¢ini informacija koja je u svakom od slucaja dostupna. To je podela na sledec¢a dva modela:

1 aplikativni skoring — za slucaj novih i potpuno novih klijenata (najcesée onih koji su do 6
meseci klijenti odredene banke) i
2 bihejvioristicki skoring — za obradu podataka veé postojedih klijenata, o ¢ijem ponasanju

postoje neki podaci (duze od 6 meseci).

Logicki se nameée da je pri pravljenju bihejvioristickog modela koli¢ina informacija sa kojima banka
raspolaZze neuporedivno veca, jer u tom sluc¢aju banka pored svih informacija koje ima jo$ od apliciranja
klijenta, raspolaze i sa dodatnim informacijama koje govore o njegovom ponasanju.

Vremenom je koriséen veliki broj razliCitih pristupa za kreiranje kreditnog skoringa, a neki od najéeséih
su:

“LC. Thomas, David B. Edelman, Jonathan N. Crook, Credit Scoring and Its Applications

*? Fisher

* Durand

* svaka drzava, a zatim i svaka institucija ima razli¢ite pojmove od tome koliko kasnjenja se tolerise, odnosno koji
je prag materijalnosti kada su dani kasnjenja u pitanju. Najcesée se, u bankarskom sektoru, smatra da je klijent koji
kasni manje od 90 dana uzastopno dobar, a onaj koji kasni vise od 90 dana uzastopno, smatra se losim klijentom.
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+» linearna i logisticka regresija,

+« diskriminaciona analiza,

«* operaciona istraZivanja (linearno programiranje),

< metode vestacke inteligencije (neuronske mreZe, metoda podrzavajuéih vektora, genetski
algoritmi, metoda najblizeg komsije i mnoge druge),

fazi zakljucivanje,

i mnogi drugi.

3

8

R/
0’0

Odabir konkretne metode koja ée biti koriséena zavisi od mnogo faktora, a presudan je skup informacija
koji je na raspolaganju. Za mnoge od pobrojanih metoda neophodno je postojanje sredene baze
podataka koja seze makar nekoliko godina unazad i sadrzi sve neophodne detalje o klijentima, kao i
krajnji ishod njihovog kreditiranja.

Dobar, pouzdan i tacan model za kreditni skoring ima brojne prednosti, kako za banku, tako i za klijente,
od kojih su neke:
++ pozitivan uticaj na nov¢ane tokove banke,
«* osiguravanje pravovremene naplate,
+* smanjenje broja losih klijenata,
% povecanje profita banke Sireé¢i mrezu dobrih klijenata
«» omogucavanje maltene momentalne procene kreditnog rejtinga,
%+ u skladu sa prethodnom stavkom, smanjenje troskova procene,
+» marketing olaksice (odnosno, odgovor na pitanje kome ponuditi dodatne proizvode banke),
+* objektivna procena klijenta, tj. smanjenje moguénosti da dode do pristrasnih odluka,

%+ povoljnije uslove za klijente koji su ocenjeni kao dobri, itd.

U poredenju sa statistickim metodama, fazi skupovi i fazi zaklju€ivanje se vrlo lako nose sa neprecizno
formulisanim problemima, nepotpunim podacima i neizvesno$¢u i u tome se ogleda njihova najveca
prednost u odnosu na sve ostale metode. Pored toga, fazi skupovi su veoma podobni za opisivanje
dinamicnih sistema u kojima vlada odredena vrsta nestalnosti ili sistema ije je kretanje nemoguce u
potpunosti predvideti — a ekonomski sistemi su oduvek bili bas takvi. Zbog toga se kreditni skoring koji
se zasniva na fazi zakljuCivanju brzo i lako prilagodava promenama u ekonomskim prilikama, dok se
statisticki dobijeni modeli u tim situacijama moraju kompletno menjati. Ovakav kreditni skoring se
zasniva na znanju i iskustvu eksperata, te je njihova strucnost klju¢na za razvijanje kvalitetnog modela.
Fazi zakljucivanje imitira proces donosenja odluke eksperta. Zapravo se od 1992. koristi DZonsonov
model Pravilo desne ruke koji je ujedno i prvi primer ekspertnog sistema u kredithom skoringu. Naime,
njega karakterisu jednostavni uslovi, kriterijumi i pravila formulisana od strane jednog eksperta ili tima
eksperata koje je posmatrani klijent morao da ispuni da bi mu kredit bio odobren. Ova pravila su kasnije
koristili zaposleni koji nemaju iskustva u oblasti, na taj nacin donoseci odluke priblizne onima koje bi
doneli i eksperti. Na ovaj nacin se, prakticno receno, postize efekat slican postojanju jednog savrsenog,
bezgresnog bankara koji je u moguénosti da donosi odluke za svakog klijenta ponaosob. To takode
dovodi i do veoma jasnog principa zakljucivanja, odnosno, moZze se jednostavno shvatiti zbog ¢ega je i na
koji nacin odredena odluka donesena.
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Dobar i pregledan model bilo kog tipa mora se razvijati po odredenim pravilima. Za pocetak, neophodno
je formulisati korake koji se prate i izvrSavaju po ta¢no odredenom redosledu. Ovako konstruisan model
jednostavan je kako za upotrebu i pracenje, tako i za uvodenje eventualnih modifikacija u buduénosti.
Razvoj kreditnog skoringa uz pomo¢ fazi skupova ima nekoliko faza:

1 Definisanje zavisne promenljive kao izlazne vrednosti, odnosno osnovnog cilja ¢itavog modela —
to je u ovom slucaju kreditni rejting, odnosno skor koji model proizvodi,

2 Prikupljanje, odredivanje i racunanje nezavisnih promenljivih. Vazno je odabrati nezavisne
promenljive koje Sto bolje, Sto detaljnije i Sto preciznije opisuju posmatranu izlaznu veli¢inu.
Ovaj izbor se ili u potpunosti prepusta ekspertima ili se uz pomoc statistickih alata odreduje koje
to nezavisne promenljive imaju najviSe uticaja na posmatranu zavisnu promenljivu. Prvo i
osnovno pravilo je da se koriste one promenljive koje su lako dostupne, a da se, istovremeno,
biraju promenljive koje nisu podlozne manipulacijama klijenta. Takode je vazno voditi raCunaio
korelaciji odabranih promenljivih. Ukoliko sve promenljive nose sli¢nu informaciju, uzalud sSto ih
ima mnogo i Sto svaka ponaosob dobro predvidaju.

3 Odredivanje fazi skupova, kako za nezavisne promenljive, tako i za zavisnu promenljivu. Umesto
koris¢enja konkretnih numerickih vrednosti, koriste se fazi skupovi koji opisuju ponasanje i uticaj
nezavisnih promenljivih na zavisnu promenljivu. Fazi skupovi se definisu uz pomoc¢ odgovarajuée
funkcije pripadnosti.

4 Definisanje pravila zakljucivanja, koja su osnov citavog modela. Ova pravila su najcesce u formi
AKO...ONDA... i poticu od eksperta ili tima eksperata i njihovog misljenja, znanja i akumuliranog
iskustva.

5 Na osnovu nezavisnih promenljivih se generiSe zavisna promenljiva — odnosno izlazna vrednost

koja se na kraju kroz proces defazifikacije prevodi u numeric¢ku vrednost koja se dalje koristi za
donosenje odluka.

Na slici 4.2.1.1 slikovito je prikazan algoritam fazi zaklju¢ivanja koji pocinje sa odabirom zavisne i
nezavisnih promenljivih, a zavrSava sa donosenjem odluka na osnovu dobijenog kreditnog skoringa.
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Odabir zavisne promenljive

Odredivanje nezavisnih
promenljivih

Kreiranje fazi skupova za sve
promenljive

Donosenje pravila
zakljucivanja

Generisanje izlazne
vrednosti

Defazifikacija outputa u
skalarnu veli¢inu

Donosenje odluka na osnovu
dobijenih informacija

Slika 4.2.1.1  Algoritam fazi zakljucivanja

4.2.2 lzbor promenljivih koje ulaze u model

Osnovni sastav modela su promenljive koje ga konstruisu, te od izbora promenljivih zavisi i kvalitet
samog modela. Danas je bankama na raspolaganju veliki obim informacija sa razli¢itih strana — iz formi
koje klijenti popunjavaju pri apliciranju za kredit, karticu ili otvaranje tekuéeg racuna, podaci koji su
javno dostupni iz kreditnih biroa, kreditna istorija ukoliko je ve¢ neko vreme klijent banke™®, itd. Vazno je
ispuniti takode i nekoliko uslova: da su promenljive fleksibilne i dobro povezane sa svim eksternim
izvorima (kreditni biro), da funkcionisu i na nivou klijenta i na nivou racuna, iskljuciti promenljive koje su

* Prave razlike u broju raspolozivih promenljivih sre¢u se zapravo pri formiranju bihejvioristickih modela. Tada
svaka banka ima mogucnost da, u skladu sa svim alatima prikupljanja i skladiStenja podataka koje poseduje,
napravi veliki broj razli¢itih promenljivih koje mogu sjajno opisivati ponasanje klijenta. Osim toga, takve
promenljive se ¢esto mogu kombinovati da bi se napravile promenljive koje predstavljuju odnose (tj. racije), a
njihova predvidacka moc je najéescée odli¢na.
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suvise podloZne fluktuacijama®, kao i sve one promenljive sa mno$tvom nedostajucih podataka (to su
cesto promenljive koje se dobijaju kao odgovori klijenata na pitanja koja nisu oznacena kao obavezna)
Sve promenljive koje potencijalno mogu uéi u model mogu se podeliti u tri velike grupe:

1 Promenljive koje sadrze socio — demografske informacije o klijentima
Sve promenljive koje se ticu licno klijenta i dobijaju se pri njegovom apliciranju za neku
uslugu u banci. To mogu biti godine starosti, podaci o drzavljanstvu, bracni status, broj dece
u porodici, broj osoba koje klijent izdrazava, stepen obrazovanja, podaci o zaposlenju
(podaci o firmi u kojoj klijent radi, o vremenskom periodu koliko je tamo zaposlen, tipu
njegovog ugovora, itd), podaci o visini primanja, podaci o stanovanju (poseduje nekretninu,
podstanar), itd.

2 Promenljive koje se ticu transakcija (za bihejvioristicke skoringe)
Podaci koje banka poseduje o klijentu u sopstvenim sistemima: prosecan broj dana
kasnjenja, informacije o blokadi racuna, odnos dospelih obaveza i stanja na racunu,
procenat koris¢enja dozvoljenog minusa, itd.

3 Promenljive koje poticu iz eksternih izvora
To su informacije koje se dobijaju iz kreditnog registra centralnih banaka i kreditnih biroa.
Oni pruzaju informacije o ponasanju klijenta u ostalim bankama kao Sto su broj apliciranja u
drugim bankama, kreditni limit, broj vazecih kredita, ukupna izloZzenost, broj kreditnih
kartica, itd.

S obzirom na ¢injenicu da su baze podataka u bankama strogo poverljive®’, pronalazenje validnog uzorka
za konstrukciju modela istraZivackog karaktera je tesko izvodljivo. Za ovakve potrebe moze se pronadi
tek nekoliko uzoraka na internetu, od kojih je za ovaj rad odabran onaj koji, po misljenju autora, sadrzi
najreprezentativnije podatke i najkorisnije promenljive. Svakako da ovakav uzorak ima dosta mana, od
kojih je najveca sledeca:

Uzorak datira iz 1994. godine, te je samim tim prilicno nereprezentativan za danasnje ekonomske prilike.
Na primer, promenljiva telefon je tada imala mnogo znacajniji uticaj (u uzorku vise od polovine klijenata
nema li¢ni telefon), dok je danas maltene potpuno nerelevantna. Bas iz razloga starosti uzorka, medu
promenljivama nedostaju mnoge za koje je statistika pokazala da imaju najviSe uticaja na predvidacku
mo¢ modela, a to su: broj dana kasnjenja klijenta, tip radnog ugovora klijenta, itd. Zbog nabrojanih
karakteristika ovog uzorka, on je koriséen samo nacelno, za potrebe ilustrovanja konstrukcije fazi
skupova koji opisuju promenljive. Pravila zakljucivanja su formulisana u skladu sa danasnjom poslovhom
logikom koja se veoma razlikuje od perioda iz kog uzorak datira. Osnovni razlog za takvu konstrukciju
pravila leZi u ¢injenici da se svaki model koji u pozadini ima fazi pravila zaklju€ivanja veoma lako moze
promeniti i prilagoditi trenutnim prilikama.

*® Takve su najceSce sve promenljive koje su u nominalnom iznosu. Zato je veoma vaino umesto takvih
promenljivih koristiti racije, odnosno relativne veli¢ine. Na primer, umesto promenljive plata klijenta koristiti
odnos njegove plate sa trenutnim prosekom plate na nivou drzave.

* Banka je, pre svega, obavezna da sve licne podatke klijenata drzi u tajnosti, ali, ¢ak i da to nije slucaj, ovi podaci
bi svakako bi se svakako ¢uvali u tajnosti zbog konkurencije
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Uzorak sadrzi 21 promenljivu, a u tabeli 4.2.3.1 pobrojane su sve promenljive koje se nalaze u uzorku,

zajedno sa njihovim tipom (numericka ili kategorijalna) i kratkim objasenjenjem o njihovom znacenju.

AlwlN R

19
20
21

ime promenljive
godine starosti
tip zaposlenja
bracni status
broj izdrzavanih
lica
kreditna istorija
Stednja
procenat rate
mesto stanovanja
broj kredita
stanje na racunu
svrha kredita
iznos kredita
pol
Zirant
duZina stanovanja
telefon
imovina

kalendari dospeda
duZina zaposlenja
period otplate

Tip
numericka
kategorijalna
kategorijalna
numericka

kategorijalna
kategorijalna
numericka
kategorijalna
numericka
numericka
kategorijalna
numericka
kategorijalna
kategorijalna
numericka
kategorijalna
kategorijalna

kategorijalna
numericka

numericka

Objasnjenje
godine starosti klijenta u trenutku apliciranja
pozicija na kojoj je klijent zaposlen
bracni status klijenta
broj lica koje klijent izdrzava

ponasanje klijenta sa postojeéim kreditima

Stednja na rac¢unu klijenta

procenat rate kredita u odnosu na raspolozivi dohodak
nacin stanovanja klijenta (iznajmljuje ili poseduje nekretninu)
broj kredita klijenta u banci

raspolozivo stanje na racunu klijenta u nemackim markama
svrha koju je klijent naveo kao razlog apliciranja za kredit
iznos kredita u nemackim markama

indikator promenljiva

postojanje zZiranta i koaplikanta

duZina stanovanja klijenta na trenutnoj adresi

indikator da li klijent poseduje telefon

indikator da li klijent poseduje nekretninu, automobil ili
orocenu Stednju
druge obaveze klijenta (Cekovi, krediti)

duZina trajanja trenutnog zaposlenja klijenta
period otplate kredita u mesecima

Tabela 4.2.3.1 Dostupne promenljive za formiranje modela fazi zakljucivanja

Iz modela su u samom startu iskljucene sledeée promenljive:

4.2.4

Grupisanje promenljivih u blokove

telefon — u periodu nastanka ove baze podataka posedovanje sopstvenog telefona je nosilo
mnogo vise informacija nego $to je to slucaj sa danasnjim prilikama,

pol — ova promenljiva isklju¢ena je iz etickih razloga,

inostrani radnik — ova indikator promenljiva je isklju¢ena iz razvoja modela iz istog razloga kao i
promenljiva telefon — danas informacija koju ona nosi nema istu vrednost kao nekada,

svrha kredita — za ovu stavku je istorija pokazala da je u skupu promenljivih kod kojih klijenti pri
aplikaciji najc¢esce prikrivaju pravo stanje.

Osnovna ideja kod konstruisanja modela koji se baziraju na AKO...ONDA... pravilima opisanih u poglavlju

1.5.2 je grupisati promenljive u klase, tj. blokove po slicnosti informacija koje one nose. Razmatranje

raspoloZivih promenljivih u uzorku pokazalo je da je slede¢a podela na blokove najprirodnija:
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BLOK 1

BLOK 2

BLOK 3
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Demografski podaci o klijentu
Zbog brojnosti promenljivih koje u ovaj blok spadaju, on je podeljen na 3 manja bloka:

BLOK 1.1 porodica klijenta — bracni status i broj izdrzavanih lica,
BLOK 1.2 stan klijenta — mesto stanovanja, duzina stanovanja na trenutnoj adresi
BLOK 1.3 posao klijenta — tip zaposlenja, duZina trajanja trenutnog zaposlenja

| promenljiva godine kao zasebna promenljiva.

Podaci o kreditnoj istoriji klijenta i kreditu uopste
BLOK 2.1 kreditna istorija — kreditna istorija, broj postojecih kredita u banci i
druge obaveze

BLOK 2.2 kredit — iznos kredita i period otplate kredita,
i procenat rate kao zasebna promenljiva.

obezbedenje — tekudi racun, stednja na racunu, imovina i Zirant.

Na dijagramu 4.2.4.1 je slikovito predstavljen sistem zakljucivanja, kao i raspodela promenljivih po

odgovarajuc¢im blokovima. Kada se problem predstavi na ovakav nacin, lako se uvida iz kojeg se tacno

koraka donosi zaklju¢ak o tacno odredenom bloku, pa je sistem zaklju€ivanja veoma transparentan. S

obzirom na moguénost lociranja svakog koraka u zakljucivanju, rad ovakvog modela je lako pratiti, a

takode se i eventualne izmene mogu veoma jednostavno implementirati. Na primer, ukoliko je potrebno

promeniti neke granice koje vaZe za tip zaposlenja klijenta, dovoljno je samo promeniti parametre u toj

promenljivoj, a zatim ¢e njen uticaj u bloku odlucivanja kojem pripada tu promenu preneti i na sam

konacan rezultat.
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godine
bracni status
porodica
izdrzavana lica

demografski .
. nekretnina
podaci

duZina stanovanja

tip

posao

duZina zaposlenja
prethodni krediti
kreditna istorija broj kredita
druge obaveze

kredit ukupno .
1ZNos

period otplate

procenat rate

tekudi racun

Stednja
obezbedenje
imovina

Ziranti

Slika 4.2.4.1 Raspodela dostupnih promenljivih na blokove

Vrednosti koje promenljive mogu da uzmu, kao i kriterijumi za njihovo svrstavanje su smesteni u tabeli
4.24.2

promenljiva vrednosti iz uzorka kriterijumi
[19, 75] mlad: <35
godine starosti srednjih godina: (26, 58)
star: >53
bragni status Iz skupa {0, 1}ngef je 0 samac, siam;‘ac: 0
a 1l ozenjen ozenjen: 1
broj izdrzavanih {0,1,2} malo: <1
lica puno: >1
Iz skupa {0, 1, 2}, gde je 2 Iznajmljuje: < 1
. poseduje nekretninu, 1 Zivi sa Roditelji: (0.5,1.6)
mesto stanovanja e
roditeljima i 0 iznajmljuje stan: >1
nekretninu
[1,4] Kratko: <1.5

duZina stanovanja Srednje: (1.1,3)
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Iz skupa {0,1, 2,3}gde je 0 —
nezaposlen, 1 — fizicki radnik,
2 — skolovan radnik, 3 —
visokoobrazovani radnici
0Od 0 pa nadalje

tip zaposlenja

duZina zaposlenja

{0,1,2,3,4},gde je 0 — bez
kredita, 1 — svi krediti
otpladeni na vreme, 2 —
prethodni krediti postoji kredit koji otpladuje
na vreme, 3 — postoji
kasnjenje u plaéanju, 4 —
kritican klijent
broj kredita u 0,525
banci
{0,1,2}, gde je 0—nema
drugih obaveza, 1 — cekovi, 2
— obaveze prema bankama
(1, 25 000)

druge obaveze

iznos kredita

(6, 60)
period otplate

[1, 4], gde vazi: 1-10%, 2 —
procenat rate 20%, 3—30% i 4 — 40% itd.
0 — klijent nema racun u
stanje na racunu banci, (0, 200) i >200 klijent
prima redovnu platu u banci
(0, ), gde je 0 — klijent nema

Stednja na racunu Stednju

[0, 4] gde je 4 nekretnina, 2.5
Stednja, 1.3 automobil i 0

Dugo: >2.1
Nizak nivo: <1.1
Srednji nivo:(0.7, 2.3)
Visok nivo: >1.9

Kratko: <1.3
Srednje: (0.9, 3)
Dugo: > 2.5
Losa: >2.8
Prosecna: (1.3, 3.1)
Dobra: <2

Malo: <1.5
Srednje: (1.1, 2.4)
Puno: >1.8
Malo: <1.1
Srednje: (0.8, 1.6)
Puno:>1.4
Mali: <2000
Sredniji: (1000, 10000)
Veliki: >8000
Kratak: <24
Sredniji: (18, 36)
Dug: >32
Mali: <2
Srednji: (1.5, 3.3)
Velik: >3
LoSe: <150
Prosecno: (100, 220)
Dobro: >180
LosSe: <200
Prosecno: (150, 600)
Dobro: >450
Nizak nivo: < 1.9
Srednji nivo: [1.7, 3]

imovina
nista Visok nivo: >2.8
{0,1, 2}, gde je 0— nema LoSe: <1.1
Zirant Ziranta, 1 — koaplikant, 2 - Prosecno: (0.8, 1.3)
Zirant Dobro: >1.5

Slika 4.2.4.2 Vrednosti i kriterijumi za odlucivanje pobrojani po promenljivama
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4.2.5 Pravila zaklju€ivanja

Pravila zaklju¢ivanja AKO...ONDA... tipa predstavljena su tabelarno, jer bi zbog velikog broja kombinacija
bilo neprakti¢no njihovo ¢itanje u drugim oblicima. S obzirom na to da su prirodno sve ove lingvisticke
promenljive neki podaci o klijentu, sve vreme se koristi iskljucivo veznik i. Na primer, pravilo klijent je
samac ili izdrZava puno lica nema nikakvog smisla. Svaka od tabela u zaglavlju ima imena promenljivih
koje se pri zaklju¢ivanju koriste, dok je poslednja kolona kolona koja se naziva ishod. Ishod predstavlja
pravilo zakljuéivanja i moze se Citati na sledeci nacin:

AKO je klijent samac | broj izdrZavanih lica malo ONDA je ishod prosecan.

Tabele za blok zaklju¢ivanja 1: DEMOGRAFSKI PODACI

Blok 1.1 porodica

porodica
bracni broj .
status izdriav:mih ishod
samac malo prosecan
samac puno los
oZenjen malo dobar
ozenjen puno prosecan
stan
mesto stanovanja  duZina stanovanja ishod
iznajmljivanje kratko lo$
iznajmljivanje srednje los
iznajmljivanje dugo lo$
roditelji kratko prosecan
roditelji srednje prosecan
roditelji dugo los
stan kratko prosecan
stan srednje dobar
stan dugo dobar
posao
tip duzina ishod
nizak kratko lo$
nizak srednje los
nizak dugo prosecan
srednji kratko los
srednji srednje prosecan
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srednji dugo dobar
visok kratko prosecan
visok srednje dobar
visok dugo dobar

Dobijeni blokovi zaklju€ivanja se zatim koriste za formiranje konacne tabele ishoda demografskih
podataka. Godine su u sistem zakljuéivanja usle kao samostalna promenljiva, dok su ostale tri
promenljive (porodica, stan i posao) zapravo rezultat prethodnih analiza. Godine se smatraju
promenljivom koja veoma dobro opisuje klijenta, nisu podloZzne manipulaciji jer banka uvek ima tacan
uvid u klijentov datum rodenja, mogu se menjati kroz vreme (ne koristi se isklju¢ivo samo vrednost koju
je klijent dao pri apliciranju, kao sto je to slucaj sa, na primer, stambenim pitanjem) i kroz istoriju su se
pokazale kao jedna od najboljih promenljivih u aplikativnim skorinzima. Upravo iz navedenih razloga,
one uti¢u samostalno u ovom bloku odlucivanja, jer se tako njihov uticaj uveéava. Na ovaj nacin se dolazi
do konacénog ishoda koji se tice klijentovih demografskih podataka i on moze biti dobar, prosecan i los.

demografski podaci

godine porodica stan posao ishod
mlad lo$ lo$ lo$ lo$
mlad los los prosecan los
mlad lo$ lo$ dobar lo$
mlad los prosecan los los
mlad lo$ prosean prosecan los
mlad los proseCan  dobar  prosecan
mlad los dobar lo$ lo$
mlad los dobar  prosecan prosecan
mlad lo$ dobar dobar prosecan
mlad prosecan los los los
mlad prosecan lo$ prosecan lo$
mlad prosecan los dobar  prosecan
mlad prosetan prosecan lo$ los
mlad proseCan prosecan prosecan los
mlad prosetan prosecan dobar prosecan
mlad proseCan  dobar los los
mlad proseCan  dobar  prosean prosecan
mlad proseCan  dobar dobar  prosecan
mlad dobar los lo$ lo$
mlad dobar los prosean prosecan
mlad dobar los dobar  prosecan
mlad dobar  prosecan los los
mlad dobar  prosetan prosetan prosecan
mlad dobar  prosecan  dobar  prosecan
mlad dobar dobar los lo$
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mlad

mlad
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina
srednjih godina

star

star

star

star

star

star

star

star

star

star

star

star

star

star

los
lo$
prosecan
prosecan
prosecan
prosecan
prosecan
prosecan
prosecan
prosecan
prosecan
dobar
dobar
dobar
dobar
dobar
dobar
dobar
dobar
dobar
los

lo$

lo$

lo$
prosecan
prosecan
prosecan
prosecan
prosecan

dobar
dobar
los
los
los
prosecan
prosecan
prosecan
dobar
dobar
dobar
los
lo$
los
prosecan
prosecan
prosecan
dobar
dobar
dobar
lo$
los
lo$
prosecan
prosecan
prosecan
dobar
dobar
dobar
los
lo$
los
prosecan
prosecan
prosecan
dobar
dobar
dobar
lo$
los
lo$
prosecan
prosecan

prosecan
dobar
los
prosecan
dobar
lo$
prosecan
dobar
los
prosecan
dobar
lo$
prosecan
dobar
los
prosecan
dobar
los
prosecan
dobar
los
prosecan
dobar
los
prosecan
dobar
lo$
prosecan
dobar
los
prosecan
dobar
lo$
prosecan
dobar
los
prosecan
dobar
lo$
prosecan
dobar
los
prosecan

prosecan
dobar
los
los
los
los
prosecan
prosecan
los
prosecan
dobar
los
lo3
prosecan
lo3
prosecan
prosecan
los
dobar
dobar
lo3
los
prosecan
los
prosecan
prosecan
lo$
dobar
dobar

los
lo$
los
prosecan
prosecan
lo$
los
lo$
los
prosecan
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star prose¢an prosecan dobar
star proseCan  dobar los
star prosecan dobar prosecan
star proseCan  dobar dobar
star dobar lo$ los
star dobar los prosecan
star dobar lo$ dobar
star dobar  prosecan los
star dobar prosean prosecan
star dobar  prosetan  dobar
star dobar dobar los
star dobar dobar  prosecan
star dobar dobar dobar

prosecan
los
prosecan
dobar
[0S
los
[0S
los
prosecan
prosecan
[0S
prosecan
dobar

Tabele za blok zakljucivanja 2: KREDIT UKUPNO

U sistem zakljucivanja koji se tice klijentove kreditne istorije usle su sledece promenljive: prethodni

krediti, broj kredita i druge obaveze. Kombinacijom ovih promenljivih dolazi se do 27 pravila

zakljucivanja koja su pobrojana u tabeli kreditne istorije.

kreditna istorija

prethodni broj druge .
krediti kredita obaveze ishod
Lo$ malo malo lo$
los malo srednje los
los malo puno lo$
los srednje malo los
lo$ srednje srednje lo$
los srednje puno los
lo$ puno malo lo$
los puno srednje los
lo$ puno puno lo$
prosecan malo malo prosecan
prosecan malo srednje prosecan

prosecan malo puno los
prosecan srednje malo prosecan
prosecan srednje srednje los
prosecan srednje puno lo$
prosecan puno malo los
prosecan puno srednje lo$
prosecan puno puno los
dobar malo malo dobar
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dobar malo srednje dobar
dobar malo puno prosecan
dobar srednje malo dobar
dobar srednje srednje prosecan
dobar srednje puno prosecan
dobar puno malo prosecan
dobar puno srednje prosecan
dobar puno puno lo$

Zbog medusobne povezanosti, u istoj tabeli nasle su se promenljive iznos kredita i period otplate.

kredit

iznos period otplate ishod
mali kratak dobar
mali srednji dobar
mali dug dobar
srednji kratak dobar
srednji srednji prosecan
srednji dug dobar
velik kratak los
velik srednji prosecan
velik dug prosecan

Dobijeni ishodi za pravila zaklju€ivanja o kreditnoj istoriji i kreditu zajedno formiraju jos jedan blok
zakljucivanja koji se naziva kredit ukupno. Ovaj blok osim toga koristi i samostalne vrednosti promenljive
procenat rate u odnosu na dohodak, prvenstveno zbog toga $to ta promenljiva ima veliki uticaj na ishod.
Takode, u ovom bloku odluCivanja se moze uociti kako se u fazi modelima zaklju€ivanja moze
favorizovati neka promenljiva, za koju je ekspertski utvrdeno da je vaZznija od drugih. U ovom primeru, to
je promenljiva procenat rate. Ona nosi zaista veliku vrednost jer stavlja u odnos klijentovu zaradu (koja
je sama po sebi veoma vazna promenljiva) i iznos mesecne rate koju ¢ée klijent placati ukoliko mu kredit
bude odobren.

kredit ukupno

kreditna istorija kredit procenat rate ishod
lo$ los mali lo$
los los sredniji los
lo$ los velik lo$
los prosecan mali los
lo$ prosecan srednji lo$
los prosecan velik los
los dobar mali lo$
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los dobar srednji los
los dobar velik los
prosecan los mali los
prosecan los srednji los
prosecan los velik los
prosecan prosecan mali prosecan
prosecan prosecan srednji prosecan
prosecan prosecan velik los
prosecan dobar mali dobar
prosecan dobar srednji prosecan
prosecan dobar velik prosecan
dobar los mali prosecan
dobar los srednji prosecan
dobar los velik los
dobar prosecan mali dobar
dobar prosecan srednji dobar
dobar prosecan velik prosecan
dobar dobar mali dobar
dobar dobar srednji dobar
dobar dobar velik prosecan

Tabela za blok zakljucivanja 3: OBEZBEDENJE

U tabeli zakljucivanja koja se tiCe obezbedenja nalaze se Cetiri promenljive. To su stanje na racunu,
Stednja klijenta na racunu u banci, imovina klijenta i postojanje Ziranta. Ishod kombinacije ove Cetiri
promenljive predstavlja stepen obezbedenosti banke u trenutku podnosSenja zahteva za kredit.
Obezbedenje banke u slu¢aju neplac¢anja je, prirodno, veoma vazna stavka pri donoSenju odluke.
Najvece obezbedenje je, svakako, imovina, zato Sto je ona najmanje likvidna i najmanje su Sanse da ce
klijent moéi brzo da je pretvori u gotov novac.

obezbedenje
stanje na . . . . - .
VJ Stednja imovina Zirant ishod
racunu
lose lose nizak nivo lose lose
lose lose nizak nivo prosecno lose
lose lose nizak nivo dobro lose
prosecan . .
lose lose . lose lose
nivo
y prosecan N Y
lose lose . prosecno loSe
nivo
lose lose prosecan dobro lose
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lose

lose

lose

lose

lose
prosecno
prosecno
prosecno

prosecno
prosecno

prosecno

prosec¢no
prosecno
prosec¢no
prosecno
prosec¢no
prosecno

prosec¢no

lose

lose

lose
prosecno
prosecno
prosecno

prosec¢no
prosecno

prosec¢no

prosecno

prosecno

prosecno
dobro
dobro
dobro

dobro
dobro

dobro

dobro

dobro

dobro
lose
lose
lose

lose
lose

lose

lose

lose

lose
prosecno
prosecno
prosecno

prosecno

nivo
visok nivo
visok nivo
visok nivo
nizak nivo
nizak nivo
nizak nivo
prosecan
nivo
prosecan
nivo
prosecan
nivo
visok nivo
visok nivo
visok nivo
nizak nivo
nizak nivo
nizak nivo
prosecan
nivo
prosecan
nivo
prosecan
nivo
visok nivo
visok nivo
visok nivo
nizak nivo
nizak nivo
nizak nivo
prosecan
nivo
prosecan
nivo
prosecan
nivo
visok nivo
visok nivo
visok nivo
nizak nivo
nizak nivo
nizak nivo
prosecan
nivo

lose
prosecno
dobro
lose
prosecno
dobro

lose
prosecno

dobro

lose
prosecno
dobro
lose
prosecno
dobro

lose
prosec¢no

dobro

lose
prosecno
dobro
lose
prosec¢no
dobro

lose
prosecno

dobro

lose
prosecno
dobro
lose
prosec¢no
dobro

loSe

lose
lose
prosecno
lose
lose
lose

lose
loSe

prosec¢no

loSe
prosecno
prosecno
lose
loSe
lose

lose
prosec¢no

prosecno

lose
prosecno
prosecno
lose
lose
lose

lose
prosecno

prosecno

lose
prosecno
prosec¢no

lose
prosec¢no
prosecno

prosecno
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prosecno prosecno pr(;si\(/egan prosecno prosecno
prosecno prosecno pr(:]si\(/egan dobro dobro
prosecno prosec¢no visok nivo lose prosec¢no
prosecno prosecno visok nivo prosec¢no dobro
prosecno prosec¢no visok nivo dobro dobro
prosecno dobro nizak nivo lose lose
prosecno dobro nizak nivo prosecno prosec¢no
prosecno dobro nizak nivo dobro prosecno
prosecno dobro pros.ecan lose prosecno
nivo
prosecno dobro pro§ecan prosec¢no dobro
nivo
prosecno dobro pro§ecan dobro dobro
nivo
prosecno dobro visok nivo lose prosecno
prosecno dobro visok nivo prosec¢no dobro
prosecno dobro visok nivo dobro dobro
dobro lose nizak nivo lose lose
dobro lose nizak nivo prosecno lose
dobro lose nizak nivo dobro lose
dobro lose pro§ecan lose loSe
nivo
dobro lose prosecan prose¢no prosecno
nivo
dobro lose prosecan dobro prosecno
nivo
dobro lose visok nivo lose lose
dobro lose visok nivo prosecno prosecno
dobro lose visok nivo dobro prosecno
dobro prosecno nizak nivo lose lose
dobro prosecno nizak nivo prose¢no prosec¢no
dobro prosecno nizak nivo dobro prosecno
dobro prosecno prosecan lose prosec¢no
nivo
dobro prosecno prosecan prosec¢no prosecno
nivo
dobro prosecno pros'ecan dobro dobro
nivo
dobro prosecno visok nivo lose prosecno
dobro prosecno visok nivo prosecno prosecno
dobro prosecno visok nivo dobro dobro
dobro dobro nizak nivo lose prosecno
dobro dobro nizak nivo prosecno prosecno
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dobro dobro nizak nivo dobro dobro

dobro dobro pro§ecan lose prosecno
nivo

dobro dobro pros'ecan prosecno dobro
nivo

dobro dobro pro§ecan dobro dobro
nivo

dobro dobro visok nivo lose dobro

dobro dobro visok nivo prosecno dobro

dobro dobro visok nivo dobro dobro

KONACAN ISHOD

Tabela konaénog zakljucivanja sastoji se iz kombinacije svih dosadasnjih ishoda. Ovoga puta postoji vise
od tri moguca ishoda, tacnije, dodati su ishodi jako los i jako dobar koji predstavljaju ekstremne
vrednosti — sa jedne strane klijente koji se istog trenutka mogu odbiti, a sa druge one koji se automatski
mogu prihvatati. Do konacnog ishoda dolazi se kombinacijom svih napravljenih blokova do sada:
demografski podaci, kredit ukupno i obezbedenje. Ovako specificnom konstrukcijom blokova
zakljucivanja dobija se moguénost da svaka promenljiva ucestvuje u konacnom rezultatu kroz svoju
grupu, a ne zasebno. Ovako se smanjuje mogucnost greSke, dok se, pritom, i dalje zadrZava
transparentnost Citavog procesa zakljucivanja. Dakle, ako je neki klijent dobio konacnu ocenu jako los,
moZe se pogledati struktura prethodnih blokova odlucivanja. Odatle se zakljucuje koji tacno blok
odlucivanja (ili viSe njih) je doprineo takvoj odluci. Zatim se moZe direktno otici u taj blok odlucivanja i
utvrditi koja ta¢no promenljiva je pokvarila klijentov ishod vezan za taj blok. Na ovaj nacin je izbegnut
princip crne kutije, tj. poreklo svakog ishoda je veoma lako locirati, prekontrolisati, i na kraju, potvrditi.

konacan ishod

der;;)dg;i;‘sh uirjp?rlmto obezbedenje ishod
los los los jako los
los lo$ prosecan jako lo$
los lo$ dobar lo$
los prosecan lo$ jako lo$
los prosecan prosecan los
los prosecan dobar prosecan
los dobar lo$ lo$
los dobar prosecan prosecan
los dobar dobar dobar
prosecan lo$ lo$ jako lo$
prosecan los prosecan los
prosecan lo$ dobar prosecan
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prosecan prosecan lo$ prosecan
prosecan prosecan prosecan dobar
prosecan prosecan dobar dobar
prosecan dobar los prosecan
prosecan dobar prosecan dobar
prosecan dobar dobar jako dobar
dobar los los los
dobar los prosecan prosecan
dobar lo$ dobar prosecan
dobar prosecan los prosecan
dobar prosecan prosecan dobar
dobar prosecan dobar dobar
dobar dobar lo$ dobar
dobar dobar prosecan jako dobar
dobar dobar dobar jako dobar

4.2.6 Razvoj modela

Tok zakljuCivanja predstavljen je na slici 4.2.6.1. Radi preglednosti, promenljive koje zajedno ulaze u
odredeni blok zakljuéivanja su predstavljene istom bojom. Plavo su obelezene promenljive koje se ticu
porodi¢nog statusa klijenta, one zajedno formiraju novi fazi broj koji se naziva ishodPorodica. Zatim su
roze bojom predstavljene promenljive koje se ticu klijentovog stambenog pitanja, one formiraju fazi broj
ishodStan. Zelenom bojom oznacene su promenljive tipZaposlenja i duzinaZaposlenja koje zajedno ¢ine
fazi broj ishodPosao. Ova tri fazi broja (ishodPorodica, ishodStan i ishodPosao) zajedno sa promenljivom
godine daju fazi broj demografskiPodaci koji predstavlja rezultat svih dostupnih socio-demografskih
podataka o klijentu. Dalje su narandZastom bojom predstavljene promenljive prethodniKrediti,
brojKredita, drugeObaveze, i njihov rezultat, fazi broj ishodKreditnalstorija. Nakon toga, ljubi¢astom
bojom predstavljene su promenljive iznos i periodOtplate kredita i one formiraju fazi broj ishodKredit. A
kada se fazi brojevima ishodKreditiranja i ishodKredit doda i promenljiva procenatRate — dobija se fazi
broj nazvan kreditUkupno. Poslednji blok odlucivanja ¢ine Cetiri promenljive predstavljene bordo bojom
— to su stanjeNaRacunu, stednjaNaRacunu, imovina i zirant. Njihovim grupisanjem dolazi se do fazi broja
ishodObezbedjenje. Na kraju se tri dobijena fazi broja (demografskiPodaci, kreditUkupno i procenatRate)
medusobno grupiSu u konacan ishod, i to je fazi broj koji predstavlja rezultat ovog procesa fazi
zakljucivanja.

Svi fazi brojevi definisani su preko odgovarajudih funkcija pripadnosti, a softver FuzzyTECH 8.40b pruza
moguénosti da se funkcije pripadnosti definiSu na nacin koji prati logiku LR fazi brojeva opisanih u
teoremi 3.1.1 poglavlja 3. Na slici 4.2.6.2 predstavljen je primer kako se definisSe fazi broj koji odgovara
promenljivoj iznos kredita. Na isti nadin predstavljen je i ishod svakog bloka pravila, osim Sto su
vrednosti ishoda uvek /oS, prosec¢an i dobar (slika 4.2.6.3). Ulazne promenljive su fazi brojevi LR tipa, dok
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su sve izlazne promenljive radunate po principu centra gravitacije, odnosno centra oblasti*® opisanog u
poglavlju 1.5.4.

*® Fast CoA — Fast Center of Area je klasican metod defazifikacije centra gravitacije prilagoden aplikacijama jer na
neki nacin predstavlja priblizno resSenje, za koje se pokazalo da umnogome umanjuje vreme izraCunavanja, ne
gubedi time na kvalitetu dobijenih izlaznih veli¢ina.
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. Term Properties
Gl v s mN e a2
Term List Term Diagram

1 [%] mali
100 - Name

Properties

Property Parameter

a0 Type
Membership Function

&0
0
20

0

\

4,000 8.000 12,000 16,000 20,000

Relation Term Names

has Inverse Term  <none>

is member of And-Terms  <not available>

Membership Functien Editor

is member of Or-Terms <not available>

Definition Points.

Slika 4.2.6.2 Fazi broj koji predstavlja promenljivu iznos kredita

Wlee v | 2 ] e | e[S 2

Term List Term Diagram

A samac W%l samac ozenjen b [%]
| A ozenjen 100 100
a fao
60 60
40 40
20 20
0 0

Wl v | 2 @] m| eE] 2

e v | 2w e | B R

Term List Term Diagram
1A los W los prosecan dobar b [%]
A prosecan 100~ #100

Term List Term Diagram
LA malo %] malo puno b [%]
A puno 100 100
80 80
80 80
40 40
20 20
ey T > - - - - - - 0
100 110 120 130 140 150 160 170 180 1%0 200

Slika 4.2.6.3 Fazi broj koji predstavlja spajanje fazi brojeva bracni status i izdrZzavana lica u fazi broj
ishodPorodica
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Hlpe v | 2w 5| Bl ®

Term List Term Diagram

L\ nizakNivo | P[] nizaknive srednjiNivo visakhivap [%]
L/ srednjitivo 100

LA\ vieckhivo
Hles v | 2 @] 5 ealE 2
Term List Term Diagram
[les PICON') prosecan dobar W %]
|\ prosecan 100 -
LA dobar
80+ 80
60 60
; duzinaZaposlenja ol -
Holpe v |2 w0 | elEl ®
Term List Term Disgram 20 20
LI kratko %] kratko srednje dugo u[%]
0 10 20 30 40 50 80 70 80 90 100

|\ srednje 1007

LA dugo 0. Leo
60 60
40+ 40
20+ 20
c

Slika 4.2.6.4 Fazi broj koji predstavlja spajanje fazi brojeva tip zaposljenja i duZina zaposlenja u fazi broj
ishodPosao

Ale v |2 BN E e
Term st Term Diagram
LA bratien ,,m.,m w %]

LA grednje 100

LA dugo leo
Hea
=]
=]

7 1 pstoStanov nja

W v | 2 WX | lE e
Term st Term Qiagram

LA znayipge vmw stan

LA roditety -‘Il.r
LA stan 80 e
60 Heo
40 40
20 F2
]

&0 00 10 10 180 180 2

PR AeS by
Term List Term Diagram

los (%] fos rosecan dobar i [%)
LA prosecan 100 =100
LA dobar

Slika 4.2.6.5 Fazi broj koji predstavlja spajanje fazi brojeva duZina stanovanja i mesto stanovanja u fazi
broj ishodStan
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px v wmX| sl mE e

8 comanrstebiPodact

Wl vz @m0 0Bl T
Term Diagram
u[ﬂ miad

wl%l s
804

2Z % 30 M 3B 42 4% 0 4 ¥ 62 6 W M
1]

Slika 4.2.6.6 Promenljiva godine predstavljena kao fazi broj sa leve, i konacan ishod bloka demografski
podaci predstavljen kao fazi broj sa desne strane

N -

Alu v |2 @ s Bl ® Kl v | 2w s e
Tem st

M losa p

Term st Term Diagram
- LA maio (%] malo
LA prosecna T 3 LA sredne 100+
LA dobra ] LA o

brejkredita

Wl v | 2w s alEl T
Term List
LA malo

Term Dagram
LA srednge
LA pun

(%] o
100 -+

Slika 4.2.6.7 Fazi brojevi prethodniKrediti, brojKredita i druge obaveze zajedno sa njihovim ishodom

predstavljenim u vidu fazi broja ishodKreditinalstorija
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e v | 2 B 5| [El e
Tarm List Term Ciagram
mak o (%] mak vtk

LA sredri 0
(V0 o0
-60
o Ao v | 2@ s Bl e
(20 Term Ust
N LA los b [%] s prosecan cobar  w[W]
LA prosecan 1007 100
LA, dobar 80 [s0
&0 e
B periodOtplat %0 L4
Al vz m¥] s el e 2 -
Term st Term Diagram o T
wooW N N %N 0 W W W 0
LA bratak u[!q featak
LA sredny
LA dug

N

00 150 200 2 M0 IO M0 4D S0 S0

> B & 2 8

Slika 4.2.6.8 Kombinacija fazi brojeva iznos kredita i periodOtplate koji ucestvuju u formiranju fazi broja
ishodKredit

[ Rimoims e e
Alie v | 2 @] m | ealEl T Alo v | 2 m¥) e ealE e
Term st Term Qiagram Teren st Term Diagram Term List Term Qiagram
:..:.mafm ..[:2 rizsikhive sredriive -.-w-an-.-n:é!\i L ko Wl kse prosecnc dabrop [%] . (%] lose. prosecna dobron [%]
oy LA prosecne 100 100 LA prosecno 100
LA vissitivo LA debro 80 . LA dobo &0
® &0 & €04
] ]
v 20 204
- - { H r'E

‘L|F‘ vl/ R Y N=IR
Term st Term Dlagram

AR AN K

1 [%] lose Term st Term Diagram
100 los b (3] ks prosecan dobar W%
LA prosecan 100 -7 - 100

LA dobar

Slika 4.2.6.9 Svi fazi brojevi koji ucestvuju u formiranju fazi broja ishodObezbedenje (imovina, Zirant,

stanje na racunu i Stednja na racunu)
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[ procenatRate

Wl v |2 @m¥| e oBl T
Term Ust Term [iagram

LA mali ol

LA srednf
LA el

=

o4 & 88 BE

AR AR
Term Lt ‘Tarm Qiagram
los los
LA srednj
LA dobar

0. El=miis=l

Slika 4.2.6.10 Fazi broj procenatRate koji zajedno sa fazi brojevima ishodKredit i ishodKreditnalstorija
formira fazi broj kreditUkupno

Nakon definisanja fazi brojeva uz pomo¢ odgovarajucih funkcija pripadnosti, neophodno je konstruisati
pravila zakljucivanja koja prate tabele iz poglavlja 4.2.5 — Pravila zaklju¢ivanja. Nacin na koji se pravila
zakljucivanja zadaju softveru prikazan je na slici 4.2.6.11, a graficki prikaz konacnog ishoda nalazi se na
slici 4.2.6.12. Pravila do kojih se dolazi na osnovu ekspertskih analiza jednostavno se unose
ukucavanjem. S obzirom na to da postoji ukupno 3 vrednosti za svaki od ve¢ izracunatih ishoda (loSe,
prose¢no i dobro), ukupan broj mogucih kombinacija je 27, te postoji tacno 27 pravila zakljucivanja koja
vode do konacnog ishoda.

Operators| Then Comment Audit
7 B9.G1 ishod ¥ demografskiPodaci %" ishodObezbedjenje 3" kreditUkupno ¥ ishod Do$ [%] 2017-08-31 18:47:22 Dunja 8.40b
r B9.G1.R1 L demagrafskiPodaci-fos LA ishodO jielos LA los => LA ishod.jakolose 100 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
i B9.G1.R2 L/ demografskiPodaci.los |/ ishodObezbedjenje_prosecan |/ kreditUkupno.los => L/ ishod.lose 25 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
; B9.G1.R3 LA demografskiPodaci.los LA\ ishodO je_prosecan LI los => |/ ishod.jakaleose 7 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
r B9.G1.R4 LA demagrafskiPodaci-fos LA ishodO jiedobar | LA los => L\ ishod.prosecno 15 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
7 B9.G1.RS LA\, demografskiPodaci.los LA ishodO jedobar | LA os => LA ishod.lose 25 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
¢ B9.G1.RE LA\, demografskiPodaci.los LA ishodO jelos A rednji => | |\ ishod.lose 5 2017-08-31 18:18:43 Dunja 840b
7 B9.G1.R7 L/ demagrafskiPadaci-fos LA ishodO jelos A rednji => L\ ishod.jakolose 5 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
7 B9.G1.R8 LA\, demografskiPodaci.los LA ishodO jeprosecan LA rednji => LA ishod.prosecno 30 2017-08-31 18:18:43 Dunja 840b
¢ B9.G1.RY LA\ demografskiPodaci.los LA ishodObezbedjenje.prosecan |/ kreditUkupno.srednji => LI ishod.lose k) 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
r B9.G1.R10 L/ demografskiPodaci.los |/ ishodOl je-dob: A rednji => LI ishod.prosecno 45 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
#  BOGIRN |/ demografskiPodaci.los | ishodO jedobar | |A rednji => | |A ishod.lose 55 2017-08-31 18:18:43 Dunja 840b
¢ B9GLRI2 | demagrafskiPodaci-fos LA ishodO jielos A dob => |/ ishod.prosecno 5 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
i B9.G1.R13 L/ demografskiPodaci.los 1/ ishodOl jelos A dobar => L/ ishod.lose 75 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
7 BOGLRI4 LA demografskiPodaci.los LA\ ishodO jie.prosecan |2 dobar => A ishod.prosecno 45 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
£ BAGIRIS LA demagrafskiPodaci-fos LA ishodO i A dob => LA ishod.lose 55 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
#  BIGLRIG LA iPodaci.los LA ishodO jedobar | LA dobar => LA ishod.dobro 20 2017-08-31 18:18:43 Dunja 840b
7 BOGLRI7 LA demografskiPodaci.los LA\ ishodO jedobar | LA dobar => A ishod.prosecno £ 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
#  BOGIRIE LA iPodaci LA ishodO jielos A los => L\ ishod.lose 15 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
#  BOGLRI9 L/ demografsiiPodaci.prosecan A ishedO je.los A los => |/ ishod.jakelose 25 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
7 B9.GLR2D |/ demografskiPadaci.prosecan |\ ishodOberbedjenje-prosecan |\ kreditUkupna.os => |/ ishod.jakalose 20 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
#  BAGIR2 LA iPodaci LA ishodO ji A los => L\ ishod.lose 20 2017-08-31 18:18:43 Dunja 8.40b
F  BIGLRZ |/ demografskiPodaci.prosccan | ishedO jedobar | LA los => | |A ishod.lose 15 2017-08-31 18:18:43 Dunja 840b
7 RO A1 R IA Aas il i nenearan | A ichadn ia Anhar 1A lne - I A _ichnd nencsenna a5 IMTNR.21 18:18:43 Nunia 8 ANk

Slika 4.2.6.11 Formiranje tabela za zakljucivanje u softveru
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[ ishod (=2 T
G WM B R

Term List Term Diagram

J\ jskolose 1 [%] jakoLose lose dobro jakaDobrop [%]
LA\ lose 100 100

/v dobro 20
A\ jakoDobro
30
70

60

Slika 4.2.6.12 Konacan ishod predstavljen u vidu fazi brojeva

Kada su svi potrebni parametri podeseni, fazi brojevi i izlazne veli¢ine konstruisani na odgovarajuci
nacin, a pravila zakljucivanja pazZljivo odabrana tako da prate poslovnu logiku vremena u kom se kreiraju,
dovoljno je samo ukucati parametre koji odreduju klijenta i njegov skor se izracunava koristeéi fazi
zakljuéivanje. Na narednim slikama prikazano je pet klijenata od kojih svaki upada u jednu od pet
mogucih kategorija: jako los, los, prosecan, dobar, jako dobar. Sa leve strane su prikazane vrednosti
ulaznih promenljivih (inputs), sa desne su sve izlazne veliCine (outputs), dok je pored toga prikazan i
grafik koji jasno oslikava pomenuti metod defazifikacije - metod centra gravitacije.

Na slici 4.2.7.1 prikazan je primer klijenta koji je dobio ukupnu ocenu los. Sa leve strane mogu se videti
njegovi parametri za svaku promenljivu. Tako je na primer on dobio 0 poena po osnovu brac¢nog statusa,
a 200 poena po osnovu izdrzavanih lica — ovo je prikazano u koloni Inputs. Kombinacijom ova dva fazi
broja, on je ukupno dobio 16,250 poena kao ishod bloka odlucivanja vezanog za njegovo porodi¢no
stanje. Na isti nacin su zasebno izracunate kombinacije svih parametara, a njihove vrednosti su
pobrojane u koloni Outputs. Zatim je ukupan ishod za ovog klijenta graficki prikazan. Po osnovu pravila
centra gravitacije, on je upao u kategoriju izrazito losih klijenata. lako su njegovi demografski podaci
dosta dobri, ostali blokovi zaklju¢ivanja su ovog klijenta ipak deklarisali kao jako loseg.
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ishodStan sl

m;g;;;n‘c demografskiPodaci demografskiPodaci gl
i

Inputs: Quiputs: B ishod [= & =]
o [bracistaus 0| [demografskiPodac 50,006 # —» — |
A |orojiredita 238 | |ishod 12,228 Ale v |yl aliEl e
|| |drugeobaveze 200 | |shodiredit 16,398

o g Term List Term Di

osl]| | duzinastanovania 100 | [shodkreditalstoria 16,398 rm s crmGegren
— | |duzinazaposlenja 400 | |ishodCbezbedjenje 16,398 | M jakolose 47| | [%] jakoLose lose prosecno dobro jakaDobrop [%]
—1 | godine 4 | |ishodPoradica 16,250 1A lose sl | 00 100
Krq | imovina 400 | |ishodPosa0 50,006

izdrzavanalica 200 | |ishedStan 50,002 A prosecne 0
—| |imos 20,508 | |kreditUkupno 16,552 | | —| LA dobro o
edifl | mestostanovanja 200 ija oo
| |periodotplate 91 A jakoDobro 0
v .

stednjahaRacunu 432 1
: tipZaposienia 6
—| |zrant 0
tpld
= N proceii
D_ - T

hodOl hodOl

[T i
E/Mml 81 [Max

Slika 4.2.7.1 Primer klijenta koji je dobio ocenu jako los

Na narednoj slici, slici 4.2.7.1, prikazan je primer klijenta koji upada u grupu loSih. | ovoga puta se po
osnhovu njegovih ulaznih podataka i primenom metode centra gravitacije dolazi do njegove ocene koja se
moZe utvrditi na grafiku. Ovaj klijent ima veoma dobre demografske podatke, kao i podatke koje se ti¢u

njegovog stambenog pitanja, ali ga je loSa kreditna istorija odvukla u grupu losih klijenata.

Stan BS)

e
o-.-an;a}xhwu | A m |
naef W Watch: Interactive Debug Mode o || &)= e
Inputs: Duiputs: (1] ishod
T [traenstana 2 [demografaiodas 50,006 Blw v |2 X | ol T
— 200 | |Ishodiredt 87,162
200 | |enoceec: 16,398 Term st Term Qiagram
— 400 | |mhodObe: 50,004 LA jaolose 11 %] jakoLose
— 45 | |shodPorodica 16,250 LA lose 4 Ui".l e
200 | |shodstan 83,014 LA &
— 1126 | [ireditUbapns 16,552 | (I LA dotwo o
e T ja
;200:::” m | |LAjskoDobra 0 &0
stamjeNaRacunu 200 n
E} stednjalafacunu 432
pZaposie 66 o
e [ v 0 0 EE ]
- 21,95 |
facy B
JRad
— P ¢ ishodObezbedjene 1nhod0eezhedjenjeg
- imoving
] st
it} Min| 81 [Max

L

Slika 4.2.7.2 Primer klijenta koji je dobio ocenu los

Na slici 4.2.7.3 nalazi se primer klijenta koji je upao u kategoriju prose¢ni. Na ovom primeru se moZe
videti kako on pripada skupu loSih klijenata sa 2%, neSto iznad 0% pripada skupu jako loSih klijenata, a
metodom centra gravitacije odreduje se da je njegova konacna pripadnost zapravo u grupi prosecnih
klijenata, jer njoj pripada 13%, Sto je najveca pripadnost.
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manaLIca |

L2 Demogrfskifodaci  BE

demografiodaa 81,636

ishod 41,406
Ishod¥redit 87,160
shodkreditnalstoria 16,258

004

ishadPorodica 65,652
shodPasad , 006
ishodStan 55,014

z lreditUiupne 16,552

A ishedPesas
—] ishodStan
o

B shod
Ml v | 2 w0 e A R
Term List Term Diagram
Uijakolose 20| |y [%] jakolose
LA lose 2| | w00
LA vosecna 13
LA dobeo ]
LA jakoDobra 0

[T —

= B & 2 B8

o Imevina [~ - irarit
E — Min| 81 - Max

Slika 4.2.7.3 Primer klijenta koji je dobio ocenu prosecan

Slika 4.2.7.4 predstavlja klijenta koji je dobio ocenu dobar. Kombinacijom njegovih parametara dolazi se
do ukupne ocene 56,324 sto mu dodeljuje pripadnost od 11% skupu dobrih klijenata.

g andun
'ﬂ‘-M EE=]
= & [smmogotiroins s26% flu vz X 5| aalE e
— 2 82,150 Term Ust Term Diagram
——t %00 50,004 LA jskotose O |y [%) jakotose lose o dobro JakoDobrow [%]
= il 2 s 1A loze of | 10 00
= 12 % 89,014 A proseer 4 =0
e 2.161 | |iredtifapno 50,006 i LA dobeo 1
= = | Assoooteo of | &
o %0 «
12
20
4

=H " .
ol 0 o 1 »® » o N & M 8 9
— 9,». 24
2 | Co— P e ez
—
—_— o TehodObezbedjenge | TPhodOberbedjenje
E ~| zirant
t}— Min| 81 [Max

Slika 4.2.7.4 Primer klijenta koji je dobio ocenu dobar

Poslednji primer je primer klijenta koji u potpunosti pripada skupu jako dobrih klijenata. Njegov ukupan
skor je 91,68, Sto ga svrstava u grupu jako dobrih klijenata i to sa vrlo visokom pripadnoscu od 52%.
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[E —)TTY i S roveu I
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peodomate =5} 2 | jakootro 52| | 60
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XX procenatRate|

Slika 4.2.7.5 Primer klijenta koji je dobio ocenu jako dobar
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Zakljucak

If you think the math isn’t important, you don’t know the right math.*”
Kris Ferguson, profesionalni pokeras

Matematika je nauka koja reSava probleme. Ono Sto je za preduzetnika uspesna godina, za lekara izlecen
pacijent, za pisca milionski tiraz — to je za matematicara reSen zadatak. A reSenja ima mnogo. Sa
trenutnim razvojem matematike i raCunarskih tehnologija, sve je manje dilema da li reSenje za neki
problem postoji, a sve vise koje je od bezbroj mogudih resenja najbolje. A onda i definicija najboljeg
postaje problem za sebe.

Za jednu banku najbolji model bice onaj koji je najkonzervativniji u pogledu rizika, a za drugu to moze
biti model sa kojim Zeli da privuc¢e Sto viSe novih klijenata, sa blagom sklonos¢u ka riziku koju takva
strategija sa sobom nosi. U moru zadatih kriterijuma, u poslednje vreme se sve ces¢e namece i potreba
da model $to bolje prati aktuelne promene u ekonomskim prilikama, tj. da bude moguce njegovo brzo i
jednostavno prilagodavanje na trenutne uslove. Ovo je upravo test na kom najrasprostranjeniji modeli
zasnovani na linearnoj ili logistickoj regresiji padaju — uglavhom se u takvim situacijama oni moraju
razvijati ispoCetka, a ponovni razvoj zahteva i vreme i novac. Ovde se krije velika prednost modela
zasnovanih na fazi zaklju€ivanju jer je njihova osetljivost na promene na ekonomskoj sceni zadivljujuca,
a, pre svega, leZi u cinjenici da oni i jesu nastali da bi se omogudilo opisivanje sistema u kojima vlada
nestalnost i nepredvidljivost. Ono Sto daje moc¢ fazi modelima je to Sto se, ¢ak i ako se desi neka
nepredvidena drasticna promena ekonomskih prilika koju sam model ne mozZe toliko dobro ispratiti (npr.

“Ako smatrate da matematika nije vazna — ne znate pravu matematiku, recCenica je poznatog pokerasa Krisa
Fergusona, Ciji su roditelji doktorirali matematiku (njegov otac predaje teoriju igara na kalifornijskom univerzitetu —
UCLA), a i on sam je doktorirao kompjuterske nauke. Njegov stil igre se u potpunosti bazira na matematici i velikom
poznavanju teorije igara, a priznao je i da se sluzi kompjuterskim simulacijama kako bi Sto viSe unapredio svoju
igru.
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ekonomska kriza), bilo koji deo modela moze veoma jednostavno i brzo modifikovati, bez ikakvog uticaja
na ostale korake u zaklju¢ivanju. Fazi model je po svojoj prirodi jednostavan za razumevanje i pracenje.
Njegova specifiéna konstrukcija pruza uvid u sve korake koji su doveli do odredene odluke, te ovakav
model uspesno reSava Cest problem u modeliranju — efekat crne kutije (eng. black box effect) koji
onemogucéava da se odlucivanje razlaZze na ¢inioce i na taj nacin do detalja analizira. Osim $to su
ekonomske prilike veoma nezahvalne za predvidanje, slucaj je isti i kada se radi o previdanju ponasanja
klijenta. S obzirom na nacin na koji su konstruisani trougaoni fazi brojevi koji opisuju svaku promenljivu,
a narocito i na usaglasenost medusobne interakcije medu promenljivama u blokovima odlucivanja,
ovakav model pruza nebrojeno mnogo moguénosti za kombinovanje, pa samim tim i usavrSavanje
modela, odnosno preciznosti njegovog predvidanja. Naravno, kao i svi modeli, oni imaju i svoje mane, a
mozZda i najve¢a mana potice iz ¢injenice da spadaju u ekspertske modele, te bez dobrog eksperta, nema
ni dobrog modela. Druga mana koju je vazno spomenuti je da se performanse fazi modela mogu
adekvatno meriti tek nakon njegove implementacije, jer se pretpostavlja da se ekspertsko misljenje na
kom je model zasnovan kreira kroz poznavanje svih dosadasnjih slucajeva, pa bi svako merenje
performansi koristedi istorijske podatke bilo nepouzdano.

Ovaj rad napisan je sa verovanjem da modeli fazi zakljuéivanja imaju neprocenjivu vrednost i primenu u
maltene svim oblastima oko nas i da im kao takvim predstoji sjajna buduénost i u bankarskom sektoru.
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