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1
Uvod

Populacija je celokupna kolekcija objekata u kojoj se moze vrsiti ispitivanje
neke karakteristike tj. nekog obelezja. Ukoliko je populacija malobrojna, ona
se moze izucavati u celini. Medutim, ako ona sadrzi veliki broj elemenata,
ispitivanje cele populacije je skupo, dugotrajno, u nekim sluc¢ajevima moze
biti destruktivno, a ponekad je ¢ak i principijelno nemogucée. Iz tog razloga
se obicno bira podskup populacije koji se naziva uzorak, na kome se vrsi
ispitivanje. Ideja je da pokusamo da izvedemo zakljucak o celoj populaciji
na osnovu analize izabranog uzorka.

Oblast statistike koja se bavi proucavanjem izbora uzorka i ocenjivanjem
odgovarajuc¢ih parametara populacije naziva se teorija uzoraka. Postoje mno-
gobrojne tehnike i na¢ini odabira uzorka, a samim tim i razne vrste uzoraka.
U ovom radu posmatran je klaster uzorak, koji uz prost slucajan uzorak i
stratifikovani uzorak spada u osnovne tipove verovatnosnih uzoraka. Pred-
stavljeni su i analizirani ocenjivaci ukupne i srednje vrednosti populacije kod
klaster uzorka, sa akcentom na nepristrasnim ocenama i ocenama koli¢nika.
Osim toga, prikazan je i sistematski uzorak kao specijalan slucaj klaster
uzorka.

Klaster uzorak se koristi kada su ¢lanovi populacije grupisani u prirodne
klastere ili kada je nepoznat spisak svih ¢lanova populacije, tj. kada je formi-
ranje uzorackog okvira komplikovano, skupo ili nemoguce. Klaster uzorak
¢ine slucajno izabrane primarne uzoracke jedinice (klasteri), u okviru kojih
se biraju i ispituju svi ili samo neki elementi koji predstavljaju sekundarne
uzoracke jedinice. U zavisnosti od toga, postoji jednofazni i dvofazni klaster
uzorak.

Jednofazni klaster uzorak se koristi kad su troskovi uzorkovanja sekun-

darnih uzorackih jedinica zanemarljivi u poredenju sa troskovima uzorko-
vanja klastera. U jednofaznom klaster uzorku ispituju se svi elementi unutar



izabranih klastera. Posto oni mogu biti veoma sli¢ni, ispitivanje svih tih
elemenata moze biti skupo i nepotrebno. U takvim situacijama jeftinije je
biranje poduzorka iz svakog izabranog klastera i tada je re¢ o dvofaznom
klaster uzorku.

Ocene populacionih veli¢ina dobijene iz klaster uzorka su u opstem slucaju
manje precizne od ocena dobijenih iz prostog slucajnog uzorka, jer su obi¢no
lacije. Uzorkovanjem slicnih elemenata iz jednog klastera ne dobijaju se
nove informacije, Sto smanjuje preciznost ocena populacionih parametara.
Medutim, i pored toga, klaster uzorci se veoma cesto koriste u praksi kada
su u pitanju velika istrazivanja, jer je obicno mnogo jeftinije i jednostavnije
uzorkovati elemente unutar klastera nego birati prost slucajan uzorak iz cele
populacije.

U prvom, uvodnom delu rada prikazane su osnove verovatnosnog uzorko-
vanja. U drugom poglavlju predstavljen je prost slucajan uzorak, kao osnovni
oblik verovatnosnog uzorkovanja koji daje teorijsku osnovu za slozenije obli-
ke. Ocena koli¢nika je opisana u treéem poglavlju. Cetvrto poglavlje pred-
stavlja kljuc¢ni deo rada u kojem je detaljno obradjeno klaster uzorkovanje. U
petom poglavlju prikazana je primena klaster uzorka na konkretnom realnom
problemu.



1.1 Uzorkovanje

Ispitivanje citave populacije je, u opstem slucaju, nemogucée kada je re¢ o
brojnim populacijama. Usled nedostatka vremena i novca ili usled brojnosti
populacije, najceSée nismo u stanju da ispitamo svakog stanovnika jedne
drzave. Sa druge strane, istrazivanje svih geografskih podrucja na Zemlji je
fizicki nemoguce. Iz tog razloga, radi dobijanja zeljenih informacija o ¢itavoj
populaciji, istrazivaci se oslanjaju na uzorkovanje. Uzorkovanje predstavlja
proces selekcije podskupa jedinica iz cele populacije radi ocenjivanja karakte-
ristika citave populacije.

Osnovni pojmovi iz oblasti uzorkovanja su:

Jedinica posmatranja (element) — objekat ¢ije karakteristike se ispituju. Na
primer, u proucavanju ljudske populacije jedinice posmatranja su pojedinci,
tj. osobe.

Ciljna populacija — svaka kolekcija ljudi, biljaka, zivotinja ili stvari u kojoj
se vrsi ispitivanje neke karakteristike. Njeno definisanje predstavlja vazan
deo istrazivanja posto odabir ciljne populacije ima veliki uticaj na kasnije
dobijene statisticke rezultate.

Uzorak — podskup populacije. Analizom izabranog uzorka izvodimo zakljucke
o celoj populaciji.

Uzoracka populacija — skup svih moguéih jedinica posmatranja koje imaju
sansu da se nadu u uzorku. Dakle, to je populacija iz koje se uzima uzorak.

Uzoracka jedinica — jedinica koja se uzorkuje. Na primer, u istrazivanju
odredivanja prosecnog prihoda po osobi, domacinstva mogu biti uzoracke
jedinice, a pojedinci su u tom slucaju jedinice posmatranja.

Uzoracki okvir — spisak svih uzorackih jedinica. Na primer, u telefonskom
istrazivanju Novog Sada, uzoracki okvir je lista svih telefonskih brojeva u
Novom Sadu.

Kljuc svakog uspesnog istrazivanja je dobra priprema. Prema tome, uko-
liko se uzorkovanje dovoljno dobro pripremi i sprovede, ono moze u velikoj
meri uStedeti vreme, novac i trud, pruzajuci tacne, precizne, pouzdane i
korisne rezultate. Takode, pored smanjenja troskova, brzina prikupljanja
podataka je jedna od najveé¢ih prednosti uzorkovanja.

Prilikom svakog istrazivanja javljaju se greske koje se dele na uzoracke i

neuzoracke. Razumevanje razlika izmedu ovih gresaka je od velike vaznosti
pri opredeljivanju za popis ili za uzorak, kao i pri odabiru odgovarajuc¢ih pro-



cedura u slucaju da se odlucimo za uzorkovanje. Da bi rezultati istrazivanja
bili Sto pouzdaniji, potrebno je minimizirati sve vrste gresaka.

Uzoracka greska je greska koja nastaje kao posledica koris¢enja uzorka
umesto ispitivanja cele populacije. Ona predstavlja razliku izmedu ocene
nekog obelezja dobijene na osnovu uzorka i prave vrednosti obelezja dobijene
na celoj populaciji. Uzoracka greska se razlikuje od uzorka do uzorka.

U vedini istrazivanja uzoracke greske su zanemarljive u odnosu na neuzo-
racke. Uzoracka greska odrazava preciznost ocene, a neuzoracka greska valid-
nost ocene. Neuzoracke greske su greske koje se ne pripisuju variranju od
uzorka do uzorka. To su greske koje poticu od nacina uzorkovanja kojim
se dobijaju ocene koje se sistematski razlikuju od pravih vrednosti obelezja
populacije. Neuzoracke greske su razne vrste pristrasnosti koje nastaju u pro-
cesu istrazivanja, kao na primer pristrasnost prilikom odabira i pristrasnost
prilikom merenja.

U danasnje vreme postoji veliki broj loSe odradenih istrazivanja, pa su
mnogi ljudi prilicno skeptiéni prema vecini istrazivanja. Neki smatraju da je
uzorkovanje lose i da istrazivanje treba vrsiti iskljucivo na celoj populaciji, tj.
treba raditi kompletan popis. Za male populacije to nije problem i komplet-
nim popisom se eliminiSe uzoracka greska. Medutim, popis ne moze iskljuciti
neuzoracke greske. Najveéi uzroci gresaka u istrazivanjima su nepokrivenost,
neodziv i nemarnost pri sakupljanju podataka. U opstem slucaju, komple-
tan popis populacije iziskuje previse vremena i novca, ponekad moze biti
destruktivan, a ne eliminiSe sve greske. Dakle, cak i kad smo u prilici da
ispitujemo celu populaciju, cesto se odlucujemo da selektujemo samo njen
manji deo (uzorak) i da na osnovu njega donosimo odluke vezane za celu
populaciju. Postoje mnogobrojni razlozi za to. Uzorkovanje moze obezbediti
pouzdane informacije za mnogo manje novca od popisa. Podaci dobijeni na
osnovu uzorka se brze prikupljaju, pa se i ocene velicina objavljuju blagov-
remeno. Osim toga, ocene bazirane na uzorku su cesto tacnije od onih do-
bijenih na osnovu popisa, jer se veca paznja posvecuje kvalitetu podataka i
obucavanju osoblja koje sprovodi istrazivanje, Sto bitno smanjuje greske pri-
likom istrazivanja. Mnogo je bolje imati dobra merenja na reprezentativnom
uzorku, nego pristrasna ili nepouzdana merenja na celoj populaciji.

Nasa saznanja, stavovi i dela su u velikoj meri zasnovani na uzorcima,
Sto mozemo videti kako u naucnim istrazivanjima, tako i u svakodnevnom
zivotu. lako se veruje da je uzorkovanje oduvek bilo deo ljudske istorije,
mnoge uzoracke procedure koje se danas koriste imaju relativno kratku is-
toriju. Neuspeh velikih kompanija u istrazivanju javnog mnjenja povodom
predvidanja pobednika na americkim predsednickim izborima 1948. godine,
motivisao ih je da u svoje procedure predvidanja prvi put ukljuce verovat-



nosno uzorkovanje, koje je ubrzo postalo dominantan alat za ocenjivanje
parametara populacije.

Verovatnosno uzorkovanje je vrsta uzorkovanja kod kojeg svaki element
ciljne populacije ima poznatu, odredenu verovatno¢u da bude izabran u uzo-
rak. Ove verovatnoc¢e odabira elemenata mogu biti jednake ili razlicite. U
slucaju da svi elementi populacije imaju jednake verovatnoce odabira, rec je
o prostim verovatnosnim uzorcima.

Nasuprot toga, neverovatnosno uzorkovanje je vrsta uzorkovanja kod kojeg
neki elementi populacije nemaju Sansu da budu izabrani ili verovatnoce izbo-
ra elemenata nisu poznate.

Tri osnovna tipa verovatnosnog uzorka su: prost slu¢ajan, stratifikovan i
klaster uzorak.

Prost sluc¢ajan uzorak

Prost slucajan uzorak (eng. Simple Random Sample - SRS) je najjednos-
tavniji oblik verovatnosnog uzorka. Njegova osnovna karakteristika je da
svi ¢lanovi populacije imaju jednaku Sansu da budu ukljuc¢eni u uzorak, a
takode i svaka moguca kombinacija datog broja clanova populacije sa istom
verovatno¢om moze biti uklju¢ena u uzorak. Ovaj tip uzorka predstavlja
osnovu za slozenije tipove verovatnosnih uzoraka.

Stratifikovani uzorak

Stratifikovani uzorak se koristi kad je populacija podeljena na podgrupe koje
se nazivaju stratumi. Iz svakog stratuma se nezavisno bira prost slucajan
uzorak. Stratumi su najceSée podgrupe elemenata slicnih ili istih osobina.
Stratumi, na primer, mogu biti starosne grupe ljudi, razlicite vrste terena
nego proizvoljno izabrani elementi iz cele populacije. PoSto se u uzorku
nalaze elementi iz svakog stratuma, stratifikacija u opstem sluc¢aju povecava
preciznost.

Klaster uzorak

Klaster uzorak je uzorak u kojem su posmatrane jedinice populacije grupisane
u vece uzoracke jedinice koje se nazivaju klasteri. Bira se prost slucajan
uzorak klastera i ispituju se svi ili samo neki elementi izabranih klastera.

Na primer, umesto anketiranja svih sportista Novog Sada, ¢iji spisak ne-
mamo, uzima se prost slucajan uzorak sportskih klubova, a zatim se anke-



tiraju svi ili neki od sportista u izabranim sportskim klubovima. U ovom
primeru, sportski klubovi su klasteri, a sportisti jedinice posmatranja.

Primer 1.1 Pretpostavimo da Zelimo da ocenimo prosecno vreme koje profe-
sori unwverziteta utrose na pregledanje pismenih radova tokom junskog ispit-
nog roka.

Jedan nacin je da koristimo prost slucajan uzorak. U tom slucaju je
potrebno da posedujemo spisak svih profesora univerziteta i tada slucajno
biramo profesore sa tog spiska. Drugi nacin je koriscemje stratifikovanog
uzorka. Tada nam je potreban spisak svih fakulteta i profesora koji rade na
ngima, pa u okviru svakog fakulteta biramo prost slucajan uzorak. Treéi nacin
je slucajno biranje nekih fakulteta i ispitivanje svih profesora sa izabranih
fakulteta © to je klaster uzorak. Uocava se da je u sva tri slucaja prisutan
sluc¢agan izbor jedinica u uzorak. Kod prostog slucajnog uzorka jedinice pos-
matranja su slucajno izabrane iz populacije. Kod stratifikovanog uzorka se
jedinice posmatranja slucajno biraju iz svakog stratuma, dok se kod klaster
uzorka klasteri slucajno biraju. O

1.1.1 Osnove verovatnosnog uzorkovanja

Pretpostavimo da populacija ima N elemenata (jedinica populacije), ¢iji su
indeksi 1,2,..., N, tj. indeksni skup cele populacije je U = {1,2,..., N}.
Svakom elementu populacije je pridruzena vrednost obelezja y koje posma-
tramo. Iz populacije se bira uzorak velicine n. Taj uzorak ¢emo oznacavati
sa S 1 on predstavlja n-toc¢lani podskup populacije.

U verovatnosnom uzorkovanju svaki uzorak S iz populacije ima poznatu
verovatno¢u P(S) sa kojom moze biti izabran i suma verovatnoca svih mogu-
¢ih uzoraka je 1. Kako je u verovatnosnom uzorkovanju za svaki moguci
uzorak poznata verovatnoca sa kojom on moze biti izabran, onda i svaka
jedinica u populaciji ima poznatu verovatnocu sa kojom se moze nac¢i u uzorku
ito je

P(i-ta jedinica je u uzorku) = ;.
m; se racuna kao suma verovatnoca svih mogucih uzoraka koji sadrze jedinicu
1. Verovatnoce m; su poznate pre pocetka uzorkovanja i pretpostavljamo da
je m; > 0, za svaku jedinicu populacije. U praksi, ipak, nije moguce ispisati
sve moguce uzorke i izracunati verovatnoce s kojima mogu biti izabrani.

Primer 1.2 Neka je data populacija ciji je indeksni skup

U =1{1,2,3,4,5,6,7,8}.



Neka je
y; — vrednost obelezja i-te jedinice.

Broj moguéih uzoraka velicine 4 je (i) = 70. Dakle, postoji 70 razlicitih
uzoraka obima 4 koji se mogu dobiti iz ove populacije.

Neka je P(S) = %, za svaki moguci uzorak velicine 4 iz populacije. Svaka
jedinica se javilja u tacno 35 uzoraka pa je
Ti =D ies P(S) :Zi68%235(%):%’ i=12,..8 L

Odabir verovatnosnog uzorka je komplikovaniji od odabira pogodnog uzo-
rka, ali verovatnosno uzorkovanje garantuje da se svaka jedinica populacije
moze pojaviti u uzorku i obezbeduje informaciju pomocu koje se moze proce-
niti preciznost statistike izracunate iz uzorka. Verovatnosno uzorkovanje
omogucava da se koriste¢i uzorak relativno malog obima, mogu izvesti pouz-
dani zakljucci o proizvoljno velikoj populaciji.

Sto je uzorak manji i cena eksperimenta niza, zakljuéci su obiéno manje
pouzdani i obrnuto. Zato je potrebno da budemo u mogucénosti da merimo
koliko su nam zakljuc¢ci i ocene dobri i koliko bi nas kostalo da ih u¢inimo
boljim. Kod verovatnosnog uzorkovanja mozemo da merimo koliko je nas uzo-
rak dobar, tj. koliko ¢esto uzorci dosezu neki kriterijum reprezentativnosti.

Vecina rezultata u uzorkovanju se oslanja na uzoracku raspodelu statis-
tike, raspodelu razli¢itih vrednosti statistike dobijenu u procesu uzimanja
svih mogué¢ih uzoraka iz populacije. Uzoracka raspodela je primer diskretne
raspodele.

Neka posmatrana populacija ima N jedinica i neka je y; vrednost obelezja
1-te jedinice. Pretpostavimo da zelimo da koristimo uzorak da bismo ocenili
ukupnu vrednost populacije

N
=2 u
i=1

Ocenjiva¢ za t moze biti

ts = Nys
gde je ys srednja vrednost y;-ova u izabranom uzorku S.
Uzoracka raspodela za £ je

Pli=k}= > P(S).

S:its=k

Sumiranje se vrsi po svim uzorcima S za koje je ts = k. Verovatnocéa P(S)
sa kojom biramo uzorak S je poznata, posto je re¢ o verovatnosnom uzorku.



Ocekivana vrednost od ¢, E (f), je sredina uzoracke raspodele od t
)= P(S)is =Y kP{t =k}.
S k
Pristrasnost ocenjivaca t je
Bias(t) = E(t) —t.

Ukoliko je Bias(f) = 0, kazemo da je ¢ nepristrasan ocenjivac za t.

Moramo napomenuti da upravo prikazana matematicka definicija pris-
trasnosti ocenjivaca nije isto Sto i pristrasnost prilikom odabira ili pris-
trasnost prilikom merenja. Sve tri vrste pristrasnosti predstavljaju odstu-
panje od tacne vrednosti parametra populacije, ali potic¢u od razli¢itih izvora.
Recimo da zelimo da ocenimo prosec¢nu visinu kosarkasa reprezentacije Sr-
bije. Pristrasnost prilikom odabira bi se dogodila ukoliko bismo uzeli pogo-
dan uzorak, od na primer, najvisih kosarkasa reprezentacije. Do pristrasnosti
prilikom merenja bi doslo ukoliko bi nas metar prikazivao pogresne mere, na
primer, ukoliko bi prikazivao 2cm vise od stvarne visine. Pristrasnost ocene je
prisutna ukoliko koristimo nedovoljno dobar ocenjiva¢. Primer za ovaj slucaj
je ocenjivac¢ koji rac¢una prosecnu vrednost visine tri najniza kosarkasa.

Disperzija uzoracke raspodele od t je
V(i) = B((t- ZP (ts — E(H)%,

gde se sumiranje vrsi po svim moguc¢im uzorcima S.

S obzirom da nekada koristimo pristrasne ocenjivace, za meru tacnosti
ocenjivaca se Cesto koristi srednje kvadratna greska (eng. Mean Square Error

- MSE)
MSE(f) = B((t - )*) = E((f - E(f) + E(f) —1)*)
)

= E((t — E())*) + (BE(f) — ) + 2B(({ - E(D))(B(l) - 1))
= V() + (Bias(t))?.
Mozemo zakljuciti da je ocenjivaé ¢:
e nepristrasan, ako je Bias(t) = 0, odnosno E(t) =t
e precizan, ako je V(f) = E((t — E(t))?) malo

e tacan, ako je MSE(t) = E((t — t)?) malo.
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Los pristrasan ocenjiva¢ moze biti precizan, ali nec¢e biti tacan. Tacnost
(MSE) pokazuje koliko je ocena blizu ta¢ne vrednosti parametra populacije,
dok preciznost (disperzija) meri koliko su ocene dobijene iz razli¢itih uzoraka
bliske jedna drugoj.

Dakle, neka posmatrana populacija ima N jedinica {1,2,..., N} i neka su
{y1,y2, ..., yn } vrednosti posmatranog obelezja na tim jedinicama. Iz popu-
lacije biramo uzorak S obima n koriste¢i verovatnoce izbora. Vrednosti y; su
fiksne, ali nepoznate sve dok se jedinica ne nade u nasem uzorku S. Vred-
nosti y;, ¢ € § iz uzorka su jedina informacija koju posedujemo u vezi sa
vrednostima obelezja cele populacije.

Populacione veli¢ine koje se najcescée ispituju su:

e ukupna vrednost populacije (eng. population total)

N
t= Z?/z
i=1

e srednja vrednost populacije (eng. mean)

1N
yU—N;yi-

U gotovo svim populacijama su prisutne razlic¢itosti. Na primer, razlicita
domacinstva imaju razli¢ite prihode, dok kosarkasi reprezentacije imaju raz-
licite visine. Iz tog razloga, definiSemo disperziju vrednosti populacije oko

srednje vrednosti
N

5% = ﬁZ(yi—y‘U)? (1.1)

i=1

i standardnu devijaciju populacije
S =v52

Koeficijent disperzije je bezdimenziona velicina koja meri relativno odstu-
panje

S
Yu

Uvodimo jos jednu veli¢inu, a to je proporcija jedinica populacije koje
poseduju odredenu karakteristiku.
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Proporcija p je

_broj jedinica sa datom karakteristikom u populaciji

= N .
Proporcija jedinica koje imaju odredenu karakteristiku u populaciji je samo
specijalan slucaj sredine, koji se dobija stavljanjem y; = 1, ako i-ta jedinica
ima posmatranu karakteristiku, a y; = 0, ako je i-ta jedinica nema.
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2

Prost slucajan uzorak

Prosto slucajno uzorkovanje predstavlja osnovni oblik verovatnosnog uzorko-
vanja koji daje teorijsku osnovu za slozenije oblike. Postoje dve vrste prostog
sluc¢ajnog uzorka:

e sa ponavljanjem — u kojem svaka jedinica moze biti ukljucena u uzorak
viSe puta

e bez ponavljanja — u kojem su sve jedinice u uzorku razlicite.

Prost slucajan uzorak sa ponavljanjem veli¢ine n iz populacije od N ele-
menata se moze posmatrati kao uzimanje n nezavisnih uzoraka veli¢ine 1.
Medutim, u kona¢nim populacijama, biranje iste jedinice viSe puta ne pruza
nikakvu dodatnu informaciju. Iz tog razloga se obi¢no preferira prost slucajan
uzorak bez ponavljanja, kako uzorak ne bi sadrzao duplikate jedinica.

Prost slucajan uzorak bez ponavljanja (SRS) velicine n se bira tako
da svaki mogué¢i podskup od n razlicitih jedinica populacije ima jednaku
verovatnoc¢u da bude izabran za uzorak. U populaciji od N jedinica postoji
(ZZ ) mogucih uzoraka veli¢ine n i svaki je jednako verovatan, pa je verovatnoca
odabira proizvoljnog uzorka S jednaka

1 n!(N —n)!
T

Iz tog razloga je verovatnoca izbora svake jedinice

o= ()

i€S

Za uzimanje prostog sluc¢ajnog uzorka potrebno je imati listu svih jedinica
populacije. Ta lista predstavlja uzoracki okvir. U prostom slu¢ajnom uzorku

13



se uzoracka jedinica i jedinica posmatranja poklapaju. Svakoj jedinici se
pridruzuje broj, a uzorak se bira tako da:

1. svaka jedinica ima istu Sansu da se nade u uzorku
2. na odabir jedinica ne uti¢u prethodno odabrane jedinice.

[lustracija SRS predstavlja izvlacenje brojeva iz Sesira. U praksi se za odabir
uzorka koriste kompjuterski generisani pseudo slucajni brojevi.

Kao sto je pomenuto, populacione veli¢ine su obi¢no nepoznate, pa se
one ocenjuju na osnovu uzorka. Jedna od najcesce ispitivanih populacionih
veli¢ina je srednja vrednost populacije . Ocenjivac srednje vrednosti popu-
lacije yy u SRS je uzoracka sredina gs, oblika

ys = %Zyz

i€S

U daljem tekstu, za uzoracku sredinu ¢emo koristiti oznaku g, izostavljajuéi S
u indeksu ako je jasno o kom uzorku je re¢. Uzoracka sredina ¢ je nepristrasan
ocenjivac srednje vrednosti populacije 4. Disperzija od ¥ je
S? n
V(yg) = —(1—- =),
M="0-73)

gde je S? ranije definisana disperzija vrednosti populacije oko sredine, data
sa (1.1). Disperzija V(y) meri varijabilnost ocena gy dobijenih iz razlicitih
uzoraka.

Faktor (1 — %) se naziva populaciona korekcija (eng. finite population
correction - fpc). Intuitivno, ova korekcija se vrsi zbog malih populacija kod
kojih sa povecanjem uzorackog kolicnika £ imamo vise informacija o popu-
laciji i usled toga je disperzija manja. Za veé¢inu uzoraka uzetih iz ekstremno
velikih populacija, fpc je priblizno jednak 1. Prema tome, za velike popu-
lacije velicina uzorka odreduje preciznost ocenjivaca, a ne procenat uzorko-
vane populacije. Na primer, ukoliko je supa dobro skuvana i promesana,
dovoljno je da probamo jednu ili dve kasicice da bismo odredili da li je ona

dovoljno slana, bez obzira da li smo napravili 1 ili 20 litara supe.

Primer 2.1 Uzorak velicine 100 1z populacije od 100000 elemenata ima go-
tovo jednaku preciznost kao uzorak velicine 100 wuzet iz populacije od 100
miliona jedinica:

o za N=100000: V(j) = 5529900 _ 5 (().999)

o za N=100000000: V() = 5529999900 _ 5%/() 999999) O
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Posto je disperzija populacije S? nepoznata jer zavisi od vrednosti ¢itave
populacije, ona se ocenjuje uzorackom disperzijom

1
2 _ C_7)\2
s n_lg(yz )

i€S

Nepristrasan ocenjivac¢ za disperziju od g, tj. za V(g) je

Umesto ocenjene disperzije V(gj), ¢esée se koristi njen kvadratni koren koji
se naziva standardna greska (eng. standard error - SE)

SEm) =1 - )%

Prethodni rezultati mogu da se primene na ocenjivanje ukupne vrednosti

populacije t, jer je
N

tzzyizNZ?U-

i=1

Za ocenu ukupne vrednosti populacije ¢ koristimo nepristrasan ocenjivac

t = Nj.
Tada je
A 52
B = N2V(5) = N2(1 — )2
V(t) V(y) ( N)n
i
V) =N - S
N N’'n’

Pored navedenih nepristrasnih ocenjivaca ukupne i srednje vrednosti po-
pulacije, postoje i pristrasni ocenjivaci, i o njima ¢e biti re¢i u narednom
poglavlju.

Od sad pa nadalje, pod pojmom ocenjiva¢ podrazumeva se posmatrana
slucajna promenljiva, dok je ocena konkretna realizacija te slucajne promen-
ljive.
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Intervali poverenja

Nakon odabira uzorka i ocenjivanja srednje i ukupne vrednosti populacije,
pozeljno je proceniti tacnost dobijenih ocena. To se obi¢no postize konstrui-
sanjem intervala poverenja u okviru kojih se sa dovoljnom sigurnoséu nalaze
populacione veli¢ine (parametri).

Neka I predstavlja interval poverenja za parametar 6. Ako je o verovat-
noca greske, tada za interval poverenja vazi

Plel)=1-a.

Krajevi intervala su statistike koje se menjaju od uzorka do uzorka, dok
je parametar 6 koji predstavlja tacnu vrednost populacione veli¢ine obi¢no
nepoznat, ali fiksiran.

Velicina 1 — o naziva se nivo poverenja, a interval I je 100(1 — «)%-
tni interval poverenja. Obi¢no se za « biraju vrednosti 0.01, 0.05 i 0.1.
Za a = 0.05 nivo poverenja je 0.95. Kod prostog sluc¢ajnog uzorka, 95%-
tni interval poverenja znaci da interval pokriva taénu vrednost parametra
0 za 95% mogucih uzoraka veli¢ine n. Drugim re¢ima, mi ne znamo da
li 95%-tni interval poverenja koji smo konstruisali na osnovu uzorka sadrzi
tacnu vrednost parametra. Medutim, znamo da ako je procedura vezana za
interval poverenja dobro sprovedena i ako ponavljamo proceduru dovoljan
broj puta, mozemo ocekivati da 95% rezultujuéih intervala poverenja sadrzi
tacnu vrednost parametra.

Priblizan 100(1—a)%-tni interval poverenja za srednju i ukupnu vrednost
populacije zasniva se na normalnoj aproksimaciji za raspodelu sredine uzorka
kod prostog slucajnog uzorka.

U opstem slucaju, ako je # normalno rasporedena nepristrasna ocena za
parametar populacije 0, tada je interval poverenja za 6 sa nivoom poverenja

1 — a dat sa
0+2\/V(H),

gde je z vrednost iz tablica za N(0, 1) raspodelu, takva da je
P{‘Z‘ SZ}:l_Oéa

pri éemu Z ima normalnu N (0, 1) raspodelu. U praksi, 6 moze imati raspode-
lu koja je priblizno normalna cak i kada date y-vrednosti nemaju normalnu
raspodelu.

Posto se disperzija ocenjivaca obi¢no ocenjuje iz uzorka, interval poverenja
je oblika

0+ 2\/V(6).
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Za 95%-tni interval poverenja, vrednost z iz normalne N (0, 1) raspodele
je 1.96. Dakle, za uzorak dovoljno velikog oblima (n > 30), 95%-tni interval
poverenja je oblika

0 +1.96SE(6),

pri ¢emu je 0 ocena parametra ¢, a SE (é) je standardna greska ocene.

Prost slucajan uzorak je osnovni oblik verovatnosnog uzorka koji je jed-
nostavan za osmisljavanje i analizu. Zgodno ga je koristiti kada su pri-
likom dizajniranja istrazivanja dostupni samo osnovni podaci, tj. kada je
malo dodatnih informacija na raspolaganju. Na primer, ukoliko se uzoracki
okvir sastoji samo od spiska imena i prezimena studenata jednog univerziteta
poredanih po azbu¢nom redosledu, bez dodatnih informacija o godini studija
ili departmanu, prost slucajan uzorak je dobar izbor.

Osim toga, SRS treba koristiti kada osobe koje vrse analizu podataka
insistiraju ba§ na upotrebi formula prostog slu¢ajnog uzorka, bez obzira da
li su one odgovarajuce ili ne. Na primer, prost slucajan uzorak se cesto
preporucuje prilikom prilaganja uzorackih dokaza u pravnim postupcima, jer
ukoliko se koristi slozenija uzoracka procedura, suprotstavljeni advokat moze
pokusati da ubedi porotu da rezultati dobijeni uzorkovanjem nisu validni.
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3

Ocena koli¢énika

Da bi se mogla primeniti ocena koli¢nika potrebno je na svakoj uzorackoj je-
dinici meriti veli¢ine z; i y;, pri ¢emu se x; ¢esto naziva pomocéna promenljiva.
U populaciji velicine N tada je

N

ty = Z Yi,
=1
N

by = me
i=1

dok je kolicnik ove dve veli¢ine

Najjednostavnije koriS¢enje ocene kolicnika sastoji se iz uzimanja prostog
sluc¢ajnog uzorka veli¢ine n i merenja velicina x i y u uzorku, koje se zatim
koriste za ocenjivanje B, t, ili yy.

Ocena koliénika zavisi od korelacije izmedu veli¢ina = i y u populaciji
i Sto je veca korelacija, bolje su ocene. DefiniSemo populacioni koeficijent
korelacije R za x i y na slede¢i nacin

Zij\;(%‘ — Zu) (Y — Ju)
(N-1)8,5,

R:

pri ¢emu je S, populaciona standardna devijacija za x;, S, je populaciona
standardna devijacija za y;, a R je Pearson-ov koeficijent korelacije izmedu
x iy za N jedinica populacije.
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Primer 3.1 Pretpostavimo da populaciju ¢ine poljoprivredna polja razlicitih
velicina. Neka su

e y;, — kilogrami Zita u i-tom polju
e x; — pouvrsina i-tog polja u hektarima.
Tada je
e B — prosecan prinos u kilogramima po hektaru
® iy — prosecan prinos u kilogramima po polju

o i, — ukupan prinos u kilogramima. 0]

U slucaju da uzimamo prost sluc¢ajan uzorak, ocenjivaci za B, t, i yy su:

B=Y%-"
X i

2?yr = Btma
?jr = B*/EUa

gde se pretpostavlja da su t, i Ty poznate velic¢ine.

3.1 Razlozi za koriséenje ocene koli¢cnika

Postoji nekoliko razloga za koris¢enje ocene koli¢nika i oni ¢e biti navedeni u
ovom odeljku.

1. U nekim slucajevima upravo je kolicnik dve veli¢ine, veli¢ina koju
zelimo da ocenimo.

U prethodnom primeru, prosecan prinos kilograma po hektaru B je
ocenjen pomocu koli¢nika uzorackih sredina B= y/z. Ukoliko su polja
razlicitih velic¢ina, i brojilac i imenilac su slucajne veli¢ine. Ako izabe-
remo drugaciji uzorak, za ocekivati je da ¢e se i ¥ i ¥y promeniti.

Neke ocene kolicnika su prikrivene jer imenilac izgleda kao da pred-
stavlja veli¢inu uzorka. Medutim, ukoliko uzimanjem drugacijeg uzorka
imenilac menja vrednost, tada treba koristiti ocenu koli¢nika.

Pretpostavimo da nas zanima procenat stranica jednog casopisa koje
sadrze najmanje jednu reklamu. Mozemo uzeti prost slucajan uzorak
od deset izdanja tog ¢asopisa i za svako izdanje dobiti sledece podatke:
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x; — ukupan broj stranica u ¢-tom izdanju

y; — ukupan broj stranica u ¢-tom izdanju koje sadrze najmanje jednu
reklamu.

Proporcija koja nas u ovom sluc¢aju zanima se ocenjuje na slede¢i nac¢in

B— Dies yi'
Zies Ti

Imenilac predstavlja ukupan broj stranica u deset izdanja ¢asopisa i za
ocekivati je da c¢e biti razlicit za razlicite uzorke.

Mozemo zakljuciti da ocenu koli¢nika koristimo svaki put kada uzi-
mamo prost slu¢ajan uzorak i ocenjujemo srednju vrednost ili propor-
ciju za podpopulaciju.

. Ponekad zelimo da ocenimo ukupnu vrednost populacije, ali je velicina
populacije N nepoznata, pa zato ne mozemo da koristimo ocenjivac
fy = Ny. Posto znamo da je N = t,/Zy, a t, 1 Ty su poznati, tada
mozemo da ocenimo N sa t,/Z. 1z tog razloga, umesto veli¢ine popu-
lacije N, koristimo drugu meru za veli¢inu, t,.

Za ocenjivanje ukupnog broja riba u ulovu ¢ija je duzina vec¢a od 20cm,
mozemo uzeti prost slucajan uzorak riba, oceniti proporciju riba duzih
od 20cm i pomnoziti je sa ukupnim brojem riba N. Ovaj racun ne
mozemo primeniti ukoliko je broj riba u ulovu N, nepoznat. Mozemo,
medutim, izmeriti tezinu ulova ribe t,, iz uzorka izracunati prosecnu
tezinu jedne ribe Z i proporciju riba duzih od 20cm, pa te podatke
iskoristiti za procenu ukupnog broja riba duzih od 20c¢m u ulovu, pa je

o ity

tyr =Y =
Ukupna tezina ulova ¢, se jednostavno meri, dok ¢, /Z ocenjuje ukupan
broj riba u ulovu.

. Ocena koli¢nika se Cesto koristi u cilju povecanja preciznosti ocena
ukupne i srednje vrednosti populacije.

Laplace je koristio ocene koli¢nika upravo iz ovog razloga. On je Zeleo
da oceni ukupnu populaciju Francuske 1802. godine. Prvo je izabrao
30 opstina i ustanovio broj stanovnika koji su u njima ziveli. Za-
tim je posmatrao broj registrovanih rodenja u tim opStinama u pe-
riodu od 3 godine i dosao do prosecnog godisnjeg broja rodenja u
izabranih 30 opstina. Deleé¢i prosecan godisnji broj rodenja sa bro-
jem stanovnika u tim opStinama, ocenio je da se svake godine, na
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28.352845 stanovnika rodi jedna osoba. Rezonujuc¢i da vece opstine
imaju veci broj registrovanih rodenja i pretpostavljajué¢i da ¢e odnos
izmedu broja stanovnika i godisnjih rodenja biti u ¢itavoj drzavi pri-
blizno jednak odnosu u njegovom uzorku, zakljucio je da se populacija
Francuske moze oceniti mnozenjem ukupnog broja godisnjih registrova-
nih rodenja u Francuskoj sa 28.352845. Laplace je ukupan broj registro-
vanih rodenja koristio samo kao pomoc¢nu promenljivu za ocenjivanje
ukupne populacije Francuske. U ovom primeru je

y; — broj osoba u i-toj opstini
x; — broj registrovanih rodenja u ¢-toj opstini.

Laplace je mogao oceniti ukupnu populaciju Francuske mnozenjem
prose¢nog broja ljudi u 30 opstina y, sa ukupnim brojem opstina u
Francuskoj N. Medutim, on je pretpostavio da ¢e koriS¢enjem ocene
kolicnika postiéi veéu preciznost. Sto je veéa populacija jedne opstine,
za ocekivati je da ¢e biti veci i broj registrovanih rodenja. Iz tog razloga,
logicno je da ¢e populacioni koeficijent korelacije R biti pozitivan, tj. y
i T su pozitivno korelisani, pa ¢e uzoracka raspodela za ¢/ imati manju
varijabilnost od uzoracke raspodele za y/zy. Prema tome, ukoliko je
nepoznat ukupan broj registrovanih rodenja t,, za ocekivati je da ce
srednje kvadratna greska od tAyr — Bt, biti manja od srednje kvadratne
greske od Ny, sto znaci da je ocena koli¢nika preciznija od nepristrasne
ocene.

. Ocena koli¢nika se koristi za prilagodavanje ocena iz uzorka tako da
one oslikavaju ukupne demografske vrednosti.

Na primer, prost slucajan uzorak od 400 studenata uzet sa univerziteta
koji broji 4000 studenata moze sadrzati 240 zenskih i 160 muskih osoba,
od kojih 84 zene i 40 muskaraca planiraju da se zaposle u prosveti.
Koristedi iskljucivo informacije iz prostog slucajnog uzorka, ocenjujemo

da 4000
0124 = 124
ST 0

studenata planiraju da se zaposle u prosveti. Znajué¢i da univerzitet
pohada 2700 zena i 1300 muskaraca, moze se dobiti i bolja ocena

84 40
—)2 —)1 = 1270.
(240) 700+(160) 300 70

Ovde se ocena koliénika koristi unutar svakog pola. 60% uzorka ¢ine
zene, ali one predstavljaju 67% populacije, pa prema tome prilagodava-
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mo ocenu ukupnog broja studenata koji planiraju karijeru nastavnika.
Za ocenjivanje ukupnog broja zena koje planiraju da postanu nas-
tavnice koristimo

1, ukoliko je Zena i planira da postane nastavnica

v =1 0 , u suprotnom
= 1 , ukoliko je Zena
TT , U suprotnom
Tada je
ics Yi 84
Zies¥y (840000 _ gu5
Zies T; 240

ocena koli¢nika ukupnog broja zena koje planiraju karijeru u nastavi.

Analogno
40
—)1300 = 325
(160)
je ocena kolicnika ukupnog broja muskaraca koji zele da postanu nas-
tavnici.

Primer 3.2 Viada Sjedinjenth Americkih DrZava na svakih pet godina spro-
vodi popis poljoprivrede, prikupljajuci podatke o svim farmama u svojih 50
drzava. Zahvaljujuci popisu poljoprivrede moguc je uvid u podatke o ukup-
nom broju farmi, ukupnoj povrsini farmi, prinosu razlicitih useva, kao i o
mnogim drugim poljoprivrednim merama za svaki od N = 3078 okruga u
Sjedinjenim DrZavama. Pretpostavimo da, na osnovu popisa, imamo kom-
pletne informacije o celoj populaciji za 1987. godinu i prost slucajan uzorak
od 300 okruga iz 1992. godine od ukupnog broja okruga N = 3078 u Americi.
Kada se ista velicina mert u razlicito vreme, podaci iz ranijeg merenja su
obicno odlicna pomocéna promenljiva. Neka je:

y; — ukupan broj ari farmi v i-tom okrugu u 1992. godini
x; — ukupan broj ari farmi u i-tom okrugu u 1987. godini.

Na osnovu popisa iz 1987. godine poznato je da je ukupan broj ari farmi u
celoj Americi
t, = 964470625,

pa je prosecan broj ari po okrugu

964470625

Ty = — 313343.3.
T 3078
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Na osnovu podataka dobijenih iz uzorka 1992. godine sledi da je

7 = 297897.0,
7 = 301953.7,
pa je _
B =Y —0.98565
X

4, = By = 309133.6
Bt, = 951513191.

tyr

O

3.2 Pristrasnost i srednje kvadratna greska
ocenjivaca koli¢nika

Za razliku od nepristrasnog ocenjivaca srednje vrednosti populacije ¢ i nepris-
trasnog ocenjivaca ukupne vrednosti populacije fy = Ny kod prostog slucaj-
nog uzorka, ocenjivaci kolicnika za ocenjivanje yy i t, su obi¢no pristrasni.
Najpre posmatramo nepristrasnu ocenu y. Ukoliko izracunamo ys za sve
moguce proste slucajne uzorke S, tada je prosek svih uzorackih sredina od
svih moguéih uzoraka bas srednja vrednost populacije 3. Medutim, pris-
trasnost ocene kod ocenjivanja koli¢nika se javlja usled mnozenja g sa Ty /.
Ako izra¢unamo ¥, za sve moguée proste sluéajne uzorke S, prosek svih vred-
nosti od ¥, iz razli¢itih uzoraka ¢e biti priblizno, ali ne nuzno jednak 7, §to
znaci da je ocenjiva¢ koliénika 7, pristrasan.

Manja disperzija ocenjivaca kolicnika obi¢no kompenzuje prisustvo pris-
trasnosti. lako je i, pristrasan ocenjivac, tj. E(y,) # v, vrednost y, za
proizvoljan uzorak je verovatno bliza ta¢noj vrednosti j; nego sto je uzoracka
sredina ys. Posto se u praksi uzima samo jedan uzorak, obi¢no se istice
da je ocena kolicnika dobijena iz uzorka veoma bliska ta¢noj vrednosti. Sa
druge strane, ocena dobijena na osnovu nepristrasnog ocenjivaca ys moze biti
prilicno daleko od 7y, ali je odstupanje ys — ¥y usrednjeno kroz sve moguce
uzorke jednako 0. Ocenjivac koli¢nika je pristrasan, ali je ¢esto precizniji od
nepristrasnog ocenjivaca.

Prilikom izracunavanja pristrasnosti i disperzije ocenjivaca kolicnika ko-
risti se slededi identitet

£ R ty — ty
tyr — by = 2ty —t, = 1,(1 — =) — 1.




Posto je E(t,) = t,, sledi

BB B)— E(fy; ty) _ —coz(é,@
Zbog toga je
| Dias(B)| | CorrlB,2) | VIBW@)z V@2 _ o)
[V(B)]'/ Tu V(B) Ty

Prema tome, kod prostog slucajnog uzorka, apsolutna vrednost pristrasnosti
ocenjivaca kolicnika je mala u poredenju sa standardnom devijacijom ocenji-
vaca, ukoliko je C'V(Z) malo.

Takode, moze se pokazati da je

A n, 1 9
E(B—-B)~(1- N)@(BS‘T RS;S,)
1 -~
— —[BV(7) - Cou(z,7))
U

gde je R korelacija izmedu z 1 y.
Dakle, pristrasnost ocenjivaca B je mala ako je:

e velicina uzorka n velika

n )
° = veliko

Zy veliko

S, malo

R blizu 1.
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Za ocenu srednje kvadratne greske od B dobija se

B((B - B = (20 = B - 2
= By (BT Ty Ty
Ty Ty i i

Imenilac u prvom ¢lanu je konstanta, a ne slucajna promenljiva. Moze se
pokazati da je drugi ¢lan mali u poredenju sa prvim, pa se MSE moze
aproksimirati sa

. y — BT 1 _ _
E((B- B)*) ~ E(( . )’) = = E((y — Bx)*)
U Ty
Sada definisemo
d; =vy; — Bx;

Tada je d = y — Bz, E(d) = 0, pa je

Jednakost (3.1) je ekvivalentna sa

i I Py N L L 2 2 a2
i:QUE«y Bz)*) =(1 N)nEQU (Sy 2BRS,S, + B*S). (3.2)

Iz (3.1) i (3.2) zaklju¢ujemo da ¢e aproksimirana MSE biti mala kada je
e velicina uzorka n velika

n }
° = veliko

Ty veliko
e devijacija oko prave y = Bx mala

R blizu 1.
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U praksi je B nepoznato, pa ne mozemo izracunati d; za uzoracke vred-
nosti. Umesto toga, koristimo

€ =Yi— Bmi,
Sto je i-ti ostatak iz fitovanja prave y = Buz. Disperziju od B ocenjujemo sa

N n. s n, 1 >, (?J'_Bx‘)Q
VB )=(1—-=)—%=(1-— USSR 2
(B) = )niQU ( N)n:i?] n—1

= (3.3)

Ako je Ty nepoznato, zamenjujemo ga sa Ts.
Sada dobijamo

2
() = V(. B) = N2(1 — 1y 5e

V(ty:) (t.B) ( N)n

i 2
N A ~ n._s

i) = VizeB) = (1— 2%,

V(y,) =V(zyB) = ( N)n

Ako su veli¢ine uzorka dovoljno velike, 95%-tni intervali poverenja se kon-
struisu na sledeci nacin

B+ 1.96SE(B),
yr + 1.96SE(y,),
tyr £ 1.96SE(t,,).

U velikim uzorcima pristrasnost ocenjivaca je obicno mala u odnosu na stan-
dardnu gresku, pa se efekat pristrasnosti u intervalima poverenja moze ig-
norisati.

Napomenimo jos da ako su svi z jednaki (S, = 0), tada je nepristrasan
ocenjivac prostog slucajnog uzorkovanja isti kao ocenjivac koli¢nika, tj. vazi

~

Yr =Y,
SE(y,) = SE(y).

Primer 3.3 Vratimo se primeru 3.2 od ranije. Izracunaju se ostaci e; =
y; — Bx; 1 odgovarajuci s.. Tada je

. - 300 s
SE(t,) = /V(t,) =30781/1 — —— ——— = 5344568.
(yr) (yr) 3078 /300

95%-tni interval poverenja za ukupnu povrsinu farmi kori§éenjem ocenjivaca
kolicnika je

951513191 + 1.96 x 5344568 = (941037838, 961988544).
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Koriscenjem nepristrasnog ocenjivaca fy = Nyg dobijena je standardna greska
koja je vise od deset puta veca

300, s
SE(Nys) = 30784/ (1 — ———)—= = 58169381

Sto znaci da je ocenjivac kolicnika precizniji od nepristrasnog ocengivaca. Ko-
eficijent disperzije dobijen pomocu ocenjivaca kolicnika je C’V(fyr) = ggfg‘fgfgl
= 0.0056, dok je za mepristrasan ocenjivac¢ koeficijent disperzije 0.0634, na
osnovu cega se, takode, zakljucuje da su informacije iz 1987. godine uz

koriséenje ocenjivaca kolicnika znacajno povecale preciznost. 0

3.2.1 Prednosti ocene koli¢énika

Prirodno se postavlja pitanje sta dobijamo koris¢enjem ocene koli¢nika. Ako
su odstupanja y; od Bx; manja od odstupanja y; od ¥, tada je

V(i) < V(@).
Posto je 4 nepristrasan ocenjivac za gy sledi
n S:
MSE()) =V(y) =1 - =)L
@)=V =0-3)
Koristedi (3.2) dobija se

- n 1
MSE(y,) = (1 - N)ﬁ(sj — 2BRS,S, + B*S2).

Prema tome je

. 1
MSE(j,) - MSE(F) ~ (1 - 1)~ (S} — 2BRS,S, + B*S? - S

)

=(1-

)—S,B(—2RS, + BS,).

=2l
S|+

Moze se zakljuciti da je
MSE(y,) < MSE(y)

ako i samo ako je
B> BS, CV(x)

25, 20V(y)
Ako su koeficijenti disperzije priblizno jednaki, tada se isplati koristiti ocenu
koli¢cnika kada je korelacija izmedu x i y vec¢a od % Ocena koli¢nika je najpo-
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godnija ako prava koja prolazi kroz koordinatni pocetak odrazava odnos
izmedu z; i y; i ako je disperzija y; oko te prave proporcionalna sa x;.
Pod ovim uslovima, B je tezinski nagib prave kroz koordinatni pocetak, sa
tezinama proporcionalnim zii, tj. nagib B minimizuje sumu kvadrata

Z l(.% - Bﬂ?i)2~

x,
ies "

Ostaje jos da napomenemo da ocena koli¢nika funkcioniSe na isti naé¢in i
kada radimo sa proporcijama.
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4

Klaster uzorci sa jednakim
verovatnoc¢ama

Kod prostog slucajnog uzorkovanja, pretpostavlja se da je data populacija
iz koje uzimamo odgovarajuc¢i uzorak jedinica. Medutim, moze se desiti da
populacione jedinice nisu uvek jasno definisane, ¢ak i kada populacija jeste.
Osim toga, spisak svih clanova populacije moze biti nepoznat.

Na primer, pretpostavimo da zelimo odrediti broj biciklova u vlasnistvu
stanovnika jedne zajednice koja se sastoji od 10000 domacinstava. Jedan
nacin je da uzmemo prost slucajan uzorak od 400 domacinstava. Drugi nacin
je da zajednicu podelimo na blokove od po 20 domacinstava i da uzorkujemo
svako domacdinstvo (ili biramo poduzorak domadinstava iz blokova i onda
izvrsimo uzorkovanje) u svakom od 20 slucajno izabranih blokova od ukupno
500 blokova u zajednici. Ovaj drugi nac¢in je primer klaster uzorka. Blokovi
predstavljaju primarne uzoracke jedinice odnosno klastere. Domacinstva su
sekundarne uzoracke jedinice. Treba napomenuti da su najc¢esée sekundarne
uzoracke jedinice upravo elementi populacije.

Za ocekivati je da klaster uzorak od 400 domacinstava daje manju pre-
ciznost od prostog slucajnog uzorka od 400 domacinstava. U nasem konkret-
nom primeru, razlog za to je slede¢i: u nekim blokovima zajednice zive
pretezno porodice, dok su drugi blokovi naseljeni uglavnom penzionerima,
tako da ¢e verovatno blokovi naseljeni porodicama posedovati vec¢i broj bi-
ciklova od blokova u kojima zive penzioneri. 20 domacinstava iz istog bloka
verovatno nec¢e odrazavati raznolikost zajednice jednako dobro kao 20 slucajno
odabranih domacinstava. Iz tog razloga c¢e klaster uzorak, u ovoj situaciji,
verovatno pruziti manje informacija po opservaciji nego sto bi pruzio prost
slucajan uzorak iste velicine. Medutim, mnogo je jeftinije i jednostavnije
intervjuisati svih 20 domadinstava u istom bloku, nego 20 slucajno izabranih
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domacinstava iz zajednice, tako da je klaster uzorkovanje jeftinije i jednos-
tavnije.

U klaster uzorku, pojedina¢ne jedinice populacije mogu biti u uzorku
samo ukoliko pripadaju klasteru (primarnoj uzorackoj jedinici) koji je uklju-
¢en u uzorak. Uzoracke jedinice (primarne uzoracke jedinice) su klasteri i
oni se razlikuju od jedinica posmatranja (sekundarnih uzorackih jedinica).
Iz tog razloga, pri izracunavanju standardnih gresaka klaster uzorka, u obzir
se moraju uzeti dve veli¢ine eksperimentalnih jedinica.

Razlozi za koris¢enje klaster uzorka su slededi:

1. Formiranje uzorackog okvira moze biti tesko, skupo ili nemoguce. Na
primer, ne mozemo nabrojati sve pcele u odredenom regionu ili sve
kupce neke prodavnice. Mozda mozemo nabrojati svo drveé¢e neke Sume
ili sve stanovnike grada za koji imamo podatke o svim domacinstvima,
ali formiranje ovakvih lista moze biti veoma skupo i dugotrajno.

2. Populacija moze biti geografski Siroko rasprostranjena ili moze biti
podeljena u prirodne klastere kao sto su domacinstva ili skole. Ukoliko
ciljnu populaciju predstavljaju bolesnici koji leze u bolnicama, mnogo
je jeftinije i jednostavnije uzorkovati bolnice i zatim intervjuisati sve
bolesnike u izabranim bolnicama, nego intervjuisati bolesnike izabrane
prostim slucajnim uzorkovanjem, jer bi se u tom sluc¢aju moglo dogoditi
da se mora putovati u odredenu bolnicu radi intervjuisanja samo jednog
bolesnika.

Klasteri imaju povrsnu slicnost sa stratumima jer klaster, kao i stra-
tum, predstavlja grupu elemenata populacije. Medutim, sustinska razlika
izmedu klaster uzorka i stratifikovanog uzorka ogleda se u postupku selekcije
tj. odabira. Sli¢nosti i razlike izmedu ova dva tipa uzoraka ilustrovane su na
sledecoj slici.
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Stratifikovano uzorkovanje

Klaster uzorkovanje

Svaki element populacije se nalazi
u tacno jednom stratumu.

Svaki element populacije se nalazi
u tacno jednom klasteru.

Populacija od H stratuma:
stratum A ima N, elemenata

Uzima se SRS iz svakog stratuma:

-

s

N

Jednofazno klaster uzorkovanje:
populacija od N klastera

Uzima se SRS klastera i posmatraju se
svi elementi unutar izabranih klastera:

Disperzija ocene srednje vrednosti
populacije gy zavisi od
promenljivosti unutar stratuma.

Klaster je uzoracka jedinica. Sto
vise klastera uzorkujemo, manja je
disperzija. Disperzija ocene srednje

vrednosti populacije gy zavisi
prvenstveno od promenljivosti
izmedu sredina klastera.

Za postizanje veée preciznosti,
pojedinacni elementi unutar svakog
a sredine stratuma treba da se
razlikuju sto je vise moguce.

Za postizanje vete preciznosti,
pojedinacni elementi unutar svakog
klastera treba da budu sto

treba da budu §to sli¢nije.



U opstem slucaju, stratifikacija povecava preciznost u poredenju sa pros-
tim slu¢ajnim uzorkovanjem, a klaster uzorkovanje smanjuje preciznost. Cla-
elementi iz cele populacije. Na primer, clanovi jednog domacdinstva cesto
imaju slicna politicka gledista. Ribe u istom jezeru imaju slicne koncen-
tracije zive. Bolesnici jedne bolnice imaju slicne utiske o kvalitetu nege paci-
jenata. Do ovih sli¢nosti dolazi usled nekih faktora koji mogu, a ne moraju
biti merljivi. Bolesnici jedne bolnice mogu imati slicna misljenja jer je briga
o pacijentima na niskom nivou, koncentracija zive u ribama ¢e odrazavati
koncentraciju zive u jezeru... Zato, ispitivanjem dva bolesnika iste bolnice
dobijamo manje informacija o svim bolesnicima jedne drzave nego ispitivanj-
U klaster uzorku, ispitivanjem svih jedinica klastera, delimi¢no ponavljamo
istu informaciju, tj. dobijamo manje novih informacija nego sto je slucaj kod
SRS i to nam pruza manju preciznost ocena populacionih veli¢ina.

Uprkos tome, klaster uzorkovanje se veoma cesto koristi u praksi jer je
jeftinije i zgodnije populaciju uzorkovati pomocu klastera nego slucajnim
odabirom. Gotovo sva veca ispitivanja domacinstava vrsena od strane vlade
Sjedinjenih Americkih Drzava se sprovode pomocu klaster uzorkovanja zbog
ustede troskova.

Sa druge strane, treba napomenuti da je jedna od najvec¢ih gresaka pri-
likom klaster uzorkovanja, analiziranje podataka kao da su dobijeni prostim
slu¢ajnim uzorkovanjem. Usled ovakve greske, istrazivaci ¢esto dolaze do
standardnih gresaka koje su znatno manje nego Sto bi realno trebalo da budu,
Sto daje lazan utisak o vecoj preciznosti istrazivanja od stvarne.

Primer 4.1 Basow i Silberg (1987) su radili istrazivanje na temu da li stu-
denti drugacije ocenjuju profesorke i profesore. Autori su uparili 16 profe-
sora i 16 profesorki po zvanju, predmetu koji predaju i godinama nastavnog
1skustva, a zatim su podelili evaluacione upitnike studentima u klasama tih
profesora. Velicina uzorka je n = 32 i predstavija broj posmatranih fakulteta,
dok je 1029 studenata popunilo upitnike. Procene studenata odraZavaju razli-
cite stilove predavanja. Za ocekivati je da cée procene studenata u okviru iste
klase biti u vecoj ili manjoj meri slicne. One ne bi trebalo da se tretiraju kao
nezavisne opservacije jer ce verovatno biti pozitivno korelisane. Ukoliko se
ova pozitivna korelacija zanemari, a procene tretiraju kao nezavisne, razlike
ce bty statisticki znacajnije nego sto bi trebalo. 0
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4.1 Oznake u klaster uzorkovanju

U prostom sluc¢ajnom uzorkovanju uzoracke jedinice su istovremeno i jedinice
posmatranja. U klaster uzorkovanju, uzoracke jedinice su klasteri, tzv. pri-
marne uzoracke jedinice, a jedinice posmatranja su sekundarne uzoracke je-
dinice i one su unutar klastera. Uvodimo sledec¢e oznake:

U — populacija od N primarnih uzorackih jedinica
S — uzorak primarnih uzorackih jedinica izabranih iz populacije U

S; — uzorak sekundarnih uzorackih jedinica izabranih iz i-te primarne uzoracke
jedinice

y;; — vrednost j-tog elementa u i-toj primarnoj uzorackoj jedinici.

Primarnu uzoracku jedinicu ¢emo u daljem tekstu obelezavati sa PSU (eng.
Primary Sampling Unit), a sekundarnu uzoracku jedinicu sa SSU (eng. Sec-
ondary Sampling Unit).

Bez obzira na definisanje, notacija za klaster uzorkovanje je komplikovana
jer su oznake potrebne i za nivo primarnih i za nivo sekundarnih uzorackih
jedinica. Treba napomenuti da N predstavlja broj primarnih uzorackih je-
dinica, a ne broj posmatranih jedinica.

PSU nivo - populacione veli¢ine

N — broj PSU u populaciji

M; — broj SSU u i-toj PSU

K = Zf\il M; — ukupan broj SSU u populaciji

t; = Z;M:ll y;; — ukupna vrednost populacije u i-toj PSU

t= Zf\il t; = Zfil Zj\il y;; — ukupna vrednost populacije

2
S2 = Zf\; . (th _N1) — populaciona disperzija ukupnih vrednosti PSU

SSU nivo - populacione veli¢ine

g =10, Zj‘i‘l 24 — srednja vrednost populacije

Yiv = Z]Ail yﬁl = At/l—l — srednja vrednost populacije u i-toj PSU
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= 12] L y” yU) — disperzija populacije (po SSU)

S? = 2;\/21 % — disperzija populacije unutar i-te PSU

Uzoracke velicine

n — broj PSU u uzorku
m; — broj elemenata u uzorku iz i-te PSU

Ui = Y ics, o — uzoracka sredina (po SSU) za i-tu PSU

t; = Myy; = Z;es % Y;; — ocenjivac ukupne vrednosti populacije za i-tu PSU

tunb = D ics ]X t; — nepristrasan ocenjiva¢ ukupne vrednosti populacije

s7 =5 ot — %{;5)2 — ocenjena disperzija ukupne vrednosti PSU

)2
s; = Zje&_ % — uzoracka disperzija unutar i-te PSU

m;

4.2 Jednofazno klaster uzorkovanje

U jednofaznom klaster uzorkovanju ili se svi elementi klastera (primarne
uzoracke jedinice) nalaze u uzorku ili se nijedan element klastera ne nalazi u
uzorku. Jednofazno klaster uzorkovanje se koristi u mnogim istrazivanjima
kod kojih su troskovi uzorkovanja sekundarnih uzorackih jedinica zanemarljivi
u poredenju sa troskovima uzorkovanja primarnih uzorackih jedinica. Na
primer, u istrazivanjima u obrazovanju, prirodni klasteri su razredi. Najcesce
su svi ucenici jednog razreda ukljuceni u istrazivanje, s obzirom da je malo
dodatnih troskova potrebno da bi se upitnik podelio svim ucenicima umesto
samo nekima.

U populaciji od N primarnih uzorackih jedinica, ¢-ta primarna uzoracka
jedinica sadrzi M; sekundarnih uzorackih jedinica. Prvo biramo prost slucajan
uzorak od n primarnih uzorackih jedinica iz populacije, a zatim ispitujemo
zeljeno obelezje na svakom elementu izabrane primarne uzoracke jedinice. 1z
tog razloga, u jednofaznom klaster uzorku vazi M; = m;.

4.2.1 Klasteri jednakih veli¢ina - ocenjivanje

Najjednostavniji slucaj jednofaznog klaster uzorka jeste onaj u kom se svaki
klaster sastoji iz jednakog broja elemenata, tj. M; = m; = M. Klasteri ljudi
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obi¢no ne pripadaju ovom tipu, ali se on javlja u poljoprivrednim i indus-
trijskim istrazivanjima. Ocenjivanje srednje i ukupne vrednosti populacije je
jednostavno. Sredine klastera ili ukupne vrednosti klastera se tretiraju kao
jedinice posmatranja, dok se pojedina¢ni elementi ignorisu.

Prema tome, imamo prost slu¢ajan uzorak od n jedinica {t;,7 € S}, gde
je t; ukupna vrednost svih elemenata i-te primarne uzoracke jedinice. Tada,
ts ocenjuje prosecnu ukupnu vrednost klastera. Na primer, u istrazivanju
domacinstava za ocenjivanje prihoda dvoclanih domacinstava, individualne
jedinice posmatranja y;; predstavljaju individualne prihode unutar domacin-
stva, t; je ukupan prihod i-tog domacinstva (koji je poznat za domacinstva
koja se nalaze u uzorku jer su obe osobe intervjuisane), {;; je prosecan prihod
po domacinstvu, dok je ¢y prosecan prihod po osobi. Za ocenu ukupnog
prihoda ¢, koristimo ocenjivac

n
€S

Teorijski rezultati vezani za prost slu¢ajan uzorak se mogu sada primeniti
na t jer imamo SRS od n jedinica iz populacije od N jedinica. Zbog toga,
zakljucujemo da je ¢ nepristrasan ocenjivac za t, sa disperzijom

. n . S?
= N2(1 — =)=t
V(i) = N1 - 1)
i standardnom greskom
SE@) = NyJ(1— )%
B N'n’

gde su S? i s?, respektivno, populaciona i uzoracka disperzija ukupnih vred-
nosti PSU:

1 t

i€S

Za ocenjivanje 9y, treba podeliti ocenjenu ukupnu vrednost populacije sa
brojem osoba, odakle sledi A
t

NM’

<
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sa disperzijom

a n., S?
V() = (1 )2t
i standardnom greskom
. 1 n . s?
E(y) = — N i 4
SE() =301 - 1)

Kod jednofaznog klaster uzorkovanja nema novina, ve¢ se samo koriste
rezultati prostog slucajnog uzorkovanja kod kog su jedinice posmatranja za-
pravo ukupne vrednosti klastera.

Primer 4.2 Student Zeli da oceni prosecnu ocenu svih studenata u svom
domu. Umesto prikupljanja liste svih studenata i uzimangja prostog slucajnog
uzorka, student je wocio da u domu postoji 100 apartmana i da u svakom
apartmanu borave 4 studenta. Slucajnim odabirom je izabrao 5 apartmana
u domu 1 upitao svakog studenta iz izabranih apartmana za prosecnu ocenu.
Tom prilikom dobijeni su podaci navedeni u tabels

’ osoba \ apartman 1 \ apartman 2 \ apartman 3 \ apartman 4 \ apartman 5 ‘

1 3.08 2.36 2.00 3.00 2.68
2 2.60 3.04 2.56 2.88 1.92
3 3.44 3.28 2.52 3.44 3.28
4 3.04 2.68 1.88 3.64 3.20
| ukupno | 1216 | 11.36 | 896 | 1296 | 11.08

PSU su apartmani, tako da je N =100, n =51 M = 4. Ocena ukupne vred-
nosti populacije (ocena sume svih prosecnih ocena za sve studente u domu,),
tako nebitna velicina za ovaj primer, ali korisna za ilustraciju procedure je

t=—(12.16 4+ 11.36 + 8.96 + 12.96 + 11.08) = 1130.4,

dok je

1
s7 = ——[(12.16 — 11.304)* + ...

- + (11.08 — 11.304)?] = 2.256.

U ovom primeru, s? je uobicajena uzoracka disperzija ukupnih vrednosti 5

apartmana. Prema tome, koristeéi ranije formule dobijamo

1130.4
400

j= = 2.826,
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- 1007 (5)(4)?

U navedenom racunu koriséeni su samo podaci iz poslednje, ukupne, vrste
tabele. Individualne proseci su koriséeni samo za dobijanje ukupnog proseka
apartmana. Il

SE(f) = \/<1 O ) 2250 164

Jednofazno klaster uzorkovanje, sa prostim slu¢ajnim uzorkom primarnih
uzorackih jedinica, daje i samotezinski uzorak. Tezina za svaku posmatranu
jedinicu je
B 1 N
~ P{j-ta SSU iz i-te PSU je u uzorku} n’

W5
Za podatke iz prethodnog primera sledi

. N 100
E=>") wiyy, = —(3.08+2.60+...+3.28+3.20) = ——(56.52) = 1130.4.
€S jES;

Dakle, ukupnu vrednost populacije mozemo oceniti sumiranjem proizvoda
vrednosti posmatranih jedinica i uzorackih tezina.

Da smo uzeli prost slucajan uzorak od nM elemenata, svaki element u
uzorku bi imao tezinu (NM)/(nM) = N/n, sto je ista tezina koju smo dobili
za klaster uzorak. Medutim, preciznost u ova dva tipa uzorkovanja moze
znacajno da se razlikuje. Upravo o ovim razlikama u preciznosti govorimo u
narednom odeljku.

4.2.2 Klasteri jednakih veli¢ina - teorija

U ovom delu ¢e biti poredeno klaster uzorkovanje i prosto slu¢ajno uzorko-
vanje. Klaster uzorkovanje gotovo uvek daje manju preciznost ocenjivaca od
one koja se postize prostim slu¢ajnim uzorkovanjem sa istim brojem eleme-
nata.

Uvodimo slede¢e oznake:

SSB (eng. Sum of Squares Between PSU) — suma kvadrata izmedu PSU
SSW (eng. Sum of Squares Within PSU) — suma kvadrata unutar PSU
SSTO (eng. Sum of Squares Total) — ukupna suma kvadrata

MSB (eng. Mean Square Between PSU) — sredina kvadrata izmedu PSU
MSW (eng. Mean Square Within PSU) — sredina kvadrata unutar PSU

37



Df (eng. Degree of freedom) — broj stepeni slobode

Posmatrajmo ANOVA (eng. Analysis of Variance) tabelu za celu popu-
laciju. U stratifikovanom uzorkovanju, disperzija ocenjivaca od t zavisi od
promenljivosti unutar stratuma i mala je ukoliko je SSW malo u odnosu na
SSTO ili, ekvivalentno, ako je MSW malo u odnosu na S2. U stratifikovanom
uzorkovanju posedujemo informacije o svakom stratumu zbog ¢ega nemamo
razloga za brigu o promenljivosti usled neuzorkovanih stratuma. Ukoliko je
kolicnik MSB/MSW velik, tj. promenljivost medu sredinama stratuma je
velika u poredenju sa promenljivostima unutar stratuma, onda stratifikovano
uzorkovanje povecava preciznost.

[zvor \ Df Suma kvadrata Sredina kvadrata
Izmedu PSU | N-1  SSB=3" > (w — iv)° MSB
Unutar PSU | N(M —1)  SSW =3 7 (v — Giw)? MSW

Ukupno NM -1 SSTO=%N, ijvil(yij — Ju)? S?

Tabela 1. Populaciona ANOVA tabela za klaster uzorkovanje

Kod klaster uzorkovanja je obrnuto. U jednofaznom klaster uzorko-
vanju promenljivost nepristrasnog ocenjivaca od ¢t u potpunosti zavisi od
promenljivosti izmedu klastera jer

S2 = Z (t: = to)” _tU = M yZU ) _ M(MSB).

i=1 i=1
Prema tome, za klaster uzorkovanje vazi

R n M(MSB
V(tcluster) N2(1 - _)Q

=)= (4.1)

Ukoliko je kod klaster uzorkovanja kolicnik MSB/MSW velik, tada klaster
uzorkovanje smanjuje preciznost. U toj situaciji MSB je relativno velika jer
meri promenljivost izmedu klastera. Elementi u razli¢itim klasterima se ¢esto
razlikuju vise nego elementi u istom klasteru jer razliciti klasteri imaju ra-
zlicite sredine. Na primer, ako bismo uzeli klaster uzorak razreda i ispitivali
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sve ucenike izabranih razreda, primetili bismo da se prosecne fizicke sposob-
nosti menjaju od razreda do razreda. Izuzetan nastavnik fizickog vaspitanja
moze poboljsati fizicke sposobnosti ¢itavog razreda. Sa druge strane, ucenici
razreda iz siromasnog kraja mogu biti nedovoljno uhranjeni i imati slabije
razvijene fizicke sposobnosti. Nemerljivi faktori, poput vestine predavanja
ili siromastva, mogu uticati na srednju vrednost klastera i na taj nacin
prouzrokovati veliku MSB.

Unutar razreda, takode, ucenici poseduju razlicite fizicke sposobnosti.
MSW je zbirna vrednost disperzija unutar klastera. U slucaju da su klas-
teri relativno homogeni, na primer ucenici istog razreda imaju slicne fizicke
sposobnosti, MSW ¢e biti mala.

Uporedimo sada klaster uzorkovanje sa prostim slucajnim uzorkovanjem.
Ako bismo umesto klaster uzorka od M elemenata iz n klastera uzeli prost
slucajan uzorak veli¢ine nM, disperzija ocenjivaca ukupne vrednosti bi bila

R nM _S? n  MS?
V(tsrs) = (NM)*(1 — —)—— = N*(1 — — :
(fsns) = (NMP(1— 20) =0 = N¥3(1 - 1) =
Uporedujuc¢i ovu formulu sa (4.1) zakljuéujemo da je klaster uzorkovanje
manje efikasno od prostog sluc¢ajnog uzorkovanja ukoliko je MSB > S2.

Unutarklasni koeficijent korelacije (eng. Intraclass Correlation Coefficient
- ICC) pokazuje koliko su sli¢ni elementi unutar istog klastera. On predstavlja
meru homogenosti unutar klastera. ICC se definiSe kao Pearsonov koeficijent
korelacije za NM (M — 1) parova (vij, yik), ¢ = 1,2,..., N, j # k, i na osnovu
velicina iz ANOVA tebele populacije, moze se ra¢unati kao

M SSW

IOC:l_M—lSSTO' (4.2)
Posto je 0 < SSW/SSTO < 1, sledi
1
— < <1.
71 <ICC<1

Ukoliko su klasteri savrseno homogeni, tada je SSW = 0, pa je ICC = 1.
Relacija (4.2) takode implicira
NM —1

MSB = m32[1 + (M —1)ICC).

Postavlja se pitanje koliko gubimo na preciznosti koristeci klaster uzorak.

Iz prethodnih jednacina znamo da vazi
V(teuster)  MSB — NM—1
V(tsrs) 52 M(N —1)

1+ (M - 1)ICC). (4.3)

39



Ako je broj PSU u populaciji - N veliko tako da NM — 1 ~ M(N — 1),
tada je odnos disperzija iz (4.3) priblizno jednak 1+ (M — 1)ICC. Prema
tome, 14 (M —1)ICC sekundarnih uzorackih jedinica uzetih u jednofaznom
klaster uzorku daje priblizno istu koli¢inu informacija kao jedna SSU uzeta
prostim slucajnim uzorkovanjem. Ako je ICC = % i M =5, tada je 1 +
(M —1)ICC = 3, pa bi trebalo ispitati 300 elemenata klaster uzorka da bi
se dobila ista preciznost kao kod 100 elemenata prostog slucajnog uzorka.
Ipak, posto je cesto znatno jeftinije i jednostavnije prikupljati podatke iz
klaster uzorka, ostaje nada da klaster uzorkovanje pruza vecu preciznost po
potrosenoj novcéanoj jedinici.

Veé je napomenuto da ICC predstavlja meru homogenosti klastera. ICC
je pozitivan ukoliko su elementi unutar PSU slicni. Tada je SSW malo u
poredenju sa SSTO, pa je ICC relativno velik. Kada je ICC pozitivan, klaster
uzorkovanje je manje efikasno od prostog slucajnog uzorkovanja.

Ukoliko se klasteri prirodno javljaju u populaciji, ICC je uglavnom pozi-
menata iz populacije jer se elementi istog klastera nalaze u slicnoj sredini.
Na primer, za ocekivati je da lekovita vrela, koja se nalaze u istom geograf-
skom klasteru, imaju slican nivo pesticida, a da jedan deo grada ima razlicitu
ucestalost malih boginja od drugog dela grada. U ljudskoj populaciji, li¢ni iz-
bor kao i interakcija izmedu ¢lanova domadinstva ili komsija moze uzrokovati
da ICC bude pozitivan. Bogata domacinstva teze da zive u njima materi-
jalno slicnim okruzenjima, a osobe iz iste sredine mogu deliti i neka slicna
misljenja.

ICC je negativan ukoliko se elementi unutar klastera vise razlikuju nego
slucajno izabrani elementi iz cele populacije. Ova pojava uzrokuje da sre-
dine klastera budu priblizno jednake, jer SSTO = SSW + SSB, pa uko-
liko je SSTO fiksirana vrednost, a SSW velika, onda SSB mora biti mala.
Ukoliko je IC'C < 0, klaster uzorkovanje je efikasnije od prostog sluc¢ajnog
uzorkovanja elemenata. ICC je retko negativan u klasterima koji se javljaju
prirodno. Negativne vrednosti se mogu javiti u nekim sistematskim uzorcima
ili vestackim klasterima o kojima ¢e kasnije biti reci.

ICC je definisan samo za klastere jednakih velicina. Analogna veli¢ina
koja se moze koristiti kao mera homogenosti populacije u opstem slucaju je
prilagodeno R? u oznaci R? koje je definisano kao

MSwW

2 _
R =1-—3
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Ukoliko su svi klasteri jednakih veli¢ina, povecanje disperzije usled klaster
uzorkovanja je
MSB N(M —1)
S VI S
S? N -1
Poredenjem ove formule sa (4.3), moze se uociti da je za veéinu populacija
R? bliska vrednosti ICC. R? je sa razlogom mera homogenosti zbog svoje
interpretacije u linearnoj regresiji: to je relativna promenljivost u populaciji
objasnjena sredinama klastera i prilagodena broju stepeni slobode. Ako su
klasteri homogeni, onda se sredine klastera znacajno razlikuju u poredenju
sa razlikama unutar klastera i u tom slucaju je R? veliko.

R2.

Primer 4.3 Vestacke populacije

Razmotrimo dve vestacke populacije od kojih svaka ima po tri klastera sa po
tri elementa.

Populacija A Populacija B
Klaster 1 | 10 20 30| 9 10 11
Klaster 2 | 11 20 32| 17 20 20
Klaster 3| 9 17 81| 31 32 30

Elementi ove dve populacije su isti, tako da obe populacije imaju istu srednju
vrednost 1 disperziju

g = 20, S? = 84.5.

U populaciji A veéa varijabilnost se javlja unutar klastera nego izmedu klaste-
ra, dok je kod populacije B obrnuto, veca razlicitost se uocava izmedu klastera
nego unutar klastera.

Populacija A | Populacija B

viv S? viv S?

Klaster 1 20 100 10 1

Klaster 2 21 111 19 3

Klaster 3 19 12} 31 1

ANOVA tabela za populaciju A: ANOVA tabela za populaciju B:
Tzvor af 8§ MS F Izvor af 8§ MS F
Izmedu PSU | 2 9 3 0.03 Izmedu PSU | 2 666 333 199.8

Unutar PSU | 6 670 111.7 Unutar PSU | 6 10 1.7
Ukupno 8 676 84.5 Ukupno 8 676 84.5
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Za populaciju A je

R? = —0.3215
: 3,670
cc (2)676 0.4867

U populaciji A uocavamo velike razlike izmedu elemenata unutar klastera,
a male razlike izmedu srednjih vrednosti klastera. Iz tog razloga, vrednosti
ICC 1 R% su negativne. Elementi istog klastera su mange slicni od slucajno
1zabranth elemenata 1z cele populacije. Zbog toga je klaster uzorkovanje u
ovom sluc¢aju efikasnije od prostog slucajnog uzorkovanja.

Za populaciju B je

R? = 0.9803
! 3, 10
I0C =1~ (2)—= = 0.9778.
(2)676

Kod populacije B je obrnuto. Velike razlike uocavamo izmedu klastera, dok
elementi unutar klastera imaju priblizno jednake vrednosti. Vrednosti ICC
i R2 su priblizno jednake 1. Ovo je primer populacije za koju je klaster
uzorkovanje manje efikasno od prostog slucajnog uzorkovanja. O

Vecina populacija, u stvarnom zivotu, se nalazi izmedu ova dva ekstrema.
Kod njih je ICC najcesée pozitivna vrednost, ali ne bliska 1. Dakle, klaster
uzorkovanje, u opstem slucaju, nije najefikasniji metod uzorkovanja, ali se ta
smanjena efikasnost nadoknaduje ustedom troskova.

4.2.3 Klasteri razlicitih velicina

U drustvenim istrazivanjima klasteri su retko jednakih velicina. Ukoliko
bismo, na primer, zZeleli da ispitamo stopu nezaposlenosti u Novom Sadu
dele¢i grad na blokove, a zatim ispitujuci sve stanovnike sluc¢ajno izabranih
blokova, primetili bismo da u razlic¢itim blokovima zivi razli¢it broj stanovni-
ka, a samim tim postoje i velike razlike u velicinama blokova koji u ovom
slucaju predstavljaju klastere.

U jednofaznom klaster uzorku obima n od N PSU, znamo kako da oceni-
mo ukupnu vrednost i srednju vrednost populacije na dva nacina: koris¢enjem
nepristrasnih ocenjivaca i koris¢éenjem ocenjivaca kolicnika.
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Nepristrasna ocena

Nepristrasan ocenjiva¢ za ukupnu vrednost populacije ¢, kao i standardna
greska, racunaju se na isti nacin kao i kod klastera jednakih veli¢ina, pa je

. n . s
SE(tunb>:N ( _N>Et

Razlika izmedu klastera jednakih i razli¢itih veli¢ina je u tome sto je disper-
zija pojedinacnih ukupnih vrednosti populacije klastera ¢;, u opstem slucaju
velika kada klasteri imaju razlicite veli¢ine. U primeru ispitivanja stope neza-
poslenosti u Novom Sadu, zanima nas ukupan broj nezaposlenih osoba u
gradu. Tada t; predstavlja broj nezaposlenih osoba u bloku ¢. Za ocekivati
je da u vise naseljenim blokovima postoji veéi broj nezaposlenih osoba nego
u manje naseljenim blokovima. Prema tome, verovatno ce t; biti veliko kada
je veli¢ina klastera M; veca, a malo kada je M; mala. Tada je cesto s? vece
u klaster uzorku u kome su PSU razlicitih veli¢ina, nego u slucaju kada PSU
imaju isti broj SSU.

Verovatnoc¢a da se odredena PSU nalazi u uzorku je n/N, s obzirom da
se uzima prost slucajan uzorak obima n od N PSU. Posto se primenjuje
jednofazno klaster uzorkovanje, odredena SSU ¢e biti uklju¢ena u uzorak
samo kada je u uzorak uklju¢ena PSU kojoj ona pripada. Prema tome,
tezinski koeficijent je

1 N
~ P{j-ta SSU iz i-te PSU je u uzorku}  n’

wij

Jednofazno klaster uzorkovanje daje samotezinski uzorak kada se PSU biraju
sa jednakim verovatnoc¢ama. Koristeci tezinske koeficijente, ocenjiva¢ ukupne
vrednosti populacije moze biti zapisan na slede¢i nacin

2?unb = Z Z WijYig-

1€S JES;

Formule za ty, i SE (funb) mozemo Koristiti za izvodenje nepristrasnog
ocenjivaca za srednju vrednost populacije 4y i njegovu disperziju. Neka je



ukupan broj SSU u populaciji. Tada je

2~ tunb

Yunb = K )

. SE(tun
SE(gunb) = E( b)

Medutim, za upotrebu ovih formula neophodno je znati K, a vrlo cesto je
M; poznato samo za one klastere koji su u uzorku, a ne i za sve ostale, Sto
znaci da je K nepoznato.

Ocena koli¢nika

Obi¢no se ocekuje da je ukupna vrednost populacije i-tog klastera t; u ko-
relaciji sa velicinom tog klastera M;, pa se vrednosti M; koriste kao pomocéne
promenljive. Tada se srednja i ukupna vrednost populacije mogu oceniti

pomocu
@r _ ZZES Li
Zies M;
i
t, = Ky,.

Imenilac zavisi od toga koje konkretne PSU su ukljucene u uzorak, tako da
i brojilac i imenilac variraju od uzorka do uzorka. Iz formule (3.3) proizilaze
standardne greske

SE(@»:\/@—Q) el M) (1.4

n]\7[(2] n—1

nM,% n—1

n 1 Zz‘e MZZ(.@Z - ?jr)z)
= \/(1 -V S

2\ n.l Zz‘GS Mzg(gz - ﬁr)Q
SE(L,) = N\/(l o i .

Ukoliko je prosecna veli¢ina klastera u populaciji My = K /N nepoznata, ona
se moze zameniti sa prosecnom veli¢inom klastera u uzorku. Drugim rec¢ima,
My se moze zameniti sa Mg u formuli (4.4).

Ocena y, se moze racunati i pomocu tezina w;; kao

~ Eies Zjesi WijYij

y g
' Zies Zjesi Wi
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Disperzija ocenjivaca koli¢nika zavisi od promenljivosti sredina po ele-
mentu u klasterima i moze biti dosta manja od disperzije nepristrasnog
ocenjivaca, Sto znaci da su Cesto ocene dobijene na osnovu koli¢nika pre-
ciznije od ocena dobijenih na osnovu nepristrasnih ocenjivaca. Medutim,
treba napomenuti da je za t, potrebno znati ukupan broj elemenata popu-
lacije K, dok za nepristrasni ocenjiva¢ to nije neophodno.

4.3 Dvofazno klaster uzorkovanje

U jednofaznom klaster uzorkovanju ispituju se sve SSU unutar izabranih PSU
(klastera). Ipak, u mnogim situacijama elementi u klasteru mogu biti veoma
slicni pa ispitivanje svih sekundarnih uzorackih jedinica u PSU moze biti
skupo i nepotrebno. Osim toga, merenje SSU moze biti skupo u poredenju
sa cenom uzorkovanja PSU. U ovim situacijama, uzimanje poduzorka iz svake
izabrane PSU moze biti daleko jeftinije pa se tada primenjuje dvofazno klaster
uzorkovanje. Klasteri se biraju slucajno, a zatim se iz svakog izabranog
klastera slucajno biraju elementi. Ovaj tip uzorkovanja ¢ine dve faze:

1. Bira se SRS S od n PSU iz populacije od N PSU.

2. Bira se SRS SSU iz svake izabrane PSU. SRS od m; elemenata iz i-tog
klastera se oznacava sa S;.

Razlike izmedu jednofaznog i dvofaznog klaster uzorkovanja su prikazane
na sledecoj slici.
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Jednofazno klaster uzorkovanje Dvofazno klaster uzorkovanje
Populacija od N PSU: Populacija od N PSU:
Uzima se SRS od n PSU: Uzima se SRS od n PSU:
Uzorkuju se sve SSU Uzima se SRS od m; SSU
u izabranim PSU: u ¢-toj izabranoj PSU:
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U dvofaznom klaster uzorku notacija i ocenjivaci postaju jos slozeniji
nego u jednofaznom klaster uzorku, jer treba uzeti u obzir razli¢itosti koje
dolaze iz obe faze prikupljanja podataka. Ocenjivanje ¢ i yy je analogno
onom u jednofaznom klaster uzorku, ali formule za disperziju postaju znatno
komplikovanije.

Nepristrasna ocena

Kod jednofaznog klaster uzorka nepristrasni ocenjiva¢ ukupne vrednosti po-
pulacije je bio oblika
unb - Z tl;

pri ¢emu su t; bile poznate vrednosti jer smo uzorkovali sve SSU u izabranoj
PSU. U dvofaznom klaster uzorku, medutim, s obzirom da ne uzimamo sve
SSU iz izabrane PSU, moramo oceniti individualne ukupne vrednosti popu-
lacije PSU na slede¢i nacin

. M,

t, = P — s

: E miyu M;y;
JES;

Sada je nepristrasni ocenjiva¢ ukupne vrednosti populacije

. N - N
L n Z Y (4.5)

Pri dvofaznom klaster uzorkovanju ¢; su slu¢ajne promenljive. Zbog toga,
disperzija ocenjivaca ukupne vrednosti populacije ima dve komponente:

1. promenljivost izmedu PSU
2. promenljivost izmedu SSU unutar PSU.

U jednofaznom klaster uzorkovanju ne moramo da brinemo o drugoj kompo-
nenti.

Disperzija od fu., je jednaka disperziji od tum, iz jednofaznog klaster
uzorka uveé¢anoj za dodatni ¢lan, s obzirom da ; ocenjuju ukupne vrednosti
populacija klastera. Za dvofazno klaster uzorkovanje vazi

2 2
V() = N2(1 — ”S— NZ1—— 251

tmy’
gde je
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e S? populaciona disperzija ukupnih vrednosti klastera
e 5? populaciona disperzija elemenata unutar i-tog klastera.

Prvi sabirak u prethodnoj formuli predstavlja disperziju iz jednofaznog klaster
uzorkovanja, dok je drugi sabirak dodatna disperzija usled poduzorkovanja.

Za ocenjivanje V (f,,;) koristimo uzoracke disperzije

2 Zz‘es(fi _ tuTnb)Z

St - n—1 )
2 _ Zjesi (yij yz)Q (4.6)
! m; — 1 '

Moze se pokazati da je nepristrasan ocenjivac¢ disperzije oblika

N n.s> N m; 52
Vtum) = N?(1 — —)2L + — 1— —)M>*=,
() = N1 = )% 4 250 g2

= v

Standardna greska SE (funb), je naravno kvadratni koren navedene ocenjene
disperzije. U mnogim sluc¢ajevima N/n je malo u poredenju sa N2, pa je do-
prinos drugog sabirka ocenjivacu disperzije neuporedivo manji od doprinosa
prvog sabirka.

Ukoliko znamo ukupan broj elemenata u populaciji A, mozemo oceniti
srednju vrednost populacije sa

>
.

Yunb = %b7 (47)
pri cemu je standardna greska
. SE(tu,

K

Kao i u jednofaznom klaster uzorku sa razli¢itim veli¢inama, komponenta
disperzije koja potice od varijabilnosti izmedu PSU moze biti veoma velika
posto na nju utic¢u i razlike u velicini M; i razlike u ;. Ako su veli¢ine klastera
razli¢ite, ova komponenta je velika, ¢ak i kada su sredine klastera priblizno
jednake. Pored nepristrasnih ocenjivaca u dvofaznom klaster uzorkovanju
mogu se koristiti i ocenjivaci koli¢nika.
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Ocena koli¢énika

Srednja vrednost populacije se moze oceniti koriSéenjem ocenjivaca koli¢nika.
Na osnovu oznaka iz tre¢eg poglavlja, za vrednosti y; uzimaju se ocenjene
ukupne vrednosti populacije klastera ¢;, dok su vrednosti z; veli¢ine klastera
Mi7 pa je

?j _ Zies tAZ _ Zz’es M;y;
Zies M; Zz’es M;
Moze se pokazati da je disperzija oblika

(4.8)

V(i) = <l 1)+ == 3™ M2 -

gde je s? definisano sa (4.6), a

52 _ Zles(Mzgz - Migjr)Q
" n—1 ’

dok je M prosecna veli¢ina klastera.

Ukoliko su svi M; jednaki, nepristrasni ocenjivac je zapravo jednak ocenji-
vacu koli¢nika. Ukoliko se velic¢ine klastera M; razlikuju, nepristrasni ocenji-
vac Cesto ne funkcioniSe najbolje i tada je bolje koristiti ocenjivac koli¢nika.
Naredni primer ilustruje da nepristrasni ocenjivac tuny MoZe imati veliku
disperziju kada se veli¢ine klastera veoma razlikuju.

Primer 4.4 Slucaj Sestonogih kucic¢a

Pretpostavimo da Zelimo da ocenimo prosecan broj nogu zdravih kuciéa iz pri-
hvatilista u jednom gradu. U gradu postoje dva prihvatilista za kucice: prih-
vatiliste A, sa 30 kucica, 1 prihvatiliste B, sa 10 kuci¢a. Neka je verovatnocéa
izbora jednaka za oba prihwvatilista i iznosi 1/2. Nakon odabira prihvatilista,
treba iz njega sluc¢ajnim odabirom izabrati 2 kuceta i, koristeéi Yuny, oceniti
prosecan broj nogu po kucetu.

Pretpostavimo da je slucajno izabrano prihvatiliste A. Naravno, svaki od 2
izabrana psa ima 4 noge, pa je Ly = 30 x 4 = 120. Na osnovu (4.5) i (4.7),
nepristrasna ocena za ukupan broj nogu svih kucica u oba doma je

- 2.
tunb = ItA = 240

Ako podelimo ocenjen ukupan broj nogu sa brojem kucica da bismo ocenili
prosecan broj nogu po kucetu, dobijamo 240/40 = 6.
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Ako je pak slucajno izabrano prihvatiliste B, tada je tp = 10 x 4 = 40 i
nepristrasna ocena ukupnog broja nogu svih kucica je

i 2.

unb — ItB = 807

a nepristrasna ocena proseénog broja nogu po kucetu je 80/40 = 2.
Zakljucujemo da ovo nisu dobre ocene za prosecan broj nogu po kucetu.
Medutim, ocenjivac¢ je matematicki nepristrasan jer je (6 + 2)/2 = 4, tako
da prosecna vrednost svih mogucih uzoraka rezultuje tacnom vrednoséu 4.
Slabost ovog ocengivaca se odraZava u veoma velikoj disperziji

. 1,52 2< m; 2
V(tuny) = (1 — 5)225—1t + 1 ZZl(l — M)Mf% = 5(4)(3200) = 6400.
U ovom primeru, ocenjivac kolicnika je mnogo bolji. U slucaju odabira prih-
vatilista A dobija se i, = 120/30 = 4, a ukoliko je prihvatiliste B izabrano,
Y, = 40/10 = 4. Posto je ocena ista za sve moguce uzorke, sledi da je disper-
zija V(y,) = 0 pa je u ovom primeru ocena kolicnika preciznija od nepris-
trasne ocene. 0

U opstem slucaju, nepristrasan ocenjivac ukupne vrednosti populacije nije
efikasan ako su velicine klastera M; razlicite i ako je t; grubo proporcionalno
sa M;. Disperzija od t,.;, zavisi od disperzije od ¢; i ona moze biti velika ako
su M; razliciti.

Za razliku od nepristrasnog ocenjivaca, ocenjivac kolicnika u opstem slu-
caju funkcionise dobro kada su t; grubo proporcionalni sa M;. Podsetimo se,
iz ocene koli¢nika, MSE ocenjivaca B je proporcionalna disperziji reziduala iz
modela. Kada se koristi ocena koli¢nika u klaster uzorkovanju, MSE ocenji-
vaca 7, je proporcionalna sa Zi]\il(ti — yuM;)?. Kada su glavne promenljive
t; u jakoj pozitivnoj korelaciji sa pomo¢nim promeljivama M;, reziduali su
mali. U primeru sa Sestonogim kuci¢ima, ukupan broj nogu u prihvatilistu ¢;,
je tacno cetiri puta vec¢i od ukupnog broja kucica u prihvatilistu M;, tako da
je disperzija ocenjivaca koli¢nika jednaka nuli i zato je u tom primeru mnogo
efikasnije koristiti ocenu koli¢nika.

Ovo je veoma vazno napomenuti, s obzirom da su mnogi prirodni klasteri
obi¢no razlicitih veli¢ina, pa je najces¢e ukupna vrednost populacije klastera
proporcionalna broju SSU u njemu. Na primer, u klaster uzorku bolnica,
ocekujemo da ¢e u bolnici sa 500 bolesnika biti veéi broj zadovoljnih bolesnika
nego u bolnici sa 20 bolesnika, iako procenat zadovoljnih bolesnika u obe
bolnice moze biti isti. Na primer, ukupna vrednost ocena iz matematike za
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sve ucenike razreda bic¢e znatno veca za razrede sa ve¢im brojem ucenika nego
za malobrojnije razrede. U opStem sluc¢aju, ocekujemo da pronademo vise
pcela u vecoj sredini nego u manjoj. U svim ovim situacijama, dok ocenjivac
g, funkcionise dobro, ocenjivaé t,,;, obi¢no ima veliku disperziju.

4.4 Koriséenje tezina u klaster uzorcima

Vecina statisticara koristi uzoracke tezine za ocenjivanje ukupne i srednje
vrednosti populacije u klaster uzorcima. Pomoc¢u tezina mogu se naci ocene
gotovo svih znacajnih veli¢ina iz proizvoljnog verovatnosnog uzorka. Iz tog
razloga, one predstavljaju znacajan alat za analizu podataka istrazivanja.

Tezina elementa je recipro¢na vrednost verovatnoce izbora elementa. Kod
klaster uzorka, verovatnoca izbora SSU je

P(izabrana j-ta SSU iz i-te PSU)

= P(izabrana i-ta PSU) x P(izabrana j-ta SSU | izabrana i-ta PSU)
_nom;
N M;
Prema tome, tezina je
N M,;

nm;

wij =

Tezina w;; odreduje broj elemenata populacije koje predstavlja j-ta jedinica
iz i-tog klastera u uzorku. Ako su, na primer, PSU blokovi, a SSU domacin-
stva, onda domacinstvo j u bloku 4 predstavlja N Ml domacinstava populacije

(N M: 1) drugih domaéinstava. Tada je

unb - Z Z WijYig

€S jES;

i to sebe i jos

~

2~ tunb

Yr = .
' Zies Ejesi Wij

Uocava se da je fypp isto kao u (4.5), a ¢, isto kao u (4.8). Uzoracke tezine
samo obezbeduju zgodan nacin za racunanje ovih ocena, ali ne eliminisu
nedostatke poput velikih disperzija. Osim toga, uzoracke tezine ne pruzaju
informaciju za pronalazenje standardnih gresaka, za Cije racunanje se moraju
koristiti ili navedene formule ili neke druge metode.
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U dvofaznom klaster uzorkovanju, kod samotezinskog dizajna, svaka SSU
predstavlja isti broj SSU u populaciji. Na primer, za samotezinski uzo-
rak stanovnika Beograda mozemo prvo uzeti prost slucajan uzorak opstina
Beograda, a onda uzeti uzorak obima m; od ukupno M; stanovnika opstine .
Kako bi svaki stanovnik u uzorku predstavljao isti broj stanovnika populacije,
m; mora biti proporcionalno sa M;, tako da m;/M; treba biti priblizno kon-
stantno. Prema tome, iz naseljenijih opstina treba uzorkovati vise stanovnika
nego iz manje naseljenih opstina.

4.5 Dizajniranje klaster uzorka

Organizacije i agencije koje sprovode skupa istrazivanja velikih razmera mo-
raju posvetiti dosta vremena dizajniranju istrazivanja. Za dizajniranje i tes-
tiranje nekih istrazivanja potrebno je i po nekoliko godina. Cak i onda vazi
osnovni princip dizajniranja istrazivanja koji glasi: “Istrazivanje se moze
najbolje dizajnirati nakon sto je zavrseno”. Tek nakon zavrSenog istrazivanja
moze se proceniti efekat koris¢ene odredene metode uzorkovanja i tek tada
se moze saznati gde je trebalo vise sredstava uloziti u cilju dobijanja boljih
informacija i rezultata.

Sto vise informacija posedujemo o populaciji, to bolje mozemo dizajnirati
efikasno uzorkovanje. Ako znamo vrednosti y;; za svaku jedinicu u nasoj po-
pulaciji, mozemo bez greske dizajnirati istrazivanje za izuc¢avanje populacije.
Naravno, ono bi bilo nepotrebno, jer ve¢ sve znamo o populaciji. Medutim,
ukoliko nam je malo informacija o populaciji poznato, verovatno ¢emo nakon
istrazivanja prikupiti odredene Zeljene informacije, ali je takode, moguce
da necemo imati najefikasniji dizajn za nasSe istrazivanje. Medutim, nasa
novostecena saznanja o populaciji mozemo iskoristiti za pravljenje efikasnijih
istrazivanja u buduénosti.

Prilikom dizajniranja klaster uzorka, potrebno je voditi racuna o slede¢im
pitanjima:

1. Kolika ukupna preciznost je potrebna?

DO

. Koje velicine treba da budu PSU?
3. Koliko SSU treba uzorkovati iz svake PSU koja je izabrana u uzorak?
4. Koliko PSU treba uzorkovati?

Sa prvim pitanjem se moramo suoCiti u svakom istrazivanju. Da bismo
odgovorili na pitanja 2, 3 i 4 potrebno je da znamo troskove uzorkovanja
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PSU za moguce veli¢ine PSU, troskove uzorkovanja SSU i meru homogenosti
(R? ili ICC) za moguce velicine PSU.

Odredivanje velicine PSU

Velicina PSU tj. klastera je najces¢e prirodna stvar. Razredi u skoli, ili
bolnice sa bolesnicima su bili primeri takvih prirodnih klastera.

Medutim, postoje istrazivanja u kojima istrazivac ima Sirok izbor za
odredivanje velicine PSU. Na primer, u istrazivanju procene pola i starosti
jelena u regijama Kolorada, PSU mogu biti odredena podruéja, dok SSU
mogu biti individualni jeleni ili grupe jelena u tim podru¢jima. Ali, takode
treba odrediti veli¢cinu tih podruéja, tj. treba odrediti da li velicina PSU
treba biti 1km?2, 2km? ili 100km?2.

Opsti princip u takvim istrazivanjima je da Sto su vedi klasteri, veca je i
varijabilnost unutar njih, pa se tad povecava efikasnost klaster uzorkovanja.
Medutim, ukoliko su klasteri isuvise veliki, tada se gubi usteda koja je tipicna
za klaster uzorkovanje i koja predstavlja jednu od osnovnih prednosti ovog
tipa uzorkovanja.

Bellhouse (1984) je dao pregled optimalnog dizajniranja uzorka, a nave-
dena teorija pruza koristan vodi¢ za dizajniranje sopstvenog istrazivanja.
Postoje mnogi nac¢ini isprobavanja razlicitih velicina PSU pre sprovodenja
samog istrazivanja. Jedan od njih je modeliranje veze izmedu R? ili MSW i
M i prilagodavanje modela uz pomo¢ preliminarnih podataka ili informacija
iz drugih istrazivanja, a nakon toga uporedivanje troskova za razlic¢ite kombi-
nacije R i M. Drugi nacin je vrienje eksperimenta i prikupljanje podataka
o relativnim troskovima i disperzijama za razlicite veli¢cine PSU.

Primer 4.5 Procenjivanje broja krompirovih zlatica

Proucavane su razlicite velicine uzorackih jedinica radi procene broja krom-
pirovih zlatica. Uzorkovano je 10 slucajno odabranih lokacija sa svakog od
10 polja. Istrazivaci su vizuelno ispitivali svaku lokaciju @ beleZilt male larve,
velike larve © odrasle jedinke na svim listovima jednog stabla na svakoj od
5 susednih biljoka. Zatim su posmatrali razlicite velicine PSU - od jednog
do pet stabala po lokaciji. Za dizajn ”1 stablo/lokaciji” prikupljani su po-
daci sa jednog stabla po lokaciji, za dizajn "2 stabla/lokaciji” prikupljani su
podaci sa dva stabla po lokaciji itd. Za sve Setnje medu lokacijama, bilo
im je potrebno 30min, a za ispitivanje jednog stabla 10sec. Prema tome,
ukupno vreme za ispitivanje jednog stabla po lokaciji na svih 10 lokacija je
bilo 30+100/60=31.67min. Posto su troskovi uzorkovanja dodatnog stabla
po lokaciji mali v odnosu na vreme potrebno za prelazak na drugo polje,
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istrazivaci su dosli do zakljucka da je najefikasniji dizajn za procenu broja
krompirovih zlatica dizajn "5 stabala/lokaciji”.

Odredivanje obima poduzorka (broja SSU u izabranoj PSU)

Osnovni cilj prilikom dizajniranja uzorka je dobijanje Sto vise informacija
uz Sto manje troskova. Ogranic¢i¢emo se na dizajniranje dvofaznog klaster
uzorka u slucaju kada svi klasteri imaju jednak broj SSU. Jedan pristup, za
ovakve klastere jednakih veli¢ina, je minimiziranje disperzije za fiksiran iznos
troskova. Ako je M; = M i m; = m za sve PSU, tada se moze pokazati da je

(4.9)

gde su MSB i MSW, respektivno, sredine kvadrata izmedu i unutar PSU iz
populacione ANOVA tabele 1.

Ako je MSW = 0, tada je R? = 1, pa svi elementi unutar klastera imaju
vrednosti sredine klastera. U tom slucaju dovoljno je uzeti m = 1, jer ispi-
tivanje vise od jednog elementa po klasteru samo povecava troskove i trosi
vreme bez povec¢anja preciznosti, jer ne donosi nove informacije. Za druge
vrednosti R? optimalna raspodela zavisi od relativnih trogkova uzorkovanja
PSU i SSU.

Neka je data jednostavna funkcija ukupnih troskova
C = cin + conm,

gde je c; trosak po PSU (bez troskova merenja SSU), a ¢y trosak merenja

svake SSU. Vrednosti o
n—

c1 + cam

=N GSB—MSW) ~ \ (VM - 1) (Rg )

minimizuju disperziju V (§uns) za fiksne ukupne troskove C, pri éemu je narav-
no potrebno znati barem grubu ocenu R2. Medutim, ¢esto neke druge vred-
nosti m daju sli¢cne rezultate. Crtanje projektovanih disperzija ocena moze
dati vise informacija od samo jednog izracunavanja fiksnog resenja. Osim
toga, graficki pristup dozvoljava da izvrsimo tzv. senzitivnu analizu na dizaj-
nu: Sta ako su troskovi ili funkcija troskova malo drugaciji? Sta ako se vred-
nost RZ malo promeni? Ovim pristupom se, takode, mogu ispitivati razlicite
funkcije troskova.

o4



[ako smo posmatrali samo klastere jednakih velicina kada je M; = M,
ovaj pristup mozemo iskoristiti i u slucaju kada su M; razlicite vrednosti.
Tada treba zameniti M sa M, gde je M prosecna velicina klastera i odrediti
prosecnu velicinu poduzorka m. Jedan nacin je da uzmemo m jedinica iz
svakog klastera koji je izabran u uzorak, a drugi je da rasporedimo jedinice
tako da je

— = Cconst.
M;

Ukoliko M; ne variraju previse, ova procedura daje prihvatljiv dizajn. Ako
su vrednosti M; znacajno razlicite, a t; su u korelaciji sa M;, klaster uzorak
sa jednakim verovatnocama nece biti dovoljno efikasan.

Odredivanje obima uzorka (broja PSU)

Nakon odredivanja velicine PSU i odnosa PSU i SSU, potrebno je odrediti i
broj PSU koje treba uzorkovati - n. Dizajniranje klaster uzorka je iterativni
proces koji ¢ine sledeci koraci:

1. Odrediti zeljenu preciznost

2. Odrediti velicinu PSU i obim poduzorka

3. Ograniciti zeljenu disperziju

4. Odrediti n da se postigne zeljena preciznost

5. Ponoviti postupak (dodajuéi pomoéne promenljive za ocenu koli¢nika)
sve dok troskovi istrazivanja ne budu unutar naSeg budzeta.

Ukoliko su klasteri jednakih veli¢ina, ignorisuéi fpc, na osnovu (4.9) dobija

se
) 1 MSB m MSW. 1
Yy <_— _—— ) = —7.
Vgm) < 2l + (A== == v

Tada je 95%-tni interval poverenja

) 1
Gunb £ 1961/ —v.
n

Prema tome, da bi se postigao zeljeni interval poverenja polusirine e, n se
odreduje na slede¢i nacin

pri cemu ovaj pristup podrazumeva posedovanje nekog saznanja o v, na
primer na osnovu preliminarnih istrazivanja.
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4.6 Sistematsko uzorkovanje

U ovoj glavi razmatrano je sistematsko uzorkovanje, koje predstavlja speci-
jalan slucaj klaster uzorkovanja. Pretpostavimo da zelimo da uzmemo uzorak
veli¢ine 3 iz populacije koja broji 12 elemenata:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Za uzimanje sistematskog uzorka treba izabrati slucajan broj izmedu 1 i 4,
pa pocevsi od njega uzimati svaki cetvrti element. Dakle, ova populacija
sadrzi 4 PSU (klastera) i to su:

{1,5,9} {2,6,10} {3,7, 11} {4,8, 12}.

Sada uzimamo prost slucajan uzorak klastera obima 1, tj. slu¢ajno biramo
jedan klaster i to je sistematski uzorak.

U populaciji od NM elemenata, postoji N mogucih izbora sistematskog
uzorka, od kojih je svaki velicine M. Posmatramo srednju vrednost samo
onog klastera koji ¢ini nas sistematski uzorak

Yi = Yiv = ?sy&

Jednofazno klaster uzorkovanje sa klasterima jednakih veli¢ina daje nepris-
trasne ocene, pa je zato E[gjsys] = Yy, tj. ocenjivac gjsys je nepristrasan.
Za prost sistematski uzorak biramo n = 1 od N klastera, pa je disperzija
ocenjivaca ﬁsys oblika
. 1. 52 1 MSB _ S?
Vi) = (1= )5k = (1= 0)== = {1+ (M = 1)1CC),

Na osnovu poznatih oznaka za klaster uzorkovanje, M je velic¢ina sistematskog
uzorka. Ignorisuéi fpc, zakljuéujemo da je sistematski uzorak precizniji od
SRS velicine M, ako je ICC negativno. Sistematski uzorak je mnogo precizniji
od prostog slucajnog uzorka kada je disperzija unutar mogucih sistematskih
uzoraka (klastera) veéa od disperzije cele populacije. U tom slucaju su i
srednje vrednosti klastera slicnije. Ukoliko je pak varijabilnost elemenata
unutar sistematskog uzorka mala u poredenju sa onima u populaciji (odnosno,
ICC > 0), tada elementi u uzorku daju slicne informacije i za ocekivati je
da sistematski uzorak ima vecu disperziju od SRS i tada je SRS precizniji od
sistematskog uzorka.

Medutim, posto je n = 1, ne mozemo dobiti nepristrasnu ocenu od
V (Ysys). Za ocenjivanje disperzije neophodno je imati dodatnu informaciju o
strukturi populacije. Posmatrajmo sada tri razlicite strukture populacije.
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1. Redosled elemenata populacije u uzorackom okviru je slucajan.

Tada ¢e sistematsko uzorkovanje proizvesti uzorak koji se najverovat-
nije ponasa kao SRS. U mnogim situacijama redosled elemenata popu-
lacije nije povezan sa karakteristikom koja se ispituje. Primer ovakvog
slucaja je lista osoba u uzorackom okviru poredanih po azbu¢nom redu.
Nema razloga da se veruje da ¢e osobe u sistematskom uzorku biti vise
ili manje slicne od osoba prostog slucajnog uzorka. Ocekujemo da je
ICC =~ 0. U ovoj situaciji, prosto slu¢ajno i sistematsko uzorkovanje
daju slicne rezultate. Za ocenu V (ys,s) tada se koriste formule iz pros-
tog slucajnog uzorkovanja.

Pozicija u uzorackom okviru

2. Uzoracki okvir je u rastu¢em ili opadajucem poretku.

U ovom slucaju sistematsko uzorkovanje je verovatno preciznije od pros-
tog slucajnog uzorkovanja. Na primer, finansijska dokumentacija moze
biti poredana od najvecih iznosa na pocetku do najmanjih iznosa na
kraju liste. Za takvu populaciju se kaze da ima pozitivnu autoko-
relaciju. Susedni elementi su slicniji od udaljenijih elemenata. U
ovom slucaju, V (¥ss) je manja od disperzije uzoracke sredine prostog
slucajnog uzorka iste velicine posto je IC'C' < 0. Sistematski uzorak
sadrzi u ovom slucaju rasirene elemente populacije, a moguce je da bi
se SRS sastojao iz svih malih ili iz svih velikih vrednosti.
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Kada je uzoracki okvir u rastu¢em ili opadaju¢em poretku, formula
za standardnu gresku prostog sluc¢ajnog uzorka se moze koristiti, ali
je moguce da c¢e greska biti veca, a intervali poverenja konstruisani
koris¢éenjem standardne greske prostog slucajnog uzorka presiroki.

Pozicija u uzorackom okviru

Za populacije sa pozitivhom autokorelacijom stratifikovani uzorak je
obi¢no bolji od sistematskog. Ako je slucajno izabrani pocetni element
previse blizu pocetku ili kraju uzorackog intervala, sistematski uzorak
¢e pruzati ocenu koja je preniska ili previsoka.

. Uzoracki okvir je periodican.

U slucaju da uzorkovanje vrsimo sa intervalom koji se poklapa sa pe-
riodi¢no§céu, sistematsko uzorkovanje ¢e biti manje precizno od pros-
tog slucajnog uzorkovanja. Sistematsko uzorkovanje je najopasnije
u slucaju kada je populacija u ciklicnom ili periodi¢nom poretku, a
uzoracki interval se poklapa sa umnoskom tog perioda.
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Pozicija u uzorackom okviru

Na primer, pretpostavimo da su vrednosti populacije, redom:
123123123123

a uzoracki interval je 3. Tada ¢e svi elementi u sistematskom uzorku
biti jednaki. Ukoliko u ovom slucaju iskoristimo formulu SRS za ocenu
disperzije, dobi¢emo V (Jsys) = 0, a stvarna vrednost V(fsys) za ovu
populaciju je 2/3. U ovom slucaju sistematski uzorak nije precizniji
od jednog proizvoljnog posmatranja slucajno odabranog elementa iz
populacije.

Sistematsko uzorkovanje se cesto koristi u sluc¢ajevima kada istrazivac zeli
reprezentativan uzorak populacije, ali ne poseduje sredstva za konstruisanje
uzorackog okvira unapred. Obi¢no se koristi za odabir elemenata u pocetnoj
fazi klaster uzorkovanja. U mnogim situacijama u kojima se koristi sistemat-
sko uzorkovanje, sistematski uzorak se moze tretirati kao prost sluc¢ajan uzo-
rak.

Primer 4.6 Deponije u Sjedinjenim Americkim DrZavama

Mnoge deponije v SAD sadrze otrovne materijale, ali se ne zna tacno gde
su ovi materijali odloZeni, da i su slucajno rasporedeni po deponiji, kon-
centrisani u jednoj oblasti ili ih uopste nema. Praksa za otkrivanje ovih
otrova je sledeca: bira se sistematski uzorak mreZe tacaka sa kojih se uzima
uzorak zemljista 1 trazi dokaz kontaminacije. Treba slucajno izabrati jednu
tacku i konstruisati mrezu koja je sadrzi tako da su tacke mreZe na jednakoj
medusobnoj udaljenosti.
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Prednosti uzimanja sistematskog uzorka u odnosu na prost slucajan uzorak
su ravnomerna pokrivenost oblasti i lakse sprovodenje na terenu. U slucaju
da nismo zabrinuti da su otrovni materijali distribuirant periodicno ili imamo
slabo predznanje o tome gde se oni mogu nalaziti, sistematski uzorak pred-
stavlja prihvatlyiv dizajn.

Postavljanjem mreze u sistematskom uzorkovanju mozZe postojati bojazan
da su otrovni materijali postavljeni tako da ih mreza nece detektovati. Ukoliko
procenimo da postoji mogucnost da se to desi, preporucljivo je uzimanje stra-
tifikovanog uzorka. Treba postaviti mrezu, birajuci slucajnu tacku u svakom
kvadratu sa koje ¢e se uzimati uzorak zemljista.

MrezZa za detektovangje otrovnih materijala

° ° ° ° ° ° °
Otrov

° ° ° ° x. ° °
.

° ° ° ° ° ° °

° ° ° ° °

° ® ° ° °
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MreZa za detektovange otrovnih materijala - najgori moguci scenario. Po-
sto se otrovi javljaju sa slicnom periodicnoséu kao i mreza, sistematski uzorak
promasuje svaki otrov.

a Otrov Otrov
e "% o ° oxv.' ™ ° °

U slucaju periodicnosti, resenje lezi u koris¢enju nekoliko sistematskih
uzoraka, tj. umesto uzimanja jednog, moze se uzimati vise sistematskih
uzoraka iz populacije. Tada se mogu koristiti formule za klaster uzorke za
ocenu disperzije i svaki sistematski uzorak ¢e se ponasati kao jedan klaster.
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5)

Primena klaster uzorka

U ovom odeljku predstavljena je primena klaster uzorka na realnom primeru.
Za slucajan odabir klastera i uzorkovanih jedinica koris¢en je Research Ran-
domizer, dok su sva izracunavanja odradena primenom Microsoft Excel-a.

Posmatran je spisak svih studenata Prirodno-matematickog fakulteta u
Novom Sadu (PMF) sa oznakom departmana, godine studija, osvojenim bro-
jem poena u tekucoj skolskoj godini i osvojenim ukupnim brojem poena
tokom studija. Preko 95%-tnih intervala poverenja ocenjen je ukupan i
prosecan broj osvojenih poena u tekucoj skolskoj godini i ukupan i prosecan
broj svih osvojenih poena u toku studija koris¢enjem jednofaznog i dvofaznog
klaster uzorka. U oba slucaja razmatrane su dve varijante, kada su klasteri:

e departmani PMF-a

e godine studija.

Prirodno-matematicki fakultet u Novom Sadu u skolskoj 2011/12. godini
pohadalo je 3445 studenata rasporedenih na 4 godine studija i 5 departmana:
Departmanu za biologiju i ekologiju (DBE), Departmanu za fiziku (DF),
Departmanu za geografiju, turizam i hotelijerstvo (DGT), Departmanu za
hemiju, biohemiju i zastitu zivotne sredine (DH) i Departmanu za matema-
tiku i informatiku (DMI).

U ovom primeru rec¢ je o klasterima razli¢itih velic¢ina, jer departmani
PMF-a imaju razlicit broj studenata, a i broj studenata PMF-a po godinama
je, takode, razli¢it. S obzirom na to, populacione veli¢ine ocenjene su na dva
nacina; koris¢enjem nepristrasnog ocenjivaca i ocenjivaca koli¢nika i dobijene
ocene su uporedene.

Osim toga, ocene populacionih veli¢ina dobijene koris¢enjem jednofaznog
i dvofaznog klaster uzorka poredene su sa ocenama dobijenim na osnovu
prostog slucajnog uzorka istog obima.
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U svim sluc¢ajevima, bilo da je re¢ o jednofaznom ili dvofaznom klaster
uzorku, uzorkovana su n = 2 klastera.

Posto je dostupan spisak svih studenata PMF-a i poena koje su oni os-
vojili u tekucoj skolskoj godini, kao i ukupno osvojenih poena za vreme
studiranja, u ovom primeru moguce je uraditi kompletan popis. Zahvaljujuci
tome, izracunate su stvarna ukupna i prosec¢na vrednost osvojenih poena u
tekucoj skolskoj godini i stvarna ukupna i prosec¢na vrednost osvojenih poena
tokom studiranja. Dobijeni su podaci dati u slede¢oj tabeli

| prosecan broj poena (3y) ukupan broj poena (t)

Tekuéa godina 28.33 98897.5

Na studijama 105.75 369189.5

5.1 Jednofazni klaster uzorak - klasteri su de-
partmani

Od N = 5 departmana PMF-a slucajno su odabrana n = 2 departmana,
koris¢éenjem Research Randomizer-a i to su DF i DH. Broj studenata na
DF je M; = 231, a na DH je M, = 570. Posto je re¢ o jednofaznom klaster
uzorku, posmatrani su svi studenti unutar izabranih departmana, dakle M; =
m;, © = 1,2. Populacione veli¢ine su ocenjene na dva nacina, koris¢enjem
nepristrasne ocene i ocene koli¢nika.

Nepristrasna ocena

Kao sto je pomenuto kod jednofaznog klaster uzorka, nepristrasni ocenjivac
za ukupnu vrednost populacije je

tAunb - % Ztla

sa standardnom greskom

. n.s
SE(tym) = N — )=,
(funs) = N\ (1 = 1) 2
gde je
1 tunb 2
= t;
St n_llezs( N)



Nepristrasni ocenjivac¢ srednje vrednosti populacije je

~

~+

2~ _ unb
Yunb K )
a standardna greska je oblika
) SE(tu
S E(Z_/unb) — M

K )
pri ¢emu je ukupan broj elemenata populacije, tj. studenata PMF-a
5
K =Y M;=3445.
i=1

Korisé¢enjem prethodnih formula dobijene su sledece ocene

‘ Zjunb SE(@unb) tunb SE(tunb)

Tekuca godina | 19.00 8.64 65447.5 29769.69

Na studijama | 61.98 25.30 213530 87165.36

95%-tni intervali poverenja za ukupan i prosecan broj osvojenih poena
konstruisani su na slede¢i nacin

tuny £ 1.96SE (tynp)

Yund = 1.96S E (Gump)-

Za konkretne podatke u nasem primeru dobijeni su sledeéi intervali poverenja:

Prosecan broj poena Ukupan broj poena

‘ min max ‘ min max
Tekuc¢a godina | 2.06  35.94 Tekuc¢a godina | 7098.9 123796.1
Na studijama | 12.39 111.57 Na studijama | 42685.9 384374.1
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Stvarne vrednosti prosecnog i ukupnog broja osvojenih poena dobijene
popisom pripadaju konstruisanim intervalima poverenja, ali se moze uociti da
su ocene prosecnog i ukupnog broja osvojenih poena, kako u tekucoj skolskoj
godini tako i tokom studiranja, dosta udaljene od stvarnih vrednosti ovih
velicina dobijenih na osnovu ispitivanja ¢itave populacije. Takode, dobijeni
intervali poverenja su dosta Siroki usled veoma velikih standardnih gresaka.

Ocena koli¢nika

Ukupna i srednja vrednost populacije se mogu oceniti i primenom ocenjivaca
koliénika. U tom slucaju je ocenjivac srednje vrednosti populacije

ﬁ _ Zies ti
Zies M; 7

ocenjiva¢ ukupne vrednosti populacije je
tAr =K ﬁra

a formule za odgovarajuce standardne greske su oblika

. ny 1 s MP(Wi — ur)?
E(y) =11 — —)—=g =&
SE() \/< Wi
2 n 13 es ME (Y — yr)?
E :N 1___ 1€S 7
SE() \/( N>n n—1 ’
gde je
_ K
MU:N.

Koris¢enjem ovih ocenjivaca dobijene su slede¢e ocene za ukupnu i srednju
vrednost populacije

~

Ur SE(y,) t, SE(t,)

Tekuca godina | 32.68 241 112592.58 8314.32

Na studijama | 106.63  4.98  367346.24 17164.77

kao i odgovarajuci intervali poverenja:
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Prosecan broj poena Ukupan broj poena

‘ min max ‘ min max
Tekuc¢a godina | 27.95 37.41 Tekuca godina | 96296.5  128888.7
Na studijama | 96.87 116.40 Na studijama | 333703.3 400989.2

Za razliku od nepristrasne ocene, u ovom primeru, ocena koli¢nika daje
bolje rezultate. Stvarne vrednosti prosecnog i ukupnog broja poena u tekucoj
godini kao i tokom studija pripadaju datim intervalima poverenja i oni su
sada znatno uzi usled manjih standardnih gresaka. Disperzija ocenjivaca
t, zavisi od varijabilnosti sredina klastera i u ovom primeru je manja od
disperzije nepristrasnog ocenjivaca t,,, pa je ocena kolicnika preciznija od
nepristrasne ocene. Dakle, na osnovu ovih rezultata moze se potvrditi da je
u slucaju kada se velic¢ine klastera jako razlikuju, mnogo bolje koristiti ocenu
kolicnika.

U ovom primeru je broj SSU u uzorku M; + My = 231+ 570 = 801. Sada
¢e ocene dobijene iz jednofaznog klaster uzorka biti uporedene sa ocenama
dobijenim primenom prostog slucajnog uzorka istog obima.

Prost sluc¢ajan uzorak

[zabran je prost slucajan uzorak obima n = 801 od N = 3445 studenata.
Odredena je srednja vrednost uzorka i i uzoracka disperzija s* koriséenjem
ugradenih funkcija average i var u Excel-u. Standardna greska srednje vred-
nosti populacije je

n . s?

SE@) = /(- 1)

a nepristrasni ocenjiva¢ ukupne vrednosti populacije je
t=Ny,

sa standardnom greskom

95%-tni intervali poverenja za ukupnu i srednju vrednost populacije su
oblika
y £ 1.96SE(y),
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t £ 1.96SE(t).
Koris¢enjem prethodnih formula, dobijene su sledec¢e ocene

y  SE(y) t SE(t)

Tekuc¢a godina | 28.57  0.56 98436.32  1944.47

Na studijama | 108.70  2.06  374478.88 7101.79

i odgovarajuci intervali poverenja:

Prosecan broj poena Ukupan broj poena

‘ min max ‘ min max
Tekuéa godina | 27.47  29.68 Tekuéa godina | 94625.2 102247.5
Na studijama | 104.66 112.74 Na studijama | 360559.4 388398.4

Kao sto je i o¢ekivano, na osnovu dobijenih ocena i intervala poverenja,
uocava se da je, u ovom primeru, prosto slucajno uzorkovanje efikasnije od
jednofaznog klaster uzorkovanja.

5.2 Jednofazni klaster uzorak - klasteri su go-
dine studija

Sada kao klastere posmatramo godine studija. Od N = 4 klastera slucajnim
odabirom izabrana su n = 2 klastera i to su 1. i 2. godina. Prvu godinu
pohada M; = 1089, a drugu M, = 860 studenata.

Nepristrasna ocena

Koris¢enjem nepristrasnih ocenjivaca, dobijene su slede¢e ocene za ukupnu i
srednju vrednost populacije

ﬁunb SE(@”LLTL()) tunb SE(tunb)

Tekuca godina | 32.11 3.89 110614  13399.67

Na studijama | 65.54 14.66 225782 50517.12
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a odgovarajuéi 95%-tni intervali poverenja su oblika:

Prosecan broj poena Ukupan broj poena

‘ min max ‘ min max

Tekuca godina | 24.48 39.73 Tekuca godina | 84350.6 136877.4

Na studijama | 36.80 94.28 Na studijama | 126768.4 324795.6

Moze se uociti da su ocene prosecnog broja osvojenih poena u toku studija
Yuny = 65.54 i ukupnog broja osvojenih poena u toku studija t,,, = 225782
potcenjene u odnosu na stvarne vrednosti, yy = 105.75 i t = 369189.5,
dobijene ispitivanjem citave populacije, koje u ovom konkretnom primeru ne
pripadaju dobijenim intervalima poverenja. To je i bilo ocekivano posto su,
slu¢ajnim odabirom, uzorak ¢inile prva i druga godina na kojima studenti
imaju najmanji ukupan broj poena u toku studija.

Ocena koli¢énika

Sada su navedene ocene ukupne i srednje vrednosti populacije dobijene koris-
¢enjem ocenjivaca kolicnika

~ ~ =

|y SE®W,) SE(t,)

.
<

Tekuca godina | 28.38  1.22 97759.17  4209.61

Na studijama | 57.92  20.11  199543.10 69275.62

i odgovarajuci intervali poverenja su:

Prosecan broj poena Ukupan broj poena

‘ min max ‘ min max

Tekuca godina | 25.98 30.77 Tekuca godina | 89508.3 106010.0

Na studijama | 18.51 97.34 Na studijama | 63762.9 335323.3
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Ponovo se mogu uociti potcenjene ocene prosecnog i ukupnog broja osvo-
jenih poena u toku studija i intervali poverenja koji ne sadrze stvarne vred-
nosti ovih veli¢ina, pa se dolazi do zakljucka da, poput nepristrasne ocene, ni
ocena koli¢nika u ovom slu¢aju ne daje dovoljno dobre rezultate za osvojene
poene u toku studija. Medutim, ocena ukupnog i prose¢nog broja osvojenih
poena u tekucoj godini dobijena na ovaj nacin preko koli¢nika je preciznija
od nepristrasne ocene.

5.3 Dvofazni klaster uzorak - klasteri su de-
partmani

U ovom delu predstavljeni su rezultati dobijeni primenom dvofaznog klaster
uzorka. Sada ponovo, departmani predstavljaju klastere. Radi mogucénosti
poredenja sa jednofaznim klaster uzorkom koji su ¢inili DF i DH, dvofazni
klaster uzorak je uzet na istim departmanima. Ve¢ je receno da DF ima
M; = 231 studenata, dok DH ima M, = 570 studenata.

Ukupan broj SSU u uzorku je odreden tako da ¢ini otprilike 10% od
ukupnog broja elemenata populacije, tj. mq 4+ mo = 350, dok se m; i mo
odreduju na sledec¢i nac¢in

my + Mo 350

i = T = At ), = 72.
m My, + M, 801"

Vrednosti m; i my se zaokruzuju na ceo broj, pa se u ovom slucaju dobija
my = 101 i my = 249.
Nepristrasna ocena

Kod dvofaznog klaster uzorka nepristrasni ocenjiva¢ ukupne vrednosti popu-
lacije i odgovarajuca standardna greska su oblika

pri cemu je




2 > ies Wig — 9i)?

dok su ocenjiva¢ srednje vrednosti populacije i njegova standardna greska

oblika .
~ o tunb
Yunb = K )
. SE(tyn

K
Koris¢enjem prethodnih formula dobijene su slede¢e ocene

‘ gjunb SE(ﬁunb) tunb SE(tunb)

Tekuéa godina | 18.33 8.55 63163.85  29454.12

Na studijama | 60.44 23.56 208198.70  81180.15

i intervali poverenja:

Prosecan broj poena Ukupan broj poena
‘ min max ‘ min max
Tekuca godina | 1.58  35.09 Tekuc¢a godina | 5433.8  120893.9
Na studijama | 14.25 106.62 Na studijama | 49085.6 367311.8

Ocena koli¢énika

Kod dvofaznog klaster uzorka, ukupna i srednja vrednost populacije se mogu
oceniti i primenom ocenjivaca koli¢nika. Tada je ocenjiva¢ srednje vrednosti

populacije
§ = > ics Miyi
' Zies M;
dok je standardna greska
SE() = [l % LS e - T o
M2 N’'n nNiE‘S ’ M,"m;"’

70



gde je )
&2 = > ics(Migs — Myy,)?
" n—1 ’

2 Zjesi (yij — 5:)?

i )

a M proseéna veli¢ina klastera. Ocenjiva¢ ukupne vrednosti populacije je
tAr =K er;

a standardna greska je
SE(tAr) = KSE(ﬁr)

Na osnovu formula, dobijene su slede¢e ocene

|y SE@W) tr SE(.)

Tekuca godina | 31.54 255  108663.90 8783.39

Na studijama | 103.97  3.85  358174.55 13272.61

a 95%-tni intervali poverenja za ukupan i prosecan broj osvojenih poena u
toku skolske godine, kao i u toku studija izgledaju ovako:

Prosec¢an broj poena Ukupan broj poena

‘ min max ‘ min max
Tekuc¢a godina | 26.55 36.54 Tekuca godina | 91448.5  125879.3
Na studijama | 96.42 111.52 Na studijama | 332160.2 384188.9

Kao i kod jednofaznog klaster uzorka, namece se zakljucak da je ocena
kolicnika preciznija od nepristrasne ocene kada su klasteri razlicitih veli¢ina,
kao sto je slucaj u ovom primeru.

Uporedivanjem rezultata dobijenih na osnovu dvofaznog klaster uzorka
sa rezultatima dobijenim na osnovu jednofaznog klaster uzorka u slucaju
kada uzorak cine klasteri DF i DH, uocava se velika slicnost, Sto znaci da
uzorkovanje svih elemenata klastera kod jednofaznog klaster uzorka nije dalo
viSe informacija od uzorkovanja samo pojedinih elemenata kod dvofaznog
klaster uzorka.
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Sada je ponovo uzet dvofazni klaster uzorak u slucaju kada su klasteri
departmani PMF-a, ali su sluc¢ajno izabrani klasteri DF i DGT. DF ima M; =
231 studenata, a DGT M, = 1072 studenata. Zahtevan broj sekundarnih
uzorackih jedinica je ponovo 350, dok je sada m; = 62 i my = 288.

Nepristrasna ocena

Koriste¢i ve¢ navedene formule za nepristrasne ocenjivace kod dvofaznog
klaster uzorka, dobijene su ocene

ﬁunb SE (ﬁunb) tunb SE (tunb)

Tekuca godina | 26.53 14.84 91411.42  51111.07

Na studijama | 104.39 58.95 359632.20 203095.67

i odgovarajuci intervali poverenja:

Prosecan broj poena Ukupan broj poena

‘ min max ‘ min max
Tekuc¢a godina | -2.54  55.61 Tekuc¢a godina | -8766.3 191589.1
Na studijama | -11.16 219.94 Na studijama | -38435.3 757699.7

Uocavaju se negativne donje granice intervala poverenja. To se desava
zbog izuzetno velikih standardnih gresaka sto je u ovom primeru ocekivano
jer se veli¢ine izabranih klastera veoma razlikuju, a u tom sluc¢aju nepristrasne
ocene nisu dobre.

Ocena koli¢énika

Koriséenjem ocenjivaca koli¢nika kod dvofaznog klaster uzorka dobijene su
ocene

~

¥ SE(y) tr SE(t,)

Tekuca godina | 28.06 1.64 96673.01  5656.71

Na studijama | 110.40  6.94  380332.44 23915,61
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i 95%-tni intervali poverenja:

Prosecan broj poena Ukupan broj poena

‘ min max ‘ min max
Tekuca godina | 24.84 31.28 Tekuca godina | 85585.9 107760.2
Na studijama | 96.79 124.01 Na studijama | 333457.9 427207.0

Za razliku od nepristrasne ocene, ocena koli¢nika je pravi izbor u ovom
slucaju. Intervali poverenja sadrze stvarne vrednosti populacionih veli¢ina,
a standardne greske su neuporedivo manje nego sto je bio sluc¢aj kod nepris-
trasnih ocena. Time su potvrdeni teorijski rezultati da u slucaju kada se
velicine klastera jako razlikuju, treba koristiti ocenu koli¢nika jer je ona
mnogo preciznija od nepristrasne ocene.

5.4 Dvofazni klaster uzorak - klasteri su go-
dine studija

Slucajnim odabirom, odredeno je da uzorak ¢ine 3. i 4. godina studija koju,
respektivno, pohada M; = 722 i My = 774 studenta. Broj sekundarnih
uzorackih jedinica je 350. Sa trec¢e godine studija uzorkovana su m; = 169
studenata, a sa cetvrte my = 181 studenata.

Nepristrasna ocena

Primenjujuéi iste formule kao u slucaju kada su klasteri bili departmani,
dobijene su sledece ocene

&unb SE (gjunb) tunb SE (tunb)

Tekuca godina | 24.23 1.47 83472.27  5052.14

Na studijama | 146.26 19.64 003855.61 67644.22

a odgovarajuci intervali poverenja su:
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Prosecan broj poena Ukupan broj poena

‘ min max ‘ min max
Tekuc¢a godina | 21.36  27.10 Tekuc¢a godina | 73570.1  93374.5
Na studijama | 107.77 184.74 Na studijama | 371272.9 636438.3

Nepristrasne ocene za prosecan i ukupan broj poena osvojenih tokom
studija su precenjene, a stvarne vrednosti prosecnog i ukupnog broja poena
osvojenih tokom studija dobijene popisom ne pripadaju dobijenim intervali-
ma poverenja. Razlog za to je odabir trece i cetvrte godine studija u uzorak
jer su upravo te dve godine studija one na kojima studenti imaju najveci broj
poena.

Ocena koli¢énika

Koris¢enjem ocenjivaca koli¢nika dobijene su sledece ocene

~ ~ A

Ur SE(y,) t, SE(t,)

Tekuca godina | 27.90 2.03 96110.28  7002.79

Na studijama | 168.40 16.04 580141.24 55277.51

pri ¢emu se, takode, uocava precenjenost ocena prosecnog i ukupnog broja
poena tokom studija u odnosu na stvarne vrednosti.
Intervali poverenja su:

Prosecan broj poena Ukupan broj poena

‘ min max ‘ min max
Tekuc¢a godina | 23.91  31.88 Tekuc¢a godina | 82384.8 109835.8
Na studijama | 136.95 199.85 Na studijama | 471797.3 688485.2

Posto su izabrani klasteri slicnih veli¢ina, ocene koli¢nika i nepristrasne
ocene su sli¢ne preciznosti.
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Sada ¢e ocene dobijene primenom dvofaznog klaster uzorka biti uporedene
sa ocenama dobijenim na osnovu prostog slucajnog uzorka istog obima. Dakle,
uzet je prost slucajan uzorak obima n = 350 od N = 3445 studenata.

Koris¢enjem formula za prost slucajan uzorak, dobijene su nepristrasne
ocene

|y SE(y) t SE(t)

Tekuc¢a godina | 27.64  0.95 9522257  3254.95

Na studijama | 97.78  3.14  336857.64 10819.10

a odgovarajuéi 95%-tni intervali poverenja su:

Prosecan broj poena Ukupan broj poena
‘ min max ‘ min max
Tekuc¢a godina | 25.79  29.49 Tekuca godina | 88842.9 101602.3

Na studijama | 91.63 103.94 Na studijama | 315652.2 358063.1

Kao §to je i ocekivano, uocava se da su ocene dobijene na osnovu prostog
sluc¢ajnog uzorka preciznije od ocena dobijenih primenom dvofaznog klaster
uzorka istog obima, upravo iz razloga sto su studenti istog departmana (go-

75



6
Zakljucak

U ovom radu razmatrano je klaster uzorkovanje sa jednakim verovatno¢ama.
Posvecena je paznja ocenjivanju populacionih veli¢ina kako u jednofaznom
tako i u dvofaznom klaster uzorku sa akcentom na nepristrasnim ocenama
i ocenama koli¢cnika. Osim toga, prikazan je i sistematski uzorak koji pred-
stavlja specijalan slucaj klaster uzorka.

Jednofazni klaster uzorak se koristi kada su troskovi uzorkovanja sekun-
darnih uzorackih jedinica zanemarljivi u poredenju sa troskovima uzorko-
vanja klastera. U jednofaznom klaster uzorku ispituju se svi elementi unutar
izabranog klastera. Ovi elementi mogu imati veoma slicne osobine, pa je ispi-
tivanje svih njih ponekad skupo i nepotrebno. U takvim situacijama jeftinije
je biranje poduzorka iz svakog izabranog klastera i tada je re¢ o dvofaznom
klaster uzorku.

Osnovni razlog za primenu klaster uzorka prilikom ispitivanja populacije
je ekonomicnost. Osim toga, klaster uzorkovanje je ponekad jedina izvodljiva
metoda verovatnosnog uzorkovanja posto uzoracke okvire ciljnih populacija
cesto cine liste klastera. To je posebno prisutno u istrazivanju ljudske popu-
lacije kada su jedini dostupni podaci o populaciji spiskovi domacinstava.

Na osnovu teorijske analize i analize na konkretnom realnom primeru,
moze se zakljuciti da su ocene populacionih veli¢ina dobijene klaster uzorko-
vanjem u opstem slu¢aju manje precizne od ocena dobijenih prostim slucajnim
uzorkovanjem, posto su cesto elementi istog klastera sli¢niji nego slucajno
odabrani elementi iz cele populacije. Uzorkovanjem sli¢nih elemenata iz
jednog klastera ne dobijaju se nove informacije, pa to smanjuje preciznost
ocena populacionih parametara. I pored toga, klaster uzorci se opravdano
veoma Cesto koriste i imaju veliku primenu u praksi kada su u pitanju ve-
lika istrazivanja, jer su ekonomicniji i jednostavniji od nekih drugih tipova
uzoraka, a mogu pruziti precizne i korisne rezultate.
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