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Predgovor

Numericka analiza je znacajna oblast matematike koja je pronasla primenu u raznim
naukama. Numericko reSavanje jednaCina je deo numericke analize koji se bavi
pronalazenjem algoritama, analizom njihove konvergencije i implementacijom algoritama za
reSavanje jednaCina. Kako za veliki broj jednacina nije moguce odrediti tacno reSenje,
numericko reSavanje jednacina je posebno znacajno.

U master radu posmatramo teoreme i algoritme koje se odnose na iterativne postupake
Sestog reda konvergencije slobodne od drugog izvoda za pronalazenje jednostrukih korena
nelinearne jednacine f(x) = 0. Pretpostavljamo da u posmatranom intervalu [a, b] funkcija f
ima jednostruko resenje a, tj. da je f'(a) # 0. Polazeé¢i od Njutnovog postupka, koji je

drugog reda konvergencije, dajemo modifikacije ¢iji je red poviSen na Sest. Po ugledu na njih,
dajemo nove primere postupaka Sestog reda konvergencije.

Master rad je podeljen u Cetiri dela. U prvom delu dajemo oznake, definicije i teoreme
koje koristimo u daljem radu. Drugi deo rada sadrzi teoreme i algoritme koji se odnose na
iterativne postupke Sestog reda slobodne od izvoda reda viseg od jedan. U trecem delu rada
dajemo, kao originalan doprinos, modifikacije nekih poznatih postupaka i primere novih
postupaka bez upotrebe drugog i visih izvoda. Pod odredenim pretpostavkama dokazujemo
konvergenciju Sestog reda i odredujemo asimptotske konstante greske za posmatrane
postupke. U cetvrtom delu rada prikazacemo numericke eksperimente sa postupcima koje
smo opisali u drugom i tre¢em poglavlju.

Za odredivanje izvoda funkcija, koraka iterativnih postupaka, sredivanje dobijenih
izraza i njihovo pojednostavljivanje koristili smo Mathematica §.

Zahvaljujem se svom mentoru dr Pordu Hercegu, kao i clanovima komisije dr
Dragoslavu Hercegu i dr Heleni Zarin, a posebnu zahvalnost na pomoci, korisnim savetima i
sugestijama prilikom pisanja rada dugujem profesoru dr Dragoslavu Hercegu. Bila mi je cast
i zadovoljstvo da saradujem sa njim.

Novi Sad, jun 2014. Dragana Vrucinié¢
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1. Uvod

Mnogobrojni su zadaci matematike i njenih primena koji se svode na reSavanje jednacina
ili sistema jednacina. Numericko reSavanje jednacina je deo numericke analize koji se bavi
pronalazenjem algoritama, analizom njihove konvergencije i implementacijom algoritama za
reSavanje jednacina. U ovom radu bavimo se reSavanjem nelinearnih jednacina sa jednom
nepoznatom oblika

fx)=0
gde je f funkcija realne promenljive.
1.1 Oznake
R skup realnih brojeva
{x;.} niz brojeva xg, X4, ...
D = [a,b] interval kojem pripada niz {x; }
C*[a, b] skup k-puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na
intervalu [a, b]
y LipSicova konstanta
Lip,[a, b] skup funkcija koje na intervalu [a, b] zadovoljavaju
LipSicov uslov sa konstantom y
a reSenje jednacine f(x) = 0
Cy = £ 'U;),EZ; asimptotska konstanta greske
ep =X, —« greska u n-toj iteraciji
enss = cel +0(e?™) jednacina greske
c= e:gl asimptotska konstanta greske
p red konvergencije postupka

1.2 Neke definicije i teoreme

Definicija 1. Svaki broj a €R za koji vazi f(a) = 0 naziva se reSenje jednacine
f(x) = 0, odnosno nula funkcije f.
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Definicija 2. [4] ReSenje jednacine o je visestrukosti m € Ny ako je moguca
faktorizacija f(x) = (x —a)™g(x), g(a) # 0, pri cemu je funkcija g(x) ogranicena u a
Resenje je prosto (jednostruko) ako je m = 1, a visestruko ako je m > 1.

Osnovna ideja kod vecine numeric¢kih postupaka sastoji se u odredivanju pocetne
aproksimacije X, i izboru iteartivnog pravila pomocu kog se, polaze¢i od x,, generiSe niz
aproksimacija {x;} koji konvergira ka reSenju o posmatrane jednacine f(x) = 0, odnosno
vazi da je

limy_, x; = a.

Da bi se odredila pocetna aproksimacija, potrebno je lokalizovati reSenja jednacine. To
znaci da je potrebno odrediti skup koji sadrzi jedno ili viSe reSenja posmatrane jednacine.
Lokalizacija reSenja, odnosno odredivanje skupa reSenja, moze se sprovesti grafickim putem
ili tabeliranjem. Prilikom izbora iterativnog pravila vazan kriterijum je brzina konvergencije,
koja se meri redom konvergencije. Posto se u praksi izraCunava samo konacCan broj
aproksimacija, potrebno je oceniti i gresku aproksimacije.

Definicija 3. Neka su x;,x;_4, ..., Xi_n N+ 1 aproksimacija resenja a. Ako je x4,
Jjedinstveno odredena aproksimacija dobijena pomocu x;, x;_1, ..., Xi_n i funkcije @, t.

Xig1 = Q(Xi) Xi—1) 0r Xi—p)»

onda @ nazivamo iterativnom funkcijom.

Iterativne funkcije klasifikuju se na osnovu informacije koju zahtevaju. Tako imamo
sledece klase iterativnih funkcija.

Definicija 4. Ako je
Xiv1 = Q(X;),

onda se funkcija @ naziva jednotackasta iterativna funkcija, a posmatrani postupak
Jjednotackasti iterativni postupak.

Definicija 5. Neka je @:D — R neprekidna funkcija. Broj a € D za koji vazi
a = p(a) je resenje jednacine x = @(x) i naziva se nepokretna tacka funkcije @.

Neka je x, € D proizvoljan broj. Formirajmo niz brojeva prema slede¢em pravilu

Xps1 = @), k=0,1..,

pri ¢emu se zahteva da vazi ¢@(x;) € D, zato §to je funkcija ¢ definisana na tom intervalu.
Niz koji dobijamo na taj nacin naziva se niz sukcesivnih aproksimacija ili iterativni niz, a
postupak koji primenjujemo naziva se iterativni postupak.
Ako je pored uslova ¢@(x;) € D funkcija ¢ neprekidna na tom intervalu i generise
konvergentan niz {x; }, tj. postoji
limx, =a €D,

k—o

tada je
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a = ]l(i—I}oloxk = Ilcl—l;l;lo (p(xk_l) = <p(,1(i_1320xk—1) — (p(a)
1 iterativni postupak je konvergentan.

Definicija 6. Funkcija ¢ zadovoljava Lipsicov uslov na intervalu D ako postoji
konstanta y takva da za svako x,y iz intervala D vazi

lo(x) — )| < [x —yl.

Konstanta y naziva se Lipsicova konstanta i, ukoliko je zadovoljeno da je y < 1, funkcija ¢ se
naziva kontrakcija.

Definicija 7. Neka je lim_, x;, = a. Ako postoje konstante p > 0, ¢ = 0 i ceo broj
K = 0 takavda za k = K vazi

|xXp 41 — | < clxp — afP,

tada niz xy,x4, ... konvergira ka a sa redom bar p. Pritom, red konvergencije iterativnog
postupka jednak je redu konvergencije iterativnog niza dobijenog iterativnim postupkom.

Red konvergencije sluzi za uporedivanje brzine konvergencije postupaka.

Definicija 8. [rerativni postupak sa redom konvergencije p, brzi je od iterativnog
postupka sa redom konvergencije p, ako vazi da je p; > po.

Definicija 9. Jednacina greske postupka definisana je sa
+1
ens1 = cel +0(ef™),

gde je e, =x, —a greska u n-toj iteraciji, ¢ asimptotska konstanta greske i p red
konvergencije posmatranog postupka.

Sledi nekoliko teorema koje se odnose na opsti iterativni postupak i jednacinu x =
@(x), kao i teorema o redu konvergencije jednokoracnog postupka i teorema o Tejlorovom
razvoju koji smo ¢esto koristili u radu.

Teorema 1.  [4] Jednacine f(x) = 0 i x = @(x) ekvivalentne su na intervalu [a, b]
sa jednacinom @(x) = x — g(x)f(x), gde je g(x) # 0 za x € [a, b].

Teorema 2.  Funkcija koja zadovoljava LipSicov uslov na intervalu D neprekidna je
na tom intervalu. Obrnuto ne mora da vazi.

Teorema 3.  [4] Neka je @:[a,b] - [a, b] kontrakcija. Tada iterativni niz odreden
sa

Xier1 = @),k =0,1..

sa proizvoljinim x, € [a,b] konvergira ka jedinstvevnom resenju « € [a,b] jednacine
x = @(x) i pritom vazi
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)4
|xk—a|31_y|xk_xk—1|3 y|x1_x0|»k=1,2---,

1 —
gde je y Lipsicova konstanta kontrakcije funkcije @. Ovako definisane vrednosti 1%} I, —
xk—11 yk1—yx1—x0nazivaju se aposteriorna i apriorna ocena greske.

Teorema 4.  [21] Red konvergencije jednokoracnog postupka

Xr1 = @(xx), k=0,1...

pozitivan je i ceo broj. Ovaj postupak konvergira redom p ako i samo ako vazi da je

=¢(a), /(@) =0,j=12,..,p—1, p?(a) # 0.

14
Definicija 10. Asimptotska konstanta greske odredena je sa (pp(!a), gde je p red

£ (@)
k!f' (@)

konvergencije postupka, i izrazava se preko konstanti ¢;, =

Za sve postupke koje posmatramo u ovom radu red konvergencije i asimptotske konstante
greske odredujemo na osnovu teoreme 4 i prethodno navedene definicije.

Teorema 5.  (Tejlorova teorema) Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom
intervalu [a, b]. Neka je n pozitivan ceo broj takav da su svi izvodi funkcije f do reda n
neprekidni na [a, b] i postoji konacan izvod funkcije f reda (n + 1) na [a, b]. Ako su a i x iz
intervala (a, b), tada postoji tacka & takva da vazi Tejlorova formula

fGO) = f@ + (& — a)f’ <a>+( 2 )+( D (@) () 4 -
(x G =y i,
R N LIC: )+Wf( 1)(5)

1.3 Njutnov postupak

Njutnov (ili Njutn-Rafsonov) postupak je Siroko primenjen i jedan od najpopularnijih
postupaka za reSavanje jednacina oblika f(x) = 0. Velika prednost ovog postupka je to $to ne
zahteva poseban oblik jednacine. Algoritam radi jednako dobro za veliki broj tipova
jednacina, na primer: polinomnih, racionalnih, transcendentnih, trigonometrijskih, itd. Druga
vazna odlika Njutnovog postupka je to Sto je pogodan za racunarsku upotrebu. Ovo privlaci
veliki broj programera da prilikom kreiranja racunskih aplikacija programiraju i Njutnov
algoritam u alate programa.

U osnovi Njutnovog postupka je aproksimacija posmatrane funkcije f linearnom
funkcijom u blizini reSenja. Pretpostavimo da zelimo priblizno da re$imo jednacinu f(x) = 0.
Neka je x, po€etna aproksimacija trazenog resenja. Za linearnu funkciju uzima se tangenta na
krivu f(x) u tacki (xq, f (xo)). Jednacina tangente u toj tacki je

y=f(x) + f,(xo)(x — Xp)-
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Pogledajmo kako to izgleda na slici 1.

Y Y =jx)
A Vs fangenta 1 X
fargenio i X
o
et »x
- XV & g
//
yd
Slika 1.

Posmatrana funkcija predstavljena je crvenom linijom. Plava linija je tangenta funkcije
u tacki x,. Primetimo da tangenta preseca x-osu u tacki koja je bliza tacki reSenja u odnosu na
Xy. Neka je taj presek tangente u x, i x-ose x; 1 neka je to nova aproksimacija trazenog
reSenja.
Ako je f'(xo) # 0, aproksimaciju x; dobijamo kao refenje jednacine y(x) =0,
odnosno
0 = f(xo) + f (x0) (x1 — Xp),
_ f (xo)
f(xo)
Yo = X — f(x0)
! ° f(xo)
Nastavljamo postupak samo sa dobijenom boljom aproksimacijom. Uzimamo tangentu
na krivu f(x) u tacki (x4, f (x1)) (Sto je na slici prikazano zelenom linijom) i dobijamo novu,

bolju aproksimaciju resenja x,. Ponavljanjem postupka dobijamo niz brojeva koji su veoma
blizu traZenog reSenja.

X1 — Xpg =

Analogno, ako je xj k-ta aproksimacija reSenja posmatrane jednacine, naredne
aproksimacije dobijaju se po iterativnom pravilu

f ()

et T T )

za k > 0, Sto predstavlja Njutnov postupak.

Da bi se Njutnov postupak mogao sprovesti, potrebno je da je f' neprekidna funkcija u
svim ta¢kama posmatranog intervala i da vazi f'(x) # 0, za svako x iz tog intervala. U
suprotnom se postupak zaustavlja.
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Njutnov postupak moze da se posmatra i u slede¢em obliku
Xg41 = (p(xk)!
gde je

_ f (xx)
(p(xk) =Xk — f,(xk)'

Teorema 6.  [4] (O lokalnoj konvergenciji Njutnovog postupka) Neka su konstante y
im > 0 takve da za svako x,y € (a, b) vazi

IFf') = F ()| <vyvly—x|ilf'(x)| =m.

Ako jednacina f(x) = 0 ima resenje a € (a,b), onda za x, postoji takvo & > 0 za koje vazi
|xg — a| < 8 i niz x4, %4, ... definisan Njutnovim iterativnim postupkom postoji i konvergira
ka a. Pri tome vazi

|xk+1 - al < %lxk - alka = 011; e

Na osnovu definicije o redu konvergencije iterativnog postupka i navedene teoreme
sledi da Njutnov postupak konvergira barem kvadratno.

Teorema 7.  [4] (O globalnoj konvergenciji Njutnovog postupka) Neka funkcija f
pripada skupu C?[a,b). Ako f' i f"" ne menjanju znak na [a,b] i f(a)f(b) <0, onda za
svako x, € [a, b] za koje vazi

f(x)f"(x9) >0

Njutnov postupak konvergira ka jedinstvenom resenju a € (a,b) jednacine f(x) = 0 i vazi

sledece
x € (a,b) f'(x)>0 fl(x) <0
f'(x) >0 Xk > Xg+1 Xp < Xgt1
f"(x) <0 X < Xg+1 X > Xgt1
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2. Postupci Sestog reda konvergencije

U literaturi se Cesto mogu sresti postupci Sestog reda konvergencije. Polaze¢i od
Njutnovog postupka, koji je drugog reda konvergencije, navodimo samo neke ([1], [2], [3])
teoreme 1 algoritme koje se odnose na iterativne postupake Sestog reda konvergencije za
pronalazenje jednostrukih korena nelinearne jednaéine f(x) = 0. Pretpostavljamo da u
posmatranom intervalu [a, b] funkcija f ima jednostruko resenje a, tj. da je f (a) # 0.

2.1 Familije postupaka Sestog reda konvergencije

Postupci koje posmatramo mogu da se zapisu u slede¢em obliku

b =y 20
"R G

B f ()
Zn = Yn — mh(s)
Xn+1 = Zn — f]i((i?;)) H(s),
gde je
! _ Z f(xn)
fow T (= -3F65)
f(xn) f(xn) '

dok su funkcije h i H definisane posebno za svaki postupak.

U posmatranom postupku
Xns1 = F(xn)

polazimo od aproksimacije x,, i novu aproksimaciju x,,,; raCunamo sa

10
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F(x,)
f<x 2 f(xn)> - (x _ Zf(xn))
_ o _2f0w) T\ B Ce)), (DT 3 )
"3 (k) f'Cen) £ Cen)
2 fx) , 2 f(x)
f(x 2fG) S ("n‘ﬁf—'(m) e ("n‘ﬁf'(xnﬁ
\ n 3f,(xn) f,(xn) f,(xn) f’( 2 f(xn)>
“n T3 ()
B o) H 00

Red konvergencije postupka x,,.; = F(x,) odredujemo na osnovu teoreme 4. Da
bismo ga odredili, potrebne su nam vrednosti izvoda funkcije F. Mozemo ih izraunati i
pomocu programskog paketa Mathematica. 1z prakticnih razloga, posmatra¢emo vrednosti
izvoda samo za x = a. Posmatranjem dobijenih izraza odredi¢emo koje osobine funkcije h i
H treba da zadovoljavaju da bi posmatrani postupak oblika x,,; = F(x,), n = 0,1,2 ... imao
red konvergencije Sest.

Za racunanje izvoda funkcije F potrebno je da izraunamo vrednosti izvoda funkcije
r(x_z f(x))

_ 3f' ()
SO = =775

0 . . v ey , . . ..
s(a) = e Medutim, ovaj problem se moze resiti pomocu Tejlorovog razvoja funkcije s.

Direktnim racunanjem ne mozemo izracunati s(a), jer imamo izraz

Teorema 8. Neka je f:1 = R realna funkcija definisana na 1, gde je I okolina
prostog korena « funkcije f i neka je funkcija f neprekidno diferencijabilna sve do Sestog
reda na I. Tada je postupak

N3G
T3 ()
_ f(xn)
Zn =Yn— f/(xn) h(S)
_ f ()
Xn+1 = Zp — F ) H(s),
gde je
o, _2f(x)
A I (- 3765)
f(en) fCen) '

Sestog reda konvergencije, ako vazi da je h(1) = %, h'(1) = —Z, h'(1) =%, H(1) =1,

H(Q1)=- % Asimptotska konstanta greske je

11
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1 U
— ——cy(9¢; + c3(—54 + 8H'(1))) (—81c2c3 +9¢, + 3 (~405 + 32h<3>(1))).

729
NN ) 405 . .. 27 . . v
Ako je jos h*(1) = — 5 i H (1) = o onda je asimptotska konstanta greske
c3C
2 3%4
CpC5 — ——
2C3 9
Dokaz. Na osnovu Tejlorovog razvoja, za neko t izmedu x i x — 2% dobija se

C2fOf" () 2ffP () 4f )W) L @*f (5)(96)_

=1
sx) T ICE Bl (0t T 243F (0)8
Sada sledi
, 4o
5@ =~
16
s"(a) = 8¢ — =
3
208c,

s®(a) = —64c3 + 80c,c; — 5
(4) 32 4 2 2

s (a) = 57 (540c¢5 —999c5¢c5 + 216¢5 + 363c,¢, — 100c¢s)
(5) 160 5 3 2 2

s (a) = —7(432% —1062c5¢c5 + 440c5¢, — 189c3c4 + ¢,(495¢5 — 151c¢5) + 35¢)

640
s©O(a) = 7(1512626 + 4644c5cy — 351c3 + 2106c¢3cy + 183ci + 14cZ(243¢% — 59¢s)
+ 349c¢5¢5 + ¢,(—1926¢5¢, + 216¢5) — 21c).

Na osnovu toga dobijamo

F(a)=a, F'(a) = %(—1 +3h(1)(-1+ H(D)).

Da bismo dobili F'(a) = 0, treba da vazi da je h(1) =§ ili H(1) = 1. Posmatra¢emo prvi

izbor uslova, odnosno h(1) = § Kada iskoristimo taj uslov, dobijamo

F'(a) = —%cz(—l + H(1))(3 + 4r'(1)).

Iz uslova h'(1) = —% sledi F'"(a) =01

F®(a) = gcg(—1 +H) (=9 + 4" (D).

Dalje, sah"(1) = z dobijamo daje F®(a) = 0i

12
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8
FO(a) =~ (-1 +HD) (—81czc3 +9¢, + 3 (—405 + 32h<3)(1))>.
Sada iz H(1) = 1 dobijamo da je F®(a) = 0i
80
FO(@) = z76,(3 + 2H'(D) (—810203 +9¢, + 3 (—405 + 32h(3>(1))).

Dalje iz H'(1) = —% sledi F® (a) = 0

80
FO(a) = —z7¢,(9¢s + c3 (=54 + 8H" (1)) (—810203 +9¢, + 3 (—405 + 32h(3>(1))).

405 .

Uz dodatne uslove h(®(1) = — <5 |

H'(1) = - % dobijamo F©® () = 01

c3C
F®(a) =720 (czc§ - %)

Na sli¢an nacin, drugi izbor uslova H(1) =1 koji smo mogli posmatrati da bi bilo
zadovoljeno F'(a) = 0, daje iste rezultate.
Kona¢no, uz uslove

405
32’

2

R =3 KD) == =2 kW) = -2 HD) = LH M) = -2 H' 1) =%,

posmatrani postupak konvergira Sestim redom, a asimptotska konstanta greske data je sa

F®(a) ,  C3Cq

720 2% T g

I time je dokaz teoreme zavrSen. m
2.1.1 Kou&Li postupak

Jaratov postupak Cetvrtog reda konvergencije definisan je sa

Xps1 = X —<1_§f'(}’n)— f’(xn)>f(xn)
n+1 n 2 Sf’(yn) _ f/(xn) f’(xn)'

Predstavljamo varijantu Jaratovog postupka [1], koja u osnovi ima kompoziciju
Jaratovog i Njutnovog postupka. Vide¢emo da je konvergencija postupka poboljSana sa Cetiri
na Sest.

Posmatramo slede¢u Semu

3f' () + f(xn)
6f' () — 2f" (xn)’

]f(xn) =

13



Familija postupaka Sestog reda slobodna od izvoda

= 5 I S
e
T G,y
gde je y, = xp — gffl((;(:))-

Ovaj iterativni postupak sastoji se iz koraka Jaratovog postupka za izraCunavanje z,
pomocu x,, i koraka Njutnovog postupka za izraCunavanje x,,; pomocu prethodno dobijene
tacke z,. Medutim, ovaj postupak ne zahteva prvi izvod u tacki z,,, ve¢ aproksimaciju izvoda.
Da bismo aproksimirali f'(z,), koristimo linearnu aproksimaciju u taGakama (x,, f'(x,)) i

o f' (7)) , pa imamo

f10) S f )+ =

n n n

__yy”nf'(xn).

Na osnovu toga je

Fz) ~ 2 f(n)+ f(n)— f(yn)+<1—y

n

—) G

Tl
Primetimo i da je

Zn — X

3
n—_
Yo — Xp, - ij(xn)-

Dobijamo

3 3
f,(zn) ~ E]f(xn)f,(yn) + (1 - E]f(xn)> fl(xn)-

Kona¢no, novi postupak koji posmatramo je

3f () + (%)

i) = 6570 = 2F Gy
£ Gen)
IO e,y
_ f (@)
Xn+1 = Zn — ’
S 1 Cadf ) + (1 - %ff(xn)) qen
gde je yp, = xp, — gff,((j:))-

Teorema koja sledi odnosi se na red konvergencije posmatranog postupka.

Teorema 9. [1] Neka funkcija f:D < R = R na otvorenom intervalu D ima prost
koren a € D. Ako je f(x) dovoljno glatka u okolini o, tada postupak definisan sa

14



Familija postupaka Sestog reda slobodna od izvoda

3f' () + f(xn)

JrCn) = o 27 Gy
_ f(xn)
Zn = Xn _]f(xn)m:
_ f(2n)
Xn+1 = Zn — 3 3 )
7]f(xn)f,(yn) + (1 - i]f(xn)> f,(xn)
2 ' (xn)

gdejey, = x, — 3 oo konvergira redom Sest.

Dokaz. Neka je o prosta nula funkcije /. Neka je e, = x,, — a. Koriste¢i Tejlorov

razvoj u okolini x,, = a i uzimajuéi u obzir da je f(a) = 0, dobija se
f(xn) = f(@)len + c2e7 + cse; + cueq + 0(en)],

f'C) = f(@)[1 + 2c,ep + 3cseq + 4cgen + 0(en)],
1 9@
= =23 ..
k! f'(@)’ k 3,
Dalje se iz prethodna dva izraza dobija

gdejec, =

fG)  fl(@en +cref + czen + cue + 0(ep)]
() (@)1 + 2c,e, + 3cze2 + 4ced + 0(ed)]

=e, — cye2 +2(c2 —c3)ed + (Tcyc3 — 4¢3 — 3cy)ep + 0(ep).

Uvrstavanjem dobijenog izraza u izraz za izraCunavanje Yy, i uzimajuéi u obzir da je e, =
X, — @, imamo

_ 2f'(xn)
Yn—a&=Xn — 75 —a

3 f(xn)

1 2
=3¢ + 3 [cpe2 — 2(c% — c3)ed — (Tcyes — 4c3 — 3cy)ep + 0(ed)].

Razvojem f'(y,,) u okolini @, imamo

2 1 8 4
f'On) =f'(a) [1 + §Czen + 5(4‘022 + 03)91% - (§Cz3 —4cye3 — ﬁ%) 3131 + 0(93)]-

Dalje je
3f () + f'(xn)

10
=4f'(a) [1 + cye, + (c3 + c3)e2 — (2C23 —3c,03 — ?c4> el + O(e;‘;)],

6f 0n) = 2" (i) = 4 (@)1 + 2063 = e)el = (46} = 66acs + -y e + 0(e)|

15
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Deljenjem prethodna dva izraza dobija se

3f () + f'(xn)

13
Jr(xn) = 6 On) — 21 () =1+ cye, — (cz —2c3)e2 —2 (czc3 - ?c4> e3 +0(eb).
Dalje je
f(xn) 1
Iy Gen) il = en = (e — caca + ) el + 00D

Koriste¢i da je e, = x,, — a, imamo

f(xn) (C3

1
Zp —a =x, —Js(x n)f ) 2 — C2C3 +_C4> en +0(ep).

9

Razvojem f(z,,) u okolini o dobija se

f(zn) = f'(@(zn — @) + 0((z, — )]
Dalje rac¢unamo
3 3
SJrGef o) + (1 - Eff(xn)) f/G) = £/ @(1 = s} +0(eD).

Recipro¢na vrednost dobijenog izraza je
1 1

= ! _ 2 3 .
%]f(xn)fl(yn) + (1 - %]f(xn)> £1(x) f(@)(1—cse2 +0(ed))

Konaéno dobijamo gresku jednacine
f(zn)
3 : 3 '
7]f(xn)f (yn) + (1 - ijf(xn)> f (xn)
=2zp—a—[(z, — @) + cze4(z, — @) + 0(ep)] = —czez(z, — @) + 0(ey)

1
=—c5 (cf — 03+ §c4> el + 0(el).

€n+1 = Zp — A —

Ovim je pokazano da posmatrani postupak konvergira redom Sest. m

Primetimo da posmatrani postupak mozemo da zapiSemo u slede¢em obliku

L 2f G
T e

f(x,) 3s+1

=x, — X

= n f'(x,) 65 — 2

B f(z,) 12s—4
41 = In f'(x,)9s2+6s—7

¢ime se postupak uklapa u nasu Semu za

16
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3s+1
h(s) = ,
(s) = —
125 — 4
H(s) = —— =
) =557 65 =7

2.1.2 Chun postupak

Predstavljamo jo$ jednu varijantu Jaratovog postupka Cetvrtog reda za reSavanje
nelinearnih jednacina [2]. Vide¢emo da je red konvergencije svakog postupka u ovoj familiji
poboljsan sa Cetiri na Sest.

Ve¢ je reCeno da je Jaratov postupak Cetvrtog reda konvergencije definisan sa

f (xn)
Xn41 = ]f(xn)f ( n)

gde je

3f () + f'(xn)

6f’(yn) - Zf,(xn)
_ 2 (xn)

L Te )

]f(xn) =

Osim toga, videli smo da se iz slede¢a dva koraka

f (xn)
f'(xn)

f(zn)

Xn+1 = Zn — f Z,)

n=Xn — ]f( Xp)

u kombinaciji sa linearnom interpolacijom u tackama (x,, f' (x,)) 1 WV, f' (7))

PG = o f )+ o)

n n n

dobija aproksimacija
! 3 ! 3 !
f (Zn) ~ E]f(xn)f (yn) +|1- z]f(xn) f (xn)
i poboljsanje Jaratovog postupka, koji je sada Sestog reda konvergencije
f(zn)
3 : 3 N
7]/‘ (xn)f (yn) + (1 - i]f (xn)> f (xn)

Xn+1 = Zn —

3f (v + f'(x2)
6f' () — 2" (xn)’

]f(xn) =

17
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. . _2ffem). f(xn)
gde_]e Yn = Xn 3 flxn) 1Zy = Xp ]f(xn) f’(xn).
Posmatramo aproksimaciju
f'(x) = h(x),

gde je h definisano sa
h(x) =ax?+bx + ¢
i pretpostavimo se da se h slaze sa f’ u tackama (x,, f'(x;,)) i (n, f' (). Posto tacke

Cen /() 1 (U, f' () pripadaju grafiku funkeije h, mozemo da odredimo konstante b i ¢
na osnovu

_F1Go) = )

Xn —Yn

b

a(x, + yn),

f'Ga) = F'Om)

Xn — Yn

c= f,(xn) t ax,yn — X
Dobijamo aproksimaciju
3 3
f,(Zn) ~ h(Zn) = a(Zn - xn)(xn - yn) + E]f(xn)f,(Yn) + <1 - E]f(xn)>f,(xn)-

Uvrstavanjem dobijenog izraza u korak algoritma dobijamo novu familiju postupaka

f(zy)

Xn+1 = Zn — 3 3 )
a(zn - xn)(xn - yn) + 7]f(xn)f,(yn) + <1 - 7]f(xn)>f,(xn)
_ 30+ f1Ga)
Irt) = St 27 Gy
gde je y, = x,, —g%izn = xn — J5(xp) ;((Jj;)) ia €R.

Teorema 10. [2] Neka je a €1 prosta nula diferencijabilne funkcije f:1 - R na
otvorenom intervalu I. Ako je x, dovoljno blizu a, onda je postupak definisan sa

3f' () + f'(xn)
6f'(Yn) — 2f" (xn)’

f(zy)

]f(xn) =

Xn+1 = Zn — 3 3 ’
a(zn - xn)(xn - yn) + 7]f(xn)f,(yn) + <1 - 7]f(xn)>f,(xn)
gde je y, = x, — g% iz, =xy,—Jp(xn) /{ ,((J::l)) i a € R, konvergencije reda Sest i greska

jednacine je data sa

1 a 3 1 6 7
en+1 = (gm - C3> (Cz — CC3 + §C4> e, + 0(ey),

18
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f(k)(a)
ki (@) !

gdejee, =x,—a, c, = a€eR

Dokaz. Neka je o prosta nula funkcije f. Neka je e, =x,—a i d, =2z, — a.
Koriste¢i Tejlorov razvoj u okolini x,, = a i f(a) = 0, imamo

fO) = f'(@len + 267 + cse + 0(ex)],

f1om) = f'(@)[1 + 2ce, + 3czef + 0(e)],

1 f®(a)
W@ k=23, ..

gdejec, =

Deljenjem izraza prethodna dva izraza dobijamo
fGa) _ f(@len + coeq + czen + 0(en)]
') f'(@)[1+ 2c,e, + 3czez + 0(ed)]

Ve¢ je pokazano da je

3f'(yn) + f'(xn)
6f,(yn) - Zf,(xn)

=e, —ce2 +2(c2 —c3)e3 + 0(eh).

13
]f(xn) = =1+ ce, — (sz —2c3)ef — 2 (CZC3 - ?%) e + 0(ey),

G Oa) + (1 - %ff(xn))f'(xn) = F(@(1 - csed +0(eD).

Uvrstavanjem prethodno dobijenih izraza imamo

Zn — ]f( n) ]]:(( n)) —ep t+ (C% —CC3 t %64) ef{ + O(ersl
- 1 2
Zn—Yn = (__]f(xn)>]{((x )) = _§en _§C29121 + 0(973;);

tako da je
1
Zy,—a = (c23 — 03+ §C4) exr + 0(ed),
1
a(Zn - xn)(xn yn) = aen + 0(6 )
Dalje racunamo
3 ! 3 !
a(Zn - xn)(xn - yn) + _]f(xn)f (yn) +(1- E]f(xn) f (xn)

= f'(a) [1 + ( )e,g + O(eg)].

3f'(@)

Tejlorov razvoj f(z,) u okolini o daje nam

f(Zn) = f,(a)((zn - (Z) + 0((271 - a)z))-

Deljenjem ova dva prethodno dobijena izraza imamo
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f(zn)
a(zn - xn) (xn - Yn) + %]f(xn)f,(yn) + <1 - %]f(%@)) f,(xn)

=z —a+ (03 - %j%) e2(z, — @) + 0(e]).
Prema tome, greska jednacine je
f )
a(zn = %) G = Y0 + 31 o)/ ) + (1 - %/f(xn)) £ (en)

en+1 = Zp — A —

_<1 a )(3 +1 >6+0(7)
= 3f’(a) C3 (&) CyC3 9C4 €n €n).

Zakljuc¢ujemo da je ovaj postupak konvergencije reda Sest, ¢ime se zavrsava dokaz teoreme. m

Primetimo da za a = 0 dobijamo specijalan slucaj ovog postupka, odnosno postupak
Kou&Li oblika

f (@)
31 Cef ) + (1 - %ff(xn)) gen

Xn+1 = Zn —

a jednacina greske, kao $to smo ve¢ videli, data je sa

3 1 6 7
ens1 = —C3 |5 —Cyc3 +§c4 eqs +0(e)).

2.1.3 Wang&Kou&Li postupak

Ve¢ smo videli neke modifikacije Jaratovog postupka. Posmatramo jo$ jednu
varijaciju Jaratovog postupka [3], koja predstavlja kompoziciju Jaratovog i Njutnovog
postupka, a konvergencija postupka poboljSana je takode sa Cetiri na Sest.

Polazimo od sledec¢e Seme

3f () + (%)

JrCn) = 6,0 =2 Gy
o =30 = Iy L2
e
gde je 3y, = 2, —22E0.

Mozemo da aproksimiramo f'(z,) pomocu Y (z,)

f'(zn) = P(zy),

20
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gde je Y(z,) koristimo u cilju eliminacije ocena prvog izvoda. U tom slucaju potrebna nam je
slede¢a Sema

_ f(zn)
Xn41 = Zn — m’
n
zf’(xn)
3 f(xn)’

Videli smo da funkciju ¥ (x) mozemo da aproksimiramo na slede¢i nacin:

gde je yp = xp —

1. Y(x) moZzemo da posmatramo kao linearnu interpolaciju funkcije u dvema ta¢kama

X=X, X—Yn _,
YO~ o f ) + O,

n

2. P (x) moZzemo da aproksimiramo kao
Y(x) = h(x),
gde je h definisano sa
h(x) = ax? + bx + c.
3. Tkonacno, nova aproksimacija funkcije 1(x) je sledeca

1

o0 T T (xn)

a parametar 6 je odreden u teoremi koja analizira konvergenciju postupka.

Teorema 11. [3] Neka funkcija f:D € R = R na otvorenom intervalu D ima prost
koren a € D. Ako je f (x) dovoljno glatka u okolini o, tada postupak definisan sa

f(xn)

fOq)
)
n+1 n— f (z n)

f [ (xn) . ]f( n) 3f' (yn)+ f (xn)

gde]e Vn = Xn — 3 F(xn) 6fl(yn)_2f,(xn)J
f'(zy,) definisanu sa

Zn = Xp — ]f( Xn)

konvergira redom Sest za aproksimaciju

1
) = b =————
7o 7

uz uslov da je 0 = %

Dokaz. Neka je a prosta nula funkcije f. Neka je e, = x, — a. Koriste¢i Tejlorov
razvoj u okolini o i uzimajuéi u obzir da je f(a) = 0, imamo

f(xn) = f'(@)en + cre5 + cze3 + cheq + 0(e)],
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fCn) = (@1 + 2c2en + 3czey + 4egey + 0(en)],

1 f®(a)
k! f'(@)’

Deljenjem ova dva izraza dobijamo

gdejec, = k=23,..

fGn)  fl(@en + coef + csel + caenq + 0(en)]
() f(@)[1+2c,e, + 3cze2 + 4c,ed + 0(ed)]
=e, — ez +2(c2 — c3)e3 + (Tcyes — 4¢3 — 3cy)enr + 0(ey),

stoga imamo

e, 2L
" "3 ()
1

2
=gzenty [c,e2 — 2(c% — c3)ed — (Tcyes — 4¢3 — 3cy)ep + 0(ed)].

Razvojem f'(y,,) u okolini @, imamo

FOm) = (@) [1 + gczen +%(4sz +c)e? — (gcg —dcyos — %04) e3 + O(eg)].
Dalje je
2O~ FG)
= /(@) [eaen — (3 269063 + (263 — 3esca + 5 1) e + 0(e)]
> FOm) = () = @I + (265 ~ e2)ef +0(eD]

Deljenjem ova dva izraza dobijamo

30w = ) _
23F ) — f'Gxn)

13
cyen — (c2 — 2c3)e2 — 2 (czc3 - ?c4> e3 +0(ep).
Dalje je

_E f’(yn) - f,(xn) f(xn)
2 3f,(yn) - f,(xn) f,(xn)

26
= cye2 —2(c? — c3)ed + (3623 — 6cy03 + ?c‘;) er + 0(ed).

Zatim sledi

_ 3£ = Fe)\fOn) _ (4 1
e <1 237 0m) - f’(xn)>f’(xn) = (-t ga)et+ o@D,

9
Razvojem f'(z,) u okolini @ dobijamo

f(z) = f @z, — @) + 0((zp, — )®)].

Racunamo
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6 1-6
FOw PG
fz ){ ( 0 — 2>czen+[(4622—3c3)—(£%4c22—§c3]9}e,21
+ 0(ed).

Posto imamo

1-06
euns ==~/ g5+ )
n n

to nam dalje daje

eny1 = {(2 —%9) cren + [(46‘22 —3c3) — (%cg ——c3> Oe }(zn —a)+ 0(el)

|
= {(2 - %9) c + [(4c2 —3c3) — (%cz 2 )9] en} (023 — C3C3

1
+ 504) es + 0(e)).

Iz ovoga vidimo da posmatrani postupak sa datom aproksimacijom za f'(z,) konvergira
najmanje redom pet, za 8 € R. Za 0 = z postupak konvergira redom Sest i dobijamo da je

greska jednacine

10 1
eni1 = <? cs — 03) <C23 —Cy03 + §C4> eS + 0(el).

I time je dokaz teoreme zavrSen. m

Uvrstavanjem aproksimacije f'(z,) u posmatrani postupak, uz uslov da je 8 = %,

dobijamo novi postupak Sestog reda konvergencije definisan sa

Fow)

I F G,y
= 20~ [ = | Fl)
s =50 g7~ 2| T

. _ (xn) 3f,(37n)+ f,(xn)
gdejo yn = xn = 3o 7 (ra) = S8 o0
Kada dati postupak posmatramo u slede¢em obliku
_, 2 f'(xn)
I T G
B f(xp) 3s+1
T T ) 65 — 2

_ 3 1)
Xn+1 = Zn f,(xn) <2_S - E ’

zakljuujemo da se uklapa u opstu Semu za
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3s+1
h(s) = ,
() =552
3 1
H(s) = — — =,
() =553
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3. Novi i modifikovani postupci Sestog reda konvergencije

U ovom delu rada prikazane su originalne modifikacije postupaka opisanih u drugom
poglavlju, odnosno modifikacije postupaka Chun, Kou&Li i Wang&Kou&Li, kao i originalni
primeri postupaka sa pogodno izabranim funkcijama h i H. Svi postupci koje posmatramo
uklapaju se u opstu Semu

=y, 20
T 3 (x)
O fl)
Zn =Yn— f,(xn) h(S)
L f@)
Xn+1 = Zn — ) H(s),
gde je
! _ z f(xn)
fow S (- 555)
f'Gxen) f'Gen) '

a funkcije h 1 H su definisane posebno za svaki postupak.

Konvergencija postupaka je ispitana i dokazana pomocu teoreme 8, koju smo dokazali
u drugom poglavlju, a na osnovu toga su dobijene asimptotske konstante greske za svaki
postupak.

3.1 Postupak sa jednom funkcijom

Posmatramo slede¢u Semu

o 2fe)
T3 ()
_ f(xn)
Zn =Yn — mw(s)
f@

Xn+1 = Zn F1(xy) W(S)Z:

gde je
i 2 (xn)
s = f'Gm) _ / (xn 3f'(xn)>
f'(xn) f'0n) .
Ova Sema se uklapa u opstu za
h(s) = w(s),
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H(s) = w(s)2.

Uzuslove w(1) =1, w'(1) = —% iw’(1) = z dobijamo da dati postupak konvergira

redom Sest, a asimptotska konstanta greske iznosi

1
a7 (3~ ¢)(=81cycs + 9¢4 + ¢ (405 + 32w (D).
Uz dodatni uslov w® (1) = — % imamo da je asimptotska konstanta greske
—§(C22 —¢3)(9¢z63 — c4).

3.1.1 Primerl.

Neka je funkcija w oblika

23
w(s) = gsz —3s +5

Racunanjem izvoda date funkcije vidimo da oni zadovoljavaju uslov za konvergenciju
Sestog reda novog definisanog postupka, pa dobijamo slede¢i postupak

20w
SV
fx) (9 5 23)

Zn:yn_f’(xn) g5 —35+§

2

_ f(z,) (9 23
Xn+1 = Zn —m(§52 —3s +§) ’
gde je
i _2fCx)
Szf@uzf(% 3ﬁua>
f'Gen) f' ) '

Asimptotska konstanta greske je

1
§(C22 — c3)(45¢3 — 9cyc5 + ¢y).

3.1.2 Primer 2.

Sada posmatramo funkciju w oblika

1
w(s) = —a(13553 —477s% +597s — 319).

Izvodi ove funkcije u 1 takode se poklapaju sa uslovima za konvergenciju novog definisanog
postupka, pa na osnovu toga imamo postupak u slede¢em obliku
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L 2w
n TS )

1 f(xn)
= — 13553 —477s% + 597s — 319
Zn yn 64f,(xn)( S S + S )l

2
f(zy) ( >
Xpoq = Zp — ———| —— (13553 — 4775%> + 597s — 319) | ,
n+1 n f,(xn) 64( )
gde je

S

) 2 f(xn)
_row S (20 - §f'(xn)>
f'0n) f'(xn) .

Asimptotska konstanta greske ovog postupka je

—§(C22 — 3)(9cyc3 — cy).
3.1.3 Primer 3.

Ve¢ smo se upoznali sa Jaratovom funkcijom, odnosno

ey O S
TS ) — 2 )

Predstavljamo jos jedan primer postupka sa jednom pomoénom funkcijom. U drugom
i trecem koraku ovog algoritma je Jaratova funkcija, odnosno

Na osnovu toga imamo sledeci postupak

_ . 2fCw)

T3 ()
f(x,) 3s+1

Cf(x) 65 =2

n = Yn

f(z,) (35 + 1)2'

gde je

(y _2fC)
=f@u=f(% Tuen)
e FG)

Ovaj postupak je Sestog reda, a asimptotska konstanta greske je

5 (c2 — c3)(9c3 — 9,03 + ¢y).
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3.2 Postupak sa dve funkcije
Posmatramo jo$ jedan novi postupak koji se uklapa u nasu opstu Semu. Novi postupak
je definisan sa

by 20
SERETIES)

_ f ()
Zn = Yn —mﬁl(s).

LGOI

xn+1 = Zn f,(x )
n

gde je
(v 2 )
0w _ f ("" 3 f’(xn)>
f'Gen) f' ) '

Uslovi w(D) =1, w D) =-% =1 ¢ =-3 ¢"@®)=2
posmatrani postupak konvergira redom Sest, a asimptotska konstanta greske je

omogucavaju da

(9¢5 + c3(=54 + Bw" (1)))(=81c,¢5 + 9c, + ¢ (405 + 324D (1)).

729
Ve s ' _ g 3) _ 405 . . v
Akovaziiw" (1) = 0 d (1) = 5, onda je asimptotska konstanta greske
c5C
2 _ 374
C5C3 5
3.2.1 Primer
Neka su nam date funkcije
9 23
=_§2—35+—,
q(s) g5 s+ 3

1
w(s) = B (27s% — 66s + 47).

Vrednosti izvoda ovih funkcija u tacki 1 omoguéavaju konvergenciju novog postupka, pa

imamo postupak
L _2fGw
i)
f(x) (9 5 23)
= b - —3 -
Zp = Yn [eN) 85 s+8 )

1f(z
Xpyq = Zp — §j]fr’((xn)) (27s% — 66s + 47),
n
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gde je
o, _2f (xn)>
S:f@u:f(% 3F7Ce)
f'Gen) f' ) ’
a asimtotska konstanta greske iznosi
c3C
—5c3c3 + cyc2 — %.

3.3 Postupci sa sredinama

U radovima [6] i [7-8] posmatrani su postupci koji su ubrzanja Njutnovog postupka. U
njima su koriS¢ene i sredine, koje kao specijalan slucaj sadrze aritmeticku i harmonijsku
sredinu. U ovom paragrafu posmatramo samo aritmetiCku i geometrijsku sredinu, sa
napomenom da se na isti na¢in mogu koristiti i neke druge sredine, po ugledu na radove [7-8].

3.3.1 Postupak sa aritmetickom sredinom

Pogledajmo slede¢u semu

y =, — 2L )
mT 3 ()
ORI {5 B
mE T ) + f )
o g M)
LTI )+ f )
gde je
o2 f(x)
Szf@uzf(% Juen)
/() fro)

Za izbor uslova q(1) =1, q'(1) = —%, q"(1) = %, w(l) =11 w'(1) = —1 posmatrani
postupak je Sestog reda konvergencije, a asimptotska konstanta greske je

1
~ 5 (965 + (=42 + 8w (1) (=8lezcs + ¢y + (297 +324®(1)).
Uz dodatni izbor uslova w''(1) = % i g®1) = —% sledi da je asimptotska konstanta
greske
2 _ GG
c5C5 5

3.3.1.1 Primer

Pogledajmo funkcije zadate na slede¢i nacin
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w(s) =2 —s,
7

3
=—g2 — — 2.
q(s) 45 4S+

Racunanjem izvoda ovih funkcija u tacki 1 dobijamo da su zadovoljeni uslovi koji su
potrebni da bi posmatrani postupak sa aritmetickom sredinom konvergirao Sestim redom.
Uvrstavanjem ovih funkcija u posmatrani postupak dobijamo sledece

by 20
SERETIES)

2w (3, 7
Yn f’(xn)+f’(yn)< s ”2>'

4 4
2f (zy)

Zn =

et = I e o &
gde je
(o2 f)
o S G Tien)
F ) )

Asimptotska konstanta greske data je sa

1
ﬁ(lélcz2 —3¢3)(33¢3 — 9cyc3 + c4).

3.3.2 Postupak sa geometrijskom sredinom

Pogledajmo slede¢u Semu

s =y, 21G)
mT 3 ()
Zn =Y, —Lq(s)
RN CRYHCD)
o f@
BN e o M
gde je
, 2 f(x)
() )

Uslovi potrebni da bi postupak konvergirao redom Sest su q(1) =1, ¢'(1) = —-,

q"(1) = 2, w(l) = 1iw’'(1) = —1, a asimptotska konstanta greSke u tom sluéaju je
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1
=5 (9¢s + 8c(=5 + w" (1)) (=8Lescs + 9c4 + ¢ (267 + 3244 (1)),
Akojos vazidajew” (1) =5iq® (1) = — 23627, dobijamo da je asimptotska konstanta greske
c3C
2 _ 374
c,C5 5

3.3.2.1 Primer
Neka su date sledece funkcije

5 9
w(s) = ESZ — 65 +§,

1
q(s) = —5(8953 —307s2 + 363s — 209).

Izvodi ovih funkcija u tacki 1 se poklapaju sa uslovima za konvergenciju Sestog reda
posmatranog postupka sa geometrijskom sredinom. Na osnovu toga imamo sledece

b=y 2SO
mT TS )

Zp = Yy + iL(S%?’ —307s% 4+ 363s — 209),
64 Jf o) f' ()

f(2n) 5 9
_—(ESZ — 65+ E)’

BN Te yaT e

gde je
o, _2f (xn)>
S:f@u:f(% 3F7Ce)
f'Gen) f' ) '
Dobija se da je asimptotska konstanta greske
c3C
2 _ 374
C,C3% 5

3.4 Neke modifikacije postupaka iz drugog dela

3.4.1 Postupak Kou&Li

Posmatrajmo Semu dobijenu po ugledu na Kou&Li postupak
., _2fCw)
EEVICS

B f(x,) 3s+1

= In f'(x,) 6s — 2
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Xn+1 = Zn — ;((21;)) t(s),
gde je
' 2 f(xn)
_row S G Tien)
f' ) f' () '

Racunanjem dobijamo da su uslovi, koji su potrebni da bi ovaj postupak bio Sestog

reda konvergencije, dati sa t(1) =1, t'(1) = —g, a sa dodatnim uslovom t''(1) =§

dobijamo da je asimptotska konstanta greske

C3C4
—c3cy + 0t — 5

3.4.1.1 Primer

Neka je funkcija t oblika

1
t(s) = 8 (27s% — 665 + 47).

Izvodi posmatrane funkcije poklapaju se sa uslovima potrebnim za konvergenciju
modifikovanog postupka Kou&Li, pa nam to daje sledecu Semu

_ oy 2S0m)
REVIIES
B flxp) 3s+1
= In f'(x,) 6s — 2
1 f(zn)
Xpiq = Zp — = 27s% — 665 + 47),
n+1 n 8f,(xn) (
gde je
o, _2f (xn)>
_fow (=376
f'(xn) f'(xn) .
Na isti nacin kao i1 do sada, dobijamo da je asimpotska konstanta greske ovog postupka
c3C
—c3cz + 05 — %.

3.4.2 Postupak Kou&Li bez reciprocne vrednosti

Videli smo da je opsta Sema za postupak Kou&Li definisana na slede¢i nacin

3f'(vn) + f'(xn)
6f’()7n) - Zf’(xn),

]f(xn) =
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fGxn)
Zn =X = Jr () T
meT G
_ f(zn)
Xn+1 = Zn — 3 3 ’
7]f(xn)f,(yn) + (1 - 7]f(xn)> f,(xn)
- 2 f'(xen)
gde je yn = xn — gf(Txn)-
Tre¢i korak iz algoritma mozemo da zapiSemo i ovako

1

S 1 Cadf G + (1 - %ff(xn)) £ ea)

Xn1 = Zn — [ (24)

Uklapanjem tako definisanog koraka bez recipro¢ne vrednosti koja mnozi f(z,) u
opstu Semu dobijamo sledeci postupak sa pomoc¢nom funkcijom q(s)

20w
T T )
B f(xp) 3s+1
T T Gy 65— 2
3 f(z,) 95+ 6s—7
T In T e Y 125 -4 4

(s).

Potrebni su nam uslovi za konvergenciju Sestog reda ovog postupka, pa dobijamo da
mora biti zadovoljeno q(1) =1, ¢'(1) = -3, q"'(1) = 18. Ako to vazi, onda je asimptotska
konstanta greske

C3Cy

—c3c3 + ek — 5

3.4.2.1 Primer

Neka je data funkcija
q(s) =9s% — 21s + 13.

Izvodi funkcije g zadovoljavaju uslove za konvergenciju modifikovanog postupka Kou&Li
bez recipro¢ne vrednosti, odakle dobijamo postupak definisan sa

Yo = x _2f(x)
T3 f(xn)’
B f(x,) 3s+1
“n _xn_f’(xn)6s—2'
B f(z,) 952 + 65 —
il = I T e Y 125 — 4

7
(9s? — 21s + 13),
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gde je
o, _2f (xn)>
o S (= - 37025
f'Gen) f' ) ’
a Cija je asimptotska konstanta greske data sa
c3C
—c3c3 + ek — %.

3.4.3 Postupak Wang&Kou&Li sa reciprocnom vrednoséu

Videli smo da je opSta Sema postupka Wang&Kou&Li definisana sa

3y = x, — 2L Gn)
T3 ()]
f(x,) 3s+1
=x, — X
= n f'(x,) 65 — 2
g M(i _ 1)
n+1 n f[(xn) 25 2 -
Funkcija H(s) je oblika
3 1 3-s
H = —_——— =
) =272 25
Recipro¢na vrednost funkcije H(s) data je sa
1 2s
H(s) 3-5s

Ukoliko bismo to posmatrali kao novu funkciju H(s) u opstoj Semi, zajedno sa pomo¢nom
funkcijom q(s), onda bi treé¢i korak algoritma bio definisan sa

f(zn) 2s a(s).

Da bi ovako dobijeni postupak bio Sestog reda, mora da vazi q(1) =1, q'(1) = =3, a ako
. . . 57 . . <
pored toga ispunjeno i q"'(1) = > onda je asimptotska konstanta greske posmatranog

postupka

C3C4
—c3cs + ek — 5

3.43.1 Primer
Data je funkcija q(s) oblika

1
q(s) = §(57s2 — 138s + 89).
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Njeni izvodi se poklapaju sa uslovima potrebnim da modifikovani postupak Wang&Kou&Li
sa reciprocnom vrednoscu bude Sestog reda, pa postupak koji dobijamo uvrstavanjem funkcije
q(s) u posmatrani algoritam glasi

) a2 Cw)
T 31 ()
B f(x,) 3s+1
“n _yn_f’(xn)6s—2
_ 1 f(zn)
Xpy1 = Zp — 87 () (57s% — 138s + 89),
gde je
(v 2 0)
AN / ("" 3 f’(xn)>
f'Gen) f' ) '

Dobijamo jos i da je asimptotska konstanta greSke

C3C4
—c3cs + 2 — —,

3.5 Pregled postupaka

U tabeli 1 prikazan je pregled postupaka koji su posmatrani i opisani u radu, zajedno
sa asimptotskom konstantom greSke za svaki postupak, kao i skracenicama kojima smo
oznacili pojedine postupke koje ¢emo koristiti u daljem radu.

POSTUPAK ASIMPTOTSKA KONSTANTA GRESKE
c3C
Kou&Li postupak (KL) —cye5(cs —c3) — %
2 C3C4
Chun postupak (a = 0) —cyc3(c5 —¢c3) — 5
. 10 1
Wang&Kou&Li postupak (WKL) (? 3 — 03) (cg’ —Ccyc3 + §c4)

Postupak sa jednom funkcijom

1
—(sz —¢3) (Czcs - 554)

Primer 1 postupka sa jednom funkcijom (D1)

1
(c3 —c3) (5‘323 — CC3 + 504)

Primer 2 postupka sa jednom funkcijom (D2)

1
—(Cz2 —¢3) (Czcs - 554)

Primer 1 postupka sa jednom funkcijom (D3)

1
(c3 —c3) (023 — CpC3 + _04)

Postupak sa dve funkcije

Primer postupka sa dve funkcije (D4)

Postupak sa aritmeti¢kom sredinom

9
cac3 R
9
—5c3cg + 02 — c39j
cac3 R
9
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. . . . 1
Primer postupka sa aritmetickom sredinom (AS) >7 (14c% — 3¢3)(33¢3 — 9cyc5 + ¢4)
.. . 2 C3C4
Postupak sa geometrijskom sredinom €3 — 5
. .. . 2 (304
Primer postupka sa geometrijskom sredinom (GS) €3 — 5
. . 3 2 C3Cy
Modifikovan postupak Kou&Li —C5C3 + €05 — 5
c3C
Primer modifikovanog postupka Kou&Li (MKL) —c3cy + ¢yt — %
. . v . 3 2 C3Cy
Postupak Kou&Li bez recipro¢ne vrednosti —C5C3 + Cc5 — 5
c3C
Primer Kou&Li bez recipro¢ne vrednosti (KLBRV) —c3cy + ¢yt — %
. . v w7 3 2 C3Cy
Postupak Wang&Kou&Li sa recipro¢nom vrednoséu —C5C3 + Cc5 — 5
c
Primer Wang&Kou&lLi sa reciproénom vrednoséu (WKLRV) —c3cs + ¢k — %
tabela 1.
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4. Numericki eksperiment

U ovom delu rada prikazani su numericki rezultati sa postupcima koje smo opisali u
drugom 1 treCem poglavlju. Svi rezultati dobijeni su u programskom paketu Mathematica §.
Preciznost je povecana na 10000 cifara sa funkcijom SetPrecision. Koristili smo izlazni
kriterijum

lxpy —al <eilx, —al <e,

gde je a tatno reSenje posmatrane jednaine, a &= 10720000 Sa @* oznacena je
aproksimacija ta¢nog reSenja za jednaCine kod kojih tacno reSenje nije dostupno.
Aproksimacija tatnog reSenja prikazana je sa 20 cifara, a u Mathematici smo raCunali sa
10000 cifara.

Numericki red konvergencije postupka racunat je prema formuli

In (lxk+1 _ al)

lx, — af
ln( |xk — al )
|xk—1 — al

a predstavlja aproksimaciju reda konvergencije p. Kod svih postupaka dobili smo ord,, = 6.

ord, = k=12,

Aproksimacije ¢, asimptotske konstante greske ¢ izracunate su pomocu formule

o = Xk 41 — al
T g — al?

Jk=1,2...
Resavali smo jednacinu f(x) = 0 koristeci sledece test funkcije.
() =5 = sinx, [1],a ~ 0.5235987755982988731, x, = 0.7
£,() = 3x% — e*,[7] ,a; ~ 0.9100075724887090607, x, = 1
f3(x) = x% —10x3 + x% — x + 3, [24] ,a} ~ 0.6586048471181404368, x, = 0.5
f(x) = (1 +x)3 cos%x +V1—x2 - M [24] ,a; ~ 0.3333333333333333333, x, = 0.3
fs(x) = e™ + cosx, [22], ai = 1.7461395304080124177, x5 = 1.5
fo(x) =x3+1,[23], ag = —1,xy = —0.8
fr() = 2% + sinZ — 2 [23], @ ~ 0.4099920179891371316, xo = 0.5
fe(x) = x — 3lnx, [23] ,a5 = 1.8571838602078353365, x5 = 2
fo(x) = x — cosx, [15], @ = 0.7390851332151606416, x, = 2
fro(x) = x% + sinx + x, [24] ,a10 = 0, xo = 0.1.

Uz svaku jednacinu navedeno je tacno ili priblizno reSenje, kao i pocetna vrednost postupka.
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U tabelama 2 i 3 prikazani su rezultati koje smo dobili. Iz tabela vidimo da se rezultati
razlikuju, za pojedine funkcije neki postupci u odnosu na druge daju bolje rezultate, a za

CHUN WKL DI D2 D3 D4
fi 8723.5 7778.9 7818.4 9874.3 8341.1 8143.1
f 10388.3 9066 8728.9 10006.8 9635.9 9084.8
f3 6933.1 4068 2051 2187.2 5716.5 1530
fi 9415.15 8704.5 8474.2 9275.5 9088.8 8667.2
fs 9121.8 8953.6 8885.1 9110.6 9063.4 8934.1
fe 6756.8 4458.6 2599.8 2837.5 6072 2115.1
fr 11917.9 7724.5 7286.7 9312.3 8411 8213.7
fs 8724.1 7261.2 6494 7126.9 8637.3 5762.9
fo 5521.6 5383.1 5343.1 5529.0 5460.1 5404.6
fio | 10754.9 9290.1 8949.8 10302.3 9891 9347.5
Tabela 2. Uporedenje postupaka —log|xs — a|
AS GS MKL KLBRV WKLRV

fi 6974.2 -1.0 8952.4 7832.4 8114.5

f 8242.1 10406.5 9895.1 9461.8 9665.4

fs 2299.3 3.8 3557.2 2546.9 2622.8

fi 8133.3 9475.7 9229.4 8977.7 9105.3

fs 8778.5 2.1 9106.7 9076.3 9092.7

fs 2688.6 3178 4011.1 3103.2 3200.8

fy 6761.7 10316.3 9155.9 8564.9 8837.4

fs 5616.7 0.4 7399.6 6697.9 6890

fo 5265.3 5590.5 5521.6 5521.8 5521.7

fio 8434.1 10753.2 10187.9 9727.3 9940.3

Tabela 3. Uporedenje postupaka —log|xs — «|

druge funkcije daju losije, tako da se ni za jedan postupak ne moze re¢i da je najbolji.
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5. Zakljuéak

U radu smo posmatrali familije postupaka Sestog reda konvergencije za numericko
reSavanje nelinearnih jednacina sa jednom nepoznatom. Ovi postupci polaze od Njutnovog
postupka, koji je drugog reda konvergencije, a poviSenje reda sa dva na Sest postize se
ubrzanjem Njutnovog postupka sa dva dodatna koraka. Po ugledu na postupke Chun, Kou&Li
i Wang&Kou&Li, dali smo, kao originalan doprinos, modifikacije i primere postupaka za
pogodno izabrane funkcije, bez upotrebe drugog i visih izvoda. Pri tome se prvi izvod
funkcije racuna jednom, u osnovnom koraku, tj. u Njutnovom koraku, i drugi put prilikom
izraCunavanja vrednosti promenljive s koja se koristi u sledeca dva koraka. Pod odredenim
pretpostavkama dokazali smo konvergenciju postupaka i odredili red konvergencije.

U cCetvrtom delu rada prikazali smo viSe rezultata izvedenih eksperimenata koji su
uradeni u programskom paketu Mathematica 8. Numericki rezultati pokazuju da nase
modifikacije i primeri daju dobre rezultate, slicne postupcima na koje smo se ugledali.

Primeri koje smo koristili za numericki eksperiment uzeti su iz relevantnih radova.
Numericki rezultati su u skladu sa teorijskim razmatranjima.
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