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Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metri¢kim prostorima

oznake:

Neka je (X, d) metricki prostor, tada je

2% = {C| Cje neprazan podskup od X },

B(X) = {A| A je neprazan ograni¢en podskup od X},

CB(X) = {A| Aje neprazan, zatvoreni ograni¢en podskup od X},

K (X) = {A| Aje neprazan kompaktan podskup od X},

F(X) = {A| Aje neprazan zatvoren podskup od X},

Kce(X) = {A| Aje neprazan, kompaktan i konveksan podskup od X},
P(X) = {A| Aje podskup od X},

Fr ={x € X: x € Tx} (skup svih nepokretnih ta¢aka preslikavanja T),

Gr(T) ={(x,y) : x € X, y € Tx} (graf viseznatnog operatora T).
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Predgovor

Teorija nepokretne (fiksne) tacke je jedna od vaznijih grana nelinearne analize. Ova
teorija povezana je sa mnogim oblastima matematike kao §to su klasi¢na analiza, funkcionalna
analiza, numeri¢ka analiza... Bavi se problemima egzistencije, jedinstvenosti i konstrukcije
nepokretne tacke preslikavanja. Osim Sto se primenjuje u matematici, primenjuje se i U mnogim
drugim naukama: fizika, hemija, biologija, kao i u statistici i ekonomiji. Polazni rezultat,
metricke teorije nepokretne tacke, slavni Banachov princip kontrakcije iz 1922. godine, do
danas je uopSten u raznim pravcima medu kojima je pitanje nepokretne tacke za viSeznacna
preslikavanja u metrickim prostorima. Znacajne rezultate u ovoj oblasti dali su S.B Nadler,
S.Reich, Lj.Ciri¢, O.HadZié...

U ovom radu su dati dokazi egzistencije nepokretne tacke, prikazane su osnovne i
najjednostavnije metode za pronalazenje nepokretne tacke za viSezna¢na preslikavanja. Rad se
satoji iz tri poglavlja.

U uvodnom delu rada su obuhvaéene osnovne 0sobine topoloskih i metrickih prostora,
kao i neki rezultati metricke teorije nepokretne tacke za jednoznacna preslikavanja.

U drugom poglavlju su dati osnovni pojmovi: definicije viSezna¢nog preslikavanja,
LipSicovog viSeznacnog preslikavanja i kontraktivnog viSeznacnog preslikavanja kao i njihove
osobine.

U tre¢em poglavlju su predstavljeni rezultati S. B. Nadlera, koji je prvi dokazao
egzistenciju nepokretne tacke za klasu kontrakcija, viSezna¢nih preslikavanja u kompletnim
metrickim prostorima. Razmatrano je uopsitenje Ciriéeve generalizovane kontrakcije, kao i
visezna¢no Zamfirescu preslikavanje u kome je prezentovan i rezultat o nizu — Pikardovih
projekcionih iteracija (Pickard projection iteration). Prikazani su rezultati o egzistenciji
nepokretne tacke za vrlo vaznu klasu preslikavanja ,,non-self mappings“ tj. funkcija koje ne
preslikavaju ceo skup u samog sebe, nego samo rub. Dati su delimi¢ni odgovori na Reichov
problem koji je ostao ,,otvoren®. Za ,weakly inward“ preslikavanja prikazani su rezultati u
Banachovim prostorima. Uveden je pojam e-lancastog metrickog prostora i posmatrana je
lokalna kontrakcija na takvim prostorima. U poslednjem delu ovog poglavlja dati su i neki
rezultati iz teorije nepokretne tacke neekspanzivnih viSeznacnih preslikavanja.
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1. Uvod

1.1 Osnovni pojmovi i definicije

Metricki prostor predstavlja neprazan skup na kome je definisano rastojanje izmedu
svaka dva elemenata tog skupa. Osobine rastojanja izmedu dve tacke, date su u sledecoj
definiciji. U ovom poglavlju koris¢ena je literatura ([17],[11]) .

Definicija1.1.1: Nekaje X #= @ id: X x X — [0,») tako da vaze slede¢i uslovi:

e d(x,y) =0 (nenegativnost)

e d(xy) =0 @ x =y

o Vx,y € X, d(x,y) = d (y,x) (simetri¢nost),

e Vx,y,z € X, d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y) (nejednakost trougla)

Tada kazemo da je preslikavanje d metrika na skupu X, broj d(x,y) je rastojanje tacaka
x iy, auredeni par (X, d) je metriéki prostor.

Navedeni uslovi govore da je rastojanje izmedu dve tacke uvek nenegativno, rastojanje
izmedu tacaka X 1Y je isto kao i rastojanje izmedu tacaka y i X, rastojanje izmedu tacaka X iy
nije vece 0d zbira rastojanja taaka x 1 z i rastojanja ziy.

Primeri: [17]

1. Naskupu R: d(x,y) =|x —y|

2,

2. Naskupu R™: d,(x,y) = \/Z?=1(xi—yi) ;

dy(x,y) = i —y)P)P 1sp<w

doo(x!y) = Supi=1,..,n |xi - yll :
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Sledece tvrdenje predstavlja joS jednu vaznu osobinu rastojanja, koja sledi iz navedena Cetiri
uslova.

Tvrdenje 1.1.1: |d(x,y) —d(x,2)| < d(y,z), x,y,z € X.

Definicija 1.1.2: Neka je (X,d) metricki prostor. Otvorena lopta sa centrom x, € X i
polupre¢nikom r > 0 se definiSe :

L(xy,1) = {x: x €X,d(xy,x) < r}.

Definicija 1.1.3: Neka je (X,d) metricki prostor. Zatvorena lopta sa centrom x, € X i
polupre¢nikom r > 0 se definiSe :

B(xg,r) = {x: x €X,d(xg,x) < r}.
Definicija 1.1.4: U metrickom prostoru otvoreni skup O je unija lopti, tj.
0 = Ugen L(x, 1) je otvoren skup.
U R su otvoreni skupovi unije intervali.

Teorema 1.1.1: Neka je O familija svih otvorenih skupova u metriCkom prostoru (X, d). Tada
vazi:

1. €0, X €0 (prazan skup i skup X su otvoreni)

2. Ako 0,,0,€0 = 0,n0, €0 (presek svaka dva otvorena skupa je otvoren
skup)

3. Akoje 0, €0,p€B = Uyep 0, €O (unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova
je otvoren skup).

Lako se matematiCkom indukcijom pokazuje da osobina 2. vazi i za svaki konacan
presek otvorenih skupova.

Definicija 1.1.5: Neka je X # @ i t neka familija podskupova skupa X sa slede¢im
osobinama:

[0,] Xeroer,
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[0,] Akojezasveie€l(Ijeproizvoljan skup) A; € T tada je

UAiET.

[0;] Akosu Ay, A,, .. A, € T(njeproizvoljan prirodan broj) tada je

n
ﬂ Ai ET.
i=1

Tada je uredeni par (X, t) topoloski prostor, a elementi familije = su otvoreni skupovi, T se
zove topologija na prostoru X.

Definicija 1.1.6: Neka je (X,d) metricki prostor. Familiju t =1, podskupova od X
definiSemo na slede¢i na¢in
@ € i O € 7 ako i samo ako vazi slede¢i uslov:

(vx € 0)@r, > 0)(L(x,1,) c 0).
Prepoznajemo da je T, = O, pa na osnovu Teoreme 1.1.1, dobija se sledeéi rezultat.
Teorema 1.1.2: [17] Familija 7,4 definie topologiju u metrickom prostoru (X, d).
Definicija 1.1.7: Neka je (X, d) metricki proctor. Skup A € X je okolina tacke x, € A ako
jezaneko r>0

L(x,,1) C A.

Definicija 1.1.8: U topoloskom prostoru (X, ) familija B(x,) nekih okolina tacke x, € X je
baza okolina tacke x, ako za svaku okolinu V tatke x, postoji B € B(x,) takvo da je
X EBCV.

Teorema 1.1.3: [17] U (X,d) skup A je otvoren ako i samo ako je okolina svake svoje tacke.

Definicija 1.1.9: Neka je (X,7) topoloski prostor. Ako je Z ¢ X komplement otvorenog
skupa O c X kazemo da je skup Z zatvoren.

Teorema 1.1.4: [17] Za zatvorene skupove vazi:

e X, @ su zatvoreni i otvoreni (jer su jedan drugom komplementi)
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e akosuZ,iZ,zatvorenitada je Z; U Z, zatvoren
e AkosuZ, a € A zatvoreni, onda je N Z, zatvoren.
Definicija 1.1.10: Neka je (X, d) metricki proctori A € X. Tada:
1. Tacka x je_unutrasnja tacka za A (tj. x € A°) ako postoji r,, > 0 tako da je
L(x,1,) C A
2. Talka x je adherentna tacka za A (tj.x € A) ako je zasvakor >0
Lx,7)NA + @;
3. Tacka x je tacka nagomilavanja za A ako je za svakor >0
L(x,r) N A\ {x} # 0.

Definicija 1.1.11: Neka je (X, d) metricki prostor. Skup A € X je gust u X, ako je svaka tacka
iz X adherentna za 4, tj. A = X.

Definicija 1.1.12: Metricki prostor (X, d) je separabilan ako postoji prebrojiv gust skup A u
X.
Neka je (X,d) metri¢ki prostor i A € X i x € X. Rastojanje tatke x od skupa A je

definiano sa
d(x,A) = inf{ld(x,a); a € A}.

Definicija 1.1.13: Neka je (X,d) metricki prostor i neka je C € X neprazan i zatvoren. Za
dato x € X, rastojanje od podskupa C je dato sa:

d(x,C) = dg(x) =infd(x,y).
yec

Ako postoji z € C, gde je
dc(x) = d(x, z)

kazemo da x ima najblizu tacku koja pripada C.

Teorema 1.1.5: [17] Neka je (X, d) metricki prostori A c X. Tada je
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A={x; xeX, d(x, A) =0}

Definicija 1.1.14: U metrickom prostoru (X,d) kazemo da niz {a,},en iz X konvergira ka
a € X, $to oznacavamo sa lim,_, a,, = a, ako je lim,,_,., d(a,,a) = 0 odnosno

lima,=a < (Ve >0)3ny(c) € N)(vn € N) (n >ny(c) = d(a,, a) <¢)

n—00
Definicija 1.1.15: Niz {x,, },en iz X je KoSijev ako vaZi:

(Ve > 0)(@ny(e) € N)(vm,n € N)(m,n > ny(e) = d(x,,, x,) <€)
Teorema 1.1.6: [17] Ako je niz {x, },,en iz X konvergentan onda je KoSijev.

Teorema 1.1.7: [17] Neka je (X, d) metri¢ki prostor, A € X i a tacka nagomilavanja skupa
A. Tada postoji niz {a, },cy U A takav da je

lima, = a.

n—-oco

Definicija 1.1.16: Topoloski prostor je Hauzdorfov ako za svake dve razli¢ite tacke a,b € X
postoje disjunktni otvoreni skupovi 0, 1 0, u X takvidajea € 0, i b € 0,.

Teorema 1.1.8: [17] Metricki prostor je Hauzdorfov.

Definicija 1.1.17: Neka je (X, d) metricki prostor i A ¢ X. Skup A je kompaktan ako iz svake
familije otvorenih skupova {0, }ca, za koju vaZi

ACUOa,

aeEA

moze da se izdvoji kona¢na familija skupova Og,, Oq,, ..., Og, tako da je

s
AcC U Og;-
i=1

Ako je A = X kazemo da je (X, d) kompaktan metri¢ki prostor.
Teorema 1.1.9: [17] Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

a) (X,d) je kompaktan metri¢ki prostor.
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b) Svaki niz iz X ima konvergentan podniz.
c) Svaki beskonacan podskup od X ima tacku nagomilavanja.

Teorema 1.1.10: [17] Neka je (X, d) metricki prostor i A kompaktan podskup od X. Tada je
A zatvoren i ogranicen.

Definicija 1.1.18: Ako u metrickom prostoru (X,d) za svaki KoSijev niz {x,},en PpOStoji
lim, . x, = x € X kazemo da je (X, d) kompletan metriéki prostor.

Teorema 1.1.11: [17] Zatvoren podskup kompletnog metrickog prostora je kompletan.

Teorema 1.1.12: [17] Potreban i dovoljan uslov da je metri¢ki prostor (X, d) kompletan je da
proizvoljan niz zatvorenih lopti {B(x,, ,7;,) }nen U X takvih da je

B(xp41,7h41) € B(x,,,1,), Zasven € N,

limr, =0

n—->oo
ima neprazan presek.

Definicija 1.1.19: Neka su (X,d;) i (Y,d,) metri¢ki prostori, f:X - Y, xo € X i f(xy) =
¥o- Funkcija f je neprekidna u tacki x, ako za svako £ > 0 postoji §(&) > 0 tako da je

f (Ldl (xo, 6(5))) c L%(y,, €).

Tvrdenje 1.1.2: [17] Neka je (X, d) metri¢ki prostor. Tada je preslikavanje d : X x X -» R
neprekidno.

Definicija 1.1.20: Neka je (X, d) metricki prostor, f: X — R i neka x, € X. Tada kazemo da
Je f:
e odole poluneprekidna u tacki x, ako za svako € > 0 postoji okolina U tacke x, tako

da je
f(x) < f(xy) +e, VxeU,

e odgore poluneprekidna u tacki x, ako za svako & > 0 postoji okolina U tacke x,
tako da je
f(x) > f(x,) —e, VxeU.

10
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Pretpostavicemo sada da posmatrani skup ima algebarsku strukturu.

Definicija 1.1.21: Neka je X vektorski prostor nad poljem F ={R,C}. Preslikavanje
Il : X = [0, o) za koje vaze sledeéi uslovi:

1. IxlI=0 & x=0;
2. IAx =2l xl zasve LEF isve x € X;
3 Ix+yl<sllxll+lyll zasve x,y €X;
nazivamo norma nad X, a uredeni par (X, [I-ll) normiran prostor.

Svaki normiran prostor (X, IlI-ll) je i metricki prostor (X,d) sa metrikom d koja je
definisana na slede¢i nacin:

dix,y)=llx—yll, zasvex,y€X.

Ako je normiran prostor (X, lIll) kompletan metri¢ki prostor kazemo da je Banahov
prostor.

Definicija 1.1.22: Neka je (X,d) metricki prostor. Kazemo da niz {X,tpen iz X jako
konvergira ka x*, (x,, = x*) ako |l x, —x* |l[- 0 kada n — oo.

Definicija 1.1.23: Neka su (X, IIllx) 1 (Y,lIlly) normirani prostori nad istim poljem F =
{R, C}. Preslikavanje f : X - Y je linearno ako je zasve a,f € Fisvex,y € X

flax + By) = af (x) + Bf ().
Skup svih neprekidnih linearnih preslikavanja iz X uY oznacava se L(X,Y).
Definicija 1.1.24: Neka je X vektorski prostor nad F. Linearno preslikavanje f : X — F se
naziva linearna funkcionela nad X.

Definicija 1.1.25: Neka su (X, lIllx) i (Y, lI-lly) normirani prostori. Linearno preslikavanje je
ograniceno ako postoji M > 0 tako da je

) lyS< Ml x Iy, zasve x € X.

11
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Teorema 1.1.13: [17] Neka su (X, lI'lly) i (Y, lI-lly) normirani prostori i f : X — Y linearno
preslikavanje. Tada su slede¢i uslovi ekvivalentni:

1. f je neprekidno,
2. f jeneprekidno u tacki O € X,
3. f je ograniceno.

Teorema 1.1.14: [17] Neka je (X, lI‘lly) normiran prostor, a (Y, ll:lly) Banahov prostor. Tada
je L(X,Y) Banahov prostor.

Ako je Y = {R, C} tada je prostor £L(X,Y) Banahov prostor i on se naziva dual prostora X i
obelezava se sa X*.

Definicija 1.1.26: Neka je (X, lIll) normirani prostor. Topologija indukovana normom na
X zove se jaka topologija na X.
Za svako u € X funkcionela

pu(x) =1(x,p)l, x€X

je seminorma na X.

Topologija indukovana familijom seminormi {pﬂ}uex* je slaba topologija na X i oznacavamo
je sa
o(X, X*).

Definicija 1.1.27: Neka je X Banahov prostor. Niz {x,} € X slabo konvergira ka x € X,
zapisujemo
X, = x u X,

ako ako niz {x, } konvergira ka x u slaboj topologiji, tj. f(x,) — f(x) zasvako f € X*;

Definicija 1.1.28: Skup koji je kompaktan u slaboj topologiji naziva se slabo kompaktan
skup.

Definicija 1.1.29: Neka je A c X, gde je X vektorski prostor. Skup A je konveksan ako za sve
x,y € Aizasve a € (0,1) vazi:

12
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ax + (1 —a)y € A

Definicija 1.1.30: Neka je dato m tacaka x4, x5, ..., x,, Vektorskog prostora X. Tacka

m
X = Z A X
k=1
je konveksna kombinacija tacaka x4, x5, ..., X, ako Je aj, = 0zasve k =1,..,m,i

m
Zak:L

k=1

Skup svih konveksnih kombinacija skupa S © X naziva se konveksna obvojnica skupa S i

oznacava se sa convs.

13
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1.2 Metricka teorija nepokretne tacke za jednoznacna
preslikavanja

Definicija 1.2.1: Neka je f: X — X. Elemenat x € X je nepokretna tacka preslikavanja f ako
vazi:

fx) =x.

Definicija 1.2.2: Neka je (X, d) metri¢ki prostor, M neprazan podskup od X i f:M — X.
Ako je 4 € [0,1) takvo da je

d(f(x), f(y)) < 1d(x,y), za sve x,y € M,
tada je f A —kontrakcija nad M.

Preslikavanje f je kontrakcija ako je A — kontrakcija za neko A € [0,1).

Stefan Banach (1892-1945) je poljski matematiCar koji se generalno smatra jednim od
najznacajnih 1 najuticajnijih matematicara 20. veka. On je bio jedan od osniva¢a moderne
funkcionalne analize. 1922. godine objavio je teoremu koja je poznata kao Banachov princip
kontrakcije, koji je jedna od najvaznijih rezultata analize i smatra se glavnim izvorom
metricke teorije nepokretne tacke.

Teorema 1.2.1: (Banahov princip kontrakcije) [14] Neka je (X,d) kompletan metri¢ki

prostor, M neprazan i zatvoren podskup od X i f:M — M A-kontrakcija nad M. Tada postoji
jedinstvena nepokretna tacka x* € M preslikavanja f i vazi relacija

x* = lim f™(x,)
n—->oo
gde je x, proizvoljan elemanat iz M. Sta vise, pri tome je

qn
1-q

d(x* x,) < d(xo,f(xo)), n € N.

Kao posledica ovog tvrdenja lako se dobija slede¢i rezultat, lokalna verzija Banahovog
principa kontrakcije.

Teorema 1.2.2: [3] Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i f:B(xg,r) = X je A-
kontrakcija u lopti B(xq ,r) tako da je

14
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d(f(xg),x0) < (1 — Dr.
Tada postoji jedinstvena nepokretna tacka x* € B(xg,r) preslikavanja f.
T. Zamfirescu je 1972. godine objedinio Banachovu, Kannanovu i Chatterjeovu teoremu.

Definicija 1.2.3: [1] Neka je (X,d) metri¢ki prostor. Funkcija T:X — X je Zamfirescu
preslikavanje ako postoje realni brojevi a,b i c, za koje vazi 0 <a <1, 0<b <% 10<

c< %tako da je za svako x, y € X bar jedan od slede¢ih uslova tacan:

(z;) d(Tx,Ty) <ad(x,y) (Banachova kontrakcija)
(z,) d(Tx,Ty) <bld(x,Tx)+ d(y,Ty)] (Kannanova kontrakcija)
(z3) d(Tx,Ty) < cld(x, Ty)+d(y, Tx)]. (Chatterjeova kontrakcija)

Teorema 1.2.3: [1] Neka je (X,d) kompletan metri¢ki prostor i T:X —» X. Ako je T
Zamfirescu preslikavanje, tada T ima jedinstvenu nepokretnu tacku.

Lj. Cirié¢ je 1971. godine definisao i izu¢avao genaralizovane kontrakcije, funkcije koje
uopStavaju Banachovu kontrakciju i Kannanovu kontrakciju.

Definicija 1.2.4: Funkcija T:(X,d) - (X,d) je generalizovana kontrakcija ako i samo ako
postoji konstanta h, 0 < h < 1, tako da je za svako x,y € X,

d(Tx, Ty) < hmax {d(x, y),d(x, Tx),d(y, Ty), d(x, Ty) +d(y, Tx)} |

2
Definicija 1.2.5: Nekaje (X,d) metricki prostor, T:X — X i x € X. Skup
o(T,x)={T"(x): n=012,..}

naziva se orbita elementa x u odnosu na T. Metricki prostor je T —orbitalno kompletan ako
svaki Kosijev niz sadrzan u O(T, x) konvergirau X.

Teorema 1.2.4: [3] Neka je T:X —» X A — generalizovana kontrakcija na T — orbitalno
kompletnom metrickom prostoru X. Tada,

I.  preslikavanje T ima jedinstvenu nepokretnu tacku u € X,
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. T"'x—uzasvakox € X i

i, d(Tmxw) <2 d(x,Tx).
Definicija 1.2.6 : Neka je dato € > 0. Metri¢ki prostor (X, d) je & — lancast, ako za svaki par
x,y € X postoji kona¢no mnogo tataka x = xq,%q,..,x, =y tako da je d(x;_;,x;) <¢

i=12,..,n.

Teorema 1.2.5: [6] Neka je (X,d) kompletan & — lan¢ast metri¢ki prostor i F:X — X
zadovoljava slede¢i uslov: Vn, 0 <n < g postoji § > 0 takvo da

x,y € X, n<d(x,y)<n+d8 = d(Fx Fy) <n.
Tada F ima nepokretnu tacku.
U daljem radu koristicemo i sledec¢i vazan rezultat.

Teorema 1.2.6: (Caristi) [9] Neka je (M, d) kompletan metricki prostor i neka f: M — M.
Ako postoji odole poluneprekidna funkcija ¢: M — [0, o) tako da je

d(x, f(x)) < p(x) — o(f(x)), X € M,

tada f ima nepokretnu tacku.
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Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metric¢kim prostorima

2.ViSeznacna preslikavanja

2.1 Definicijai osnovne osobine
Definicija 2.1.1: Neka su X,Y proizvoljni neprazni skupovi. Funkcija T: X — 2¥ naziva se
viSeznacno preslikavanje skupa X u skup'Y.

Definicija 2.1.2: Neka je (X,d) metricki prostor. Na skupu B(X) Hauzdorfova metrika H
definiSe se na slede¢i nacin:

H(A,B) = max{sup d(x,B),supd(y, A)} A, B € B(X)

X€EA YEB
gde je
d(x,Z) = inf{d(x,y) : y € Z}, ZCcX.
Funkcija d(x,Z) = f;(x), x € X ima sledece osobine:
a) preslikavanje X 3 x - d(x,Z) € [0, o) je neprekidno,

b) Z={xeX; d(x,Z) =0}

Napomena: Neka A, B € CB(X) i neka a € A. Za proizvoljno € > 0, po definiciji rastojanja
H(A,B), postoji b € B takvo da je

d(a,b) < H(A,B) + «.
Ako je skup B kompaktan onda postoji b € B takvo da je
d(a,b) < H(A,B).
U opstem slucaju to ne vazi, to ilustruje sledeci primer.
Primer: [19]

Neka je X =1, (Hilbertov prostor svih kvadratno sumabilnih nizova realnih brojeva),
1 1 - - - . .
a= (—1, — e T ) i neka je {e,}ney Niz sa nulama na svim koordinatama sem n-te,

koja je jednaka 1.
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Neka je A ={a, ey, e;,...,e,, ..} i B={e, e,,..,e,, ..} Postoje

la—ey lI= \/(||a||2+1+§), neN; H(4,B) = /(laI>+1)

ali ne postoji e,, u B takvodajell a — e, I< H(A,B)..

Lema 2.1.1: [8] Neka je (X, d) metricki prostor, A,B € B(X)i q € R, ¢ > 1 dato. Tada za
svako a € A postoji b € B tako da je d(a,b) < qH(A,B).

Definicija 2.1.3: Neka je dat metricki prostor (X,d) i skup A € X. Dijametar skupa A €
B(X) definiSemo:

diam(A) = sup{d(x,y): x,y € A} € [0, )
Neka je A,B c X. Funkcija 6 : B(X) %< B(X) — [0, ) je definisana na slede¢i nacin:
6(A,B) = sup{d(a,b) | a € A,b € B}.
Ako je A = {a} jedno¢lan skup, piSemo da je
5(A,B) = 6(a, B),

ako je i B = {b}, tada je
5(A,B) = d(a,b).

Zasvako A,B,C € B(X) vazi:
6(A,B) =6(B,A) =0, 8(A,B) <6(4,0) +6(C,B),
6(4,4) = diamA, 5(A,B) =0 £ A=B ={a}.
Za x € Xi A B € K (X)neka je
p(A,B) =sup{d(x,B), x € A}.

Treba primetiti da je
p(A,B) < 6(A,B)
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Lema 2.1.2: [4] Neka je (X, d) metri¢ki prostor, x,y € X i A,B i C su podskupovi skupa X.
Tada vazi:

1. Akoje A < B,tadaje p(4,C) < p(B,C) i p(C,A) = p(C,B).
2. d(x,A) <d(x,y) +d(y,A).
3. d(x,A) <d(x,y)+d(y,B) + p(B,A).
4. d(x,A) <d(x,B) + p(B,A).
Napomena: Ako je A € B, tadase §(4,C) i §(B,C) ne mogu porediti.

Definicija 2.1.4: Neka je T:X — 2%, tatka x zove se nepokretna (fiksna) tacka
viseznacnog preslikavanja T ako x € Tx.

Definicija 2.1.5: Visezna¢no preslikavanje T: X — CB(X) je
e « —kontrakcija ako postoji konstanta « € [0,1) tako da vazi:
H(Tx,Ty) < ad(x,y), x,y€X.
e LipsSicovo ako postoji L > 0 ako je
H(Tx,Ty) < Ld(x,y), x,y€X.
e neekspanzivno ako je
H(Tx,Ty) <d(x,y), =x,y€X.
e Kkontaktivno ako je
H(Tx, Ty) <d(x,y), x,y€X, x+y.

Tvrdenje 2.1.1: [19] Neka je T:X — K (Y) LipSicovo viSeznatno preslikavanje sa
LipSicovom konstantom «. Za proizvoljno A, B € K (X) vazi da je

H (U T(a), U T(b)) < aH(A,B), 1

acA beEB
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H(T(4),T(B)) < aH(4,B).
Dokaz: Posto je po pretpostavci T LipSicovo preslikavanje zasve a € A, b € B vazida je

H(T(a),T(b)) < ad(a,b)
odakle sledi da je

p(T(a), T(B)) < « infd(a,b)

bEB

p(T(4),T(B)) < asup infd(a,b) < aH(4,B).

a€A bEB
Analogno
p(T(B),T(4)) < asup infd(a,b) < aH(A,B)
bEB a€A
pa je

H(T(4),T(B)) < aH(4,B).
Kao posledica ovog rezultata dobijaju se sledeca tvrdenja.
Tvrdenje 2.1.2: [19] Neka je T:X — X (Y) LipSicovo preslikavanje sa LipSicovom

konstantom a, a G:Y — K (Z) LipSicovo preslikavanje sa konstantom g. Preslikavanje
G o T definisano sa

(G oT)(x) = U GG, x€X,
VET(x)

je LipSicovo preslikavanje sa konstantom « - .

Tvrdenje 2.1.3: [19] Neka je T:X — X (Y) LipSicovo preslikavanje sa LipSicovom
konstantom « i neka je T:% (X) — K (Y) definisana sa

7(4) = U T(a), A€ XK (X).

acA

Tada je i T LipSicovo sa Lipsicovom konstantom a.
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Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i T: X — K (X) viseznacna kontrakcija. Na osnovu
Tvrdenja 2.1.3 i T je viSeznaéna kontrakcija posto je i prostor (% (X), H) kompletan [3] T ima
nepokretn tacku tj. postoji A € K(X) takvo da je A = T(A4). Medutim, kao $to éemo
ilustrovati primerom ta dva skupa su u slaboj vezi.

Pokazimo pre toga tvrdenje koje ¢e nam olaksati ispitivanje da li je neko preslikavanje
viSezna¢na kontrakcija 1 dati neograni¢ene moguénosti za konstrukciju viSeznac¢nih
kontrakcija koriste¢i uobicajene (jednozna¢ne) kontrakcije.

Tvrdenje 2.1.4: [19] Neka je T:X — CB(Y) viSezna¢no LipSicovo preslikavanje sa
LipSicovom konstantom « i G:X — CB(Y) viSezna¢no LipSicovo preslikavanje sa
konstantom 3. FunkcijaT U G : X — CB(Y) definisana sa
(TuG)(x) =T(x)uUG(x), x € X,
je viSezna¢no LipSicovo preslikavanje sa LipSicovom konstantom y = max{a, B}.
Dokaz: Po definiciji Hausdorfove metrike sledi da je
sup d(u, T(y)uU G(y)) <sup infd(u,v) < H(T(x),T(y))
UET(x) U€ET(x) veT(y)

i analogno

sup d(u, T(y)uU G(y)) <sup infd(u,v) < H(G(x),G(y)).

UEG(x) U€eG(x) veG(y)

Odavde sledi da je
SUD Gd(u, T(Y) U G(y)) < max{H(T(x), T(»)),H(G(x),6())}
o WET (UG ()
p(T(x) UG (), T(y) U G(H)) < max{H(T(x), T(»)), H(G(x), 6(»))},
isto tako je i

p(T UG, T(x) U G(x)) < max{H(T(x),T(»)) H(G(x),G())}.

Tada se moze zakljuciti da je
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H(TG) UGG, TG U GG)) < max{H(T (), T()), H(6 (). 6(0))}
< max{a d(x,y), 8 d(x, y)}

< max{a, B} - d(x,y).
Sto je i trebalo dokazati.

Primer :[19]

Neka je X =1 =[0,1] jedini¢ni interval u R sa uobiCajenom metrikom i neka je f:I — I
definisana na slede¢i nacin:

1 +1 0< <1

) 2 2" T T2
re= ! +1 1< <1
sx+1l o<x<l

Defini§imo sada (vi§ezna¢no) preslikavanje T:1 — 2! sa
T(x)={0}u{f(x)},xel

Posto je funkcija f kontrakcija sa konstantom kontrakcije g = i koriste¢i Tvr]enje 2.1.4 (ili
direktnom proverom) dobija se da je T viSezna¢na kontrakcija sa konstantom q = % Funkcija

f ima nepokretnu tacku x* = 2 Viseznacno preslikavanje T ima dve nepokretne tacke 0 i 2 a

nepokretna tacka funkeije 7 je skup 4 = {2,0,£(0). (£ (@) f (£(£(0))). -}

Tvrdenje 2.1.5: [19] Neka je (E,|||]) Banahov prostor. Funkcija co:X — convX, X €
CB(X) je neekspanzivno preslikavanje tj, za sve A, B € CB(X) vazi da je
H(co(A),co(B)) < H(A,B).
Kao direktna posledica ovog tvrdenja dobija se sledeci rezultat.
Tvrdenje 2.1.6: [19] Neka je X zatvoren konveksan podskup Banahovog prostora (E, || ||) i

neka je T:X — CB(X) viSeznatno LipSicovo preslikavanje sa LipSicovom konstantom a.
Preslikavanje coT: X — CB(X) definisano sa
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coT(x) = convT (x), x€X,
je LipsSicovo preslikavanje sa istom konstantom.

Napomena: Ovo tvrdenje nam daje tehniku za konstruisanje viSeznacnih LipSicovih
(kontraktivnih) preslikavanja polaze¢i od konacno mnogo jednozna¢nih LipSicovih
(kontraktivnih) preslikavanja.

Definicija 2.1.6: Neka je (X,d) metri¢ki prostor, a T:X — 2X. Orbita viSeznatnog
preslikavanja T u tacki x, je svaki niz {x,}o, za koji je x, € Tx,_, za svako n € N.

Oznac¢imo je sa O(T, x,).

Napomena: Ako je (X,d) kompletan metricki prostor, onada je (CB(X),H) kompletan
metricki prostor.
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3. Metricka teorija nepokretne tacke za viseznacna

preslikavanja

3.1 Nadlerova Teorema
S.B Nadler je 1969. u [19] prvi objavio uopstenje Banachovog principa kontrakcije,
dokazujuéi egzistenciju nepokretne tacke viSeznacne kontrakcije T: X — CB(X).
Teorema 3.1.1: [19] Neka je (X,d) kompletan metri¢ki prostor i neka je T:X — CB(X)
kontrakcija. Tada postoji x* € X tako da x* € T(x*), tj. postoji nepokretna taCka

preslikavanja T.

Dokaz: Neka je konstanta kontrakcije a i neka je x, proizvoljna tacka iz X, a x; € T(x,).
Kako T(xy), T(x;) € CB(X),a x; € T(x,) te postoji x, € T(x;) tako da vazi

d(xq,%3) < H(T(x), T(x1)) + a
Takode postoji x5 € T'(x,) tako da je
d(xy,x3) < H(T(x1), T(xy)) + a?
Nastavljajué¢i ovaj postupak dobijamo niz {x, };r—, sa slede¢im osobinama:
1. x4 € T(xp) i=012,..
2. d(x;xi01) < H(T(xi21), T(x)) + &
Odavde sledi:
d(x; xi41) < H(T(xiZq), T(x)) + a® < ad(x;_q, %) + a’
< a[H(T(xi_z), T(x;_,)) + ai‘l] + !
= aH(T(x;_3), T(x;_1)) + 2a’ < a?d(x;_5, x;_1) + 2a°
< - < ald(xg xp) + ial.
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Sada jezasvej €N
i+j-1 i+j-1

A i) S ) dCoxen) S ) (@kd(x,x) + ka®)
k=i k=i

i+j-1 i+j-1

=( Z a®) d(xy, x;) + Z kak
k=i k=i

< (Z a®) d(xg, x,) + Z ka*.
k=i k=i

Odavde sledi da je niz {x, },,cy KoSijev, te iz kompletnosti prostora X sledi da postoji

x*=limx, € X.
n-oco
Iz H(T(x;), T(x*)) < ad(x;,x*) sledi da je lim;_, T(x;) = T(x*) u smislu metrike H.
Sada iz d(x;41, T(x*)) < H(T(x;), T(x*)) i zatvorenosti skupa T(x*) sledi da x* € Tx* $to
je i trebalo dokazati.
|
Sledec¢a teorema predstavlja proSirenu varijantu Nadlerove teoreme.

Teorema 3.1.2: [16] Neka je (X, d) kompletan metric¢ki prostor i neka T : X — CB(X) k —
kontraktivno preslikavanje. Tada T ima nepokretnu tacku & i za svako dato x, i k,k <k <1
postoji orbita {x,,} preslikavanja T gde {x,,} konvergira ka é uz uslov

n

d(x,,§) < %

d(xq, x), n > 0. @)

Dokaz: Ozna¢imo sa A =->1. lzaberemo neko x; € Tx, i rekurzivno definiSemo

&=

Xn € Tx,_1, n = 2 tako da vazi:
d(x,, xp4q1) < Ad(x,, Tx,) < AH(Tx,,Tx,_,).
To nam osigurava i Lema 2.1.1.
Kako je H(Tx,,,Tx,_,) < k d(x,,x,_;), dobijamo da vaZzi:
d(Xp+1.%n) < kd(xn,xp_1) < -+ < k™d(x;,%,), n=0.
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Odatle dobijamo da je :

p—1
d(xn’xn+p) < Z d(xn+i,xn+i+1) <
i=0

n

1—k

d(x;,x,), n,p=0. 2

Zhog toga {x,,} je KosSijev i konvergentan jer je X kompletan metri¢ki prostor. Neka je & limes
niza {x, }. Kao i u prethodnoj teoremi dobija se da ¢ € T¢. Kada p — oo iz (2) dobijamo (1).
[
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3.2 Uopstenje Ciri¢eve generalizovane kontrakcije

Definicija 3.2.1: [16] Preslikavanje T : X — CB(X) je uopstena visezna¢na kontrakcija, gde
je (X, d) metricki prostor, ako postoji g, 0 < q < 1, tako da je:

H(Tx,Ty) < qmax {d(x,y), d(x,Tx),d(y,Ty), d(x,Ty) ; d(y, Tx) } x,y € X.

Teorema 3.2.1: [16] Neka je (X, d) metricki prostor, T : X — CB(X) uopStena kontrakcija,
a prostor X T-orbitalno kompletan prostor. Tada:

i.  Zasvako x, € X postoji orbita {x,, };-—, preslikavanja T u tacki x, i u € X tako da je :

lim x, =u;

n—-oo

il.  Elemenat u je nepokretna tacka preslikavanja T;
iii.  Zasvakon € N zadovoljena je jednakost:

(ql—a)n

d(xp,u) < 1—a d(xg,x1)

<14
gde je a € (0,1) proizvoljan fiksiran broj.
Dokaz: Neka je x, proizvoljan elemenat iz X i x; € Tx,. Za H(Txy,Tx;) =0, x; € Tx, pa
se moze pretpostaviti da je H(Tx,,Tx;) > 0. Neka je a € (0,1) proizvoljno dato. Tada zbog
q % > 1, naosnovu Leme 2.1.1 postoji x, € Tx; tako da je :

d(x1,x3) < q~* H(Txg, Txy)
Nastavljajué¢i dalje na isti nac¢in dolazimo do niza {x,};-, elemenata iz X tako da je za svako
n €N x,1 €ETx, 1 d(x, Xni1) < q % H(Txp_q, Txy).
Sada treba pokazati da je niz {x,}n-, KoSijev. Kako je preslikavanje T uop$tena kontrakcija

sledidajezasven € N:

d(xy, Xpe1) < q* H(Txp—1, Txy,)
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1
< q—a,q max {d(xn—l’ xn)’ d(xn—l’ Txn—l)’ d(xn’ Txn)’ z d(xn—l’ xn+1)}

< q'"“max {d(xn_l, Xn), d(%Xn, xn+1),% d(Xn-1, xn+1)}

jer je
d(xn—l’Txn—l) < d(xn—l’xn) I

d(xn’ Txn) = d(xn’ xn+1)-

Ako bi za neko n € N bilo d(x,,, x,+1) < q**d(x,, Xp41) to bizna&ilo da je d(x,, Xp41) =
0 i tada bi elemenat x,, bio nepokretna tacka preslikavanja T. Zato mozemo pretpostaviti da
je Xn F Xny1-

Dakle, vazi da je

A, Xn11) < 0 4max {d(n-1,%n). 5 d (X1, Xns1) 3)
max {d(xn—l’ xn)’i d(xn—l’ xn+1)} = d(xn—l’ xn)
iz (3) sledi da je

d(xn’xn+1) < ql—a d(xn—l’xn)

Ako bi bilo da je

max {1, 20) 5 @Cnos X))} = 5AChncs o)
tada bi vazilo:
At Xus1) < 0275 s, ) < 05 [@Cncs, %) + At Te0))
a odavde da je
Ak ne1) < F2r dCtno,%0) S 4174 (nr, %) @

Prema tome u oba slucaja sledi da je za svakon € N
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d(xn’xn+1) < ql_ad(xn—l’xn)
Koristec¢i ovu nejednakost n puta dobija se da je
d(xn’xn+1) < ql_ad(xn—l’xn) <o =< (ql—a)n d(xo,x1)-

Dakle za svako p € N vazi nejednakost:

n+p-1 (ql—a)n
A0 Trp) S ) d (o is) S g dxax:) (5)
k=n

Time je dokazano da je niz {x,};r-, KoSijev. Koriste¢i T — orbitalnu kompletnost prostora
X moze se zakljuciti da postoji elemenat u € X takav da je

lim, e x, = u.

Time je dokazano da vazi (i). 1z (5) za p — oo sledi (iii).
Treba joS pokazati da u € Tu. Polazimo od nejednakosti:

d(u, Tu) <

< d(u, xn+1) + d(xn+1a T'LL) < d(u, xn+1) + H(Txna Tu)

d(x,,, Tu) + d(u, Txn)}

< d(u,xp41) + g max {d(xn, u), d(x,, Tx,),d(u, Tu), >

< d(u,xn41) + qmax {d(xn,u), d(x,,, x,4+1), d(u, Tu), dQxn,u) + du, Tu) + d(uuxn+1)}

2
Odavde zakljucujemo da je zadovoljena jedna od sledec¢ih nejednakosti:

a) d(u,Tu) < d(u,xp41) +qd(xp,u)

b) d(u,Tu) < d(u, xn+1) + q d(xp, Xp41)

c) d(u,Tu) < d(u,x,.1) +qd(u, Tu)
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d(x,,u) + d(u, Tu) + d(u, x,41)

d) d(u,Tu) < d(u,xp41) +q 5

1z (c) sledi da je
1
d(u,Tu) < md(u, Xpt1)
1z (d) sledi da je
1
d(u, Tu) < m((z +q)d (U, xp41) + q d(xp, 1))

Kada n — o u svakom od tih slu¢ajeva sledi da je d(u, Tu) = 0. Koriste¢i pretpostavku da je
skup Tu zatvoren skup, dobija se da je u € Tu.
|

Posledica 3.2.1: [16] Neka je (X,d) kompletan metri¢ki prostor i T : X — CB(X) tako da
je za sve x,y € X zadovoljena nejednakost:

H(Tx,Ty) < ad(x,Tx) + bd(y, Ty) + cd(x,y)
gdesua,b,c =20 i a+ b+ c <1 Tada preslikavanje T ima nepokretnu tacku.
Dokaz: Primetimo da je tada za sve x,y € X
H(Tx,Ty) < (a+ b + c)max{d(x,y),d(x,Tx),d(y, Ty)}.
Primenom prethodne teoreme dobijamo da T ima nepokretnu tacku. ]

Teorema 3.2.2: [16] Neka je preslikavanje T : X — B(X) definisano nad T — orbitalno
kompletnim metri¢kim prostorom (X, d). Ako preslikavanje T zadovoljava uslov:

d(x, Ty) +d(y, Tx)} ©)

§(Fx,Fy) < g max {d(x,y),5(x, Tx),6(y, Ty), 5
zasve x,y € X gde je g € (0,1) tada:

i.  Preslikavanje T ima jedinstvenu nepokretnu tackuu X i Tu = {u}

ii. Za svako x, € X postoji orbita {x,}r-, preslikavanja T u tacki x, tako da je
lim,, e x, = u.
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lii.  Zasvakon € N zadovoljena je nejednakost:

(ql—a,)n

d(xp,u) < 1—a d(xg, x1),

1.4
gde je a € (0,1) proizvoljan fiksiran broj.

Dokaz: Neka je x, proizvoljan element iz X i a € (0,1). Za §(x, Txo) = 0,{xy} = Tx, pa
mozemo pretpostaviti da je §(x,, Tx,) > 0. Neka je x; € Tx, pri cemu je:

6(x9,Txp) < q~%d(xg,x1)

Nastavljajuc¢i dalje tako moZe se konstruisati orbita {x, };r, preslikavanja T u tacki x, sa

osobinom:
§(x,, Txy) < q~*d(xp, xn41), zasven € N U {0}

Tada je za proizvoljno n € N

d(xn’xn+1) = 5(Txn—1’ Txn)

1
< gmax {d(xn—l’ xn)a 5(xn—1’ Txn—l)a 5(xna Txn)a Z d(xn—l’ Txn)}

1
< qmax {d(xn—l’ xn)’ q_ad(xn—l’ xn)a q_ad(xna xn+1)a Z d(xn—l’ xn+1)}

1
< ql—amax {qad(xn—l’ xn)a d(xna xn+1)a qa Z d(xn—l’ xn+1)}

< q'"*max {d (Xn-1,%n), > d(xp_1, xn+1)}'

Za

1 1
max {d (xn—l’ xn)’ Z d(xn—l’ xn+1)} = Z d(xn—l’ xn+1)

dobija se da je
ql—a
d(xn’xn+1) = 2 — q_a d(xn—l’xn)
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Te je u svakom slucaju

d(xn’xn+1) < ql_ad(xn—l’xn) '

Lako se sada dobija da je

At <10 i), ™

Dakle niz {x,};-, je KoSijev. Neka je lim,,_, x,, = u.
Nejednakost (iii) slediiz (7) kadap — . Zbog x,,41 € Tx,, n€N, jeu € Tu.

Treba jo$ pokazati da je Tu = {u}.
Ako bi vazilo da je Tu # {u} to biznaé&ilo daje &(u, Tu) > 0. Tada iz (6) sledi:

§(Tu, Tu) < gmax{d(u,u),d(u, Tu)} =q §(u,Tu)

a to je nije moguce zbog nacina na koji je definisano 6 (4, B).
Pretpostavimo da postoji v € X takvo da je {v} = Tv. Tada vaZi da je

dlu,v) = 6(w,v) = §(Tu, Tv)

< g max {d(u, v),6(u, Tu), (v, Tv), d(w,Tv) ;_ d. Tu)} =qd(u,v).

Posto je g < 1sledidaje d(u,v) =0,tj. u = v. Tacka u je i jedinstvena nepokretna tacka.
n

Ako uoc¢imo da je H(A,B) < 6(4,B) < diam(A U B) dobijaju se sledeca dva tvrdenja kao
posledice ove teoreme.

Posledica 3.2.2: [16] Neka je T : X — B(X) preslikavanje definisano nad T —orbitalno
kompletnim metri¢kim prostorom (X, d). Ako preslikavanje T zadovoljava nejednakost:

diam(Tx U Ty) < qmax {d(x, y),H(x,Tx),H(y, Ty), % d(x,Ty) + %d(y, Tx)}

zasve x,y € X gde je g € (0,1) tada:

1) Postoji jedinstvena nepokretna tacka u preslikavanja T i Tu = {u};
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2) Za svako x, € X postoji orbita {x,};—, preslikavanja T u tacki x, tako da je
lim, o x, = u;

3) Zasvakon € X je zadovoljena nejednakost:

(ql—a)n
d(x,,u) < 1—gi=a d(x,x1) ,

gde je a € (0,1) proizvoljan fiksiran broj.

Posledica 3.2.3: [21] Neka jeT : X — B(X) preslikavanje definisano nad kompletnim
metrickim prostorom (X, d) izasve x,y € X je:

§(Tx,Ty) < aH(x,Tx) + bH(y,Ty) + cd(x,y)

gde je a,b,c =01 a+b+c <1 Tada postoji jedna i samo jedna nepokretna tacka u
preslikavanja T i Tu = {u}.

Dokaz: Primetimo da je tada zadovoljen uslov
§(Tx,Ty) < (a+ b+ c)max{H(x,Tx), H(y,Ty),d(x,y)}.

Primenom Posledice 3.2.2 dobijamo da preslikavanje T ima jedinstvenu nepokretnu tacku. m
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3.3 Preslikavanje Zamfirescua
U [1] autori su koncept Zamfirescuove jednoznaéne funkcije prosirili na viSeznac¢na
preslikavanja i dobili neka interesantna uopstenja.
Definicija 3.3.1: [1] Neka je (X, d) metricki prostor i neka je T : X — CB(X). T se naziva

visSeznac¢no preslikavanje Zamfirescu-a ako postoje realni brojevi a,bic za koje vazi
0<a<l1l 0<bh< ; 10<c< g tako da je za svako x,y € X bar jedan od slede¢ih uslova

tacan:
(z1) H(Tx,Ty) <ad(xy)
(7z) H(Tx,Ty) < b[d(x,Tx) +d(y,Ty)]
(z3) H(Tx,Ty) < cld(x,Ty) +d(y, Tx)].
Definicija 3.3.2: [1] Neka je (X,d) metricki prostor i neka je T:X — P(X). Tada za T
kazemo da je MWP (Multi-valued Picard) operator ako za svako x € X i neko y € Tx,
postoji niz {x,, };r-, tako da je:
1. xo=x,x1 =y,
2. Xp41 €Tx, zasve n=012..1

3. niz {x, };°_, je konvergentan i njegova granica je nepokretna tacka preslikavanja T.

Napomena: Niz {x,}>_, koji zadovoljava prva dva uslova u prethodnoj definiciji se naziva
niz sukcesivnih aproksimacija od T pocevsi od (x, y).

Definicija 3.3.3: [1] Neka je (X, d) metri¢ki prostor i T : X — P(X) MWP operator. Tada
definiSemo viseznaéni operator T*: Gr(T) — P(Fy), na slede¢i nalin:

T*(x,y) = {z € F; : postoji niz sukcesivnih aproksimacija od T pocevsi od (x,y)
koji konvergira ka z}.
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Definicija 3.3.4: [1] Neka je (X,d) metricki prostor i T : X — P(X) MWP operator i
¢ > 0. Tada se T naziva c-MWP operator ako za svako (x,y) € Gr(T) postoji t*(x,y) u
T*(x,y) tako da je d(x, t°°(x,y)) < cd(x,y).

Da je ova klasa operatora interesantna za ispitivanje pokazuju slede¢i primeri [1]:

1. Neka je (X, d) metricki prostor i T : X — CB(X) viSeznacna a-kontrakcija (0 < a <
1). Tada je T c-MWP operator, gde je c = (1 — a)™L.

2. Neka je (X, d) metricki prostor i T : X — CB(X) viSeznacni operator za koji postoje
pozitivni realni brojevi o, f iy takodaje a+f+y <1 i

H(Tx,Ty) < ad(x,y) + B d(x,Tx) +y d(y,Ty),
za svako x,y € X. Tada je T c-MWP operator,gdejec = (1 —y)[1— (a+ B +y)] L.

3. Neka je (X, d) metricki prostor i T : X — CB(X) zatvoren viseznacni operator za koji
postoje pozitivni realni brojevi i f takodaje a+ 5 <1 |

H(Tx,Ty) < ad(x,y) + B d(y,Ty),
zasvako x € X iy € Ty. Tada je T c-MWP operator, gdejec = (1 — B)[1 — (a + B)] L.
4. Neka je (X, d) metricki prostor, x, € X ir > 0. Neka je T : B(xy, 1) — CB(X), gde
je B(xo,7) ={x € X : d(x,, x) < r} viseznacni operator za koji postoje , 8,y € R i
a+ [ +y<ltakodaje
i.  H(Tx,Ty) <ad(x,y)+ L d(x,Tx)+y d(y,Ty), Vx,y € B(x,1);
ii.  8(x,Txg) <[l—(a+p+y)IQ—-p)1r.

Tada je T c-MWP operator, gdeje c = (1 —p)[1 — (@ + B + y)]1.

Sledec¢a teorema pokazuje ako je svako viSezna¢no preslikavanje Zamfirescua MWP operator,
StaviSe, ono je c—MWP operator.

Teorema 3.3.1: [1] Neka je (X, d) kompletan metri¢ki prostor i T : X — CB(X) viSeznacno
preslikavanje Zamfirescu. Tada:
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a) T je MWP operator;

b) za svako x, € X, postoji orbita {x, }—, preslikavanja T u tacki x, koja konvergira ka
nepokretnoj tacki x* preslikavanja T, za koje sledeée procene vaze:

n

a
d(x,, x*) < 1

- d(xg, x1), n=012,..

a
d(x,, x*) < 1o d(x,_1, %), n=123..

za neku konstantu o < 1.
Dokaz: Neka je x, € X 1 x4 € Tx,.
Ako je H(Txy,Tx,;) = 0 tada je Tx, = Tx; (npr. x; € Tx,, toznacidaje Fr # @.)
Neka je H(Txy,Tx;) > 0. Biramo q, 1 < g < min{l = i}. Na osnovu Leme 2.1.1 postoji

a'2b’'2c
x, € Tx, tako da je d(xq,x,) < q H(Txq, Txy).
AKo x,,x, zadovoljavaju (Z,), tada imamo da je

d(x;, x,) < qa d(xg,x1)
Ako x,, x; zadovoljavaju (Z,), tada imamo
d(x1,x5) < qbld(xy, Txy) + d(xq, Txy)]
< qbld(xg, x;) + d(x1,x5)]

odakle dobijamo da je

d(xy,x,) < < )d(xo,xl).

1—gb
Ako x,, x; zadovoljavaju (Z;), tada imamo

d(xq1,x;) < qcld(xg, Txy) + d(xq, Tx,)]

=qc d(xy, Txy) < qc d(xg, x3)

< qcld(xg, x1) + d(xy, x;)]
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a, odatle je
qc
1-—gqc

d(xy,x,) < < )d(xo,xl).

qb  qc
'1l—qb'1—qc

Za (x:max{qa } imamo 0 < a <1, i

d(xq,x5) < ad(xy, x1).

Ako je H(Tx;,Tx,) = 0 tada je Tx; = Tx,, (npr. x, € Tx,, toznacidaje Fr # @.)
Neka je H(Tx,, Tx,) > 0. Opet, na osnovu Lema 2.1.2, postoji x5 € Tx, tako da je

d(x,, x3) < ad(xq, x5).
Na ovaj na¢in dobijamo orbitu {x, }>_, preslikavanja T u tacki x, koja zadovoljava
d(xn, %pp1) < ad(ep_q, %), n=123,.. (8)

i na osnovu (8) induktivno dobijamo

d(xp, xp+1) < ad(xg, x1), )

i, respektivno,

d(xn+k—1’xn+k) < akd(xn—l’xn)a k'EIVlJ{O}- (10)

Tako, za svako n,p € N, na osnovu (9) sledi da je

n+p-1 n+p-1

A i) S ) d@pxie) < ) akd(xx,) <
k=n

k=n

(11)
a™(1l— aP) a™
— - <

= 1—q d(xo,x1)_1_a

d(x9,x1)

na osnovu (10) dolazimo do

37



Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metri¢kim prostorima

a
d(xn’xn+p) < (a +a++ ap) d(xn—l’xn) < md(xn—l’xn)- (12)

Kako je 0<a <1, a™ -0, kadan — . Zajedno sa (11), ovo pokazuje da je {x,}r-o
Kosijev niz, pa {x, }r_, konvergira ka nekom x* € X jer je (X, d) kompletan metricki prostor.

Iz Leme 2.1.2 (2.) dobijamo da je
d(x*, Tx*) < d(x*, x41) +d(xpe1, Tx*) < d(x*, x,41) + H(Tx,,, Tx*).
Ako x,, x* zadovoljavaju (Z,), tada je
d(x*,Tx*) < d(x* x,4,) +ad(x,,x*). (13)
Ako x,, x* zadovoljavaju (Z,), tada je

d(x* Tx*) < d(x* x,.1) + bld(x,, Tx,) + d(x*,Tx*)] <

(14)
S d(x*!xn+1) + b[d(xnaxn+1) + d(x*! Tx*)]
Ako x,,, x* zadovoljavaju (Z;), tada je
d(x*, Tx*) < d(x*, x,41) + cld(x,,, Tx*) +d(x*,Tx,)] <
(15)

S d(x*!xn+1) + C[d(xn!Tx*) + d(x*! Txn+1)]-

Dakle, kada n — oo u (13), (14) i (15), dobijamo da je d(x*,Tx*) = 0.

Kako je Tx* zatvoren, sledi da x* € Tx™.

Da bismo dokazali tvrdenje pod (b), koristimo (11) i (12) i neprekidnost metrike, pa uzimajuci
da p — oo, dokaz je kompletiran. [

Za datu tacku x € X i kompaktan skupa A € X, znamo da uvek postoji a* € A tako da je
d(x,a*) = d(x,A). Tada a* zovemo projekcija tatke x na skupu A i oznacavamo a* = 7, A.
Tacka a* ne mora biti jedinstvena, ali biramo jednu.

Definicija 3.3.5: Neka je T:X — K (X) (Tx je kompaktan skup za svako x € X).
DefiniSemo projekciju povezanu sa viSezna¢nim preslikavanjem T pomoc¢u Px = m,(Tx). Za
Xo € X definiSemo x,,; = Px,, n=012,.. Niz {x,}-, konstruisan na ovaj na¢in
nazivamo Pikardova projekciona iteracija (Picard projection iteration) preslikavanja T.
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Teorema 3.3.2: [1] Neka je (X, d) kompletan metri¢ki prostor i T : X — CB(X) viSeznacno
Zamfiresku preslikavanje takvo da je Tx kompaktan skup za svako x € X. Tada je:

1. Fr +0;

2. za proizvoljno x, € X, Pikardova projekciona iteracija {x, }o—, konvergira ka nekom
x* € Fy;

3. vaze sledece procene

n

d(x,, x*) < -

a
d(x,, x*) < 1o d(x,_1, %), n=123..

d(xO!xl)u n=012,..

za neku konstantu a < 1.
Dokaz: Neka je T viseznacno Zamfiresku preslikavanje (to jest, za svako x,y € X zadovoljen
je bar jedan od uslova (Z,), (2,) ili (Z3), i Tx je kompaktan za svako x € X.)
Neka je x, € X proizvoljno i neka je {x,}s—, Pikardova projekciona iteracija.
Za x4,x, € X vidimo da je
d(xy,x,) = d(xq, Pxy) = d(x;,Txy) < p(Txo, Txy) < H(Txgy, Txq).
Ako x,, x; zadovoljavaju (Z,), tada je
d(xq,x,) < ad(xg, xq).
Ako x,, x; zadovoljavaju (Z,), tada je

d(x1,x2) < bld(xg, Txo) + d(x;, Tx,)]

= b[d(xo,xl) + d(xl’ xZ)]
odatle dobijamo
b
d(xq,xy) < <m) d(xg, x1).

AKo x,,x, zadovoljavaju (Z;), tada imamo
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d(xy,x,) < c[d(xq, Txy) + d (a1, Tx)]
= cd(xy,Tx,)
< cld(xg, x1) + d(xy, Txy)]
= c[d(xy, x) + d(xq, x,)]

a, odatle je
Cc
d(xl,xz) S (E) d(xo,xl).

b c
1-b'l1-c

Za (x:{a, } imamo 0 < a <1, ipritomeje

d(xq,x,) < ad(xgy, xq).
Stavise, za svako n € N imamo da je

d(xy, Xne1) < ad(xp_q1, X)), (16)
Dalje dokazujemo koristeci iste argumente kao u prethodnoj teoremi. ]

Posledica 3.3.1: [1] Neka je (X,d) kompletan metricki prostor. Ako je T viSezna¢no
Zamfiresku preslikavanje, T je tada ¢ — MWP operator, gde je ¢ = ﬁ za neku konstantu

a<l.
Dokaz: Sledi direktno iz teoreme 3.3.1 (b). ]

Teorema 3.3.3: [1] Neka je (X,d) kompletan metricki prostor. Ako je T viSeznacno
Zamfiresku preslikavanje, tada je F; kompletan skup.

Dokaz: Neka je {x,}r, KoSijev niz u F;. Kako je X kompletan, postoji u € X tako da
d(x,,u) = 0 kadan — oo.
Na osnovu leme 2.1.2 (3) imamo

d(u! T'LL) < d(u, xn+1) + d(xn+1’ Txn) + p(Txna Tu)

< d(u, xn+1) + d(xn+1’ Txn) + H(Txna Tu)

=d(u,x,,) + H(Tx,, Tu).
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Ako x,,u zadovoljavaju (Z,), tada je
d(u, Tu) < d(u,x,) + ad(x,,u). an
Ako x,,u zadovoljavaju (Z,), tada je
d(u,T) < d(u,x,4,) + bld(x,, Tx,,) + d(u, Tu)] (18)
Ako x,,u zadovoljavaju (Z3), tada je
d(u,Tu) < d(u, x,,1) + cld(x,, Tu) + d(u, Tx,,)]
< d(u, xn41) + cld (e, Tu) + d(u, xp44)] (19)

Otuda, kada n - o u (17), (18) i (19), dobijamo da je d(u,Tu) = 0. Kako je Tu zatvoren
skup, u € Tu. Time je dokaz zavrSen. ]

Slede¢i primer pokazuje da se za dato preslikavanje T ne moze primeniti Nadlerova teorema
0 nepokretnoj tacki, dok mozemo koristiti Teoremu 3.3.2. $to znac¢i da se radi o pravom
uopstenju.

Primer: [1]

Neka je X = [0,1] i preslikavanje T:X — CB(X) definisano

- [o,ﬂ . x € [0,1)
)

Ako izaberemo ¢ = § tada T zadovoljava (Z;). Dakle, na osnovu Teoreme 3.3.2,
preslikavanje T ima nepokretnu tacku. Za y =1, x € [z, 1) je |lx—yl < i = H(Tx,Ty).

Ovo znaci da T nije viSeznacna kontrakcija, pa ne mozemo primeniti Nadlerovu teoremu u
ovom primeru.
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3.4 Reichov problem
Jedan od pravaca generalizacije Banahovog principa, odnosno Nadlerovog rezultata, jeste
da se konstanta k zameni funkcijom koja zavisi od rastojanja tacaka x i y.
Neka je k: (0, ) — [0,1) funkcija sa osobinom

limsupk(s) <1, vt > 0. (*)

sott

Teorema 3.4.1: [20,21] Neka je (X,d) kompletam metri¢ki prostor i neka T : X — K (X)
zadovoljava uslov:

H(Tx,Ty) < k(d(x,y)) d(x,y), X, VEX, xX#*Y, (20)
gde k: (0, ) — [0,1) ima osobinu (x). Tada T ima nepokretnu tacku.

Reich je postavio sledec¢i problem:
Da li T ima nepokretnu tacku ako T: X — CB(X) zadovoljava uslov (20) i k ima osobinu (x)?
lako Rajhov problem ostaje neresen, dati su neki delimi¢ni odgovori.

Teorema 3.4.2: [515] Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i T:X — CB(X)
zadovoljava uslov:

H(Tx,Ty) < k(d(x,y)) d(x,y), x,yEX, x*y, (21)
gde je k:(0,) — [0,1) funkcija. Ako k ima svojstvo
limsupk(s) <1 vt > 0. (*%)
s—tt

tada T ima nepokretnu tacku.

U dokazu ove teoreme, koristimo lemu:
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Lema 3.4.1: [6] Pretpostavimo da T : X — CB(X) zadovoljava uslov (21) gde k ima
svojstvo (x). Tada za svako x, € N postoji orbita {x, }r—, preslikavanja T u tacki x, tako da
niz {d (x,,, x,+1)} opadajuéi teZi ka 0.

Dokaz: Biramo proizvoljno x, € X i x; € Tx,, a zatim izaberemo x,,,; € Tx, zZa n =12 ...
tako da vazi

d(xn, xn1) < [k (d Qe xn-1 D172 d(on, Txn). (22)

(Pretpostavljamo x,, # x,_, bez umanjenja opstosti, jer u suprotnom x,_; je nepokretna
taCka preslikavanja T.) Kako je

d(n, Txp) < H(Txp_1, Txp) < ke (d(xpq, %n)) d(Xpq, %),

sledi iz (22) da je

d(xnaxn+1) < \/k (d(xn—l’ xn)) d(xn—l’ xn) < d(xn—l’xn)- (23)

Tako je niz {d(x,_1,x,)} opadaju¢i. Neka je b limes od {d(x,,_;,x,)} Zan - « iz (23)
dobijamo da je b < +/ch, gde je ¢ = limsup k(r) <1, §to je kontradikcija. Te sledi da je
b=0. bt =

Sada se vra¢amo na dokaz Teoreme 3.4.2.

Dokaz: Neka je {x,}n-o definisano kao u Lemi 3.4.1. 1z svojstva (*x) imamo & >0 i
a € (0,1) tako da
k(t)<a? zate(0,96).

Neka je N takvo da je d(x,_;,x,) <&, za n = N. |z prve nejednakosti u (23) zan > N
sledi
d(xn, Xp41) S a d(Xp_q, %) < - < a ™V (xy_q, xp).

Ovo implicira da je {x,};r-, KoSijev niz, a otuda i konvergentan. Neka je ¢ = limx,,. Kako
Xn € Tx,_1,zasvakon, kadan — oo granica & € T¢ i ¢ je nepokretna tacka od T.

|
Drugi delimi¢an odgovor na Rajhov problem, dao je Y.Q. Chen [27].
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Teorema 3.4.3: [27] Neka je (X,d) kompletan metricki proctor i T : X — CB(X)
zadovoljava uslov:

H(Tx,Ty) < k(d(x,y)) d(x,y), X, yEX,x+y
gde je k:(0,) — [0,1) ima svojstvo (x). Pretpostavimo da T ima osobinu (9):

Za svaki zatvoren podskup Y od X takavdaje TxNY # @, Vx € Y, vazi da je
d(x,TxNnY) =d(x,Tx), Vx €Y. )

Tada T ima ima nepokretnu tacku.
Za dokaz ove teoreme u dva koraka koristimo sledec¢e dve leme.

Pre svega uoc¢imo sledece:
Neka je dato € > 0. Neka je I(g), takvo da je k(g) <l(g) <1 gde je k:(0,o0) = [0,1)

definisano :
k(t) = lim sup k(r), t >0.

et
Iz svojstva (=) sledi da postoji § = §(¢) € (0,1) tako daje k(t) <Il(c) zac <t <e+§6.
Lema 3.4.2: [6] Pretpostavimo da je A zatvoren podskup od X tako da vaZi

ANTx + @, Vx € A.
Tada je inf{d(x,Tx) : x € A} = 0.
Dokaz: Biramo neko x, € A i x; € Tx, N A. Zatim rekurzivno definiSemo x,,; zan>1

(mozemo pretpostaviti da je x,, # x,., zasven € N) na sledeé¢i nacin : x,,; € Tx, N A je
izabran tako da vazi d(x,,, x,,+1) < d(x,,Tx,) + &,, gde je

O<eg, < min{d(xn_l, xn)[l — k (d(xp_s, xn))],%}.

Ovo je moguce, s obzirom na pretpostavku imamo da je d(x,,Tx,) = d(x,, Tx, N A),
zasve n € N. Odatle sledi

d(xnaxn+1) < H(Txn—l’ Txn) + &n < k (d(xn—l’ xn)) d(xn—l’ xn) + &n < d(xn—l’ xn)-
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Neka je limd(x,_;,x,) =d. Ako je d >0, zaklju¢ujemo na osnovu svojstva (x) da je
d < dk(d) < d, %o je kontradikcija. Dakle d = 0, odakle sledi da je inf{d(x, Tx) : x € A} =
0. |
Lema 3.4.3: [6] Pretpostavimo da je A zatvoren podskup od X tako da je

ANTx + @, Vx € A.
Tada za € > 0 postoji x, € Atakodavazi TynA + @, Vy € B, gde je

B:={yeA:d(yxy) < &},

Za

¢

I

(0]

+
PR

Dokaz: Pretpostavimo da ne postoji x, € A. Tada za svako x € A postoji neko y € A4,
d(y,x) < & takodaje d(z,x) > &, zasvako z € Ty i specijalno d(x,Ty) = &. Razlikujemo
dva slucaja:

1. slucaj: d(x,y) < & —4/6;

4

d(x,Tx) > d(x,Ty) — H(Tx,Ty) = € — k(d(y,x))d(y,x) = & — d(y,x) = 5
2. sluéaj: d(x,y) = & — 4/6;
Tadaje e < d(x,y) <¢€ teje

d(x,Tx) > d(x,Ty) — H(Tx,Ty) = & — k(d(x,y))d(x,y) = & — l(e)¢ = £(1 — I(¢)).

Odavde zaklju¢ujemo da je inf{d(x, Tx) : x € A} > 0. Ovo je kontradikcija sa Lemom 3.4.2.
n
Sada se vra¢amo na dokaz Teoreme 3.4.3.

Dokaz: Biramo niz {e,} koji je strogo opadajuéi ka 0. Neka je L, = I(s,), &, = &(&,) i neka

je &, definisano na isti na¢in kao i ranije. Tada na osnovu Leme 3.4.3 mozemo definisati niz
lopti {B,,} tako da je:

45



Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metri¢kim prostorima

1. TxnB, #®, Vx€B,in=123..;
2. B, je podskup od B,,_; i polupre¢nik od B, je &,.
Kako je diam(B,) = 2&, — 0, (pre¢nik) zbog kompletnosti prostora X imamo da je

1B, ={(} zaneko ¢ € X. Na osnovu osobine 1. ovo { je nepokretna tacka od T.
|

Napomena: Chenov uslov (¢) je veoma restriktivan. Zaista, ¢ak i konstantno preslikavanje ne
zadovoljava uvek uslov (9), a to je pokazano u slede¢em primeru:

Primer:[6]
Neka je X = [0,5] sa uobi¢ajenom metrikom u R. Definis§emo konstantno preslikavanje F:
Fx :=1[0,1] u [4,5], x € X.

Neka je Y =[1,3]. tada imamo FxNY # @,Vx € X. Aliza x =3 € Y imamo d(x,Fx) =1
dokjed(x,FxnY) =2 Tejed(x,Fx) # d(x,FxNY).

Evo josS jednog parcijalnog odgovora na Reichovo pitanje.

Teorema 3.4.4: [18] Neka je (X,d) kompletan, metricki prostor i T :X — CB(X)
zadovoljava uslov

H(Tx,Ty) <k (d(x,y)) d(x,y) X,y €EX,x #+y, (24)

gde k: (0,©) - [0,1) ima osobinu (*). Ako je k(t) <1 — at? za neku konstantu @ >0 i
o € (0,1) i svako t > 0 dovoljno malo: 0 <t <t, za neko 0 <t, <a~/7, tada T ima
nepokretnu tacku.

Dokaz: Mozemo da pretpostavimo da je nejednakost (24) stroga. (u suprotnom, mozemo k
zameniti sa drugom funkcijom k, > k koja i dalje zadovoljava svojstvo (*) i koja nejednakost
(24) pravi strogom. Na primer, biraju¢i neko a' takvo da je 0 <a’' <a, imamo da je
1—at°<1-a't’zat>0.) Zatim za proizvoljno x, € X i definiSemo orbitu {x,};-, od T
u tacki x tako da je

d(Xpn, Xn41) < (P(d(xn_l,xn)), n =1, (25)
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gde je @(t) := tk(t),t > 0.
Ovo je moguée jer je d(xp, Tx,) < H(Txp_1, Txyp) < 9(d(xn_1,x,)). (Kada smo definisali
{x, )0 pretpostavli smo da je x,,_; # x,, zasvakon > 1. Zaista, ako je x,_; = x,, za neko
n > 1, tada je x,_, nepokretna tacka od T i to bi bio kraj dokaza.) Kako je ¢(t) <t za
t >0, niz {d(x,_1,x,)} je opadaju¢i. (U dokazu Leme 3.5.1 pokazali smo da je
limd(x,_;,x,) =0) Ali to jo§ nije dovoljno da pokazemo konvergenciju reda
=1 d(x,xn+1). Neka je o(t) = t(1 —at?). Tada je ¢(t) < o(t) za t € (0,¢t,]. Za svako
fiksno 7 € (0, t,], koriste¢i Lemu 4 [18],

i 0" (1) < oo.
n=0

(Ovde je o™ n —ta iteracija od 0.) Neka je N dovoljno veliko tako da vazi d(x,,_1,x,) < T za
n = N. Iz monotonosti funkcije o 1 (25) sledi da je

d(x,, Xp4q) < (p(d(xn_l,xn)) < p(d(xn_l,xn)) < < Q”_N“(d(x,\,_l,x,v))
< o™ N*1(7), n€N.

Ovo pokazuje da je

Z d(xn’xn+1) < 00,

Dakle, niz {x, }>_, je konvergentan, i lim,_ x, = x* € X. Kako x, € Tx,_,; zasvako n,
kada n — oo sledida x* € Tx", te je x* nepokretna tacka preslikavanja T.
n
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3.5 Lokalne kontrakcije

KoriS¢ena literature za ovo poglavlje je ([6], [16]).
Definicije e-lancastog metrickog prostora data je u uvodnom poglavlju (Definicija 1.2.6).

Teorema 3.5.1: [6] Ako je (X,d) e-lanCast metri¢ki prostor, tada je i (K (X), H) e-langast
metricki prostor.

Dokaz: Fiksiramo y € X ineka je Y = {y} € K (X). Kako je osobina £ — langasto tranzitivna,
dovoljno je pokazati da je svako A € K (X) & — landast u K (X) do Y. (postoji & — lanac u
K (X) koji povezuje A i Y.) Prvo pokazujemo da ovo vazi za konacan skup A, koriste¢i
matemati¢ku indukciju po n, gde je n broj elemenata koje sadrzi A.

1) Zan =1 A je jednoclani skup. Posto je i Y jednoélan tvrdmje je tacno jer je (X,d) & —
lancast.

2) Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za sve konacne podskupove 4 iz X, koji sadrze ne vise od
n elemenata.

3) Neka je sada A podskup od X koji sadrzi n + 1 element, A = {x;, ..., x,+1}. Kako je X
€ —lancast, postoji € — lanac x; = ug, ..., u;, = x, U X koji povezuje x; 1 x,. Lako se
uocava da konacan skup

A!{u11x21 1x‘n_+1}1 1{um—11x21 1x‘n_+1}1 {x21 1x‘n_+1}

formira e — lanac u K (X) koji povezuje A i B, B = {x,, ..., x,41}. Ali na osnovu indukcijske
pretpostavke, B je € — lancem povezan u K (X) sa Y, te sledi da je A ¢ — lancem povezan u
K(X)saY.

Sada za proizvoljan kompaktan skup A, nadimo kona¢nu familiju podskupova {A,}i_, od A
tako da je A = Uy, A, 1 svako A ima precnik < e&. Biramo za svako k neko x;, € 4j i
stavimo u skup C = {xy,..,x,}. Nije teSko primetiti da je za svako z € 4, d(z,C) <
diam(Ay) zaneko k, 1 < k < n. 1z toga sledi

H(A,C) = max{supd(z,C),supd(y,A)} =supd(z,C) < max diam(4;) < ¢,

ZEA yec ZEA 1<k=sn

Sto pokazuje da je A & — lancem povezan u K (X) sa C. Medutim, time smo pokazali i da je
C & —lancem povezan u X (X)saY. Otudaje A & — lancem povezan u K (X)saY. ]

Definicija 3.5.1: Neka je (X,d) e —lan¢ast metricki prostor. Za preslikavanje T :X —
K (X) kazemo da je lokalna kontrakcija Reichove vrste ako je:
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H(Tx,Ty) <k (d(x,y)) d(x,y) zax,y€X ipricemuje 0<d(x,y)<g,
gde k: (0, ) — [0,1) ima svojstvo

limsupk(s) <1 vt > 0. (*)

sott

Teorema 3.5.2: [7] Neka je (X,d) & — lan¢ast metricki proctori T : X — F(X) je lokalna
kontrakcija Reich-ove vrste. Tada T ima nepokretnu tacku.

Napomena: Prethodna teorema je delimican odgovor na Reichovo pitanje kao i specijalni
slucaj sledece teoreme.

Teorema 3.5.3: [7] Neka je (X, d) kompletan & — lan¢ast metricki prostori T : X — K (X)
zadovoljava slede¢i uslov: Vn, 0 <n < ¢ postoji 6 takvo da

iz n<dx,y)<n+8§ = H(Tx,Ty)<n.
Tada T ima nepokretnu tacku.

Dokaz: Neka je G : K (X) — K (X) definisano na slede¢i na¢in
cw=|] 1@ aexw.
a€A

Primetimo da G ima svojstvo: Vn, 0 <n < ¢ tada postoji § > 0O takvo da je
n<H(AB)<n+s§ = H(G(),GB)) <y

Otuda G ima nepokretnu tatku A € % (X) na osnovu Teoreme 1.2.7. Sada, kako je A = G(A),
T preslikava A u samog sebe. Lako se uocava da uslov kontrakcije preslikavanja T implicira
da je inf{d(x, Tx) : x € A} = 0. Kompaktnost skupa A obezbeduje da postoji tacka x € A za
koju je d(x,Tx) =0, tj.da x € Tx.

u
Definicija 3.5.2: [16] Preslikavanje T : (X,d) — CB(X) je uniformna lokalna (g, 1) —
kontrakcija ako za svako x,y € X vazi implikacija:

d(x,y) <e= H(Tx, Ty) < Ad(x,y) , A €[0,1).
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Teorema 3.5.5: [16] Neka je (X,d) kompletan & —lancast metri¢ki proctor, a T:X —
CB(X) uniformna lokalna (g,1) — kontrakcija takva da je skup Tx kompaktan za svako x €
X. Tada postoji x* € X takoda je x* € Tx".

Dokaz: Neka su x i y proizvoljni elementi iz X i

pe(x,y) = inf {Z d(xi—laxi)}

{x0,%1,..., x, X

glejexo=x,x, =y, dxi_,x;))<e i=12, .n
Moze se lako pokazati da je p, metrika sa slede¢im osobinama:

1) pe(x,y) = d(x,y) i
2) d(x,y) =p:(x,y) akoje d(x,y)<e .
Takode (X, p,) je kompletan metricki prostor.
Pritome A,B € X(X), H(A,B) <¢ = H.(A,B) = H(A,B).
Neka je sada {x,, x1, ..., X, } € —lanac koji spaja tatke x i y. Tada je :
H(Tx;,Tx;_y) <Ad(x;,x;_11) <eA<e Vi=12,..,n
te je:

n n n
Ho(TxTy) < ) Ho(Txu Txi0) = ) H(T x0T ) 2 d(xxi)
i=1 i=1 i=1

odakle sledi:
H (Tx,Ty) < A p:(x,y) Vx,y € X.

Prema tome, T je kontrakcija u odnosu na p, i H, pa na osnovu Teoreme 3.1.1 T ima fiksnu
tacku, tj. postoji x* € X takvo dax* € Tx". ]
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3.6 Kontrakcije sa uslovom na rubu

U ovom poglavlju posmatracemo funkcije koje ne preslikavaju ceo skup u samog sebe
ve¢ samo rubne tacke. Ta preslikavanja pripadaju klasi ,,non-self* preslikavanja. Pri tome
neophodno je obogatiti strukturu metrickog prostora. Kori$¢ena je literatura [16].

Definicija 3.6.1: Ako za proizvoljne dve tacke x,y € X, x # y postoji tacka z € X, z #
x iz # y tako da vazi

d(x,y) =d(x,z) +d(z,y)

Tada kazemo da je (X, d) konveksan metricki prostor. Skup svih takvih tacaka, zajedno sa x
i y oznaCavamo sa [x,y].

U kompletnom metricki konveksnom prostoru svake dve tacke su krajevi metrickog interval.

Ako je X metricki konveksan prostor, a K zatvoren podskup od X, iz x € K i y € K sledi da
postoji elemanat z € dK tako da je

d(x,y) = d(x,z) +d(z,y).
Napomena: Svaki Banachov prostor je metricki konveksan.

Teorema 3.6.1: [16] Neka je (X, d) kompletan metri¢ki konveksan prostor, K je neprazan i
zatvoren podskup od X i T : K — CB(X) tako da je:

a) Zasve x,y € X vazi nejednakost:
H(Tx,Ty) < ad(x,y), a € [0,1);
b) Akojex € 0K, tadaTx C K.
Tada postoji nepokretna tacka preslikavanja T.
Dokaz: Posmatramo slu¢aj kada postoji tacka x € K takva da vazi Tx ¢ K. Ako bi vazilo da

Tx € K, za svako x € K tada iz Teoreme 3.1.1 sledi egzistencija nepokretne tacke
preslikavanja T.
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Dakle, postoji elemenat y € Tx takav da y ¢ K. Neka je z € [x,y] tako da z € dK. Ako je
_ d(x.z)
d(xy)
Neka je x, € dK. Kako je Tx c K, za sve x € dK postoji x; € Tx, tako da je x; € K. Sada
¢emo matematiCkom indukcijom pokazati da postoje dva niza {x, }r—oi {x,}reo takva da je:

, elemenat z ozna¢avamo sa z(x,y, 1).

X € Txp_q, X, = z(xp_1, X5, 1)
gde je A € [0,1] najveci broj za koji x,, € K i d(x;,x,,,1) < a’ d(x,_1,x,,) za neko fiksirano
a' zakojevazia <a' <1.
Pretpostavimo da su za neko n > 1 nadeni elementi xg, X4, ..., X, S& gornjim osobinama. Za

n = 1 to su elementi x, i x;. Koriste¢i definiciju funkcije H zaklju¢ujemo da postoji elemenat

Xn+1 € Txp (#)
takav da je:

d(x), xp.1) < H(Txp_1,Tx,) + €
za € = (a' —a) d(x,_q1,%,). Tada je:
d(xrll’xrll+1) S a d(xn—l’ xn) + (CL’ - 6L) d(xn—l’ xn) = 6L’ d(xn—l’xn)-

Sada treba proceniti veli¢inu d(x,,x,+1) pri éemu razlikujemo dva slucaja:

!

1. Pretpostavimo da je x,, = xj,.
Ako je tada x,,,; = x4, Sledida je
d(xn, xn+1) = dQp, Xp41) < @' d(Xn-1,%n).
AKo je je xp41 # X54q. Tadaje
d(Xn, Xn41) < A, xp41) < @' d(xn—1, xp).

2. Pretpostavimo sada da je x,, # x;,.
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Tada je x, € 0K te je Tx,, © K odakle je x,,; = x5,4,. Kako iz x,_; € 0K sledi da je
Tx,_, € K, aodavde x,, = x;, sledida x,_, € 0K.
Dakle, u ovom slucaju vazi da je:

—_ !
Xn-1 = Xn-1

—_— !
Xn+1 — xn+1

te je:
d(xn!xn+1) S d(xn’ x‘;l) + d(x‘;l! xn+1) = d(xn’x‘;l) + d(x‘;l! x‘;l+1)

< d(xp, xp) + a' d(xn-1,%,) < d(xp—1,%7)
=d(x)_1,%5) < a' d(xp_y, Xn_1).
Matematickom indukcijom dokazujemo da je za svako n > 0 zadovoljena nejednakost:
d(xn, Xn11) < (@) d(x,%1) (26)
1. Zan =0 tojeocigledno
Zan=11ix, €K d(xg,x,)=d(x] x;) <a'd(xg, x1)
azax, € K d(x;,x;) < d(xq,x3) =d(xg,x3) < a'd(xg, xq)
i gornja nejednakost je zadovoljena.
2. Pretpostavimo sada da je nejednakost (26) zadovoljena za neko n.

3. Pokazimo sada da iz te pretpostavke sledi da je (26) tatnazan + 1

Posebno se razmatraju sluéajevi kada je x,,41 = X,4, 0dnosno kada je x,;1 # X541
U prvom slucaju je:

Ad(Xpi1, Xpa2) < @' d(xn, Xni1) S @' (@)% d(xo,x1)
< (a/)n+1/2 d(anxl)'
Pretpostavimo da je x,.1 # X;,4;. Tada je:

d(Xp41,Xn42) S a’ d(xy_q,x,) < @' (“')(n_l)/z d(xg,x1) =
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= (“’)(n+1)/2 d(xg, x1).

Na osnovu principa matemati¢ke indukcije zakljuéujemo da je nejednakost (26) tacna za
svakon > 0.

Niz {x,}r-, je KoSijev, te iz kompletnosti prostora X sledi egzistencija elementa u € K
takvog da je lim,,_, x,, = u. Treba joS pokazati da u € Tu.

Primetimo da postoji podniz {x,,} niza {x,}, za koji vazi x,, = x;,, k =1.2,... Na osnovu
(), x5, €Tx,,_,, k=12, . Kako x,, _ — u, kadak — o, dobijamo da Tx, . - Tu,
kada k — oo u Hauzdorfovoj metrici. Dakle u € Tu.

n
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3.7 ,\Weakly inward“ preslikavanje
Nastavljamo sa ispitivanjem ,,non-self* preslikavanja joS opsirnijeg tipa.
Neka je C neprazan, zatvoren podskup Banahovog prostora X 1 T : C — C(X).
Definicija 3.7.1: [6] T je ,,weakly inward“ (slabo unutrasnje) preslikavanje na C ako je

Tx c I.(x), x €C, (27)
gde je

Ic(x)=x+{A(y—x):A=1, y€eC}
slaba unutrasnjost skupa C u x (sa A ozna¢avamo zatvaranje podskupa 4 c X).
Napomena: Postoji jo$ jedan koncept definisanja slabe unutrasnjosti (Demling [12])

T je slabo unutrasnje preslikavanje na € ako je Tx c x + T-(x), x € C gde je

To(x) = {y € X : liminf

A-o0t

d(x + 1y, C) }

Ako je C konveksan, tada se oba koncepta poklapaju, medutim, ako C nije konveksan, tada
se razlikuju i u opstem slucaju je I(x) Sire od x + T;(x).

Teorema 3.7.1: [12] Neka je C =zatvoren podskup Banahovog prostora X i
T:C - C(X) kontrakcija tako da svako x € C ima najblizu tacku koja pripada Tx.
Pretpostavimo da je T slabo unutasnje preslikavanje, u smislu da je Tx ¢ x + T-(x), x € C.
Tada T ima nepokretnu tacku.

Teorema 3.7.2: [6] Neka je C zatvoren podskup Banahovog prostora X i T:C — C(X) je
kontrakcija tako da svako x € C ima najblizu tacku koja pripada Tx. Pretpostavimo da je T
slabo unuta$nje preslikavanje, u smislu da je Tx c I.(x),x € C. Tada T ima nepokretnu
tacku.

Dokaz: Prvo uoc¢imo da je uslov (27) ekvivalentan uslovu:

TxSx+{A(y—x):1>1, yecC}, Vx € C. (28)

Zatim izaberemo g € (0,1) i € € (0,1) tako da
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k< <1
1 1+¢

Neka je
1
p(x) = qud(x, Tx), x€C
gde je k konstanta kontrakcije.
Za x € C, po pretpostavci, imamo da postoji neko f(x) € Tx tako da je
Il x —f(x) I=d(x, Tx) = infd(x,y).
yETX
1z (28) sledi da postoje 1, > 1i y, € C takvida

I f(x) = (x + 2, (v — %)) 1= 0, kadan — .

Pretpostavimo suprotno tvrdenju, da T nema nepokretnu tacku u C. Tada postoji ceo broj
N > 1 dovoljno veliki tako da je

I F(x) — (x + Ay (yy — x)) II< ed(x, Tx).
Neka je

1 1
222 (1= )x 2 00)
gx) € yy

Time je definisano preslikavanje g : C — C. Pokaza¢emo da g zadovoljava uslov
lx—g(x) < @(x)— (p(g(x)), Vx €C. (29)
Iz Teoreme 1.2.6 sledi da u tom sluc¢aju g ima nepokretnu tacku, Sto je kontradikcija sa gore

strogom nejednakosti. Dakle, ostaje da se dokaze (29).
Kako f(x) € T(x) imamo

d (g(x),T(g(x))) <l g(x) — z Il +d(z,Tx) + H(Tx,T(g(x)))

<lg@)—zl+llz—fG)I+kllx—gl)l
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<hyy—zl+lz—fx) I +kllx—g)I.
Kako je
I F(x) — (x + Ay (yy — x)) lI< ed(x, Tx),
dobijamo da je

I yw =z 1=l yy — <%f(x) + (1 - %) x) < %d(x, Tx).

Takode je
1

1- E) Ihx —f(x) 1= (1 - i) d(x, Tx).

Iz —f(x) = ( =

Odatle dalje sledi
1
p(gx)) = qud (g(x), T(g(x)))

< p(x)+ #jk)d(x, Tx) +q%k hx—gCo)l

l-—¢ k
= _ — + — — .
@(x) el il el B g(x) |

Ostaje da se pokaze
1-¢ k
_ — B — < — —
q_kllz x q_kllx g |l Il x—g(x) I

ili ekvivalentno
1—=¢

d(x,Tx).
qin

1-—¢
Il z—g(x) |I<Tllz—x||:

S obzirom na izbor celog broja N, vidimo da je
ed(x, Tx) >Il (f(x) —x) — Ay(yy —2) |l
2l Ay(yy =) I =1 fQx) —x |l
=y lyy —x I —d(x,Tx).

Tako s obzirom na izbor broja g imamo
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1+¢ 1-—¢
d(x,Tx) <
An qin

d(x,Tx).

Ilg(x)—x =l yy —x lI<

Uslov kompaktnosti slika moze se odbaciti ali uz novi dodatni uslov.

Teorema 3.7.3: [6] Neka je E zatvoren podskup Banahovog prostora X i T : E — C(X) je
kontrakcija. Ako, za neko x € E,

d((1—Dx+2z,E) _
. =

liminf 0, uniformno po z € Tx, (30)

A-ot

tada T ima nepokretnu tacku.

Dokaz: Uzimamo neko ¢ € (0,1) dovoljno malo tako daje (1 — £)/(1 + ¢€) > ki neka je

_ -1

1—-¢
p(x) & <m — k) d(x,Tx), x €E.

Pretpostavimo da T nema nepokretnu tacku u E. Tada je d(x,Tx) > 0 zasvako x € E.
1z pretpostavke (30) sledi da postoji 1 = A(x) € (0, ) tako da je

1
d((l — Dx + /1Z,E) < > Aed(x, Tx), Vz € Tx.

Sada biramo z € Tx tako da

lx—zI< —d(x, Tx). (31)
l1-—-¢
2
Zatim uzimamo y € E tako da je
1
lAQA-Dx+iz—yl< 5 Aed(x, Tx). (32)
DefiniSimo preslikavanje f:E = E ,
fix)=y.

Lako se uocava da f nema nepokretnu tacku na E. U stvari, ako bi bilo f(x) = x za neko
x € E tada iz (32) sledi
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1
d(x, Tx) <l x—z II< > Aed(x, Tx).

Dakle tada je ¢ > 2. Dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom ¢ € (0,1).
Sada pokazujemo da je zadovoljen uslov

lx—FC) I < o(x) — o(F(x)), Vx €E, (33)
Zaista, ako stavimo da je u = (1 — 1)x + Az, imamo
d(y,Ty) <lly —u |l +d(u,Tx) + H(Tx, Ty).
Kako je T kontrakcija, dobijamo
diy, Ty) <ly —ull +d(u,Tx)+kllx—y I. (34)

Na osnovu (32),

l |I<1/1d( T)<1/1|| II_l l l
u=yll<zdedxTx) sz dellx—zl=5ellu—x

dwTx) <lu-zlI=@ =D llx—zl=lx—zI -Alx—zl1=lx—2l —lu—xI
te je
1
le—yIISle—uII+IIu—yIIS<1+§£) lu—xll<@+e) lu—xl,
iz (34) 1 (31) sledi da je

1
d(y,Ty)stIIu—xII+IIx—ZII —Nu—xll+kllx—yl

1
=—(1—£)IIu—xII+kIIx—yII+IIx—ZII—ZSIIu—xII

1—¢ 1
s—( —k)IIx—yII+<1—§/1€)IIx—ZII

g—(l_g—k) Il x—y Il +d(x, Tx),
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Sto implicira (33). Sada iz Teoreme 1.2.6 sledi da f ima nepokretnu tacku u E, a to je
kontradikcija.
|

Napomena: T.C Lim izostavio je uslov da svako x ima najblizu tacku u Tx i time znacajno
uopstio prethodnu teoremu.

Teorema 3.7.4: [23] Neka je C zatvoren podskup Banahovog prostora X i T : € — F(X)

kontraktivno preslikavanje. Neka je T slabo unutasSnje preslikavanje, u smislu da je
Tx c I.(x),x € C. Tada T ima nepokretnu tacku.
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3.8 Neekspanzivna preslikavanja

Da se podsetimo: preslikavanje T : X — 2Y je neekspanzivno ako za sve x,y € X vaZi da
je
H(Tx,Ty) < d(x,y)

Neka je K slabo kompaktan i konveksan podskup Banahovog prostora (X, Il ) i {x,}
ogranicen niz iz X, definisac¢emo funkciju f na X, na slede¢i nacin:

f(x)=limsupllx,—x1l, x €X.

n—oo

Neka je
r = re({x,}) = inf{f(x): x € K}

A=Ax({x, ) ={xeK: f(x)=r}

Definicija 3.8.1: [6] KaZzemo da su r i A asimptotski polupre¢nik i centar od {x,} Kkoji se
odnose na K, respektivno.

Kako je K slabo kompaktan i konveksan, Ax({x,}) je neprazan, slabo kompaktan i
konveksan.

Definicija 3.8.2: [6] Neka je {x,,} ograni¢en niz u X, a K slabo kompaktan i konveksan
podskup Banahovog prostora. Tada se {x,,} zove regularan u odnosu na K ako ry({x,}) =
1 ({xn,}), za sve podnizove {x, } od {x,}. Niz, {x,} se naziva asimptotski ravnomeran ako

je Ax({x,}) = Ax({xn,}) zasve podnizove {x, } od {x,}.

Lema 3.8.1: [13,24] Neka je {x,} ograniten niz iz X, a K slabo kompaktan i konveksan
podskup Banahovog prostora. Tada

1. uvek postoji podniz od {x,,} koji je regularan u odnosu na K

2. ako je K separabilan, tada {x,,} sadrZi podniz koji je asimptotski ravnomeran u odnosu
nakK.

Napomena: Ako je X ravnomerno konveksan, tada se Ax({x,}) sastoji od ta¢no jedne tacke,

pa je svaki regularan niz u prostoru asimptotski ravnomeran u odnosu na K.
Podsetimo se da je Banahov prostor X ravnomerno konveksan ako je
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Ilx+yll

5X(£):inf{1— > 1 X,V € By, ||x—y||2£}>0 ve € (0,2]

gde je By zatvorena jedini¢na lopta u X.

Tvrdenje 3.8.1: [6] Neka je (X,Il ) Banahov prostor i » >0 je dat broj. Tada je X
ravnomerno konveksan ako i samo ako je norma |-l od X ravnomerno konveksna na
zatvorenoj lopti B, ={x € X : |l x IS r}. To zna¢i da postoj neprekidno, strogo rastuca
funkcija g:[0, ) — [0, ), koja zavisi od r, gde je g(t) =0 ako i samo ako je t = 0, tako
da vazi :

lex+@A-yl<stlxl+Q - lyl-t@@-)gllx—yl), x,y€B, tel0l]
Lako se zakljucuje da za konveksan skup C vazi:
Ic(x)={x+A(y—x): 1 =0, y € C}.

Tvrdenje 3.8.2 : [6] Neka je X ravnomerno konveksan Banahov prostor i neka je E zatvoren

konveksan podskup od X. Pretpostavimo da je {x,} ograni¢en niz u X i da je z = Az({x,.}).
Tada je Ay (Dxad) = 2 i 1 (fn}) = ri (D).

Dokaz: Neka je
f(x) =limsup |l x,, — x |,

n—-oco

r, = inf{f(x):x € E} = rs({x,.}),
r, = inf{f(x):x € I;(2)} = = D).

Dovoljno je pokazati da je r; = r,. Ocigledno je da je r, < r;. Ostaje da se pokaze da je
r, <1y, Primenom Tvrdrnja 3.8.1 dobijamo, za neko r > 0 i neprekidnu strogo rastucu
funkciju g (koja zavisi od r) tako da je:

fex+@Q-t)y)<tf)+Q-0)f@y)-t@-t)gllx—y1l), =xye€EB, tel01] (35)

Jasno je da je 1, =inf{f(x):x € Iz(2)}; Dakle, imamo niz w, = z + 1,,(z,, — z), gde je
A =01z, € E, tako da f(w,) - 1,. Ako je A,, < 1, za beskona¢no mnogo n, tada w,, € E, a
tako je f(w,,) = r; zato n. Kada n — oo dobijamo da je r; < r,, ato je trebalo da pokazemo.

Prepostavimo da je 1, > 1,vn. Ako {A,} ima ograni¢en podniz, isto oznacen sa {1,},
moZemo pretpostaviti da 1,, > 2 = 1. Kako je {z,} ograni¢en, mozemo takode pretpostaviti
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da z, = Z€ E. (Ovde znak " — " oznacava slabu konvergenciju.) Kada n — oo dobijamo
w, = W = z + A(Z — z). Drugim re¢ima, moZemo zapisati

~_1~+ 1 1
Z=w < A)Z'

Kako je f slabo sa donje strane poluneprekidno, dobijamo
fW) < liminf f(w,) =,
Sa druge strane, na osnovu konveksnosti funkcije f dobijamo
F@ <3 F@ + (1-7) £
A A
Kako je f(Z2) =1, f(z) =r i f(W) <1y, iz poslednje nejednakosti sledi da je

1 1
T‘1 S Irz + <1 _I)rl
i tako je

r <135

Konacno, pretpostavimo da A,, — co. U ovom slu¢aju moZemo pisati

1 1
Zn :A—Wn+<1—/1—)z.
n n

Neka je sada r dovoljno veliko tako da je B, o {w,} U {z}. Koriste¢i nejednakost (35)
dobijamo da je

1 1 1 1
Fln) S 5 +(1=7)f@ = (1= 1) 90 wa =2 1)
Kako je f(z,) = i f(z) = ry, iz poslednje nejednkaosti sledi da je
(1-2) 90wy —2 1) < fw) ~
/1n g n - n 1:

Neka sadan — co. Dobijamo

limsupg(lw, —zI) <r,—7r, <0.
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Otuda, w, = zi r, =lim f(w,) = f(2) = ;.
|

Ako je T : E - K (X), tada ne mozemo da pretpostavimo da je E separabilan, time Lema
3.8.1 (2) nije primenljiva. Zbog toga je potrebno da definiSemo univerzalnu mrezu.

Definicija 3.8.3: Ako je X neprazan skup, onda svako preslikavanje f proizvoljno usmerenog
skupa A u skup X zovemo mreZa u skupu X. Pis§emo da je f(a) = x,, zasvako a € A. Mrezu

oznacavamo sa {x,}.

Definicija 3.8.4: Mreza {x,} u prostoru S zove se univerzalna mreza ako je za svaki
potprostor U prostora S, {x,} u U ilije {x,JuS\ U.

Sledece Cinjenice su znacajne: [10]
a) Svaka mreza u prostoru ima univerzalnu podmrezu.

b) Ako je f:S; - S, preslikavanje i ako je {x,} univerzalna mreza u S;, tada je {f (x,)}
univerzalna mreza u S,.

c) Ako je S kompaktan i ako je {x,} univerzalna mreza u S, tada postoji lim,x,.
Neka je E konveksan i slabo kompaktan podskup Banahovog prostora (X,IIII) i T:E —

K (E) neekspanzivno preslikavanja. Za fiksiran elemenat x, € E i proizvoljan ceo brojn > 1,
kontrakcija T,, : E —» ¥ (E) definisana sa:

1 1
T,(x) :Ex0+ <1—E)Tx, x €EE,

ima nepokretnu tacku x,, € E. Lako se uocava da d(x,, Tx,) < %diam(E )—>0, n- .

Neka su r i A asimptotski polipre¢nik i centar od {x,,} respektivno, koji se odnose na E. Posto
T ima kompaktne slike, mozemo izabrati y, € Tx, tako da

Iy, —x, I=d(x,, Tx,), n =1

Kako je T preslikavanje skupa u samog sebe, mozemo pretpostaviti da je E separabilan (ako
nije, mozemo konstruisati zatvoren, konveksan podskup od E koji je invarijantan u odnosu na
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T,vidi [25]). Na osnovu Leme 3.8.1 moZemo pretpostaviti da je {x,,} asimptotski ravnomeran.
Biramo proizvoljno z € A. Kako je Tz kompaktan, postoji z, € Tz

” Yn — Zn ”: d(y‘n_!TZ) < H(Tx‘n_!TZ) S” Xn —Z ”

Zbog kompaktnosti skupa Tz, mozemo takode pretpostaviti da {z,} (jako) kovergira ka
nekom Z € Tz. Odatle sledi da je:

limsupllz, —Z Il =limsup |l y, —z, I< limsup || x, — z |I.
Ovo pokazuje da Z € A. Dakle, moZzemo definisati preslikavanje T : 4 — K (A)
Tz=ANTz, ZEA
Ovo T generalno, nije ni neekspanzivno ni sa donje strane poluneprekidno preslikavanje,
medutim, jeste sa gornje strane poluneprekidno, a to su primetili Kirk i Massa [26]. Oni su
dokazali slede¢u teoremu, koriste¢i Bohenblust-Karlin teoremu o nepokretnoj tacki, koja je
viSe topoloske nego metricke prirode. U ovom radu bi¢e naveden dokaz koji koristi princip

viseznacne kontrakcije Nadlera.

Lema 3.8.2: [6] Ako je C kompaktan i konveksan podskup Banahovog prostora X i
T:C - KC(X) je neekspanzvno preslikavanje koje zadovoljava (grani¢ni) uslov

Tx N1 (x) # 0, Vx € C.
Tada T ima nepokretnu tacku.

Dokaz: Fiksiramo neko x, € C i definiSemo za svaki ceo broj n > 1 kontrakciju T,, : C =
KC(X) na sledecu nadin:

1 1
T,(x) =—x, + <1——)Tx, x €C.
n n

Tada je T,, kontrakcija koja zadovoljava isti (grani¢ni) uslov koji zadovoljava T, tj:
T, (x) N I;(x) # O, Vx € C.

Tada, na osnovu teoreme Deimlinga (Teorema 11.5 [12]), T, ima nepokretnu tacku x, € C.
Kako je C kompaktan skup, mozemo pretpostaviti x,, = x € C. Takode, lako se uocava da je
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1
d(x,, Tx,) < EdiamC - 0, kadan — oo.

Dobijamo d(x, Tx) = 0,dakle x € Tx.
]

Teorema 3.8.1: (Kirk-Massa) [27] Neka je E neprazan, zatvoren, ograni¢en i konveksan
podskup Banahovog prostora X i T :E - KC(E) neekspanzivno preslikavanje.
Pretpostavimo da je asimptotski centar u E svakog ograni¢enog niza u X neprazan i
kompaktan. Tada T ima nepokretnu tacku.

Dokaz: Kako je T preslikavanje u samog sebe, mozemo pretpostaviti da je E separabilan.
Dakle, imamo asimptotski ravnomeran niz {x,} u E tako da je limd(x,, Tx,) = 0. Takode
imamo i niz {y,} za koji vazi da

Yo €ETx, |

Il x, —y, I= d(x,, Tx,),Vn € N.

Neka je
A= AE({xn}) | r= rE({xn})-

Ve¢ smo pokazali da je

TxNA=+@, Vx €A (36)
Ideja je da ne posmatramo preslikavanje u samog sebe Tx =Tx N A, x € A, kako T gubi
ne-ekspanzivnost. Umesto toga, posmatramo preslikavanje T : A —» KC(E). Prednost ove
ideje je u tome da je neekspanzivnost preslikavanja T sa¢uvana, Sta viSe, (rubni) uslov, (36) je

zadovoljen, iako T viSe nije ,,self-mapping®.

Sada, za svaki ceo brojm = 1, definiSemo kontrakciju S,, : A - KC(E) pomocu:
5, (x) & +<1 1)T €A 37
m\X) = mxo m X, X ) ( )

gde je x, € A fiksirano. Tada svako S,, je kontrakcija koja zadovoljava uslov

Sn(x)NA =+ 0, Vx € A.
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Kako S, ima kompaktne i konveksne vrednosti, na osnovu Leme 3.8.2, S,, ima nepokretnu
tacku v,,, € A. Niz {v,,} zadovoljava

limd(v,,, Tv,) =0. (38)

Kako je A kompaktan, {v,,} c 4, {v,,} ima konvergentan podniz {”m,-}- Za podniz {vm,-}
vazi lim Um; =V E A. Naosnovu (38)
limd (vmj, Tvmj) =0
odakle dobijamo da v € Twv.
n

Neka je X Banahov prostor i E neprazan, zatvoren i konveksan podskup prostora X.
Podsetimo se da je tada unutraSnjost prostora E u tacki x data sa:

Ig(x)={x+ Ay —x): 1= 0,y € E},

a viSezna¢no preslikavanje T: E — F(X) je unutradnje (slabo unutrasnje) ako je Tx c Ig(x),
(Tx c Iz(x)) zax € E.

Teorema 3.8.2: [6] Neka je E neprazan, zatvoren, ograni¢en i konvekan podskup Banahovog
prostora X i T:E - KC(X) je neekspanzivno preslikavanje, koje zadovoljava uslov
unutradnjosti: Tx < Iz(x), za x € E. Pretpostavimo da je asimptotski centar u E, svakog
ograni¢enog niza u X, neprazan i kompaktan. Tada T ima nepokretnu tacku.

Dokaz: Fiksiramo neko x, € E i definiSemo za svaki ceo broj n>1 kontrakciju
T,,: E = K C(X) na slede¢i nadin:

1 1
T,,(x) :Exo + (1 —E)Tx, X EE.

Tada T,, zadovoljava uslov unutrasnjosti tj. T,,x c Iz(x), za svako x € E. Tako, na osnovu
Teoreme 3.7.2, T, ima nepokretnu tatku x, € E. Na osnovu Leme 3.8.1, mozemo
pretpostaviti je da je niz {x,} regularan. Neka je vy, € Tx, definisano kao i ranije tj.:
I X, — ¥ 1= d(xn, Tx,). Neka je {x, } univerzalna podmreza od {x,} i funkcija g
definisana:

glx)=liml x, —x I x €E.
a
Neka je
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C={xeE:gkx)=r}

gde je r = infyepg(x). Tada (propozicija 6, [26]), C je neprazan i kompaktan. Klju¢ ovog
dokaza lezi u tome da uslov unutrasnjost preslikavanja T na E implicira da je

Tx NI (x) = @, x €C. (39)

Zaista, ako x € E , iz kompaktnosti, imamo da za svako n > 1, postoji neko z, € Tx tako
da je

” Yn — Zn ”: d(y‘n_!Tx) < H(Tx‘n_!Tx) S” Xp— X ”
Neka je z =lim , z, € Tx. Odatle sledi da je

g@)=1limll x,, —zlI=limll y,, — 2z, ISIl x,, —x Il
a a

a

Dakle,
gi@) <glx)=r. (40)

Ostaje jos da se pokaze z € I-(x). Kako je Tx < Iz(x), imamo neko A > 0 iv € E tako da je
z=x+A1(v—x).
Ako je 1 < 1, tada z € E na osnovu konveksnosti E, stoga, na osnovu (40), z € C c I.(x), a

to je trebalo pokazati.
Pretpostavimo da je A > 1. Tada je

1
v=uz+ (1 —pwx, gdejeu = 1 € (0,1).

Na osnovu konveksnosti funkcije g i (45), imamo

gw) <ug(z)+ (1A —pwglx) <r.

Kako v € E, odatle sledi da v € C i vazi z=x + A(v — x) pripada I.(x). Sada imamo ne-
ekspanzivno preslikavanje T :C — KC(X) koje zadovoljava (grani¢ni) uslov (39). Na
osnovu Leme 3.8.2 T ima nepokretnu tacku.

u
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Teorema 3.8.3: [6] Pretpostavimo da je X ravnomerno konveksan Banahov prostor, E je
zatvoren, ogranicen i konveksan podskup od X, i T: E = K (X) neekspanzivno preslikavanje
koje zadovoljava uslov slabe unutrapnjosti:

Tx clg(x), zax€E.
Tada T ima nepokretnu tacku.

Dokaz: Fiksiramo x, € E, zatim definiSemo, za svaki ceo broj n > 1, kontrakciju
T,,: E = K(X) na sledeci nacin:

1 1
T,,(x) :Exo + (1 —E)Tx, X EE.

Lako se uocava da T,, zadovoljava uslov slabe unutra$njosti, T,,x c Iz (x) za svako x € E,
zaklju¢ujemo, na osnovu Teoreme 3.6.2 da T;, ima nepokretnu tacku, oznacenu sa x,,. Takode,
lako se uocava da je

1
d(x,,Tx,) < EdiamE - 0, kadan — oo.

MoZemo da pretpostavimo da je {x,,} regularan i odatle asimptotski ravnomeran jer prostor X
je ravnomerno konveksan. Neka je z jedini element asimptotskog centra od {x,} u E; Tada je
z € E jedini minimizer u E funkcije:

f(x) =Ilimsup Il x, —x Il.

n—oco

Neka je
r = f(z) =inff(x).

X€EE

Biramo z,, € Tz koje zadovoljava |l y,, — z,, I= d(y,,Tz).
1z neekspanzivnosti preslikavanja T sledi da je

I Yn —Zn 1< H(Txn,Tz) <| Xy — Z Il

Kako je Tz kompaktan, moZemo pretpostaviti da {z,} jako konvergira ka tacki Z € Tz. Sledi
da je

f@ =limsupllx,—ZIl=Ilimsupll y,, — z, IS limsup ll x, — z Il ;
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te je
(@) < f(2). (41)

Sada ¢emo pokazati da je Z =z, ¢ime zavr§avamo dokaz. Prvo ¢emo primetiti da je
Z € I;(2). Tada, na osnovu Tvrdenja 3.8.2 i (41) dobijamo da je f(£) = f(2). To zna&i da su
z i Z minimizeri funkcije f na Iz(z), odakle je Z = z i z je nepokretna tadka od T

H.K.Xu daje dokaz, da se Z i z poklapaju, koji koristi nejednakost ravnomerne konveksnosti,
t). Tvrdenje 3.8.1.

Kako Z € I;(z), postoji niz {1} nenegativnih brojeva i niz {u,} elemanata potprostora E
tako da je:
Wy :Z+Ak(uk _Z) - Z. (42)

Ako je 4, < 1 za beskonacno mnogo k, tada w;, € E za te k-ove i odatle Z € E. Za ovo, (41)
pokazuje da Z € E je takode minimizer od f u E odakle je Z = z na osnovu jdinstvenosti.

Neka je sada A, > 1, zasvako k. Ako {4} ima ograni¢en podniz, tada je {u;} ogranicen,
imamo, za neki podniz {k;} pozitivnih celih brojeva da A;, = A i u,, = u € E. Odatle sledi

da je
Z=z+AMu—-2)

smanjuju¢i slu¢aj na slu¢aj unutrasnjosti koji je objasnjen u [2,12,22,].
Pretpostavimo da A, — oo. Tada (42) piSemo

. 1
U = Wi + (1 — )z, gdeje py = E - 0.

Sada, neka je r dovoljno velik broj tako da zatvorena lopta B, sadrZi nizove {x, — wy}i
{x,, — z}. Primenjujemo Tvrdenje 3.8.1 i dobijamo da dok u; € E:

f(2) < flu) = fFQuewi + (1 — 1) 2)
= limsup Il g (xy —wi) + (1 — ) (x, — 2) |l

<ufwe) + (A = w)f (@) — (@ = ) gl wye — z 11).

Dakle,
Q—w)glwe—z 1) < flwe) — f(2).
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Uzimaju¢i limes kada k — oo
gl z—z1) < f(@)—f(2) <0 jerje f(2) < f(2).
Kako je g strogo rastuca funkcija i g(0) = 0, mora biti Z = z. |
Teorema Downing-Kirk 3.8.4: [6] Neka je E neprazan, zatvoren, konveksan podskup
Banahovog prostora X i T : E - F(X) je sa donje strane poluneprekidno preslikavanje koje
zadovoljava uslove:
1. Zax € E postoji 6 = 6(x) > 0 tako da za k € (0,1)
y€E€Bs(x)NE = d(ly,Tx)+kllx—yl.
2. Ti(x)NI;(x) #Pzax € E, gdeje Ty(x) ={z € Tx : Il x — z = d(x, Tx)}
Tada T ima nepokretnu tacku.
Postavlja se pitanje: Ako se pretpostavka (2) u prethodnoj teoremi promeni u

T(x)NIg(x) +® za x €EE

da li preslikavanje T ima nepokretnu tacku?
Dacemo primer, koji daje negativan odgovor na ovo pitanje.

Primer :[6]
Neka je X = R i E = [0,1]. DefinisSemo T: E - K(X)
T(x) ={-1,2} zasvako x € E.

Tada je T konstantno preslikavanje i T, N Iz(x) # @ za svako x € E, posto je Iz(x) = R,
zax € (0,1), (—»o,1]zax=1i [0,0) za x =0.

71



Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metri¢kim prostorima

Literatura

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]
[7]

8]
[€]

[10]

[11]

[12]

A.Kaewkhao, K.Neammanee, Fixed point theorem of multi-valued Zamfirescu
Mapping. J. Math. Res., Vol.2, No.2, 2010.

D.Downing ,W. A. Kirk, Fixed point theorems for set-valued mappings in metric
Banach space, Math. Japon. 22 (1977)

D.Ili¢, V.Rakocevi¢, Kontraktivna preslikavanja na metrickim prostorima i uopstenja,
Univerzitet u Nisu, Nis 2014

H.E. Kunze, D. La Torre, E.R. Vrscay,Contractive multifunctions, fixed point
inclusions and iterated multifunction systems, J.Math. Appl. ,330, 2007

H.K.Xu, Fixed point theorems for single-valued and set-valued mappings, thesis,
Zhejiang Univ.,1985.

H.K.Xu, Metric fixed point theory for multivalued mappings, Disert. Math., 2000.

H.K.Xu, € — chainability and fixed points of set-valued mappings, Math. Japon. 39
(1994)

I.A. Rus, Generalized contractions, Cluj University Press: Cluj-Napoca, 2001

J. Caristi, Fixed point theorems for mappings satisfying inwardness conditions, Trns.
Amer. Math. Soc. Vol. 215, 1976

J.L. Kelley, General Topology, Van Nostrand, Princeton, NJ, 1955

J. M. Borwein, O. Giladi, Nearest points and delta convex functions in
Banach space

K. Deimling, Multivalued Differential Equations, Walter de Gruyter, Berlin and New
York, 1992

72



Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metric¢kim prostorima

[13] K. Goebel, On a fixed point theorem for multivalued nonexpansive mappings, Ann.
Univ. Mariae Curie-Sklodowska 1975

[14] Lj.Gaji¢, M.Kurili¢, S.Pilipovi¢, B.Stankovi¢, Zbirka zadataka iz funkcionalne analize,
Univerzitet u Novom Sadu, Novi Sad, 2000

[15] N.Mizoguchi, W. Takahashi, fixed point theorems for multivalued mappings on
complete metric space, J.Math. Anal. Appl. 141 (1989)

[16] O. Hadzi¢, Osnovi teorije nepokretne tacke, Institut za matematiku, Novi Sad, 1978

[17] O. Hadzi¢, S. Pilipovi¢, Uvod u funkcionalnu analizu, Novi Sad, 1996.

[18] P. D. Daffer, H. Kaneko, W. Li, On a conjecture of S.Reich, Proc.Amer. Math. Soc.
Vol. 124, 1996.

[19] S.B. Nadler, JR., Multi-valued contraction mappings, Pacific J. Math. 30, 1969

[20] S.Reich, A fixed point theorem for locally contractive multivalued functions,
Rev.Roumaine Math. Pures Appl. Vol. 17, 1992

[21] S.Reich, Fixed points of contractive functions, Boll. Un. Math. Ital., 1972

[22] S. Reich, Some fixed point theorems, Atti. Accad. Naz. Lincei Rend. Cl. Sci. Fis. Mat.
Natur. (8) 57 (1974)

[23] T.C.Lim, A fixed point theorem for weakly inward multivalued contractions, J. Math.
Anal. Appl., to appear

[24] T.C. Lim, Remarks on some fixed point theorems, Proc. Amer. Math. Soc. Vol.60,
1976

[25] T. Kuczumow, S. Prus, Compact asymptotic centers and fixed points of multivalued
nonexpansive mappings, ibid., 465-468

[26] W. A. Kirk, S.Massa, Remarks on asymptotic centers and Chebyshev centers,
Houston J. Math. Vol. 16, 1990

[27] Y. Q. Chen, On a fixed point problem of Reich, Proc. Amer. Math. Soc. Vol. 124, 1996

73



Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metri¢kim prostorima

Biografija

Dragana Knezevi¢ je rodena 05.03.1990. u Bihadu,
Bosna i Hercegovina. Zavrsila je 2005. godine osnovnu
Skolu ,,20. oktobar* u Vrbasu. Potom je upisala Gimnaziju
Zarko Zrenjanin®, u Vrbasu, prirodno matematicki smer,
koju je zavrsSila 2009. godine. Iste godine je upisala
osnovne akademske studije Primenjene matematike na
Prirodno-matematickom fakultetu u Novom Sadu, modul
Matematika finansija. U oktobru 2013. godine Dragana
upisuje master studije na istom usmerenju. Polozila je sve
ispite predvidene nastavnim planom i programom i stekla
uslov za odbranu master rada.

74



Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metric¢kim prostorima

UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO — MATEMATICKI FAKULTET
KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA

Redni broj:

RBR

Identifikacioni broj:

IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija
D

Tip zapisa: Tekstualni Stampani materijal
TZ

Vrsta rada: Master rad

VR

Autor: Dragana KneZevic

AU

Mentor: dr Ljiljana Gaji¢

MN

Naslov rada: Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metrickim
prostorima

NR

Jezik publikacije: srpski (latinica)

JP

Jezik izvoda: s/en

JI

Zemlja publikovanja: Republika Srbija

ZP

UZe geografsko podrucje: Vojvodina
UGP

Godina: 2015.

GO

Izdavac: Autorski reprint

1Z

Mesto i adresa: Novi Sad, Departman za matematiku i informatiku, Prirodno-matematicki
fakultet, Univerzitet u Novom Sadu, Trg Dositeja Obradovica 4

MA

Fizicki opis rada: (3/74/0/0/0/0/0)

(broj poglavlja/strana/literalnih citata/tabela/grafika/priloga)

FO

Naucna oblast: Matematika

NO

75



Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metri¢kim prostorima

Naucna disciplina: Nelinearna analiza

ND

Predmetna odrednica/klju¢ne reci: viseznacno preslikavanje, kontrakcija, nepokretna tacka,
metricki prostor

PO

UDK:

Cuva se: Biblioteka Departmana za matematiku i informatiku, Prirodno-matematicki fakultet,
Univerzitet u Novom Sadu

cu

Vazna napomena:

VN

lzvod:

IZ

Datum prihvatanja teme od strane NN veca: Jun 2015.

DP

Datum odbrane: Oktobar 2015.

DO

Clanovi komisije:

KO

Predsednik: dr Zagorka Lozanov-Crvenkovic, redovni profesor, Prirodno-matematicki fakultet,
Univerzitet u Novom Sadu

Clan: dr Ivana Stajner-Papuga, vanredni profesor, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet
u Novom Sadu

Mentor: dr Ljiliana Gaji¢, redovni profesor, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u
Novom Sadu

76



Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metric¢kim prostorima

UNIVERSITY OF NOVI SAD

FACULTY OF SCIENCE
KEY WORDS DOCUMENTATION
ANO
Identification number:
INO
Document type: Monograph type
DT
Type of record: Printed text
TR
Contents code: Master’s thesis
cC
Author: Dragana KneZevi¢
AU
Mentor: Ljiliana Gaji¢, PhD
MN
Title: Fixed point theorems for multi-valued mappings in metric spaces
Tl
Language of text: Serbian (Latin)
LT
Language of abstract: s/en
LA
Country of publication: Serbia
CP
Locality of publication: Vojvodina
LP
Publication year: 2015
PY
Publisher: Author’s reprint
PU

Publ.Place: Novi Sad, Department of Mathematics and Informatics, Faculty of Science,
University of Novi Sad, Trg Dositeja Obradovica 4

PP

Physical description: (3/74/0/0/0/0/0)

PD

Scientific field: Mathematics

SF

Scientific discipline: Nonlinear Analysis

SD

Subject/Key words: multivalued mappings, contraction, fixed point, metric space

77



Teoreme o nepokretnoj tacki za viseznacna preslikavanja u metri¢kim prostorima

SKW

ucC:

Holding data: The library of the Department of Mathematics and Informatics, Faculty of
Science, University of Novi Sad

HD

Note:

N

Abstract:

AB

Accepted by the Scientific Board on: June 2015

ASB

Defended: October 2015

DE

Thesis defend board:

DB

President: Zagorka Lozanov-Crvenkovic, PhD, full professor, Faculty of Sciences, University of
Novi Sad

Member: Ilvana Stajner-Papuga, PhD, associate professor, Faculty of Sciences, University of
Novi Sad

Mentor: Ljiljana Gajic¢, PhD, full professor, Faculty of Sciences, University of Novi Sad

78



