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1.Uvod

Osiguranje je jedan od oblika upravljanja rizikom koji je usmeren na smanjenje finansijskih
gubitaka. Osiguravaju¢a kompanija sklapa ugovor o osiguranju sa osiguranikom, pri ¢emu
osiguranik pla¢a premiju osiguravajucoj kompaniji (jer osiguravajuc¢a kompanija preuzima na
sebe rizik osiguranika), zauzvrat ukoliko dode do Stete osiguravaju¢a kompanija u obavezi je
da isplati naknadu Stete osiguraniku. Na taj nacin se smanjuje finansijski teret osiguranika,
treba napomenuti da osiguranje ne omogucéava dobitak osiguraniku, ve¢ samo obezbeduje
finansijsku naknadu gubitka. U radu ¢emo razmatrati stanje osiguravajuée kompanije,
zanimace nas verovatnoce kada ¢e osiguravajué¢a kompanija da propadne odnosno, da dode do

bankrota a u kojim slu¢ajevima da prezivi.

U prvom delu rada obrazloZi¢emo rizicne rezerve, tj. finansijsko stanje kompanije u trenutku
t = 0, koje zavisi od pocetnog kapitala (u = 0) , u trenutku t = 0 od pocetnih rezervi, od
procesa premije kao i od nadolazeéih naplata za §tetu. Sto se tice premija pretpostaviéemo da
kompanija ima dovoljno osiguranika koji placaju premije, tj. da se premije placaju neprekidno
tokom cele godine sa konstantnom stopom premije p po jedinici vremena. Takode, da i u
trenutku t > 0 kompanija dobija vecu premiju nego S§to treba da isplati iznos Steta
osiguraniku, odnosno da ima pozitivno optere¢enje. Rizicne rezerve mozemo definisati kao
pocetne rezerve uvecane za iznos premija koje dobijaju od osiguranika i umanjene za ukupan
iznos Kkoji osiguravajuca kompanija treba da isplati osiguraniku. Kada smo definisali rizi¢ne
rezerve mozemo pric¢ati o verovatno¢i propasti na kojoj se rad bazira, tj. o verovatnoci
propasti na konatnom i beskona¢nom intervalu. Takode, o naCinima na kojim moZzemo
izraCunati verovatno¢u propasti, tj. 0 Lundbergovoj nejednakosti i Kramer—Lundbergovoj
aproksimaciji koje zavise od koeficijenta prilagodavanja, koji ¢emo takode posmatrati u ovom
delu rada. Prikazacemo i eksplicitnu formulu za verovatnocu propasti, tj. integrodiferencijalnu

jednacinu za verovatnoc¢u propasti koja vazi kad su pocetne rezerve nenegativne.

Kako se verovatno¢a propasti za neke raspodele ne moze eksplicitno izraunati preko
navedenih formula, u drugom delu rada posmatra¢emo razliite aproksimacije verovatnoce
propasti. Prvo ¢emo posmatrati De Valderovu metodu kod koje ¢emo aproksimirati

verovatnocu propasti pri ¢emu iznosi Steta imaju eksponencijalnu raspodelu i potrebno je da



postoje prva tri momenta raspodele. Posto u nekim sluc¢ajevima ova metoda ne daje precizne
rezultate posmatratemo 1 prilagodenu De Valderovu aproksimaciju, tj. 4MGDV
aproksimaciju. Kod pomenute raspodele iznosi pojedinacnih isplata Steta imaju Gama
raspodelu i potrebno je da postoje prva Cetiri momenta procesa individualnih isplata Steta.
Razmatracemo i Bekman—Boversovu aproksimaciju, aproksimaciju gustog odnosno teskog
saobracaja gde premije samo malo prevazilazile ocekivane zahteve kao i aproksimaciju lakog
saobracaja kod kojh su u proseku premije mnogo vece od ocekivanih zahteva, kao i njihovu
interpolaciju, tj. interpolaciju gustog i lakog saobracaja. Obrazlozi¢emo i aproksimaciju
difuzije gde ¢emo aproksimirati zahtev viSka sa Braunovim kretanjem sa driftom
podesavanjem prva dva momenta, medutim, kako aproksimacija difuzije nije veoma precizna

bavi¢emo se i korigovanom difuznom aproksimacijom.

U tre¢em delu posveticemo se modelu obnove koji se jo$ naziva Sper Andresonov proces.
Primeni¢emo gradivo iz prvog dela rada na model obnove. Najjednostavniji slucaj je
Poasonov sluc¢aj, gde broj dolazaka Stete ima Poasonovu raspodelu, a raspodela vremena
dolaska eksponencijalnu raspodelu. Razmatrac¢emo slozen Poasonov model gde su zahtevi i
stope premije negativni. Obrazlozi¢emo promenu mera preko eksponencijalne porodice koja
odgovara slu¢ajnom hodu, takode c¢emo objasniti verzije Lundbergove nejednakosti i
Kramer—Lundbergove  aproksimacije, gde <¢emo primetiti da je racunanje
Kramer—Lundbergove konstante C mnogo komplikovanije za slu¢aj obnove nego za sloZen
Poasonov slucaj. Zatim, kada se proucavaju problemi koji se ne mogu svesti na ugradeni
slu¢ajni hod prikazaCemo Markovo aditivno glediste. Takode, ¢emo predstaviti model obnove
kod faza tipa raspodela gde su zahtevi faznog tipa, kao i model obnove u prisustvu teskih

repova, kod Gerber—Siju funkcija kao i kod Zavisnog Sper Andresonovog modela.



2. Osnovne osobine teorije propasti

2.1.Poasonov proces i sloZen Poasonov proces

U radu posmatramo osnovne osobine Poasonovog procesa, preko {N;t = 0} koje
predstavljaju broj zahteva za odstetu, tj. N, je broj zahteva za odstetu u vremenskom intervalu
[0, t].

Definicija 2.1: Proces {N;; t = 0} je Poasonov proces sa parametrom g, (8 >0) ako vazi:

e Ny=0
e Proces ima nezavisne prirestaje
e Broj zahteva u proizvoljnom vremenskom intervalu duZine t ima Poasonovu

raspodelu sa srednjom vredno$¢u {t. Sledi,

k
P{N;,s — N; =k}=% e Pt k=0,1,2...,zasves,t>0.

Iz tre¢eg uslova vidimo da je Poasonov proces stacionaran, odnosno da raspodela broja

zahteva u nekom vremenskom intervalu zavisi samo od duZine tog intervala.

Bitna osobina Poasonovog procesa je vreme koje protekne izmedu dva zahteva. Posmatramo
Poasonov proces N, neka t; bude vreme dok se ne podnese prvi zahtev, t,vreme koje
protekne izmedu prvog i drugog zahteva, a sa t; vreme koje protekne izmedu j —1i j — tog
zahteva. Niz {7, }=1,, . nazivamo vreme zadrzavanja u datom stanju, trazimo raspodelu za
T,,. Dogadaj {t; > t} ¢e se desiti ako i samo ako se do trenutka t ne podnese nijedan zahtev za

odstetu , odnosno 7; >t < N, = 0. Sledi
0
Plz, >t} = P{N, = 0} = £ et = -

Kako je P{r; <t} =1 —e A%t > 0, sledi 7, ima eksponencijalnu raspodelu, tj. 7;: £(8) sa

. o1
oc¢ekivanom vredno$éu 5

Teorema 2.1. t,,n=1,2,... su nezavisne slu¢ajne promenljive sve sa istom raspodelom

£(B).



Definicija 2.2. Neka je proces prebrajanja zahteva {N;;t = 0}, Poasonov proces sa
parametrom . Individualni gubici {U;}{2; su nezavisne slu¢ajne promenljive sa identiénom
raspodelom, nezavisne od N;, svaka sa funkcijom raspodele B(u) i ocekivanjem pg < oo, t].
pg = E(U),ug ™ = E(U™). Odnosno, U; je iznos j -tog gubitka. Neka je D, ukupni gubitak
na intervalu (0,t]. Vazi daje D, = 0,ako je N, =01i D, = Z?’;l Uj, ako je N, > 0. Onda, za
fiksirano t, D; je slozen Poasonov proces. Kako {N;;t > 0} ima stacionarne i nezavisne

prirestaje, onda i za {D;; t = 0} vazi isto. Sledi,

E(D)) = E(NJE(U;) = Bt - ug (2.1)

Bitna osobina slozenog Poasonovog procesa je da on ima stacionarne i nezavisne prirestaje.

(Klugman, Panjer, Willmot, 2004.)

Stohasticki proces {Y;;t = 0}ima stacionarne prireStaje ako za 0 < s <t raspodela za

Y; — Y, zavisi samo od t — s, tj. zavisi samo od duZine tog intervala.

Stohasti¢ki proces {Y;;t = 0}ima nezavisne prireStaje ako za sve 0<s<t<u<v,
Y; —Ys; je nezavisno od Y, — Y, tj. broj dogadaja koji se pojave u nekom vremenskom
intervalu ne zavisi od broja dogadaja koji su se pojavili u nekom drugom vremenskom
intervalu. (Dickson, 2006.)

2.2. Model procesa rezervi

Model opisuje stanje osiguravaju¢e kompanije pomocu procesa rizi¢nih rezervi{R; ; t = 0} pri
¢emu je R; finansijsko stanje (mereno u novcéanim jedinicama) kompanije u trenutku t. Zavisi
od pocetnog kapitala u = 0 u trenutku t = 0, tj. poCetnih rezervi R, = u, procesa premija
P, = pt, kao i od nadolaze¢ih naplata za Stetu. Takode, pretpostavimo da Stete dolaze u
nekom slu¢ajnom vremenskom trenutku, te da su njihovi iznosi slucajni. Oznafimo sa
{D;; t = 0} proces ukupne Stete, a sa {S;; t = 0} proces zahteva viska. Neka je {N;;t = 0}
proces prebrajanja broja Steta, tako da za fiksno t > 0, slu¢ajna promenljiva N; predstavlja
broj Steta koje su se dogodile do trenutka t, tj. [0, t]. Individualni iznosi Steta su modelirani
kao niz nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih promenljivihn {U;};2, , tako da
U; predstavlja iznos i-te stete. (Dickson, 2006.)

Proces rizi¢nih rezervi {R; ; t = 0} je tada definisan sa



Rt =u+Pt_Dt,
pri Cemu je

D, =Yt U,
R; =u+pt—2§v=tlUi,
Se=u—R, =Y%M U —

Kod procesa rizika se pretpostavlja da je proces prebrajanja broja Steta {N, ; t = 0} Poasonov
proces, onda broj Steta koji se dogodi do trenutka t tj. N, ima Poasonovu raspodelu sa
parametrom pSt. (Dickson, 2006.) Neka pored navedenih osobina E(U) = ug, zakljuéujemo
iz definicije 2.2. da D; ima slozenu Poasonovu raspodelu. Kada je broj $teta u intervalu [0, t]

jednak nuli onda je i ukupan iznos Steta do trenutka t nula, tj. kada je N, = O tadaje i D; = 0.

U modelima koje posmatramo postoji konstanta p tako da

TN Uk > pt oo (22)

tj. moZemo tumaciti p kao prosecan iznos zahteva po jedinici vremena, odnosno

p = BE(U) = Bug. Sigurnosno opterecenje 1 je definisano kao relativni iznos za koji stopa

premije p prekoradi p. tj.
_p=p
n== (2.3)

(Asmussen, Albrecher, 2010).

Pretpostavimo da kompanija ima dovoljno osiguranika koji placaju premije ili da je potrebno
naplatiti veliki broj, tako da mozemo pretpostaviti da se premije plac¢aju neprekidno (tokom
cele godine) sa konstantnom stopom p po jedinici vremena. Kompanija je tada u trenutku
t = 0 dobila ukupnu premiju pt. Dalje pretpostavljamo pt > E(D;), odnosno da ukupna
premija ima pozitivno opterecenje (premija koju kompanija dobija je veca od iznosa Steta koju
isplacuje). 1z (2.1) i pt > E(Z?’;1 U;) sledi p > fug. Prema tome, neka je p = (1 + 1) Bus,

gde je n > 0 faktor opterecenja premije.



Proces premije je dat sa:

P.=(1+nED)t = (1 +n)Bust

Model procesa rezervi kada je stopa premijep # 1 je
Ry =u+ (1 +n)Bugt— Dy,

Ry = u.
(Klugman, Panjer, Willmot, 2004.)
Model procesa rezervi kada je stopa premijep =1 je

R, =u+t—-D,,

Ry = u.
2.2.1. Definicije verovatnoce propasti
Verovatnoca da proces rezervi R; bude manji od nule za neko vreme t koje je veée od nule, u

zavisnosti od pocetnih rezervi u, predstavlja verovatno¢u propasti na beskonacnom

vremenskom intervalu, tj.
Yw)=P{3t>0,R; <0 IRy =u}.

Drugim re¢ima, verovatnoca da ¢e ukupna Steta biti veca od zbira pocetnih rezervi i prihoda
od premije. Verovatnoc¢a prezivljavanja na beskonacnom vremenskom intervalu je definisana

na sledeéi naéin:

¢(u) =P{¥t>0,R; =20 1Ry, =u}.
Mozemo definisati verovatnocu propasti na kona¢nom intervalu:
Y, T)=P{3t€[0,T],R; <0 IRy = u},
kao i verovatnocu prezivljavanja na kona¢nom intervalu
¢, T) =P{v¥t€[0,T],R, =0 1Ry =1u}.

Y =1- o).
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(Klugman, Panjer, Willmot, 2004. ; Dickson, 2006.)
Neka je vreme propasti

t(u) =inf{t = 0: R, < 0} = inf{t = 0:S; > u},

I maksimum zahteva viska sa beskona¢nim i kona¢nim vremenskim intervalom
M = supost<co St, My = SUPo<esr St -
Verovatnoca propasti se moze napisati:
Y) = P(r(w) <) =PM > u)
Y, T)=P((u) <T)=PM; > u).

Propozicija 2.1: Pretpostavimo da vazi (2.2). Ako jen < 0, onda M = oo skoro sigurno i
otuday(u) = 1, zasve u. Ako jen > 0, onda M < oo skoro sigurno i otuda p(u) < 1 zasve

dovoljno velike u. (Asmussen, Albrecher, 2010.)

2.3. Koeficijent prilagodavanja

Definicija 2.3. Neka je t = y najmanje pozitivno reSenje jednacine:

Byl®l = 1+ A +nugt (2.4

Gde je By[(t)] = E(etV) funkcija generatrise momenta iznosa steta slu¢ajne promenljive U.
Ako postoji funkcija generatrise momenta, resavanjem jednacine (2.4) dobijamo koeficijent

prilagodavanja koji oznaCavamo sa y. (Asmussen, Albrecher, 2010.)

10
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e e e e e e e e m = S = - =

M

Grafik 2.1

Ako By [t] ne postoji , onda ne postoji ni koeficijent prilagodavanja y. Mozemo pokazati ako
By [t] postoji, onda postoji i ¥ na sledeé¢i na¢in: Posmatraéemo Grafik 2.1, tj. dve krive
yi(®) =1+ @A +nugt i y,(t) = By[t] = E(eY) u (y,t) ravni. Ako postoji By[t] =
E(etY) za sve t > 0. Diferenciranjem ove dve krive dobijamo y;(t)= (1 +n)ug, y,(t)=
E(UetY). Kako je y;(0) = 1iy,(0) = 1, ove dve krive sekuse u t =0, dok y;(0)= (1 +
mMu > y;(0)= EU) = u.( Klugman, Panjer, Willmont, 2004.) Zaklju¢ujemo da kako se
vrednosti za t povecavaju, tako kriva y,(t) pada ispod krive y;(t). Zanima nas da li su te
dve prave jednake u nekoj tacki, tj. da li se seku u nekoj tacki kada je t > 0? Kako je y,(t) >
0 sledi da je y,(t) rastu¢a funkcija i y;'(t) > 0 sledi y,(t)je konveksna. Dobijamo da
v, (t) preseCe y;(t) u tacki y > 0. Tacka u kojoj se seku je tacka y, tj. koeficijent

prilagodavanja.

Teorema 2.2: Koeficijent prilagodavanja y postoji ako i samo ako postoji funkcija generatrise

momenta By [t].

Postoji joS jedan oblik za odredivanje koeficijenta prilagodavanja

1+n=["e"™f,(Wdu (2.5)
gde je
f;’(u) — il][u] , US> 0
HUB

ekvilibrijumska funkcija gustine.(Selesi, 2016.)
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Iz jednaine (2.4) sredivanjem dobijamo da je (1 + 1) = % sledi iz (2.5) da vazi
B

A~

By[t] -1

gt

f e’ f,(wdu =
0
Kako je p = fup, dobijamoiz (2.3)da zap =1 je p = ﬁ 1z (2.4) vidimo da za

A +nyug = % dobijamo da je Lundbergova jednacina

~ t
BU[t] = 1+E

koju ekvivalentno moZzemo zapisati kao
B(Byltl—1) -t =0.

2.4. Lundbergova nejednakost, Kramer—Lundbergova aproksimacija i granice i
aproksimacije za koeficijent prilagodavanja

2.4.1. Lundbergova nejednakost
Teorema 2.3: Neka je y > 0 koeficijent prilagodavanja. Tada vazi
Y(u) <e '

Dokaz:

Dokazujemo indukcijom. DefiniSemo verovatnocu propasti u periodu od n placanja Steta kao

Y (w).

Dovoljno je pokazati

l/)n(u) S e—yu’
zan =1,2,3,... jer je
Y(u) = limy,_, e Y, (0).

Za n = 0, neka je y,(u) verovatnoca propasti pri isplati nulte Stete, odnosno nijedna Steta

nije isplac¢ena i ne moze da dode do propasti, te je verovatnoca propasti jednaka nuli, tj.
J€ 1Sp prop J propasti y

Yo(u) =0<e

12



Stoga, pretpostavljamo da je za fiksirano n = 1, ¥, (u) < e7"*. Zatim odredujemo ¥, (),
uzimajuci u obzir vreme i iznos prve Stete.
Pretpostavimo da se prva $teta dogodila u vremenu t > 0 i da je iznos Stete U. AKko se propast
dogodila kod n + 1 — ve stete ili pre nje, tada vazi jedan od sledeéa dva slucaja:

1) propast se desila u trenutku prve $tete, tako da je U > u + pt ili

2) propast se nije desila u trenutku prve Stete, tako da je U < u + pt , propast nastaje

kod nekih od sledecih n Steta.
Yp1(W) =P{U>u+pt}+P{U< u+ptip,(u+pt—U)

Prvi sabirak predstavlja verovatnocu da propast nastaje pri isplati prve Stete, a drugi sabirak
da propast nije nastala pri isplati prve Stete ali se dogodila kod nekih od slede¢ih n Steta. Kako
se propast nije dogodila kod prve isplate, tj. preziveli smo prvu isplatu, onda su nove pocetne
rezerve u +pt —U.

S obzirom da je pojava Stete Poasonov proces sa parametrom £, raspodela vremena do prve
Stete je eksponencijalna sa parametrom S, dok je gustina za iznos Stete oznacena sa b(u) .

Integracijom po svim mogucéim vremenima i iznosima prve Stete dobijamo:

wﬁe-ﬁtfoo b(u)dudt+f

u+pt 0

Yria@) = |

o u+pt
ﬁe-ﬁtf b(w) ¥, (u + pt — U)dudt.
0 0

Iz indukcijske pretpostavke 1, (1) < e~ "% sledi da je ¥, (u + pt — U) < e Y@+pt=0)
Kod prvog sabirka
U=u+npt

u+pt—-U<0

e Y wipt=U) > 1 ], fuoj-ptb(u)du < fu"iptb(u) e~ Ywtpt=-U) 4y,

Yne () <

® 0 ,—Bt [ ~y (u+pt-U) ® 3o~ Bt (UFPL ~y(u+pt-U)
Jo Be Pt [ b e D dude + [ Be Pt [ b(u) eV PV dudt
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oo

Y@ < |

Be Bt f b(w)e Y@+pt-U) qydt
0 0

< e M f B e~ (B+yptge f e’V b(uw)du
0 0
B+yp=B+ A +n)Pusy

=B+ @ +nusv),

iz (2.4) dobijamo

B+yp =B Bylyl

o)

Yror @) < e f Be—PEUIVIE B [y]dt
0

Kako je [.” Be~PBulVlt By [y]dt = 1 dobijamo:
Yne1(w) < e’ m(Selesi, 2016.)

Iz Teoreme mozemo pokazati da je (o) =0. Kako je (o) =lim, e P, (w), i

verovatnoc¢a propasti je nenegativna sledi
0 <lim,,o Yy(u) < lime™"* = 0.
n—0o

Kako je ¢(u) =1 —y(u) sledi ¢p(o0) = 1.

2.4.2. Kramer—Lundbergova aproksimacija

Teorema 2.4: Neka y > 0 zadovoljava (2.4). Onda je verovatnoca propasti
Y(u)~ Ce 4, U — oo
gdezap # 1,

— UBn
By lyl-up(1+n)’

(Klugman, Panjer, Willmont, 2004.)

Zap =1,znamodaje n = 1_Tp iug(1+n) = % sredivanjem dobijamo

1—
co_1=p
ﬁBU[)/]_l
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o)

B/ [yl = E(Ue"Y) =f Ue"Ub(u)du.

0

Notacija a(x)~b(x), x = o0 znadi lim ,_ % =1.

o

Napomena: Neka {[s] = [

o € Y (u)du oznatava Laplasovu transformaciju verovatnoce
propasti.

Primer 2.1: Odrediti verovatnoée propasti Kramer—Lundbergovom aproksimacijom za

mesovitu eksponencijalnu raspodelu sa parametrima a = — L y= ;,
190744933,98 84535691,61
tezinom w = 0,78 i optereCenjem 11 = 30%.
Tabela 2.1 : Kramer—Lundbergova aproksimacija
u 0 107 108 10° 1010
Y (u) 0.76139296 | 0.75172213 | 0.67002910 | 0.21205910 | 0.00000214

(Burnecki, Mista, 2005.)

2.4.3. Granice i aproksimacije za koeficijent prilagodavanja y

Propozicija 2.2: Ako postoji koeficijent prilagodavanja, moze biti ograni¢en sa

2(1 —Bug) _ 2nug

2 - 2
ﬁué) ué)

Yy <

Dokaz: 1z U > 0 sledi da By[a] = E(e®Y) > 1 + pga + uf;)aZ/z. Otuda

~ _ 2 (2) (2)
1= B(Bu)[/y] DS ﬁ(yus+§// kg /2) _ Bug + Bygg L (2.6)

odakle odmah sledi rezultat. m
Propozicija 2.3:
Neka B bude fiksno, ali pretpostavimo da f = () varira sa sigurnim optere¢enjem tako da

1 )
B = PR Zatim kad n! 0,

2nug
y=v~—5
B

Nadalje, Kramer—Lundbergova konstanta zadovoljava C = C(n)~1.
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Dokaz: Posto Y(u) » 1 kada nl 0, sledi iz Lundbergove nejednakosti da y — 0. Otuda

Tejlorovom ekspanzijom, nejednakost u (2.6) je takode aproksimacija tako da

BB -1) Blyus +v*us/2) Ly Byud
. . pt—"

2 —p) _ 2nug

Bug’  ug

Da C > 1 lako sledi iz y > 0 i € =E,(e™)) (u granici &() je raspodeljen kao
prekoracenje koje odgovara n = 0). Za alternativni analiticki dokaz, zabelezite da

C = 1-p  _ Nup
BBylyl-1 Bilyl-1/B

Mg Ui

up +vu? —ug(L+n)  yul? Jug —n

~

~—'—=1. M (Asmussen, Albrecher, 2010.)

2.5. Integrodiferencijalna jednacina

Integrodiferencijalna jednadina je eksplicitna formula za verovatno¢u propasti Y(u) ili
verovatno¢u prezivljavanja ¢(u). Kao i do sad sa u oznacavamo pocetne rezerve, a sa U

iznos (zahteva) stete.

DefiniSemo verovatnoc¢u prezivljavanja ¢ (u) kao verovatno¢u da se propast nije dogodila uz

pocetne rezerve u, tj. ¢p(u) = 1 —p(u). Iz dokaza Lundbergove nejednakosti sledi

Y1) =P{U>u+pt}+P{U< u+pt W, (u+pt—"U)
=1—-P{U<u+pt}+ PlU< u+pt Y, (u+pt—U)
=1— P{U <u+pt}(1—¢,(u+pt—U))

Kako vazi ¢, (W) =1 — ¥, (u), m =1,2,3.., sledi

Pn+1(w) = P(U < u + pt)d,(u + pt — V), v n

16



Verovatnoca prezivljavanja pri isplati n + 1 — ve Stete je verovatnoca da propast nije nastala
pri isplati prve Stete, tj. preziveli smo prvu isplatu, pocetne rezerve posle prve isplate su nam
u + pt — U i verovatnoca prezivljavanja pri isplati ostalih n Steta. Kako vreme ima istu

raspodelu kao i kod Lundbergove nejednakosti T: e(B) . Vazi

0o u+pt
p(u) = L Be‘Btf0 b(w) ¢p(u + pt — U)dudt

Uvodimo smenu s =u + pt

¢(u)—%f

B st
d(w) > pL fb(u)q,’)(s U)duds.

(S u)
f b(w)¢(s — U)duds

Diferenciranjem po pocetnim rezervama tj. u, dobijamo integrodiferncijalnu j-nu za

verovatnocu prezivljavanja (2.7) iz koje se izraCunavanjem dobija verovatnoca prezivljavanja

d(u).

Bu -Bu

Ed)( )——epf e” f b(u)¢(S—U)dudS-—ePe v fo bw) ¢(u — U)du
B? Bu o ZBs S B ru
=zev fu evr fo b(u)qb(s—U)duds—;fo b(w) p(u— U)du

d _B B ru
<=L o L[ b - yau.  (27)
Vaze pocetni uslovi:

Iz Lundbergove nejednakosti imamo lim,_. ¢(u) =1, uslov ¢(0) = dokaZUJemo

kasnije.
Mozemo videti da je integrodiferencijalna jednacina za verovatnocu propasti
d B B ru
@@ ==Y == [ b - U)du - (1 —-BW). (28
Pocetni uslovi su:
W(0) =1 — ¢(0), tj.1p(0) = ﬁ kao i limy_o, P(w) = 0. (Selesi, 2016.)

Pokazacemo kako mozemo izracunati verovatnocu propasti (u) pomocu (2.8)

u

Primer 2.2: Posmatra¢emo situaciju kada iznos $tete U: e(ui), ti. B(u)=1—e #5,
B

17



_ 1 e
b(u) = e kB,

—¢< ) = E b(u )——f b(uw) Y(u — u>du—— (1-Bw)

=§1/)(u) f e s lp(u—U)du——(l—1+e #B)

Uvodimo smenu: y=u—U

0 _(u-y
- L (- [ w(y)dy>—§e z

Ly =Ly —Leus et y(idy ~Lem (29)

L) =L Ly — LT (~ 1) [ eits y(y)dy — Lo Thmeis ) ~Le s

P e 2L [ et popay— L gy + L e
"™ Jo YOy~ S WEd e H
1z (2.9) sledi
_u vy N d
p%e #BJO eks ¢(y)dy=§l/)(u)—§e "B—@E"(U)
__ﬁ ﬁ ﬁ B ___1____ ___fi_ -fi— B
= W)+ ) = LT — )~ g+ e
d
= L) - b

2 B 1. d
W'ﬁ(u) = (;—E)@l/)(u)

Kakojep = Bup(1+n)

2

) =~ )

ug(1+n) du

Ovo je obicna diferencijalna jednacina drugog reda koju reSavamo

2 n
ri+
up(1+m)
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r(r+m>=0

U

:0, = ——
n TR )

P = cre™™ + et

Opste resSenje diferencijalne jednacine verovatnoée propasti

__n
l/)(u) = c;tcye #B(1+Tl)u

gde su c;, ¢, konstante koje dobijamo iz pocetnih uslova

1 .
ll}(O) = 147" limy, e, l/)(u) =0
N )
lim, o Y(u) = limcytc,e #BA*M " = ¢ | sledic; =0
u—->00

n
_—O . 1

Y(0) = cpe B = e = ¢, , sledic, = —
147

Dobijamo verovatnocu propasti

"
w(u) = Le HB(1+7I)u.
1+n

Odavde mozemo izraziti i verovatnocu preZivljavanja ¢p(u) = 1 — p(u)

__n
B = 1 e T

Ostalo je jo$ da dokazemo pocetni uslov koji smo koristili (0) = ﬁ

d B B p
G =5 w0 = [ b e = v T (1~ Bw)

Jednacinu integralimo u granicama (0,o0), dobijamo
B ﬁ (0] ﬁ oo u ﬁ oo
Y(o) —Y(0) == Yudu—— b(w)Y(u — U)dudu — — (1 — B(u))du
pJy P Jo Jo b Jo
Promenimo redosled integracije u dvostrukom integralu
oo u oo co
f j b(w)Y(u— U)dudu = f f b(w) Y(u — U)dudu
0 0 0 U

Uvodimosmenuy =u —U
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= [7 [ by dydu = [ bwdu [, Yy dy = [, p»)dy.

_B (" _B (" B (T
b =" f W)~ f WO dy =% ] (1 B@w)du

L
¢(0)_pf0 (1 -Bw))du

Kakoje f,"(1— B(w))du = E(U) = pp

—Bue _ 1
YpO)==F=1—m
Samim tim pokazalismodaje  ¢(0)=1-— ﬁ = 12—1’

Zakljucujemo da su integrodiferencijalne jednacine dobre zato $to vaze za u = 0, dok
Lundbergova nejednakost i Kramer—Lundbergova aproksimacija vaze samo kad u — oo.
Takode, kod integrodiferencijalnih jednacina se ne posmatra y pa ne moramo da razmisljamo
0 njegovoj egzistenciji, dok kod Lundbergove nejednakosti i Kramer—Lundbergove

aproksimacije vodimo racuna o egzistenciji koeficijenta prilagodavanja y.

2.6. Maksimalni ukupni gubitak

Neka sa 7, , 7, , . . . oznaCavamo trenutke u kojima se isplacuje Steta. Onda je trenutak
propasti 7(u) definisan sa:

t(w) = inf{t =0: R, <0}(2.10)
gde je (2.10) prvi trenutak kada dolazi do propasti.
Sledi,
7(u) < oo, doslo je do propasti
7(u) = oo, nije doslo do propasti.
Verovatnocu propasti i prezivljavanja mozemo napisati na slede¢i nacin

Y@ =P{r(u) <o IRy =u}
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¢(w) =P{r(u) = IRy =u}
Zanima nas koliki je deficit u trenutku propasti.

Neka je verovatnoca da je doslo do propasti i da je maksimalni deficit najvise y novéanih
jedinica:

G(u,y) = P{t(u) < o iR, € [-y,0]},u,y = 0

Sledi,
ylgrgo Gwy) =P{lt(u) <o}=9Ym), u=0
Teorema 2.5: Funkcija G (u, y) zadovoljava integrodiferencijalnu jedna¢inu
S 6w =26y - 6u-Uy b@du - LBu+y) -Bw) Yuy=0
(Selesi 2016. ; Asmussen, Albrecher 2010.)
Dokaz:

Sli¢no kao u dokazu Teoreme 2.3. Posmatramo Sta se deSava sa prvim zahtevom. MoZe da se

dogodi:

1) propast se dogodila u trenutku prve Stete tako da je U > u + pt, ali gubitak moze biti
najvise y, $to znaci da je U < u + pt + y, u suprotnom kada je U = u + pt + y gubitak ce

biti ve¢i od y.

2) propast se nije dogodila u trenutku prve Stete, tako da je U < u + pt, propast sa gubitkom

najvise y nastaje kod nekih od sledeéih n $teta.

Gu,y)=Plu+pt<U<u+pt+y}+P{U<u+pt}cGu+pt—U,y)

= Joo,B e Pt (B(u+pt+y)—Bu+pt))dt+
0

(o) u+pt
+f B e‘ﬁtj b(u) G(u+ pt — U,y)dudt
0 0
Uvodimo smenu
s=u+pt
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- fjﬁ e 5 (B(s +) — B(s)) $+ f;ﬁ ) fosbw)a(s _ uy)du%

G(u,y) = Se%u fuoo e_%(fosb(u)G(s —U,y)du+ (B(s+y)—B(s)))ds (2.11)

Diferenciranjem dobijamo

. Bu, . _Bs

—Gwy) =%ev %fu e v (J;bW)G(s — U,y)du+ B(s +y) — B(s)) ds —
Bu _pu
ere

< ™

(J5 b6 (u — U,y) du + Bu+y) - Bw)
Iz (2.11) vidimo

% fme_%(fosb(u)G(s —U,y)du+B(s+y) — B(s))ds :G(u,y)e%

pu -gu .
;—uG(u,y):%e P G(u,y)e —%(fo b(u)G(u—U,y)du+B(u+y)—B(u))

6@y =2 6wy — L [ bw6w -,y du L (B +y) - Bw).m

Teorema 2.6: Funkcija G(0, y) je data sa

y
G(O,y)=%J (1-Bw)du, y =0
0

Necéemo dokazivati.

Posmatra¢emo sada koliko smo puta pali ispod odredenog nivoa. Verovatnoca da ¢e rizicne
rezerve pasti ispod pocetnog nivoa u je jednaka verovatno¢i propasti sa pocetnim rezervama
nula tj. ¥ (0). Imamo nove pocetne rezerve, verovatnoca pada ispod novih pocetnih rezervi je
takode ¥(0), itd. Zakljuujemo, kako proces rizi¢nih rezervi ima stacionarne i nezavisne

prirestaje, verovatnoca pada ispod pocetnih rezervi ¢e uvek iznositi (0).

Slu¢ajna promenljiva Y predstavlja iznos padova ispod pocetnog nivoa u, zaklju¢ujemo da

kada postoje padovi ispod poéetnog nivoa, Y ima ekvilibrijumsku funkciju gustine.

Teorema 2.7: Ako postoji pad ispod pocetnog nivoa u, tada sluCajna promenljiva Y koja

predstavlja iznos ovog poc¢etnog pada ima funkciju gustine
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1-By()
—B .

be(y) =

Dokaz:

Posto proces rizi¢nih rezervi ima stacionarne i nezavisne prirestaje, funkcija G (0,y) takode
predstavlja verovatno¢u da rizi¢ne rezerve padnu ispod svog pocetnog nivoa, i da je iznos tog

pada najvise y. Stoga, ako iskoristimo Teoremu 2.6, Y ima funkciju raspodele

G(0,y) B y _ 1y
P{Y <y} = Tg’) = mfo (1- B(u))du—;fo (1 - Bw))du

Diferenciranjem, dobijamo
b)) =-(1-B(). =

Ako je pad jednak sa y, rizi¢ne rezerve ¢e odmah posle pada biti u — y i kako proces rizi¢nih
rezervi ima stacionarne i nezavisne prirestaje, propast ¢e se dogoditi posle toga sa
verovatno¢om WY(u —y), pod uslovom da je nenegativnhou — y, inafe se propast vec
dogodila.Verovatnoc¢a drugog pada je 1 (0). Drugi pad ima istu gustinu kao prvi, tj. b, (y)
nezavisan je od prvog pada. Zbog osobine Poasonovog procesa posle svakog pada proces
"pocinje iznova”. Prema tome, ukupan broj padova K ima geometrijsku raspodelu. Odnosno,

PIK =0} = 9(0) =1~ () =1~

P{K =1} = ¢¥(0)(1 —¥(0)), vidimo da
PIK = k} = $(0)F (1 - () = =) —=, k=0,1,2
14+n° 1+7n’ T
Dobijamo geometrijsku raspodelu sa parametrom %

Oznacimo sa L maksimalni ukupni gubitak, tj. L je zbir svih iznosa padova.
Kako rizi¢ne rezerve poc¢inju odmah posle pada ponovo da rastu, najnizi nivo viska je u — L.

Ako oznac¢imo sa Y; iznos isplate za koliko samo pali ispod pocetnog nivoa pri isplati i-tog
zahteva, kako proces rizi¢nih rezervi ima stacionarne i nezavisne prireStaje, vazi da je
{Y,,Y,,...} niz nezavisnih slu¢ajnih promenljivih sve sa istom raspodelom (Svaka sa gustinom

bo(¥)). Sledi
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L: Y1+Y2+Y3+...+YK,

gde je L =0, ako je K = 0. Maksimalan ukupan gubitak L ima slozenu geometrijsku
raspodelu gde je primarna raspodela geometrijska, a sekundarna raspodela je data sa gustinom
be (y).

Verovatnoca prezivljavanja je verovatnoca da ukupni gubitak bude manji ili jednak pocetnim
rezervama
¢(w) = P{L <u} =B, (w),
(Klugman, Panjer, Willmot, 2004.)
dok verovatno¢u propasti mozemo dobiti
Y =1- o).

U daljem nastavku rada pretpostavljamo da je stopa premije p = 1.

3. Razlicite aproksimacije verovatnoce propasti

3.1. De Valderova metoda

Pretpostavljamo da je dat proces rizika {R;,t > 0} sa raspodelom B i stopom premije p=1,
za koji ho¢emo da odredimo verovatnocu propasti. Ideja je da aproksimiramo verovatnocu
propasti jednim razliitim procesom sa eksponencijalnim zahtevom sa parametrom 6,
tj. U:£(8), brojem dolazaka intenziteta B, tj. Ny: P(B) i stopom premije p. Iz primera 2.2

kod integrodiferencijalnih jedna¢ina gde smo imali iznos zahteva sa eksponencijalnom
n
1 o , . 1 ——u
raspodelom sa parametrom ” dobili smo verovatno¢u propasti Y (u) = el #p+m = Kako
B

je za proces rizika koji aproksimiramo raspodela individualnih iznosa zahteva

p-p

eksponencijalna sa parametrom §, tj. E(U) = %,ﬁ ==

™™

p == (Rajter-Ciri¢, 2009.) iz

integrodiferencijalne j-ne dobili Smo verovatnocu propasti za proces rizika {R,, t > 0}

7 _5_B
) =Le O,

6

™

Ovo je De Valderova aproksimacija verovatnoce propasti za dati proces rizika {R;,t > 0} .

Za De Valderovu aproksimaciju je potrebno da postoje prva tri momenta raspodele. Parametri
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S,D,8 su izabrani tako da momenti procesa {R,,t > 0}

izjedna¢imo prve momente

E(R,) = E(R,)

N¢

ER,) = E u+pt—ZUi — u + pt — E(NDEU)

i=1
=u+pt — Ptug

E(R,) =u+ﬁt—§t

t —

=
On| ™

u+pt—pPtug =u+

p=p— Pug+

ol ™

Na pocetku smo pretpostavili daje p = 1, znamo da je p = Sug, sledi

p:

™

—-p+1 (3.2)
Zatim izjedna¢imo centralne momente drugog reda, tj. disperzije
E[(R, — E(R))*] = E[(R; — E(R))?]
R —E(R) = — X%, Uy + pt.
Neka je D, = 2?21 U;, izjedna¢imo druge momente

E(DP) = ptuy), E(U?) = [° U2 §e™*3 dii=%

— 2
E(D?)=Ft =
2
Btug’ =Bt 52
L= pu®  tj.dobijamo B =2 pul
- gy OLP
E(D?) = E(NE(U?) = =

,Btyf;’) = 6.(;—3[’), podelimo sa t dobijamo
3 68
Hy' =55 (33)

Zamenimo B koje smo dobili u (3.2) u jednagini (3.3), sledi
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B §
@ @3 @?
~ 3 .- PN, 9 2 3
§ = L&, odavde dobijamo da je B = #33 z B D= ﬂug) —p+1.
HUp 2”1(3) 25

Kada postoji koeficijent prilagodavanja procesa rizika koji aproksimiramo, aproksimacija daje
dobre rezultate kada je verovatno¢a propasti mala, npr. manja od 5%, medutim metoda nije
precizna kada ne postoji koeficijent prilagodavanja. Takode, aproksimacija nije dobra za male
vrednosti od u, npr. kada je u = 0, jer je za male vrednosti pocetnih rezervi verovatnoca
propasti velika. (Asmussen, Albrecher, 2010. ; Dickson, 2006.)

Primer 3.1: Posmatramo klasi¢ni proces rizika sa individualnim iznosima S$teta U; Cija je
2u

gustina b(u) = %(2 e 2 +§e_T) za u > 0. Pretpostavimo daje =1 ip=118.

Izracuna¢emo De Valderovu aproksimaciju zau = 10, 20,30, 40, 50 ?

Resavamo:

Izracunavamo momente individualnih iznosa Steta. Neka je Y; slucajna promenljiva sa

2u

funkcijom gustine y; = 2e~2%, Y, slu¢ajna promenljiva sa funkcijom gustine y, = 2e73
jom g y 3

tada zbog linearnosti matematickog ocekivanja vazi

E(U)=1(E(Y1)+E( YZ))=1 l+E =1
2 2\2 2

pp =1

[0e]

2 _2u
ukz(Z e 2 tze3 )du

E(U®) = J

0

1 2 _2u
E(U")=§J uk(2 e‘2“+§e 3)du
0

EWR) =~ (E(YF) + E(Y)).

Z—E(UZ)—1<1+9>—5
He = —2\272)72

21
up = E(U®) =5

Kako vazi pretpostavka f =1 ip = 1.1 8, dobijamo sledece:

26



5 5 s 9° 125 , 125 . B 25 25
0= 22_1 _?’ﬁ_@ﬁ_ﬁﬁ_ﬁ’p_p_ﬁ”3+§_1'1_1+5_0'1+5
1z
3 _;-B
) = L 0P
6p
125
(0) = —20——1=08994
= (01+59)
125 _<;_ o5 )10
Ww(10) = % e \ (01455))  — 04380
7(0.14‘%)

Y(20) = 0.2133

¥(30) = 0.1039

¥(40) = 0.0506

Y (50) = 0.0246.

Da bismo mogli da uporedimo koliko je dobra ova aproksimacija potrebna nam je eksplicitna
formula za verovatnocu propasti. Mozemo je dobiti koriS¢enjem inverzne Laplasove

transformacije

A {(p—1)-e T+ (r, —p)-e 2}

I

_ pn(a+v)-[{p+n(a+v)P—aavna+m]? .
- 2(1+n) !

1

_ p+17(cr+1/)+[{p+n(01+V)}2—400/77(1+77)]1/2 .

T, = y
z 2(1+n)

wa™?t

p=—F""—"—.,p=a(l—p)+vp.

wa l+(1-w)v

(Panjer, Willmot, 1992.)
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Iz gornjeg primera vidimo da imamo mesSovitu eksponencijalnu raspodelu sa parametrima

f 2 v 1 . v . ..
a=2iv= > feZinomw =—in = 0,1. Resavanjem dobijamo

p=-=025

5
p= 3= 1,666667,

r, = 0,071906,
r, = 1,685668,

1 verovatnoca propasti sa pocetnim rezervama iznosi

P(u) = " 77511382 - (1,5947607 - e~ 0071906 1 (9 019001 - ¢~ 1:685668u)

Tacne vrednosti v-Ce propasti

u 0 10 20 30 40 50

Y(u) 0,9091 0,4377 0,2139 0,1039 0,0506 0,02466

De Valderova aproksimacija

u 0 10 20 30 40 50

Y(u) 0,8994 0.4380 0.2133 0.1039 0.0506 0.0246

Mozemo primetiti da De Valderova aproksimacija daje dobre rezultate za meSovitu
eksponencijalnu raspodelu, §to su nam pocetne rezerve veée De Valderova aproksimacija daje

sve pribliznije rezultate.

3.2. AMGDYV aproksimacija

Kako De Valderova aproksimacija u nekim slu¢ajevima ne daje precizne rezultate, Burnecki,
Mista i Veron su predlozili novu aproksimaciju 4MGDV (4-moment gamma De Vylder) koja
je zapravo prilagodena De Valderova aproksimacija. Kod ove aproksimacije se zahteva da
postoje prva Cetiri momenta procesa individualnih isplata Steta, pa se pretpostavlja da je

raspodela individualnih isplata Steta gama. Proces rizika sa gama individualnim $tetama je
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odreden sa &etiri parametra (3,7, fi, i®), gde je B parametar Poasonovog procesa, a i i ji®
momenti procesa koji aproksimiramo. Koeficijente dobijamo izjednacavanjem momenata
odgovarajuceg procesa gubitka L, = D, —pt (ukupan gubitak u trenutku t je razlika
isplaéenog iznosa i uplaéenog iznosa), pri ¢emu ¢emo koristiti m; = E(U"), p stopa premije.

Moze se pokazati da je

BDt[u] — eﬂt(gul[u]_l)
Yy — " 5 |
E(D{) = WBDt[u] u=0
d & o) _ N PN ~
ED) =2 Bp,[u] luo = P st =D geBy, [u] = Bt By, [ulBp,[u] |0 = prm,

Jer je By, [0] = E(eY1%) = 1, pa Bp,[u] |u=0 = Pt = 1, E'Ul [u] = E(U;e"1%) paje
Bill [u] |u=0 =EWU;) =my
Kako je p = (1 + n) my vazi

f1 = E(Dy — pt) = Btmy — B(1 + nm)myt = —nfm;t.

Dalie E(13) = E(D}) — 2 E(Dpt + (pt)?
d . . o " . )
B(D?) = 2 (Bt By, 1By, [u] Lo ) = BeCBy, (1B, ) + By, Ful By, )

Kako je B, [0] = EU) = my i B}y [u] luo = emy sledi
E(D:?) = Bt(my + myBtmy) = Btm, + (Btm,)?
Uz p = (1 + 1) my dobijamo:
py = E(L2) = Btm, + (Btm,)? — 2 Btm,pt + (pt)?
o = Btmy + (tpmy)?
Analogno dalje sledi
s = E(LY) = pmst — 3(Bmat) fmyt) — (nfmyt)? i
pa = E(LY) = pmyt — 4(Bmat) mfmyt) + 3(Bmyt)? + 6(Bmyt) nfmyt)? + (nfm, 6)*
Izjednacavanje odgovaraju¢ih momenta procesa gubitka je ekvivalentno izjednacavanju

odgovaraju¢ih momenata procesa ukupnih Steta. Za gama raspodelu vazi da se tre€i 1 Cetvrti

momenti mogu izraziti pomoc¢u prethodnih na slede¢i nacin:

T =2 (2 — 1) i 3 = 2 (2 — 1) 37 — 2u9).
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Dakle, parametri (B, 7, i, fi,) moraju zadovoljiti sledeée j-ne

Bua == 2z — u?) (M - 217).
Resavanje ovog sistema jednacina dobijamo parametre

B(uz)?(uz)?
(Ut — 2(13)?) Ry — 3(u3z)?)

g =

nu(2(u3)* = papty)
(u2)?u3

77 =
_ 3(#3)2 — 2zl
Uz U3

_ (apta — 2(u3)*) Catapts — 3(13)*)
Ha (uap3)?

=

Pretpostavljamo p, i, < ;(ug)z da bismo osigurali daje fi, i, = 01i fi, = @2 U slu¢aju da

pretpostavka nije ispunjena, stavljamo f = u i ne ra¢unamo ¢etvrti momenat. Ovo dovodi do

7= 2Bu3
u(ps + papt)’
~ _ nu(Us+pap)
="
a=u,
N kustuap)
-. - - 2#2 .
Dobijamo aproksimaciju
- y Sru
M1-ze @ a@fj sin(am)
Yamepr (W) = — - TN I
1+A+Dy-A+NA-3) T
Gde je
o0 x&e—u(x+1)’6v
I = f — 5 dx
o [x®(1+a(l+mMx+1)—cos(@r)]” + (sin(@mr))?
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~2 - ~
Uzad =—"—,6 =—"—.
Hz2—H H2—H

(Burnecki, Mista, 2005).

Kada individualni iznosi $teta (zahteva) imaju eksponencijalnu ili gama raspodelu, ova
aproksimacija daje ta¢ne rezultate. U slu¢aju kada individualni iznosi $teta imaju meSovitu
eksponencijalnu raspodelu, moze se pokazati da 4MGDV daje bolje rezultate od De
Valderove aproksimacije.

Primer 3.2: IzraCunati verovatno¢u propasti za meSovitu eksponencijalnu raspodelu sa

parametrima a =

1

—_— 1V
190744933,98

1

T 84535691,61

, tezinom w = 0,78 1 optere¢enjem 11 = 30 %.

Prvo ra¢unamo eksplicitnu formulu za verovatno¢u propasti kao i u Primeru 3.1. Dobijamo:
p = 0,888887714 ;
p = 1,109745749 - 1078 ;
r, = 1,2780214-107° ;
r, = 1,119815963 - 1078,

Kada zamenimo dobijene podatke u

P(w)

DD

Dobijamo eksplicitnu verovatnocu propasti

Y =

1,28961797-10~8

1

e

—1,119815963-10'8u)

Tabela 3.1: Tabela ta¢nih vrednosti verovatnoce propasti.

{(o—m)- e+ (r = p) - 7]

(9,81943609 - 1072 - ¢~1:2780214107°u | 1 (070214 - 10710 -

0

107

108

10°

1010

u
P (u)

0.76923077

0.75872977

0.67258748

0.21205921

0.00000214

Tabela 3.2: Tabela aproksimiranih vrednosti verovatnoce propasti dobijenih De Valderovom

aproksimacijom.

u

0

107

108

10°

1010

Y

0.76308137

0.75337907

0.67142556

0.21224673

0.00000211
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Tabela 3.3: Tabela aproksimiranih vrednosti verovatnoce

aproksimacijom.

propasti dobijenin 4AMGDV

u

0

107

108

10°

1010

)

0.76746161

0.75702255

0.67221498

0.21209805

0.00000213

(Tabele preuzete iz: K. Burnecki P. Mista. Ruin probabilities in infinite time. Hugo Steinhaus

Center, Wroclaw University of Technology-Poland, 2005. Burnecki and Mista).

Kada imamo meSovitu eksponencijalnu raspodelu uporedivanjem aproksimacija sa tacnim
vrednostima verovatno¢e propasti dobijamo da De Valderova aproksimacija daje dobre

rezultate, ali 4MGDV aproksimacija daje bolje rezultate od De Valderove aproksimacije.

3.3. Bekman—Boversova aproksimacija (Bekkman—Bowers approximation )

Ideja ove aproksimacije je da se napiSe verovatnoca propasti ¥ (u) kao P(M > u). Pogodna
je gama raspodela sa parametrima A,§ za raspodelu od M, koje treba da odredimo tako $to

uklapamo prva dva momenta i koristimo aproksimaciju nekompletne gama funkcije.

(o]

61
A-1_,-6x
u) = | —=x*" e dx
v~ [ 55
u
Potrebna nam je posledica: Prva dva momenta M su
@ @) 2,2)?
— (® — _PUp 2y — __PHp B ug

E(M) = J-0 Y@ du 2(1-p)ug’ E(M7) 31-pup  2(1-p)?

Prema tome, kako M ima gama raspodelu sa parametrima A, § sledi E(M) = % i E(M?) = i

52
. . A 2\ ..

uzimamo da je 5= Q1 55 = Q. Dobijamo

2

o = puy __euy L Bup
_ L7 2a-pyup * 2 T 3(-pup | 2(1-p)*
tj.
o= Zﬂ’ A= 2a12'
az az

(Asmussen, Albracher, 2010.)
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Tabela 3.4: Tabela aproksimiranih vrednosti verovatnoce propasti  dobijenih
Bekman—Boversovom aproksimacijom.
u 0 107 108 10° 101°
Y (u) 0.76923077 | 0.75876182 | 0.67379297 | 0.21161637 | 0.00000224

(Tabela preuzeta iz: K. Burnecki P. Mista. Ruin probabilities in infinite time. Hugo Steinhaus

Center, Wroclaw University of Technology-Poland, 2005. Burnecki and Mista).

Uporedivanjem Bekman—Boversove aproksimacije sa ta¢nim vrednostima, aproksimacija
daje dobre rezultate. Zakljucujemo: kad su pocetne rezerve nula aproksimacija je jednaka
taénoj vrednosti, kad su pocetne rezerve 107 aproksimacija je priblizna ta¢noj vrednosti, ali i
dalje je velika verovatno¢a da osiguravaju¢a kucéa propadne. Kako se pocetne rezerve
povecavaju vidimo da 4MGDV aproksimacija daje bolje rezultate od Bekman—Boversove

aproksmacije.

3.4. Aproksimacija ,,gustog (teSkog) saobracaja“( the heavy traffic approximation)

U proseku, premije prevazilaze samo malo ocekivane zahteve, odnosno teski saobracajni

uslovi znafe da je sigurnosno opterecenje n pozitivno, ali ima malu vrednost ili je

. . . 1 voq - ..
ekvivalentno da £ je samo neznatno manje od Bpax = " Matematicki ¢emo predstaviti ovu
B

situaciju sa granicom gde 8 T Bax > pri cemu je B fiksirano.

Propozicija 3.1

Kad B T Bmaxr (Bmax — B)M konvergira u raspodeli do eksponencijalne raspodele sa stopom

2 2
§==E

)
Dokaz:

Prvo zabelezimo da 1 — p = (Bmax — B)Ug. Dozvolimo da je B,raspodela stacionarnog

viSka, prema Polac¢ek— Hin¢inovoj formuli oblika E(e™) = 11% sledi
~PPBol[r]

1-p
1- pBO[S(ﬁmax - ﬁ)]

E(es(ﬁmax_ﬁ)M) —

11— P +P{1 — Bo[s(Bnax _18)]}

1-p 1-p
1_P_Ps(ﬁmax_ﬁ)ﬂ30 1_p_5(ﬁmax_ﬁ)ﬂ30 ( )
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Iz uslova dokaza vidimo ug = Bl_p_ﬁ, kad (3.4) pomnozimo i podelimo sa Sux — B
dobijamo
__ kB _ &
up—sup, 6-s’
gde je

5= U _ 2ug°
- - @
UBg /'LB

Posledica 3.1: AKO 8 T Bax, U — o0 na takav naéin (Bpmq, — f)u — 9, onda(u) — e %7,

Dokaz: Pisemo ¥ (u) kao P((,Bmax —BIM > (Bmax — B )u)
- P(X>09)=1-By(®) =e %,

pri ¢emu (Bpax — B )M konvergira ka X: €(&) onda je funkcija raspodele
By(®) =1-e"%, n

Ovi rezultati ukazuju na aproksimaciju
lp(u) ~ e—5(ﬁmax_ﬁ)u.

Vazno je primetiti da je ovo isto kao i Kramer—Lundbergova aproksimacija, pri ¢emu smo

2npp

>—, a konstantu
Hp

koeficijent prilagodavanja definisali u Propoziciji 2.3 kao y = y(n)~
C =C(n)~1,t.

Sl
2
Yu) =Ce ™ =e b

— 2 —
Ovo sledi jer (Bpax —B) =—2 i6 =28 an="L~1—potuda
UB Up P

2up 1-p _ 2nup
8 (Bax — ) = 52 ~ 28
.Bmax .8 ul(gz) U “532)
Medutim, Posledica 3.1 daje bolju matematicku osnovu.
Ova metoda zahteva postojanje prva dva momenta raspodele veli¢ine zahteva. Numericki
dokazi pokazuju da je aproksimacija razumna za relativno sigurnosno opterec¢enje koje je

10-20 % i za malo ili umereno u, dok aproksimacija moze biti netatna za veliko
u. (Asmussen, Albracher, 2010.)
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Tabela 3.5: Tabela aproksimiranih vrednosti verovatnoce

aproksimacije gustog saobracaja.

propasti dobijenih pomocu

0

107

108

10°

1010

1.00000000

0.98337076

0.84561548

0.18695163

0.00000005

u
Y

(Tabela preuzeta iz: K. Burnecki P. Mista. Ruin probabilities in infinite time. Hugo Steinhaus

Center, Wroclaw University of Technology-Poland, 2005. Burnecki and Mista).

Aproksimacija nam ne daje dobre rezultate.

3.5. Aproksimacija lakog saobracaja ( the light traffic approximation)

Izraz lak saobracaj dolazi takode iz teorije redova kao i tezak, odnosno gust saobracaj, ali ima
primenu i u teoriji rizika. U ovom sluc¢aju u proseku su premije mnogo vece nego ocekivani
zahtevi. Uslovi su da je sigurnosno optere¢enje n pozitivno i veliko, ili ekvivalentno da je
malo u poredenju sa ug. Matematicki, ovu situaciju predstavi¢emo uzimajuéi u obzir granice
gde g 1 0, ali je B fiksirano.

Naravno, u teoriji rizika gust, odnosno tezak saobracaj je ¢es¢i od lakog. Medutim, lak promet
(saobracaj) je interesantan kao dopuna teSkom saobracaju i zato Sto je potreban za

interpolaciju aproksimacije koja se proucava u slede¢em stavu.

Propozicija 3.2: Kako g | 0,
Y(u) =B [, B (x)dx = BE[U —uw; U > u] = BE(U —w)*. (3.5)

Dokaz:
Za dokazivanje ove Propozicije potrebna nam je slede¢a Polacek—Hincin formula

Yw) =PM >u) =(1—-p) Y2, p"By™(u) . Prema njoj, dobijamo

W) = (L=p) ) Fus B ~ ) B B ).

Asimtoti¢no, Y5, ... = 0(B?) tako da je samo prvi izraz n = 1 bitan, i otuda

() ~ PugBo(u) = B [ B (x)dx.

Alternativni izraz u (3.5) sledi integracijom po delovima. ]
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Napomenimo da je aproksimacija heuristickog lakog saobrac¢aja data u Propoziciji 3.2 ista kao
da se propast moze dogoditi samo u vremenu T prvog zahteva, tj. Y(u) = P(U — T > u).

Zaista, monotona konvergencija

[0e] [ee]

P(U-T>u) = f B (x +u)pe F*dx =~ ﬁf B (x)dx.
0 u
(Asmussen, Albracher, 2010.)

Tabela 3.6: Tabela aproksimiranih vrednosti verovatno¢e propasti dobijenih pomocéu

aproksimacije lakog saobracaja.

0 107 108 10° 1010

u
Y(u) 0.76923077 | 0.72475312 | 0.43087903 | 0.00361367 | 0.00000000

(Tabela preuzeta iz: K. Burnecki P. Mista. Ruin probabilities in infinite time. Hugo Steinhaus

Center, Wroclaw University of Technology-Poland, 2005. Burnecki and Mista).

Mozemo primetiti da kad su nam pocetne rezerve nula, aproksimacija je jednaka ta¢noj
vrednosti. Zaklju¢ujemo da aproksimacija lakog saobracaja daje bolje rezultate kad su nam

podetne rezerve manje, tj. 0 i 107 od aproksimacije teSkog saobraéaja.

3.6. Interpolacija izmedu lakog i teSkog saobracaja

Naves¢emo ideju kako se aproksimacije pomenutih saobracaja mogu kombinovati.

Neobradena (gruba) ideja interpolacije izmedu lakog i teSkog prometa dovodi do

lim y(u)

.. B
Y ~1-gp Bomae B1Fmas

max

Y imp(w) +

S P28 D O Y S

ﬁmax ﬁmax ﬁmax

Sto je beskorisno. Umesto toga, da bismo dobili nedegenerativne granice, kombinujemo sa

na$im eksplicitnim znanjem o Y (u) za raspodele eksponencijalnih zahteva E sa stopom

ui = Bmax S iStom sredinom pp, kao i sa datim B. Neka JJ{?)(u) oznacava aproksimaciju
B

lakog saobracaja koja je data u Propoziciji 3.2, koristimo sli¢ne oznake za ®Y®(u) =
(), B () = pe~Bmar=Pu FE qpy FB ) §E) ). Zamenom

9 = (Bmax — B)U, postoje sledeca ogranicenja:
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7(B)
1/) ( ) 3_619
lim —Pmax —F _ s = e = oy (9),
BBmax l/)(E)(’B ) e—Z,uE/uE 9
ma

~(Bmax—B)5—
Jer je yp® (m) =pe " P BnaxbB=e"Y p=pz B kako B T Bmar dobijamo

p=1.

v . .. 1 .-
Posto imamo eksponencijalnu raspodelu sa parametrom " dobijamo rep raspodele
B

1
E(E)(x) — e_Ex — e_ﬁmaxx

wL(B)(ﬁ B Jo)pp B OO

ﬁlO +(E) J.oo e‘ﬁmax Xdx
l,l)L (Bmax — ﬁ) 9/Bmax
~nace’ | B = (9)
19/.Bmax

I aproksimacija je

Y@ ~ YO (1 = 72| cur (WBmax = ) + 52— cur(uBmax = B)))

= p(1 = p)Bmax qu(()l—p) B (x)dx + pZe—ﬁ(ﬁmax—B)u.

Karakteristike ove aproksimacije su da je tacna za eksponencijalnu raspodelu i asimptotski
ispravna 1 u lakom i u teSkom saobracaju. Prema tome, iako sigurnosno opterecenje nije
veoma malo, moZemo se nadati da su dobijene korekcije aproksimacije teSkog saobracaja.

(Asmussen, Albracher, 2010.)

Tabela 3.7: Tabela aproksimiranin vrednosti verovatno¢e propasti dobijenih pomocu

aproksimacije interpolacije izmedu lakog i teSkog saobracaja.

u 0 107 108 10° 1010

Y(uw) 0.76923077 | 0.75696126 | 0.65517763 | 0.15895288 | 0.00000091
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(Tabela preuzete iz: K. Burnecki P. Mista. Ruin probabilities in infinite time. Hugo Steinhaus

Center, Wroclaw University of Technology-Poland, 2005. Burnecki and Mista).

Zakljucujemo da interpolacija daje bolje rezultate od lakog i teSkog saobracaja.

3.7. Aproksimacija difuzije

Ideja aproksimacije difuzije jeste da aproksimiramo proces zahteva viska sa Braunovim
kretanjem sa driftom podeSavanjem prva dva momenta i treba napomenuti da takva
aproksimacija podrazumeva da je prvi prolaz verovatnoce zatvoren.

Matematicki rezultat iza je teorema Donkers za jednostavan slucajan hod {Sp},—o; U

diskretnom vremenu: Ako je drift u = E(S;) i varijansa 62 = Var(S;), onda

1 % D
{WE Siee) — tCﬂ)} S {Wo(D)}eso, ¢ = o0, (3.6)

t=0

gde {Wg(t)} je Braunovo kretanje sa driftom ¢ i varijansom 1(ovde e se odnosi na slabu
konvergenciju u D = D[0, )). Za cilj aproksimacije verovatnoce propasti centriranje oko
sredine (izraz tcu u (3.6)) je nezgodno. Zelimo aproksimaciju samog zahteva procesa viska i
to mozemo dobiti pod pretpostavkom da je sigurnosno optere¢enje 1 malo i pozitivno. Ovo je
rezim difuzne aproksimacije (napomenimo da je ovo isto kao i za aproksimaciju teskog

saobracaja koji smo posmatrali iznad).

Predstavi¢emo ovu pretpostavku o 1 sa procesom zahteva viska {St(p)} koji je indeksiran
t20

sa stopom premije p, tako da zahtev raspodele B i Poasonova stopa 8 su isti za sve p (tj.

St = le.vztl U; — tp) i sadrzi ograniCenje pl p, gde je p kriticna stopa premije Sug.
Teorema 3.1: Kad p | p, imamo

|l D 2
{ﬁ%ﬂfg/uz}tzo = {(W_1()}20 , 9de u = Up =p—D, 0% = ,B,Ll,(g ).

Dokaz:
Prvi korak je da napomenemo

(6 —tem)} = (226D - pen)} > Wo@} (37)
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svaki put kad c¢=c, Too dok plp. Zaista, ovo je posledica od (3.6) sa S;;:S,Sp)i

nejednakosti Sr(l‘;)c —p/c< St(p) < S((ﬁ-)l-l)/c +pp/c, n/c<t<(n+1)/c

Dozvolimo ¢ = o2 /u,?, (3.7) ima oblik

{I” 5 L+ t} 5 Wo(o),

|ul D
52,0} o0 - 0 = o
Ostalo je da pokazemo jo§ daje p = p, = p —p,0% = ﬁ,u(z) Dobijamo tako $to izjednac¢imo
o¢ekivanje i disperziju zahteva viska i Braunovog kretanja sa driftom. Posmatramo prvo

zahtev visSka S; = 2?’;1 U —tp

E(S) =EQ,U) —tp = EINJEU) — tp = Btps —tp = pt —tp .
D(Sy) = D(%, Uy — tp) = D(X2, U;) = E(NDD(U) + D(N)E(U)? = BtE(U?) =
Beu®.
Zatim posmatramo Braunovo Kretanje:
S NV (ut, o%t)
E(S.") = ut,D(S;") = ot
Kako aproksimiramo zahtev viska sa Braunovim kretanjem, sledi
S~ S
E(S,) = E(S/)tj. pt—tp = ut dobijamo u=p—p .
D(S,) = D(S/") tj. ,Btu(z) =c%ti g% = ,B,u(z) : [

Sada dozvolimo

T,(w) = inf {t > O:St(p) > u},rz(u) = inf{t > 0: W (t) > u}

Raspodela I1G(;; ¢ ;u) od 7. (u) ( funkcija raspodele vremena propasti Braunovog kretanja,

¢esto se naziva inverzna Gausova raspodela) je data sa
1606 ¢5u) = P(rs(w) < x) = 1= ¢ (£ = ¢Vx) + e¥ (= = — (V).

Napomenimo da IG(+;  ; u) je neispravna kada ¢ < 0.
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Posledica 3.2: Kadap ! p,

uc? To?

PIRE - IG(T;—-1;u).

Wy (
Iz prakti¢nih razloga Posledica 3.2 predlaze aproksimaciju
T 2
Y T) ~ 16 (-5 2l) (3.8)
Pustajuc¢i T — oo u (3.8), dobijamo formalnu aproksimaciju

Y(u) = IG( ; %) s (3.9)
MozZemo primetiti da je to isto kao i kod aproksimacije teSkog saobracaja. Posto 1 (u) ima
beskonacan vremenski interval, kontinuitet argumenta iznad ne treba odmah generalizovati,
potrebni su dodatni argumenti da opravdaju (3.9) iz Teoreme 3.1.
(Asmussen, Albracher, 2010.)

Tabela 3.8: Tabela aproksimiranih vrednosti verovatnoce propasti dobijenih pomocu

aproksimacije difuzije.

0 107 108 10° 1010

u
Y(u) 1.00000000 | 0.981207007 | 0.827192165 | 0.149990628 | 0.000000005

(Tabela preuzete iz: K. Burnecki P. Mista. Ruin probabilities in infinite time. Hugo Steinhaus
Center, Wroclaw University of Technology-Poland, 2005. Burnecki and Mista).

Aproksimacija difuzije nije veoma precizna, te ¢emo ukljuc¢ivanjem korigovane aproksimacije
u sledecem poglavlju pokazati poboljsanje (3.8) za slozen Poasonov model koji ne zahteva

mnogo vise prorauna, a koji je mnogo precizniji.

3.8. Korigovana difuzna aproksimacija

Ideja iza jednostavne aproksimacije difuzije je da zameni proces rizika sa Braunovim
kretanjem (podeSavanjem prva dva momenta) i koristi Braunov prvi pasus (passage)
verovatno¢a kao aproksimaciju za verovatno¢u propasti. Kako je Braunovo kretanje
skakutavo, ova ideja zanemaruje (izmedu ostalog) prisustvo preskoka &(u).Cilj korigovane

difuzne aproksimacije je da uzme ove i druge deficite u razmatranje.
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Uredena je eksponencijalna familija slozenog procesa rizika sa parametrima g, Bg. Medutim,
posto pustimo da dati proces rizika sa sigurnosnim opterecenjem 1 > 0 odgovara 6 = 0,
mnogo je zgodnije da ovde Kkoristitimo vrednostif, < 0 i neka 8 = 0 odgovara za n =
0 (nula drift), ovo je zato Sto u rezimu difuzne aproksimacije 7 je blizu nule, Zelimo da
razmotrimo ograni¢enje koje odgovara kada 6, T 0.

U smislu datog procesa rizika sa Poasonovim intenzitetom £, zahtevom raspodele B,
k(a) = (B(a) — 1) —alip=Fug<l,n=— > 0, ovo znadi sledece:

1. Odredimo y,,, > 0 za k (¥,,,) = 0 i neka 68, = —y;,.

2. Neka se P, odnosi na proces rizika sa parametrima

e Box

Bo = ﬁE [— 6o, Bo(dx) = Pl B (dx)

Onda E,(U*) = Bg[0] = B¥[— 6,]/B [— 6] i ko(s) = k(s = 6p) — k(= 6y),
ko,(0) = 0.

3. Za svako 6, neka se Py odnosi na proces rizika sa parametrima

eBG

Bo = BoBol6] = BB16 — 60, Bo(dx) = 2o Bo(dx) = S B (d).

B[

Onda
ko(s) =ko(s+0) —ko(0) =k(s+6— 0y) — k(0 — 6y),
jer ko(s+0) =k(s+ 60— 6y) —k(—6y),
ko(6) = k(8 — 8o) — k(— 0o),

i dati proces rizika odgovara Py, gde je 6y = —Vm,.

U ovom uredenju ,Py(t(u) <o) =1 za 6 >0, Py(t(u) <o) <1 za 6<0, i mi
proucavamo P(u,T) = Pg (t(u) <T) za 6, <0, 6, T 0.

! Jednatina k() = B(B(a) — 1) — @ = 0 poznata je kao Lundbergova jednagina.
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Podsetimo se IG(x; { ; u) oznafava funkciju raspodele vremena pasusa (prolaza-eng.passage)
Braunovog kretanja {Wz(t)} sa jedinicom varijanse i driftom ¢ od nivoa 0 do nivoa u > 0.
Imamo

IG(x;¢;u) = 1G(x/u?;Cu; 1).

Izvedena korigovana difuzna aproksimacija je
Y, T) ~ G +2; -2 51+ (3.10)

gde je y > 0 koeficijent prilagodavanja za dati proces rizika, tj. reSenje od k(y) =0, i

i EoU?® B”’[ 'm]
vl = ﬁOEO(UZ) = B B [Ym], vZ = 3E(')0U2 - [ ]

Napisimo pocetne rezerve u za dati proces rizika kao u = ei (¢ <0), zatim
0
T =1t(u), &(u) = S; — u. Prvikorak u izvodenju je

i =k'(0) = ki(8,)~0oki(0) = 8y v, = %
Varg,S;~VarySy = fo Eo(U%) = v4, 6, 1 0.

Sada primenjujemo teoremu: Razmatramo porodicu procesa zahteva viska {St} indeksiranu
parametrom 6, tako da Poasonova stopa Sy , zahtev veli¢ine raspodele By i Stopa premije py

zavise od 6. Pretpostavimo dalje da Boug, < pg, da

D
Bo — Boy Bo = Bg,y Po = Po, » Po — Bakts, = 0,

kada 8 — 6, i da U? su ravnomerno integrabilne u odnosu na By. Zatim kad 8 — 6,, imamo

i D
{ S(BZ/H - {W_1()}20
£20

gdeli =Ho =Py — Py = .Bg.uBg — Dy o’ = 0'29 = 30“39(2)'

Iz navedene teoreme vazi

I¢lv D '
{uvl1 StV1u2/€2V12}t>O = {W_1(®)}t0

koja dovodi do
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1 D
{u_x/v_l Stuz}tzo - {WZ\/"_l(t)}tzo '

Y tu) = 16 (& (Vi) = 16 (tvi; G D).
Kako
J, e~ IG(dt; Su) = e WD, gde h(4,() =24+ — 1, (3.11)

to podrazumeva (zau = 1)

EG e—lvlr(u)/uz - e_h()"z). (312)

0

Propozicija 3.3: Kad u = o, 6, T 0 na takav nacin da { = 6,u je fiksirano i vazi za bilo koje
fiksno A > 0, onda je
Eg,exp{—Av,T(u)/u®} =~ exp{—h(4, —yu/2)(1 + vz/w)}[1 + v, /u]. (3.13)

Kako je to odredeno, dobijamo formalnu inverznu Laplasovu transformaciju takvu

why Va, V%4 V2
¢(u,v—1) ~IG(E+2; -2 5145,
Desna strana jednacine je funkcija raspodele od defektne slu¢ajne promenljive raspodeljene
kao Z —v,/u, gde Z ima raspodelu IG(:; —%; 1+ %). Laplasova transformacija od takve
slu¢ajne promenljive je

Ee *eM2/% » Ee=22[1 4 Av, /u]

gde se poslednji izraz podudara sa desnom stranom od (3.13) prema tome do (3.11). Da bi

dosli do (3.10) samo zamenimo t sa T—V; Dokaz Propozicije 3.3. moZete pogledati u knjizi®.
u

? Seren Asmussen i Hansjorg Albrecher, Ruin probabilities
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4. Model obnove

4.1. Dolasci obnove — Uvod

Osnovna pretpostavka u ovom delu je da dolasci vremena gy, g, ... procesa rizika formiraju
proces obnove: pustaju¢i T,, = ¢, — 0,1, (Ty = 01), T, SU nezavisne sa istom raspodelom A
zaT,, Ts, ... Unula- odloZzenom slucaju raspodela A; od T; je takode A. Vazna moguénost
A; je da bude stacionarna odlozena raspodela A, sa gustinom A (x)/u,. Tada je proces
dolaska stacionaran, §to bi moglo da bude razumna pretpostavka u mnogim slu¢ajevima.

Koristimo sli¢ne oznake kao i pre: stopa premije je 1, zahtev veli¢ine Uy, U,,. .. SU nezavisno
identi¢ki raspodeljeni, sa zajednickom raspodelom B, {S;} je proces zahteva viska, broj
dolazaka pre t je N, = {n:g, <t}, M je maksimum od {S;}, 7(u) je vreme propasti.
Verovatnoc¢a propasti koja odgovara nula odlozenom sluc¢aju ozna¢avamo sa (u), koja

odgovara stacionarnom slucaju sa 1 (u), i koja odgovara T; = s sa p,(u).

Propozicija 4.1 DefiniS§emo p = Z—B Tada bez obzira na raspodelu A; od T;,
A

lim,_ oo 2 = lim £ (2)=p-1 (4.1)
lim Var(Se) _ ugoa®+upog? (4.2)
t—oo t 1a’

Nadalje, za svako a > 0,
gi_)ng(SHa —S)=al(p—-1). (43

Dokaz: Oc¢igledno,
N¢
EG)=E| Y Ug|Ne | =t = BV, 1p) — ¢
i=1

Medutim, iz teorije obnove imamo E (%) _)ui' Odavde sledi (4.1), a (4.3) sledi iz
A

Blekvelsove teoreme obnove, navodeci da je E (N, — N;) — ui
A

Za (4.2), dobijamo na isti nacin kori§¢enjem poznatih ¢injenica o E(N;) i1 Var(N;) da
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Nt N

Var(S;) = Var |E ZUi N; ||+ E|Var ZUi N;

i=1 i=1

= Var(ugN,) + E(65N,)
2 2

(o) o
=tpi = +t—+o(t). W
Uy Ua

Propozicija daje Zeljenu interpretaciju konstante p kao o¢ekivani zahtev po jedinici vremena.

Dakle definicija sigurnosnog (bezbednog) opterecenja n =ﬁ se i ovde Kkoristi. Model

obnove se Cesto naziva Sper Andersonov proces, po E. Sparre Andersonu koji je bio prvi koji
je razmatrao u teoriji rizika pretpostavke obnove mnogo dublje. Najjednostavniji slucaj je
Poasonov slucaj, gde {N.} ima Poasonovu, a A i A; eksponencijalnu raspodelu sa stopom g.
Razlog je delimi¢no matematicki jer je najlakse da se analizira, ali takode ima i prirodnu
interpretaciju (veliki portfolio sa zahtevima koji proisti¢u sa malim stopama i nezavisni su,
ba$ na isti nain kao Poasonov proces dolaska u telefonskom saobracaju (veliki broj
pretplatnika svaki zove sa malom stopom)). Medutim, generalno mehanizam generisanja
procesa obnove dolaska pojavljuje se mnogo teze u interpretaciji U kontekstu teorije rizika i
zbog toga se znacajnost modela dovodila vise puta u pitanje. Predstavicemo neke osnovne

karakteristike modela obnove.

Propozicija 4.2 Verovatnoc€a propasti za nula odloZen slu¢aj moZe biti predstavljena kao
Yu) = P(MD > u) gde M@ = max{S,Sd):n =0,1, } ,a {S,(ld)} diskretni  vremenski

slucajni hod sa prirestajima raspodeljenim kao nezavisna razlika U — T izmedu zahteva U i

vremena T.

Dokaz: SuStina argumenta je da se propast moZe dogoditi samo u zahtevima vremena.
Vrednost procesa zahteva viska odmah posle zahteva ima istu raspodelu kao {S,(ld)}. Kako se
proces zahteva viska {S;} smanjuje, izmedu vremena dolaska imamo

d
max S; = max S,(l ),
Ost<co n=0,1,..

Iz ovoga odmah sledi rezultat. m
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Za kasniju upotrebu, mozemo zabeleziti da verovatnoca propasti za odlozen slucaj

T, = s, moze se izraziti u smislu nula odlozenog slucaja kao

Yo = Bu+s)+ [ pu+s —y)B(dy). (4.4)

Zaista, prvi izraz predstavlja verovatnocu da smo odmah propali P(U; —s > u) pri isplati
prvog zahteva vremena s, dok drugi izraz da nismo propali kod isplate prvog zahteva

U, — s < u, ali propadamo pri isplati ostalih zahteva, tj. P( t(u) < o0, U; — s < u). Mozemo
primetiti da je slicno kao kod dokaza Lundbergove nejednakosti. Za stacionarni slucaj,

integralimo (4.4) u odnosu na A,.

4.2. Eksponencijalni zahtevi, sloZen Poasonov model sa negativhim zahtevima

Posmatramo varijantu sloZzenog Poasonovog modela, gde su zahtevi (U;) i stope premije

negativni, tj.p = —1, tako da proces rizika rezervi i proces zahteva viska su dati

* N{ o * N{ 1rx
Rt=u+2i=t1Ul-—t, St:t_ziztlui’

gde {N;} je Poasonov proces sa stopom B* i U; su nezavisni od {N;} i nezavisno identi¢ki
raspodeljeni sa zajednickom raspodelom B* koncentrisani u (0, o). Ovaj model se ponekad

zove model dualnog rizika. Tipi¢an primer putanje {R;} je ilustrovan na grafiku (4.1)

T

Grafik 4.1 llustracija putanje procesa rizika {R;}
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Jedno tumacenje ovog modela je da imaju kontinuirane troskove i dogadaje prema
Poasonovom procesu (npr. inovacija) koji povecavaju vrednost portfolia ili kompanije. Drugo
tumacenje je naravno opterecenje u redu M/G /1 u njegovom prvom prometnom periodu.

DefiniSemo vreme propasti t*(u) = inf{t > 0: R < 0}. Koriste¢i Lundbergovu konjugaciju
mozemo izraCunati verovatno¢u propasti Y*(u) = P(7*(u) < ). Jednostavno poredenje
primera putanje ¢e onda obezbediti verovatnoCu propasti za model obnove sa

eksponencijalnim zahtevima raspodele.

Teorema 4.1. Ako B*ug- <1, onda p*(u) =1, vu = 0. Ako B*ug- > 1, onda Y*(u) =

e ’* gde y > 0 je jedinstveno reSenje od
0=k*(-=y) =B (B [-y]-1)+y. (45)
Napomenimo da k*(a) = log E (e ~%51)
Dokaz: DefiniSemo
Sf=u— R}, S, =R} —u=-S5;.

Onda {.i} je zahtev procesa viska standardnog sloZenog Poasonovog procesa rizika sa

parametrima 8*, B*. Ako B*ug- < 1, potrebna nam je sledeca Propozicija (drift i oscilacije):
(a)Bez obzira na vrednost od n, S, /t 3 p — 1kadat — oo;
(b) Ako n < 0, onda S; % oo ;

(c) Akon > 0,ondaStS—'S> — 00 ;
(d)) Akon = 0,onda lim;_,, inf S; = —oo,lim;_,4 Sup S; = oo.

Gde s.s je oznaka za skoro sigurno.

sledi

supS; = —infS, =
tz(I)) t t=0 t

i otuda y¥*(u) =1 sledi
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a) k*(a)

b) k(a)

Grafik 4.2

Pretpostavimo sada f*ug- = 1. Onda funkcija k* je definisana na celom (—oo, 0) i obi¢no ima

oblik kao na grafiku 4.2 (a). Stoga y postoji i jedinstven je. Neka

e vx
B*[-v]

B =B*B*[~y], B(dx)= B*(dx),
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i neka {S;} bude sloZzen Poasonov proces rizika sa parametrima [, B.Onda funkcija
kumulativhog generisanja od {S;} je k(a) =k*(a —y), pogledati Grafik 4.2 (b),

Lundbergova konjugacija od {S.} je {S;} i obrnuto. Definigemo
T_(w) = inf{t = 0: S, = —u}, 7= (u) = inf{t = 0: 5, = —u}.

Kako je k'(0) < 0, sigurnosno optere¢enje od {S;} je vece od nule. Stoga 7_(u) < oo skoro

sigurno, i prema tome

1=P(r_(u) < ®) = E[e™"57w; 72(u) < oo |

= eVP(T_(u) < ) = e’ *(u). [

Vrac¢amo se na model obnove.
Teorema 4.2 Ako je B eksponencijalno, sa stopom &, i u, > 1 onda Y (u) = m e " gde

y > 0 je jedinstveno reSenje od
- 5 =2
1= E(QY(U T)) = EA[—]/] (46)

iT. =1-X
i, =1 5

Dokaz:

Mozemo uporediti model obnove {S;} i sloZen Poasonov model sa negativnim zahtevima {S;}
na takav na¢in da vremena izmedu dolaska {S;} su Ty, Ty = U;, T, = U,, ... Onda B* = A,
B* =& iiz (4.5) znaci da §(A[—y] — 1) + ¥ = 0 koje se lako vidi da je isto kao (4.6).

Sada vrednost {S;} upravo pre n-tog zahteva je
T+ Ti+...+T; — U;—... —U;,

sa grafika 4.1 se vidi da je propast ekvivalentna sa jednom od ovih vrednosti vec¢ih od u.

Otuda je

M* = max;»o S¢ = maxp-g1 {To + Ty +...+T; — Uj—...—Up}
2_) Tg + maanolll___{ U1+. . +Un - Tl_' o n}

DTy + MWD
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znamo iz Propozicije 4.2.

Uzimajuéi funkciju generatrise momenta i napomenimo da Y*(u) = P(M* > u) tako da

Teorema 4.1 znaci da je M* eksponencijalno raspodeljeno sa stopom y, dobijamo

@\ EE™) yv/G-a)
E(eM )_E(eaTé‘)_6/(6—a)_1_n++n+}/—0£'

Tj. raspodela od M je mesavina nule i eksponencijalne raspodele sa parametrom stope y sa

tezinamal — m, i 7., respektivno.
Otuda P(M@ > u) = P(M® > 0)e ™" = e "™ n

4.3. Promena mera preko eksponencijalnih porodica

4.3.1. Ugradeni sluc¢ajni hod

Diskretno vreme slu¢ajnog hoda ima primenu u teoriji rizika kao model za rezerve ili zahtev
viska u diskretnom nizu trenutaka. Recimo, pocetak svakog meseca ili godine treba uklopiti u
kontinuirano vreme procesa, belezenjem rezervi ili zahteva viska upravo pre ili posle zahteva.
Posmatramo slucajni hod X,, = X, + Y;+ ...+ Y, u diskretnom vremenu gde su Y; nezavisno
identicki raspodeljeni sa zajedni¢kom raspodelom F.
Za sledecu propoziciju potrebna nam je Teorema: Neka {X;} bude Markov u odnosu na
prirodnu filtraciju {F;} na Dg, neka {L;} bude nenegativni martingal sa E,L; = 1 zasve x, t i
neka P, bude verovatno¢a mera data sa P.(A) = E,[L,; A]l. Onda porodica {P, },cx
definisana vremenskim homogenim Markovim procesom ako i samo ako {L;} je
multiplikativno funkcionalna.
Propozicija 4.3: Neka {L,,} bude multiplikativna funkcija slu¢ajnog hoda sa E, L, = 1 za sve
n i x. Onda promena mera u pomenutoj Teoremi odgovara novom slu¢ajnom hodu ako i samo
ako

Ly = h(Yy) -+ h(Yyn)
P, — skoro sigurno za neku funkciju h sa ER(Y) = 1. U tom slucaju, promenjeni prira$taj

raspodele je F(x) = E[h(Y); Y < x].

Vazan primer je eksponencijalna promena mera pri ¢emu je h(y) = e® %@ gde je

k(a) = log F [a] kumulativna funkcija generisanja za F. Odgovarajuéi faktor rizika je
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Ln — anl—k(a) ] anz—k(a) e ann—k(a)

Ln — ea(Y1+ YY) -nk(a) ) (4.7)
Posledica 4.1: Razmatramo slucajan hod i a tako da
k(a) =logF [a] = logE(e®)

je konac¢no i definiSemo L, kao u (4.7), tj. L, = exp{a(Y;+ ...+ Y,) —nk(a)}. Onda

promena mera odgovara slu¢ajnom hodu sa promenjenim priraStajem raspodele

X
F(x) = e‘k(“)J e F(dy).

Kljuéni koraci su sprovedeni u Posledici 4.1, koja kaze da za dato a, eksponencijalna

promena mera odgovara promeni raspodele F(9 od Y = U — T do

X
Fa(d)(x) = e‘k(d)“f e® F@(dy)

— 00

gde
k@D = log F@ [a] = logB [a] + log A [—a].

Treba napomenuti da ova promena mera moze biti postignuta promenom izmedu dolaska

(interarrival) raspodele A i zahteva raspodele B do AD, tj. Béd), gde

a

e—at e—ax

A(db), BW (dx) = i

A9 (ap) = B(dx).

(o)

Al—a]

Neka Pogd)se odnosi na model rizika obnove sa ovim promenjenim parametrima, imamo

Eer = BUIB1 A -1 =—
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_ P@[q 4 p]

— p@
F(d)[(l] _Fa [ﬁ]

Neka je
M(u) = inf{n =1,2,... S,(ld) > u}

broj zahteva koji vode u propast i
§W) = Sray — 1 =Sy — U
je preskok, onda dobijamo:
Propozicija 4.4 : ¥ a tako da k@' (a) > 0,
u) = e—ach(Zd)e—af(uHM(u)kéd)_

Razmotrimo sada Lundbergov sluaj, tj. , neka je y > 0 resenje k¥ (y) = 0. Imamo sledeéu

verziju Lundbergove nejednakosti i Kramer—Lundbergove aproksimacije.
Teorema 4.3: U nula odlozenom slucaju
1) Yy < e

2) W(w)~ Ce % gde € = lim,_ o, E e77® pod pretpostavkom da F od U — T je bez
Y

reSetki (lattice).

Dokaz: Propozicija 4.4 podrazumeva
VW) = e—auE)gd)e—af(u)’

zahtev (1) odmah sledi iz ovoga i é(u) > 0 skoro sigurno, za zahtev (2) samo primetimo da

Fy(d) je bez resetki kada je F takode. Ovo se zna da je dovoljno za £(0)da bude bez reSetki u
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odnosu na Py(d), i na taj na¢in &(u) konvergira u raspodeli, posto Py(d) (t(u) < ) =1 zhog

K9'(y) > 0.1

Mozemo primetiti i napomenuti da je raCunanje Kramer—Lundbergove konstante C mnogo

koje

komplikovanije za sluc¢aj obnove nego za slozen Poasonov slucaj gde je C = ﬁ

smo ranije ve¢ pokazali.

Posledica 4.2: Za odlozen sluéaj T; =s, Ps(u) ~Cs-e " gdeCs = Ce " B[y]. Za

stacionarni slucaj, 1) (u) ~ C®e 7 gde

c(s) = CBlI-1)
Yia

4.3.2. Markovo aditivno predstavljanje

Osnovni Markov proces {J;} za Markov aditivni (dodatni) proces {X;} = {(J;,S;)} moZemo

definisati uzimanjem J; kao ostatka vremena do sledeteg dolaska. Koristi¢emo napomenu

N . (h - . G e ey
koja kaze, uslov da je {% e St tk(“)} martingal moZe biti izraZzen preko generatora A
0 t=0

od {X:} = {(: S:)} kao $to sledi. Sa obzirom na funkciju h na E, neka h,(i,s) = e*h(i).
Onda Zelimo da odredimo h i k(a) tako da E;(e*Sth(J,)) = e *@h(i). Za malo t, ovo

dovodi do

h(i) + tAh,(i,0) = R(D)(1 + th(a)), tj.
Ahy(i,0) = k(a)h(i) .

Trazimo funkciju h(s) i k(a) (obe zavise od «) tako da < h,(s,0) = k(a)h(s), gde je
generator od {X;} = {(J: S)} i h,(s,y) = e*h(s). Neka se P,, E; odnose na sluéaj J, = s.
Zas >0,

Es[haUae, Sae)] = h(s — dt)e™*? = h(s) — dt(ah(s) + h'(s))
tako da je “© h,(s,0) = —ah(s) — h'(s). lzjednacavanjem sa k(a)h(s) i deljenjem sa
h(s) tj.

—ah(s) — h'(s) = k(a)h(s) /:h(s),
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- — m = k(a)
dobijamo

h'(s)

0 = —a—k(a)

Resavanjem diferencijalne jednacine metodom koja razdvaja promenljive

dh 1 By
PTG R

h
m =—(a+k(a))ds

i integraljenjem leve i desne strane, sledi

Inh(s) = —(a+k(a))s

dobijamo

h(s) = e~ (atk(a))s
(normalizujemo sa h(0) = 1). Da bi odredili k, pozivamo se na ponasanje u granici 0.Ovde

1 = he(0,0) = EglheUar, Sa)] = E(e*Vh(T))

Znaci

1= ["e™B(dy) [, h(s)A(ds),
tj.

A~

BlalA[—a — k(a)] = 1. (4.8)

Mozemo za svako a da definiSemo novu verovatnocu mera P, upravljajuci {(J, St)}eso

pustajuci faktor rizika L, ogranic¢en sa F, = a((J,,S,:0 <v < t)) daje

L, = o @St—tk(a) h{e) = aSt—th(a) p—(a+k(a)Ue=s)

h(s)
gde je k() resenje (4.8).
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Propozicija 4.5:Verovatno¢a mera P,.; je mera verovatnoca upravljaju¢i procesom rizika
obnove sa J, = s i izmedu dolazaka raspodele A i usluznog vremena raspodele B promenjene

udg,tj. B, gde

e~ (atk(@)t

Ag(dt) = Fmmpss AdD),  Bu(dx) = m B(dx).

Dokaz: P,.s(Jo = s) = 1sledi trivijalno iz L, = 1. Dalje, kako Jr, = J; = Ty,

Ea.seﬁU1+6T2 — ES[eBU1+6T2 LT ]
) 1

= Es[eﬁulﬂm eaSTl—le(a)e—(a+k(a))(jT1—s)]
Kakoje S =U~T,Sp, =U;—Ty,a T, = ssledi Sp, = Uy —s
= Es[eﬁU1+5Tz ea(U1—S)—Sk(a)e—(a+k(a))(T2—s)]

= ES [e (B+a)Uq e(5—a—k(0£))Tz e(—a—k(a)+a+k(a))s]

Bla + B1A[6 — a — k(a)]
Bla] Al—a —k(a)]

koje pokazuje da U,, T, su nezavisni sa raspodelama , B,, tj. A, kao S§to tvrdi. Jednostavno
prosirenje argumenta pokazuje da Uy,...,U,, Ty,..., Thyq SU Nezavisni sa raspodelom A, za

TkiBa ZaUk. |

Mozemo primetiti za slozen Poasonov sluc¢aj kod kog A ima eksponencijalnu raspodelu sa

B

stopom f, (4.8) znati Bla] -

=1 i sredivanjem dobijamo k(a) = B(Bla] — 1) — a,
tj. Lundbergovu jednacinu koju smo ve¢ pokazali kod koeficijenta prilagodavanja.
Imajmo na umu da promenjene raspodele A i B generalno nisu iste za P, i P,,Ed). Vazan

izuzetak je, medutim, odredivanje koeficijenta prilagodavanja y gde su definisane jednacine

kD) =0ik(y) = 0iste.
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Markovo aditivno glediSte je bitno kada se proucavaju problemi koji se ne mogu svesti na
ugradeni sluc¢ajan hod, recimo verovatnocCa propasti kona¢nog vremenskog intervala gde
pristup preko ugradenog slucajnog hoda daje rezultate verovatnoce propasti posle N zahteva,

a ne posle vremena T.

Propozicija 4.6 : Neka y < ﬁ, neka a, > 0 reSenje od k’(ay) = 3—1/, i definiSemo

Yy = ay — yk(a,). Onda
e—(ay+k(ay))s

Yo (u, yu) < — et = o=(@+k(@))s pry 1o-myu
Ay~ ()] ]

Posebno, za nula odlozen slu¢aj s (u, yu) < e "%,

1
k')

Dokaz: Kako jey < vidimo da je k(ay) > 0. Neka je M(u) broj zahteva koji dovode

do propasti. Onda je J(z(w)) = Ta+1 i Stoga

— 0y Sy +TWk(ay) h(s) .

; T(w) < yu
h(]T(u))

ws(u: yu) = an;s e

e —(ay+k(ay))s

< e—ayu+yuk(ay)E .
Fyis e—(“y+k(“y))TM(u)+1

_ e—(“y+k(“y))se_yyuz‘iay lay + k(ay)],

Sto je isto kao i potvrdena nejednakost za s(u, yu). Zahtev za nula odloZeni slucaj sledi
integracijom u odnosu na A(ds). m

Napomena: Tumacenje sluc¢ajnog hoda takode omogucava da se prevedu uopsteni (generalni)
asimptotski rezultati verovatnoce propasti kona¢nog vremenskog intervala sluc¢ajnog hoda do

odgovaraju¢eg modela obnove.
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4.4. Model obnove kod faza- tipa raspodela

Neka je U;,U,, . . . nezavisno identi¢ki raspodeljeno, sa zajednickom raspodelom.

DefiniSemo:

Z(A)=E #{n=0,1,..:U; + -+ U,eA}

- Ez I(Uy + -+ UyeA).
n=0

Mozemo misliti 0 U; kao vremenu (roku) trajanja predmeta (npr. elekti¢ne sijalice) koje su
zamenjene nakon propasti, onda je ~/(A) ocekivani broj obnova (zamena) u A. Iz tog razloga
mislimo na ~/(A) kao na meru obnove; ako je ~ apsolutno neprekidno u (0, ) u odnosu na
Lebegovu meru, ozna¢avamo gustinu sa u(x) i odnosi se na u kao gustina obnove. Ako je
raspodela B eksponencijalna sa stopom S oblik obnove Poasonovog procesa, imamo u(x) =
B. Eksplicitno racunanje gustine obnove (ili mere obnove) se ¢esto misli kao o neizvodljivom

za ostale raspodele, ali ipak problem ima algoritamsko prilagodljivo reSenje ako je B faza tip.

Raspodela B u (0, oo) je fazni tip ako je B raspodela vremena (roka) trajanja (lifetime)
zavrsenog Markovog procesa {J;};>o sa kona¢no mnogo stanja i vremenskim homogenim

stopama promene. Raspodele faznog tipa sa p = 1 su upravo eksponencijalne raspodele.
Ponekad je potrebno razmotriti fazni tip raspodele, gde je pocetni vektor a definisan
|||l = Yieg a; < 1. Postoje dva nadina za tumacenje:

1) Fazni tip raspodele B je neispravan (defektan), tj. ||B|| = ||a|| < 1. Slu¢ajna promenljiva
U koja ima neispravnu raspodelu faznog tipa sa prikazom (a, T) je definisana da je o na
skupu verovatno¢e 1 — |||, ili samo dozvoljava U da bude nedefinisana na ovom
dodatnom skupu.

2) Fazni tip raspodele B je nula- modifikovan, tj. meSavina faznog tipa raspodele sa

prikazom(a/||a||, T) sa tezinom ||a|| i atom u nuli sa teZzinom 1 — ||«||.

4.4.1. Zahtevi faznog tipa kod sloZzenog Poasonovog modela

Posmatramo slozen Poasonov ( Kramer—Lundbergov) model, pri ¢emu sa f ozna¢avamo

Poasonov intenzitet, B je raspodela zahteva, T(u) je vreme propasti sa po¢etnom rezervom u,
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{St} zahtev procesa viska, G,() = P(Sy€-,7(0) < ) raspodela visina merdevina

(lestvica) i M = sup;sq S;. Pretpostavljamo da je B fazni tip sa prikazom (e, T).

Posledica 4.3: Pretpostavimo da raspodela zahteva veli¢ine B je faznog tipa sa prikazom
(a, T). Onda:

a) G, je neispravan fazni tip sa prikazom(a,, T) gde je ar, datasa a, = —faT 1, i M je

nula-modifikovan fazni — tip sa prikazom(a,, T + ta,).
b) Y(u) = a,elTHaue,
Imajte na umu posebno da p = ||G.|| = a, e.

Za dokaz nam je potrebna slede¢a Posledica 4.4: Razmotrimo proces obnove izmedu dolazaka
koji su faznog tipa sa prikazom (a, T), i neka je up = —aT e sredina od B. Onda:

a)Visak trajanja &(t) u trenutku t je faznog tipa sa prikazom (v,, T) gde v, = a - e T+t®?
b)é(t) ima ograniCenu raspodelu kad t — oo, koja je faznog tipa sa prikazom (v,T) gde

v = —aT~1/up. Ekvivalentno, gustina je ve *t = B(x)/ug.

Dokaz: Rezultat odmah dobijamo kombinujué¢i Polacek-Hin¢inovu formulu sa opStim
rezultatom raspodele faznog tipa: za (a) koristimo prikaz B, iz Posledice 4.4. Za (b),
predstavljamo maksimum M kao vreme trajanja zavrSenog procesa obnove i koristimo
sledecu Posledicu: Razmotrimo zavr$ni proces obnove za izmedu dolaske koji su neispravni
faza-tip sa prikazom (e, T), tj. ||| < 1. Onda vreme trajanja je nula modifikovan fazni tip sa
prikazom (a, T+ta). =

q11 CI12) i
q21 422/’

A1 najveci realni deo (recimo u uslovima Peron—Frobenijusove teoreme), otuda 4, je takvo

Za slede¢i primer potrebna nam je dijagonalizacija kod faza tipa: Ako je Q = (

q11+ q22+VD _ q11t Q22—
Tut 92280 5, = Dutdazm Ve

zbog 4, = tr(Q). Dobijamo 4, = 5 5 ‘/5, gde je D = (q11 — 922)* +

449,,9,,. Onda

n= (M1 T2)=a(q1 A1 —q11)
k:<k1):b< d12 )
k A —qu
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Gde su a, b konstante takve da k = 1, tj. ab(q12q21 + (A, — q11)?) = 1. Stoga

eQt — phit (ﬂ1k1 7Tzk1) n e;w( T2k, _7T2k1>.
Tk, Tk, —mky Tk

Primer 4.1

Pretpostavimo da je f = 3 i b(x) =% 3. e 3 +§ -7 e 7,

Takvo b je hipereksponencijalno (meSovita eksponencijalna raspodela) sa a = G

T = (_3 0 )tako da

0o -7
Lo
1 1 1/=7 0Y\_|["3
r _detTadjT_u(o —3)_ o -1/
7
20
_ _ -1_ _qof(1 1 3 - (X 3
a, =—fal ™" = 3(2 2) o -1 - (2 14)’
7
3 9
/-3 0 3/l 3\ [72 12
r+ia=(3 5)+0)G - 711
2 2
Posmatramo Q@ =T + ta.., dobijamo
D =5,
Al=—1,
Az—_6, ab=_
7
m=alz 2
9
)
2
2
<7T1k1 7T2k1>: 10 70
mk, Tk, 7z 1
10 10
3 9 9 1 9
2 14 | _ 10 70 —6 10 70
7 11 7 1 7 9
2 2 10 10 10 10
9 9 1 9
e(THtau — ,-u 170 710 +e 6u< 1(')7 g()
10 10 10 10



9 9
o —smere=en (¢ H(E ) Qe (5 )0
10 10 10 10

84 12 —-14 18
= ( 120) W+ (T 120) (D)
24 1

==e %+ =g %

35 35

Tabela 4.1: Tabela verovatnoce propasti kod raspodele sa faznim tipom.

u 0 10 102 103 107
Y(u) 0.714275713 | 3,11318041 | 2,550909241- 0 0
-107° 10~*

Mozemo primetiti kad su po&etne rezereve 103 sigurno ne dolazi do propasti.

Tabela 4.2: Tabela verovatnoce propasti kod mesovite raspodele sa parametrima ¢ = 3,v =

7,m = 30%.
u 0 10 107 103 107
Y(u) 0.769230769 | 0,018890091 | 1,594803173- 0 0
10—16

Primer 4.2: Posmatracemo primer iz treCe glave, koji je glasio: lzracunati verovatnocu

: .. . _ _ 1 _
propasti za meSovitu eksponencijalnu raspodelu sa b(x) = 0,78 (—190744933‘98
1

—_—— X 1
e 190744933,98

1
ssaseorel © sas3seorsl ), optereéenjem 7 = 30 %. Pretpostaviéemo da je

B = 3 kao i u prethodnom primeru.

-1

— . 10-25
adjT = ( 7,336125762 - 10 0 )

detT 0 —3,251276205 10725

a, = (1,716653428 - 1072* 7,60798632 - 1072°)

—5,242603196 - 107°

3,988565339 - 10733 )
2,080684786 - 1032

T+ ta, = (
+ —1,182932299 - 108

D = 4,33848780-10~7,
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A4y =—0,0000000052 ,
A, = —0,0000000118,
ab = 5,50954382 - 10%°,

(nlkl nzkl) _ (4,57232764 -107**  9,36212797 - 10_23>
Mk,  Tok; 4,88387066 - 10722 1,0000001921

e(T+ta+)u

— e_0’0000000052.u (4‘,57232764‘ - 10_44 9,36212797 - 10_23>

4,88387066 - 10722 1,0000001921
+ 6_0'0000000118 ‘u ( 1,0000001921 _9,36212797 ' 10_23>
—4,88387066 - 10722 4,57232764 - 10~**

PY(u) = a,eTHelle == 7,607988 - 10725 - ¢~0.0000000052:w 4 1 71665376 -

10_246_0’0000000118 ‘U

Tabela 4.3: Tabela verovatnoce propasti kod raspodele sa faznim tipom

u 0 107 108 10° 1012
Y(u) 2,47745260- | 2,24783168- | 9,79801720- | 4,20987832 0
10—24- 10—24 10—25 10—27

MozZemo primetiti kako je veoma mala verovatnoca propasti kada su nam pocetne rezerve
jednake nuli, zaklju¢ujemo da nema velike razlike kad su pocetne rezerve jednake nuli kao i
kad su 107, dok kad su rezerve 102 sledi da sigurno neé¢e do¢i do propasti. Ako bi poredili
ove verovatnoce sa verovatno¢ama koje smo dobili kod aproksimacija (glava 3), vidimo da

je, kod modela obnove kad je raspodela faznog tipom dosta manja verovatnoca propasti.

4.4.2. Model obnove

Posmatramo model obnove koji smo definisali u prethodnom poglavlju, sa A oznatavamo
raspodelu izmedu dolaska i B raspodelu vremena usluga. Pretpostavimo p = ug/u, <11 B
je fazni tip sa prikazom (a, T). Ho¢emo da izvedemo prikaz faznog tipa verovatnoce propasti
Y i P (u) (kao $to smo veé rekli P(u) se odnosi na nula odlozen sludaj,a 1 (u) na
stacionaran slu¢aj). Za slozen Poasonov slucaj, ovo smo naveli u Potpoglavlju 4.4.1,
napomenimo da je raspodela G, na rastucu visinu merdevina S;, obavezno (neispravni) fazni
tip sa prikazom (e, T) za neki vektor e, = (ay; j). To jest, ako definiSemo {m,} kao i za

Poasonov sluca;:
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Propozicija 4.7: U nula odlozenom slucaju
a) G, je fazni tip sa prikazom (e, T), gde a, je (neispravna) raspodela od m, ;
b) maksimum zahteva viska M je vreme(rok) trajanja(lifetime) od {m,};

c) {m,} je (zavrs$ni) Markov proces na E, sa matricom intenziteta Q koja je data sa

Q=T+ ta,.

Kljucna razlika u odnosu na Poasonov slu¢aj je da je mnogo teze proceniti .. Zapravo,
oblik u kom izvodimo a, za model obnove je jedinstveno reSenje problema fiksne tacke
a, = ¢(a,), koja se za numericke svrhe moze resiti iteracijom. Ipak, raCunanje prve visine

merdevina u stacionarnom slucaju je jednostavno:

Propozicija 4.8: Raspodela Gf) prve visine merdevina zahteva viska procesa {St(s)} za

stacionarni slu¢aj je faznog tipa sa prikazom (a®), T), gde a® = —a T~ /u,.

Dokaz: Ocigledno, Palm raspodela zahteva viska je upravo B. Zbog toga, iz Teoreme:
Razmatramo opsti stacionarni zahtev vi§ka procesa {S{};»o, Neka U, bude slucajna
promenljiva koja ima Palm raspodelu zahteva veli¢ine i F(x) = P(U, < x) njegova
raspodela. Pretpostavimo da S; — —oo skoro sigurno i da p = BE(U,) < 1. Onda raspodela
visina merdevina G je data sa (neispravnom) gustinom g3 (x) = B F(x).

Dobijamo Gf) = pB,, gde B, je stacionarna raspodela viska koja odgovara B. Ali, prema

Posledici 4.4, B, je fazni tip sa prikazom (—aT~'/ug,T). =
Propozicija 4.9: a, zadovoljava a;, = ¢(a.), gde

o(a;) = dA[T + ta,] = afooo eT+tay A(dy).  (4.9)
Dokaz:
Uslovljavamo T; = y i definiSemo {m}} iz {Stﬂ, —Sy_} na isti nacin kao $to je {m,}

definisan iz {S;}. Onda {m}} je Markov sa istim intenzitetom promena kao {m,}, ali sa
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pocetnom raspodelom a umesto a, . Takode, oc¢igledno je my = m;,. Posto uslovna raspodela
od m; data sa T; =y je ae?, sledi integracijom y iz te raspodele a, od m, je data

kona¢nim izrazom (4.9). =

Sada smo skoro skupili sve delove od glavnog rezultata i dobijamo:
Teorema 4.4: Razmotrimo model obnove sa raspodelom izmedu dolaska A i zahtev veli¢ine

raspodele B faznog tipa sa prikazom (a, T). Onda

P() = a,eTHedie, YO (y) = a®eT+tarte (4.10)
gde ar, zadovoljava (4.9) i @) = —aT~/u,. Osim toga, @, Mozemo izradunati iteracijom
(4.9), 1. sa

a, = limn_)oo (Xs_n) gde (ZS_O) =0, ag_l) = (p(ag_o)), (XS_Z) = (p(as_l)), ‘e (411)

Dokaz:

Prvi izraz u (4.10) sledi iz Propozicije 4.7, napominjemo da raspodela od m, je a.. Drugi,
sledi na sli¢an nacin, uz napomenu da samo prvi stepenik merdevina u stacionarnom slucaju
ima razli¢itu raspodelu, i to je dato u Propoziciji 4.8; stoga, maksimum zahteva viska za
stacionarni slucaj ima sli¢an prikaz kao u Propoziciji 4.7 (b), samo sa po€etnom raspodelom
a® zam,.

Ostaje da dokazemo iteracijsku Semu (4.11). Izraz tf u ¢@(f) predstavlja povratnu
informaciju sa stopom vektora t (vektorskom brzinom t) i povratnu informaciju verovatnoce
vektora B. Otuda ¢(f) (definisan na domenu verovatnoce(subprobability) vektora f) je

rastuca funkcija od B . Posebno, af) >0= aSLO), podrazumeva

2 _ (€] o) _ @
a,” = go(a+ )2 <p(a+ )—a+
i (indukcijom) {a(j‘)} je rastuéi niz takav da lim,,_,., @™ postoji. Sli¢no, 0 = a'® < a, daje
o = o(al’) < pa) =a,

i indukcijom dobijamo a({‘) < a, zasve n. Prematome lim,,_,, afr”) <a,.

Za dokazivanje suprotne nejednakosti, neka je F, = {T;+...+T,,., > 7.} dogadaj da {m;}

ima najviSe n dolazaka u [Ty, 7.], i neka je c?inl) = P(m"}1 = i; F,). O¢igledno, Tiin) Ta,,
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tako da bi zavrsili dokaz dovoljno je pokazati da Z’zEr”) < ag") za sven. Za n =0, obe
veli¢ine su samo 0. Pretpostavimo da je tvrdnja prikazana za n — 1 .Tada svako potezanje
{St+T1 — STl_} moze sadrzati najviSe n — 1 dolazaka (n dolaska su isklju¢eni zbog pocetnog

dolaska u vremenu T;). Sledi da iz F, povratne informacije za {m;} posle svakog stepenika

. y o~ (n-1
merdevina ne moze preci a(f ) tako da

& < af o T+ta ™)y A(dy)
0

0 (n—1) _
S afo e(T+ta+ )y A(dy) — (p(as-n 1)) — a_(i_n). n
Slede¢e navodimo alternativni algoritam, koji povezuje podesavanja faznog tipa i klasi¢nu

kompleksnu oblast pristupa modela obnove. U tom slucaju, neka F bude raspodela od
U, — Ty. Onda
Flrl = a(-rI = T)"tA[-r] (4.12)

kad god Ee®(MV < 00, Medutim, (4.12) ima smisla i daje analiti¢ki nastavak od F[-] sve dok

—r & sp(T).3

Teorema 4.5: Neka je r neki kompleksan broj sa R(r) > 0,—r & sp(T).Onda —r je
sopstvena vrednost od Q = T + ta, ako i samo ako 1 = F[r] = A[-r]B][r], sa B[r], F[r] se
tumaci u smislu od analitickog nastavka funkcije generatrise momenta. U tom slucaju,

odgovarajuéi pravi sopstveni vektor moze se uzeti kao (—rI — T)1t.

Dokaz: Pretpostavimo prvo Qh = —rh. Onda e®*h = e™"*h i otuda
—rh = Qh = (T + tad[Q])h = Th + A[-r]tah. (4.13)

Kako —r & sp(T), ovo podrazumeva da ahA[—r] # 0, i otuda moZemo da pretpostavimo da
je h normalizovano tako da je ahA[—r] = 1. Zatim (4.13) daje h = (—rI — T)~'t. Prema
tome normalizacija (4.12) je ekvivaletna sa F[r] = 1.

Pretpostavimo sledeée F[r] = 1. Posto R(r) > 0 i G_ je koncentrisan na (—oo,0), imamo
|G_[r]| < 1, i otuda sa identitetom Viner—Hopf faktorizacije imamo G, [r] = 1 koja prema
Teoremi: Neka je B faza — tip sa prikazom (E, «, T). Onda: funkcija generatrise momenta

-~ oo

Blr] = |, e™ B(dx) je a(-rI —=T)""'t.

* sp(T) je skup svih sopstvenih vrednosti T(spekira)
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Znat¢ida a,(—rI — T)"'t = 1. Stogasa h = (—rI — T) "'t dobijamo
Qh=(T+ta,)h=Th+ta,h=T(—rI-T) 't +t,
Kakovazi Q =T+ ta, , T=Q —ta, = —r—ta,
=(-r—-ta)(-rI-T)t+t=—r(—rI-T)t—ta,(—rI-T)t+t

=—1r(-rI-T)t—t+t=—r(—1rI-T)t=—rh. =

4.5. Model obnove u prisustvu teskih repova

Gruba razlika izmedu lakih i teskih repova je: funkcija generatrise momenta B[r] =
[ e™ B (dx) je kona¢na za neko r > 0 u slu¢aju lakih repova i beskona¢na za sve r > 0 U
slucaju teSkih repova. Eksponencijalna promena mera u brojnim slu¢ajevima zahteva lake
repove. Osnovni slucajevi gde su kriterijumi lakih repova naru$eni:
1) Raspodele sa regularnim varirajué¢im repom, B(x) = L(x)/x* gde a > 0 i L(x) sporo
varira, L(tx)/L(x) - 1,x - o zasve t > 0;

2) Lognormalna raspodela (raspodela od eV gde U~N (u, 6%))

3) Vejbulova raspodela sa smanjenom stopom propasti, B(x) = e’ sa0 < B <1

Definicija za teSke repove B[r] = oo za sve r > 0 je suvide opsta da omoguéi opste
netrivijalne rezultate v-¢e propasti, i umesto toga radicemo u klasi .~ subeksponencijalne
raspodele. Zahtevamo da je B koncentrisano u (0, o) i onda kazemo da je B
subeksponencijalna (B€ .~ ) ako

B*Z (x)

5 2,x > . (4.14)

Ovde B*? je kvadrat konvolucije, to je raspodela zbira nezavisnih slu¢ajnih promenljivih

X, i X, saraspodelom B. U smislu slu¢ajnih promenljivih (4.14) znaci

P(Xl + XZ > x)~2P(X1 > x).
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Dobijamo da Lognormalna i Vejbulova raspodela su subeksponencijalne i svaka raspodela B
sa regularno varirajuéim repom je subeksponencijalna.
Posmatramo model obnove sa zahtevom velicine raspodele B i raspodelom izmedu dolaska A
kao u prethodnim poglavljima. Neka je U; i — ti zahtev, T; i — to vreme izmedu dolaska i
Xi=U,—T,

S,(ld) =X1+-+ X, M= sup{n=0,1,...}5,sd), Y(u) = inf{n:S,Sd) > u}.

Onda yY(u) = P(M > u) = P(9(u) < o). Pretpostavimo pozitivno sigurno opterecenje,
ti. p = ug/ua < 1. Glavni rezultat je:

Teorema 4.6: Pretpostavimo da a) stacionarni viSak raspodele B, od B je subeksponencijalan

i da b) B sebe zadovoljava B(x — y)/B(x) — 1 uniformno na kompaktnom y intervalu. Onda

Y~ Bo(w), w0 (415)

(Imajte na umu b) posebno vazi ako B € ./ )

Dokaz je zasnovan na zapazanju da takode u postavljanju obnove, postoji prikaz od M slican

Polacek—Hinc¢inovoj formuli. Da privedemo kraju, neka je 9, = 9(0) vreme prve u usponu

merdevine od {S,(ld)},
G (A) = P(Sy, €A 9, <o) =P(S;, €A, T, < )

Gde 7, =T; + -+ Ty, oznaCava vreme prve ulazne(u usponu) merdevine od neprekidnog

vremenskog zahteva viSka procesa {S;}. Stoga G, je raspodela visine merdevina (lestvica) u

usponu (koja je neispravna zbog ug < py ). Dalje definisemo 6 = ||G,|| = P(9; < ). Onda

MDY,  (4.16)

gde K ima geometrijsku raspodelu sa parametrom 8, P(K = k) = (1—6)8%iY,,Y,, ... su
nezavisni od K i nezavisno identic¢ki raspodeljeni sa raspodelom G, /6 (raspodela Sy, je
odredena 7, < o). Kao i za slozen Poasonov model, ovaj prikaz ¢e biti nase osnovno vozilo

da se izvede asimptotski rep od M, ali se suo¢avamo sa dodatnim teSkocama da ni konstanta 6

‘Bo(x) = f;CE (y)dy/ug oznakava stacionarni visak raspodele
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i raspodela od Y; nisu eksplicitne. Neka F oznadava raspodelu od X; i F; rep integracije,

Fi(x) = [ Fy)dy,x > 0.
Lema 4.1: F(x)~B(x), x - o iotuda F;(x)~ugBy(x).

Dokaz: Prema dominirajuc¢oj konvergenciji i b)

Flx)  (*Bx+y) * B

Ova lema implicira da je (4.15) ekvivaletno sa

1 _

P(M > u)~—F,(u),u - oo, (4.17)
e

i mi ¢emo to dokazati u ovom obliku. Pisemo G, (x) = G, (x, ) = P(Sy, > x,9, < ).

Neka je dalje 9_ = inf{n > 0: S,(ld) < 0} vreme(epoch) prve opadajuce merdevine, G_(A) =

P(Sy_ € A) raspodela visine opadajuce (silazne) merdevine (||G_|| = 1 zbog ug < pu) i neka

je ug_ sredina G_.
Lema4.2: G, (x) ~ F;(x)/|ug_|,x =

Dokaz Teoreme 4.6: 1z leme 4.2, P(Y; > x)~F,(x)/(9|ug_|). Stoga, koriste¢i dominantnu

konvergenciju upravo kao i za slozen Poasonov model, (4.16) daje

Fl(u) _ Fl(u)
Oluc_| (1 —0)|ue_|

P(M>u)~ ) (1-60)8%k

Diferenciranjem identiteta VViner—Hopf faktorizacije
1= F[s]= (1 - G_[sD(1 - G, [sD),
i neka s = 0 daje
—pr = —(1 - DGL0] = A = 1G+Due. = —(1 = Opg._.

Fi(x) _wpBo(w) _ pBo(w)

(1-0|uc_|  wma-us 1-p
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4.6. Model obnove kod Gerber—Siju funkcije

Kombinacija vremena propasti 7(u), deficita pri propasti é(u) = |Rr(u)| i viSka pre propasti

R - je oblika oCekivane snizene takse kod propasti
m(u) = E[e“ST(u)a)(RT(u)_, Ew); T(w) < 00)], (4.18)

gde je taksa w nenegativna funkcija viSka pre propasti i deficita pri propasti. Izraz m(u)
obi¢no nazivamo Gerber—Siju funkcija. Za w =1 i § =0 izraz (4.18) svodimo na
verovatno¢u propasti Y(u), i za w =1 i § >0 dolazimo (sa malom zloupotrebom

terminologije) do Laplasove transformacije vremena propasti 7(u).

Posmatramo nula odlozen model obnove sa raspodelom vremena izmedu dolaska A(t) i

gustinom a(t). Ako je T, vreme prvog zahteva, standardna diskusija obnove daje

m(u) = E (e‘”lm(u + T, — Ul)). Tj. m(w) je dato sa

[ e% a(®) ( L mu+t = y)BAy) + [ ou+t,y—u- t)B(dy)) dt. (4.19)

4.6.1. Promena mera

Podsetimo se iz Odeljka 4.3.1 ugradenog slucajnog hoda modela obnove, tj. ako samo
razmatramo diskretno vreme tacke u kom se zahtev desio, rezultat diskrethog vremenskog
procesa je slucajan hod, a posebno Markov. Medutim, ovde zelimo da zadrzimo informacije
o vremenu propasti i viska pre propasti (koje se obe gube samo u pogledu ugradenog
slu¢ajnog hoda) ovaj tip Markovizacije procesa je suviSe grub za predstavljene namere.
Alternativni 1 elegantan nain da se Markovizuje proces je da razmatramo slucajnu

promenljivu V; = Ty, —t kao dodatno stanje promenljive, koje je vreme preostalo do

slede¢eg zahteva. DefiniSemo k(r) kao resenje od
BlrlA[-r = k("] =1,  (4.20)

Za svako r sa B[r] < oo. Lako se moze pokazati osobinama funkcije momenta generatrise da

za r = 0 ovo reSenje k(r) postoji, jedinstveno je, i da k(r) je strogo konveksna funkcija na
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skupu gde ona postoji. Takode, k(0) = 0 i k'(0) = 0 pod uslovima neto profita. Dalje, uz

malo truda, moze se pokazati da

N

Lt =B [r]e—(r+k(r))VterSte—k(r)t

je martingal u odnosu na filtraciju generisanu sa {(R;, V;)}. L; se moze sada koristiti kao
proces faktora rizika (likelihood ratio). Pod merom B.[-] = E[L; ; -], proces rizika R; ostaje
Sper Andersonov proces rizika sa zahtevom raspodele B, (dy) = A[—r — k(r)]e™B(dy) i
raspodelom vremena izmedu zahteva promenjene A, (dt) = B[r]e Tkt Adt. Ako
r > argmin k(r), onda drift pod novom merom je negativan (—k’(r) < 0) i zbog toga
P.(t(u) < ) =1.

Pod merom P., Gerber—Siju funkcija m(u) se moZe izraziti kao
Al=r = k(]E, [T rn St (D00 g (Ryy_ £(w) )5 7() < oo]

Kako V() je vreme do sledeceg zahteva posle propasti i stoga nezavisno od Fr) I Regy,

ovaj identitet se pojednostavljuje
m(u) = E, [e_rf(u) ekM=8)r(w) ¢, (Rf(u)—, ¢ (u)) ;T(w) < oo] e

Kao i u sloZzenom Poasonovom slu¢aju, vremenska zavisinost nestaje ako k(r) = 8.

Propozicija 4.10: Pretpostavimo da jednacina k(r) — & = 0 sa k(r) definisana u (4.20) ima

pozitivno reSenje ys > argmin k(r). Onda
m(u) = E),S[e"mf(u)w(RT(u)_, Ew))]e rs*  (4.21)
i za kontinuiranu funkciju taksi w
111_1)130 e¥s¥m(u) = Cs
za neku konstantu C5 > 0.

Formula (4.21) moze biti korisna u mnogim situacijama. Dajemo jedan poseban primer:

Posledica 4.5: U modelu obnove, za eksponencijalni(v) zahtev veli¢ine Laplasova

transformacija vremena propasti je data
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V—Ys

E[e“ST(u); T(u) < 00] = e Yslu,

Dokaz: U ovom slu¢aju o¢igledno postoji ys > 0 i reenje je od A[—ys — 6] =1 —ys/v.
Nedostatak osobine memorije implicira P(&(u) > x|t(u) < ) = e™*, i odgovarajuce

B, (§(w) > x) = e~ 7¥8)* Rezultatondaslediiz (4.20)zaw =1. m

Napomenimo da Posledica 4.5 prosiruje Teoremu 4.2 sa prili¢no drugacijim dokazom.

4.6.2. Modifikovani slu¢ajni hod

Drugi na¢in da uklonimo diskontovanje je da interpretiramo as(t) = e~%ta(t) u (4.19) kao
novu (sada defektnu) gustinu vremena izmedu zahteva za ne-diskontovani proces rizika. Ovo
dovodi do modifikovanog ugradenog sluc¢ajnog hoda Sg; = Zﬁ;l(Ui — Tg’i),k > 1 gde Ts;
ima defektnu gustinu as(t) i tatku mase veli¢ine 1 — fooo as(t)dt =1—A[-6] u

beskonacnosti. Zbog toga, supy, Ss x je konacan sa verovatnocom 1.

Po definiciji, verovatno¢a propasti od ovog modifikovanog slucajnog hoda je Laplasova

transformacija vremena propasti originalnog procesa rizika R;,
E[e‘&(u); T(u) < 00] =P (sup Ssx > u),
k

a diskontovana raspodela od deficita pri propasti od R; je

E[e=%®); &) <y, T(w) < ®] = P(Ns, < 0, S5y, < U+Y),

gde Ns, = inf {k: Ssk > u}. Otuda za ove funkcije taksi racunanja se svode na tehnike
slu¢ajnog hoda sa defektnom raspodelom poveéanja (za koje na primer Viner—Hopf
faktorizacija se jos uvek moze uraditi na isti na¢in). Ako je zahtev veli¢ina faznog tipa, to

dovodi do sledece generalizacije Posledice 4.4 i takode Teoreme 4.4:

Teorema 4.7: Razmatramo model obnove sa proizvoljnom raspodelom izmedu dolaska A i
raspodelu faznog tipa zahteva veli¢ine B sa prikazom (a, T). Oznac¢imo sa ag, minimalno

ne-negativno resenje od
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(o]
as, = af eT+tas)t g (t)dt.
0

Onda Laplasova transformacija vremena propasti je
E[e70"W; 1(u) < o] = a5, eTHtasue,
I diskontovana raspodela deficita pri propasti je data sa
E[e7%"W; W) = y, t(u) < o] = ageTtasuelve,

Dokaz: Dokaz je jednostavno prosirenje onog iz Teoreme 4.4.m

4.7. Zavisni Sper Andresonov model

Kao sto smo diskutovali u Odeljku 4.3.1, u Sper Andresonovom modelu prikaz

n
Rn:u+Z(Tk—Uk),n20
k=1

pokazuje ugradenu strukturu slucajnog hoda procesa rizika sa nezavisnim prireStajima
Ty — Uy (predstavlja razliku izmedu vremena dogadaja (pojavljivanja) i zahteva veliCine).
Ovaj opis slu¢ajnog hoda omogucava primenu brojnih klasi¢nih tehnika slu¢ajnog hoda za
proucavanje (sudy) verovatnoCe propasti 1 povezanih koliina. Pretpostavimo sada da
Ty i Uy, nisu nezavisne, ali imaju neku zajedni¢ku raspodelu. Onda, struktura slu¢ajnog hoda
je jo§ uvek sacuvana sve dok (Ty, Uy), k = 1 je nezavisno identi¢ki raspodeljen niz sa dve
vrednosti (bivariate) slucajne promenljive. Drugim re¢ima, mozemo dozvoliti da vreme
izmedu dogadaja i sledeCeg zahteva bude zavisno (koje ¢e promeniti raspodelu prirestaja
T, — Uy) i jos$ koristimo poredak sluc¢ajnog hoda. Podsetimo se da je A raspodela funkcije
slu¢ajne promenljive Ty, a B raspodela slucajne promenljive U,. Neka k(s) oznacava
funkciju kumulativnog generisanja prire§taja slu¢ajne promenljive T, — Uy, tj. e*(®) =
E(e’Te=Uk), Ako je zavisnost izmedu Ty iU, opisana vezom funkcije C(a, b) tada

jednostavna racunica daje k(s) (u njegovom domenu konvergencije)

Bl-slAls] — s2 [ e=57"@ [ 547" ®) (C(a, b) — ab)dA™' (b)dB " (a). (4.22)
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Ova formula pokazuje sasvim eksplicitno kako zavisna struktura (izraZzena preko veza) i
marginalne raspodelele A i B uti¢u na oblik k(s). Posebno, za nezavisno vreme izmedu
dogadaja i zahteva imamo C(a, b) = ab, pa drugi izraz u (4.22) predstavlja korekciju
(ispravku) za uvedenu zavisnost. Posto broj oblika asimptotskog slu¢ajnog hoda mozemo
odsada citati iz oblika k(s), mozemo proucavati efekat zavisnosti istrazivanjem rezultujuéeg
k(s). Na primer, jasno je iz (4.22) da pozitivna kvadratna zavisnost izmedu T i U (tj.
C(a,b) = ab za sve 0<a,b<1) implicira da k(s) je za sves manji od jedan za
nezavisnost. U slucaju koeficijenta prilagodavanja, y postoji, to je reSenje od k(s) =0 i
takvo y ¢e biti vece za ovu vrstu pozitivne zavisnosti. Opstije, kad god postoji podudarnost
redosleda za dve veze (tj. C;(a, b) = C,(a, b) zasve 0 < a,b < 1), onda y; = y,. Takode,
minimum od k(s) (koji je modifikovan kroz zavisnost) otkriva konvergenciju stope kona¢nog

vremena verovatnoc¢e propasti.

(Asmussen, Albracher, 2010.)
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5. Zakljucak

U Srbiji je u prvom tromesecju ove godine, tj. od 1.1. do 31.3. 2018. poslovalo 21 drustvo za
osiguranje, §to je za dva druStva manje nego u istom periodu prethodne godine prema
Narodnoj banci Srbije. 1z tog razloga u radu smo se upravo bavili verovatno¢ama propasti, tj.
kada osiguravaju¢a kompanija moze da bankrotira, kao i kada ¢e preziveti, odnosno nec¢e doci

do bankrota osiguravaju¢e kompanije.

Pokazali smo u radu Lundbergovu nejednacinu i Kramer—Lundbergovu aproksimaciju kod
kojih vodimo racuna o postojanju koeficijenta prilagodavanja, kao i integrodiferencijalnu
jednaéinu. Integrodiferencijalna jednacina je dobra zato Sto vazi za u > 0, dok Lundbergova
nejednakost i Kramer—Lundbergova aproksimacija vaze samo kad u — oo. Takode kod
integrodiferencijalnih jedna¢ina se ne posmatra koeficijent prilagodavanja y, pa ne moramo

da razmisljamo o njegovoj egzistenciji.

Medutim, kako se verovatnoca propasti u nekim slu¢ajevima ne moze eksplicitno izracunati,
bavili smo se aproksimacijama verovatnoce propasti. Konkretnim primerom, gde imamo
mesovitu eksponencijalnu raspodelu prosli smo kroz sve aproksimacije i model obnove i

zakljucili:

e De Valderova, 4AMGDV i Bekman—Boversova aproksimacija daju dobre rezulate, ali
AMGDV daje bolje rezultate od De Valderove aproksimacije, kao i kad se pocetne
rezerve poveéavaju (u = 108 ) 4MGDV aproksimacija daje bolje rezultate od
Bekman— Boversove aproksimacije.

e Aproksimacija gustog (teskog) saobracaja je dobra za malo 1, tj. (10-20 %), u nasem
primeru n = 30% i aproksimacija nam ne daje dobre rezultate. Dok aproksimacija
lakog saobracaja daje dobre rezultate kad su nam pocetne rezerve manje, tj. 0 i 107,
takode tada daje bolje rezultate i od aproksimacije gustog saobracaja. Njihova
interpolacija daje bolje rezultate od aproksimacije lakog i aproksimacije gustog
saobracaja.

e Kako za aproksimaciju difuzije Zelimo aproksimaciju zahteva viska koju dobijamo
pod pretpostavkom da je sigurnosno opterec¢enje n malo i pozitivno, mozemo primetiti

da pretpostavka vazi i kod aproksimacije gustog saobracaja. Dobijamo u naSem
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primeru sli¢ne rezultate kao i kod aproksimacije gustog saobracaja, pri ¢emu sledi da
aproksimacija difuzije nije veoma precizna, pa ¢emo korigovati difuznu aproksimaciju
koja uzima deficite u razmatranje.

Kod modela obnove za sloZzen Poasonov slu¢aj kad je raspodela faznog tipa,
verovatno¢e da dode do propasti su dosta manje od verovatno¢a kod pomenutih

aproksimacija.
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U prvom delu rada obrazlozili smo rizicne rezerve, tj.
finansijsko stanje kompanije, zatim verovatnoc¢u propasti
kao 1 verovatnocu prezivljavanja na kona¢nom i
beskona¢nom intervalu. Zatim, nacine na koje
mozemo izra¢unati verovatnocéu propasti, tj.
Lundbergovu nejednakost i Kramer—Lundbergovu
aproksimaciju koju pratimo kroz ceo rad.

Kako se verovatnoca propasti ne moze
eksplicitno izracunati preko navedenih formula
u drugom delu rada posmatrali smo razli¢ite
aproksimacije verovatnocée propasti, dok se u

tre¢em delu rada bavimo modelima obnove.
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In first part of our work we explained the risk reserves,
I.e. financial state of the company, then the probability
of ruination as well as the probability of survival in
infinite and finite interval. Furthermore, we elaborated
the ways in which we can calculate the probability of
ruination, i.e. Lundberg’s inequality and Cramer—
—Lundberg approximation which we follow throughout
our work. As the probability of ruination can not be
explicitly calculated through the above formulas,

in the second part of the work we observed different
approximation probability of ruination, while in the third

part of the work we dealt with models of renewal.
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