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Uvod

Rad se sastoji iz Sest glava. Cilj rada je da se proizvoljan element iz prostora C*(A) tj. proizvoljan
neprekidan linearan funkcional na realnom (kompleksnom) prostoru C ( A ) prikaze u opstem obliku. Da
bismo postigli taj cilj potrebno je uvesti pojam funkcije ograni¢ene varijacije i pojam Riman Stiltjesovog
integrala koji imaju klju¢nu ulogu u reSavanju ovog problema.
U prvoj glavi dat je pregled osnovnih definicija i stavova neophodnih za ovaj rad.
Druga glava je posveéena neprekidnom linearnom operatoru i prostoru L(X,Y) svih neprekidnih linearnih
operatora sa normiranog prostora X u normiran prostor Y. Takode je i uvedena norma operatora na
prostoru L(X,Y).
U treéoj glavi dati su primeri neprekidnih funkcionala i operatora na Banahovom prostoru C (A). Tako
je za funkciju x, €C (A) sa f (x)=I Xo (t)x(t) dt,xeC (A) (*) definisan neprekidan

A

linearan funkcional na C (A ). Ali u istoj glavi pokazujemo da postoji neprekidan linearan funkcional na
C (A) koji nema reprezentaciju u obliku (*) pomocu neke funkcije x, € C (A ). Za analiticko

opisivanje prostora C*(A) potrebno je proSirenje pojma Rimanovog integrala, $to ¢e biti u¢injeno u
glavi 5.

U cetvrtoj glavi je dat pojam vektorske funkcije ograniCene jake varijacije a samim tim i prostor

BV (A; X) svih funkcija ograniene jake varijacije na segmentu A . Uvedeni su i pojmovi ograni¢ene
varijacije i ogranicene slabe varijacije vektorske funkcije i date su veze izmedu njih.Posmatrali smo i
slu¢aj skalarne funkcije i tada su ta tri pojma ekvivalentna.

Riman Stiltjesov integral (RS-integral) vektorske funkcije u odnosu na skalarnu definisan je u petoj glavi.
Posmatramo i RS- integral skalarne funkciju u odnosu na vektorsku funkciju. Takode izlaZzemo i neke
osobine ovog integrala.

Sesta glava daje odgovor na na§ zadatak kroz Risovu teoremu, a to je da za svaki neprekidan linearan
funkcional F na realnom ( kompleksnom ) prostoru C ( A) postoji realna ( kompleksna ) funkcija «

b
ograniCene varijacije na A tako da F (f) =J fda (f eC(r)).

(***)

Ovom prilikom se zahvaljujem mojoj sestri koja je uvek moja velika podrska i oslonac.
Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru prof. Stevanu Pilipovi¢u na nesebi¢noj pomo¢i i velikom
strpljenju.

Novi Sad, decembar 2012. Danka Visnji¢



Lista oznaka

) Opolje skalara R ili C

X,Y vektorski prostori

A, u skalari

dim X dimenzija prostora X

X, X norma vektora X

X dual ( algebarski ) prostora X

' funkcije sa skupa T uskup Y

X dual ( topoloski ) prostora X
C(A) neprekidne funkcije na intervalu A = R"
A norma operatora A

1]l norma funkcije iz prostora C (A)

(X =>Y)  skup svih linearnih operatora sa prostora X u prostor Y
L(X,Y) skup ogranicenih linearnih operatora sa prostora X U prostor Y
L(X) skup ograniCenih linearnih operatora sa prostora X U prostor X
V(f;A) jaka totalna varijacija funkcije f

BV (A; X') funkcije ograniCene jake varijacije



1. Osnovne definicije i stavovi

Definicija 1.1: Struktura vektorskog prostora X ={ x,y,... | nad poliem ®={ a,f,... }definise se
pomocu dve funkcije :

(1) (x,y)->x+y sa XxX u X
(2) (A,x)>Ax sa ®xX u X
Funkcija (1), sabiranjena X , ima sledeca svojstva :

(VP1) ( x+y )+z=x+(y+z ) asocijativnost
(VP2) Postoji jedinstven element 0e X takavdaje x+0=0+x=x zasvako xe X
(VP3) Za svako x e X postoji jedinstven element —xe X tako daje x+(—X)=(-X)+x=0

(VP4) x+y=y+x komutativnost
Funkcija ( 2 ), mnoZenje skalarom, ima sledeca svojstva :

(VP5) A ( X+Yy ): A X+ Ay ( distributivnost mnozenja prema sabiranjuu X )
(VP6) ( A+ u ) X=A X+ u X (distributivnost mnozenja prema sabiranjuu @ )
(VP7) (Apu)x=2(ux)

(VP8) 1.x=x

Elemente skupa X nazivamo vektorima, a elemente polja @ skalarima.

U daljem izlaganju za @ uzimamo polje R realnih brojeva,odnosno polje C kompleksnih brojeva .
Prostor X jerealan ako je ® =R, a kompleksan ako je ® =C. Lako je uo¢itida je ® vektorski
prostor nad @.

Primer 1.2: Zaskupove T i Y sa Y ' oznatavamo skup svih funkcija x:T —Y . Nekaje Y vektorski
prostor nad poljem @ .Za dve funkcije x,y:T —»Y sa t—>x(t)+y(t) definisana je funkcija sa

T u Y koju oznatavamo sa X+Yy.Zaskalar 1 e® i funkciju x:T —Y sa t— A x(t) definisana je
funkcijasa T u Y koju oznadavamo sa A x.Tadaje Y' vektorski prostor nad @ u odnosu na ove dve
funkcije.

Definicija 1.3: Skup W vektora iz vektorskog prostora X nad poljem @ je potprostor vektorskog
prostora X ako i samo ako je W u odnosu na operacije definisane na X vektorski prostor nad poljem
(O

Stav 1.4: Neprazan podskup W vektorskog prostora X nad poljem @ je njegov potprostor ako i samo
ako za svaka dva vektora a,beW i zasvakadvaskalara a,be X je aa+fbeW.



Teorema 1.5: Vektorski prostor je n-dimenzionalan, ne N, ako postoje vektori e,,...,e, u X takvida
svaki vektor x e X ima jedinstven prikaz u obliku x=¢& -e +..+&, ‘¢, .

Tada kazemo da je e,...,e, bazau X.

n

Definicija 1.6: Nekasu X i Y vektorski prostori nad poljem & .Funkcija A: X —Y je:
a) aditivna ako je A( x+y )=Ax+Ay (x,yeX)
b) homogena ako je A(Ax)=A1AXx (led,xeX )
c) linearna ako je aditivna i homogena tj. ako vredi A(AX+uy )=AAX+uAy

Definicija 1.7: Funkciju koja ima domen u vektorskom prostoru X nad poljem @ ikodomen u
vektorskom prostoru Y nad istim poljem nazivamo operator. Ako je Y = ® takav operator nazivamo
funkcional.

Primer 1.8: Skup ( X Y ) svih linearnih operatora sa vektorskog prostora X u vektorski prostor Y
je potprostor vektorskog prostora Y * .Vektorski prostor ( X —>d ) naziva se algebarski dual prostora
X ioznacava se X .Elementi prostora X" su linearni funkcionalina X .

Stav 1.9: Ako je e,,...,.e, bazau X ,onda je dimX™* =n ipostoji jedinstvena baza e,",...e,” u X*

n

takvadaje €' (e;)=5,; (i,j=1..,n). Takva baza e,",..,e," naziva se dualna baza baze e,,....e,.

Primer 1.10: Neka je A< R" zatvoren interval. Skup C ( A) svih funkcija f : A — ® koje su
neprekidne na A je potprostor vektorskog prostora @* svih funkcijasa A u @.

Definicija 1.11: Funkcija x—>| x| sa vektorskog prostora X u skup realnih brojeva je norma na

X ako ima sledeca svojstva :

1) |x| =0 za svako xe X
2) |x| =0 ako i samo ako je x=0
3) |A x| = |A] |x| zasvako Ae® i za svako xe X

4
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Ureden par ( X,|-|) vektorskog prostora X i norme x —| x| definisane na X naziva se
normiran vektorski prostor .

Primer 1.12: Sa |x|:max{ | x(t)]: teA } jadatanormana C (A).
Primer 1.13: Sa | x |, =Zn:| & | x=(&,...&,) je data norma na vektorskom prostoru @" .
i=1

Primer 1.14: Sa | x | =max {| E || & |} X=(&,,&,)  Je data norma na vektorskom prostoru
(O3

Definicija 1.15: Niz (x, ,ne N ) vektora normiranog prostora X konvergira po normi ili jako
konvergira ka vektoru x , € X ako niz brojeva n—>‘ X, —xo‘ konvergira nuli. Kazemo jos i da je

X, limesniza (x,,neN) i zapisujemo X ,=limx, ili x ,=limx, .
n

—0

Stav 1.16: Konvergentan nizu X ima jedinstven limes.

Definicija 1.17: Niz (x, ,k € N') normiranog prostora X je Kosijev niz ako za svako & >0 postoji
prirodan broj n (&) tako da vazi
p,gx=n(e)= | x,—%, |[<e¢.

Stav 1.18: Svaki konvergentan niz normiranog prostora je i Kosijev niz.

Stav 1.19: Ako je (x,,k € N) Kosijev niz u normiranom prostoru X onda je skup { X, kKeN }
ogranicen.
Definicija 1.20: Normiran prostor X je potpun ili Banahov prostor ako svaki KoSijev niz elemenata iz

X konvergira u X.

Definicija 1.21: Nekasu X i Y normirani prostorii funkcija f iz X u Y sdomenom
D(f).Funkcija f:D(f)—>Y je neprekidna utacki x, € D(f) ako zasvako & >0 postoji ¢ >0 tako
da

xeD(f)A| x=X, |6 =] f()-f(x) | <e.



Definicija 1.22: Funkcija f je neprekidna na skupu S < D(f) ako je ona neprekidna u svakoj tacki
skupa S .

Definicija 1.23: Funkcija f je uniformno neprekidna na skupu S < D(f) ako za svako & >0 postoji
o >0 tako da
X, X €S A| X =X, |8 =| f(x)-f(x,) | <e

Stav 1.24: Funkcija f :D(f) —>Y je neprekidna u tacki x, € D(f) ako isamo ako zasvakiniz (x, )
iz D(f) koji konvergiraka x, i niz f (x, ) iz Y konvergira ka f (x,).

Definicija 1.25: Norme x—| x| i x—| x | na X suekvivalentne ako postoje brojevi m,M >0
takvi da je zasvako x e X
mix|<|x]<M][x]|

Stav 1.26: Ako je X normiran prostor, onda su funkcije X —>| X | (AL X)>AX, (Xy)—>XxX+y

neprekidne na X, ®x X odnosno na X x X.Norma x—>| X | i sabiranje (X,y) > X+Yy su
uniformno neprekidne na X odnosnona X x X.

Stav 1.27: Bilo koje dve norme na kona¢no dimenzionalnom prostoru X su ekvivalentne.

Stav 1.28: Neka je funkcija f : A— R monotona na skupu A < R.Tada ona moze imati samo prekide
prve vrste i to njih najvise prebrojivo mnogo.

Stav 1.29: Neka je f : A— R monotona funkcija realne promenljive i neka je a taCka nagomilavanja
skupa {x € A| X<a }( odnosno {x € A| X>a }).Tada postoji Iim0 f (x), odnosno Iim0 f(x).



2. OgraniCeni linearni operatori

Akosu X i Y normirani prostorina prirodan na¢in se pojavljuje skup svih neprekidnih linearnih
operatora sa X U Y koji oznacavamo sa L(X,Y). Ako je X =Y ondaskup L(X, X)oznatavamo sa
L(X).

Stav 2.1: Prostor svih neprekidnih linearnih operatora L(X,Y) je potprostor vektorskog prostora
(X>Y).

Dokaz: Nekasu A i B linearni neprekidni operatori, treba pokazati da je i linearna kombinacija
tj. « A+ £ B linearan neprekidan operator. Linearnost je jednostavno uociti.Pokazimo neprekidnost u

proizvoljnoj tacki X , € X

g

2]a]

Kako je A neprekidan operator to za >0 postoji o, >0 tako da vazi

| X=X, |<6, =] AX)—A(X,) | Sﬁ na isti nac¢in dobijamo za operator B
a
&
_x |< B(x)—B < ¢
| X=X, |<8, =] B(X)—B(X,) | <2|,B|
Sadaza £>0i S=min{ 8,5, }>0 i |x-X,|<5 vazi

| @ A+ B BX)—a A(X) =B B(X) | < | @ A)—a Ax) | + | BB(X) =B B(X) |

& &
2| a | 2| B|
Time je pokazana neprekidnost linearne kombinacije neprekidnih operatora na normiranom prostoru X.

<|a || A—AX) |+ | B || BO)-B(X) | <| & |

Stav 2.2: Neprekidnost linearnog operatora A: X —Y u jednoj tacki x , € X povlaci neprekidnost
tog operatora na X.

Dokaz: Posmatrajmo xe X i niz (x,)c X takavda x, — X.Zaniz x,— X+ X, vazi



X,—X+X, >X,.Tadaje Ax,—Ax+AX, — Ax , odnosno Ax, — A X, panaosnovu stava
1.24. sledi da je operator A neprekidan u tacki x. Kako smo pokazali neprekidnost u proizvoljnoj tacki

x € X zakljuCujemo da je operator A neprekidan na celom X .

Definicija 2.3: Linearan operator A: X —Y je ogranicen ako postoji realan broj M >0 takav
da je
| Ax| < M |x] xeX.

Stav 2.4 . Linearan operator A s normiranog prostora X u normiran prostor Y je
ogranicen ako i samo ako je on neprekidan na X .

Dokaz:

(<) Uzmimo prvo da je funkcija A neprekidna tj. AeL(X,Y).
A(0)=A(a-0) = a-A(0) odavde je
(1-a2)A(0)=0 za svako ae® = A(0) =0

Kako je funkcija neprekidna na X, neprekidna je i u 0.

Tada za &=1 postoji o6 >0 takvo da za svako xe X
|x=0|< & = |Ax-A(0)| <1 tj.

| x |< & = |Ax|<1

Neka je x =0, tada je

o %‘:535, a odatle

d

Kako je A homogen operator tada je

O ax|<1
[ x|

10



[ Ax|< S[x]

Odavde dobijamo da je M = % I da je A ograni¢en operator.

( =) Neka je A ogranien operator, tada je

| Ax=Ay| =|A(x-Yy)| < M |x-y|.

Ovo pokazuje da je A uniformno neprekidan na X, a otuda slediineprekidnost. =

Posledica 2.5: Ako je linearni operator A:X —Y neprekidan na normiranom prostoru X ,
onda je on i uniformno neprekidan na X .

Dokaz : Direktno sledi iz prethodnog stava, jer smo iz neprekidnosti pokazali ograni¢enost
operatora A, a iz ograniCenosti smo pokazali uniformnu neprekidnost. ™

Stav 2.6 : Neka su )2 X,Y normirani prostori i A:X —Y neprekidan linearan operator.

Ako je X gqust potprostor prostora X i Y Banahov prostor, onda postoji jedinstven linearan

operator A: X —Y Kkoji je neprekidan na X i Ax=AX 7a XeX.

Dokaz: Kako je A neprekidan operator vazi | Ax| < M | x|, xeX. Neka x e X, tada
postoje nizovi (un)c X, (vn)c X koji konvergiraju ka x jer je X gust potprostor prostora

X . 1z nejednakosti

‘Aun—Aum‘:| AU, —u,) | < M‘ u, —u

n m

‘Avn—Avm‘ < M‘ vV, =V

n m

11



i ¢injenice da su (u n), (v n) konvergentni nizovi a samim tim i Kosijevi nizovi uoavamo da su

(Au,) i (Av,) Kosijevi nizovi u Y. Kako je Y Banahov prostor ti nizovi konvergiraju u Y. Iz

‘Aun—Avn

sM‘u -V

n n

i pustanjem limesa dobijamo

lim Au,—lim Av,

= lim ‘A u, —Av,

< M‘Iim u. —limv, |=0
lim Au, =lim Av,

DefiniSimo sada funkciju A: )~( —Y na slede¢i nacin
A x = lim Au,
gde je (u,) bilo koji niz iz X koji konvergira ka x. A je linearan operator zbog
Aiax+,6’ y)=Ilim(Aau,+ABVv,)=calim Au, + £ lim Avn=aA X+ f Ay

gde su (un),(vn) nizovi takvi da (un)—>x,(vn)—>y.

‘Aun

SM‘un

zZa N—>ow dobijamo

SM‘X

\Ax

, Sto znadi da je A ograni¢en odnosno neprekidan
operator na X . Pokazimo jedinstvenost operatora A . Pretpostavimo da postoji jo§ jedan linearan
neprekidan operator na X , A # A, A :X Y takodavaii A x=Ax za xe X .Tada postoji

X, € X/ X tako daje A x, # Axo. Kako je A " neprekidan operator na X onda za svaki niz pai niz
(x,)c X, takav da x, — X, sledi A x, — A" x,. Medutim kako je ( x, )< X, onda

Ax,=lim A x, =lim Ax, = AXO i dolazimodo Ax, = AXO a to je kontradikcija .Znaci postoji
jedinstven linearan neprekidan operator sa datom osobinom. =

12



Stav 2.7 : Ako je dim X <oo, onda je svaki linearni operator sa X u Y neprekidan odnosno
L(X,Y)=(X >Y).

Dokaz: Neka je e,,e,,.e, baza u X.Tadajenaosnovustaval9. i e,",e,” ,.e, eX "’

baza prostora X* gde je X =(X —»>®) sa osobinom da je e°(e;)=5,;, (i,j=1..,n).Na
osnovu stava 1.27.sve norme na X su ekvivalentne, tj. postoje brojevi m>0, M >0 takvi da je za sve
& ed:

m|i§iei|£i|§i|SM|i§iei|

n
Za x=) &, e, imamo
i=1

e W =& [ Xl& s mIx]

Iz

le,;"(¥) |< M| x| ( xeX) zakljuéujemo da je ;" neprekidan linearan funkcional.

x:z e;"(x) e, = Ax=z e, (x) Ae,
j=1 j=1

n

|Ax|=|Zl:ej*(x)Aej | < Z|ej*(x)Aej | < (MZ;| Ae; )] x|
J= =

[
Odavde je operator A ogranien tj. neprekidan. ™
Sa L(X,Y)smo oznalili vektorski prostor svih neprekidnih linearnih operatora sa X u Y. Na

osnovu stava 2.4 svaki operator A iz tog prostora je i ograniCen tj. postoji realan broj M >0
tako da je

| Ax| <M |x] xeX . (1)

13



Definicija 2.8: Neka su X 1 Y normirani prostori. Za operator A L( X ,Y ) broj

| A|=sup{| Ax|:xeX,|x|<1] (2)

nazivamo norma operatora A .

Kako je ﬁ‘:l, iz definicije norme operatora sledi da je
Aﬁ‘£|A| za svako x#0
1
m| Ax|<| A

| Ax|<| Al x]  (xeX)

Kako je | A| supremum, onda za svako &> 0 postoji vektor x, e X, x, =0 | x, |<1 takav
da je

‘Axg > (| Al-¢), tim pre
| Ax, .‘i > (|A]-g) i
‘Axg > (| Al-¢) ‘xg

Ovo pokazuje da je norma |A| operatora A najmanji realan broj M >0 za koje vazi (1).

Teorema2.9: Neka su X i Y normirani prostori nad poljem ® i L (X ,Y) je vektorski
prostor svih neprekidnih linearnih operatora sa X u Y.

14



1) Sa
A— |Al=sup{| Ax|:xeX,|x|<1}

je data norma na prostoru L(X,Y).

2 ) Ako je Y Banahov prostor,onda je L( X,Y ) Banahov prostor.

Dokaz:
1) Prva tri svojstva norme za funkciju A— | A| su o¢igledna, pokazimo i Getvrto svojstvo.

Neka su A/ BeL(X,Y) i proizvoljno xe X tada je:

| (A+B)x |=| Ax+Bx| <|Ax|+|Bx|<|A||x|[+|B]:|x| =

| (A+B)x | <(|A|+]|B]) [x| =

| A+ B | < |A] +]|B]

Time smo pokazali da je sa A— | A| data norma na prostoru L ( X,Y).

2) Neka je (A,) Kosijev nizu L(X,Y), tada za svako £>0 postoji n(e)eN tako da je

n,m =2 n(g):‘An—Am‘ < e.

Tada za xe X imamo

n,m=>n(e)=> ‘Anx—Amx‘ = ‘(An—Am)x‘ < ‘An—Am‘ S x]< e x|

Znaci,
n,mZn(g):‘Anx—Amx‘ < &-| x| (3)
a to pokazuje da je (A, x) KoSijev niz u prostoru Y. Kako je Y potpun prostor, tada postoji

jedinstven vektor u Y koji ¢emo oznaciti sa A, X 1 A, X—> A, X.
Buduéi da su zbir i mnoZenje skalarom neprekidni dobijamo:

Ay (Ax)=lmA, (Ax)=ImAA x =4 1lim A, x =41A,X

15



A, ( x+y)=IlimA, ( x+y)=1Im (A, x+A,y)=1lim A, x+ limA,y
= A, X+A,y

Ovim smo pokazali da je A, linearan operator sa X u Y.
Ako u (3) uzmemo da m — oo dobijamo

n Zn(g):‘Anx—on‘ < &-| x| (4)
| Ay x|=| A, x|< | A, x=A;x| < &:|x| dobijamo
‘on‘—‘Anx‘ < &-| x| tj.

‘on‘s‘Anx‘+g|x|s(‘A

+¢) x| za n 2n(e)

n

Iz prethodne nejednakosti i Cinjenice da je KoSijev niz A, ograniCen sledi da je A,

ogranicen operator tj. neprekidan. Ostalo je jo§s da pokazemo da A, — A,.1z (4) sledi daje

A —AO‘Se, n >n(e)

n

Kako za svako £>0 postoji n(e)eN tako da je |A, —A, ‘S & n >2n(eg) onda A,

n

konvergira operatoru A, eL ( X ,Y ). ZakljuCujemo da je prostor L( X ,Y ) Banahov. ™

Ako u prethodnoj teoremi uzmemo daje Y =® dobijamo slede¢u posledicu.

Posledica 2.10: Ako je X normiran prostor nad poljem @® , onda je prostor X "=L( X ,®)
svih neprekidnih linearnih funkcionala na X Banahov prostor. ®
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3. Primeri ograniéenih funkcionala i operatora na prostoru
C(a)

Stav 3.1: C (A) je Banahov prostor svih neprekidnih funkcija f : A — @ definisanih na
A=[a,b] uodnosu na normu

|x|:max{ | x(t)]: teA } (1)

Dokaz: Neka je (x,) Kosijev niz funkcija u prostoru C (A). Tada za svako & >0 postoji
n(e)eN tako da

P,a> n(g) =] x,—X, | <§ , tada je

P,g= n(e) =| x, (t)—x (t) | < za svako teA. (2)

W™

Ovo pokazuje da je (x, (t), ke N) Kosijev niz u ® za svako te A, aodatle sledi da taj niz

konvergira. Neka je lim x, (t) =x, (t). Pokazimo da je funkcija x, neprekidna. Neka je t, e A
i j>n(¢).Funkcija x; je neprekidna Sto povlaci da postoji & >0 tako da

(teA,|t—t, [<8) =] x,(t)=x,(t,) | < %

Za teA,|t-t,|<6 i(2) za q—>o,p=] dobijamo

| Xo(t)_xo(to) | <

E € ¢
Dakle x, €C (A). Potrebno je jo§ pokazati da X, — X,. Ako u (2) pustimo da q— oo,

dobijamo

p=n(e) =[x, (t)-x,(t)] < za svako teA, paje

W™

|xp—x0|£§ za p > n(s).
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Time je pokazano da x, —Xx, ponormi(1). *
U naredna dva stava posmatracemo samo neprekidne realne funkcije prostora C (A).

Stav 3.2: Ako x,eC(A), onda je

f(x)=j X, (t)x(t) dt, xeC(A) (3)

A

neprekidan linearan funkcional na Banahovom prostoru C (A) i vazi

|f|=j|x0u)|dt

A

Da bismo dokazali ovaj stav potrebno je da dokazemo slede¢u lemu.

Lema 3.3: Ako x,eC(A), x,=0 onda je sa (3) dat neprekidan linearan funkcional
naC(A).

Za svako ¢ >0 postoji funkcija x, eC (A) takva da je:

(a) F(x,)>[[x(t)|dt —¢
(b) | x, |=1

(c) X, (a)=x,(b)=0
Dokaz:

|f(x)|=|j X, (t)x(t) dt |

IA

j | X, (t)x(t)] dt

A

IN

j | Xo (1) | | x(t) ] dt (kako je |x(t)|<[x])

A

18



s(j | Xo (1) | dt)[x|.

Odavde uocavamo da je f neprekidan funkcional ida vazi

[ fl< [ [xo(t)] dt.

A

Funkcija x, je uniformno neprekidna na A pa postoji podela segmenta
a=t<t<.<t =Db tako da je

_ : . £
t,t e[t t,. = | X, (t)—x,(t < —
[I |l] | 0( ) O( )| 4(b—a)
£
(t,—a +b-t, )| %, |<Z
Poslednja nejednakost vazi jer t,—a i b—t, , mozemo uciniti proizvoljno malim.

Segmente [t ,t,, | ¢emo podeliti u dva skupa. U prvi skup éemo staviti segmente A, A, .. A

takve da x, na A, ima isti znak i da agA; i bgA,.Sa A, A,,...A

. oznaCimo preostale

segmente tj. A

sadrzi a ili b ili funkcija x, na A", menja znak.
Neka teA; i a,beA, tada postoji t e A tako da su x,(t) i x,(t ) razlicitog

znaka, tada je

- &
[ %o (1) [< | %o (1)=xg (1)) ]< Oy

< o "
|X0(t)|< m tEAJ-, a,bﬁAJ—

DefiniSimo funkciju X:A — R na slede¢i nacin :

x (t) =sgn x, (t) ako teA. (i=1,...r),
ana AJ = [t ,t.,] funkciju ¢emo definisati kao deo pravca kroz tatke (tk,sgn Xo(t, )),
(tk+1,sgn Xo( Ty )), ako a,bgA. Ako je t, =a, onda je to duz izmedu tataka (a,0),
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(tl, Son X, (tl)), ako je t,,, =b uze¢emo deo pravca kroz tacke (tk,sgn Xo(t, )), (b,0).
Funkcija x je neprekidna na A i pri tom vazi x(t)<1 a kako je u nekim tackama x (t)=1

onda je | X |=1. Dalje vazi

f(x)= Z ji(t)xo(t)dt + Z J.;((t)xo(t)dt

i1 A e
.

=Y [Ix ()] dt + > [ x(t)x, (1)dt.

i=1 j=1 A J

Kako je za te A, (a,begA))

| X (1) X (1) | | %o (1)< i

4(b-a)

(| %, (t)|< x(t)x, ()< | x,(t)| )  dobijamo

n

f(x)> Zr:_[|xo(t)|dt- _ J‘“|x0(t)|dt

i=L A i=

tovtl]u[tn—lvtn ]

=[x () [dt - 2 ilflxo(t)ldt-z [xo (1) |dt
A j= A

a,beA j

£ (b-a)-2-L£. 1 4 -—asb-t)

> t)[dt - 2 - —F— :
>£‘X°( )] 4(b-a) 4 t—a+b-t,

=Hx0(t)|dt - e,

Odavde zaklju€ujemo da X, =X ima traZena svojstva. ™



Dokaz stava: Na pogetku prethodne leme smo pokazali da je | f ‘ < j | X, (t) | dt, ana
A

kraju smo dobili f (;<)2 on (t) |dt—g, Sto zbog proizvoljnosti broja ¢ daje
A

f(x)2 [|x,(t)|dt. Obziromda je

A

| f |=sup{| f x|:xeC(A),|x|<1} dobijamo

[ fl= [ [xo(t)| dt.znmagi | f|= [ [x,(t)] dt. =

A A

Napomena: Mozemo pokazati da na C (A) postoje neprekidni linearni funkcionali koje ne
mozemoO prikazati u obliku ( 3). Naime posmatrajmo t, €A i xe C(A), tada je sa

X — X (t, ) definisan neprekidan linearan funkcional na C (A).Pokaza¢emo da ovakav
funkcional ne moze da se prikaze u obliku (3).

Pretpostavimo suprotno tj. da postoji x, € C (A)tako da vazi (3). Tada postoji tacka s € A, s #t,
tako da je x,(s)=0 (ako takva tacka ne bi postojala onda bi integral u (3) imao vrednost O

za svaku funkciju C(A),akako je f (x)=j Xo (t)x(t) dt = x(t,) to bi znacilo da bi
A
svaka funkcija xeC (A) u tacki t, imala vrednost 0, $to nije tacno ).

Iz neprekidnosti funkcije x, utacki s sledi daza g=% | Xo(S) | postoji & >0 tako da je
1
| xo(t)—xo(s)‘g > | Xo(s) | te[s-5,s+5].

Odavde Sledidaje| X,o(t) |Z % | Xo(S) |,te[s—5,s+§]i lako mozemo proveriti da je

X, istog znaka na intervalu [s—&,s+6 |. Pri tom posmatraéemo takav interval [s—&,s+6 |
koji ne sadrzi t, (u suprotnom uvek mozemo “suziti “ interval tako da t, ¢ [ S—6,S+0 ] ).

Posmatrajmo funkciju xe C (A) takvu da izvan intervala [s—§,s+5] ima vrednost 0, a na

S+0
intervalu (s—o0,s+06) ima isti znak i da je x(s)=0.Tada jxo(t)x(t)dtzx(to):o, a

)
kako je x, (t) x(t) istogznaka, odavde sledi da je x, (t)x(t)=0 zasvako te[s—5,3+5].
Odnosno x, (s) =0, pa dobijamo kontradikciju.
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Znaci funkcija f se ne moze prikazati u obliku (3). ®

Stav 3.4: Ako je k:A x A— R neprekidna funkcija, onda je sa

y(s)=j k (s,t) x(t) dt, xeC(A)

A

dat neprekidan linearan operator K Banahovog prostora C (A) u C (A).Norma operatora K
data je sa

|K|= rpg(£|k (s,t)|dt.

Dokaz : Kako je y=K x dobijamo

|y(s)|=|j k (s,t) x(t) dt| s“k (s,t) || x(t)] dt

<[ x|f[k (s,t)[dt < M|[x]
A
gde je M:sup“k (s,t)|dt.
SeAA

Odnosno,

|Kx| <M |x], pasldi daje |[K | <M.

Funkcija s — “ k (s,t) | dt je neprekidna jer vazi
A

| j|k (s,t) | dt —j|k (So,t)|dt |=| j(|k (s,t) || k(se,t)|)dt |

<| I| k (s,t)—k(s,t)|dt | (kako je funkcija k neprekidna)
A

g
=£a_bdt=g.
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Tada postoji broj s, eA takav da je

M= []k (so,t)|dt

Posmatrajmo funkcional

f@):j k (s,.t) x(t) dt, xeC(A)

A

Prema lemi, za £>0 postoji funkcija x,eC(A) tako da je |x,[=1 i

f(xg)>j|k(%,n|dt—g.

Tada
K | 2| Kx, | =max{| Kx,(s)[| seA}
==mw|j k (s,t) x,(t)dt |
z|j K (So,t) x (t) dt | =|f(xg)|>j|k(%J)|dt—g.

Odavde je |K|2M, pakakovaii|K| <M

zakljuCujemo da je | K | =M. "
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4. Prostor Bv(a;Xx)

Prostor C(A) svih neprekidnih kompleksnih(realnih) funkcija na segmentu A = [a, b] je Banahov prostor
sa normom
| £ =max{|f@)]:tea )

Ako f, €C(A) onda je sa

b
F(f)=[f,@f@d, feCa)  (*)
definisan neprekidan linearan funkcional na prostoru C(A).Vazno je primetiti da sa (*) nije dat opsti oblik

neprekidnog linearnog funkcionala na prostoru C(A), a to smo pokazali na primeru neprekidnog
linearnog funkcionala f — f(c) gde je f e C(A),ceA.

Nas cilj je da pokusamo da pronademo opsti oblik za proizvoljan element iz prostora C*(A).Da bismo to
postigli uves¢emo pojam Riman —Stiltjesovog integrala kao i pojam funkcije ogranicene varijacije.

Uocimo segment A =[a,b]c R. Konacan skup tataka P = {t,,t,,..t, }< A takav da je
a=t<t<.<t="hb (1)
nazvacemo subdivizijom(podelom) segmenta A.

Najveci od brojeva t, —t,,t, —t,,..t, —t,, je dijametar podele P i oznacavamo ga J(P).
Ako za podelu P’ vazi P' — P kazatemo da je podela P finija od podele P’ odnosno da je podela P’
grublja od podele P.

Neka je X normiran prostor i f :A — X data funkcija. Za podelu (1) posmatrajmo zbir

Vp(f;A)Zi ‘f(tk)_ f(tk—l)|

Jaka totalna varijacija funkcije f nasegmentu A je
V(f;A)=supV,(f;A)

gde se supremum uzima po svim moguc¢im podelama segmenta A.
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Ako je V(f;A) <o onda kazemo da funkcija f ima kona¢nu jaku totalnu varijaciju, odnosno da je f
ograniCene jake varijacije na segmentu A.

Sa BV (A; X) oznaci¢emo skup svih funkcija f : A — X ograniene jake varijacije.
Teorema 4.1.Skup BV (A; X) < X* svih funkcija ogranicene jake varijacije je normiran prostor u
odnosu na normu

||f||:|f(a)|+V(f;A) (2)

Ako je X Banahov prostor, onda jei BV (A; X) Banahov prostor.

Dokaz:

Prvo ¢emo pokazati da je BV (A; X) vektorski prostor. Za skalar A i funkcije f,g e BV (A; X) ipodelu
(1) imamo:

Vo G +6) = A (1) + 9(6) 41 (6 - 0 <] ) - £+ Jat) - 9t

Kako je

Vo (A f+0;A)<|A| Vo (f;A)+V,(9;A) zabilo koju podelu segmenta A onda vazi:

V(AT +g;A)<|A|V(f;A)+V(9;A) = A f+ge BV(A;X) i zakljutujemo da je BV (A; X)
vektorski prostor.

Lako je pokazati da (2) ima prva tri svojstva norme. Pokaza¢emo da vazi i Cetvrto svojstvo.

|2 f+g|=|2f@+g@)]|+V(Af+g;A)
<| ]| f(@)|+] g@)[+|AV(f;A)+V(g;A)
=4[ f]+] gl

Za 2 =1 dobijamo | f +g|<|f|+|g]

Znaci sa (2) je definisana norma na prostoru BV (A; X).

Pokazimo da ako je X Banahov prostor onda je i BV (A; X) Banahov prostor.
Neka je (f,) Kosijevnizu BV(A; X) i teA.
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£ = £, <[f. (0 f, (0~ [f, @)~ f,(@][+]f.(3) - f,(a)
= | fm(a)_ fn(a)|+v(fm - fmA)
=[f0 = %l

Ovo pokazuje da je (f,(t),n e N) Kosijev niz u prostoru X. Kako je X potpun prostor onda niz
(f,(t),ne N) konvergirau X tj. lim f_(t) = f,(t).

Za svako ¢ >0 postoji n(¢) e N takvo da je
m p=n(e)=|f, - f,[<e 3)
Za podelu (1) iz (3) dobijamo:
£, (@) - fp(a)‘+kZil:‘fm(tk)— £, )~ [fat) — f, ()] <&
Odavde uz fiksnu podelu P iza m — oo dobijamo:
If,(2) - fp(a)|+kzn_; [0 - 0] [fot ) - f, )] <e
ali zbog proizvoljnosti podele P dobijamo
|fo(a)— f, (@) +V(f, - f;A)<e.

Znaci za p=>n(e) = H fo — pr < ¢ izakljuCujemo da niz (f,) konvergiraka f,.

Kako je V(f, - f,;A) konacno, onda f, — f, € BV(A;X) pasledida f, e BV(A;X). ®

Stav 4.2: Ako je f e BV (A, X) ondaje |f(t)<|f| za teA.
Dokaz: Posmatrajmo podelu segmenta A: a<t <b, tada je
[f(t)—f@)+|f(b)- )| <V(f;A)

(6] —| f (@) +| f () — F(O)| <V (f;A) tim pre vazi i
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£t —| f (@) <V(F;A)

£ <|f(@)|+V(f;A)
<] 1]

Stav 4.3: Ako f,g e BV(A;C),onda je funkcija

t— (fg)(® = f(H)g(t)

element iz BV (A;C). Sa
f —>||1:||O =|f(a)|+2V(f;A)
je data norma na BV (A;C) i pri tom vazi

I*llo <l - ol 12, =2
gde je 1 jedinicna funkcija na A tj. 1(X) =1, Xe A

Dokaz: Za podelu (1) imamo:

i| ft)at)—f (tk—l)g(tk_1)| <

<D0~ T AT )+ T AT )~ (4ot )

< i_lf(tollsz(tk)— 9t )+ D)o )] f 6~ F (8

< stuAp|f(t)| zn]g(tk)— g(tk_l)|+stuAp|g(t)| anl f(t)— (o)

Ssiuf“(t)' V(g;A)+sturA) lg(t)| V(f;A)

<[V (g:) +glV(F:)
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<(|f@[+V(f;A)-V(g:A)+ (Jg(@)|+V(g:;A))-V(f;A)

Kako ovo vazi za bilo koju podelu P onda je
V(f g;A)<|f@)|V(g;8)+[g(@)|V(f;A)+2V(f;A)V(g;4) (*)
Odavde zakljucujemo da fg € BV (A;C).

Pokazimo da je f —|f|, norma na BV (A;C).Lako je primetiti da vaze prvatri svojstva norme.
Koristiéemo rezultat dobijen u teoremi 4.1, a to je da vazi V(4 f +g;A) <|A|V (f;A)+V(g;A), za
A =1 dobijamo V(f +g;A)<V (f;A)+V(g;A). Tada imamo

If+49|, =|f(@+g@)|+2V(f+g;A) <|f(a)|+| g(@) [+2V (f;A)+2V(g;A)
<[ £+ gl

[£],lall, = (f@]+2-V(f;A))- (|9(a)|+2-V(g;A))

=|f(a) g(@)[+2- (| T (@)|V(g:4) +[g(a)| V(f;4) +2V (f;A) V(g;A))

Q)
> fg(a)|+2V(fg;A) =| fo |, -

Stav 4.4: Ako je f e BV(A;C), onda je

V(f;A)< 4-sup

Z((f(bj)—f(aj))‘ (4)

gde se supremum uzima po svim konacnim familijama disjunktnih intervala (aj b, )C A.

Dokaz: Prvo ¢emo posmatrati slucaj ako je funkcija f realna. Za podelu (1) imamo:

i_|f(tk)— Fte) =[P - F )]~ S [F () - (&, 0)]

gdeseu Zl sumira po svim k, za koje je f(t,)— f(t,,)>=0au Zz po preostalim k.
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Prva suma je vezana za disjunktne intervale (t, ,,t,) iz [a, b] pa 421 ne prelazi desnu stranu od (4) koju

¢emo privremeno oznaciti sa M. Na isti nacin zaklju¢ujemo da — 422 nije ve¢e od M. Odnosno:

4% <M
-4% <M
2'(21 _22 )SM

22":|f(tk)— f(t )| <M

n

3If(t) - f(t) <2sup

k=1

Z(f(bj)—f(a,-))‘ *)

j
Ako je f kompleksna funkcija, tada je:

S F (b )< D[R F(t,) —Re f(t, )|+ 3 JIm f (t,) = Im £ (t, )
(la+ib|<la]+|0| )

*
< 2-sup + 2-sup

> (Ref(b,)-Ref(a,)

> (Imf(b;)~1m f(aj))‘

=2-sup + 2-sup

Re > ((f(b))-f(a)))

Im>((f(b;)- f(aj))‘

=4-sup

2. (F (o)~ f(aj))‘

Moze se primetiti da u dokazu nije koristeno da je funkcija f : A — C ograniCene jake varijacije pa ovaj

rezultat vazi i za funkcije koje nisu ogranic¢ene jake varijacije. ™

Definicija 4.5: Funkcija f :A— X je ogranicene varijacije ako je
sup | Y [ f(b)-f(a;) ]|<w

gde se supremum uzima po svim konacnim familijama disjunktnih intervala (aj b, )C A.
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Stav 4.6:
1) Ako f € BV (A;X) onda je f ogranicene varijacije.

i) Funkcija f :A — C je ogranicene varijacije ako i samo ako je f € BV (A;C).

Dokaz:

i) Neka f € BV (A; X). Kona¢nu familiju disjunktnih intervala (a;,b;) mozemo vezati za neku
podelu segmenta A.Tada je

‘Z((f(bj)—f(a,-))

DILICHE{CN \Silf(tk)— ft,,) | <V(f;A)

Odavde sledi da je funkcija f ograniCene varijacije.

i) Ako je f:A — C ograniCene varijacije, tada koris¢enjem stava 4.4 dobijamo da je f € BV (A;C).

Definicija 4.7: Funkcija f : A — X je ogranicene slabe varijacije ako je za svako x* e X funkcija

X" o f :A— C ogranicene varijacije.

Stav 4.8: Ako je funkcija f : A — X ogranicene varijacije onda je i slabe ogranicene varijacije.

Dokaz: Za proizvoljno x* € X imamo

stav4

V(x"o f;A) < 4-sup

2 (o F)(o)) = (X" o f)(aj))‘

=4.sup

x*z«f(b,-)—f(a,-»‘

=4-sup e

2. (Fb)-f(a))

Odavde sledi da je f slabe ograniCene varijacije. ™
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Veza funkcija ograniCene varijacije s monotonim funkcijama

Stav 4.9: Monotona funkcija f : A — R, A =[a,b] je funkcija ogranicene varijacije.

Dokaz: Neka je funkcija f rastuéana A =[a,b].Za proizvoljnu podelu P segmenta A =[a,b] vazi
Vo (f:8) =" [ft) - ft) =2 (Ft)-f(t.y))=FfbO)-f(a).
k=1 k=1

Ako je funkcija f opadajuéa, slicno dobijamo V,(f;A)= f(a)— f(b).
Znaci

V(f;A) =|f@)-f(). =

Stav 4.10: Ako zafunkcije f :A— X, g:A — X postoji strogo monotona funkcija w: A — A" gde
je A=[a,b]A =[c,d] takvadaje f =gow onda je

V(f;4)=V(g:A)

Dokaz: Posmatrajmo slu¢aj da w strogo raste. Neka je
a=t, <t <..<t,=b

podela P segmenta A, onda je
C=U,<U, <..<u,=d

podela P’ segmenta A, gdeje u, =w(t,). Kako vazi

9(u) - 9u4) = g(w(t,)) —g(w(t,,)) = F () - Ft),

zakljuCujemo da je V,(f;A)=V_(g;A). (*)

Analogno podeli P’ segmenta A odgovara podela P segmenta A gde je t, =w™(u,), itakode vazi (*).
Kako ovo vazi za proizvoljnu podelu zakljuéujemo da V(f;A) =V (g;A).

Analogno bi se pokazalo da funkcija w strogo monotono opada. *®
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Stav 4.11: Ako heBV(A; X) i ako je segment A unija segmenata A,,A, koji imaju samo jednu
zajednicku tacku, onda je

V(f;A)+V(9;:A,)=V(hA)
gdeje f=hlA, i g=h4,.

Dokaz: Neka je A, =[a,b], A, =[c,d],b=c.Ako je podela P segmenta A, a P podela segmenta A,
onda je Q = P UP podela segmenta A i pri tom vazi

Vo (M A) =V, (T7A1) +V5(9;4,) (5)
Buduc¢i da je V, (h;A) <V (h;A) iz (5) dobijamo
V (h;A) 2V (F,A)+V5(9:4,) =
V(h;A) 2V (f;A)+V (9;4,) (6)
Posmatrajmo podelu Q segmenta A

a=s3,<8 <..<s,=d.
Ovoj podeli dodajmo tadku b ako ne pripada skupu Q, dobijamo podelu Q segmenta A koja je finija od
podele Q. Tacke podele Q koje su na [a, b] daju podelu P tog segmenta a tatke od Q koje su na [C, d]
daju podelu P tog segmenta .Tada vazi (5)

Vo (hA) =V, (54,) +V5(9;A,)

Vo (h;A) <V (h; A)
Vg (h;A) <Vp (F54,)+V5(g;4,) =
V(h;A) <V (f;4,)+V(g;4,) (7)

(6)i(7) daju trazeni rezultat. ®
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Stav 4.12: Neka je X Banahov prostor, f € BV (A, X), i V(s) jaka varijacija funkcije f na
segmentu [a,s], a <s <b.Tada vazi:

a) Skup prekida funkcije f je prebrojiv

b) f jezdesna (sleva) neprekidna u tacki ¢ e A ako i samo ako je V zdesna (sleva ) neprekidna u
tacki c.

c) f ima jednostran jaki limes u svakoj tacki intervala A .

Dokaz : a) Kako je funkcija V pozitivna i raste na A ona moze imati samo prekide prve vrste i to
njih najvise prebrojivo mnogo. Obzirom da je funkcija V monotona ona ima levi i desni limes za
svako se A,s#a,b, utacki a V imadesni,au tacki b levi limes.

Nekaje a<t<s<b i a=t,<t, <..<t, =t bilo koja subdivizija segmenta [a,t] onda je

Zn:|f(tk)— ft )| +|F(s)— F@)|<V(s)=
V() +|f(s)— F ()] <V(s) =
[f(s)— M) <V(s)-V(t)t<s (8)

1z (8) zakljucujemo da neprekidnost sleva(zdesna) funkcije V u tacki ¢ povlaci jaku neprekidnost
sleva(zdesna) funkcije f utacki c, $to znaci da je skup prekida funkcije f prebrojiv. I time je

pokazano tvrdenje pod a).

b) Pokazimo da, ako je funkcija f neprekidna zdesna u tacki ¢ <b onda je iV neprekidna zdesna

u tacki ¢. Pod a) smo ve¢ pokazali da iz neprekidnosti sleva ( zdesna ) funkcije V u csledi
neprekidnost sleva (zdesna) funkcije f .

Za &>0 postoji 5>0takvoda 0<t—c<s=|f(t)-f(c)<e

Na osnovu stava 4.11 vazi V(c)+V (f; [c,b]) =V (b). Za ovo & postoji subdivizija
c=t, <t <..<t,=b takvadaje

V(b)-¢ SV(C)+Zn:|f(tk)— f(tk—l)|

Svakako moZemo uzeti subdiviziju s tim svojstvom za koju vazi c<t, <C+0

V(b)-¢& gV(c)+g+Zn:|f(tk)— fte)|SV(©)+e+V(F;ft,b ])

V() +e+V(b)-V(t)
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Dobijamo V (t,) -V (c) < 2¢

Kakoiz O0<t,—c<o=V(t,)—-V(c) < 2¢, zakljuCujemo da je funkcija V neprekidna zdesna u tacki
C.

c) Ostalo je jo$ da pokazemo da funkcija f ima jednostrane limese u svakoj tacki. Neka je ¢ <b
tacka prekida funkcije V. Zbog odredenosti uzmimo da je V(c) <V (c+0). Nekasu (s,) i

(s,")nizovi koji konvergiraju ka c sadesne strane. Tada vazi V(s,) —>V(c+0), pa naosnovu
(8) za m<n

imamo
LCHERICHIESICHEVICH

a odavde sledida je (f(s,),ne N) Kosijev niz u X. Neka je
x=1lim f(s,) X =limf(s,)

Pokazimo daje x=X. U suprotnom postojao bi n, takavda za svako n=>n, vazi
1 . - 1 .
|f(sn)—x|S§‘x—x‘ ‘f(sn)—x‘gg‘x—x‘

Tada je

V(s,) -V (s, )

>|f(s,)— f(s,)

:‘f(sn)—x+x—x'+x'— f(s,)

2‘x—x"—|f(sn)—x|—‘f(sn')—x"2%‘x—x' ‘
Dobijamo

V(s,)-V(s,)

21‘x—x"
3
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atu je kontradikcija jer V(s,)—V(s,) =0, n—o0.Znat¢i x=x i f imajaki limes zdesna u tacki

cb. ®

Stav 4.13: Funkcija f : A — R je ogranicene varijacije na A ako i samo ako postoje monotone
funkcije f,,f,:A—>R takvedaje f =1 —f,.

Ako f e BV(A;R) funkcije

rastuna A i f=f—f,.
Ako funkcije 9,,9, :A— R rastuna A iako je f =g, —g, onda je
@) - fi®<g;t)-g) (9)

za t<t i i=12.

Dokaz:

Iz stava 4.12 zakljucujemo da su funkcije f,, f, neprekidne u onim tac¢kama u kojima je funkcija
f neprekidna . Neka je t' >t tada je

f,(t) - . Z%(V(t')—V(t)+ f(t)- 1)

2%(‘f(t)— FE)[+ f(t)-f©) =0

fo(t) - f, (1) =%(V(t')—V(t)— f(t)+ ()

2%(‘f(t)—f(t')‘—f(t')+f(t))zo

Time smo pokazali da funkcije f,, f, rastuna A. Znaci funkcija ograni¢ene varijacije moze da se
prikaZe kao razlika dve monotone funkcije.
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(<) Ako je funkcija razlika dve monotone funkcije, tj. razlika dve funkcije ogranic¢ene varijacije ( jer
je svaka monotona funkcija ograni¢ene varijacije), onda je ta funkcija ogranicene varijacije.

Pokazimo da vazi (9). Ako bismo pretpostavili suprotno, tada bi postojali brojevi c¢,d(c <d) takvi da
vazi

f,(d) - f,(c) > 9,(d) - 9,(c)
%(\/(Ol)—V(C)+ f(d)—1(c))>g:(d)-a.(c)

Neka je c=t, <t, <..<t, =d podela takva da je

f(d)-f(c)
2

%kzn_]f(tk)_ f(t, )|+ >9,(d) - 9,(0)

Kako je
f(d)—f(c)=> (f(t)— f(t.)) onda
k=1
1 n n
EZ(“(tk)_ f () [+ () = F () > 200, (6) — 9u(6))
k=1 k=1
Odavde primec¢ujemo da postoji bar jedan indeks k takav da je
1
E(I f(t) =t + F ) — fte)) > 9, () — 9, (ty)

Ako je f(t,)< f(t,,) onda je leva strana nejednakosti jednaka nuli a to nije moguce jer je funkcija
g, rastuca. Ako je f(t,)> f(t,,) onda nejednakost postaje f(t,)— f(t,,)>0,(t,)—9,( ,).

Kako je f =g, -9, nejednakost prelaziu —(g,(t,)—9,(t,,)) >0, anito nije moguce jer je

funkcija g, rastuca. Znaci vazi(9). ™"
Stav 4.14 : Neka je (f,) niz kompleksnih funkcija definisanih na skupu T. Ako postoji

realan broj M >0 takavda je

|fn(t)|<M (teT,neN)
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onda za svaki prebrojiv podskup T, =T postoji podniz (f,, ) niza (f,) koji konvergira na
T,.

Dokaz: Neka je T, ={t,.t,...|, tada vazi

[f,t)<M (neN)
pa postoji podniz
(fom, NeN) (10)

niza (f,) koji konvergira utacki t,. Ako posmatramo niz (10) utacki t, dobijamo ogranien
niz (f, ., (t;), neN) pa postoji podniz

(fpz[pl(n)]’ neN) (11)

niza (10) koji konvergira u tacki t,.Tadaniz (11) konvergira na skupu {tl,t2 }.Ako bi produzili na
isti na¢in dalje dosli bismo do podniza (f, . ..y, .n€N) niza (f,) koji konvergirana skupu
{t,...t }. Lako je uociti da je

pK)=(pco.op) (k) keN

strogo rastu¢i niz sa N u N.Tada je (f,, ,neN) podniz niza (f,).Akoniz (f

y (t,),neN) takavda je (f

om N EN)

posmatramo utacki t_, dobijamo niz (f y (t,),n=m)

podniz niza

p(n p(n

(fippecomy m(tn) N =m)

Odatle zaklju¢ujemo da niz (f,,, (t,),neN) konvergira. Znaci niz konvergira (f ne N)

p(n) *

na skupu T,. ®

Stav 4.15: Neka je BV (A) skup svih funkcija f :A — C ogranicene varijacije na segmentu
A=[a,b]. Akoza niz (f,) iz BV(A) postoji realan broj M >0 takav da je

[f.(0)|<M, V(f,A) <M
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za svako teA i svako neN, onda postoji podniz (f,,) niza (f,) koji na A konvergira
funkciji f € BV (A).

Da bismo dokazali ovaj stav potrebna nam je sledeca lema.

Lema 4.16: Ako svaka funkcija g,:A—R niza (g,) raste na segmentu A i ako postoji

realan broj M >0 takav daje |g,(t) <M za svako teA i svako neN, onda niz (g,) ima
na A konvergentan podniz.

Dokaz: Neka je T, ={t,,t,...} skup sastavljen odtatke a i svih racionalnih brojeva iz A.Prema
stavu 4.14 postoji podniz (g,,) niza (g,) koji na T, konvergira. Defini§imo funkciju g na
segmentu A na slede¢i nacin

g(ti) = r!m 9om) (ti)

g(t) =supg(t;), teT,

i<t
Funkcija g raste pa je skup prekida prebrojiv. Neka su s,,s,,... svi prekidi funkcije g.
Ako je g neprekidna utacki S, € A, onda za & >0 postoji & >0 daza

[t—s,|<d=|a(t)—g(s,)|<¢.

Neka su r,,r, racionalni brojevi takvi daje s,—d<r <S,<F, <S,+J.
Uzmimo n(g) e N takav da je

N=n(s) =|0,m () -9 <& [gym (L) -0) <&

Tada za

N>0(2) =0y (1) = 9o (1) | =050 (1) =905 ) +9(1) = 9(5) + 9(1) = G ) (1)
<3¢

Funkcija g raste, to je g(r) < 9g(s,) <g(r,), tada imamo

| 9(50) = Gy (S0) | <] 9(80) =91 [+ 9(1) = Gy () | +] G oy (1) = T ey (50))
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<et+e+| G ()= Gpm () | <5

Zakljucujemo da je g(s,)=1im g, (s,)-
Znati niz (g,,,) konvergira funkciji g usvakoj tacki seA, osim mozda u prekidnim tackama.
Kako je skup prekida prebrojiv, primena stava 4.14 daje podniz (g,,.,.n€N) niza (g,.,) koji

konvergira na skupu s,,s,...Tada niz (g,.,.,.n € N) konvergira na celom A. =

Dokaz stava 4.15. Posmatrajmo prvo slucajda su sve funkcije f, realne, tada

Vi@ + £, ()
2

Vv, (-1, (1)
2

g,t) = , h.()= teA

su ove funkcije rastu¢e na osnovu stava 4.13 i zadovoljavaju uslove predhodne leme.
Primenjuju¢i lemu 4.16. naniz (g,) dobijamo rastu¢iniz p:N — N takav da niz (g,.,))

konvergira funkciji g kojana A raste. Niz funkcija

Vp(n) (t) - fp(n) (t)

, teA
2

hp(n) (t) =

takode zadovoljava uslove prethodne leme pa postoji podniz s(p(n)), niza p(n) tako da hg .,
konvergira funkciji h. Tadaniz n— f, v =9 ,m —Nspmy Konvergira funkeiji f =g —h. Kako

su funkcije g i h monotone, onda je f kao razlika dve monotone funkcije funkcija ogranic¢ene
varijacije na A.

Ostaje slucaj kada su (f,) kompleksne funkcije.
Tada za realne funkcije Re f (t) i Imf_(t) vazi:

| Re f, (1) |<| f,@) <M | Imf, @) |<| f,@) [<M
V(Re . (1);A) <V (F, (1) <M V(Im £, (£);A) <V (f, () <M

Sada postupamo kao u prethodnom realnom slucaju. Tada postoji niz p(n) tako da Re f,, (t)
konvergira funkciji Re f (t)koja je funkcija ograniene varijacije. Ista lema daje da postoji podniz
s(p(n)) takoda Imf_ ., (t) konvergira funkciji Im f (t) koja je takode funkcija ograni¢ene varijacije.
Tada niz f

p(n)

=Re f ,m +Imf konvergira funkciji f =Re f +ilmf koja je funkcija

s(p(n)) s(p(n))

ogranicene varijacije. ™
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5.Riman Stiltjesov integral

U ovom poglavlju uvodimo pojam Riman Stiltjesovog integrala funkcije f uodnosu na funkciju « .
Ovaj integral predstavlja generalizaciju Rimanovog integrala a zapisujemo ga u obliku

j f(t)da(t). (1)

Sa P ¢emo oznaciti podelu

a=t, <t <..<t,=b (2)
segmenta A = [a, b] isa O(P) dijametar subdivizije P, odnosno najveci od brojeva t, —t, ,
(k=1,...n).

RS-integral vektorske funkcije u odnosu na skalarnu funkciju

Neka je f:A — X vektorska funkcija i a:A — C skalarna funkcija i s, proizvoljne tacke tako da
vazi s, €[t, ,.t, |, onda Riman Stiltjesovu sumu (RS —sumu) definisemo sa

o(f.aiP) = . 150 lat) ~att)]. ®

Prime¢ujemo da je o(f,«;P) vektor prostora X.

Definicija 5.1: Ako postoji vektor x, Banahovog prostora X sa osobinom da za svako & >0 postoji

0 >0 takvo da za svaku podelu P i za svaki izbor tacaka s,,S,,...S, vazi
S(P)<Ss=lo(f,a;P)—x,| <& 4)

tada kazemo da je funkcija f RS-integrabilna u odnosu na funkciju « i vektor x, nazivamo RS-

integralom funkcije f u odnosu na funkciju a. Vektor x, oznacavamo sa (1) i kazemo da je integral
(1) uzet u smislu jake konvergencije.
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1z (4) uocavamo da je x, limes Riman Stiltjesove sume

b
jfda: lim o(f,a;P)
! 5(P)—0

Stav 5.2: Akoje f:A— X na A=[a,b] jako neprekidna funkcija i a : A — C funkcija ogranicene
varijacije, onda postoji integral (1) u smislu jake konvergencije i pri tom vazi

<V(a,A)sup{|f(t) |:teA} (5)

b
Ifda

ifda=jfda+ifda (6)

za svaki broj c e (a,b).

Dokaz: Kako je funkcija f neprekidna na A onda je i ograniena i uniformno neprekidna na A.
Prema tome za ¢ >0 postoji ¢ > 0 takvo da

t-t|<s=|ft)-f(t)<e
Posmatrajmo podelu P segmenta Az[a,b] sa osobinomda je &(P) <g i nekaje P finija podela

od P takoda t e(t;,,t;), s e(t;,,t)i s e(t,t;).Tada je svakako 5(P')<g i vazi:

o(f.a:P)—o(f,a,P) =] 3 (f(s)-F(s)) (alt)—alt )+ () (al)-alt;,))

k#j

—f(s) (at)-alty,)) - 1) (alt) -alt)) |

<[ 2 (f(s)=f(s)) (at)-alt))+ f(s)) (alt) -at) +alt)-alt;,))

k# j

—f(s) (at)-alty,)) - 1) (alt) -alt)) |

<D [ (Fs)-T(s)) (at)-alt.)) | +] (et)-alt;,)) (fF(s)- 1)) |+

k#j
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+[ (e(t)) —a(t)) (f(s)) - (s)) |

k= j

sg[ZIa(tk)—a(tk_l)|+\a(tj)—a(t')\+\a(t‘)—a(tj_l)qggV(a;A)

Analogno zaklju¢ujemo da za svaku finiju podelu P podele P vazi

‘a(f,a;P')—a(f,a; P)‘Sg V(a;A) bez obzira na izbor tadaka ;.

Nekasu P, i P, podele od A ineka je 5(P1)<g i §(P2)<§ i P podela takva da je

P=P UP,. Tada je podela P finija odpodela P, i P,.

| O'(f,a;Pl)—J(f,a;Pz)|S | O'(f,a;Pl)—O'(f,a;P)+0(f,a;P)—J(f,a;P2)|

<| o(f,a;R)—o(f,a;P) |[+]| o(f,a;P)—o(f,a;P,)|
<eV(x;A) + &€ V(a;A)
<2¢ V(e A) (7)

Kako je prostor X potpun i vazi (7) sledi egzistencija vektora x, € X takvog da vazi (4). 1z (4) sledi

X | < e+|o(f,a;P)| =&+ Zn:f(sk) [a(t,) - a(t, )]

<e+|f| Y| alt)-alt,) |se+|f| V()
k=1

gde je || =sup {| f(t)|:t eA}. Zbog proizvoljnosti broja & zakljuujemo da je

|Xo| <|f| V(c;A) .Dakle vredi (5).

Pokazimo da vazi ( 6 ).

Posmatrajmo proizvoljnu podelu P segmenta Az[a,b] koji sadrzi tatku ¢ inekaje S proizvoljan

skup istaknutih tagaka te podele. Dalje neka je Pn[a,c]=P', Pn[c,b]=P", Sn[ac]=5S,
Sn[cb]=S", tadasu S'i S istaknute tatke podela P i P'.Tada vazi
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o(f,a:P)=c(f,a;P)+o(f,a;P") i pritom je 5(P)<S(P) i S(P")<5(P)

Prelaskom na limes tj. o(P) >0 a samim tim i §(P)—0, &(P") — 0dobijamo

dea=jfda+ifda. =

Stav 5.3: Neka su X i Y Banahovi prostori i f :A— X jako neprekidna funkcijai o : A — C funkcija
ogranicene varijacije. Ako je T € L(X,Y) onda

T([fda)=] T f®)da) (8)

Dokaz: 1z (3) lako uo¢avamo daje T o(f,a;P)=0c(T f,a;P)
Kako je

b
lim a(f,a;P):j fda =

5(P)—0

b
lim T o(f,aiP)= lim o(T fa;P)=[ (T f)da,

5(P)>0

to vazi jer je funkcija T o f neprekidna. Takode vazi i

5(I||3§rloT o(f,a;P)=T 5(I;r)rlo o(f,a;P) jer je operator T neprekidan.

Znaci

.Tdea=T(jb- fda). =

Stav 5.4: Preslikavanje

f—)i fda (9)
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s Banahovog prostora C(A, X) u Banahov prostor X je linearno i neprekidno ako je «: A — C funkcija
ogranicene varijacije na A.

Dokaz: Prostor C(A, X) je prostor jako neprekidnih funkcija f : A — X inatom prostoru je data
norma | f|=sup {| f(t)|:te A}.Linearnost preslikavanja (9) je lako uo¢iti a neprekidnost sledi iz (5). ®

Stav 5.5: Neka je a, :A — C,ne N niz funkcija ogranicene varijacijei «, —> a, po tackama
na A. Ako postoji realan broj M, > 0 takav da je

V(e,;A) <M, (neN) (10)

onda je funkcija «, funkcija ogranicene varijacije na A i za svaku jako neprekidnu funkciju
f:A— X vredi

b

b
lim [ fda, =] fda, (11)

Dokaz: Pokazimo da je ¢, funkcija ograni¢ene varijacije. Kako vazi (10) onda za proizvoljnu podelu
segmenta A je

Z| a,t)—a,t.,) |£ M,, za n— o nejednakost postaje
k=1

Z| o, (t) — o (t ) |§Mo = V(ag;A) <M,
k=1
Posmatrajmo podelu P a=t, <t, <..<t, =b interavala A inekaje M =sup{|f(t)|:teA}. Tada
je
b n T
[fda=) [ fde
a k=l ¢,

-3 f[f(t)—f(tk)]dai+§n_: (1) | da

k=1 t s

44



| da =!j§;i 1-(a (d) - (d;))

= Lm(ai (d) - (d,)+ ¢ (d,) —a (d)) +.. + (dp)_ai (d p—l))
= !Ji_r)?o(ai (t) — e (ty))

=o;(t) — o (ty)
gde je t, =d, <d, <..<d, =t, podelaintervala [t, ,,t,]

Znaci .T fde :i tj.[f(t)_f(tk)]dai"'i fte) (o (t)—ai(ts))

Koriste¢i ovu jednakost dobijamo

ty

| [F® - f )] day

tea

t

[ [FO-ft)]de,

by

)

k=1

k=1

b b
[ fday-[ fde,

+M i— | (oo (t) —ap(ts)) —(ai(t)—ai(ty)) | (12)

Za dato ¢ >0 uzmimo ne N ipodelu takvu da zate [tk_l,tk]:‘f(t)— f(tk)‘ <¢
Na osnovu stava 5.2 je

b

[[fO-fE) ]de,

G

<eVe,, [tk—l an ])

pa druga sumau (12) nije veéa od

& Z Vi, [t ])<eVie,A) <eM,.
k=1
Isto to vaziiza prvusumuu ( 12) jer je V(a,;A)<M,.
Znaci prve dve sume u (12) nisu veée od 2&M,.Kako ¢;(t) > o, (t),t € A,i — oo onda treca suma u

(12 ) tezi nuli. Sada je
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b b
limsup| [ fda,—| fda, |<22M,.

i—w

Kako je & proizvoljan sledi (11). =

Stav 5.6: Neka je a e BV(A;R) i s, <5, <..<S, sve tacke prekida koje funkcija

o ima u intervalu (a,b). Ako je a konstantna na svakom od intervala (a,s, ),...,(s,,b) onda za
f e C(A, X) vredi

T f da=i f(s.) [a(s, +0)—a(s, —0)]+ f(a)[ a(a+0)—a(a) |+ f(b) [ a(b)—a(b—0) ] (13)

1z (13) uocavamo da na vrednost RS-integrala ne uti¢u vrednosti funkcije « u tackama prekida ali uti¢u
vrednosti te funkcije na rubovima segmenta [a,b].

Dokaz: Posmatrajmo prvo slu¢aj kada funkcija « ima samo jednu tac¢ku prekida s e (a,b). Neka je (2)
podela segmenta A takvadaje t; , <s<t;. Tada RS-suma postaje

o(f,a;P)=f(s) [alt) —at)]+ ..+ f(s))[ alt) —alt,y) |+... +f(s) [ealt,)-alt,.) ]

0 0

Za 5(P) — 0 dobijamo t, V a,t_, Tb tadaje

b

j fda=f(@)[a(@a+0)—a@)]+ f(s)[a(s+0)—a(s—0)]+ f (b) [a(b) —a-0)]. (14)
Posmatrajmo sada sluc¢aj kad funkcija ima m tacaka prekida. Neka je r >0 dovoljno mali broj

b S;+r Sp+r b 14)
jfda:j fda+j fda+..+ j fda =

= (@) [a(a+0)—a(@)]+ f(s,) [a(s, +0) —a(s, —0)]+ f (s, +r)[a(s, + 1) —a(s, +r-0)]+

f(s, +1)[a(s, +r+0)—a(s, + )]+ (s,) [a(s, +0) —a(s, —0)]+ f (s, + 1) [a(s, +r)—a(s, +r —0)]
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+ (s, +1)[a(s, +r+0)—a(s, +1)]+ f () [ab) - a(b - 0)]
= f@)[a@+0)—a(a) |+ f(s,) [ a(s, +0) —a(s, —0) |+...+ f (b) [a(b) —a(b—0) ]

jerje a(s, +r+0)=a(s; +r—0) obziromda je funkcija & neprekidna u tackama s, +r, i=1..m."

Primedba: Nekaje a<c<bi a funkcijakoja je jednaka nulilevo od ¢ i jednaka jedan desno od
c. Tada za svaku neprekidnu funkciju f :A — R iz stava 5.6 dobijamo

T fda=f(c)
Zaista kako je o prekidna u tacki c jer je a(c+0)# a(c—0) tadastav 5.6 daje
T fda=f(a)[a@+0)-a(@)]+f)|alc+0)-ac-0) ]+ f(b)[ ab)-a®d-0) ]

=f(@)[0-0]+f(c)[1-0]+ f()[1-1]=f(c) ™

Odnosno neprekidan linearan funkcional f — f(c) na prostoru C(A) moze se prikazati preko RS-
integrala. Kasnije ¢emo pokazati da za svaki F € C*(A) postoji funkcija « € BV (A;C) tako da vazi

F(f)=.b[ fda (feC(a))

Znaci dat je opsti oblik neprekidnog linearnog funkcionala na Banahovom prostoru C(A).

RS-integral skalarne funkcije u odnosu na vektorsku funkciju

RS-integral skalarne funkcije u odnosu na vektorsku funkciju definiSemo na isti nacin kao i RS-integral
vektorske funkcije u odnosu na skalarnu funkciju.
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Nekaje f:A— C skalarna funkcija i «: A — X vektorska funkcija, onda (3) ima smisla a takode i
(4) pau ovom sluc¢aju x, nazivamo RS-integral skalarne funkcije u odnosu na vektorsku funkciju i
oznacavamo sa

j). fda. (15)

Stav 5.7: Neka je f:A — X vektorska funkcijai «:A — C skalarna funkcija. Ako postoji jedan od
RS-integrala

b b
jfda jadf

onda postoji i drugi i vazi

[ fdazt®)ab)-f@a@-[adf. (0

Dokaz: Uzpodelu (2)i tatke s,,S,,...s, vezana je podela P tako da je

a=s,<s,<..<s ,=bi 6(P)<25(P)

n+1

n

> 50 [et) —at )= f(s) (at) —at,) + £ (s,) (at,) —at)) +..f(5,,) (alt,,) —alt, ,) +

k=1

+1(s,) (a(t,) —a(t,,)) = —a(t) ((s,) - f(s) —alt,) (f(s;) - f(s;)) —...

—a(t, ) (f(s,) = f(s, ) - f(s) alty) + T(s,) a(t,) =

n

=—Z a(t) (T(si1) = 1(5)) = T(s,) a(ty) + F(So) ex(ty) — £(So) ex(to) + (5,) ex(t,)

- f(sn+l) a(tn) + f (Sn+l) a(tn)
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- —Z a(t) (f(si1) = F(s) = alty) (F(s)— F(s,)) —ety) (F(Sp,1) = F(s,))—F (@) (a) + f (b) x(b)
= —Z a(t) (f(s.) - (s))—f (@) a(a)+ f (b)a(b)
Znaci dobijamo jednakost

> (s [et) -alt)]=-> alt) (f(s.,) - () - (@ a(@)+ f (b)a(b)

k=1 i=0

Odavde za S(P) —»0, a samimtim i S(P)—0 ( jer je 5(P)<25(P)) dobijamo (16). =

Stav 5.8: Akoje f:A—C neprekidna skalarna funkcijai o :A — X vektorska funkcija ogranicene
jake varijacije, onda postoji integral (15) i vazi (5) i (6).

Dokaz: Kako je funkcija f uniformno neprekidna na A tada kao i u dokazu stava 5.2 za

S(P) < g, 5(P,) <g sledi

x*[ o(f,a;P, )—o(f,a;R,) ”SZ&V(X*oa;A) zasvako x* e X”

Kako vazi stav 4.4 imamo

V(X" oa;A) < 4-sup Z((x* oa)(b;)— (X" oa)(aj))‘

= 4.sup|x* Z((a(bj)—a(aj))‘

< 4-sup -Ix*

2 (b)) - a(a))

*

<M - X (jer je funkcija a funkcija ogranicene varijacije)
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V(X" oa;A) <M -|xX*| (X" eX7)

Znadi ‘x*[ o(f, ;P )—o(f,a;P) ]\gz M| x*

, a odatle je

‘ o(f,a;P, )—a(f,a;Pz)‘SZ Meg.

Prema tome funkcija f je RS- integrabilna u odnosu na vektorsku funkciju o . ™=

Stav 5.9: Neka su X iY Banahovi prostori i f :A — C neprekidna funkcija i a:A — X
funkcija ogranicene varijacije. Ako je T € L(X,Y) onda je

T([ fda)=] fdTea)() (17)

Dokaz: Funkcije o, T ocx su ogranicene varijacije pa na osnovu Stava 5.8 postoje inegrali u (17). Prema
stavu 5.7 je

[fdTea)=10)Tea)b)-f@) Toa)@)-[Teoa)df
= T{f(b)a(b)—f(a)a(a)—jlad f}:TU fdaJ. .

Stav 5.10: Ako su funkcije a,a, : A — X ogranicene varijacije i f :A — C neprekidna funkcija
onda je

b b b
[ fdha+ha)=4 [ fda+4, | fda, za sve A, A, €C

Dokaz: Na osnovu stava 5.7. dobijamo
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_T fd(Qa+d,0,)=10b)(4a+4,a,)b)-f(@) (4 o +4, az)(a)_])' (Lo, +A,a,)d f
=f0) 4 (D) + (b)) 4, , (D) - f(a) 4, &, () - f(a) 4, az(a)—ijal df _ﬂvzj.az df

= £(b) 4 ay(0)+ T(0) 2, iy (0) — T (@) 4, () ~ F (@) 4, <a)—a(a1(b>- (0 - (@) (@) | fdalJ

—12-(f(b)a2(b)—f(a)az(a)—if dazlzﬂqjl fdalmzi fda,. ®
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6. Risova teorema 0 reprezentaciji prostora c:[a,b]

Podsetimo se da je C(A) realan (kompleksan) Banahov prostor realnih (kompleksnih)
neprekidnih funkcija na A =[a,b] sa normom

[f]=max {| f©)]:teA}

Ako je a:A—C funkcija ograniCene varijacije na A, onda za svaku funkciju f e C(A)

b
postoji RS-integral j fda 1 pri tom vredi

<V(zA)-|f| (f eC(a)) 1)

b
jfda

b
Iz prethodne nejednakosti sledi da je f —>I f da neprekidan funkcional na C(A) ida norma
tog funkcionala ne prelazi varijaciju funkcije « .

Jedan od znacajnih rezultata funkcionalne analize je da zasvaki neprekidan linearan funkcional
F eC" (A) postoji funkcija ogranicene varijacije « tako da

F(f)=jb' fda (feC(A)). (2)

Sledi Risova teorema koja to upravo dokazuje.

Teorema: Ako je F neprekidan linearan funkcional na realnom (kompleksnom) prostoru C(A),

onda postoji jedinstvena realna (kompleksna) funkcija a ogranicene varijacije na A:[a,b] sa
sledec¢im svojstvima

i) F(f):ffda (f eC(A))

i) a(a)=0

i) a(t+0)=a@) (a<t<b)
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iv) | F|=V (a;A)

v) F je pozitivan funkcional ako i samo ako « raste na [a,b ).

Dokaz : U dokazu ove teoreme koristicemo c¢injenicu da niz Bernstajnovih polinoma

B, (f ;x)=hin Z f(a+%h) (1) (x-a)* b-%)"*, h=b-a

k=0

funkcije f € C(A) uniformno na A konvergira funkciji  f .

i) Posmatracemo prvo sluc¢aj da je C(A) realan prostori F neprekidan linearan realan funkcional.
Fiksirajmo n i stavimo da je

e, )=h"(")(x-a)" (b—x)"* (xea). (3)

Neka je ¢, takav realan broj da vazi & =1, ¢ F (e,)>0. Tada je

n

Z|F(ek)|zzn:5k F(ek):F(Zn‘,gk ek)5|F|'

k=0

<|F|

n
z &y €
k=0

jer za te A vazi

AP DN CIE M EEACIES SENOES S A GICSN O
=h™".(x-a+b-x)"=h"-(b-a)" =1.
i Sireidr

Sada ¢emo definisati funkciju ¢, nasledeé¢i nacin :

a,(@)=0

a, (t)=F (e,), ako je a<t<a+l
n
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a, t)=F (e,)+F (g), ako je a+h<t£a+2—h
n

(n—1) h

a, t)=F (e)+F()+..+F(e,,), ako je a+ <t<b

a, (b)=F (e,)+F (e)+..+F (e, ,)+F (e,)

. .. . : k h k+1)h .
Uocavamo da je funkcija «, konstantna na intervalima (a+—,a+( ) ) a prekide moze
n
o . 2h
1mati samo u tackama aa+—, a+—,....b.
n n

Lako je uociti da je
V (a,;A)<| F(&) |+ F(e) |+..+] F(e,y) |+] F(e,) |
Odavde i iz (4) dobijamo

V (e, ;A)<|F| |, () |<| F| (teA) (5)

Stav5.6 za f eC(A) daje

i fde, = Zn: f(a+%h)F(ek)=F(Zn: f(a+%h)ek), odavde sledi
T fda, =F (B, (f)) (6)

Kako vredi (5) za svako ne N, prema stavu 4.15 postoji podniz («,, ) hiza («,), koji na A

konvergira funkciji «, ograniene varijacije na A. Takode vazi

Ifdap(n> =FB,(f)) (feC@) (7)
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b
Kako je V (a,;A)<|F|, izstava5.5 levastrana formule (7) tezi ka I fda,, a desna strana

zbog neprekidnosti funkcionala i uniformne konvergencije polinoma B, (f) ka f tezi ka
F(f).Tada za n—>o formula (7) postaje

.dea(,:F(f) (feC(A)) (8)

Kako iz (5)i a ) —a, dobijamo da je V (a,;A) <|F|, aiz (8) da je
| F|<V (@, ;A) zakljudujemo da V (a,;A) = |F|.

Posmatrajmo sada slucaj kada je C (A) kompleksan prostor i F neprekidan kompleksan
funkcional. Skup svih realnih funkcija iz C (A) oznaci¢emo sa C , (A). Lako je uoditi da su
funkcije

F, (f)=ReF (f) F, (f)=ImF (f) (feC. (A))
linearni funkcionali na C , (A). Iz
IF(f)] < [Fl(f)2+F2(f)2]%:| F(F)|<|F|-|f] (=1,2)

sledi da su F, i F, neprekidni linearni funkcionali na C , (A).Na osnovu ve¢ dokazanog
sledi da za realne funkcije F, i F, postoje funkcije «, i @, iz BV (A R) tako da vazi

b
[fda=F(f) (feC (A))
i pri tomje « (a)=0 i=12.Za a,=a,+ia,eBV (A;C ) dobijamo «,(a)=0 i
b b b
F(f)= Fl(f)+iF2(f)=.[fda +ijfda2=jfda0

za feC,(A).

I poslednji slu¢aj za feC (A) :
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F(f)=F(Ref+ilmf )=F(Ref)+iF(Imf)
b b b
=[Refda,+i[Imfda,=] fda,

Zaklju¢ujemo da imamo reprezentaciju
b
F(f)=| fda, (feC (A)) (9)

i dajepritom a¢,(a)=0 i a,eBV (A;C)
iii) DefiniS$imo funkciju a pomocu funkcije «,, koja zadovoljava (9) i «a,(a)=0 na sledeci
nacin:

a(a)=0  a(t)=a,(t+0) ako je a<t<b a(b)=a,(b)

Pokazimo da je funkcija o neprekidna zdesne strane na (a,b). Posmatrajmo sluéajda « , raste,

onda za t<s sledi:
a,(t)<say,(s) = a(t)<a,(s)<a (s) (*)

Za t, 1ty imamo o, (t.) ¥ o, (t, +0), odavde i (*)dobijamo « (t,)=Ilim « (t,).U opstem slucaju
tvrdenje proizilazi iz stava 4.13.

Pokazimo da je funkcija a ograni¢ene varijacije na segmentu A. Uzeemo proizvoljnu podelu
segmenta A

a=s,<Ss, <..<S,=b. (10)
Kako je funkcija « neprekidna zdesna na (a,b), to za dato & >0 postoji podela

a=t, < t, <..<t, <t =b

segmenta A, tke(skfl,sk),(kzl,...,n) tako da

la(s)-a(te)] <-= (k=1,.n)
2n
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1 da je tacka t, tacka neprekidnosti funkcije .

|a(sk)_a(sk—l)| <

M- 1

a(s)-a () +3 a(tu)-a () + X lat)-a(so)l+a(t)-a(s))

=
Il

1

n

sn2i+(n—1)i+ Y (L) = ()] <+ [ (te )—aq (1)
n 2n k=0 k=0

(o (t) =yt +0) =a (t,))

Dobijamo :
Yo la(s)-a(sy) e+ |ag (ta)—a, (L)
k=1 k=1

V(a;A)<e+V (ay,;A) = V(a;A)SV (a,;A)

Time smo pokazali da je funkcija « funkcija ograniCene varijacije.

Za realnu funkciju f €eC(A) i &>0 postoji podela (10) tako da je

<¢&

j). fda—i M, [05 (Sk)_a(sk—l)]

< €&

j’ fdao—i M, [ao(sk)_ao(sk—l)]

gde je M, =max f (t),tels,,,s, | i funkcije a,a, su neprekidne u tatkama S,,S,,..S, .

Tada 72 3 M, [a(s)-a(s ) ]=x, 3 M, [ag(s)-aq(s,) ]y vaz

<

ifda—jlfdao < dea—x+x—y+y—jl fdea,
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< + + [ x-y|

b
jfda—x

b
[fda,-y

<2e+|x-y| =2¢ (jer je a(s)=0a,(5 +0)=0y(s,) )

Obzirom da je & proizvoljno malo zakljuujemo da je

ifda = ifdao. (11)

a

( 11) vazi za svaku realnu funkciju, pokazimo da to vazi iza proizvoljnu kompleksnu funkciju h.
Nekaje h=f+ig

b b

[(f+ig)da= ifda + ij-gda: jf da, + iigdao = [ (f+ig)da,

a a

iv) Pokazimo da je | F|=V (a;A).Posmatrajmo funkciju f, na slici 1, gde je h dovoljno malo.

Slika 1.

b c+h d-h d
F(f,)=]f,da=[fda+ [ da+ [f da (stav57)
a c d-h

c+h

:{ f, (c+h)a(c+h)—fh(c)a(c)—% C]-hadt} + [a@-h)-a(c+h)] +
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d d c+h
+ | f (d)a(d)=f (d=h)a(d—h)+t [adt| = ljadt —ljadt
h d-h hdh h c

h—0*

d

Pokazimo da je lim % I adt =a(d), akoje a neprekidna u tacki d .
d-h

Prema teoremi o srednjoj vrednosti imamo:

d d
Iadt=yh- Il-dt
d-h d=h

d
[adt=u,h, gdeje m <u <M, m = inf aft), M,= sup a(t)
d-h teld—h.d] te[d—h,d]

d
Tada je 1 j adt=u
hdfh

1 d
m,< = [adt<Mm,
hd—h
AKo je a neprekidna u tacki donda m, >« (d) i M, >« (d),za h— 0", pa sledida je
N
lim Hdjhaolt =a(d). (12)

Sada dolazimo do

lim F(f,)=a(d)-a(c) | f|=1,

ako su c i d tatke u kojima je funkcija « neprekidna. Na isti nac¢in dobijamo za funkciju
f, sa slike 2.

-4

d+h
Slika 2.



d+h

b
F(f,) = [ foda —a(b)-1 [adt, tadaje
a d

hlirgF(fh)za(b)—a(d), || f, ||:1 , ako je a neprekidna u tacki d

Analogno kao u iii) postoji podela (10) tako da je « neprekidna u tackama S,,S,,...S

pritom vazi

V(a;A)-—e< Zn: la (s )—a(s)

k=1

Neka su &, kompleksni brojevi takvi da je

e (a(sy) —al(sy)) = | a(s,)—a (s, )|
Ozna¢imo sa f ,, funkciju koja za k= 2 ,..,n—-11ima oblik kao funkcija na slici 1.

(c=s,,, d=s,), f,, izgleda kao na slici 3. (s=s,—-h), f, kao na slici 2.

(d=s ;).
C B
o - - - - - - - - — e — — — — — — — — — .
| |
| |
| |
! |
é 7 e ~
a
Slika 3.
Za funkciju

gh:Zn: &, T, vazi da pripada C(A) i da je thH=1-
k=1

b n
F(gh):_[ghda = ng F(>fen)
" k=1

n-1
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n

r!I_)I‘{)]+ F(g9,)= Z e (a(s,)—a(s.))

k=1

=§: la(sy)-—a(se) =2V(a;A)-¢

Kako postoje jedini¢ni vektori g, eC (A) tako da je

IimF(g,) 2 V(a;A)-¢, onda sledi
|F|=V(a;A)-¢.

Obzirom da je &>0 proizvoljno zakljucujemoda je |F|>V (a;A). Ali iz (11) sledi

| F| <V (a;A),pa obe nejednakosti daju |F| =V (a;A).

iv) Pokazimo jedinstvenost funkcije « .

Pretpostavimo suprotno tj. da postoji jo§ jedna funkcija feBV (A,C) koja zadovoljava uslove
b
F(f)=] fdg (feC(a)

p(a)=0 p(t+0)=p4(t) a<t<b
Neka je y=pf—-«a, tada

ifdﬁ—ifda =0
ifd(ﬂ—a)=0

.de;/=0, feC(A) (13)

i pri tom vazi y(a)=0,y(t+0)=y(t), a<t<b.

Kako (13) vazi za svaku neprekidnu funkciju na segmentu A, za konstantnu funkciju



f(t)=1(teA) iz (13) dobijamo da je y(b)-y(a)=0 t. y(b)=y(a)=0.
Ako je se(ab) onda za funkciju f, sa slike 3. dobijamo

s+h s+h

b S
0= fody=[1dy+[f,dy=y(s)-y(a)+| f,dy

s+h

0=7(s)=7(a)+7(s+n) F, (s+h)=y(s) f, (s)- | yat

%T}/dt=0.

s
s+h

Analogno kao i (12) iz %Iydtzo = 7(s+0)=0.

Kako je y(s)=y(s+0)=0 i y(b)=y(a)=0, sledi da je =0 tj.
a{t)=p@1),teA . Time smo pokazali jedinstvenost funkcije c .

iv) Podsetimo se da je funkcional F:C (A)—C pozitivan ako je F(f)>0 za svaku
pozitivhu funkciju f eC (A).
Neka je F pozitivan funkcional, pokazimo da « raste na intervalu [a,b )

Funkcija f, prikazana na slici 3. je pozitivna, pa sledi da je

S s+h

OSF(fh)=J.da + jfhda

s+h

—a(s)-a(a)+f,(s+h)- a(s+h)—fh(s)~a(s)—% [ o dt

s+h

:% .!.a(t) dt

Odavde za h— 0" dobijamo sliéno kao i ranije da je a(s+0)>0, a<s<b.
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Neka je a<s,<s,<b, tada za funkcije f,, , f,, definisane prema slici3. vazi
flh (t) < f2h (t)

S,+h s;+h

1 1
0 < F(fy—fy) = F(f;)-F(fy) == [ o dt - [ a dt

S2 Sq

Za h—>0" dobijamo a(s,+0) -a(s,+0) 20 tj. a(s,)>a(s,)
Znadi funkcija o raste na intervalu [a,b) .

Pokazimo sad obrnuto tj. ako funkcija « raste na intervalu [a,b) da je funkcional F

b
pozitivan. Kako je F(f):j fda , integral, limes RS -—sume koja je pozitivha jer je « rastuéa

funkcija, lako uocavamo da je funkcional pozitivan. =
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