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Predgovor

”Nema grane matematike, ma kako da je apstraktna, koja se jednog dana ne bi
mogla primeniti na pojave stvarnog sveta”

Nikolay Ivanovich Lobachevsky, ruski matematicar

Matematicko modeliranje je oblast za koju interesovanje primenjenih matemati-
Cara sve viSe raste. Modeliraju se razliCiti procesi iz oblasti fizike, hemije, bi-
ologije, inzinjerstva, ekonomije, u sustini, matematicki modeli se formiraju za
probleme iz svih oblasti svakodnevnog Zivota. Matemati¢ko modeliranje je proces
koji se odvija u nekoliko faza, prvo, treba postaviti matemati¢ki model fizickog
problema, zatim formirati skup jednacina koje ¢e opisati problem, resiti ih (ovde
je dozvoljeno i sasvim logi¢no postaviti pitanje “Kako?”) i na kraju proveriti da
li se dobijeno resenje slaze sa realnoscu, da li je konzistentno i stabilno (prema
¢emu ¢emo odrediti da li je naS model prihvatljiv ili ne). Parcijalne diferencijalne
jednacine jesu one koje koristimo za opisivanje vecine fizi¢ih procesa - vibracije
Zica, rast 1 razvoj populacije, finansijski problemi na trziStu, prostiranje zvuka,
optimizacija transporta, proces zagrevanja vode. Lista problema se svakako ovde
ne zavrSava, a u ovom master radu bavicemo se i modelirati jedan od problema
koji se mogu naci na listi - proces promene faznog stanja, u naSem slucaju prelaz
iz ¢vrstog u tecno stanje. Motivacija za temu master rada dobijena je uceS¢em na
99. Studijskoj grupi (ESGI European Study Group with Industry), organizovanoj
od strane Departmana za matematiku 1 informatiku i Evropskog Konzorcijuma za
matematiku u industriji. Kompanija ”Pekara Milan”, koja se bavi proizvodnjom
smrznutog testa, imala je uceSce u ovoj Studijskoj grupi sa ciljem da poboljsa i
unapredi proces odmrzavanja smrznutih proizvoda prilikom pripreme za pecenje.

Rad se sastoji od Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju dat je kratak osvrt na Par-
cijalne diferencijalne jednacine i njihovu klasifikaciju, kao i klasifikaciju fizickih
problema prilikom modeliranja. navedeni su i neki poznati rezultati Funkcionalne
analize, definicije slabog reSenja i prostora Soboljeva. Zatim uvodimo pojam Fu-
rijeove transformacije 1 integralnih jednacina. Navedeni matematicki aparat bice
nam potreban za dokaz teoreme o postojanju reSenja Stefanovog probelma, koji je
glavna tema ovog rada.



Drugo poglavlje daje kompletnu analizu Linearnih paraboli¢nih jednacina.
Prvo je analizirana toplotna jednaCina, kao predstavnik paraboli¢nih jednacina,
koju ¢emo koristiti prilikom formiranja matematickog modela za problem odm-
rzavanja testa kojim ¢emo se dalje baviti. Dato je izvodenje njenog fundamen-
talnog reSenja, njegove osobine, a uz to i analiza Grinove funkcije. Zatim, navo-
dimo i dokazujemo jaki princip maksimuma i neke njegove posledice, kao bitnu
karakteristiku paraboli¢nih jednacina. Kroz ova dva poglavlja napravljena je pod-
loga za formulaciju Stefanovog probelma koja sledi u tre¢em poglavlju.

Trece poglavlje po¢injemo uvodenjem terminologije 1 bitnih karakteristika za
proces provodenja toplote. Fazni prelaz odvija se prilikom dovodenja odredene
koli¢ine toplote supstanciji (telu), i potrebna koli¢ina toplote za prelaz iz ¢vrstog u
teCno stanje zavisi od faktora kao Sto su temperatura supstancije i okoline, gustina,
masa 1 spoljni pritisak. Potrebna toplota moZe se provoditi na razli€ite nacine -
kondukcijom, konvekcijom i radijacijom, gde ¢e u ovom radu biti stavljen ak-
cenat na kondukciju i konvekciju. Toplotna provodljivost materijala i specificna
toplota, imace znacajnu ulogu u jednacinama koje opisuju sam proces. Dajemo
nakon toga formulaciju Stefanovog probelma (jaku, u jednodimenzionalnom i
slabu u viSedimenzionalnom slucaju), koji predstavlja problem “pomeranja slo-
bodne granice”. Naime, proces prelaska materije iz ¢vrstog u tecno stanje odvija
se uz formiranje medufazne povrSi (granice izmedu dva stanja). Kako su retki
slucajevi u kojim dolazimo do analitickog reSenja za ovaj problem, potrebne su
nam i numericke metode. Stoga, je u radu formulisana i koriS¢ena numericka
Sema entalpije.

Pomenutu numericku Semu entalpije koristimo za reSavanje problema odm-
rzavanja Zu-7Zu testa. U Cetvrtom poglavlju formiramo matematicki model Ste-
fanovog tipa za ovaj proces. Modelira se promena temperature Zu-Zu testa, koje se
odmrzava u jednom slucaju na sobnoj temperaturi, a zatim i u frizideru. Prikazani
su (graficki) 1 analizirani dobijeni rezultati, koji potvrduju da odmrzavanje testa
na sobnoj temperaturi traje krace, ali 1 to da povrSina testa tada moZe da dostigne
znato visSu temperaturu nego Sto je to preporucljivo prilikom odmrzavanja.

Zelela bih, na kraju, da se zahvalim svom mentoru dr Marku Nedeljkovu, za
podrsku i savete koji su mi pomogli prilikom reSavanja datog problema i zbog
kojih sam jo$ viSe zavolela matematicko modeliranje i parcijalne diferencijalne
jednacine. Zahvaljujem se 1 ¢lanovima komisije za dbranu ovog rada, dr Natasi
Kreji¢ 1 dr Srboljubu Simicu za svu pomoc i savete tokom dosadaSnjeg studiranja.

Posebnu zahvalnost dugujem kolegama i prijateljima Mariu Vargi i Tijani Sto-
jancevi¢ zbog kojih su studentski dani i svi matemati¢ki problemi bili mnogo,
mnogo lepsi i lakSi. Zahvaljujem se mojim roditeljima i sestri, koji su uvek uz
mene, koji su me naucili Sta su prave vrednosti u Zivotu.

Novi Sad, 2014 Danka Lucié
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Poglavlje 1

Matematicke osnove

1.1 Klasifikacija Parcijalnih diferencijalnih
jednacina i fizickih problema

Parcijalne diferencijalne jednacine (u daljem tekstu PDJ) pojavljuju se u opisi-
vanju razlicitih fizickih problema u nauci i tehnici. PDJ predstavlja vezu izmedju
zavisne promenljive dve ili viSe nezavisnih promenljivih i njenih izvoda po neza-
visnim promenljivim. Nezavisno promenljive su najceS¢e prostorne koordinate
(x,y, 2), ili koordinate u prostoru i vremenu (x, y, z, t) [14]. Zavisna promenljiva
f zavisi od fizickog procesa koji opisujemo (to moZe biti temperatura, koncen-
tracija, gustina...). Uz PDJ postavljaju se pocetni i/ili grani¢ni uslovi, koje reSenje
jednacine treba da zadovolji. Sledece tri jednacine predstavljaju najjednostavnije
pimere PDJ sa dve nezavisne promenljive:

1. Laplasova' jednacina u dve dimenzije

02 02
ox?  0y?

2. Toplotna jednacina u jednoj dimenziji
aof 0% f 0
—_— - 0— =
ot Ox?

3. Talasna jednacina u jednoj dimenziji

0f  ,0%f

oz~ ox2

leer-Simon, Markiz de Laplas (1749-1827), francuski matematicar i astronom
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Svaka od ovih jednacina predstavlja primer posebne klase PDJ - Laplasova primer
elipti¢nih jednacina, toplotna paraboli¢nih i talasna hiperboli¢nih. Poznato nam
je da PDJ moZemo klasifikovati prema razli¢itim kriterijjumima - prema redu
PDJ, homogenosti, linearnosti. Posmatrajmo kvazi-linearnu (linearnu po najvisim
izvodima), nehomogenu jednacinu drugog reda

Na osnovu znaka diskriminante B? — 4A(C klasifikacija je sledeca:

B? —4AC Klasifikacija
Negativno Elipticne
Nula Paraboli¢ne
Pozitivno  Hiperboli¢ne

Tabela 1.1: Klasfikacija PDJ

Prirodno, postavlja se pitanje da li razli¢ite klase PDJ imaju razliite osobine
reSenja i razli¢ite numericke postupke za reSavanje? Odgovor je potvrdan. Jedna
od vaznih osobina koja karakteriSe PDJ jesu karakteristike. Karakteristike su
(n — 1)-dimenzionalne hiper-povrsi u n dimenzionalnom prostoru sa odredenim
osobinama. Naime, u dvodimenzionalnom prostoru one predstavljaju karakter-
istine linije duz kojih se kroz domen definisanosti jednacine propagira informa-
cija.

Takode, ukoliko parcijalni izvodi zavisne promenljive f nisu neprekidni, i nji-
hovi prekidi se prenose duz karakteristicnih linija. Pitanje je kako odrediti karak-
teristike jedne PDJ? Potrebno je u suStini odgovoriti na pitanje: Da li postoje
putanje u domenu reSenja koje prolaze kroz tatku domena P duZ kojih drugi
izvodi jednacine (1.1) imaju prekide ili u tacki P uzimaju viSe vrednosti? Ako
postoje, ove putanje se nazivaju karakteristike i jesu putanje prostiranja infor-
macije. Jedna medusobna veza parcijalnih izvoda drugog reda data je samom
jednacinom (1.1), a drugu dobijamo ukoliko potrazimo totalne diferencijale

d(f2) = feadz + fuydy (1.2)
d(fy) = fyadz + fyydy (1.3)
Sada obe jednacine mozZemo napisati u matricnoj formi
A B C| |fu -Df,—Ef,—F+G
dv dy 0| |foy| = d(fz) (1.4)
0 dx dy| |fy d(fy)



Konacne, jedinstvene vrednosti ovog sistema postoje, osim u slucaju kada je de-
terminanta matrice koeficijenata jednaka nuli. U tom slu€aju drugi izvodi ili imaju
vrednost beskonacno (Sto nema smisla u fizickoj interpretaciji poblema) ili su neo-
dredeni (uzimaju viSe vrednosti ili imaju prekide). Stoga, izjednaCavajuci deter-
minantu matrice koeficijenata sa nulom, dobijamo karakteristicnu jednacinu

A(dy)? — Bdxdy + C(dx)* =0 (1.5)
koja odgovara jednacni (1.1). Odavde sledi
dy B+vB?—-4AC
de 2A
Prethodna jednacina predstavlja diferencijalnu jednacninu za dve familije karak-

teristiCnih krivih, u zavisnosti od izbora znaka + ili —. Sada ponovo, na osnovu
znaka diskriminante jednacnina (1.1) zadovoljava

(1.6)

B? —4AC Karakteristi¢ne krive  Klasifikacija

Negativno Komplaksne Elipti¢ne
Nula Realne (jednake) Paraboli¢ne
Pozitivno Realne (razlicCite) Hiperboli¢ne

Tabela 1.2: Klasifikacija PDJ

Postojanje karakteristika dovodi nas do pojmova domena zavisnosti i dom-
ena uticaja reSenja PDJ. Posmatrajmo, u dvodimenzionalnom slu¢aju, domen
definisanosti PDJ, D(x,y) i tatku P € D(z,y), P = (xp,y,). Domen zavis-
nosti reSenja u tacki P predstavlja deo domena D(z,y) tako da f(x,,y,) zavisi
od vrednosti f(x,y) za (z,y) iz domena zavisnosti. Domen uticaja reSenja u
tacki P predstavlja deo domena D(x,y) tako da je vrednost f(z,y) uzrokovana
vrednoScu reSenja u tacki P. Graficki, na Slici 1.1 predstavljeni su domen za-
visnosti (horizontalne linije) i domen uticaja (vertikalne linije) za sve tri klase
jednacina. Takodje, nagib karakteristika predstavlja brzinu prostiranja infor-
macije, te je brzina prostiranja informacije za paraboli¢ne jednacine beskonacna,
a za hiperbolicne konacna. Sada moZemo Kklasifikovati i fizicke probleme na
probleme propagacije (prostiranja) i ravnotezne probleme. Probleme propa-
gacije opisuju paraboli¢ne i hiperboli¢ne PDJ, dok ravnotezne probleme opisuju
elipticne jednacine. Klasican primer problema propagacije predstavlja toplotna
jednacina oblika

T = aly,

data u jednodimenzionalnom slucaju, gde je I’ temperatura tela, a « toplotna
provodljivost tela. U narednim poglavljima sledi detaljna analiza ove jednacine.
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Slika 1.1: Domen uticaja i domen zavisnosti za elipti¢ne, paraboli¢ne i hiper-
boli¢ne jednacine

Probleme propagacije definiSemo kao pocetne probleme definisane na otvorenom
domenu D(x,t), gde se reSenje f(z,t) gradi od pocetnog f(x,ty) modifikujuéi se
i prateci grani¢ne date uslove na granicama domena. Na Slici 1.2 dat je Sematski
prikaz problema propagacije opisanog paraboli¢nom jednacinom.

zavisnosti

L B b b

Slika 1.2: Problem propagacije opisan paraboli¢nim jednainama

Jo$ jedna veoma bitna stvar prilikom matemati¢kog modeliranja nekog problema,
jeste da je problem dobro postavjen. Adamar? je jo§ 1923. dao definiciju - fizi¢ki
problem je dobro posavljen ukoliko reSenje postoji, jedinstveno je i neprekidno za-
visi od poCetnih i grani¢nih uslova. Specijalno, za paraboli¢nu PDJ domen D(z, t)

2y acques Salomon Hadamard (1865-1963), francuski matematicar
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mora biti otvoren u smeru vremenske nezavisne promenljive, pocetni uslov mora
biti dat duz vremenske granice i neprekidni grani¢ni uslovi moraju biti dati na
fizickoj (prostornoj) granici domena. Granicni uslovi mogu biti Dirihleovog, No-
Jmanovog ili meSovitog tipa.

Granicni uslovi

1. Dirihleov? granicni uslov
Vrednost zavisne promenljive f je data na granici domena.

2. Nojmanov* granicni uslov
Vrednost % je data na granici domena.

3. Mesoviti granicni uslov
Vrednost a f + b% je data na granici domena.

Detaljnije o karakteristikama i osobinama razli¢itih PDJ moze se procitati u [14]
i[22].

1.2 Pojam distribucija i slabog izvoda

Kada govorimo o reSenju PDIJ, naj¢esc¢e govorimo o njemu kao o neprekidnoj
funkciji sa neprekidnim izvodima sve do reda PDJ koja zadovoljava PDJ u svakoj
tacki domena. Ovakvo reSenje nazivamo klasi¢no resenje. Ipak, neki fizi¢ki prob-
lemi i sama njihova priroda dozvoljavaju nam da oslabimo ove uslove i dozvolimo
na taj nacin vecoj klasi funkcija da budu reSenje datog problema. David Hilbert’
je, baveéi se ovim problemom prvo uveo pojam generalizovanog reSenja, kao
granica klasi¢nih reSenja (u odgovaraju¢em smislu). Ova ideja se razvijala tokom
tridesetih i Cetrdesetih godina XX veka i vodila do pojmova slabog izvoda i
slabog resenja [1].

Od kada je Dirak® uveo njegovu “matematicki besmislenu J-funkciju”, ovakvim
veli¢inama dat je potpun matemati¢ki smisao. Loran Svarc’ je 1948. objavio
“Theorie des Distributions” gde je Dirac-ova ¢ definisana kao funkcionela, delo-
vanjem na test funkcije. Citava teorija PDJ sada je oformljena u novom, prostoru

3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemacki matematicar
4Carl Gottfried Neumann (1832-1925), nemac¢ki matematicar

>David Hilbert (1862-1943), nemacki matematicar

Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), engleski teorijski fizicar
"Laurent Schwartz (1915-2002), francuski matematicar



Soboljeva sa slabim izvodima. Slede precizne definicije prethodno pomenutih i
naglaSenih pojmova.

Neka je €2 otvoren, ogranic¢en skup u R”, sa po delovima diferencijabilnom grani-
com 05). Zatvorenje od 2 je Q2 = QU 09.

Skup svih funkcija sa neprekidnim izvodima do reda m oznacavamo sa C™(£2).
Sa LP(2) oznaavamo prostor Ciji je p-i stepen integrabilna funkcija na €, za
1 < p < oo. Na ovom prostoru definisana je norma

1/p

| f llr@)= /U@Wm
Q

Sta vie, prostor L?(Q) je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

Uw%:/}@m@mw

Nosac¢ funkcije ¢ je skup supp(¢) = {x: ¢(x) # 0}. Sa C5°(f2) oznalavamo
skup beskonacno diferencijabilnih funkcija sa kompaktnim (zatvorenim i ogranice-
nim) nosacem u 2.

Prostor test funkcija D((2) na (2 sastoji se od funkcija iz C;°(2) sa konvergenci-
jom definisanom na sledeéi na¢in: kazemo da niz funkcija {¢, }nen € C°(2) u

D(Q) tezi nuli, sa oznakom ¢, 2, 0, ako vazi
1. 3K CcC supp(¢,) C K
2. Va e Ny 0%, = 0u K.

Vazi ekvivalencija [19] za ¢ € C;°(2)

b 2> ¢ & (6 — 0) 2 0.
Jasno je da imamo sledeci poredak medu navedenim skupovima funkcija
DcC®c---cC'cCc---cL?cL!,

i dodatno, skup D je gust u svakom od ovih skupova, tj. svaka funkcija iz nekog
od preostalih prostora je granica niza test funkcija.

Realna funkcija definisana nad nekim funkcionalnim prostorom naziva se funk-
cionela. Stoga, funkcionela U nad D((2) dodeljuje jedinstven realan broj U(¢)
svakoj funkciji ¢ € D(2). Konacno, neprekidne linearne funkcionele nazivamo
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distribucije na 2. Prostor svih distribucija nad €2 oznaavamo sa D’({2), a vred-
nost distribucije U na test funkciji ¢ sa (U, ¢). Znamo jos i da svaka funkcija u
koja je integrabilna na €2 odreduje distribuciju U definisanu sa

(U, ) = / u(@)b(x)dz, ¢ € D(Q)

Q

Ovakve distribucije se nazivaju regularne. Ako funkciju u poistovetimo sa U,
tada moZemo gledati na integrabilne funkcije kao na regularne distribucije, odnosno
vazi inkluzija L'(Q) C D'(Q).

Pored regularnih postoje i distribucije kao Dirakova ¢, definisana sa

(0, @) == ¢(a), ¢ € D(N), a € Q.

Najbitnija osobina distribucija jeste to da imaju sve izvode. Distribucioni izvod
od U € D'(Q) po z; je definisan kao distribucija % tako da
J

ou N [
()~ (v82).veom

Primer 1.2.1. Distribucionii izvod Heaviside®-ove funkcije u(x) = 1, x > 0 i
u(z) = 0, x < 0 je Dirakova 0. Za proizvoljnu ¢ € D(—00, 00) imamo

00 0 00
(u,¢') = / u(x)¢' (x)dx = / 0-¢'de+ / 1-dx A7)
% “%o 0

= ¢(o0) — #(0) = —¢(0) = — (do, })
odakle imamo u' = oy

Definicija 1.2.2. Neka je u € L'(2). KaZemo da je integrabilna funkcija v €
L' () slabi izvod od u na 2 po z; ako

/U%d@" = —/l/gbda:, za sve ¢ € Cy°(Q).
(996]-
Q

Q

Napominjemo da postoji samo jedan slabi izvod.

Definicija 1.2.3. Prostor Soboljeva’ H'(€2) se sastoji ad svih kavadratno integra-
bilnih funkcija sa kvadratno integrabilnim slabim izvodima u €2, odnosno

H'(Q) = {u e L*(Q) : |Vu| € L*(Q)}.

80liver Heaviside (1850-1925), engleski samouki elektro inZenjer, matematidar i fizicar
9Sergei Lvovich Sobolev (1908-1989), ruski matematiar
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Ovaj prostor je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom datim sa

(u, V)1 (q) = /[uv + VuVoldz = (u, v)2q) + (Vu, Vo)2q)
0

Aproksimacija izvoda kona¢nim razlikama
Za proizvoljnu funkciju f definisanu u oblasti G C R" diferencni koli¢nici

(Sh f(CE) _ f(xh'" y Lj—1,Tj +h7$j+17”' 7xn> - f(l')
x; h

mogu se definisati za x € G, gde je G’ CC G i dovoljno malo [h|. Ukoliko je
funkcija f glatka u x, tada prema definiciji klasi¢nog izvoda 5%_(93), imamo

of

J
odnosno,
1 $j+h8 ( 5 . )
h _ = fxl"'a 3T s dn
i@ =5 [ S

Zj

Odavde proistice da diferencni koli¢nici u suStini aproksimiraju slabi izvod [1].

1.3 Furijeova transformacija

U ovom odeljku daéemo definiciju Furijeove!® transformacije i neke njene najbit-
nije osobine, koje ¢e nam biti veoma korisne prilikom izvodenja fundamentalnog
reSenja toplotne jednacine koje sledi u narednom poglavlju, a detaljnije se moze
pogledati u [10] 1 [19].

Definicija 1.3.1. Nekaje f € L'(R"). Furijeova transformacija od f je funkcija
f, ograni¢ena na R™ i definisana sa

fle) = [ ey
Rn
Definisana na ovaj nacin, Furijeova transformacija predstavlja algebarski ho-

momorfizam iz prostora L'(R")(sa konvolucijom) na prostor L>°(R") (sa mno-
Zenjem po tatkama), i izometriju na prostoru L*(R").

10Joseph Fourier (1768-1830), francuski matematicar i fizi¢ar
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Definicija 1.3.2. Neka su f i g integrabilne funkcije na R". Konvolucija funkcija
f1guoznaci f x g definisana je sa

frg(x) = /f(x —y)g(y)dy = /f(y)g(ﬂﬂ —y)dy = g * f(z)

Navescemo, bez dokaza, neke od bitnih osobina Furijeove transformacije:
() Za fige L' (R") vazi (f + g) = fg

(i1) Furijeova transformacija je linearno preslikavanje, tj.

A

(af + Bg)(§) = af(&) + By(E)
(i) Za f € L'(R"), (f(z + a))(§) = e "¢ f(€)
(iv) Za f € S"' vazidaje f € C1i
0°f = [(—2mix)’ T
(0°f) = (2ri¢)’f

gde je ” definisano sa

"9 Bl
9f = B — ’
H(a%’) 836?181’22--090”"
Sa
B = (617627 "'7571)7

gde su 3;, j = 1, ..., n nenegativni celi brojevi, je definisan multi-indeks.

18 =5
j=1

izax € R”

o =P gl . P

(v) MozZe se pokazati da ako f € S, tadajei f € S

1Sa § = S(R™) oznatavamo Svarcovu klasu, odnosno skup svih fnkcija iz C* na R” za koje
vazi sup |220Pu(z)| < oc.
TER™
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(vi) Nekaje f(z) = e ™ o > 0. Tada je

~

F(&) = a2 el e

(vii) Za fige Svazi [ fg = [gf. Stoga, za f € L' definiSemo funkciju f na
sledeci nacin:
fla) = [ @y = f-a).

R n

Vazi Teorema o inverzu, koja tvrdi: ako je f € S tadaje f = f.

1.4 Teorija nepokretne tacke. Integralne jednacine

Kako je teorija integralnih jednacina razvijena mnogo pre nego teorija diferenci-
jalnih jednacina, prirodno je pokusati problem diferencijalnih jednaCina svesti na
problem integralnih [23]. Sledi kratak osvrt na teoriju integralnih jednacina u cilju
pripreme za dokaz postojanja reSenja jakog Stefanovog probelma.

Neka je 7' transformacija metrickog prostora M u njega samog. Posmatrajmo
jednacinu

u="Tu. (1.8)
Dakle, reSenje jednacine v € M predstavlja fiksnu (nepokretnu) tacku date trans-
formacije, tj. element metrickog prostora w je invarijantan u odnosu na 7'. Popu-
laran metod za reSavanje problema nepokretne tacke su metode sukcesivnih aproksi-

macija za ¢iju je primenu potreban neprekidnost i kontraktivnost transformacije
T.

Definicija 1.4.1. Transformacija 7, T" : M — M, gde je M metricki prostor je
LipsSic neprekidna ako postoji konstanta p , nezavisna od v i v tako da

d(Tu,Tv) < pd(u,v), zasveu,v € M.
Ukoliko jednacina vazi za p < 1, T' nazivamo kontrakcija.

Teorema 1.4.2. Neka je T' kontrakcija na kompletnom metrickom prostoru M.
Tada jednacina (1.8) ima samo jedno reSenje koje je granica niza sukcesivnih
aproksimacija za proizvoljnu pocetnu aproksimaciju.
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Primena na integralne jednacine

Primer 1.4.3. Neka je u € C(a,b), gde je C(a,b) prostor realnih neprekidnih
funkcija na zatvorenom, ogranicenom intervalu |a,b|. Neka je k(x,vy, z) data re-
alna neprekidna funkcija na a < v < b, a <y < bi—o00 < z < o0 koja
zadovoljava LipSicov uslov

’k(I,y,22>—l€([E,y,Zl)| §M|21_Z2|7 (19)
gde je M pozitivna konstanta nezavisna od x,y, z1, zo. Ako posmatramo k za
b
z = u(y), dobijamo neprekidnu funkciju za koju je [ k(x,y,u(y))dy € C(a,b).

a
Nelinearna integralna jednacina Fredholmovog'? tipa data je sa

u(z) = /k(x,y,u(y))dy + f(z), a<z<b (1.10)

a

gde je f € C(a,b). Jednacina (1.10) moZe se zapisati u obliku v = Tu, gde
je T : C(a,b) — C(a,b) definisana desnom stranom jednacine (1.10). MoZe se
pokazati da je T kontrakcija, odnosno da vazi doo(Tu, Tv) < M(b— a)dw(u,v),
za dovoljno malo M ili dovoljno malo b — a. Tada niz sukcesivnih aproksimacija

b

un(z) = / k(2,9 tna(y))dy + (2)

a

uniformno teZi jedinstvenom reSenju jednacine (1.10).

Napomena 1.4.4. Ukoliko je k(x,y,2) = pk(x,y)z, gde je p € R, a k(z,y)
neprekidno na a < z,y < b. Tada je uslov (1.9) zadovoljen za M = |u|N, gde
je N maksimum od |k| na a < z,y < b. Jednacina (1.10) sada postaje linearna
integralna jednacina

u=puKu+ f

gde je
b

Ku = / k(z, y)u(y)dy.
Linearna integralna jednacina ima jedno i samo jedno resenje ukoliko je zadovol-
jeno
1

Nb—a)

12Erik Tvar Fredholm (1866-1927), $vedski matematidar

| < (1.11)
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K je poznato kao integralni operator sa jezgrom k(z,y). Ukoliko je f = 0, tada
jednacdina v = pKu ima samo trivijalno reSenje © = 0, kada je zadovoljen uslov
(1.11). Prema notaciji u teoriji operatora, mozemo zapisati p = % te dobijamo
Au = Ku, odakle imamo da sve karakteristicne vrednosti operatora K moraju po
apsolutnoj vrednosti biti manje od N (b — a).

Primer 1.4.5. Posmatrajmo sada jednacinu (1.10), gde ¢emo gornju granicu in-
tegrala zameniti sa x. Jednacina je sada obilka

u(z) = / ke, g, u(y))dy + f(z), a <z <b (1.12)

a

Ova je jednacina je integralna jednacina Volterinog'® tipa. Funkcija k(x,vy, 2)
mora da bude definisana samo za y < x. MoZemo pretpostaviti da je k neprekidna
naG:a<x<ba<y<b—0o<z< oo, idanaG zadovoljava LipSicov'*
uslov

\k(x,y, 220) — k(x,y,21) < M||z1 — 2. (1.13)

Ponovo, kao i u prethodnom slucaju, jednacina (1.12) je oblika v = T'u gde je

T

Tu = f(x) +/k’(af,y,U(y))dy

a

Sukcesivne aproksimacije ovog puta konvergiraju jedinstvenom reSenju, za do-
voljno veliko n koje obezbedije da vaZi w < L

Napomena 1.4.6. Ukoliko k(x,y, z) = uk(x,y)z za k koje je neprekidno na a <
x < b,a <y < x,jednacina (1.12) postaje linearna Volterina jednacina oblika

T

ulz) = u/k(x,y)dy Ff@), a<z<b

a

Primetimo da je LipSicov uslov automatski zadovoljen, te je jedino reSenje ove
jednacine trivijalno, odnosno, jednac¢ina nema karakteristicne vrednosti.

13Vito Volterra, (1860-1940), italijanski matematicar i fizicar
14Rudolf Lipschitz (1832-1903), nemacki matematicar
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Poglavlje 2

Linearne parabolicne jednacine
drugog reda

2.1 Toplotna jednacina

Kako smo ve¢ istakli u prethodnom poglavlju, najjednostavniji primer paraboli¢nih
jednacina predstavlja toplotna (heat conduction) jednacina

Hu=wu — kAu =0, (2.1)

gde je A Laplasov operator, a k pozitivna konstanta. Teoreme koje slede date su
u [21].

2.1.1 Slabi princip maksimuma
Posmatrajmo jednacinu (2.1) definisanu na oblasti
D=Rx(0,T), T< o,
gde je R otvoren i ograni¢en podskup' u R”,
D =Rx{t=0YUIR x [0,T]
oznacava rub oblasti ®. Oblast ® je graficki prikazana na Slici 2.1.

Teorema 2.1.1. Pretpostavimo da je u € C°(D)NC?(D) reSenje jednacine (2.1).

Tada se i maksimum i minimum reSenja u na ® dostiZu na rubu oblasti, odnosno
!
na skupu ® .

'Dodatan uslov moZe biti i povezanost skupa R. Ovaj uslov nije neophodan, jer nepovezanu
oblast moZemo razdeliti na viSe povezanih oblasti i na njima reSavati zasebne probleme sa odgo-
varaju¢im grani¢nim uslovima.
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Slika 2.1: Oblast definisanosti toplotne jednCine

Dokaz. Dokazacemo teoremu za sluc¢aj maksimuma.
Neka je M = maxuna®’. Za e > 0 definiSemo pomoénu funkciju

v(x,t) = u(x,t) + elz|*;

a zatim primenom operatora H na v dobijamo Hv = —2ke < 0.
Sa t oznacimo proizvoljan broj iz intervala (0, 7)), asa K = R x [0, t]. Ako bismo
pretpostavili da v dostize maksimum u R x (0, ], dosli bismo u kontradikciju sa

prethodnom nejednako$cu, jer bismo tada imali % = % =0za:1=1,...n
1 gi@ < 0, Sto implicira Hv > 0. Dakle, na skupu K v dostize maksimum u

tackama skupa X' N D’ (u ovim tackama je u < M). Primetimo da na skupu K
vazi sledeée: u < v < M + ce, gde smo sa c oznacili gornje ogranienje za 22| u
R. Kako je € proizvoljno, u < M na K. Takode, i  je bilo proizvoljno pa rezultat
teoreme vazi. O

Napomena 2.1.2. Princip minimuma moZe biti pokazan na identi¢an nacin, pri-
menom principa maksimuma na funkciju —u(z, t).

Napomena 2.1.3. Slabi princip maksimuma nam u sustini govori da reSenje toplo-
tne jednacine dostiZze maksimum na granici oblasti ® (osnosno u tackama skupa
D), i ne dostize maksimum u unutra$njosti. Videéemo u narednom odeljku da
postoji i jaka verzija principa maksimuma koja tvrdi isto, sa izuzetkom za kon-
stantno reSenje u. Jaki princip maksimuma ¢emo pokazati za uopStene linearne
paraboli¢ne jednacine drugog reda.

Posledica 2.1.4. Granicni problem

Hu=f, (z,t) €®
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u=¢, (z,t) €D
ima jedinstveno reSenje u € C°(D) N C?*(D).

Dokaz. Veoma jednostavno, pretpostavimo da su v i w reSenja datog problema.
Tada je u = v — w reSenje problema

ou

u(z,t) =0, (z,t) €D
Prema principu maksimuma imamo 0 = min < u < max, odakle sledi u = 0,

D D'=0
odnosno v = w. O]

Napomena 2.1.5. Prethodni problem mozemo zapisati i u obliku mesovitog prob-
lema datog sa

Hu=f, x € R, t>0
uli—o = ¢(z), v € R, ¥ € C(R) (2.2)
ulor = ¢, ¢ € C(OR x Ry)

Ocene resenja mesovitog problema. Energijski metod.

(i) Pomatrajmo problem (2.2), gde je u = 0 na R. Ovako definisan prob-
lem opisuje promenu temperature tela koje zauzima oblast R (koja sadrzi
toplotni izvor po jedinici zapremine f, f : (€2 x (0,00)) — R) u vremenu.
Temperatura tela na granici se odrZava na nuli, a poCetna temperatura tela
data je funkcijom g, g : 2 — R. Za f < 0 (Sto odgovara procesu hladenja),
na osnovu principa maksimuma imamo

max < max[0, max g|.
Rx[0,T] R

Sli¢no, za f > 0 vazi

min > min|0, min g|.
Rx[0,T] R

Sto odgovara prosecu zagrevanja.

(i1) JoS jednu ocenu reSenja prethodnog problema mozemo dobiti integraleci
jednacinu (2.1) datu na R x (0, c0), mnozeéi sa u i uzimajuéi u obzir uslov
u = 0 na OR. Tada dobijamo odredenu vrstu a priori ocena.

/uutdx:/kuAud:p.
R R
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Koristeci teoremu divergencije i grani¢ni uslov, dobijamo

d [1
— | Zutdr = —k:/ uidr < 0.

Integral sa leve strane obeleZzavamo sa E(t) = || R %uzdx 1 zovemo integral
energije, koji u ovom slucaju, za dat grani¢ni uslov opada sa vremenom.
Stoga, dobijamo ocenu

E(t) < E(0), t > 0.

KoriSéenjem energijskog metoda lako se moze pokazati jedinstvenost reSenja
za problem 2.2.

U narednoj teoremi dokazacemo princip maksimuma na neograni¢enim oblas-
tima oblika
D=R"%x(0,7), 0<T < 0.

Teorema 2.1.6. Neka je u € C(D) U C?(D) reenje jednacine (2.1). Neka je
M = supsui N = supgnu(z,0). Tada je M = N ako je M < cc.

Dokaz. Za e > 0 definiSemo pomoc¢nu funkciju
v(x,t) = u(z,t) — (2t + |z|?).

Ovako formirana funkcija v zadovoljava jednacinu (2.1), odnosno vazi Hv = 0.
Pretpostavimo da je M > N. Tada za svako z vazi v(z,0) = u(z,0) — e|z|? <
w(z,0) < N.Zaz? > M= i0 <t <Tvai
v(x,t) = u(z,t) — (2t + |z|?) < M — elz|”.

Kako je M < oo, oblast 22 < @ je konacna i ograni¢ena, stoga na osnovu
Teoreme 2.1.1 i toga da je v(z,0) < N za 2* < M= gledi da je v(z,t) < N na
R™ x [0, 7). Dobijamo da je u(z,t) = v(x,t) — (2t + 2?) < N + (2t + |z|?)
za sve (z,t) € ©. Kako je ¢ proizvoljno, kada pustimo da ¢ — 0, dobijamo da je
u(z,t) < N u®. Kako je M = supzu, sledi da je M < N $to je u kontradikciji
sa pretpostavkom na pocetku dokaza. [

Posledica 2.1.7. Pocetni problem
Hu=f, (z,t)e®
u(z,0) =9(x), xeR"

ima najvise jedno resenje u € C°(D) U C?(D).
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2.1.2 ReSenje pocetnog problema

U ovom odeljku bic¢e data konstrukcija fundamentalnog reSenja za jednacinu (2.1)
uz pocetni uslov

u(z,0) = ¢(x). (2.3)

Invarijantnost toplotne jednacine
Toplotna jednacina je invarijantna u odnosu na sledece transformacije [22]:

(a) Prostorna translacija: Ako je u(x,t) reSenje (2.1), tada je reSenje i u(x —y, t)
za svako fiksno .

(b) Diferenciranje: Ako je u(x,t) reSenje (2.1) i sviizvodi uy, Uy, Uzg,... SU takode
reSenja.

(¢c) Linearne kombinacije: Ako su uq,us, ..., u, reSenja (2.1), tada je reSenje i
U = c1uy + couy + - - - + ¢y Uy, Za proizvoljne konstante ¢y, co, ..., Cp.

(d) Integracija: Ako je G(x,t) reSenje (2.1) tada je reSenje i
uet) = [~ Gy 0y,
za svaku funkciju ¢ (y) takvu da navedeni integral konvergira.

(e) Skaliranje: Ako je u(x,t) reSenje (2.1), tada je reSenje i v(z, t) = u(y/ax, at),
za proizvoljnu konstantu a > 0.

Konstrukcija resenja primenom Furijeove transformacije

Zbog jednostavnosti, posmatrajmo jednacinu (2.1) u jednoj prostornoj dimenziji,
odnosno n = 1, i neka je koeficijent £ = 1. Primenom Furijeove transformacije
po prostornoj promenljivoj x na (2.1) dobijamo jednacinu

0
aﬁ(ya t) = —y2ﬁ,
Cije je reSenje
2
i(y,t) = ce ¥V,
gde je c proizvoljna funkcija koja zavisi od y. Prirodna pretpostavka, da bismo

pronasli c, jeste da
lim a(y,t) = (lim u(z,1)).

t—0+ t—0t
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Odavde vidimo da je ¢ = ¢ (y), pa stoga imamo

u(y,t) = @Z}(y)e_y%. (2.4)

DefiniSimo funkciju

FO) = / ¢ N g — / e~ cos \EE,

gde je a konstanta, a > (. PotraZimo zatim izvod f po A

o0

PO = [ e e aga =

oo y o (2.5)
— [ e (=2a€) sin AedE = —— / e~ cos AEdE.
2a J_ 2a J_

f otigledno zadovoljava jednacinu f* + () f = 0, pa sledi da je f = ke, gde
je k konstanta. Da bismo odredili %, korlstlmo daje f(0) = k, pa imamo

k= ‘“52d§ \/7

FO) = (€00 = \/ge;f
e — \/g(e—agf

Ako za a uzmemo a = 7; dobijamo

Dakle, kako je

imamo

1 —¢2
A2t =L\
(& — — e 4t .
47t ( )

Koristec¢i dobijeni rezultat 1 (2.4) dobijamo

2[) —6 4t | — Le*%):
\/ 47t 47t
e~ (@—y)? /4td
—6 4t — .
Ry Y(y) el

Sledeca teorema pokazuje da ovako konstruisana formula definiSe reSenje pocetnog
problema (2.1), (2.3) u n-dimenzionalnom prostoru R".

pa kona¢no imamo

21



Teorema 2.1.8. Ako je 1) (x) neprekidna i uniformno ogranic¢ena funkcija na R™,
tada

z—z|?
u(z,t) = / (4kmt) "3 e T (2 dz 2.6)
je jedinstveno ograniceno reSenje problema (2.1), (2.3).

Dokaz. Neka je
G(z —x,t) = (47T/<;t)_%e_‘ziél . (2.7)

Direktnim izracunavanjem, odnosno primenom operatora H na funkciju G do-
bijamo H(G) = 0. Dakle, G zadovoljava jednacinu (2.1) za svako z € R™ i
svako t > 0, pa vazi i Hu = 0 (na osnovu invarijantnosti u odnosu na integraciju,
osobina (d)). Treba joS pokazati da u zadovoljava i uslov (2.3). S tim ciljem,
pokazacemo prvo dve osobine koje zadovoljava funkcija G:

(1) G(z—x,t)dz=1zasvex € R"it >0
R

(i) lim G(z—uz,t)dz=0zasve o >0

=04 |z—z|>0

Lako je videti da je vrednost integrala

/ e_i%dyi = VArkt,

—00

odakle sledi
/ G(z —z,t)dz = / Gy, t)dy = H/(47rk:t)_ée_y?/4ktdyi = 1.
" " i=1

Da bismo pokazali osobinu (ii), obelezimo |z — z| = r&, |{| = 1. Tada

/ G(z — x,t)dz = / (/ r"_lG(rg,t)dr) dw
|z—x|>0 |€]=1 o
:/ (/ rn_1(47rkt)_ge_r2/4ktdr> dw
lgl=1 \Jo

& 2
= c/ " e " do,
o/V4kt

gde je c konstanta. Kako poslednji integral teZi nuli kada ¢ — 0., vazi osobina
(ii).

Sada imamo sve potrebno za dokaz da je zadovoljen uslov (2.3). Ako je |[¢)| < M
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na R" (po pretpostavci teoreme ¢ je ograni¢ena funkcija) i dato € > 0, neka je
o = o(xz,t) > 0 takvo da

(@) =) < 2

ako je r < o, r = |z — x| (vazi zbog neprekidnosti funkcije ). Dalje, iz (ii)
imamo da postoji 7" = T'(x, e) > 0 tako da

G(z d—OtT.
/ z<3M<<

Koriste¢i osobinu (i), za 0 < t < T vazi

u(z,t) = (@) =1 [ Gz =, t)((x) - P(2))dz]

Rn

< [ 6wt - vl
- / Gz — 2, 8)(1h(x) — (2))dz
/ Gz — 7, 1)(W(x) — ¥(2))dz

<§/ G(z—xt)dz+2M/ G(z —x,t)dz
r<o

< 2M—:.
3+ M

Prethodna nejednakost pokazuje da je
hm u(z,t) = ().
—04
Kako za svaki kompaktan skup ¢ moZemo izabrati nezavisno od x, imamo da
u(z, t) uniformno tezi ka ¢ (x), odakle sledi neprekidnost u(z, t) zat > 0. Dakle,
vazi (2.3). Ogranicenost u(x, t) sledi iz

lu(z,t)] < G(z — x,t)dz = M.
Rn
Na osnovu Posledice 2.1.7, u(z, t) jeste jedinistveno ograni¢eno resenje problema
(2.1),(2.3). ]

Funkcija G(z—z, t) data sa (2.7) je poznata kao jezgro toplotne jednacine, fun-
damentalno reSenje, propagator ili Grinova* funkcija. Primetimo da funkcija G u
stvari odreduje nacin na koji se data vrednost temperature u pocetnom trenutku
prenosi u vremenu. U narednom odeljku pristupicemo pronalazenju Grinove
funkcije za toplotnu jednacinu.

2 George Green (1793.-1841.), britanski matematicki fizi¢ar
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2.1.3 Grinova funkcija. Interpretacija fundamentalnog resenja.

Grinova funkcija za toplotnu jednacinu
Posmatrajmo toplotnu jednadinu

o Vu = qlr,1), (2.8)
gde je V trodimenzionalni operator gradijenta, r vektor poloZaja, a® koeficijent di-
fuzije i q(r, t) toplotni izvor. Uz jednacinu su nam potrebni i uslov na granici, kao
i poCetni uslov u(r,t = ty). Cilj je da pokazemo da se reSenje (2.8) mozZe izraziti
koristeci grani¢ni i pocetni uslov 1 Grinovu funkciju, koju nalazimo reSavanjem
jednacine

oG

or
gde r( predstavlja poloZaj toplotnog izvora. Grinova funkcija g(r, t|ry, 7) treba da
zadovoljava homogene pocetne i grani¢ne uslove (iako sama toplotna jednacina
moze biti data sa homogenim ili nehomogenim uslovima). Takode, mora da vazi
ig(r,tlrg,7) = 0za 7T > t, zbog dobro poznatog principa uzro¢nosti po kom
dogadaj ne moZe prethoditi svom uzroku. Dakle, fizicka interpretacija problema
je raspodela (distribucija) temperature kroz odredenu oblast koju uzrokuje pojava
toplotnog izvora u tacki ry u trenutku 7.

2V2G = 6(r —ro)o(t — 1), (2.9)

Napomena 2.1.9. Grinovu funkciju mozemo naci i1 reSavanjem pocetnog prob-

lema?

% —a®V2u =0, t>7, ulr,7)=06(r—rp). (2.10)

VaZna osobina Grinove funkcije jeste da vazi
G(r,t|rg, 7) = G(r, —7|ry, —1). (2.11)

Sa stanovista fizike, funkcija G(r, —7|ro, —t) daje efekat izvora koji se pojavio
u tacki r i trenutku —¢ na tacku ry u trenutku —7. Da bismo pokazali da ovaj
uslov vazi, posmatrajmo prvo (ajdungovanu) funkciju G*(r, t|rg, 7), definisanu
relacijom

G(r, —tlrg, —7) = G*(r, t|rg, 7).

Funkcija G* zadovoljava jednacinu
oG*
ot

30vo se jednostavno moZe videti primenom Furijeove transformacije na obe jednacine (2.9) i
(2.10). Dobijamo da su Furijeove transformacije reSenja u problema (2.10) i reSenja G problema
(2.9) jednake, odakle, na osnovu injektivnosti Furijeove transformacije sledi jednakost reSenja.

+a®’V2G* = —6(r —rg)0(t — 7) (2.12)
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sa uslovom G*(r, t|rg, 7) = 0 zat > 7. Drugim reima, funkcija G opisuje razvoj
temperature tokom vremena, od pocetnog trenutka, dok funkcija G* opisuje isti
proces unazad, od krajnje raspodele temperature do pocetnog izvora. Uslov (2.11)

sada ima oblik
G(r,t|rg, 7) = G*(rg, 7|1, ).

Dokaz da uslov (2.11) vazi dat je u [7].

Sada preostaje da pokaZzemo da se reSenje nehomogene toplotne jednacine moze
izraziti pomocu pocetnog i grani¢nog uslova i Grinove funkcije. Koristimo sledece
jednacine (na osnovu prethodnog razmatranja o Grinovoj funkciji 1 njoj adjungo-

vanoj)

aQVSu(ro,to) — W = —q(ro,to) (213)
0

G (r,trg,t0)
Oto B

Jednacinu (2.13) mnoZimo sa g, jednacinu (2.14) mnoZimo sa u i oduzimamo ih.
Zatim integralimo po zapremini Vj i vremenu ¢y, u intervalu od 0 do ¢*. Kona¢no
dobijamo

a* /0” ///V O [uV§ — GViu] dVydto
/ ///v [ (8t0> G (2; )} dVodto (2.15)
/ ///V (ro, to) G(x, t|ro, to)dVodte — u(r, t).

Primenom druge Grinove formule na prvi integral u gornjem izrazu i integraleci
po vremenu u drugom integralu, dobijamo

/ /// ro,to t‘r(),to)d‘/odto
Vo

+a / # t’l‘o, to VQU(I’(), to) — U,(I’g, to)VoG( t|l’0, to)] . ndSOdt()
So

/// r07 t|r0a )d%a
Vo

a®’V2G(r, t|ro, to) + —6(rg —1r)o(to — ). (2.14)

(2.16)
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gde smo koristili da je G(r, t|ry, t") = 0.
Primenimo sada prethodni rezultat na konkretan nehomogeni pocetni problem:
0
8—1;—I<:Au:f(x,t), zeV, t>0
u(z,t) = g(x,t), € dV,t>0 (2.17)

u(z,0) = ug(x), x €V,
gde je V' ogranicena oblast u R™. Ako pretpostavimo da u(y, 7) reSava problem

(2.17) formiramo odgovarajuci problem koji reSava Grinova funkcija G(z, t;y, 7),
x,yeV,t,m > 0:

—g—G —kAG =6(y —2)0(T — 1)

-
G=0,y€cdV (2.18)
G=0, 7>t

Resenje u(z,t), na osnovu (2.16) ima oblik
T
o) = [ [ oty sty
0o Jv
+ [ Gty 0ty 2.19)
v

[ ] B gwastyis

Primetimo da prethodno definisan problem reSava toplotnu jedna¢inu unazad (o
¢emu smo govorili u (2.12)). Zato, da bi problem izgledao S$to ’prirodnije”,
uvodimo smenu ¢ = ¢ — 7, pa prethodni problem formuliSemo na slede¢i naCin:

oG

90 EAG = 6(y — x)0(o)
G=0,yedV (220)
G=0, 0<0

PokaZimo konac¢no da Grinova funkcija za toplotnu jednacinu definisanu na ¢itavom
R™ ima oblik (2.7) [12]. Dakle, reSavamo problem (2.20) na V' = R". Prvo, pri-
menom Furijeove transformacije na (2.20) po promenljivoj y dobijamo

(%G +k[EPG = (2m) 72 76(0).
G + k|¢]2G = 0, a njegovo resenje oblika

Za o > ( problem je homogen 5%

~

—k|€]2
G = Ce Ml
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gde C' = C(z,t,€&) mozemo nadi iz uslova

0+ /2 ize 0+ A 2 A
1:/ d(o)do = (2m)" e / [Go+k|5| G] do (2.21)

=(2m)"2e " GI7=0T = (2m)"%e 4,
gde kori§tim0 daje G ogranicena (pa je drugi €lan gornjeg integrala nula), a zatim
iuslov G = 0 za o < 0. Konacno dobijamo da je
G= (27?)"/26”56_]""§|2”.
Primenom osobina (iii) i (vi) Furijeove transformacije, kao i njenog inverza (vii)
dobijamo trazenu Grinovu funkciju za o > 0

ly—x|?

Gz, t;y,0) = (4nko) ™2™ e

odnosno
ly—x|?

_ —n/2,7 a1
Gl by, 7) = (Ark(t — 1)) ™2 = T <t (2.22)
0, T > 1.

Grinova funkcija za poluravan

(i) Dirihleov problem Posmatraéemo problem (2.17) u jednoj prostornoj di-
menziji, za x > 01 u(0,t) = 0, ¢t > 0 Dirihleovim grani¢nim uslovom.
Odgovaraju¢i problem za Grinovu funkciju je (2.20), zay > 0, G|,—o = 0
i G =0, 0 < 0. Da bismo odredili Grinovu funkciju za poluravan, defin-
isa¢emo njenu dopunu, izvan naseg domena, za —x, koja takode zadovoljava
uslov na granici. Tadaza o > 0

Gz, t;y,0) =
1 1 71/2 _ (y71)2 _ (y+z)2
G (z,t;y,0) — G (—x,t;y,0) = (47ko) e dke  — e ko
(2.23)
Direktno moZemo proveriti da funkcija G zadovoljava jednacinu problema
(2.20) kao i pocetni uslov.

(i1)) Nojmanov problem Ako umesto Dirihleovog uslova na granici iskoristimo
Nojmanov uslov u,(0,t) = 0, ¢t > 0 tada je Grinova funkcija oblika

Gz, t;y,0) =

—z)? _ (y+a)?

Gz, t;y,0) + G —x,t;y,0) = (4wko)~V/? e
(2.24)

(y—x)?

gde je G = (4nko) ™V 2e™ "1
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Interpretacija fundamentalnog reSenja i neke osobine toplotne jednacine
Analiza funkcije (2.7) pomo¢i ¢e nam da Sto bolje razumemo kako jezgro toplotne
jednacine prenosi datu vrednost u pocetnom trenutku, () [22]. Funkcija

1 o2

e 4kt
vVarkt

Jje dobro definisana za sve t > (. Takode je pozitivna i parna po promenljivoj z i za
svako fiksno ¢ ima grafik oblika zvona * dat na Slici 2.2. Za fiksno ¢ vrh funkcije

G(z,t) =

\ 2
(4Gn)—lfze—x H4or)

0.9

0.8F

0.7r

Slika 2.2: Gausova funkcija

\/417775 i opada kako ¢ raste. Kako je prema (2.10) pocetni

uslov za G(z,t) Dirakova delta distribucija §(x), G(x,t) se moZe tumaciti kao
raspodela temperature u trenutku ¢ uzrokovana raspodelom u trenutku ¢ = 0 datom
delta distribucijom. Kako je u poc¢etnom trenutku temperatura jednaka nuli svuda,
osimuz =0,aG(x,t) > 0,t > 0 zakljuujemo da se toplota prenosi odmah ka
svim tackama x € R, $to nam govori da je brzina provodjenja toplote beskonacna.
Takodje primetimo da je funkcija G(x,t) glatka, bez obzira na poCetni uslov dat
funkcijom koja ima prekid. Za funkciju (2.7) koja je jezgro reSenja problema sa
pocetnim uslovom ) (x) mozemo reéi da meri efekat poCetne temperature u tacki
z, 1¥(2) koji se oseéa u ostalim tatkama z u nekom kasnijem trenutku ¢. Kako
je u(x,t) temperatura u tacki x u trenutku ¢ suma uticaja pocetnih temperatura u
svim tackama y, Sto u granicnom procesu daje (2.6).

U narednih nekoliko ta¢aka sumiraéemo bitne osobine toplotne jednacine (neke
su ve¢ analizirane tokom prethodnog razmatranja, a neke e biti ovde analizirane):

G uz = 0 je na visini

.. _e=w? . - ..
4Generalno, funkcija \/21726 7 ~ je poznata kao Gausijana ili Gausova® funkcija.
Yixes
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1. Beskonacna brzina prostiranja.

2. ReSenje pocetnog problema je glatka funkcija cak i ako je pocetni uslov dat
po delovima neprekidnom funkcijom.®

3. Toplotna jednacina opisuje nepovratne procese. Ukoliko bismo Zeleli da
posmatramo toplotnu jednacinu za ¢ < 0, ona se smenom ¢ — —¢ menja

zZ—X 2
u u; + ku,, = 0, ¢ije je reSenje u(z,t) = ffooo(élkﬂt)_%e%w(z)dz (u
jednodimenzionalnom slucaju), $to divergira za sve = € R.

2.2 Jaki princip maksimuma

Kao $to smo i naveli u napomeni 2.1.3, u ovom odeljku dokazaemo teoreme
vezane za jaki princip maksimuma, generalno, za linearne paraboli¢ne jednacine
drugog reda [21]. Vide€emo da ¢e nam dobijeni rezultati biti od velike vaznosti u
reSavanju Stefanovog problema u sledeem poglavlju.

Linearnu paraboli¢nu jednacinu drugog reda sa n-dinemzionalnom prostornom
promenljivom moZemo predstaviti na sledeci nacin:

Pu=Au+au=f, (2.25)

gde je u = u(x,t), (z,t) € ® C R* x Ry, gde je ©® domen definisanosti.

Resenjem jednaline (2.25) smatramo u € C'(D) U C*(D). Operator A je dat sa

n

Au = Z a;j(z,t)D; Dju + Z a;(x,t) Dyu — uy, (2.26)
i=1

ij=1

gde su svi koeficijenti a;;, a; kao i funkcija a = a(x,t) ograniceni u ®. Operator
A nazivamo uniformno paraboli¢nim u ® ako postoji konstanta ;o > 0 tako da za
proizvoljno £ = (&1, ..., &,) € R™ vazi,

n

> ay(,t)&& > plél, (2.27)

ij=1
za svako (z,t) € ©. Navedene pretpostavke za A i a Ce vaziti tokom Citavog

odeljka i moZemo, bez umanjenja opStosti, pretpostaviti a;; = a;;.

Definicija 2.2.1. Neka su date dve tacke u®, (z1,%1) 1 (22, t2).
Horizontalna povezanost Kazemo da je (x1,t;) povezanau ® sa (9, t2) horizon-
talnim segmentom ako je t; = ¢, i tacke mogu biti povezane linijskim segmentom

®Glatkost vaZi i ako oslabimo uslov na funkciju (), $to éemo videti u nastavku rada.
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kojileziu (t =t;) N D.

Vertikalna povezanost (usmerena na gore) Kazemo da su tacke (xy,t1) i (22, 1)
povezane vertikalnim, usmerenim na gore, segmentom ako x; = x9 ity < to i
linijski segment koji povezuje tacke lezi u ®.

Teorema 2.2.2. Jaki princip maksimuma.
Pretpostavimo da je A uniformno paraboli¢an operator u®, a < 0i f > 0 (resp.
< 0)u®. Neka je supu = M > 0 (resp. mfu = M < 0) i pretpostavimo da

je u(z,t) = M za neko (z,t) € ®. Tada je u(a: t) = M u svim tackama u ©
koje mogu da se poveZu sa (T, t) lukom koji se sastoji iz horizontalnih i vertikalnih
segmenata usmerenih na gore.

Princip maksimuma poti¢e od horizontalne i vertikalne propagacije maksi-
muma, koje ¢emo kroz leme koje slede posebno analizirati. Pre samog dokaza
dajemo Sematski prikaz kako bismo dobili bolju intuiciju 0 samom principu mak-
simuma. Pod hrizontalnom propagacijom maksimuma podrazumevamo sledece:
ako je maksimum dostignut u tacki Py = (o, to) tada funkcija postaje konstantna
na povezanoj komponenti domena (u slucaju valjka na Slici 2.3 u ravni koja
preseca valjak na visini t = t;). Pod vertikalnom propagacijom podrazumavamo
da: ukoliko je maksimum dostignut u tacki Py = (g, ty), onda za proizvoljno
t < tp moZemo naci taCku P; gde je maksimum takode dostignut. Videcemo da
¢e bas ovi argumenti implicirati propagaciju maksimuma na ¢itavom domenu (za
primer na Slici 2.3 na 2 x (0, ty)). Dokaz Teoreme 2.2.2 sledi iz naredne propozi-

A A A
. . L
e | = e |
t, R t, B t, B
= = S s *f
R~
) —— 0 o = o o =

Slika 2.3: Princip maksimuma - horizontalna 1 vertikalna propagacija maksimuma

cije:
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Propozicija 2.2.3. Pretpostavimo da je Au > 0(<0),a <0u® isupu=M >
D
0 (infu = M < 0) je dostignut u tacki u ®. Tada vaZi zakljucak Teoreme 2.2.2."
D

Za dokaz Propozicije 2.2.3 bi¢e nam potrebne tri leme. Pretpostavka da je
Au > 0 vazi nadalje.

Lema 2.2.4. Neka je K lopta, tako da je K € ©. Pretpostavimo da je v < M
(gde je M = supsu) u K i u(xq,t) = M, (x1,t1) € OK. Tada je t; ili najmanja
ili najveca t—vrednost u K, odnosno (1, t1) je ili "vrh” ili "dno” lopte K.

Dokaz. Neka je (Z,t) centar lopte K, a r poluprecnik. Pretpostavicemo da je
tatka p = (z1,t1) € 0K takva da u(zq,t;) = M, ali x; # = i doéi u kontradik-
ciju. MoZemo pretpostaviti da je p jedina takva tacka (u drugom sluc¢aju mozemo
zameniti loptu K" manjom ¢iji rub leZi u unutras$njosti K, osim u p.)

Neka je K7, K; € © lopta sa centrom u p polupre¢nika r < | — 1 — Z| (Slika
2.4). Primetimo, da je p = (,¢;) ne bismo mogli pronadi takvo r;. Posmatrajmo
0K, iz dva dela, kao na slici, 0K; = 'y UT, gdeje I'y = 0K, N K, a Ty je
komplement. Kako je I'y kompaktan, a u < M na I'; sledi da postoji o > 0 tako
dajeu < M — d naly. Kako je M supremum od u, u < M inal,.

=0 rz

> s
/ / N/
/ L P |

/K,
| o %
\ /,/";/ (; ) ?)
\ : )

Slika 2.4: Graficki prikaz

DefinisaCemo pomoénu funkciju:

2
Y

h(z,t) = e-ollz=aF+E=0% _ o-ar

7Jasno je da Teorema 2.2.2 sledi iz Propozicije. Neka vaze pretpostavke Teoreme. U tacki u
kojoj u dostiZe pozitivou vrednost M vazi au < 0, a kako je f > 0, sledi da mora Au > 0. Tada,
ako vazi Propozicija, vazi i tvrdenje Teoreme.
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gde 661310 o« > 0 izabrati naknadno. Primetimo, h > 0u K, h=0nadKih <0
izvan K. Koristeéi (2.27) imamo

Af = —olle—aP+E-D7,

{(4@2 Z aij<xi — :f'z)(:L’] — i‘j) — 2« Z[au + CLi(l’i — Zf/’z)] + (t — 'E)} =

1,7=1

e ollz=alP+(=1)7] {4042,u]x —7|* — 2« Z[an‘ +ai(z; — )]+ (t—=1) ¢,
=1

(2.28)
|z — Z| > |z; — Z| — r1 > 0u K, moZemo izabrati a dovoljno veliko da u K,
bude Ah > 0.
Neka je sada v(z,t) = u(xz,t) + ch(z,t), gde cemo ¢ izabrati kasnije. Za ovakvo
v, Av > 0 u K;. Kako je u < M — § na [';, mozemo izabrati ¢ toliko malo da
v< Mnali. Kakojenal's, h < O0Oiu < Mtujev < M. Imamov < M
na 0K;. Kako je h = O na 0K i u(zy,t1) = M, tojeiv(zy,t1) = M, dakle v
dostize maksimum na K u unutranjoj tacki p = p. Odavde sledi da u p svako
Uy, =0, uy = 01 (D;D;u(p)) je negativno definitna. Kako je (a;;(p)) je pozitivno
definitna. Navodimo pomoénu Lemu iz koje sledi sam kraj dokaza:

Lema 2.2.5. Pretpostavimo da su A i B simetricne n X n matrice takve da je
A>0iB <0. Tada je tr(AB) < 0, gde sa tr(-) obeleZavamo trag matrice.

Sada, kona¢no imamo (Av)(p) < 0 Sto je kontradikcija sa Av > 0u K;. [

Slede¢a lema ¢e nam dati deo zakljuCka Propozicije 2.2.3, koji se odnosi na
horizontalne segmente.

Lema 2.2.6. Neka je © domen u x — t prostoru i neka vaZi pretpostavka Av > 0
u®. Nekajeu < M u® iu(xg,t —0) < M za neko (xg,ty) € D. Ako je I’
komponenta skupa {t = to} N D koja sadrZi (xg, to), tada je u < M na I’

Dokaz. Neka je u(xy,tg) = M, (x1,ty) € I' (Slika 2.5). MoZemo pretpostaviti,
zbog neprekidnosti funkcije u(zx, t) da je

u(z) < M, |z — x| < |z — 20| (2.29)

Neka je L linijski segment od zy do 1 i neka je L(ty) = {(xo,t0) : © € L}.
definiSimo jos 1

do = min{|zg — x|, dist(L(ty),0D)}.
Za x koje zadovoljava 0 < |z — z1] < Jy definiSemo d(x) = dist|[(zo,to), D N
{(z,t) : u(x,t) = M}]. Kako je u(xy,ty) = M sledi d(z) < |z — x1|. Prema
prethodnoj Lemi, tacka u D najbliza (x, ty) u kojoj je u = M je oblika (z,t) pa je
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o
(xpt) (x5

{ J o
t=t,
W

Slika 2.5: Graficki prikaz skupa I’

d(x) = |tg — t1], tako da je ili u(z, to + d(z)) = M ili u(x,ty — d(x)) = M. Ako
jee>0datoi|n =1

52

2d(z)

d(z +en) < /2 +d(@)? < d(z) + (2.30)

Menjajuéi x sa x + €1 i € sa —e dobijamo

d(z) < \/e2 +d(x + en)?

tako da je, kvadrirajuéi prethodnu nejednakost

d(x +en) > /d(x)? — 2. (2.31)

Pokazacemo sada da je d(z) = 0, a time dobiti u(z,tg) = M za |z — x1] < §p <
|zg — x1| 1 doéi u kontradikciju sa (2.29). Dakle, pretpostaimo da je d(z) > 0
inekaje 0 < ¢ < d(z). Ako je |n| = 1, podelimo segment izmedu (x,ty) do
(x + en, ty) na k jednakih delova. Tada iz (2.30)i (2.31) imamo za 0 < < k — 1

g2 g2

1+ 1
< < .
2k2d(x + zem) T 2k2\/d(x)? — &2

—en) —d(z + &)

d
(z + ?

Sabirajuc¢i od 7 = 0 do ? = k£ — 1 dobijamo

52

d(x +en) —d(z) < N

Pustajuéi da k — oo dobijamo da je d(z + en) < d(z) zasvakoe > 01 |n| = 1.
Dakle, d je nerastuca duz linije od (z, to) do (z+emn, ty). Kakoje d(z) < |x —x4],
a |r — x1| moZe biti proizvoljno malo za z blizu x; imamo da je d(x) = 0 za
|z — 21| < o, Sto je kontradikcija sa (2.29). O
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Poslednja lema odnosi se na vertikalne segmente.

Lema 2.2.7. Pretpostavimo daje Au > 0u® idajeu < M na®N{ty <t <t}
za neko ty < ty. Tada je w < M na® N {t =1,}.

Dokaz. Pretpostavimo da je u(zq,t;) = M za neko (r1,t;) € ©. Neka je K
lopta polupre¢nika r sa centrom u (xy,%;) koja se nalazi u oblasti sa ¢t > .
Definisacemo pomoc¢nu funkciju

h(z,t) = e lr—wilP=elt=tl _ 1 > 0.
Tada je
Av > e—\:c—amILozItft;ll{4,u|3j _ x1‘2 _ QZ[a” + ai(x; — x1;)] + a}.
Mozemo izabrati dovoljno veliko o tako da Av > O u K zat > t;. Paraboloid dat

jednacinom
2 — 21> +alt—1t) =0

je tangentan na hiperravan ¢ = ¢; u tacki (1, ¢;) (Slika 2.6).

(x,t))

t=t,

=i,

Slika 2.6: Graficki prikaz paraboloida i hiperravni

Neka je ® otvorena oblast definisana ovim paraboloidominekasul'y = 0K N® i
['; = 0P N K. Neka je D otvorena oblast odredena sa I'y i I's. Kako je u < M na
kompaktnom skupu I';, moZzemo naci ¢ tako da u < M — ¢ na I';. Posmatrajmo
sada v(z,t) = u(x,t) + eh(z,t), gde je ¢ > 0 dovoljno malo da vazi:

(i) Av>0uD

(i) v £ M naI'y (Ovaj uslov moZemo postiéi jer je h < 0 na I'y).
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Kako je v < M na 'y, imamo v < M na dD. v ne moZe dosti¢i maksimum na
D u nekoj tacki iz D, zbog uslova i (kao na kraju dokaza prethodne leme, kada
bi v dostizalo maksimum u unutrasnjoj tacki tada bi Av morala biti negativno
definitna). Dakle, v dostiZze maksimum na 0D. Stoga, M je maksimum od v na
oblasti D i dostignut je u tacki p = (x1,t;). Odavde sledi da je v; > 0 u tacki p.
Primetimo da je

oh ) e—a\t+k—t1| _ e—a\t—tﬂ ) e—ak -1
20 el mP — el i (—a) — =
ot © R0 k ¢ /clg(l)( @) —ak
U tacki p je % = —a < 0, odakle je u; > 0 u p. Kako je maksimum od u na

skupu ® N ¢ = ¢; dostignut u unutrasnjoj tacki p, tada je V,u(p) = 01 D;D;u(p)
je negativno definitna. Odavde sledi da je Au(p) < 0 $to daje kontradikciju sa
pretpostavkom na pocetku teoreme. 0

Sada imamo sve potrebno za dokaz Propozicije 2.2.3.

Neka je p = (7,f)tacka u D u kojoj je u(p) = M. Neka je ¢ tacka koja
se moZe povezati sa p u ® lukom koji se sastoji iz kona¢nog broja vertikalnih
(usmerenih na gore) i horizontalnih segmenata. Od p do ¢ imamo tacke )y =
p,Q1,Q2,....,Q0r = qu®, gde je (); povezano sa (); 1 horizontalnim ili ver-
tikalnim segmentom sadrZzanim u ®. Tada na osnovu Lema za horizontalne i
vertikalne segmente vazi u(q) = M.

Ponasanje reSenja na granici domena (0% ) moze se posmatrati i kroz znak izvoda
u pravcu od u na 09.

Definicija 2.2.8. Neka je n jednini¢ni vektor spoljasnje normale u tacki p € €,
gde je (2 C R™. Vektor v = n -v nazivamo usmeren ka spoljasnjosti iz €} u p ako
jen v > 0. Zaizvod od u na granici, u spoljaSnjem pravcu v koristimo oznaku
du/dv.

Jasno, u tacki u kojoj u dostize maksimum na granici du/dv > 0. Pokazaéemo
da vazi i jadi rezultat, tj. du/dv > 0 u tacki maksimuma.

Teorema 2.2.9. Pretpostavimo da je u resSenje (2.25) u © (gde je domen ® dat

kao na pocetku ovog odeljka i A uniformno paraboli¢an operator). i a < 0.

Pretpostavimo f > 0 i maxu = M je dostignut u tacki p € ®. Pretpostavljamo
)

i da je 0D dovoljno regularan (dovoljno puta diferencijabilna) u tacki p, tako da
se moZe konstruisati lopta S kroz p, tako da int(S) C © iu < M u int(S).
Vazi i pretpostavka da radijalni pravac od centra od S do p nije paralelan t-osi.
Tada je du(p)/dv > 0 za svaki spoljasnji pravac v. (Slicno vazi u slucaju f < 0,
M = mi%n u, gde zakljucujemo du(p)/dv < 0.)
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Dokaz, kao i za Teoremu o principu maksimuma sledi iz naredne propozicije.

Propozicija 2.2.10. Pretpostavimo da je Au > 0, M = max(u) na ® je dostignut
up € 09. Neka je lopta S konstruisana kroz p tako da zadovoljava uslove Teo-
reme 2.2.9. Tada je du(p)/dv > 0 za svaki spoljasnji pravac v.

Dokaz. Konstrui§imo loptu S radijusa r i sa centrom u (z1, t;) koja je tangentna
na 0 u p. Konstrui§imo zatim loptu .S; sa centrom u tacki p poluprecnika p <
|z — | (videti Sliku 2.7). Nekaje I'y = 9S; N SiTy = dSNS;. Sa D éemo
oznaciti oblast ogranienu sa I'; 1 I'y. Kako je v < M na I'; (kompaktan skup),
postoji 0 > 0 takvo da je

(1) uw < M — ¢ naI'y. Takode znamo,
(i) u< MnaTy\ {p}i
(iii) u(p) = M.

Slika 2.7: Konstrukcija lopti S'i S

Neka je h(x,t) pomocna funkcija definisana sa
h(z,t) = emelle—mPP~a(t-=0)] _ e_aTQ, a > 0.

h = 0 na dS i mozemo izabrati o dovoljno veliko da Ah > 0 na D. Neka je
v =u+ch, e > 0. Tada je Av = Au + cAh > 0 u D. Pozivajuéi se na
(i), moZemo izabrati € dovoljno malo da v < M na I';. Iz (ii) i Cinjenice da je
h =0nadS imamodajev < M nals\ {p}iv(p) = M. Na osnovu Teoreme
2.2.2 zakljucujemo da je p jedina tacka u kojoj u dostize maksimum u D. Imamo
dv/dv = du/dv + edh/dv > 0. %], = —2v . nare™* < 0, gde je n spoljasnja
normala u p. Kona¢no, dobijamo du(p)/dv > 0. N
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Posledica 2.2.11. Teoreme 2.2.2 i 2.2.9 vaZe bez uslova a < 0 ako je M = 0.
Dokaz. Nekaje w(z,t) = u(x,t)e . Tada vazi
0 < (A4 a)u = A(wer) + a(wer) = (A + a — k)w

Kako je a ograni¢eno odgore, mozemo izabrati k£ dovoljno veliko da a — k£ < 0.
Sada hipoteze obe Teoreme vaze za w, pa ako je M = 0 vaze i za u. [

Navedene teoreme date su u [21].
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Poglavlje 3

Stefanov problem

Danas se velika klasa problema “pomeranja granice” ili “slobodne granice”
svrstavaju u probleme Stefanovog tipa [27]. Originalni Stefanov' problem odnosi
se na formiranje leda u polarnim morima. Stefan je svoje teorijski dobijene rezul-
tate poredio sa eksperimentalno dobijenim. Zainteresovanost za probleme Ste-
fanovog tipa rasla je veoma brzo. U [27] se moZe naci tabela sa prose¢nim brojem
publikacija u toku godine na ovu temu i detaljnija pri¢a o Stefanovom Zivotu i
radu na problemima pomeranja granice. Ovo poglavlje po¢injemo uvodenjem ter-
minologije koja se koristi za opis procesa faznih prelaza. Kao Sto ¢emo dalje
videti, Stefanov problem jeste prototip matematickog modela za sve procese ovog
tipa. U radu ¢emo se posebno koncentrisati na jednu vrstu faznih prelaza, prelaz
iz ¢vrstog u tecno stanje, odnosno proces topljenja. Literatura koja pokriva ovo
poglavlje je [1],[15] i [11].

3.1 Formulacija problema sa stanovista fizike

Oba stanja (faze) materije, 1 ¢vrsto 1 te€no okarakterisana su postojanjem ko-
hezionih sila koje odrzavaju atome u blizini. U ¢vrstim telima atomi osciluju oko
fiksiranog polozaja, dok u te¢nostima oni mogu preci s jednog mesta na drugo
(odnosno zameniti mesta).

Energija ovih oscilacija naziva se toplotna energija. Toplota predstavlja ob-
lik energije koja se razmenjuje izmedju dva sistema (kada postoji razlika u tem-
peraturi datih sistema), a najceSe se ogleda u promeni temperature sistema (ali i
nekih drugih karakteristika, npr. strukture). Jasno, atomi u te€nostima imaju veéu
toplotnu energiju (jer su slobodniji u kretanju) od onih u ¢vrstom telu, pa stoga
da b1 proces topljenja Cvrstog tela zapocCeo, telu se mora dovesti odrdena koli¢ina

1Jozef Stefan (1835.-1893.), slovenacki matematicar i fizi¢ar
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toplote koja ¢e uspeti da savlada privlacne sile medu atomima. Ovu energiju nazi-
vamo latentna toplota (energija fuzije) koja predstavlja razliku u toplotnoj en-
ergiji izmedju C¢vrstog 1 tenog stanja, ako su sve druge osobine jednake.
Postoje tri moguca na¢nina provodenja toplote: kondukcija, konvekcija i radi-
jacija. U ovom radu najviSe ¢emo obratiti paznju na kondukciju i konvekciju.
Promena faze desSava se na odredenoj temperaturi 7},,, na kojoj se stabilnost odre-
dene faze (u nasem slucaju Cvrste) naruSava. Temperatura 7,, naziva se tem-
peratura topljenja, odnosno temperatura promene faze. Ona zavisi od pritiska,
a na konstantnom pritisku moze biti funkcija nekih drugih karakteristika mater-
ijjala (npr. temperatura smrzavanja vode na atmosferskom pritisku iznosi 0°C).
Sloj u kome istovremeno postoje obe faze i Cvrsta i teCna naziva se grani¢na
(medufazna) povrs izmedu slojeva (interfejs). Debljina ovog sloja moze da za-
visi od razli¢itih osobina materijala, ali je za veéinu “Cistih” materijala ovaj sloj
prilikom procesa topljenja (smrzavanja) uglavnom zanemarljive debljine. Takode,
prilikom procesa promene faze moZe doci i do promene gustine materijala, Sto
dodatno komplikuje proces.

Matematicki model procesa faznih prelaza ima za cilj da predvidi (pa cak
1 kontroliSe) razvoj temperature u materijalu tokom vremena, kao i da odredi
polozaj medufaznog sloja 1 njegovu debljinu u odredjenom trenutku. Stefanov
problem predstavlja matematicki model procesa faznog prelaza. Karakteristika
ovakvih problema jeste nepoznata temperatura i polozaj medufaznog sloja tokom
vremena. Stoga, ovaj problem pripada klasi problema poznatih pod nazivom
”problemi pomeranja granice” ili “problemi slobodne granice”. Da bi model bio
realan, moramo uzeti u obzir fizi¢ke pretpostavke.

Fizicke pretpostavke i proces provodenja toplote

Posmatrajmo materijal M na kome ¢e se vrSiti prelaz iz ¢vrstog u te€no stanje.
Neka je

- p - konstantna gustina materijala (p;, = ps)

- L - latentna toplota

- T, - temperatura topljenja

- specifi¢ne toplote ¢y, i ¢g za tecno i Cvrsto stanje, respektivno.

- toplotna provodljivost materijala k;, i kg za teCno i ¢vrsto stanje, respektivno.

U cilju pojednostavljivanja modela pretpostavljamo da je gustina materijala
konstanta, jednaka u obe faze, konstantna latentna toplota kao i temperatura toplje-
nja. Takode, specificne toplote i toplotna provodljivost imaju konstantne vred-
nosti, c;, # cg ik, # kg. Toplota se provodi kondukcijom kroz obe faze, tako
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da je granica izmedu faza zanemarljive Sirine na temperaturi topljenja 7;, gde
je apsorbovana latentna toplota. Ono Sto moZemo zahtevati prilikom formiranja
matemati ckog modela je da sve funkcije koje opisuju fizicke osobine budu glatke
koliko god je to potrebno u jednacinama u kojima se pojavljuju. Medutim, sam
matematicki model sa takvim uslovima na kraju mora da da i tako glatka reSenja,
Sto ne moZemo uvek da postignemo. Zato Ce se kasnije formirati “’slaba formu-
lacija” Stefanovog problema.

Karakteristike procesa provodenja toplote kondukcijom

Velic¢ine koje sluze za opis provodenja toplote kondukcijom kroz materijal M su:
temperatura, entalpija i toplotni protok (fluks). Temperatura se naj¢esce meri
u stepenima Celzijusa (°C), Kelvinima (K). Entalpija je funkcija stanja termod-
inamickog sistema, koja predstavlja zbir unutrasnje energije i proizvoda pritiska i
zapremine sistema. Sa e oznaavamo entalpiju po jedni¢noj masi [é], asa F en-
talpiju po jedinici zapremine [-%;]. Pri konstantnom pritisku, gustini, i brzini ¢ija

m3
je vrednost |7| = 0, entalpija predstavlja unutraSnju, odnosno ukupnu energiju
sistema®. Apsorbovana toplota vezana za povecéanje temperature data je slede¢om

relacijom

de = cdT.
Vrednost d
e
T = —
)= ar

naziva se specificna toplota [ﬁ] i predstavlja toplotu potrebnu telu mase 1kg
& . ... N

za promenu temperature od 1°C pri konstantnom pritisku. Specifi¢na toplota

uvek ima pozitivnu vrednost, varira sa porastom temperature, a njene vrednosti

su obi¢no vece u tecnom nego u ¢vrstom stanju. Za led i vodu njene vrednosti su

. J20027 kJ/kg°C, T < 0°C (led) 3.1)
© 14.1868 kJ /kg’C, T > 0°C (voda) '

Zarazliku od latentne toplote potrebne za fazni prelaz, koji se odvija pri konstant-
noj temperaturi 7,,,, koli¢ina toplote po jedinici mase koju telo prima (ili predaje)
tokom procesa u kom se menja i njegova temperatura, odredena je sledeCom

relacijom
T
/ c(T)dT.

2Ukupna (totalna) energija predstavlja sumu unutrasnje energije u, kineticke energije %|7| i
potencijalne energije. Unutras$nja energija ukljuCuje toplotu i izvrSen rad, a njena veza sa entalpi-

jom data je relacijom v = e — %
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Ako je materijal u te¢nom stanju, ¢ = ¢, 1T > T),, a ako je u ¢vrstom stanju
¢ =cg171 < T,. Natemperaturi 7" = 7}, materijal moZe biti i u ¢vrstom i u
te¢nom stanju. Tecno stanje sadrZi latentnu toplotu u ovom slucaju, dok Evrsto
ne. Cvrsto odnosno te¢no stanje materije moZemo odrediti i na osnovu vrednosti
entalpije na sledeéi nacin:

T
e!(T) =L +/ cp(T)dT, T > T,,(te¢no)

e — (3.2)
e3(T) = / cs(T)dT, T < T,,(Cvrsto).
Sada dve faze karakteriSemo na sledeéi nacin:
¢vrsto & T'< T, & e<0
(3.3)

tecno & T >1T, < e> L

Na temperaturi 7' = T,,, postoji meSovita zona, gde je 0 < e < L. Zanemarljiva
debljina ovog sloja zahteva da

[e]icne = eX(T,,) — °(T},) = L.

cursto

Karakteristike provodenja toplote konvekcijom

Provodenje toplote koje se odvija posredstvom kretanja fluida naziva se konvek-
cija. Prirodna konvekcija odvija se zbog razlika u gustini fluida koje postoje kao
rezultat promene temeperature fluida. Prinudna konvekcija odvija se posredstvom
spoljasnjih uticaja na kretanje vazduha, na primer vetar. Koli¢ina toplote preneta
konvekcijom data je jednacinom:

q= —hA [Tpovrﬁina - Too]7

gde je h koeficijent konvekcije, A veliCina povrsine koja se zagreva ili hladi, i
Thovrsina 1 Too temperature povrSine 1 okoline. Koeficijent konvekcije meri ko-
liko efikasno fluid provodi toplotu ka i od povrSine. On zavisi od gustine, brzine
i viskoznosti fluida, i generalno, fluidi veée gustine i brzine imaju vece h. Za
vruce horizontalne ploce okruzene vazduhom vazi da je prirodna konvekcija vise
izraZena (ima vece h) na gornjoj strani ploce, dok je kod hladnih horizontalnih
ploca viSe izrazena sa donje strane ploce.

Toplotni fluks i Furijeov zakon
Kolicina toplote koja prode kroz jedini¢nu povrSinu u jednici vremena naziva se
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toplotni protok (fluks) [%], koji oznacavamo sa 7 On ima pravac nejvece
promene temperature i dat Furijeovim zakonom

7 = —kVT,

gde je k toplotna provodljivost materijala. Ako je kondukcija izotropna, £ se ne
menja sa temperaturom i predstavlja konstantu k£ > 0, koja je za ¢vrsta stanja veca
nego za tecna.

Stopa protoka toplote kroz elementarnu povr$ povrSine dA sa jedini¢nom nor-
malom 77 je
(¢7)dA = —kVT T dA. (3.4)

Fundamentalni zakon za proces provodenja toplote je Zakon odrZanja energije
(pe); + divd = F (3.5)

gde je F toplotni izvor. Odavde, koristeci 3.4 i 3.2 dobijamo jednacinu provode-
nja toplote
pcT; = div(kVT) + F.

Za konstantne k, p i ¢ definiSemo koeficijent difuzije o = pﬁc i tada toplotna
jednacina, bez toplotnog izvora, dobija oblik

T, = aAT.

Kako smo ve¢ imali prilike da vidimo u prvom poglavlju, dobro postavljen prob-
lem zahteva jednacinu definisanu na odredenom domenu, date pocetne i granicne
uslove. Za Stefanov problem, imamo i dodatan uslov na granici izmedju dve faze.
Doc¢i ¢emo do ovog uslova u narednih nekoliko koraka posmatrajuéi sledeéi prob-
lem:

Posmatrajmo blok leda koji zauzima interval ¢ < x < oo. Pretpostavimo da
je temperatura leda svuda jednaka 0°C i da se u tacki a temperatura odrZava na
T°C, T > 0. Tada led pocinje da se topi i za svako vreme ¢ voda ¢e zauzeti
interval a < z < s(t). Obelezimo sa u temperaturu vode. Tada imamo:

OPUpy —uy =0, zaa <z <s(t),t >0 a#0=const.
u(a,t) =T, zat>0 (3.6)
u(s(t),t) =0, zat >0

Dodatni uslov na granici x = s(t) dobijamo na osnovu sledeceg:
Koli¢ina toplote potrebna da se otopi deo leda od a = s(ty) do s(t1) jeste L -
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(s(t1) — s(to)), gde je L latentna toplota. S druge strane imamo Furijeov zakon,
prema kome je koli¢ina toplote koja protekne kroz s(¢;) jednaka

/Ot —kug(s(1), 7)dr,

gde je k = const. > (. Prema zakonu odrZanja energije vazi jednakost

L (s(t1) — s(ty)) = / ' huy(s(r), 7)dr

to
Deledi jednakost sa t; — ¢ 1 puStajuéi da t; — ¢, dobijamo

Ldz—it) b (s(t). ), k>0,

gde smo ¢, zamenili nekim proizvoljnim vremenskim trenutkom ¢. Jedna¢inom

Ldil—(tt) = —ku(s(t),t), k>0 (3.7)

dat je Stefanov uslov. Problem (3.6), (3.7) naziva se jednofazni Stefanov problem.
Ako temperatura leda nije svuda 0°C, posmatrajmo prethodni problem zajedno sa

B4 — v =0, zas(t) <z <oo,t>0,37#0=const

v(x,0) =Y(z), zas(t) <z <oo, Y(x)<O0 (3.8)
v(s(t),t) =0, zat>0

gde je v temperatura leda. Uslov (3.7) sada postaje

ds(t)

L
dt

= —ku,(s(t),t) + kovi(s(t),t), zat >0, (3.9)

gde je kg = const. > 0. Problem (3.6), (3.8), (3.9) naziva se dvofazni Stefanov
problem.

U narednom odeljku posmatra¢emo Stefanov problem u jednoj prostornoj dimen-
ziji 1 dati dokaze teorema za postojanje i jedinstvenost reSenja.
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3.2 Jaka (klasi¢na) formulacija Stefanovog problema

Posmatrajmo (jednofazni) Stefanov problem zapisan u bezdimnzijskom obliku:
Treba pronadi s(t) > 01 u(x,t) tako da bude zadovoljeno

Upy = Up 0<z<s(t),t>0 (3.10)
u(0,t) = f(t) ft)>0t>0 (3.11)
u(z,0) = ¢(x) ¢(x) >0, 0<x<b, ¢(b)=0,b>0 (3.12)

u(s(t),t) =0 t>0 s(0)=>b (3.13)
ds(t)
uz(s(t),t) = — o t>0. (3.14)

x = s(t) je slobodna granica, koju treba naéi kao resenje zajedno sa bezdimenzi-
jskom temperaturom u(z, t).

Definicija 3.2.1. Kazemo da je u(x,t), s(¢) reSenje problema (3.10)-(3.14) za sve
t <o, <o < o0)ako vazi

(i) gy iu; suneprekidnena0 <z < s(t),0<t <o
(ii) wiwu, suneprekidnena0 <z <s(t),0 <t <o

(iii) u(z,t) je neprekidnonat =0,0 <z <bi
0 < liminfu(z,t) < limsup(z,t) < oo (ako je ¢(0) = f(0), onda u mora
biti neprekidnoiuz =t = 0)

(iv) s(t) je neprekidno diferencijabilnana 0 <t < o
(v) (3.10) - (3.14) su zadovoljene.

Postojanje 1 jedinstvenost reSenja dokazaéemo svodenjem prethodnog prob-
lema na njemu ekvavalentan - problem reSavanja nelinearne integralne jednaCine
Volterinog tipa za u,(s(t), t).

Teorema 3.2.2. Pretpostavimo da su f(t) (0 < t < o0) i ¢(x) (0 < x < b)
neprekidno diferencijabilne funkcije. Tada postoji jedinstveno reSenje u(x,t), s(t)
sistema jednacina (3.10) - (3.14) za sve t < oo. Sta viSe, funkcija © = s(t) je
monotono neopadajuca.

Dokaz teoreme sprovesée se u nekoliko faza [11]. Pre samog dokaza dajemo
korisnu Lemu (koja predstavlja slicnu relaciju koju moZemo videti u jednacinama
single i double-layer potencijala [10]).
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Lema 3.2.3. Neka je p(t) (0 < t < o) neprekidna funkcija i neka s(t) (0 <t < o)
zadovoljva LipSicov uslov. Tada za sve 0 < t < o vaZi:

t t

Lt [ R ts(r),m)dr = 30000+ [ K ts(0), 7

0 0
(3.15)
CR

gdeje K([L’, t, f, 7') = me_ 4(t=7)

Dokaz. Prvo, pokazimo da je s(t) monotono neopadajuéa. Koristicemo princip
maksimuma: kako se min i max dostiZzu na granici domena, a prema (3.11) 1
(3.13) sledidaje u(z,t) > 0na0 < x < s(t)i(0<t<o).

Kako je u = 0 za = = s(t) sledi da je u, < 0 (jer je postignut minimum). Prema
(B.14) za x = s(t) je 0 > u,(s(t),t) = —dfi—@ = d‘Z—g) > 0 odnosno s(t) je
monotono neopadajuca.

Ukoliko ¢(z) # 01ili f(¢) # 0 na svakom intervalu 0 < t < &, (£ > 0), s(t) je
strogo rastuca.

Zaista, ako pretpostavimo suprotno, da pod datim uslovima za ¢ i f postoje t/
it", t < t" tako da s(t') = s(t"). Tada, kako je s(t) monotono neopadajuca,
s(t) = s(t') zasve t’ <t < t" paprema (3.14), u, = 0uaz = s(t), ¢’ <t < t"
Prema jakom principu maksimuma i pretpostavkama za ¢ i f sledi u(z,t) > 0,
0 <z <s(t),0<t< o. Kako je minimum od u postignut u u(s(t),t) i jednak
je nuli, na osnovu teoreme o znaku normale (kao posledice principa maksimuma)
imamo u, < Ouxz = s(t), ¢ < t < t”, $to je u kontradikciji sa prethodnim
zaklju¢kom u, = 0.

Sledec¢i korak je formiranje integralne jednacine.

Neka je sa

! -5
Rt en) = samg -t ™7

dato jezgro toplotne jednacine i neka je

Gz, t,&,7) = K(x,t,&,7) — K(—x,t,&,7) (3.16)

Grinova funkcija (za Dirihleov grani¢ni problem) za poluravan x > 0. Pret-
postavimo da u, s formira reSenje za (3.10)-(3.14). Integraleéi Grinov identitet?

0, ,0u oG 0

3Grinov identitet za paraboli¢ni operator L i njemu adjungovan L* dat je sa vLu — uL*v =
n n
0 o ou g O 00 ] — 2
;::1 B [jgl(va” B Uij g — UV ) + biuv] — 5 (uw).
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nadomenu 0 < z < s(7),0 < e < 7 <t — ¢, ipustajuéi da ¢ — 0 dobijamo

//65 g_z_“a_gdfd“//af (Gu)

Obelezimo sa [ levu, a sa /] desnu stranu gornje jednakosti. Tada je

t

I = /[G(:L’,t,S(T),T)ug(s(T),T) + f(7)Ge(x,t,0,7)]dT, (3.17)

0

gde smo koristili da je u(s(7),7) = 01 G(x,t,0,7) = 0. Integral na desnoj strani
je prema Lajbnicovom pravilu

t s(7)

0
[I:/E[/Gudfch:
0 0
s(t) s(0)=b
[ Gatetuends - [ Garsoueod = G19)
0 0

b
ule,t) / G, £, 0)6(€) e,

gde smo koristili da je G(x,t,&,t) = 0(z — &) i u(£,0) = ¢(§).
Iz I = I1 dobijamo

t

u(z,t) :/u§(8(7),T)G(I,t,S(T),T)dT+/f(T)Gf(ZE,t,O,T)dT

0

b (3.19)
+ /qﬁ(f)G(w,t,f,O)dﬁ = My + My + M;
0

DefiniSimo
v(t) = ug(s(t), ). (3.20)

Diferencirajmo nakon toga obe strane jednacine (3.19) i pustimo da = — s(t) — 0.
Prema Lemi 3.2.3 imamo

oM, 1
hm
xz—s(t)—0 8:1: 2



8M2 1 OM3

Za izraCunavanje O

uvodimo Nojmanovu funkciju za poluravan
N(z,t,&,7) = K(z,t,&,7) + K(—z,t,&,7T) (3.21)

(jezgro toplotne jednacine sa Nojmanovim grani¢nim uslovom). Direktnim izracu-
navanjem moZe se lako pokazati da vazi N, = —G¢ i G¢, = N;. Takode, Noj-
manova funkcija je na granici domena 0, pa primenom parcijalne integracije do-
bijamo

t
O = —HONG.t.0,0)~ [ F()ING@,10.7)
0
Sli¢no
O = G0N (,£,0,0) /¢ N, 1,€,0)de,
gde smo koristili da je G, = —N¢. Kona¢no dobijamo
b
o(t) =29(0) ~ FOIN(s(2).8.0,0 + 2 [ FEON(s(0)..£,0)d¢
’, (3.22)
- Q/f ),t,0 T)dT+2/U( VG (s(t),t,s(T), T)dT
0
Iz (3.14) 1 (3.22) dobijamo da je
t
S(t) = b— / o(r)dr (3.23)
0

Ovim smo pokazali da, ukoliko je u,s reSenje problema (3.10)-(3.14) za sve
t < o, tada funkcija v(t) definisana sa (3.22) zadovoljava integralnu jednacinu
Volterinog tipa. Kako je v(¢) neprekidna na 0 < ¢ < ¢ integralna jednacina je
zadovoljenaiut = 0.

Preostaje jo§ da pokaZemo i obrnuto: pretpostavljamo da je za neko o, v(t)
neprekidno resenje jednacine (3.22), 0 < t < o, sa s(t) datim sa (3.23) i s(t) > 0,
0 <t < o. Treba pokazati da tada u(x, t), s(t) formira reSenje problema (3.10)-
(3.14) zasve t < o, gde je u(x,t) dato sa (3.19), a ug(s(7),7) = v(7). Dakle,
proveravamo uslove (3.10)-(3.14).

1. Uslov (3.10) vazi, jer vaZe jednakosti G, = G 1 Gz = Ge,r za Grinovu
funkciju.
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2. Uslov (3.11) se pokazuje tako $to uzimamo u obzir da je G(0,¢, s(7),7) =
0, G(0,t,&£,0) = 01 G¢(0,t,0,7) = §(t — 7). Sli¢no i uslov (3.12) vazi
ukoliko iskoristimo G(z,0,&,0) = §(x — &).

3. Diferenciranjem u(x,t) po x, pustajué¢i da x — s(t) — 0 i uzimajuéi u obzir
jednakosti (3.22) 1 (3.23) dobijamo da vazi uslov (3.14).

4. Preostaje joS da pokazemo da vazi i uslov (3.13). Integralec¢i ponovo Grinov
identitet 1 poredeci ga sa (3.19), zakljuCujemo da mora biti

t
/u(s(r),T)Gg(x,t, s(t),7)dr =0, 0 <z <s(t),0<t<o.
0

Koristeé¢i Lemu 3.2.3 dobijamo da t(t) = u(s(t),t) zadovoljava integralnu

jednaginu t
0(t) =2 [ 6(r)Gels(t),tos(r), T
Kako je 0
Gls(0)1.5(7),7)| < e,

jezgro integralne jednacine je integrabilno, a kao posledicu imamo () =
0, odnosno u(s(t),t) = 0.

Pokazali smo sledece

Lema 3.2.4. Resavanje probelma (3.10)-(3.14) za t < o ekvivalentno je pronala-
Zenju neprekidnog reSenja v(t) integralne jednacine (3.22) na 0 < t < o, za s(t)
dato sa (3.23) i s(t) > 0.

Sada, kada smo Stefanov problem sveli na njemu ekvivalentan - problem
pronalaska neprekidnog reSenja integralne jednacine, preostaje da se dokaze pos-
tojanje i jednistvenost (za ¢t < oo) reSenja problema (3.10)-(3.14).

Postojanje i jedinstvenost resenja
Oznacimo sa C, skup svih neprekidnih funkcija v(¢), na 0 < ¢t < ¢ sa normom
| v ||= supg<;<, [v(t)|. Sa Cy as 0znacimo podskup od C, dat sa

Con ={v;veC,,||v|< M}

Obelezimo desnu stranu jednacine (3.22) sa T'v, gde je s(t) dato sa (3.23). Prime-
timo, za M > 01 o dovoljno malo: 20M < b, za svako v € C, ;s funkcija
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t
s(t) =b— [v(r)dr > b— Mo > %, te zaklju¢ujemo da je za svako v € Cy

0
T'v dobro definisano, na dovoljno malom intervalu 0 < ¢ < o.
Moze se, direktnim izraCunavanjem, pokazati da ukoliko je

M =144 sup |¢'(2)]] (3.24)
0<z<b
1
AMo'? < 1, (3.25)

gde A zavisi samo od sup f'(z), |f(0) — ¢(0)[, b, ,3,tadaT : Coar — Co
0<t<o

i kontrakcija je. Tada, na osnovu teoreme 1.4.2, T’ ima jedinstvenu nepokretnu
taCku v koja reSenje jednacine (3.22), pa na osnovu leme 3.2.4 imamo postojanje
reSenja problema (3.10)-(3.14) za t < o, za dovoljno malo o.

Jedinstvenost za (t < o).

Pretpostavimo da su ug, so neka druga reSenja (3.10)-(3.14) za t < o 1 neka je
v odgovarajuce reSenje jednacine (3.22) na 0 < ¢ < o. Pokazujemo prvo jedin-
stvenost za t < o', ¢’ < o proizvoljno. Neka je

M = max{M, sup |vy(t)[}

0<t<o’

i neka je & proizvoljno tako da zadovoljava AM&'/? < 1, gde je A kao i ranije

definisano. Pokazujemo ponovo, da je T' kontrakcija i da slika C; ;; — C; ;.
Kako ponovo imamo postojanje jedinstvene nepokretne tacke, sledi

v(t) =wvo(t) na0 <t <a(<o).

Tada je i s(t) = so(t), na istom intervalu, te imamo u(z,t) = wuo(z,t) na 0 <
t < g, 0 <x < s(t). Dalje, posmatramo dati problem (3.10)-(3.14), sada
zat > &, i transformiSemo uslov (3.12) u u(z,6) = u(x,5), 0 < = < s(a).

DefiniSemo My = 1+4[ sup |u,(z,&)|]. Sli¢no, kao u prvom koraku problem
0<z<s(&)
transformiSemo na problem integralne jednacine na ¢ < ¢t < o i dobijamo da se

reSenja v(t) i vo(t) poklapaju na & < ¢t < G, za neko & koje zadovoljava

AMy(6 —5)"? <1, (My = max{M,, sup |vo(t)|}).
0<t<o’
Pomerajudi se na ovaj nacin duz vremenske ose, pokazujemo jedinstvenost reSenja
zaVt <o, 0> 0.
Zakljucak: Ako posmatramo problem (3.10)-(3.14) na ¢t > A, A > 0, sa trans-
formisanim uslovom (3.12) u(x, A\) = u(x, A), 0 < x < s(\) i ako su
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luz(xz, N)|, s(A) i ﬁ ograni¢ene nezavisno od )\, tada postojji jedinstveno reSenje
na intervalu A < ¢ < A+ ¢, ¢ > 0, nezavisno od \. Nas cilj je da pokaZemo pos-
tojanje 1 jedinstvenost reSenja za 0 < ¢ < 0o, odnosno ho¢emo da pokazemo: za
svako ty > 0, postoji € > 0 tako da ako (3.10)-(3.14) ima jedinstveno reSenje za
sve t < ty onda ima jedinstveno reSenje za sve t < ¢t + <. U smislu prethodnog
zakljucka: ako je u(z,t), s(t) reSenje (3.10)-(3.14) za t < ¢y, onda suzasven > 0
dovoljno male

sup  |ug(w,to — n)| i s(to — 1)
0<z<s(to—m)

su ograniene nezavisno od 7. Ako pokazemo da je sup |v(t)| < oo, onda iz
0<t<tg

(3.23) sledi i ograniCenje za s(t), a nakon diferenciranja (3.19) po = dobijamo i
ogranienje za  sup  |uy(z,tp — n)|. Ovim se zavrSava dokaz o postojanju

0<z<s(to—mn)
1 jedinstvenosti reSenja Stefanovog problema (kraj dokaza i donje ogranicenje za
v(t) moze se naciu [11]). O

Stefanov problem moZe se postaviti i zamenom uslova (3.11) sa u,(0,t) =
f(8), f(t) <0, t>0.

Teorema 3.2.5. Pretpostavimo da f(t), (0 <t < 00) je neprekidna i p(x), (0 <
x < b) je neprekidno diferencijabilna funkcija. Tada postoji jedinstveno reSenje
problema (3.10)-(3.14), za sve t < co. s(t) je striktno monotono rastuca.

FormuliSimo sada i op§tiji problem, u tri dimenzije [1]. Uz ovu fomulaciju
uvescemo i sve oznake i terminologiju koja ¢e nam biti potrebna u narednom
odeljku, za slabu formulaciju Stefanovog problema.

Neka je 2 ograni¢ena oblast u R? sa po delovima glatkom granicom. Neka ¢itavu
oblast zauzima materijal na kome posmatramo promenu faze. Pretpostavimo
takode da je na jednom delu granice 0f2; data poCetna temperatura, a na drugom
delu 0€2;; pocetni fluks. Neka je sa

G=Qx(0,t), t">0
data cilindri¢na oblast u x — ¢ prostoru. Sa
S:N(Z, 1) =0

je data granica izmedu dve faze, gde pretpostavljamo unapred da je granica glatka

50



povrs. Dalje, neka su

Q*t) =7 € Q:X(7,t) > 0iu(Z,t) >0
(oblast pod te¢nom fazom u trenutku t),
Q" (t)=7 e€Q:%(7,t) <0iu(Z,t) <0
(oblast pod ¢vrstom fazom u trenutku t),
S(t) = 7 € Q:%(7,t) = 0 (interfejs u trenutku t), ¥ = Uyoyepr U B(2),
Q) =Q"uQ US(t),
G =Upcicr: U (1), G = Upcyers (1), G=GT UG UX.
(3.26)
Formulaciju problema sada dajemo u opstem slucaju, kada specificna toplota i
konduktivnost materijala zavise od temperature, tj. imamo nelinearnu jednacinu

provodenja toplote. Da bi smo ovaj problem sveli na jednostavniji uvodimo tzv.
Kirhofovu* temperaturu” u:

T ks(T)dr, zaT < T, (&vrst
u=K(T) ::/ k(r)dr = me s(r)dr, 2l <To (V1st0) 5 )
o fT kr(r)dr, =zaT > T,, (te¢no)

Sada je Vu = k(T)VT = — ¢, pa zakon odrZanja energije dobija oblik
pey = VZu

Kako je provodljivost pozitivna, Kirhofova temperatura je rastuca funkcija od 7',
a kako je transformacija invertibilna imamo

T = K '(u).
Entalpija kao funkcija od v sada ima oblik

pe(K ™ (u)) = Blu) =
f;:l pcs (T dT—fK pcs dT—fO pks—(é”u%;dw, zau <0

= 4 [0, pL], zau=0
f;:n pep(T)dr + pL = [ p%dw + pL, zau >0
(3.28)

B(u) je strogo rastuce, viSeznacno preslikavanje, diferencijabilno svuda sem u
u = (. Stoga, vazi sledece:

B'(u) < ag>0zau#0i[Bw)) =pL >0

4Gustav Robert Kirchhoff (1824.-1887.), nemacki fizi¢ar
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i postoje konstante «, oy > 0 tako da
ag(ry — 1) < B(r1) — B(r2) < ar(ry — re) + pL, Vry,r9 € R. (3.29)
Dakle, entalpiju mozemo izraziti na slede¢i naCin:

H = p5(u), zau+#0

3.30
H e 0,pL], zau =0 (3.30)

U svakoj fazi sada moZemo jednacinu provodenja toplote napisati kao

= Vu (3.31)

Definicija 3.2.6. Trojka u(7’,t), H(Z,t) i ©(Z,t) &ni klasi¢no reenje Ste-
fanovog problema ako
(i) ue C(G), 2, VS € C(G)iVu € C(GTUXUI;G)NC(G-_ULUI;G)

(i) 2 & Ve C(GHUG)

(iii)
H(Z.t) = B(u(T, 1), zau(T,t) £0, (Z,t) € G (3.32)

(iv) H,u,% zadovoljavaju sledece u svakoj tacki (', t)

H, =V?u, za (T,t) e G—X (3.33)

w(Z,t) =0, za (Z,t) € D (3.34)
_ Ou

pLV, = —[[%]]_ na X, (3.35)

V., je normalna komponenta brzine pomeranja granice ..

>0 zaZ €Q(0)

w(7,0) =ug(Z)={ =0 za 2 € %(0) (3.36)
<0 zaZ eQ(0)

w(@,t) = u (T, t) = K(Ty), na 9;G := 9, x (0, ") (3.37)

gu = —Q11(7 t) na a[[G = a[[Q X (O,t*) (338)

Napomena 3.2.77. Uslov (3.34) predstavlja Stefanov uslov na Vg}ranici >.. Neka je

= QW gde je

 jedini¢na normala. Kako smo veé pokazali, skok entalpije na slobodnoj

n normalna komponenta brzine kretanja slobodne povrSine
_>

n |vz\

granici je [pe]

tecéno
cursto

= pL > 0. Primenom zakona odrZanja energije 3.5 dobijamo

ou
[pel 'V, = [7 7 ]F ﬁﬂ_-
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3.3 Slaba formulacija Stefanovog problema

U prethodnom odeljku pokazali smo postojanje i jedinstvenost reSenja za
0 < t < o0 u jednodimenzionalnom sluc¢aju. Ovaj rezultat dobijen je (prvo
lokalno, za male vremenske intervale) joS tokom cetrdesetih 1 pedesetih godina
XX veka. Prirodno, problem se moze postaviti i u viSedimenzonalnom slucaju.
Medutim, problem je $to u viSim dimenzijama klasi¢no reSenje ne mora da postoji
(bar ne globalno). Na primer, prilikom otapanja komada leda, moZe da se desi
da komad u odredenom momentu pukne, $to nije modelom predvideno. “Mana”
klasi¢ne formulacije Stefanovog problema jeste to da je oblik medufazne povrsi
izmedu dve faze ve¢ unapred odreden, odnosno postavlja se pretpostavka da se
stvara grani¢na povrs izmedju dve faze. Prilikom fizickog procesa topljenja ovo
ne mora uvek biti tacno, i uglavnom unapred ne moZemo znati kakva ¢e granica
biti (moze da dode do stvaranja meSovitih zona). Iz ovih razloga formulisan
je problem u slabom smislu (Friedman, 1968. godine) koji nam dozvoljava da
oslabimo zahteve na pocetne uslove i izbegnemo oblik granice izmedu dve faze
prilikom konstrukcije reSenja. Imajuéi u vidu definiciju slabog reSenja datu u pr-
vom poglavlju, u nastavku se bavimo slabom formulacijom Stefanovog problema

[1].

Jednacina (3.31) u smislu distribucija ima oblik:
(Hy — Au, ¢) = 0 za sve test funkcije¢p € C5°(G) (3.39)
gde su H,u € L*(G) i (-, -) skalarni proizvod u L*(G)

Neka je trojka u, H, 3. klasi¢no reSenje, koje zadovoljava (3.32)-(3.38) i neka je ¢
test funkcija (Cije ¢emo karakteristike dati naknadno) na G. 1z (3.39) imamo

0= (H, — Vu,¢) = //G [H, — V?u] ¢dzdt
= //G o [(H¢); — Hpy — div(uV¢) — (uV?¢)] dudt

- //G (Hy + uV2¢) dadt + //G . (Ho), + div(uVé — ¢Vu)] dzdt,

(3.40)
odnosno

//G (Hér + uV?*e) dudt = //G . (H) A+ div(uV o — §Vu)] dods

Sada, primenom teoreme o divergenciji dobijamo

//G (Hoy + uV?¢) dudt = // (HgﬁNt + (uVe — qqu)ﬁx) dS  (3.41)

GTUG—
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gde su NV; 1 ﬁ vremenska i1 prostorna komponenta spoljasnje jedini¢ne normale
na granicama. 0G™ sastoji se iz QT (¢*), Q7 (0),X 1 U0<t<t*0Q (t), pa su vrednosti
za NidS = +1dz, —1dz, NZdS, 0i N,dS = 0, 0,
NFi ﬁf oznaCavaju komponente jedinicne normale na 3., usmerene ka ¢vrstoj
fazi. 7, oznadava normalu na 0Q(t). Sli¢no vazi i za OG~. Integral na desnoj
strani (3.41) postaje

7 xds, respektivno.

1‘7

/ H¢N,dS = / Hedx — / Hedx + /E H¢NZdS

8G+UAG— QF ()UQ— (%) Q+(0)U-(0)
[ He oy~ [ R0l 00+ [ [Ho)NEds
ol Q(0) >
(3.42)
// (uVp — pVu) - N,dS = / / [V — ¢Vu] - W pdsdt
OGTUOG— AN* (t)Uo— (t)
/ Ve — ¢Vu] N2dS
/ / [ 52 }dsdtjt / [uVé — ¢Vu]* - NZdS.
8nx o, 5
(3.43)

H(z,0) € B(u(x,0)) je poznato iz poCetnog uslova, dok su v = wu; na Oy i
88—77“ = —(@7 na 0;;G poznati iz grani¢nih uslova. Nepoznate ¢lanove u gornjem
integralu eliminisa¢emo izborom test funkcije ¢ tako da

1. ¢(z,t*)=0zax € Q
2. ¢ =0na oG
3. 8(1) —OnaanG

Primetimo da, kako su u i V¢ neprekidne na 3, [uV¢]* se tu ponistava. Ovakvim
izborom ¢ prethodna jednakost se svodi na

/ [Hoy + uV?¢| dudt = /H z,0)¢(z,0) dx—k//ulj—dsdt

Q(0) 9G
+ / dQrdsdt + / ¢ ([H]*N; — [Vu]*Ny) dS
)
oIIG

(3.44)
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Pokaza¢emo da se poslednji integral poniStava. Stefanov uslov dat sa (3.35) moze
se napisati i u slede¢em obliku

pLY — [Vu]t -V =0 (3.45)

Zaista, posmatrajmo jednacinu slobodne povrsine 2(7, t) = 0, odakle imamo

Yy + VY- = 0. Kako imamo da je brzina pomeranja slobodne povrSine

V. = dz —>E
n = Tar

jamo V,, = |v2\ Pored toga, kako na ¥ imamo u = 0, sledi da je [H] = pL,

odakle dobijamo Stefanov uslov oblika (3.45).

, gde Je |V2| jedini¢na normala na slobodnu povrSinu, dobi-

Konacno, klasi¢no resenje H, u, > zadovoljava relaciju

/ [Hoy +uV?¢| dedt = /on dex—i—//u] dsdt
orG
//¢Q11d$dt

oG

(3.46)

za proizvoljnu test funkciju ¢ iz skupa

0
®= {6 C%C): dlemss = 0, dlac =0, 2150 = 0}

Primetimo da se sada slobodna granica > uopSte ne pojavljuje. Sledi definicija
slabog reSenja Stefanovog probelma:

Definicija 3.3.1. Par funkcija v i H Cine slabo reSenje Stefanovog problema
(3.32)-(3.38) ako

(i) ui H suograni¢ene, kvadratno integrabilne funkcije na oblasti G, tj. H, u €
L*(G)

(i) H(Z,t) € B(u(7,t)) skoro svudau G
(ii1) relacija

/ [Ho: +uV?¢) dudt = /H:v() a:de+//u1Tdsdt

0;G
+ / QZSQ][det
911G
(3.47)
sa Hy(7') € B(uo()) vazi za svaku test funkciju
0
ped= {¢ € 02( ) ¢|t = 0, ¢|31G 8¢ |dHG O}
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Sledeca teorema potvrduje da slabo reSenje zaista jeste generalizovan koncept
reSenja, koje moze da postoji €ak i kada klasi¢no reSenje ne moZze. Slabo reSenje
zadovoljava toplotnu jednaCinu u smislu distribucija. Njegova najveca prednost je
to da prilikom postavljanja samog problema ne moramo znati kakve osobine ima
slobodna granica, odnosno kakva je priroda medufazne povrsi izmedju dve faze
(ukoliko je granica glatka povrs, slabo reSenje je jako reSenje).

Teorema 3.3.2. (a) Klasicno reSenje je i slabo reSenje.

(b) Dovoljno glatko slabo reSenje je i klasi¢no resnje. Zapravo, ukoliko {H, u}
Cini slabo resenje (po Definiciji 3.3.1) i ako skup tacaka {(7,t) € G :
w(@,t) = 0} &ini glatku povrs, odnosno grafik funkcije $(7,t) = 0, gde
w i 3 zadovoljavaju prva dva uslova u Definiciji 3.2.6, tada {H, u, 3} Cine
klasicno reSenje.

Teorema 3.3.3. (Jedinstvenost slabog reSenja)
Postoji najvise jedno slabo resenje Stefanovog problema.

Postojanje slabog reSenja pokazano je prvi put 1960. godine, tako Sto je
pokazano da reSenja eksplicitne entalpijske numeri¢ke metode (o ¢emu Ce se gov-
oriti u narednom odeljku) konvergiraju ka slabom reSenju. Analiti¢ki dokaz dao
je Friedman 1968. Teoremu o postojanju resenja naves¢emo u narednom odeljku,
gde ¢emo formirati 1 numeric¢ki metod za reSavanje datog problema.

3.4 Numericke metode

Kroz nekoliko zasebnih delova ovog odeljka baviéemo se diskretizacijom prob-
lema provodenja toplote, a zatim i problema promene faznog stanja. Diskretizo-
vacemo problem koriste¢i kontrolne zapremine, i iskoristiti metodu konacnih
razlika za diskretizaciju zakona odrZanja [1].

3.4.1 Diskretizacija problema provodenja toplote

U cilju uvodenja diskretnog modela i da bismo Sto bolje objasnili metodu kontrol-
nih zapremina i konacnih razlika, posmatracemo sledeci jednostavan problem:

Fizicki problem

Posmatrajmo blok 0 < z < [ sa datom pocetnom temperataurom 7,(x). U
trenutku ¢ = 0 blok se poceo zagrevati na granici x = 0, kondukcijom toplote
iz okoline (sa koeficijentom provodenja toplote h) koja je na temperaturi T (t),
dok je granica x = [ izolovana. Cilj je predvideti temperaturu bloka u toku vre-
mena, t > 0.
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Matematicki problem
Treba pronadi T'(x, t) tako da

pcTy = (KTy)., O<z<l, t>0 (3.48)
T(x,0) =T,(x), 0<z<Il (349
—kT,(0,t) = h[Tw(t) = T(0,t)], —kT,(I,t) =0, t>0 (3.50)

U opStem slucaju, ¢,k i h mogu biti funkcije temperature 7'.

t
KT (0,1)=
o T = (kT o
W7, -T(0,0)] pel; = (kT,), kT =0
" r(:0)-1, () : g

Slika 3.1: Sematski prikaz matematikog problema

Diskretizacija pomocu kontrolnih zapremina

Koncept kontrolnih zapremina je slede¢i: Oblast na kom reSavamo dati prob-
lem, delimo na M podregiona, Vi,...,V,,,. Svakom od podoblasti V; dodelimo ¢vor
xj, tacku unutar podoblasti. Sa AV} oznac¢imo zapreminu od Vj, asa A;; = Aj;
zajednicku povrSinu izmedu V; 1 V;. Za blok duZine [, konstantnog poprecnog
preseka A imamo: (Slika 3.3)

gde je Ax; duZina podintervala koji sadrZi ¢vor x;. Ako izaberemo ¢vorove u
sredini intervala, onda su krajnje tacke j-og intervala

A.ﬁlﬁj Aﬂfj
o 0 T2 =T+ 5

L =1 M, 215=0, Typipe =1
(3.52)

Lj-1/2 = %j =

Ukoliko je podela uniformna, imamo

$1/2 = 0, xj*l/? = (] - 1)A.T, ] = 1, ...7M, IEM+1/2 = MAz =1 (353)

Diskretizacija vremenskog intervala:
to = 0, tl == Ato, ey tn+1 == tn + Atn, ey, N= O, 1, 2, ceny (354)
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L AV AV4 | AV4 AV4 | AV4 |
X X X X X X
X Xip X X1 b

Slika 3.2: Diskretizacija - Cvorovi u prostornoj mrezi

Slika 3.3: Kontrolne zapremine

a za uniformnu podelu At,, = At,pajet, = Atzasven =0,1,2,....

Ako sa T'(x, t) ozna¢imo tacno reSenje prethodno datog matematickog problema,
onda T'(z;,t,) predstavlja vrednost temperature u ¢voru x; i trenutku ¢, i njenu
numeri¢ku aproksimaciju oznaciéemo sa

T =T(2j,t,), j=1,...M, n=0,1,2,..

J

Granicni 1 pocetni uslov oznacavamo sa

T3 =T(0,t,) i@ Ty =T(t), n=012,..

T0 = Ty(x;), j=1,.., M,

respektivno. Nas cilj je da napravimo algoritam koji nam daje vrednost u nared-
nom vremenskom trenutku Tj”“, kada je poznata vrednost 7.

Diskretizacija zakona odrzanja energije
Posmatrajmo zakon odrzanja
Ei+¢. =0,
gde je
T
E=toplotna energija po jedini¢noj zapremini = / pc(T)dT, za neku referentnu
Tref
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temperaturu 7. s,

g= toplotni protok = —kT,, prema Furijeovom zakonu. Integrali¢emo jednacinu
po V; i u vremenskom intervalu [¢,,, t,,+1 = t, + At,] uz pretpostavke da je V; do-
voljno malo tako da E(x;, t) predstavlja srednju vrednost energije unutar V; i da su
At,, dovoljno male vrednosti da fluks u vremenskom intervalu [t,,, ¢, +1] moZemo
smatrati konstantnim i jednakim vrednosti u sredi$njoj tacki datog vremeskog in-
tervala. Stoga se

tnt1 9 Tj+1/2 tnt1 Tj41/2
/ — A/ E(x,t)dzx | dt = —/ A/ ¢z (z, t)dzdt (3.55)
tn ot Tj_1/2 tn Tj_1/2

svodi na

[E(Ijatn—kl)_E(xj?tn)]ij = Atn[Q(l’jfl/Za tn+0)_Q(xj+1/27tn+9)}7j = 17 Y M7

gde t,,. ¢ predstavlja sredisnju tacku u vremenskom intervalu. Mi ¢emo nadalje ko-
ristiti eksplicitnu Semu sa = 0, odnosno uzimati vrednost fluksa u ¢,,. Oznac¢imo
jos sa
E? = E(xj,tn), iy = Q(@jx172,n),
pa je konacno
n+1 n Atn n :
E_] :Ej +A_g;-[qj_1/2_qj+1/2n]’ ] = 1,...7M, 77,:0,1,2,...
J
Ovu diskretizaciju koristicemo 1 u narednom odeljku, prilikom formiranja nu-
mericke aproksimacije za proces sa promenom faznog stanja, gde ¢e se koristiti
“metod entalpije”.

Diskretizacija fluksa
Dajemo aproksimaciju fluksa kroz x;_y/2 1 Z;;1/2, za unutrasSnje kontrolne za-
premine.

AT
= kT, = —k——
a Ax
aproksimiramo koriste¢i konac¢ne razlike prvog reda i dobijamo
Li—Tjr
q’* = - j — —7 ]:17 "'7M7
j—1/2 J 1/2xj — 7,

Sto predstavlja koliCinu toplote koja prolazi iz V;_; u Vj u jedinici vremena kroz
jedini¢nu povrSinu. Ukoliko & nije konstantna vrednost, i k;_; i k; predstavljaju
konduktivnosti kontrolnih zapremina V;_; i Vj, tada fluks definiSemo na sledeci
nacin

P SO
qj—1/2 Ry_12
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gde R;_4/, predstavlja rezistentnost intervala [x;_1 /2, ;] i dato je sa

1/2A{Ej_1 ]_/QAZL‘]
+ .
ki, k;

J

Rj 12 =
Sumirajuéi sve do sad dobijene aproksimacje i pretpostavljajuéi da su k,c¢ =
const., a diskretizacija uniformna Az,, = Ax i At,, = At, imamo da je

E} = pc[T}" — They]

1 kona¢no
n+1 __ gm OéAt n n n N . —
Tj _Tj +E[ijl—2Tj +Tj+1]7 j—l,...,M, n—0,1,2,...
Da bi toplotna jednacina bila u potpunosti definisana trebaju nam i vrednosti 7}’ 1
Lyanyre

Diskretizacija grani¢nih uslova

1. Temperatura: 7'(0,t) = Ty(t)
Temperatura 7" poznata je u svakom trenutku ¢,,

T = Ty(t,), n=0,1,2, ..

Fluks na granici z = 0 dat je sa

Tn —Tn
- -1 "0
qi/2 A

T

2. Fluks: —kT,(0,t) = qo(t)
Diskretizacija daje
472 = qo(tn)
3. Konvektivni fluks: —k7,(0,t) = h[T(t) — T(0,1)]
Diskretizacijom dobijamo

B m -1y 0 m
k—A:p = h[T2 — T
3.4.2 Metod entalpije

U ovom odeljku opisacemo metod entalpije za Stefanov problem u jednoj pros-
tornoj dimenziji i dati njegovu numericku interpretaciju koristeci eksplicitnu Semu,
kao i u prethodnom slu¢aju [1]. Pokazaéemo da metod entalpije aproksimira slabo

60



reSenje Stefanovog problema.

Kao S$to smo videli u prethodnom problemu, metod entalpije funkcioniSe formi-
ranjem kontrolnih zapremina V;. Na svaku od ovih zapremina primeni¢emo za-
kon odrZanja energije, u integralnom obliku (3.55) da bismo obezbadili ”skokove”
koje entalpija i fluks imaju na granici izmedu dve faze. Znamo jos i da je stanje
materijala u svakoj od kontrolnih zapremina okarakterisano entalpijom

E; <0 =Vj jeuteCnom stanju

E; > pL = V; je u ¢vrstom stanju
0 < E; < pL = V; je meSovita zona

Udeo tecne faze u meSovitom stanju dat je sa

N i
J pL

Dakle, moZemo primetiti da su faze odredene iskljucivo entalpijom, i da polozaj

medufazne povrsi nismo ni pomenuli. Ova Sema je Sema povlacenja zapremine,

za razliku od Seme povlacenja interfejsa.

Neka je dat problem iz prethodnog odeljka, s tim da sada uklju¢ujemo promenu
faze (topljenje) bloka u poCetnom trenutku ¢, > 0 u = 0 na temperaturi 7,,,, sa
pretpostavkom da je T),(x) < T, i Toe > T}p.

Matematicki problem
Zelimo da pronademo t,, T'(, t) i X (t) tako da

pesTy = (ksTy), O<z<l, O0<t<t,i X(t)<z<l, t>t,
perTy = (krTy)e, 0<z < X(t), t>1,

—ksT3(0,t) = h[To(t) = T(0, )], t <t
—kT:(0,1) = [ w(t) = T(0,1)], t>t,
T.(l,t) = t>0
T(x,0) = () X(tp) =0
( ()’ ): ms t>t
pLX'(t) = =k T (X(t)",t) + ksTo (X (), 1), t>1,

(3.56)
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Primeni¢emo zakon odrZanja energije (3.55) na kontrolnu zapreminu V; = A X
[%_1/2,%j41/2]. Entalpija je u ovom slu¢aju, za T}..; = T},, data sa

T(z,t) L
/ c(T)dT + pL, T(z,t) > T,,(teno)
E(x,t) = { /Ty (3.57)

T(z,t) o
/ cs(T)dT, T(x,t) < T(Cvrsto).

a za konstantne c;, 1 ¢cg moZemo izraziti temperaturu

T+ 525 E>pL (tetno)
T=<T, 0< E < pL (interfejs) (3.58)

T, + % E <0 (Cvrsto)

Diskretizacijom fluksa, rezistencije R i grani¢nih uslova kao u prethodnom prob-
lemu, dobijemo diskretan problem (sa eksplicitnom Semom)

pocetni uslov: T3 = T,(z;), j=1,...,M (3.59)
o Tn —n 1/2A7,
rani¢ni uslov na x=0: ¢%, = —— Ry = 3.60
g q1/2 T Ry 1/2 i (3.60)
grani¢ni uslov na x=l: ¢/, ,,, =0 (3.61)
At,,
unutrainje vrednosti: Ej*' = E7 + A—[q?,lﬂ —qlpl J=1,0M
T
(3.62)
T+ "L P> pL (tetno)
10 = Tn 0 < E} < pL (interfejs) (3.63)
T, + fTJ Ef < 0 (Cvrsto)

Algoritam se sastoji u sledecem:

poznavajuci vrednosti entalpije, temperature i faze svake kontrolne zapremine u
trenutku £,,, raCunamo rezistenciju i fluks u trenutku ¢,,,; koje ¢emo iskoristiti da
nademo entalpiju i temperaturu u trenutku ¢,, 1. Za indikator faze u kojoj se nalazi
kontrolna zapremina V; koristimo

0, E? <0 (Cvrsto)
A" = %’ 0 < B} < pL (meSovita zona) (3.64)
1, pL < Ej” (te¢no)

Takode, provodljivost ne mora biti konstantna u kontrolnim zapreminama, te je
najcesce aproksimiramo sa prosecnom vrednoséu ky, i kg, tj.

K= 1/2(kp + ks).
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Ipak, najbolje reSenje jeste zameniti temperaturu 7' sa Kirhofovom temperaturom
u (kao u (3.27)), koja za konstantne %y, 1 kg ima vrednosti
ks[T'—T,] T <T,
u=+<0 T="T,, (3.65)
k[T =T, T>T1T,

a u diskretnom slucaju (sa uniformnom diskretizacijom)

wj = KT} =T,

qj-1/2 = (wj—1 — u;)/Ax
Napomenimo joS jednom da velika prednost metoda entalpije jeste u tome Sto na
ovaj nacin moZemo da izbegnemo poznavanje poloZaja interfejsa u toku vremena.
Ipak, ukoliko je interfejs u naSem modelu oStar, odnosno predstavlja glatku povrs,
tada metodom entalpije dobijamo ta¢no jedan ¢vor u meSovitoj zoni u svakom
vremenskom koraku. Ako je u trenutku ¢, ¢vor u meSovitoj zoni x,,, polozaj
interfejsa mozemo aproksimirati sa

X(tn) = X" i= 212 + A Ay

3.4.3 Konvergencija Seme entalpije i postojanje slabog reSenja

U prethodnom poglavlju predstavili smo slabu formulaciju Stefanovog problema.
Sada ¢emo navesti (bez dokaza) teoremu o postojanju resenja, koja tvrdi da pret-
hodno konstruisana entalpijska Sema jeste dobra aproksimacija slabog reSenja.
Prvo, dajemo slabu formulaciju prethodnog problema, koriste¢i Kirhofovu tem-
peraturu i definiciju entalpije H, kao u 3.2.6 1 3.3.1, s tim da sada posmatramo
jednodimenzionalni slucaj, gde je oblast G data sa G = (0,1) x (0,¢%).

Slaba formulacija
Treba pronaéi H (z,t) i u(x,t) tako da

(i) w1 H su ograni¢ene, kvadratno integrabilne funkcije na oblasti G, u, €
L*(G)

(i) H(x,t) € B(u(x,t)) skoro svudau G

(iii) relacija
!
/ / [Hoy + udyy) dxdt—l—/ H,(x dx
0
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gde H,(x) € B(uy(z)), vazi za svaku test funkciju
¢ € (I) {¢ € 02( ) ¢’t tx — 07 ¢I(07t) = O? ¢$(l’t) = 0}

uy(2) 1 us(t) su ogranicene kvadratno integrabilne funkcije i odgovaraju
datim temperatuama 7},(x) i T, () respektivno.

Numericka aproksimacija metodom entalpije konstruisana je u prethodnom odeljku,
a ovde predstavljamo diskretni model sa Kirhofovom temperaturom, uniformnom
diskretizacijom Ax = ﬁ 1At = tN koja zadovoljava uslov za stabilnost nu-
merickog postupka

(o VAN / 1
W= SRS < < 5, (3.67)
gde je Ay = max{ L e es %5 1. Drugim re¢ima, za svako M > 0 biramo Az := ﬁ
i N > Lomal

Eksplicitna numericka Sema entalpije je:

pocetna vrednost: ug-) =uy(zj), j=0,1,.. ., M,M+1 (3.68)
hAzx hAx
ul + Ty U nAt
grani¢na vrednostnaxz =0: wuj = - E i hzx ( ), (3.69)
L+ 5
n=1,...N (3.70)
graniCniuslovnaz =1: ujy, , =uy, n=1..,N (3.71)
At
unutra$nje vrednosti: H'"' = HY + E[u L= 2uf U], (3.72)
j=1L.. M,;n=0,.,.N—1 (3.73)
ozSH]’?, HJ’? < 0 (Cvrsto)
up =N (H}) =<0, 0 < H' < pL (interfejs) (3.74)

ap[H} — pL], H} > pL (tetno)
zaj=1,...Min=0,..,N. Dabiuslov (3.73) bioispravaniza j = 1ij = M

definiSemo x; = (j — 1/2)Ax zaj = 0,1, ..., M + 1, a temperaturi v dodelimo
“lazni ¢vor” zg = —1/2Axz, gde je u(0,t) prose¢na vrednost uf i uf.

Za svaku podelu velic¢ine M dati algoritam generiSe konacne nizove

..... N-1 =0,..,.N—1
{Hn} M s {u;” ?:1 M

odakle definiSemo diskretna reSenja (kao po delovima glatke konstantne funkcije):

u? _

_ _ Ujiq —
aM(x,t) = uf, uM(z,t) = jA—:E]’ Y (x,t) = H
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za(j— DAz <z <jAz,j=1,.., M, )
nAt <t < (n+1)At,n=0,..,N —1,akoje (z,t) € G

a(z,t) =0, HM(x,t):=0
ako (z,t) ¢ G.

M oznaCava zavisnost od veli¢ine podele. Pustaju¢i da M — oo, Sto implicira
N — oo i Az, At — 0, generiSemo niz diskretnih reSenja {a*, HM} za sve
finije i finije podele.

Teorema 3.4.1. Egzistencija slabog resenja
Ako su u,(x) i us(t) ogranicene funkcije i zadovoljavaju

Up, (Up)y € L*(0,1) i Uso, (Uoo): € L*(0,1%)

onda dati problem ima jedinstveno slabo reSenje {u, H} i diskretna resenja en-
talpijske Seme konvergiraju ka slabom resenju kada M — oc.
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Poglavlje 4

Matematicki model odmrzavanja
zamrznutih pekarskih proizvoda

Postoje mnoga istraZzivanja na temu upotrebe smrznute hrane, ¢ija konzumacija
raste iz godine u godinu. Proizvodac¢ima kao 1 potroSacima vazan je kvalitet hrane.
Neminovno je da se kvalitet hrane gubi prilikom njenog smrzavanja, a takodje i
prilikom odmrzavanja. Specijalno, u ovom poglavlju baviéemo se odmrzavan-
jem smrznutih pekarskih proizvoda (Zu-7u testo pekare "Milan” iz Novog Sada).
Sam proces odmrzavanja, naravno, zavisi i od nacina na koji je testo zamrznuto.
Jedan od bitnih saveta za zamrzavanje u ku¢nim friziderima jeste da, ukoliko
je temperatura na kojoj zamrzavamo viSa zamrzavanje treba da traje krace [9].
Glavni sastojci za pravljenje testa jesu brasno, voda, kvasac (postoje i kvasna i
beskvasna testa) 1 so. Voda ima veoma vaZznu ulogu kako u procesu zamrzavanja,
tako 1 u procesu odmrzavanja testa. Kristali leda prilikom zamrzavanja mogu
oStetiti strukturu testa i na taj nacin narusiti kvalitet finalnog proizvoda koji dobi-
jamo pecenjem. Kvalitet pekarskih proizvoda ogleda se u boji, ukusu, hrskavosti,
mekodi, razlistanosti (u slucaju lisnatih testa). Prilikom odmrzavanja hrane, ek-
sudacija koja je posledica razlicitih fizickih fenomena koji se deSavaju prilikom
zamrzavanja 1 odmrzavanja, zavisi od nekoliko faktora i veca je ukoliko:

- je proces zamrzavanja sporiji

- su temperaturne fluktuacije tokom zamrznutog perioda Ceste
- je duzina zamrznutg perioda velika

- je brza stopa odmrzavanja

- su proizvodi manji, sa ve¢im sadrzajem vode

- je period odmrzavanja duzi
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Prilikom zamrzavanja proizvodi nisu u opasnosti od razvoja velikog broja bakter-
1ja, ali ovaj problem postoji prilikom odmrzavanja i zato je bitno da proces odm-
rzavanja ne traje dugo i da povrSina i unutrasnjost proizvoda ne dostizu visoke
temperature. Dakle, prema ve¢ sprovedenim istaZivanjima, najbolje bi bilo odm-
rzavati proizvode u frizideru (ali tu nailazimo na problem dugog trajanja ovog
procesa). Ukoliko odmrzavamo na sobnoj temperaturi, ovaj proces traje znatno
krace, ali moramo voditi racuna da proizvod ne stoji predugo na sobnoj tempera-
turi (ne viSe od 3-4 sata, u zavisnosti od veliCine testa). [9].

4.1 Proces odmrzavanja Zu-7u testa - matematicki
model

Kako je temperatura testa prilikom odmrzavanja merljiva veli¢ina koja svakako

uti¢e na kvalitet finalnog proizvoda, u ovom odeljku dajemo matemati¢ki model
promene temperature Zu -7u testa u zavisnosti od vremena, gde se odmrzavanje
vr$i na sobnoj temperaturi (25°C) i u frizideru (4°C). Zu- 7u je beskvasno testo,
te ¢emo se koncentrisati na osobine vode, leda i pSeni¢nog brasna koje uti¢u na
odmrzavanje.
Zu - 7u testo je zamrznuto u kuénom frizideru na —11°C. U prvom slugaju, pro-
ces odmrzavanja vr§i se na sobnoj temperaturi 25°C. Gornja povrsina Zu-7u testa
izloZena je direktno vazduhu, dok se donja nalazi na drvenom stolu (Slika 4.1).
Pokazacemo i razliku u vremenu potrebnom za odmrzavanje ukoliko testo prekri-
jemo najlonom (kako se i preporucuje u literatiri). Drugi slucaj e opisati isti
proces koji ¢e se odvijati u frizideru na temperaturi od 4°C.

Za matematicki model prethodno izloZenog problema korisiti¢emo model sli-
¢an modelu (3.56), sa izmenjenim grani¢nim uslovom na granici x = [. Granica
x = ( predstavalja slobodnu (gornju) povrSinu testa, dok granica z = [ predstavlja
povrsinu u dodiru sa stolom (donju). Kako se proces promene faze odvija sa obe
strane, sa X1 (t) i X(t) oznaCiéemo granice izmedu odmrznutog i zamrznutog
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Konvektivno provodjenje
toplote iz vazduha
sa koeficijentom provodljivosti /

r S

Zu-2u testo j l

Konduktivno provodjenje toplote ~ Drveni sto

izmedju povrsine stola i zu-zu testa
sa koeficijentom provodljivosti k

Slika 4.1: Zamrznuto zu-Zu testo

dela testa, ukoliko posmatramo proces sa gornje, odnosno sa donje strane.
PCSTt = (kSTw)a:a
O<z<l, 0<t<t,i Xi(t)<z<l, Xo(t)<z<lit>t,
perTy = (krTy)., 0<z < Xy(t), Xot) <z <lit>t,

—ksT,(0,1) = h[T(t) — T(0,8)], t<t,
—kpT,(0,1) = h[To(t) = T(0,8)], t>t,
T(x,0) = Ty(z), Xi(t,) =0, Xa(t,) =1
T(Xi12(t), 1) =T, t>1,
pLX|(t) = =k To(X1(t)",t) + ks To(X1(1) ", 1), t>1,
pLX(t) = =k To(Xo(t) T, t) + ks T (Xa(t) ", 1), t>1,

4.1)
gde umesto uslova T, (I,t) = 0, ¢ > 0 na granici x = [ posmatramo odvi-
janje procesa zagrevanja, u ovom slucaju provodenja toplote kroz povrSine stola,
kondukcijom, datog uslovima

—ksTu(l,t) = k[T (t) — T(L1)], t<t,

BT (1) = K[Tu(t) — T 8)], ¢, (4.2)

gde je k = %* Na ovaj nacin formulisali smo Stefanov problem za proces odm-
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rzavanja testa koji ¢emo numericki reSiti. Uvodenjem Kirhofove temperature
svodimo problem na numericku Semu entalpije (3.68) sa uslovom na granici
[1—kAz]ulTL +E2z, (nAl)
x:lu?: 2k 1ikAkzL s nzl,...,N.
2kr,

U narednoj tabeli dajemo vrednosti konstanti bitnih za proces provodenja to-
plote prilikom odmrzavanja Zu-Zu testa, koje su koriS¢ene za numericki algori-
tam. Koeficijenti nisu dobijeni eksperimentalno, ve¢ su preuzeti iz dosadaSnjih

istraZivanja procesa zamrzavanja i odmrzavanja testa [6], [24], [25] 1 [29].

Naziv konstante Jedinica mere Oznaka Vrednost
Gustina testa kg /m?| p 1070
Latentna toplota [J/kg] L 234000
Specifi¢na toplota smrznutog testa [J/kgK] cs 1400
Specifi¢na toplota odmrznutog testa [J/kegK] cr 1660
Topl. provodljivost smrznutog testa [W/mK] ks 0.66
Topl. provodljivost odmrznutog testa [W/mK] kr, 0.58
Koef. slobodne konvekcije iz vazduha  [W/m?K] h 4.3
Provodljivost stola [W/mK] ks 0.17
Pocetna temperatura testa [°C] T, -11
Temperatura okoline (sobna/frizider) [°C| T 25/4
Debljina smrznutog testa [m] l 0.01
Debljina stola [m] d 0.05

Tabela 4.1: Konstante koje karekteriSu proces provodenja toplote prilikom odm-
rzavanja Zu-7Zu testa

Specifi¢na toplota smrznutog i odmrznutog testa, kao i koeficijent kondukcije
istih dobijeni su kombinacijom pomenutih osobina za vodu i1 brasno, kao glavne
sastojke testa, gde smatramo da testo sadrzi 15% vode i 65% braSna. Tada je
provodljivost testa procenjena koristeci jednacinu za provodljivost materijala koji
se sastoje iz dve komponente [28], odakle dobijamo

- kbpl + klp2 Qki]fﬁkl

5= 3k
h + b2 2k +K;

za zamrznuto testo, gde je k; = 2.18 W/mK provodljivost leda, a k, = 0.45 W/mK
provodljivost brasna, p; = 0.65 1 po = 0.15. Na isti nacin dobijamo provodljivost
odmrznutog testa, gde umesto k; imamo &, = 0.58 W/mK - provodljivost vode.
Provodljivost procenjujemo uz korekcije reda 1072 W/mK, &me uzimamo u
obzir uticaj ostalih sastojaka testa (ulje, so, margarin, jaja, Secer 1 aditivi).
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Specifi¢na toplota je izracunata kao zbir pojedinainih udela specifi¢nih toplota
vode i brasna, odnosno leda i brasna [26]:

- 0.15p,¢, + 0.65ppc4 e — 0.15p;¢; + 0.65ppcp
L T 015p, +0.65p,  © 0.15p, + 0.65p,

uz dodatne korekcije reda 1072 kJ /kgK.

o = 2.09 kJ/kgK, ¢, = 4.18 kJ /kgK i ¢, = 1.59 kJ /kgK iznad temperature sm-
rzavanja, ¢, = 1.17 kJ /kgK ispod temperature smrzavanja, a p,) = 1000kg/m?
i p, = 561kg/m?> gustina vode(leda) i bragna respektivno.

Koeficijent slobodne konvekcije vazduha (koji se krece preko ravne horizon-
talne ploce) generalno uzima vrednosti 0.5 — 5 W/m?K [29]. Dimenzije 7u - Zu
testa su, u poredenju sa dimenzijama drvenog stola na koji je postavljeno, veoma
male. Zato toplota koju Zu - Zu dobija sa bo¢nih strana, od okolnog vazduha, utice
na zagrevanje i njegove donje i gornje povrsine.
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4.2 Prikaz numerickih rezultata

Numericko reSenje za odmrzavanje Zu-Zu testa na sobnoj temperaturi 25°C

Slede¢i grafici pokazuju promenu temperature testa tokom vremena (Slika
4.2), gde proces odmrzavanja posmatramo u vremenskom intervalu od 37 min-
uta. Domen reSavanja Stefanovog problema diskretizovali smo ekvidistantnom
podelom (od gornje do donje povrSine Zu- Zu testa) u 10 tacaka podele, a vr-
menski interval je diskretizovan tako da zadovoljava uslov za stabilnost postupka.
Slika 4.3 pokazuje temeraturu Zu-Zu testa na kraju posmatranog procesa, odnosno
u trenutku ¢ = 37 min. Slika 4.4 pokazuje promenu teperature u centru i na obe
povrsine Zu-Zu testa.

Numericko reSenje - odmrzavanje 2u-Zu testa na sobnoj temperaturi

Vreme t [s] Debljina testa x [m]

Slika 4.2: Odmrzavanje Zu-Zu testa na sobnoj temperaturi
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Temperatura testa u trenutku t=37 min
135 T T T T T T T T T

Temperaturatesta T
n

2.5

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0001 0002 0003 0.004 0005 0006 0.007 0008 00089 001
Debljina testa x

Slika 4.3: Temperatura testa nakon 37 minuta

Temperatura u centru i na obe povrsine testa
15 T T T T

Temperatura testa T

Centar testa
—————— Donja povring

—————— Gaornja povrEina

1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500
Vreme t [s]

Slika 4.4: Promena temparature u centru i na obe povrsSine Zu-Zu testa

Napomena 4.2.1. Na slici 4.4 moZemo primetiti da temperatura pri zagravanju
formira krivu u obliku stepenica. Ovaj “stepenasti” oblik je karakteristika nu-
mericke Seme entalpije [1]. Stepenice postoje jer smo, kako je ve¢ na pocetku
ovog poglavlja naglaseno, koristili diskretizaciju prostorne promenljive u samo 10
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taCaka (stoga je “stepanasti” oblik jo$ vidiljiviji). Prilikom pomeranja medufazne
povrsi u naredni interval mreZze diskretizacije, temperatura naglo raste, a zatim
ostaje odredeno vreme u novom stacionarnom stanju. Stoga, duZina stepenica za-
visi od vremenskog intervala u kom medufazna povr§ ostaje na jednom mestu.
Posledica jeste da, Sto je mreza finija, to ¢e “’stepenasti” oblik biti manje vidljiv.

Ono §to je bitno istaci je da se (zanemarujuci prethodno pomenute ”skokove”)
proces zagravanja odvija u tri faze. Prvo, testo se zagrava do 0°C, zatim je tem-
peratura odredjeno vreme konstantna i jednaka nuli, a zatim nastavlja zagrevanje i
postiZe temperature iznad 0°C. Zagrevanje je najbrZe na samom pocetku procesa,
u prvoj fazi, jer tada postoji najveca temparaturna razlika izmedu temperature oko-
line i temparature povrsine testa. U trecoj fazi, nagib temperaturne krive je manji,
Sto ukazuje na sporije zagrevanje. Takode, druga faza, gde je temperatura kon-
stana, traje krace na granicama, a duze u centru testa - granice se zagravaju brze
od centra testa. Gornja i donja granica zagraju se iznad 0°C ve¢ nekon 10, 15
minuta, respektivno. Centar temperaturu iznad nule postize ve¢ nakon 35 minuta
(dovoljeno je da postigne temperaturu od 2°C), pa Zu - Zu moZemo smatrati odm-
rznutim (Slika 4.4).

Ukoliko Zu - Zu testo prekrijemo najlonom debljine 1 mm, preko gornje povrSine,
koeficijent provodenja toplote dobija vrednost

L 1
1= 71 0.001 °

13 0.35

gde je provodljivost najlona k,, = 0.35W /mK. Primeti¢emo da za isto vreme (37
min) povrSina i centar Zu-Zu testa sada dostiZu znatno niZu temperaturu, ali opet
dovoljnu da testo smatramo odmrznutim.
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Numericko re$enje - odmrzavanje 2u-2zu testa (prekrivenog najlonom}
na sobnoj temperaturi

AQ e

0.01
0.008
0.006

1500
1000 0.004

500 0.002

Vreme t [s] Debljina testa x [m]

Slika 4.5: Odmrzavanje Zu-Zu testa (prekrivenog najlonom) na sobnoj temperaturi

Temperatura tasta u trenutku t=37 min
8 : . : . ; - : : .

Temperaturatesta T

q ) ) ) ) ) ! ! ) )
0 0001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 0002 001
Debliina testa x

Slika 4.6: Temperatura testa nakon 37 minuta
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Temperatura u centru i na obe povrSine testa

b " y T T 7
/,___J
2t ,,_.____’ y
i
2t L e i i 4

Temperatura testa T

Centar testa

— —— Daonja povrsina

=== Gornja povriina

1 1 1
=00 1000 1500 2000 2500
Vreme t [s]

Slika 4.7: Promena temparature u centru i na obe povrSine Zu-Zu testa
Numericko reSenje za odmrzavanje Zu-zu testa u frizideru na 4°C

Posmatrajmo sada Zu - Zu testo, sa istim karakteristikama kao 1 u prvom sludju,
koje odmarzavamo na temperaturi od 4°C. Gornja povrSina testa izloZena je dir-
ketno vazduhu, a donja se kao i ranije nalazi na drvenoj dasci. Navedeni koefici-
jenti u Tabeli 4.1 vaZze. Proces se odvija na isti na¢in kao i ranije, ali je mnogo
sporiji. Da bismo odmrznuli Zu - Zu testo u frizideru potrebno nam je cak tri
sata viSe nego na sobonoj temperaturi, 1 pritom testo u frizideru nakon 3 sata 1 36
minuta dostiZe temperaturu od 2°C.
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Numericko reSenje - odmrzavanje Zzu-zZu testa u frizideru

10000 ' oo 0.01
0.008
5000 0.004

0.002
Vreme t[s] Debljina testa x [m]

Slika 4.8: Odmrzavanje Zu-Zu testa u frizideru

Temperatura testa u trenutku t= 3h i 36min
T T

25 T

N N
[y o
: :
. .

Temperatura testa T
N
L

. . . . . . . . .
0 0.001  0.002 0.003 0004 0.005 0006 0.007 0008 0.009 0.01
Debljina testa x [m]

Slika 4.9: Temperatura testa nakon 3h i 36min
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Temperatura u centru i na obe povrsine testa
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Slika 4.10: Temperatura testa nakon u centru i na obe povrSine Zu - Zu testa
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Zakljucak

U cilju formiranja matemati¢kog modela koji opisuje proces odmrzavanja Zu
-7u testa, bilo je potrebno napraviti dobru teorijsku podlogu. MoZemo primetiti
da je toplotna jednacina pojam koji se pominje tokom celog rada, i matematicki
alat” koji smo koristili prilikom modeliranja. Ona jeste predstavnik paraboli¢nih
jednacina, i iz tog razloga je Citavo drugo poglavlje ovog rada posveceno njima.
Ono §to karakteriSe toplotne jednacine jeste princip maksimuma. U slabom smislu,
pokazali smo da reSenje toplotne jednacine dostize maksimum na granici date
oblasti, i ne dostiSe ga u unutrasnjosti. Jaki princip maksimuma ovo tvrdenje dop-
unjuje sa izuzetkom na konstantne funkcije. Dokaz jakog principa maksimuma
dat je dokazima cetiti Leme. Dokazana je i interesantna posledica, teorema o
znaku izvoda reSenja u pravcu spoljasnje normale. Ova teorema, kao 1 princip
maksimuma, koristili su nam u dokazu postojanja i jedinstvenosti reSenja za jaku
formulaciju Stefanovog probelma.

Kako je navedeno u tre¢em poglavlju, jaka formulacija Stefanovog problema
moZe biti data sa Dirihleovim ili Nojmanovim uslovom na granici. U ovom radu,
dat je dokaz za Stefanov problem sa Dirihleovim uslovom (iako znatno duZzi i
komplikovaniji), koji zahteva znanje iz razliCitih matematickih oblasti. Stoga je
celo prvo poglavlje posveéeno pripremi za ovaj dokaz. Kroz ovaj dokaz, uocili
smo 1 koristili neke bitne osobine Grinove funkcije kao fundamentalnog reSenja
toplotne jednacine u poluravni. Stefanov problem je, od kad je nastao, jedan od
onih koji je matemati¢are poceo uvoditi u svet nelinearnosti. Tokom ovakvih
procesa suocavamo se sa postojanjem granice izmedu dva stanja. Ona je nekad
oStra, nekad predstavlja meSovitu zonu, ali naj¢eS¢e nam je njen oblik nepoznat.
Zato je se tezilo ka tome da se prilikom formiranja reSenja granica na neki nacin
izbegne. U radu je data i slaba formulacija Stefanovog probelma i numericka Sema
entalpije, kojom dobijamo reSenje koje konvergira slabom reSenju. Uvodenjem
Kirhofove temperature 1 izbegavanjem granice na ovaj nacin, u mnogome smo
pojednostavili problem.

Model za odmrzavanje Zu-Zu testa formiran je po ugledu na (3.56), sa modi-
fikacijom na grani¢ne uslove, odnosno uvodenjem fluksa i na drugoj granici. Da
bi model bio realan, bilo je potrebno analizirati karakteristike provodenje toplote i
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promene temperature materijala, ¢ije smo definicije dali na pocetku treceg pogla-
vlja. NajteZe je bilo napraviti dobru procenu za konduktivnost materijala (jer je
testo ipak sastavljeno iz velikog broja sastojaka, koji viSe ili manje utiu na sam
proces) 1 koeficijent konvekcije na gornjoj povrsini testa izlozenoj vazduhu. Ove
koeficijetne smo zbog jednostavnosti smatrali kao konstantne vrednosti, ali one
svakako mogu zavisti od temperature tokom samog procesa i uneti nelinearnost u
na$ model. Koeficijente smo procenili, na osnovu dosadasnjih istrazivanja na ovu
temu, i sa njima dobili model koji odgovara realnoj situaciji, Sto se moze videti
na datim graficima koji predstavljaju numericka reSenja dobijena u programskom
paketu Matlab. Testo se na sobnoj temperaturi odmrzava u vremenskom inter-
valu od 35-40 min, dok odmrzavanje u friZzideru traje znatno duZe. Varijacijom
pomenutih koeficijenata koji uticu na samo provodenje toplote, posmatranjem ra-
zli¢itih oblika 1 veliCina testa rad ostavlja prostora za dalje eksperimente i un-
apredenje samog modela.
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