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Uvod

Ovaj rad predstavlja moj zavrsni rad na master studijama Prirodno-matemati¢kog fakulteta
u Novom Sadu. Odlucio sam da rad piSem iz funkcionalne analize iz razloga Sto je ona podrucje
savremene matematike, ¢ije se metode i rezultati primenjuju u gotovo svim matematickim
disciplinama. Funkcionalnoj analizi se pripisuje klju¢na uloga kod afirmacije skupovnog i
strukturalnog pristupa u izgradnji matematike. U funkcionalnoj analizi razmatra se skup funkcija
koje imaju odredeno svojstvo, a ne pojedinacna funkcija kako je to radeno pre razvoja
funkcionalne analize. Kraj devetnaestog i pocetak dvadesetog veka vezuje se za nastanak
funkcionalne analize kao nadgradnja linearne algebre i oblasti klasiCne analize kao $to su
integralne 1 diferencijalne jednacine, razvijanje funkcija u redove itd.

Prvi deo rada sadrZi osnovne pojmove i teoreme funkcionalne analize, u vezi sa
Banahovim 1 Hilbertovim prostorima kao i fundamentalne teoreme kao Sto su teorema o
otvorenom preslikavanju, o zatvorenom grafiku, Banah-Stajnhausova teorema, Han-Banahova
teorema itd. Takode je moguce videti i nekoliko interesantnih posledica navedenih teorema. Ovaj
deo rada bi trabao da pomogne ¢itaocu prilikom pracenja drugog dela rada po kojem je i ceo rad
dobio ime. Dakle, u drugom delu rada moZemo videti Sta je spektar operatora i klasifikaciju
spektra, pregled najvaznijih rezultata u vezi sa spektrom kompaktnih operatora, spektralnu teoriju
samoadjungovanih 1 unitarnih operatora kao 1 njihovu spektralnu dekompoziciju i definiciju
odgovarajucih spektralnih integrala. Pored toga u radu se moZe videti kratak pregled najvaznijih
rezultata u vezi sa neograniCenim operatorima ali njthova detaljna analiza izlazi iz okvira ovog
rada.

Rad je podeljen na dve glave, a svaka glava na nekoliko poglavlja. Naslovi tih glava i
poglavlja ukazuju na sadrZaj rada. Definicije, teoreme i primeri numerisani su po glavama i
poglavljima. Na primer, pozivanje na teoremu 2.5.4 odnosi se na teoremu 4 poglavlja 5 glave 2.

Zahvalio bih se, ovom prilikom, svima koji su na bilo koji na¢in doprineli izradi ovog rada.
Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru Dr Stevanu Pilipovicu, ¢ija su predavanja, pre svega,
probudila moje interesovanje za funkcionalnu analizu. Takode bih Zeleo da se zahvalim svom
prijatelju Ivanu Pavkovu na logisti¢koj podrsci koju je nesebi¢no pruZzio.

Autor je svestan da je i pored svih uloZenih napora u radu ostao niz propusta. Bicu
zahvalan svakome ko ima bilo kakvu sugestiju ili upozori na gresku.
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1. Fundamentalne teoreme i osnovni pojmovi

1.1. Banahov prostor, Hilbertov prostor, prostor £(X, Y)

Potseti¢emo se nekih poznatih definicija i teorema u vezi sa normiranim prostorima kao i
prostorima sa skalarnim proizvodom, koji ¢e nam olakSati pracenje ovog rada. Dokazi ovih
tvrdenja izlaze iz okvira ovog rada, pa ¢e zbog toga biti izostavljeni.

Neka je X vektorski prostor nad poljem F € {R, C}.

Definicija 1.1.1 : Nekaje d: X? — [0, co) takvo daza sve x, y, z € X vaZi:

1.d(x, y) = 0 ako i samo ako x =y,
2. d(x, y) = d(y, X),
3.d(x, y)<d(x, 2)+d(z, y).

Tada kaZemo da je preslikavanje d metrika na skupu X, a ureden par (X, d) metricki prostor.

Definicija 1.1.2 : Neka je v: X — [0, oo) takvo da vaze sledeci uslovi:

1. v(x) = 0 ako i samo ako x =0,
2.v(Ax)=|A|v(x) zasve A€ Fisvex, ye X,
3.v(x+y)=v(x)+v(y) zasvex, ye X.

Tada kaZemo da je preslikavanje v norma na X , a ureden par (X, v) normiran prostor.

Normu nad X ¢emo oznacavati sa ||-|| ili sa ||-||x. Svaki normiran prostor je i metri¢ki
prostor sa metrikom d definisanom na slede¢i nacin: d(x, y) = [|x — y|| za sve x, y € X. Ako je
normiran prostor (X, ||-||) kompletan metricki prostor onda, kazemo da je to Banahov prostor.

Definicija 1.1.3 : Preslikavanje (-, -): X?> —» F za koje vaZi:

1.{x, x)=0zasvexe X,

2.{x, x) =0 ako i samo ako x =0,

3.x+y, 0=, +(y, 2y zasvex, y,z€ X,
4.(Ax, y)y=A{x, yyzasvex,ye X isved e F,
5.(x, yy=(y, xy zasve x, ye X
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zovemo skalarni proizvod, a ureden par (X, (-, -)) prostor sa skalarnim proizvodom.

Prostor sa skalarnim proizvodom jo§ zovemo pred-Hilbertov prostor. VaZzi da ako je

(X, (-, -)) pred-Hilbertov prostor, onda je prostor (X, ||-||) gde je ||x|| = \/ (x, x) za svako
x € X, normiran prostor. Kompletan pred-Hilbertov prostor zovemo Hilbertov prostor.

Teorema 1.1.4 : Potreban i dovoljan uslov za postojanje skalarnog proizvoda (-, -) koji generiSe
normu || - || nad normiranim prostorom (X, ||-||) je da vazi

Il + Y117 + I = 3P = 2 (1P + lIyI7) zasve x, y € X

Poslednja jednakost je poznata kao zakon paralelograma. Ako je zakon paralelograma
ispunjen tada je navedeni skalarni proizvod dat relacijom

(1.1.5) @, ¥y = 5 (+ )P = llx = ylIP + i(llx + i yII* =[x — i ylI*) za sve x, y € X ako je
F=C

odnosno

(1.1.6) (x, ) = (lx+ ylI* = llx— yII*) zasve x, y € X akoje F=R.

Definicija 1.1.7 : Neka su (X, ||-||x) i (Y, ||-|ly) normirani prostori nad istim poljem F € {R, C}.
Preslikavanje f:X — Y je linearno ako je za sve a,B€F 1 sve x,yeX
flax+By)=af(x)+ B f(y). Ako je Y =R(C) za linearnu funkciju kaZzemo da je linearna
funkcionela. Skup svih linearnih i neprekidnih preslikavanja iz X u Y oznacava se sa L(X, Y).

Definicija 1.1.8 : Neka su (X, ||-||x) 1 (¥, ||]ly) normirani prostori. Linearno preslikavanje
f:X =Y je ograni¢eno ako postoji M > 0 tako da je |[f(x)|ly < M ||x||xy zasvex € X.

Teorema 1.1.9 : Neka su (X, ||-||x) 1 (¥, ||-|ly) normirani prostorii f:X — Y je linearno
preslikavanje. Tada su sledeci uslovi ekvivalantni:

1. f je neprekidno,
2. f je neprekidno u tacki 0 € X,
3. f je ograniCeno.
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Teorema 1.1.10 : Neka je L(X, Y) prostor linearnih ograniCenih operatora. Tada je sa

I £Il = sup % definisana norma na £(X, Y) ivaz||f|l = sup [[f@lly = sup |f®lly-.
x#0 [Ixllx=1 [Ixllx=1
Teorema 1.1.11 : Neka je (X, ||-||x) normiran prostor i neka je (Y, || - ||y) Banahov prostor. Tada

je L(X, Y) takode Banahov prostor.

Ubuduce ¢emo prostor L(X, X) oznacavati sa L(X), skup svih linearnih funkcionela
X - F € {R, C} oznacavacemo sa X*, a podskup od X* ograni¢enih linearnih funkcionela, koji
joS zovemo dualni prostor, sa X*. Na osnovu prethodne teoreme lako vidimo da je X* Banahov
prostor.

U daljem radu uvek ¢emo pretpostavljati da je X Banahov prostor osim kada se ne naglasi
drugacije. Takode ne¢emo isticati normu ili skalarni proizvod osim u slu¢ajevima kada je to
neophodno da bi se izbegla zabuna.

1.2 Tipovi konvergencije u prostoru £(X) ograni€enih operatora

U prostoru £(X) mogu se definisati razli€iti tipovi konvergencije.

Definicija 1.2.1 : Za niz operatora {A,},cy kaZemo da konvergira po normi ka operatoru A, u
oznaci A,, - A ako ||A, — A|| - 0 kad n - oo.

Prostor £(X) je kompletan, zato ako je {A,},cy KoSijev niz u odnosu na normu, tada taj
niz uvek konvergira ka nekom ogranicenom operatoru.
DefiniSimo sada drugi vazan tip konvergencije.

Definicija 1.2.2 : Za niz {A,},cn Operatora iz £(X) kaZemo da jako konvergira ka operatoru A,
u oznaci A, i>A, akozasvakoxe X A, x—> Ax.

Primetimo ovde, ako je niz {A,},cy KoSijev u smislu jake konvergencije tj. da za svako
x € X niz {A, x},on Je KoSijev u X, tada postoji A € L(X) tako da A, 5 A. Ova ¢injenica je
direktna posledica Banah-Stajnhausove teoreme o kojoj ée biti re¢i kasnije.

Lako se moze pokazati da je jaka konvergencija "slabija" od konvergencije po normi.
Zaista, iz A, - A (po normi) sledi da za svakox € X A, x - Ax jer

1A, x — Axll < [Ix]|[|A, — All = 0.

Obrnuto ne vazi, Sto pokazuje sledeci primer.
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Posmatrajmo projekcije u prostoru L, [0, 1] definisane za €, > 0 sa

f@), zat<eg,
0, zat=¢g,

P, f={

Lako je videti da P, f — 0 kad g, —» 0 za svako f € L,[0, 1] tj. {P,,} konvergira jako ka nuli.
Medutim ||P,, || = 1 i prema tome {P,, } ne konvergira ka nuli po normi.

DefinisaCemo sada jos jedan tip konvergencije.

Definicija 1.2.3 : Za niz {A,}, oy operatora iz £(X) kazemo da slabo konvergira ka operatoru A,
u oznaci A, % A ako za svako x € X i za svako feX*vazi f(A,x) > f(Ax).

Da bismo uod¢ili razliku izmedu jake i slabe konvergencije posmatrajmo primer operatora
"pomeranja" (desni operator) A u l,, definisan sa

Ax=0,ay,...,a, ...),gdejex =(ay, ..., ay, ...).

Za ovaj operator se lako moZe videti da f(A"x) - 0 za svako f =27 b;e; ix=272,a;e;.
Zaista,

f(A'x) =372, bia; n 1zbog toga va21
IFA" 0] < (Z21 1al”) (Z2,01 1bil )* 5 0 kad 1 > co.

Dakle, imamo A, 5 0, ali [|Ax|| = ||x|| za svako x € I, pa je ||A" x|| = ||x||. Zbog toga {A,},en NE
konvergira jako ka nuli.

1.3 Fundamentalne teoreme

U ovom poglavlju ima¢emo priliku upoznati se sa nekoliko fundamentalnih teorema
funkcionalne analize kao i sa nekim od njihovih vaznijih posledica. Neke od njih se oslanjaju na
pojam kategorije (Berove kategorije).

Neka je M kompletan metricki prostor (ne nuzno linearan). Za skup A C M kazemo da je
nigde gust ako njegovo zatvaranje A nema unutra$njih tacaka. Ako je skup A nigde gust, tada za
svaku otvorenu loptu B C M postoji otvorena lopta B; C B takva da je By (| A = @. Zaista, ako
je B otvorena lopta, tada skup B\ A nije prazan jer bi u suprotnom bilo B C A i zato bi A sadrZao
unutra$nje tacke. Skup B\ A je otvoren, odatle postoji otvorena lopta B; C B\ A i za ovu loptu
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imamo B () A = @. Takode vazi i obrnuto tvrdenje.

KaZemo da je A € M skup prve kategorije ako je A unija prebrojivo mnogo skupova
A =|J; B; gde su B; nigde gusti za svako i. Ako skup nije prve kategorije onda ga zovemo
skupom druge kategorije.

Teorema 1.3.1 :(Ber-Hausdorf) Svaki kompletan metricki prostor M je skup druge kategorije.

Dokaz: Pretpostavimo da tvrdenje teoreme nije ta¢no tj. M = ;.| A,, gde je svaki A, nigde gust
zan = 1. Neka je By = D(x(, 1) zatvorena lopta poluprecnika 1 sa centrom u xy. Kako je skup
A nigde gust, postoji & >0 i lopta B; = D(xy, &), takva da je By C By i B| (1A =@.
MoZemo uzeti da je B; zatvorena loptaieg; < % . Sli¢no, kako je A, nigde gust, postoji zatvorena
lopta B, = D(x;, &) poluprecnika 0 < g < % takva da je B, C By i B (| A, = @. Nastavljajuci
u ovom stilu dobijamo niz B,, = D(x,, €,) zatvorenih lopti takvih da je B,,; € B,,0< g, < n—il— 1
B,(1A,=®. Niz centara {x,} je KoS$ijev niz jer za svako m >n, x,, € B, i zato

d(x, x,) < n—JIrT — 0 kad n—- oo. Kako je M kompletan, postoji granica yy = lim, . X;,.
Pokazimo da je yo € (), B, . Zaista, svaka lopta B, sadrZi sve tacke niza {x,} osim moZda tacaka
X1, X2, ..., X,—1, Sto znaci da je yy graniCna tacka za svaku zatvorenu loptu B,,. Odatle y, € B,

za svako n. Zato yop ¢ Aj zasve j=1, 2, ...odakle sledi M # [ J;2, A, Sto je kontradikcija. |
Dalje nastavljamo sa pretpostavkom da je X Banahov prostor.

Definicija 1.3.2 : Za skup K € X kazemo da je savrSeno konveksan ako i samo ako za svaki
ograni¢en niz x; € K 1 za svaki niz realnih brojeva a; = 0 takvih da je 2, a; =1 vazi
Yiiaixie K.

DefiniSimo joS jezgro od K na slede¢i nacin:

c

K ={xe K:zasvako y € X postojia > Otakodajed y+ (1 —A)x € K, zasve0 <A <}

Nekada jezgro zovemo i centar od K.

Primetimo da za svako x € X, ako stavimo K, = K — x vazi:

(133) K)=FK-x. (K)=K-x. (K)=K—x.

Takode se jasno vidi da je K — x savrSeno konveksan ako i samo ako je K savrSeno konveksan.
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Sledeca teorema omoguci¢e nam da dokaZzemo glavne teoreme oslanjajuci se na pojam
kategorije.

Teorema 1.3.4 : Ako je K savrSeno konveksan u Banahovom prostoru X , tada

C [e]

(1.3.5) K=K=K=(K).

Dokaz: Pokaza¢emo da vazi:

c

(K)cKcKcKc(K).

Jasno je da su srednje dve inkluzije trivijalno tacne. Pokazacemo prvu i poslednju Da bismo

pokazali prvu inkluziju, imajuci u vidu (1.3.3), dovoljno je pokazati da 0 € (K ) implicira 0 € K
Neka je D, otvorena lopta polupreénika & > 0 sa centrom u nuli, takva da je D, € K. Odavde
sledi

D.cKND,cKND,+LD,.

1
2
Tada, za svako a@ > 0

aD,.caKND,)+ % D,.

Sledi da za svako y € % D., moZzemo zapisati y = % x1+y; gdex;e KD, iy € % D, . Sada
ponovimo ovo za yp, tj. y; = %xz +y, gde x, e K(\D; iy, € % D.. Nastavljaju¢i ovaj
postupak dobijamo: y =}, zi x, € K, jer je niz {x,} ograni¢en i skup K je savrSeno
konveksan. Ovako smo pokazali prvu inkluziju.

Da bismo pokazali poslednju inkluziju, opet zbog (1.3.3), baviemo se samo sluCajem

0 € K. Iz definicije jezgra skupa K sledi
X =UpZ n(K N (=K)).

Na osnovu Ber-Hausdorfove teoreme, X je druge kategorije, Sto znaci da bar jedan skup iz ove
unije nije nigde gust. Dakle za neko n skup n(K () (-K)) je zatvoren i nije nigde gust,
zakljuGujemo da ima unutraSnjih tacaka. To znaci da skup K () (—=K) takode ima unutra$nju
tacku, neka je to xy tj. za neko € > 0
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D(xo, &) C K N (=K),

gde je D(xg, &) lopta polupreénika &€ >0 sa centrom u xy. Sledi da je D(xp, &) C K i
—D(xy, &) C K ikako je skup K konveksan dobijamo

D(0, &) € + D(xp, €) — = D(xo, &) C K,
2 2

[e]

StoznaCidaje0e K. m

1.3a Banahova teorema o otvorenom preslikavanju

Teorema 1.3.6 : (Banahova teorema o otvorenom preslikavanju) Neka su X i Y Banahovi
prostori 1 neka je A: X — Y ogranien linearni operator "na" Y. Tada je A otvoreno
preslikavanje, $to znaci da za svaki otvoren skup O C X njegova slika A(O) je otvoren skup u Y.

Dokaz: Neka je D otvorena lopta sa centrom u nuli. D je savrSeno konveksan i kako je operator
A neprekidan sledi da je F := A(D) savrSeno konveksan. Zaista, neka su y, € F', y; = Ax; gde
x;€D 1neka su @; =0 takvi da je )2, @; =1. Pokazimo da }°,a;Ax; € F. Vazi

Yic1 @i Axi= Y2 A x) = lim, o 30 A x) = lim, o A YL, @;x; to je dalje, zbog
neprekidnosti jednako Alim, ., > @;x; = A Y2 a;x; € F, jer je D savrSeno konveksan. Ako
je z€ F neka je we D takvo da je Aw = z. Zelimo da pokaZemo da je z u jezgru skupa F.
Uzmimo proizvoljno y € Y i kako je A "na" preslikavanje, postoji x € X takvo daje Ax=y.
Medutim, w € D 1 kako je jezgro od D sam D, postoji a > 0 takvo da za sve 0 < A < a vazi
Ax+ (1 —=A2)we D. Primenjuju¢i A dobijamo Ay + (1 —A)z € A(D) = F. Ovim smo pokazali da
je F podskup svog jezgra, kako obrnuta inkluzija uvek vazi, pokazali smo da se F poklapa sa

svojim jezgrom. Sada na osnovu teoreme 1.3.4 imamo da je F' = F tj. skup F je otvoren.

Sada pretpostavimo da je O otvoren skupu X i ye AO tj. y=Ax,x€ D(x, &) C O, gde
je D(x, €) otvorena lopta poluprec¢nika & >0 sa centrom u x. 1z A D(x, &) — Ax = D(0, €)
zakljuCujemo da je y = A x unutrasnja tacka od A D(x, €). Odatle sledi da je y unutraSnja tacka
0odAO. m

Posledica 1.3.7 : Nekaje A € £(X, Y) "1-1"i"na". Tada postoji A~! € £(X, Y).

Akoje Ae L(X,Y) "1-1"i"na", tada je A linearni izomorfizam izmedu prostora X i Y.
Drugim recima, A se moZe posmatrati kao identicko preslikavanje izmedu X i Y (imenujuéi A x
sa x u Y). Kako je A ogranien postoji konstanta C takva da je ||x||y < C||x||x za svako x € X.
Na osnovu posledice 1.3.7 sledi da postoji joS jedna konstanta C; takva da ||x||y < C ||x||y za sve
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xeX.
U slucaju linearnog prostora sa dve norme dobijamo sledecu korisnu ¢injenicu.

Posledica 1.3.8 : Neka je X linearan prostor na kome su definisane dve norme ||-||; i|-[|5.
Pretpostavimo da su (X, ||-]|;) 1 (X, ||-]l,) kompletni normirani prostori i da postoji konstanta C
takva da je ||x||, < C||x||; za svako x € X . Tada su norme ||-||; 1| -||, ekvivalentne, tj. postoji
konstanta C takva da je ||x||; = C ||x]|, za svako x € X .

1.3b Teorema o zatvorenom grafiku

Neka je A: X — Y linearni operator. Ne¢emo pretpostaviti da je A ograniCen niti da je
domen Dom A, skup na kome je definisan, ceo prostor X . Medutim, imajuci u vidu da se bavimo

linearnim operatorima, pretpostavicemo da je Dom A linearan ne nuzno zatvoren podprostor od
X . Skup

I'A)={(x, Ax): xe DomA} C X XY

zovemo grafik operatora A. Definisa¢emo normu na X X Y sa ||(x.y)|| = ||x|| + ||y|]| (naravno moZe
se uzeti bilo koja ekvivalentna norma). Kazemo da je A operator zatvorenog grafika ako je I'(A)

zatvoren skup u X X Y. To znaci da kada x, € DomA, {x,} konvergira ka x i {A x,,} konvergira

ka y,tadaxe DomAiAx=y.

Posmatrajmo ograni¢eni operator A € £(X, Y). Jasno je da je A operator zatvorenog
grafika. Pretpostavimo da je Ker A = 0. Tada je A~! formalno definisano na ImA (= DomA~") i
ima zatvoren grafik. Zaista,

FrA H={(y,A'y):yeImA}={(Ax, x):x e X}

i znajuéi da je I'(A) = {(x, Ax):x € X} zatvorenu X x Y, sledi da je ['(A~!) zatvorenu Y x X .

Definicija 1.3.9 : KaZzemo da operator A: X — Y dopusta zatvaranje ako i samo ako je
['(A) € X XY grafik nekog operatora.

MoZe se pokazati da linearni operator A dopusta zatvaranje ako i samo ako Ax, - y i
x, = 0 implicira da je y = 0.

Primeri:

1) Operator A x = % u C[0, 1] sa DomA = C!'[0, 1] := {x € C[0, 1]: x"' € C[0, 1]} je
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operator zatvorenog grafika (to je poznata teorema analize koja kaZze, ako x,(f) — x(7),
x'y (t) = y(¢) uniformno na [0, 1], tada je x(¢) neprekidno diferencijabilna i x'(¢) = y(t)).

1) Posmatrajmo operator Ax= % u 1,]0, 1] sa
Dom A = {x € L,[0, 1] : x je apsolutno neprekidno, x' € L,[0, 1], x(0) =0}. Operator A ima
ograni¢en inverzni operator (A~! y) (¢) = fot y(s)ds izato je A operator zatvorenog grafika.

iii) Operator A x = % u [,[0, 1] sa DomA = {x e C[0, 1] :x' € C[0, 1], x(0) = 0} nije
operator zatvorenog grafika ali dopusta zatvaranje. Njegovo zatvaranje je operator definisan u
prethodnom primeru.

iv) Posmatrajmo operator A: L;[0, 1] - L,[0, 1] dat sa Ax =x(0)¢ i DomA = C[O0, 1].

Ovaj operator ne dopusta zatvaranje. Zaista, uzmimo

Imamo (A x,,) (¢) - ¢ ali x,,(r) » 0 u 1,[0, 1].

Teorema 1.3.10 :(Banahova) Neka su X 1 Y Banahovi prostori. Neka je A: X — Y operator
zatvorenog grafika i Dom A = X . Tada je A neprekidan (ograni¢en) operator.

Dokaz: Neka je Dy otvorena jedini¢na lopta u Y sa centrom u nuli. Tada je A~!(Dy) savr§eno
konveksan. Zaista, uzmimo ograni¢en niz {x;} C A~'(Dy) i neka je y; € Dy: y; = Ax;. Neka su
a; =0 takvida je };7°; @; = 1. Kako su nizovi {x;} i {y;} ogranieni, nizovi >/, @; x; 1 Yir; @; y;
su Kosijevi u Banahovim prostorima, zato konvergiraju redom ka x i y. Zbog savrSene
konveksnosti skupa Dy, y € Dy, a zbog Cinjenice da je A operator zatvorenog grafika A x = y t;.
>, a;x; € A~'(Dy). Iz uslova da je Dom A = X dobijamo da O pripada jezgru skupa A~!(Dy) i
koristeé¢i teoremu 1.3.4 zaklju¢ujemo da je 0 unutra$nja tacka skupa A~!(Dy), odakle sledi
neprekidnost operatora A. H

Ovu teoremu je mogucée dokazati koriS§¢enjem teoreme o otvorenom preslikavanju, na
slede¢i nacin:

Lako je proveriti da je prostor X XY sa normom ||(x.y)|| = ||x|| + ||y|| Banahov prostor.
Imajuéi u vidu da je A operator zatvorenog grafika, podprostor prostora X X Y koji je indukovan
skupom TI'(A) ={(x, Ax):x € X} je takode Banahov sa istom normom. Posmatrajmo
preslikavanje 7 : T'(A) - X definisano sa T((x, A x)) = x za svako x € X . Preslikavanje T je
linearna bijekcija, Sto se lako proverava. 1z relacije

IT((x, A = llxllx = [lxllx + lA xlly = lICx, AX)llpa)
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sledi da je T ograniCen operator. Sada, na osnovu posledice 1.3.7 teoreme o otvorenom
preslikavanju moZemo zakljuciti da postoji 7~! takode ogranien operator, T-!: X — I'(A),
T7!'x = (x, Ax) za svako x € X . Odavde sledi da je

IA Xlly < [lxllx + |A x|ly = [I(x, AO|rcay = I Xlrca) = N7~ lxdlx -

Dakle, A je ogranien operator.
Sledi nekoliko primena teoreme o zatvorenom grafiku.

Teorema 1.3.11 :(Hormander) Neka su X, X;, X, Banahovi prostori i neka su 7; : Xy - X,
T, : Xy —» X, linearna preslikavanja takva da je Dom 7| € Dom7T,, T| je operator zatvorenog
grafika 1 7, dopusta zatvaranje. Tada postoji C > 0 takvo da je || x|| = C(||T; x|| + ||x]|) za sve
xeDomT, .

Dokaz: Posmatrajmo zatvoreni podprostor E prostora Xy X X
E={(x, Ty x):x€ DomT; }

1 uzmimo V(x, T} x) = T, x. Tada je V zatvoren operator. Zaista, ako (x,, T} x,) = (x, y) 1

T, x, - z tada, imajuci u vidu da je 7| operator zatvorenog grafika, sledi da je x € Dom7T] 1

y =T x, a kako T, dopusta zatvaranje i x € Dom T,, dobijamo z = T, x odakle sledi z = V(x, y).
Sta vise, Dom V = E. MoZemo zaklju¢iti da je V neprekidno preslikavanje tj. da postoji konstanta
C>0takvadaje || x|l < C|l(x, Ty x)||. m

Primer: Za svako x € C?[0, 1] tj. za svaku dva puta neprekidno diferencijabilnu funkciju na
[0, 1], imamo ||x'|| = M (||x"|| + ||x]|), gde je || - || norma na prostoru C[0, 1].

Teorema 1.3.12 : Neka su E;, E, zatvoreni podprostori Banahovog prostora X takvi da je
Ei(E,=01i E; + E; = X. Tada, projektor P: X — E,, paralelan sa E, (tj. Ker P = E») je
ogranicen operator. Drugim reima postoji C > 0 takvo da je C||x; + xz|| = max(||x]|, ||x2]]) za
X,’EE,’, izl, 2.

() (n)

Dokaz: Pokazimo da je P zatvoren. Pretpostavimo da x = x , X e B, x5 x,

Px® =x" 5 x;. Imamo xJ”

- Xy, X = X1 + xp 1kako su Ej, E, zatvoreni, dobijamo x| € E; 1
xy € E,, 1zato je Px = x;. Imajuci u vidu da je Dom P = X, na osnovu teoreme o zatvorenom
grafiku dobijamo da je P ogranicen, tj. da postoji m > 0 takvo da je ||P x| = ||x;]| < m |[|x]|.

Primenjujuci istu pri€u na operator Q = I — P dobijamo ||x;|| < m, ||x|| za neko m; > 0. =
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1.3c Banah-Stajnhausova teorema

Definicija 1.3.13 : Za nenegativnu funkciju u na Banahovom prostoru X kaZemo da je savrSeno
konveksna ako

M(ZZO:I ay xn) = ZZO:I an M(xn)
za svako a, = 0 takoda ) ;" a, = 1 iza svaki ogranien niz {x,} C X .

Teorema 1.3.14 : Neka je u funkcija na Banahovom prostoru X, u(A x) = A u(x) za svako A = 0,
1 pretpostavimo da je u savrSeno konveksna. Tada postoji C > 0 takvo da je u(x) < Cl|x|| za
svako x € X .

Dokaz: Posmatrajmo skup M = {x: ux < 1}. Iz uslova u(Ax) = A u(x), dobijjamo daje 0 e M i
znajudi da je u savrSeno konveksna, zakljuujemo da je

M2y aix) < Y2 a; p(x;) < 1

za svako a; =0 takoda });2;a;=11x; € M. To znali da je M savrSeno konveksan. Sada, na
[¢]

osnovi teoreme 1.3.4 sledi da je 0 € M, Sto znaci da postoji 6 > 0 takvo da je lopta Dy
poluprecnika 0 1 sa centrom u nuli, koja je podskup skupa M . Drugim re€ima, postoji 6 > 0 takvo
da [|x|| = 6 implicira u (x) < 1. Koriste¢i ponovo uslov p(A x) = A u(x) zaklju€ujemo da je

() < 5 |l
zasvakoxe X. 1

Teorema 1.3.15 :(Banah-Stajnhaus) Neka je {Ay: X — Y} familija ogranienih operatora
izmedu Banahovih prostora X i Y, i pretpostavimo da za svako x € X postoji C, > 0 takvo da je
sup||A, x|| = C,. Tada postoji C > 0 takvo da ||[A, x|| < C||x]| za svako x € X 1 svako A, iz

familije. To znaci da je skup {A, : X — Y} ogranien skup u L(X, Y).

Dokaz: DefiniSimo funkciju u(x) = sup||Ag x||. Svi uslovi teoreme 1.3.14 su ocigledni. Dakle,

a

postoji C > 0 takvo da je u(x) < C||x]|| Sto je i trebalo pokazati. |

Posledica 1.3.16 : Neka je X Banahov prostor definisan nad poljem F € {R, C}. Neka je A c X*
skup ogranicenih linearnih funkcionela takvih da je za svako x € X skup {f(x): f € A} ograniCen
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tj. za svako x € X postoji C, > 0 takvo da je sup|f(x)| = C,. Tada je A ograniCen skup u X* t;.
feA

postoji konstanta C > 0 takva da je || || = C za svako f € A.

Dokaz: Posmatrajmo f € A kao linearni operator f : X — F i tvrdenje sledi direktno na osnovu
teoreme 1.3.15. =

Posledica 1.3.17 : Neka je A C X takav da za svako f € X* postoji konstanta C(f) takva da
sup|f(x)| = C(f). Tada je A ograniCen skup tj. postoji konstanta C > 0 takva da je |[x]| < C za

xeA
svakox € A.

Dokaz: Zaista, primenjujuéi Banah-Stajnhausovu teoremu na familiju linearnih operatora
{x:X* - F},c, sledi tvrdenje ove posledice. B

Posledica 1.3.18 : Neka je A € L(X, Y) skup ograniCenih operatora takvih da za svako x € X i
svako f e Y* vazi |f(T x)| < C(x, f) za svako T € A. Tada postoji C > 0 takvo da ||T|| < C za
svako T € A.

Dokaz: Za fiksirano x € X, koriste¢i posledicu 1.3.17, dobijamo ||T x|| < C(x) za svako T € A.
Sada na osnovu Banah—gtajnhausove teoreme sledi ||T]| = C zasvakoT € A. |

Potsetimo se, ako je niz {A,},cy KoSijev u smislu jake konvergencije tj. da za svako x € X
niz {A, x},n je KoSijev u X, tada na osnovu Banah-Stajnhausove teoreme sledi da postoji
A e L(X) tako da A, 5 A. Sada ¢emo pokazati jos jedno tvrdenje u vezi sa jakom
konvergencijom.

Lema 1.3.19 : Niz operatora T,, € £(X, Y) konvergira jako ka operatoru 7 € L(X, Y) ako i
samo ako

i) niz {T},, x} konvergira za svako x iz nekog gustog podskupa od X ;
ii) postoji C > 0 takvo da je ||T,,|| = C.

Dokaz: Ako niz {T, x} konvergira za svako x € X, tada i) trivijalno vazi, a ii) sledi na osnovu
Banah-Stajnhausove teoreme.

Pretpostavimo da {T, x} konvergira za svako x € M, gde M = X i||T,|| = C. Za svako
x € M definiSimo operator T na slede¢i nacin: Ty x = lim,,_,, 7,, x. Lako se vidi da je operator T
linearan. Iz Cinjenice ||7,, x|| < C||x|| sledi da je ||7p|| = C. ProSirimo operator T, na ceo prostor
X tako Sto za svako x € X uzmemo x,, € M, x,, - x i stavimo T x = lim,,_,,, T x,,,. Lako se
proverava da granica postoji i da ne zavisi od izbora x,,, i vazi ||T|| = C. Pokazimo da za svako



spektralna teorija operatora.nb 14

xeX, T, x> Tx.Zae>0 uzmimo xo € M takvo da ||x — xp|| < dalje uzmimo Ny > 0

&
T
tako da za svako n > Ny, ||T,, xo — T xp|| < % . Dakle, za svako n > N, dobijamo

Ty x =T x|| < T, x = T,y xoll + T x0 — T xoll + IT xo — T xl|
< (IT1 + 1T 1lx = xoll + 11T x = T xol
< % + % =¢c. 1

Sada éemo imati priliku da vidimo nekoliko primena Banah-Stajnhausove teoreme.

i) Teorema 1.3.20 : Neka je H Hilbertov prostor 1 neka je A: H — H linearan operator
takav da je DomA = H (ne nuzno neprekidan) i A = A* tj. (Ax, y)=(x, Ay). Tada je A
neprekidan operator.

Dokaz: Vazi:
KA x, ) =[x, Ay < |lxll |A yll <A yll

za svako x € H takvo da je |[x]| = 1 1za svako y € H. Na osnovu posledice 1.3.17 zaklju¢ujemo
da je skup {A x: [|x]| = 1} ograniCen odakle sledi [|[A x|| < C|lx||. =

ii)  Integralne formule. Defini§imo ¢(f) = fo‘ f(t)dt, za f € C[0, 1]. Neka je {tg”}f’: Lclo, 1]

i neka su ¢! brojevi takvi da je

()= 30 F(”) =40,

za svaki polinom f stepena ne veceg od n. Tada vazi sledece:
Teorema 1.3.21 :(Polya) ¢,(f) — ¢(f) za svako f € C[0, 1] ako i samo ako postoji M
takvo da Zk |C](€n)| < M za svako n.

Dokaz: Uocimo prvo ||¢,||* = Zk |C](€n)| kao normu linearne funkcionele na C[0, 1].
Neka ¢,(f) - ¢(f) za svako f € C[0, 1]. Na osnovu Banah—gtajnhausove teoreme sledi
da ||¢,|" = Zk |C](€n)| <M za svako n. U suprotnom smeru ¢,(f) = ¢(f) na gustom skupu

polinoma, jer za svaki polinom f, za dovoljno veliko n imamo ¢,(f) = ¢(f). Sada tvrdenje sledi
iz leme 1.3.19. m

ii1) Primena Banah-Stajnhausove teoreme na konstrukciju kontra primera u analizi. Videéemo
jedan primer. Za neprekidnu funkciju f € C[—n, x] neka je S, f parcijalna suma odgovarajuceg
Furijeovog reda
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(Sn f) (I) _ ZZ:_H(% f_ﬂﬂe—ik‘r f(T) CﬂT) eikt'
Koriste¢i formulu

n —ik(r—r) _ Sin(+%) (-1)
S, etk = D
s -5

(poznato kao "DiriSleovo jezgro"), dobijamo

S HO=5= " —(# f@dr.

s ——

Pokazacemo da postoji funkcija f € C[—n, xr] takva da (S,, f) (f) ne konvergira (bar u tacki nula).
Neka je t = 0. DefiniSimo funkcionele

()= S, N O = 3 [[ DT f7)ar

koje su ocigledno neprekidne na C[—n, r]. Ako za svako f € C[—mn, n] niz ¢,(f) konvergira,
tada je ||¢,|| = C. Medutim to nije tac¢no. Zaista,

” ” 1 fﬂ sin(n+ 2)7 f sin(n+ 2)7
¢” “ 2n J-n sin % 0 sin 5
T |sin(n++) T (n+—)7r s
__ |sin( 2) | dt = 2 7 |sin s| ds - oo
n JO T 0 s

kadan — oo.

1.3d Baze u banahovim prostorima

Neka je X Banahov prostor i neka je e = {e;};” kompletan linearno nezavisan sistem u X .
Posmatrajmo podprostor M = span{e}. Za svako x € M imamo x = )] a; ¢; gde a; = €}(x), a ¢}
su linearne funkcionele. Imaju¢i u vidu da je e linearno nezavisa sistem, funkcionele e; su dobro
definisane i vazi ej(e,) = dx,,. Medutim ove funkcionele definisane na M nisu nuZno ogranicene.
Za sistem kaZzemo da je minimalan sistem ako postoje linearne funkcionele ef € X* takve da je
ej(e,) = 0r, (zovemo ih biortogonalne funkcionele). Uvedimo na podprostor M linearne
projektore

U,(Xi21 ar ex) = Yp—y Gx €k
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za sve aq; € F (ako je m < n vrednosti a; za k > m pretpostavljamo da su nula).
Lema 1.3.22 : ¢ je minimalan sistem ako i samo ako su operatori U,, ograniceni.

Dokaz: Ako je e minimalan sistem, tada za svako x € M imamo
m m
X =0 arer = Y- ei(x) ek

1U,x=2]_;ei(x)er. Odavde sledida je ||U,|| = X5 llegll llexll = ¢, < o0.

Pretpostavimo da su U, ograniCeni operatori. Trebamo pokazati da su funkcionele e
ograniene. Imamo U, x—U,_1x=¢(x)e, 1 |le;|llleqll = ||U, — U,—1||. Odakle sledi da je e}
ograniCena linearna funkcionela na podprostoru M. Ovu funkcionelu moZemo proSiriti na ceo
prostor X idobijamo e} € X*. ®

Definicija 1.3.23 : ¢ zovemo bazom prostora X ako i samo ako za svako x € X postoji
jedinstven niz {a,} C F takav da je x = )" ax ex. Bazu e zovemo Sauderova baza ako je pritom e
minimalan sistem.

Teorema 1.3.24 :(Banahova) Svaka baza Banahovog prostora je Sauderova baza.
Ova teorema je direktna posledica sledeceg tvrdenja.

Teorema 1.3.25 : Neka je e kompletan linearno nezavisan sistem u Banahovom prostoru X .
Tada, e je baza prostora X ako i samo ako su projektori U,, definisani ranije na podskupu
M = span {e} uniformno ograni€eni tj. postoji konstanta C > 0 takva da je ||U,|| <= C za svako n.

Dokaz: Pokaza¢emo prvo dovoljan uslov. Pretpostavimo da postoji C > 0 takvo da je ||U,|| < C.
Na osnovu leme 1.3.22 za niz e = {e,}]” postoji biortogonalni sistem linearnih ogranicenih
funkcionela {e}}]°. Za svako x € X uzmimo S, x = };_; e;(x) e. Jasno da je S, proSirenje U, na
ceo prostor X . Za svako x iz gustog podskupa M, imamo S, x = U, x i zato je ||S,|| < C za svako
n,1iSta viSe S, x - x. Na osnovu leme 1.3.19 zakljuujemo da S, x - x za svako x € X . To znaci
da je x = )7 ax ex gde su a; jedinstveno odredeni sa a; = €;(x) tj. e je baza, a samim tim i
Sauderova baza jer je e minimalan sistem.

Sada pokazimo da je uslov potreban. Neka je e baza u X. Za svako x € X imamo

x = 7 a; e;. Defini§imo novu normu u X na sledeéi na¢in: ||x||; = sup||X._, a; e;l|. Ocigledno vazi
J

lIxlly = limj, oo 11 @i eill = I
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Za svako x = ).’ a; e; definiSimo kao ranije operatore U, sa U, x = )\ a; ;. Imamo

WU, xlly = sup IX12, aieill <supll i a;eill = Il
l<j=n j
odakle sledi da je ||U,||; < 1. Dalje, e je kompletan u X i sa normom ||-||;. Zaista, za svako

x = )7 a; e; Imamo

(1.3.26) e — S5 aieill, = sup 120, aieills

n=k+1

i kako red Y a;e; konvergira, dobijamo [lx— Y%, a;eill, » 0 kada k — co. Neka je X
kompletiranje prostora X po normi ||-||;. Sistem e je kompletan u X ikako su U,, uniformno
ogranieni po normi prostora X na osnovu, prethodno dokazanog dovoljnog uslova,
zakljuGujemo da je e baza prostora X . Zato za svako ¥ € X imamo da je X = Y¥a; e; gde red
konvergira po normi ||-||;. Odatle on takode konvergira i po slabijoj normi ||-|| i definiSe
x=7a;e; € X. Naosnovu 1.3.26 sledi da taj red takode konvergira ka x po normi ||-||;.
Odatle na osnovu jedinstvenosti moZemo zakljuditi da je & = x, §to znadidaje X = X .

Dakle, imamo dve norme definisane na X . Prostor X je kompletan po svakoj od njih i za
svako x € X vazi ||x|| < ||x]|;. Na osnovu posledice 1.3.8 zaklju€ujemo da su ove dve norme
ekvivalentne. To znaci da postoji C > 0 takvo da je ||x||; = C||x||. Odavde moZemo zakljuciti da
vazi

llxlly = sup | 252 @i eill = sup [|U, x|l < Cllx]]
n n

Sto znaCida je sup||U,||<C. &

n

1.3e Linearne funkcionele i Han-Banahova teorema

Neka je L linearan prostor definisan nad poljem R realnih brojeva.

Definicija 1.3.27 : Za realnu funkciju p(x) = 0 kaZemo da je sublinearna ako vaZzi

i) px+y) < p(x)+ p(y) za sve x, y € L (subaditivnost) i
ii) p(Ax) = A p(x) za A = 0 (pozitivna homogenost).
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Neka je f € L* i neka je Ly podprostor prostora L. Dalje ¢emo koristiti slede¢u notaciju
£, = fo ako je fo € L§ i f(x) = fo(x) za svako x € Ly. Funkcionelu f ekstenzijom funkcionele
fo,a fo zovemo restrikcijom funkcionele f na L.

Teorema 1.3.28 :(Han-Banah) Neka je p(x) < oo za svako x € L sublinearna funkcija, neka je
Ly podprostor prostora L i fy € L} linearna funkcionela definisana na L. Pretpostavimo da je
fo(x) < p(x) za svako x € Ly. Tada postoji f € L* takva da vazi

i) f(x) < px) zasvakox e L i
i) fl, = fo.

Dokaz: Posmatrajmo skup P = {(L,, f,)} parova podprostora L, C L, Ly C L, i linearnih
funkcionela f, € L takvih da je f,(x) < p(x) za sve x€ L, i f, | 1, = fo. Uvedimo parcijalno
uredenje na P na slede¢i nacin: (L, f,) < (Lg, fp) ako i samo ako L, C Lg i fg |1, = fo. Svaki
totalno ureden poskup (lanac) skupa P ima gornje ogranicenje (L., f.,) € P gde je L., = | Ly,
a funkcionela f,, je definisana sa f.(x) = fo(x) za x € L,. Linearnost funkcionele f,, sledi iz
linearnosti funkcionela f,. Sada na osnovu Leme Zorna postoji maksimalni element

(Lays fa,) € P. Trebamo pokazati da je L,, = L. U suprotnom, postoji y € L\ L,,. DefiniSimo
podprostor Ly = span{y, L,,}. Svako z € L; moZemo jedinstveno predstaviti kao z=a y+x za
neko a € R ineko x € L,,. Za svaku ekstenziju f funkcionele f,, na L; vazi

f@=af(y)+ fo,(x).

Dakle, izbor ekstenzije je odreden vrednoséu f(y).
Neka je C = f(y). Treba da odredimo C tako da vaZzi

flay+x)=aC+ fo,(x) = play+x),
za svako x € L,, ia € R. Imamo dva slu¢aja, jedan zaa > 0 idrugizaa < 0:

(1.3.29) C=piy+ f)—fao(f) zaa>01
(1.3.30) -p(== =y~ fo(3)=Czaa<0.

Neka su x; = % u(1.3.29)ix; = % u (1.3.30) 1 posmatrajmo x; i1 x, kao razliite (nezavisne)
vektore iz L,,. PokaZzimo da vazi

(1.3.31) —p(=x2 = ¥) = fo,(x2) = p(y + x1) = fo,(x1)
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za svako x; 1x; 1z Ly, 4.

¢'= sup (=p(=x2 = y) = fo,(x2)) = inf (p(y+x1)— fo,(x1)) =c".

Xo€Ly, X1€Lay

Odavde c¢e slediti egzistencija konstante C koja zadovoljava (1.3.29) i (1.3.30). Izabracemo
proizvoljno C tako da je c¢'=C=<c". Takvo C ¢e takode zadovoljavati i
flay+x)=aC+ fo,(x) < play+x).

Da bismo pokazali (1.3.31) zapiSimo to drugacije

Jao(x1 —x2) < p(y —x1) + p(=x2 = y),

to sledi iz Cinjenice da vazi f,,(x; —x2) < p(x; — x2) < p(y —x1) + p(—=x2 — y). Prva nejednakost
je zadovoljena sa sve vektore iz L,,, a druga nejednakost je nejednakost trougla za funkciju p
koja vazi za svako y € L.

Dakle, postoji ekstenzija funkcionele f,, na podprostor L; koji zadovoljava sve uslove
naSeg uredenja, Sto znaci da (L,,, f,,) nije maksimalan element. To je kontradikcija, dakle
Lyy=L. m

Sada ¢emo se pozabaviti sa kompleksnim slu¢ajem tj. pretpostavicemo da je L linearan
prostor nad poljem kompleksnih brojeva C.

Definicija 1.3.32 : Za realnu funkciju p(x) = 0 kaZemo da je konveksna ako vazi:

) px+y) < px)+ p(y) zasvex, ye L i
i) p(Ax) =|A| p(x) zasvexe LiA eC.

Teorema 1.3.33 :(Han-Banah) Neka je p(x) konveksna funkcija i p(x) < oo za sve x € L. Neka
je fo linearna funkcionela definisana na podprostoru Ly C L takva da je | fo(x)| < p(x) za sve
x € Ly. Tada postoji linearna funkcionela f € L* takva da je f | L, = fo 11f(x)] = p(x) za sve
xe L.

Primetimo da su ovde funkcionele f, i f sa kompleksnim vrednostima.

Dokaz: Posmatrajmo ¢y(x) = Re fy(x) funkcionelu sa realnim vrednostima na L, koji tretiramo
kao linearni prostor nad R. Tada za svako x € Ly

$o(x) < | foX)| = p(x).
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Dakle, na osnovu realnog slu¢aja Han-Banahove teoreme sledi da postoji ekstenzija ¢ € L*
funkcionele ¢y posmatrajuci L kao linearni prostor nad R, i ¢(x) < p(x).

Uocimo sada vezu izmedu kompleksne linearne funkcionele f(x)= ¢(x)+iy(x)
(Re f = ¢, Im f =) 1njenog realnog dela ¢(x):

Lf(0) = fx)=¢x)+iv(ix).

Vazi, f(x) = y(ix) —i¢(ix) iodatle Im f(x) = —¢(i x).
Uzmimo realnu funkcionelu ¢(x) definisanu ranije i stavimo f(x) = ¢(x) — i ¢(i x). Tada

i) f(x) je kompleksna linearna funkcija nad C.

ii) f Jje ekstenzija funkcionele fy jer Re f |, = ¢y, Sto znaCi da je
fo(x) = Re fo(x) +ilIm fo(x) = do(x) —ido(ix) = f(x) zasve x € Ly.

iii) PokaZimo da je |f(x)| < p(x). Zaista, moZemo zapisati f(x) = |f(x)| €% tj.
f(e™%9 x) = | f(x)|. Dakle,

[f )= fe 0 x) = ¢e™" x) < p(e™ ™ x) = |7 "W x| p(x) = p(x). W
Sada ¢emo videti nekoliko posledica i primena Han-Banahove teoreme.

Posledica 1.3.34 : Neka je X normiran prostor, neka je Ey C X podprostor i neka je fy € Ej.
Tada postoji f € X~ takvadaje f |g, = fo illfllx- = llfollg; -

Dokaz: Da bismo pokazali ovu posledicu uzmimo da je p(x) = al|x|| gde je a = || foll - Lako se
proverava da su ispunjeni uslovi Han-Banahove teoreme zadovoljeni odakle i sledi tvrdenje.

Posledica 1.3.35 : Ako je X normiran prostor i xy # 0, tada postoji neprekidna linearna
funkcionela f € X* takodaje || f]|| =1 1 f(xo) = [Ixoll-

Dokaz: Posmatrajmo jednodimenzioni podprostor Ej={Axp:A€R}. Neka je
e(y) = (A xp) = Al|xoll za y = A xp € Ey. ¢ je linearna funkcionela za koju vazi

le)I = le(d xo)| = 1A] [lxoll = Iyl

Na osnovu Han-Banahove teoreme sledi da postoji funkcionela f definisana na X takva da je
fO)=¢(y) zasve ye Ey 1 |f(x)| <|lx|| za sve x € X. Dakle, ||f|| <1. Kako je za xy,
f(x0) = lIxoll sledidaje[|fl[=1. m
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Posledica 1.3.36 : Za svako x; postoji fy # 0 takvo da je fo(xo) = ||xoll | foll-

Posledica 1.3.37 : Za sve x; # x, postoji f € X* takva da je f(x;) # f(x2). Sto znadi da je X*
totalan skup.

Dokaz: Tvrdenje sledi direktno iz posledice 1.3.35zaxg =x; —x;. H

1.3f Razdvajanje konveksnih skupova

Neka je E linearan prostor nad R, neka je M konveksan skup i neka je 0 e M C E.
Funkcionela Minkovskog je definisana na slede¢i nacin:

0’ akOjex:O
pux) = { oo, akonepostojir € R*: % eM

inf{te[RJrzfeM}, inace.

Primetimo da 0 < p(x) < 1 implicira da je x € M. Ako je p(x) > 1, tada x ¢ M iako x ¢ M, tada

je p(x) = 1. Jasno da 0 € M ako i samo ako p(x) < oo zasvex € E.
Lema 1.3.38 : Funkcionela Minkovskog je sublinearna.

Dokaz: Jasno da je funkcionela pj,(x) nenegativna i pozitivno homogena tj. p(Ax) = A p(x) za
A > 0. Trebamo pokazati da je p(x; + x;) < p(x1) + p(x;) za sve x;, x, € E. U slucajevima kada
je pu(x;) =00 ili py(x;) = co nema Sta da se dokazuje. Pretpostavimo da je pu(x;) = oo,
i=1,2.Za svako & > 0 uzmimo f; takve da py(x;) <t; < py(x;) +&. Dakle f— € M. Neka je
t=t +1t,. Tadaje

X1+xo _ 11X 1) Xo [x_l ﬁ] cM

th+t  th tty b

zbog konveksnosti skupa M . Zato, py(x; +x3) <t =t +t, < p(x;)+ p(x2) +2¢. 1

Teorema 1.3.39 : Neka je K konveksan skup, neka je x€ K i neka je y e K. Tada je
{(l-a)x+ay, O0<sa<1}CK.

Dokaz: Neka je z=ty+ (1 —t)x za neko t € (0, 1). Za svako u € X, kako je x € K, postoji
ac(0,1) takvoda xo=au+ (1 —a)xe K. Neka je zp tacka preseka duzi [z, u] 1 [y, xo]. MozZe
se pokazati da je ta tacka odredena relacijama zp = z+ (1 -@)u=8y+ (1 - ) x gde su
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t(l a)

a= m 1= . Kako je K konveksani xy, y € K, tacka zy pripada K. Koriste¢i ponovo

konveksnost skupa K zakljucujemo da je cela duz [z, zo] sadrZzana u K, Sto znacida je z € K [ |
Teorema 1.3.40 : Neka je K konveksan skupinekaje M = K. Tadaje M = M.

Dokaz: 1z definicije jezgra sledi, ako je x € M onda je trivijalno x € M . Pretpostavimo da je
x€ M. Za svako u € X postoji a € (0, 1) takvo da xp =au+ (1 —a)x € K. 1z prethodne

teoreme sledidajedu+(1-A)xe K=M zasve0<A<agizatoxe M. ®

Teorema 1 3.40 :(o razdvajanju konveksnih skupova) Neka su M, i M, konveksni skupovi u

E, neka Ml +0 i Ml (\ M, = @. Tada postoji konstanta C i f € E*, f # 0, takva da je
fM)<C< f(My);tj.zasvexe M, f(x)y<Cizasveye M, f(y)=C.

Dokaz: Posmatrajmo skup M = M 1= M,. Tada 0 ¢ M 1 kako je M| + @, koriste¢i 1.3.3 1
prethodnu teoremu dobijamo da je M + @. Zelimo da konstruisemo funkcionelu f # 0, f € E* i
f(M) =<0, t] da f(x) <0 zaxe M. Neka je xy € M Uvedimo joS jedan skup My =M —xg.

Tada 0 e Mo 1 funkcionela Minkovskog p(x) := py,(x) je definisana i konacCna za sve x € E.
Takode, —xo & M jer O ¢ M. Posmatrajmo jednodimenzioni prostor Ey = {A xy} 1 definiS§imo
linearnu funkcionelu fy(Axy) = —A na Ej. Kako —xy & My imamo p(—xy) = 1. Odatle sledi da za
svako A =0 imamo fy(Axp) = —A < —A p(—xp) = p(Axp). Dalje, za svako A >0 imamo
Jo(Axp) =0 =< p(Axp). Dakle, dobili smo da je fy(x) < p(x) za sve x € Ey. Na osnovu Han-
Banahove teoreme, postoji ekstenzija f € E* funkcionele f, takva da je f(x) < p(x) za sve
x € E. Sada vazi f(x) < p(x) <1 zaxe My 1 f(xg) = fo(xo) =—1. Dalje, za svako x e M,
uzimajuci y, € M, takvo da je x = yg+ xo dobijamo f(x) = f(yo) + f(xp) <0, Sto znaci da je
f(M)=0.

Upravo smo pokazali da za sve x € M | vazidaje f(x) <C iza sve ye M,, f(y)=C.
Ostalo je joS da pokaZzemo da je f(x) < C za sve x € M 1. Uzmimo xy € M 1. Na osnovu teoreme

1.3.39 sledi da za svako xe M, tx+ (1 -0 xy € Ml za svako t € [0, 1). Dakle, za svako
t € [0, 1) imamo ¢ f(x) + (1 —¢) f(xp) = C odakle sledidaje f(x) <C. ®

Da bismo nastavili da se bavimo posledicama prethodne teoreme potrebno ja da pokazemo
sledece pomo¢no tvrdenje.

Lema 1.3.41 : Neka je X Banahov prostor i neka je f € X* takva da postoji lopta D(xy, €) i
konstanta C takva da je f(D(xp, €)) < C (ili = C). Tada f € X*.
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Dokaz: Imamo f(D(0, €)) < C — f(xp) = A. Odavde sledi da za svako y takvo da je ||y|| < € vaze
relacije f(y) <A 1 f(—y) <A. Dakle, imamo |f(y)| < A za svako y takvo da je ||y|| < & Sto
implicira da je || ]| < 2. m

Posledica 1.3.42 : Neka je K zatvoren konveksan skup u Banahovom prostoru X ineka xy ¢ K.
Tada postoji f € X* takva da je f(xp) > sup f(x).
xek
Dokaz: Neka je D(xy, d), d >0 lopta takva da je D(xg, d)() K = @. Uzimaju¢i M, =K i
M, = D(xg, d) iz teoreme 1.3.40 zaklju¢ujemo da postoji f e X* takva da je
f(D(xg, d)) = C = f(K). Na osnovu prethodne leme sledi da je f e X*. Iz relacije
f(D(xy, d)) = C dobijamo da je f(xp) > C; u suprotnom uzmemo y takvo da je f(y) <O,
||¥ll <d idobijamo xy+ y € D(xg, d) 1 f(xo + y) < C. Dakle, imamo f(xp) > Cisup f(x)<C. =
xek

U nastavku ¢emo koristiti neke specijalne topologije na Banahovim prostorima X 1

njegovom dualnom prostoru X*.

Definicija 1.3.43 : Slaba topologija ili w-topologija na Banahovom prostoru X je topologija ¢iju
bazu ¢ine svi skupovi

Nxg; As;e)={xe X :|f(x)— f(xp)| <&, zasve f € A},

gde xp € X, A je konacan podskup od X* ie > 0.

Za niz {x,} c X kaZzemo da slabo konvergira ka x € X 1 piSemo x, 5 Xo ako niz {x,}
konvergira ka xy u w-topologiji tj. za sve f € X*, f(x,) = f(xp).

Sli¢no definiSemo slabu® topologiju ili w*-topologiju na dualnom prostoru X* ¢iju bazu
¢ine svi skupovi

N(fo; B;e) ={f € X" :|f(x) - f(x)l <&, zasvex € B},

gde fo € X*, B je konacan podskup iz X i > 0.

Za skup A u linearnom prostoru koristiCemo oznaku conv(A) za skup svih konac¢nih
konveksnih kombinacija tj. linearnih kombinacija oblika .7, @;x; gde x, € A, ; =01 ), a; = 1.

Lema 1.3.44 :(Mazur) Neka x, 5 Xp. Tada xy € conv({x;}7’).
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Dokaz: Skup K = conv({x;}7’) je konveksan i zatvoren. Pretpostavimo da xy ¢ K. Tada na osnovu
posledice 1.3.42 postoji f takva da je f(xp) > sup f(x;) Sto je u kontradikciji sa slabom

.. w
konvergencijom x, = xo. W

Posledica 1.3.45 : Neka je K € X konveksan skup. Tada je K zatvoren po normi ako i samo ako
je K w-zatvoren (tj. zatvoren u w-topologiji).

Dokaz: Neka je K w-zatvoren skup i neka x,, — x, x, € K. Za svako f € X* imamo f(x,) = f(x)
odatle x € K. Zato je K zatvoren po normi.
Pretpostavimo sada da je K zatvoren po normi. Pokazimo da je

K= mH;(a)gK H}r(a),

gde H}r(a) ={x:a =< f(x)}. Jasno, ako x € K tada pripada 1 desnoj strani jednakosti. Ako x ¢ K,
tada na osnovu posledice 1.3.42 postoji fp € X* takva da je fo(x) <a < fo(K) tj. K C H};(a) ali
x ¢ Hj (a). Dakle, K je presek w-zatvorenih skupova i zato je i sam w-zatvoren. ®

Teorema 1.3.46 :(Alaoglu) Za realan Banahovom prostor X, jedini¢na lopta
D(X*)={f € X*:||fll = 1} je kompaktan skup u w*-topologiji.

Dokaz: Neka je I, = [—||x]|, |[|x]|]] 1 neka je K =[], proizvod intervala indeksirani elementima
x € X snabdeven topologijom proizvoda (Tihonova). Na osnovi teoreme Tihonova K je
kompaktan skup u ovoj topologiji. Preimenujmo elemente skupa K u funkcije na X, ne nuzno
linearne, takve da |f(x)| < ||x|]| za sve x € X. Tada je D(X*) c K 1 w*-topologija na D(X™) je
upravo restrikcija topologije proizvoda definisane na K. Skup D(X*) je presek svih skupova
A, ) ={feK: fx+y)=fO+fM}, B, ) ={f e K: fAx) =2 f(0)}, x, ye X, L eR.
Svaki od ovih skupova je zatvoren u w*-topologiji jer su definisani pomoc¢u jednakosti koja je
"zatvorena" za tri koordinate x, y, x + y za skupove A(x, y) i dve koordinate x, A x za skupove
B(x, A). Odatle je D(X*) w*-zatvoren i zato je w*-kompaktan. ®
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1.3g Ekstremne tacke, Krejn-Milmanova teorema

Neka je L linearan prostor nad R. Posmatrajmo podprostor F C L* koji razdvaja tacke iz
L tj. za sve x| # x; postoji f € F tako da je f(x;) # f(x). Slabu topologiu generisanu se F,

.....

N(fo; As;e)={xe L:|f(x)— f(xo)| <e&, zasve f € A}

gde xp € L, A je konaCan podskup od F ie > 0.

Neka je K skup u L. Za neprazan podskup M C K kaZemo da je ekstreman skup skupa K
ako 1 samo ako za sve x € M jedini nain da zapiSemo x = ax; + (1 —a)x; zanekoO<a <11
neko x; € K je da oba x; moraju biti iz M . Tacku xy € K zovemo ekstremna tacka skupa K ako
je {xo} ekstremni skup skupa K. Primetimo da je ekstremni skup M; ekstremnog skupa M skupa
K 1 sam ekstremni skup skupa K. Defini§Simo Extr K kao skup svih ekstremnih tacaka skupa K.

Teorema 1.3.47 :(Krejn-Milman) Neka je K konveksan i kompaktan skup u prostoru L. Tada

DExtrK+@ 1
ii) conv(Extr K) = K.

Vazi i nesto jaCe tvrdenje. Tacnije, nije nam potreban uslov konveksnosti: za svaki
w(F)-kompaktni skup K C L, imamo conv(K) = conv(Extr K).

Dokaz: i) Prvo ¢emo koristiti lemu Zorna. Posmatrajmo uredenje (K,, <) gde su K, # @
ekstremni kompaktni podskupovi skupa K 1 K, < K, znaci da je K, C K. Ova familija nije
prazna jer sadrzi K. Neka je {K,} opadaju¢i lanac ekstremnih kompaktnih podskupova skupa K.
Neka je K = (), K,. Kako je K kompaktan i K, su zatvoreni, skup K nije prazan i zatvoren je.
Lako se moZe proveriti da je K ekstremni skup. Dakle, svaki lanac ima donje ograni¢enje pa
postoji minimalni element K. Trebamo pokazati da K, ne sadrzi viSe od jedne tacke.
Pretpostavimo da su a i b dve razli¢ite tatke skpa K. Imajuci u vidu da F razdvaja tacke, postoji
feF takvadaje f(a) =a < f(b) = B. Neka je t := min,cg, f(x), (kako je f neprekidna funkcija
na kompaktnom skupu K, minimum postoji) i posmatrajmo skup V ={y € Ky : f(y) = t}. Imamo
V C Ky, bV tj.V jepravi podskup od Ky i V = Ky (\{y: f(y) =t} je zatvoren. Dalje, ako je
xeVix=ax+(1 -a)x; zaneko 0 <a <1 ineko x|, x, € K, tada kako je x € Ky 1 Kj je
ekstremni skup, dobijamo da x;, x; € Kj. Sta vise f(x1) = f(xp) =t. U suprotnom bismo imali
f(x1) >t ili f(xp) >t odakle sledi f(x) = af(x;)+ (1 — @) f(xp) > t. ZakljuCujemo da x;, x, € V.
Dakle, V je kompaktan ekstremni podskup skupa K\ {b}, Sto je u kontradikciji sa minimalno$¢u
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skupa Kj.

ii) Neka je E = conv(Extr K). Jasno E C conv(K). Pretpostavimo da postoji elemenat
a e conv(K)\E. Tada na osnovu posledice 1.3.42 postoji fy€ F takva da je
a = fola) <min{fy(y):y € E}. Neka je

V={xeK: fo(x) = minyeg fo(y)} = K {x: fo(x) = minyeg fo(y)}.

Tada je V() E=@. V je zatvoren, kompaktan i ekstremni skup skupa K. Iz i) sledi da je

ExtrV # @. Znamo da je V C K 1 zato je ExtrV C Extr K C E, §to je kontradikcija jer je
VONE=2. n
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2. Spektralna teorija

U ovoj glavi definisa¢emo 1 klasifikovati spektar operatora, videcemo strukturu spektra
samoadjungovanih i unitarnih operatora kao 1 njihovu spektralnu dekompoziciju. Upoznac¢emo se
1 sa osnovnim rezultatima u vezi sa neograni¢enim operatorima.

2.1 Spektar, Kklasifikacija spektra

Definicija 2.1.1 : Neka je A € £(X). Operator B(:= A™!) je inverzan operatoru A ako i samo
akoje BA=AB=Id=1.

U slucaju kona¢no-dimenzionih prostora uslov BA = [ je dovoljan za zakljuCak da je A
inverzibilan i B = A~!. Razlog je ¢injenica da det A # 0 dovodi do formule za A™!.

U beskonacno-dimenzionim prostorima to nije slu¢aj. Kao potvrda moze posluziti primer
desnog operatora u prostoru /,: za x = (xq, X2, ...) € [ neka je T x = (0, x1, x3, ...). DefiniSimo
na sli¢an nacin levi operator U : I -l saUx=(xp,x3 ...). Ovde e UT =1, aliTU #1 1
KerT U # {0}.

Sada ¢emo navesti neke vaznije osobine inverzibilnih operatora:

i) Ako su A i B inverzibilni operatori, tada je i A B takode inverzibilan i vaZi
(AB'=B1A"1,

ii) Ako je ||All=¢g <1, tada je I — A inverzibilan i (I — A)™' = 32, A¥. Sta vise,
I =AMl = =7 -

iii) Neka je A inverzibilan operator i neka je B takav da je ||A — B|| < m . Tada je B
takode inverzibilan operator.

DefiniSimo sada spekter operatora. Neka je A : X — X ogranien operator. Kompleksan
broj A € C zovemo regularnom tackom operatora A ako i samo ako inverzni operator
(A-AD7':X - X iako je on ograni¢en. Ukoliko A nije regularna tacdka tada A nazivamo
taCkom spektra. Skup svih tacaka spektra nazivamo spektrom operatora i oznaavamo ga sa
o(A). Dakle o(A) c C.

Na osnovu osobine iii) inverzibilnih operatora sledi da je skup regularnih tacaka otvoren.
Zaista, neka je A € C regularna tacka, pokaza¢emo da postoji € > 0 dakvo da za sve u € D(A, €),
gded je D(A, €) otvorena lopta sa centrom u A poluprec¢nika &, vazi da je u regularna tacka. Kako

je A regularna tacka, postoji (A — AD7! i neka je |I(A —AD7Y =M. Uzmimo & = 2—1A7 Za
proizvoljno u € D(A, 2_1A7) vazi
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_ 1

1A =21 =(A=puDlI =M - plll = A= pl < 557 < 57 = o557

odakle sledi da je A — I inverzibilan tj.  je regularna tacka.
Teorema 2.1.2 : Svako A € C sa osobinom |A| > ||A|| je regularna tacka operatora A.

Dokaz: Imamo A — A1 =-A( — % A)i ||% A||l < 1. Na osnovu osobine ii) inverzibilnih operatora
sledida je A — A [ inverzibilan. H

Pozabavimo se sada klasifikacijom spektra. Tacke spektra operatora A moZemo
klasifikovati na sledeci nacin:

1) Tackasti spektar o,(A) je skup svojstvenih (karakteristicnih) vrednosti operatora A, tj
A € 0,(A) ako i samo ako postoji x € X \ {0} takav da je Ax = Ax. A je karakteristiCna vrednost a
x je karakteristicni vektor koji odgovara karakteristicnoj vrednosti A. Ova €injenica se moZze
izraziti 1 na slede¢i nacin: Ker(A — A1) # 0. Dimenzija od Ker(A — A1) se naziva viSestrukost
karakteristicne vrednosti A.

Pretpostavimo da je Ker(A — A7) =0 Sto zna¢idaje A—Al: X — X "1-1" preslikavanje
X u Im(A —-AI). Prema Banahovoj teoremi o otvorenom preslikavanju 1.3.6, ako je
Im(A — A ) = X tada postoji inverzan ograni¢en operator (A —A I)~'. Takve tatke A su regularne
tacke.

Pre nego Sto nastavimo sa klasifikacijom spektra navedimo jedno vazno svojstvo
tackastog spektra.

Teorema 2.1.3 : Neka je A: X — X ograniCen operator i neka su {A;}_; razliCite karakteristicne
vrednosti operatora A. Neka su x; #0 1 Ax; = A; x; karakteristicni vektori koji odgovaraju
razli¢itim karakteristicnim vrednostima. Tada su {x;};_; linearno nezavisni.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, da su posmatrani vektori linearno zavisni i neka je

ay X1+ 2,1, a;x; uz uslov @) # 0. Posmatrajmo polinom P() takav da je P(A;) =11 P(A;) =0
za i = 2. Primetimo da je P(A)x; = P(A;) x; (P(A;) je svojstvena vrednost operatora P(A)). Sada
koriste¢i P(A) dobijamo

0=a; P(A) x; +er~l:20’,'P(A)X,' =1 X.

Dakle, @y = 0 S$to je suprotno pretpostavci. Sli¢no se pokazuje i za ostale @;, i =2. ®
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Vratimo se klasifikaciji spektra.

2) Neprekidni spektar u oznaci o.(A) definiSemo na sledeci nacin: A € o.(A) ako 1 samo
ako A € 0(A)\o p(A) 1Im(A - A1) je gust skup u X .

Primer: U L,[0, 1] definiSimo operator A : L,[0, 1] —» L,[0, 1] na slede¢i nacin:
(Ax)(t) =tx(1).

Tada je [0, 1] = 0(A) = 0(A).

3) Rezidualni spektar je skup o ,(A) = 0(A)\(0,(A) U o.(A)). Ako A € 0,(A) tada je
Im(A-2A1)# X iKer(A—-AI)=0.

Primer: Posmatrajmo levi i desni operator S; odnosno S, na l,. Kako je ||S/|| = ||S/|| =1,
moZzemo zakljuciti da je svako A sa |A| > 1 regularna tacka za oba ova operatora.

Sto se tice svojstvenih vrednosti, vazi sledeCe. Ako je §; x = Ax za x = (x1, xp, ...) imamo
X2 =AX1, X3 =AXy, X4 = AX3, ... §to znadi x = x;(1, A, A%, A3, ...). Takav vektor je razli¢it od
nule i pripada [, ako i samo ako [A] < 1. Odatle o ,(S;) = {A:|A| <1} iza sve A sa [A] > 1,
dimKer(S; —AI)=1. Ako S, x = A x, dobjjamo 0 = A x;, x; = Ax;, X, = Ax3, ... Sto znaci da je
x;=xp=x3=...=0.Zato je 0 ,($,) = 2.

Imajuciu viduda je §; =S, 1S5; = S;, dobijamo

Im(S, — A I)* = Ker(S; =X 1) i
Im(S; — A I)* = Ker(S, — 1 I).

Za A sa |A| > 1 prva jednakost nam daje dimIm(S, —A ) = dimKer(S; — A1) =1. Odatle
LA < 1} S on(S)).

Imaju¢i u vidu da je spektar operatora zatvoren skup, zakljuCujemo da je
A =1} co(S), o(S,). Sta vise za A sa |[A|=1 iz gornjih jednakosti sledi da je
Im(S, —A 1) =Im(S;, —AI) =1,. Odatle je .(S;) = o.(S,) = {A:|A] = 1}.

Dakle, dobili smo da je o($;) = 0(S,) ={A:|A| =1} 1 pri tome 0 ,(S;) ={A:|A] <1},
0/(Sr) =2, 0,(8,) =3, 0,(S) ={A: Al <1} 10(S) = 0:(Sy) ={A:|A] = 1}

U nastavku ¢emo videti definiciju i neka bitnija tvrdenja u vezi sa kompaktnim
operatorima. Kompaktni operatori su detaljno obradeni u mom diplomskom radu koji je ovde
posluZzio kao literatura tako da ¢e sledeca tvrdenja biti navedena bez dokaza.
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Definicija 2.1.4 : Linearni operator A : X — Y zovemo kompaktni operator ako i samo ako za
svaki ograniCeni niz {x,},cy C X, niz {A(x,)},oy 1ma KoSijev podniz.

Teorema 2.1.5 : Za svaki kompaktan operator T vazi 0 € o(T).

Teorema 2.1.6 : Za svako € > 0 postoji samo konaCan broj linearno nezavisnih svojstvenih
vektora koji odgovaraju svojstvenim vrednostima A;, gde je |A;| = €. Postoji konacan broj A; € o,
takvih da je |A;| = € 1svaki A; je konacne viSestrukosti tj. dimKer(7T — A1) < co.

Struktura tackastog spektra je jasna, on je najvise niz {A;};cy koji tezi nuli i svaki ¢lan tog
niza je konacne viSestrokosti.

Teorema 2.1.7 : Za svaki kompaktni operator 7: X — X u beskona¢no-dimenzionalnom
Banahovom prostoru X vazi o(T) = {0} U op(T).

2.2 Samoadjungovani operatori

Ograniceni operator A : H - H na Hilbertovom prostoru H zovemo samoadjungovani ili
simetri¢ni operator ako i samo ako za svako x, y € H vazi{A x, y) = (x, A y). Vide¢emo nekoliko
vaznih osobina ovih operatora.

Propozicija 2.2.1 : Za tackasti spektar o, samoadjungovanog operatora A vaZzi o ,(A) C R.

Dokaz: Nekajed e o, 1 Ax =Ax, (x #0). Tada,
AlIxl* = (A x, x) = (x, Ax) = X|lx||?

odakle sledid = A tj.A€R. m
Propozicija 2.2.2 : Akoje A, L, €0, A #A2 1 Axp =41 x1, Axy = Ay x, tada je x; + xp.

Dokaz: Primetimo  A; (x1, x2) = (A x1, x2) = {x1, Ax3) = A5 {x1, x2). Znamo
Al # Ay zato{x1, x,)=0. W

Podprostor L prostora H zovemo invarijantnim u odnosu na operator A, ako i samo ako
A(L) C L.

Propozicija 2.2.3 : Ako je L invarijantni podprostor u odnosu na operator A, takav je i L*.
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Dokaz: Uzmimoye L*, xe L. Tada AxeL 1 imamo (Ax, y)=0. Odatle
(x, Ayy)=0zasvexe LStoznaCiAye L . &

Propozicija 2.2.4. : Ako su A i B simetri¢ni operatorii A B = B A tada je A B takode simetri¢an
operator.

Dokaz: Uzmimo proizvoljne x, y € H. Vazi
(ABx, y)=(Bx, Ay)=(x, BAy)=(x, ABY).

dakle A B je simetri¢an operator. W

Propozicija 2.2.5 : Defini§imo C = sup KAx9l Tada, ako je A simetrican operator vazi C = ||A]l.

2
jor T

Dokaz: Koriste¢i KoSi-Svarcovu nejednakost imamo

KA x, )| < [|A x| x| < 1A [lxlP?

odatle L4201 < |A|| za svako x # 0 $to znadi C < ||Al.

[

PokaZimo da vaZi i obrnuto. Primetimo prvo
2((Ax, )+ (A y, x) =(Ax+ y), x + y) = (Alx = y), x = y).
Koriste¢i nejednakost trougla imamo

2(Ax, ) +(Ay, )l < A(x +y), x+ y)| + [(A(x = y), x = )l

Iz definicije C i zakona paralelograma imamo

KAx, y)+(Ay, O = 5 Cllx+ ylI* +llx = ylI»)
= C(IIx* + lIyll»).
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Ax
1A ]|

A x = One daje supremum, zato pretpostavljamodajeAx+0). Tada||y||=11

Neka je sada x proizvoljan vektor takav da je ||x||=1 1 neka je y=

(slucaj

(A x,A x) (A x,A x)
TAxl T A | <2C=>Ax=C

zasvexec H sallx]|=1. Toznaci||A||=C. ®
Propozicija 2.2.6 : Za svako x € H (A x, x) € R ako i samo ako je A simetri¢an operator.

Dokaz: Obrnuto tvrdenje je ocigledno. Da bismo dokazali direktan smer koristicemo standardan
trik: izrazi¢emo bilinearnu formu kombinujuci kvadratne forme:

4¢Ax, ) =(Ax+ y), x+ ) —(Ax—y), x— ) +i{Ax+iy), x+iy)—i{(Ax—iy), x—1iy).

Menjajuci pozicije x-a 1 y-a 1 uzimaju¢i kompleksno konjugovane vrednosti desna strana ovog
identiteta se nec¢e promeniti, ali ¢e leva postati 4 (x, A y), Sto znalidaje (Ax, y)=(x, Ay). ®

Da bismo dokazali sledec¢u propoziciju neophodno je da pre toga pokaZzemo sledeci
koristan rezultat.

Teorema 2.2.7 : Neka je A € L(X), A € C 1neka je niz {x,},_; C X takav daja |[x,]|=1 1
Ax,—Ax,>0kadn - . Tadajed € 0(A).

Dokaz: Pretpostavimo da je A — A inverzibilan operator. Tada postoji 6 > 0 takvo da je
[[(A—=AD)x|| =6 |x|| za svako x, Sto je kontradikcija sa uslovom teoreme. H

Propozicija 2.2.8 : Neka je A simetrian operator i neka je
lAll = 1 = sup {[{A x, x)| : [Ix]| = 1}

Tada je bar jedan od pili — u elemenat o(A).

Dokaz: Uzmimo x, takav da je [|x,|| =1 1[{A x,, x,)| = ¢ (ovo je moguce na osnovu propozicije
2.2.5). Neka je (A x,,, x,) = A (ovde moZe biti neophodno preci na podniz). Jasno je A = +pu.
Dalje imamo

0<1Ax, =A%, = 1A %17 = 2A(A X, %) + A2 [Ix,]1* < 222 = 2A(A x,,, x,,)
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Sto konvergira nuli kad n > . Zato A € 0(A). ®

Propozicija 2.2.9 : Neka je A samoadjungovani operator A € L(H) gde je H hilbertov prostor.
Tada je 0,.(A) = @.

Dokaz: Pokazimo prvo da vazi: ako je A € £(X, Y), onda je ImA)" = Ker A*. Zaista, ako je
fe(dmA)", tadaje 0= f(Ax)=(A* f)(x) zasve x€ X iodatle A* f =0 tj. f € Ker A*. Ako
je f € KerA* onda je f(Ax)=(A*f)(x) =0 za sve x € X odakle sledi da je f(y) =0 za sve
yelmA . f e (ImA)".

Sada imamo da za svako A € C vazi

Im(A — A I)* = Ker(A* = X I) = Ker(A — X I)

odatle, ako Im(A — A1) # H, onda je A svojstvena vrednost operatora A. Imajuéi u vidu da je A
samoadjungovan, A € R sledi da je A = A svojstvena vrednost operatora A. Zato A ¢ o.(A). B

2.3 Samoadjungovani kompaktni operatori. Spektralna teorija

Propozicija 2.3.1 : Ako je A kompaktni samoadjungovani operator, tada A ima svojstvenu
vrednost A takvu da |A| = [|A]|, Sta viSe maksimum [(A x, x)| za ||x]| = 1 je dostignut za svojstveni
vektor koji odgovara svojstvenoj vrednosti A.

Dokaz: Postojanje A € 07,(A) takvo da je |A| = ||A]| sledi iz propozicije 2.2.8 i Cinjenice da za
kompaktne operatore vazi o(A)={0}Uo,(A). Ako je Axo=Axy i [lxll=1 tada
I{A xo, x0)| = [A| = ||All. =

Ova osobina nam govori da svaki ne nula kompaktni operator ima ne nula svojstvenu
vrednost.

Teorema 2.3.2 : Ako je T simetriCan operator, onda je Ker7 + Im7T'.

Dokaz: Neka su xe KerT 1 y e ImT proizvoljni. Kako je y € ImT, postoji xy takvo da je
T xo = y. Sada imamo

x, y) =<(x, T x0) =T x, xp) =0, x0) = 0.

Odavde sledi tvrdenje. |
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Teorema 2.3.3 :( Prva Hilbert-Smitova teorema )
Za svaki ne nula kompaktni simetri¢ni operator 7 : H — H postoji skup ne nula
svojstvenih vrednosti {A;},.; uR tako da je

|Al| == |A,| = |A,’+1| = ...

konacan ili konvergentan ka nuli 1 ortonormirani sistem {e;};.; svojstvenih vektora takvih da je
T e; = Ae; ida vazi:

1) Zasvakox € H imamo x = y+ .., {(x, ¢;)e; gde je y e KerT
DTx=3i(Tx e)ei =Y lidx, e)e;

1zasvako z € Im7T imamo z =}, (2, €;)¢; t]. {€;};=1 je ortonormirana baza Im7 -a.

Dokaz: Indukcijom ¢emo konstruisati nizove {A;};»; 1{e;};=1. Vektor e; dobijamo iz prethodnog
tvrdenja iz uslova |le|| = 1, T ey = Ay ey, |A1] = ||T].

Neka je {e;}7.; ve¢ definisan niz uz pomo¢ induktivnog postupka ( T e; = A;e;,
A1l = A5 = ... = |A,], |ler]l = 1 ). Neka je E, = span{e;}i_; lineal ( skup svih linearnih kombinacija
) skupa {e;}i_,. E, je invarijantni podprostor od 7 i zbog toga je E; takode invarijantan
podprostor od 7. Naravno T je simetrican na svakom invarijantnom podprostoru pa i na E; .
Uzmimo 7T, =T |g:. Primenjuju¢i propoziciju 2.3.1 na operator T,,; dobijamo vektor e,
takav da je llep+1ll = 1, T epe1 = Apsr €ner 1 [Aus1| = |14l Kako je B,y CE, toje E; CE, i
odatle

il = 1 Ttll = 1T |zl < 1T |z I = ITll = 144

Sto daje |A,41] < |A,| za svako n . Nastavljaju¢i ovaj proces ili ¢emo se zaustaviti za T, =0 ili
¢emo imati beskonacan niz {A;};»; svojstvenih vrednosti 7-a 1 odgovarajucih svojstvenih vektora
{€i}i=1. Za svako x € H neka je x, = }i_; {x, ¢;) €;, Yy, =X —Xx,. Jasno je y, € E,. U prvom
slucaju imamo 7T y, =0 i odatle x =", (x, e;) ¢; + y,, y, € Ker T. U drugom slucaju skup
svojstvenih vrednosti {A;},~; je beskonaCan i na osnovu osobine kompaktnih operatora (teorema
2.1.6) A,, —» 0. Odatle

T yull < T | /1 1Yall = [sa [ yall = 14411 lIx]] = Okad n — co.

Na osnovu Besel-ove nejednakosti moZzemo zakljuciti da lim y, postoji, iz ||T y,l| R0 iz
Cinjenice da je 7T ograniCen (neprekidan) operator zakljuCujemo 7 y=0. Zato
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X— Y1 {x, eye=lim,,, y,=yeKerT. Odatle  zakljuCujemo da je
x=2721{x,epe;+y, yeKerT.
Dalje, kako su e; svojstveni vektori od 7 sa svojstvenim vrednostima A;, dobijamo

Tx=372,4:{x,e)e;.

Odatle sledi da je Im7 C spanf{e;};»;, a kako je e; = Al Te; e ImT zakljuCujemo da je

Im T = span{e;};»; . Kako je {¢;};~; ortonarmiran sistem sledi da je {¢;};»; bazaImT7T-a. m

U slede¢im posledicama ¢emo uvek pretpostavljati da je 7 samoadjungovani kompaktni
operator u Hilbertovom prostoru H i da su A; i e¢; svojstvene vrednosti i odgovarajuci
ortonormirani svojstveni vektori dati prethodnom teoremom.

Posledica 2.3.4 : Ako je H separabilni Hilbertov prostor tada postoji ortonormirana baza
svojstvenih vektora {n;};>, operatora T.

Dokaz: Pokazali smo da je H = KerT @ImT. Ostalo je samo da dodamo slu¢aj Ker T # 0
prethodnoj teoremi. Posmatrajmo ortonormiranu bazu {e;};»; Im7-a koju smo konstruisali
malopre. Dodajmo joj bilo koju ortonormiranu bazu Ker7-a recimo {f;} Primetimo

=1

T f; =0- f; =0 imamo da je f; svojstveni vektor svojstvene vrednostiA =0. H

Primedba: Na osnovu teoreme 2.3.3 imamo (7" x, x) = >, A; [{x, e Razdvojmo pozitivne 1
negativne svojstvene vrednosti u izrazu. Ozna¢imo sa ej svojstveni vektor koji odgovara
pozitivnoj svojstvenoj vrednosti A} . Sli¢no, negativne svojstvene vrednosti i negativne svojstvene
vektore ozna¢avamo sa A; 1e; . Tada

(2.3.5) SAF [x, €D+ 2 A7 Kx, )P = (T x, x).

Naravno, ukoliko nema, recimo negativnih svojstvenih vrednosti, druga suma ne postoji.

Pretpostavimo sada da je A = Ay =... i A7 <A; <... . Tada iz primedbe sledi sledeca
posledica.

Posledica 2.3.6 : Neka je H beskona¢no-dimenzionalni Hilbertov prostor. Tada su tacna sledeca
tvrdenja:

1) Ako postoji pozitivna svojstvena vrednost tada maxy=1 (T x, x) = A{ ; ako postoji
negativna svojstvena vrednost tada miny=; (7 x, x) = A7.
2) (T x, x) = 0 za svako x € H ako i samo ako ne postoje negativne svojstvene vrednosti.
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3) Uzmimo A* = A{ ako postoje pozitivne svojstvene vrednosti i A™ = 0 ako ne postoje.
Sliéno A~ = A] ako postoje negativne svojstvene vrednostii A~ = 0 u suprotnom.
Tada

sup (T x, x) = A" i ||‘||f1 (Tx, x)=A"
[lxll=1 Xi=

1 odatle

A Nl < (T x, x) < A* |l

Dokaz:
1) Pretpostavimo da postoje pozitivne svojstvene vrednosti. Zbog (2.3.5) 1 Besel-ove
nejednakosti za ||x|| = 1 sledi

(T x, x) < D AF Kx, eD)* < AT T Kx, en)? < AT

Dalje, za x = ¢ imamo (T e}, ef) = A]. Za negativne svojstvene vrednosti, dokaz je
slican.

2) Sledi neposredno iz (2.3.5) 1 (1)

3) Ako postoji pozitivna svojstvena vrednost tada jednakost za A* sledi iz (1). Ako takva
svojstvena vrednost ne postoji tada za svako x imamo (7 x, x) < 0 1 kako A; =0 (ili postaje nula
posle nekog i ) mozemo uzeti x,, = ¢, 1 dobijamo (T x,, x,) = A, = 0 kada n - co. Odatle
AT =0. Dokaz je sli¢an za slucajA~ =0. =

Posledica 2.3.7 :(Princip minimuma i maksimuma)

Neka je A}, ; > 0 (znaci da postoji najmanjen + 1 pozitivna svojstvena vrednost). Tada

gde je ¢(xy, ..., x,) = sup {{T x, x): x € (span {x;}])"}.

llxli=1

Sli¢na formula vazi za A; .

Dokaz: Znamo na osnovu posledice 2.3.6 primenjene na restrikciju operatora 7 na podprostor
(span {x;}{)" daje
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A, =max {{T x, x) : x € (span{e;}]) "}

Ako pokazemo da je ¢(x1, ..., x,) = A}, (za svako {x;}]) odatle ¢e slediti ming = A, .
Pokazimo prvo da postoji y+(xy, ..., X,), |[PpIl=11 ye span{e,*}’l‘“. Nadimo

y=Y""a;ef takodaje  0=(y,x;)=Y1"a (e}, x;). Ovo je sistem od n jednadina sa n + 1

nepoznatom {a;}’*!. Jasno, postoji ne-nula refenje y koje moZemo normalizovati tako da je

> la;|* = 1. Dakle konstruisali smo traZeno y. Tada vazi

‘P(xl, cee s xn) = <T y, y>
=Yaai(Tef, e})
= "A el = A,

]

2.4 Primena na integralne operatore

Teorema 2.4.1 :(Druga Hilbert-Smitova teorema, teorema o simetri¢nom jezgru)
Neka je H = L;[a, b]. Posmatrajmo operator

(Kx) () = [ K(s, 0 x(t) dit
gde je K(s, t) € L,(I?), I = [a, b]. Poznato je da je takav operator kompaktan. Neka je K = K*
(znaci da je K(s, t) = K(s, t)). Neka su {e;(#)} ortonormirani svojstveni vektori od K (pozivajuci se
na prvu Hilbert-Smitovu teoremu) i K e; = A; ¢;. Tada

K(s, 1) = Yiz1 A ei(s) ei(t)
(konvergencija reda i jednakost se posmatra u smisluZ,(1%))

Kao posledicu imamo
2 = [V 'K (s, D dsdt < co.

Dokaz: Neka je 1;(s, t) = e;(s) e;(t). Tada je {n;} ortonormiran sistem u L,(I%). Zato znamo da
postoji funkcija ®(s, 1) kao elemenat L,(I%) takav da je
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O(s, 1) = iz 1 <K, M) 1,2y i

Pokazimo da je (K, n;) = A;. Zaista

K i = [ [TK (s, 1) eils) exd ds di

= ["(['K(s, D ey dt) a3 ds
=(K e, e}, = Nifei, €) = A;.

Zato O(s, 1) = X A 1.

Uzmimo x(¢), z(t) € L,(I). Na osnovu prve Hilbert-Smitove teoreme znamo da je
Kz= Z(KZ, e,~>e,~.Tada

Kz, x)= [T ["K(s, ) 20 x5V d ds = (K, x(5) D)) i
(Kz, x) =(X(Kz e e, x) = 21 (z, &) (ei, x).
Ovo moZe biti zapisano u L,(I?) skalarnom proizvodu kao
2N, X2,y =D, XD )
Dakle za sve funkcije x(s) 1 z(¢) iz L,(I) imamo
(D, x7) =(K, xz) ili
(®-K, xz)=0.

Zatoje ® — K =0 tj. ® = K u smislu L,(I?). =

Napomena 2.4.2 : Integralni operator definisan pomo¢u funkcije jezgra K(t, s) vodi od L,(I?) ka
maloj podklasi kompaktnih simetri¢nih operatora. Njihov skup svojstvenih vrednosti mora teZiti

ka nuli toliko brzo da vaZi 3 A? < co. Na primer, ne postoji operator sa svojstvenim vrednostima
A, = 71;— . Sa druge strane to je veoma znacajna klasa operatora.

Napomena 2.4.3 : Primetimo, ako je K(x, #) neprekidna funkcija tada su i svojstveni vektori e;(t),
koji odgovaraju ne-nula svojstvenim vrednostima, takode neprekidne funkcije. (Posledica druge
Hilbert-Smitove teoreme)
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Teorema 2.4.4 : (Mercer) Neka je K(s, 1), s, t € I neprekidna funkcija, pretpostavimo da su sve
svojstvene vrednosti A; odgovarajuceg integralnog operatora K nenegativne (Sto znaci
(K x, x) = 0 za svako x). Tada,

K(s, 1) = Yz A €i(s) €(1)

1 ovaj red konvergira apsolutno i uniformno.

Dokaz: Konvergencija u smislu L,(/?) je jasna na osnovu teoreme 2.4.1. PokaZimo da red
konvergira uniformno. Jasno K je kompaktan operator pa na osnovu prve Hilbert-Smitove
teoreme vazi K x = ). A; (x, ¢;) e;.

Za dato s € I dobijamo

Ao = [ KGs, e di

Sto pokazuje da je A; e;(s) Furijeov koeficijent funkcije # — K(s, f) u odnosu na ortonormirani
sistem {e;}. Tada iz Beselove nejednakosti i ¢injenice da je fa blK(s, N> dt < M sledi

Zr,l_l |A; e,~(s)|2 <=M zaneN,

Za dato € > 0 zbog Beselove nejednakosti postoji n € N takvo da je >.72, . [{x, e < &2.

Sada za p € N imamo
i 1
St i (x, e eis) = (S i e (S5 1x, el .
Odavde dobijamo
T2 L ix ees) <eVM zasel

Sto pokazuje da red uniformno konvergira.

Posmatrajmo sada funkciju K,(s, 1) = K(s, 1) — 27, A; €;(s) €;(z). Jasno da je ta funkcija
neprekidna i da vazi K,,(s, ) = K, (s, 1). Za f (s, t) = x(s) x(f) imamo
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Ko )= [ [ Kals. 3G x(r) dt ds
= Lb(LbKn(s, 1) x() dt) x(s) d's
= Lb(zioirwl A {x, e;) ei(s)) x(s) d's

kako red uniformno konvergira, §to smo malo pre pokazali
=27 Ak e) [ e X ds = T A1, el = 0.

Pokazimo da je K, (¢, t) = 0 za svako ¢ € I. U suprotnom bi bilo K(#, ) < 0 za neko
to € 1. Tada bi za € > 0 postojala neka okolina U tacke 7, takva da je

Re K,(t,s) < —-eg zat,se U.

Uzmemo i funkciju x € C(I) takvu da je na U strogo pozitivna i jednaka nuli van U, onda
za f(s, 1) = x(s) x(t) = x(s) x(f) imamo

0=</(K,, f)= foURe K, (t, s) x() x(s)dtds + i foUIm K, (t, s)x(t) x(s)dt ds
= [,y Re Ku(t, ) x()) x(s) d1 ds < —( [, x(t) d 1)’ < 0

Sto je kontradikcija.
Dakle K, (¢, t) = 0 tj.

K, )= Y Aeit) e(t) = Xy A lei@)]?.

Odavde sledi da red Y\ A; le;(0)]? sa pozitivnim ¢lanovima konvergira i ima sumu manju ili
jednaku K(z, ¢). Stavimo li y = max {K(, t) : t € I} imamo sledece

St e @) =Y VA e VX, &)
< Y Ailei(®) Dy A lei@)?

<K@ )Y A |€i(5)|2

<y i1 i |€i(S)|2.

Dakle, red Y., A; €;(s) €;(f) je majorizovan konvergentnim redom y Y., A; lei(s)|> za svako s € [
Sto znaci da taj red uniformno konvergira. |
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Posledica 2.4.5 : Pod uslovima navedenim u prethodnoj teoremi, ), A; = fa bK(t, HdtiK(t,t)=0.

Dokaz: Na osnovu Mercerove teoreme K(z, 1) = >, A; le:()]? za svako ¢. Integraleci obe strane ove
jednakosti uzimajuéi u obzir da je ["le,n)|* d = 1 dobijamo ¥ A, = ["K(t, Hdr. m

2.5 Poredak u prostoru samoadjungovanih operatora

Definicija 2.5.1 : Operator A zovemo nenegativnim (pozitivno semidefinitni) i piSemo A = 0 ako
1 samo ako (A x, x) =0 za svako x € H. Odavde sledi da je A simetri¢an operator na osnovu
osobine 2.2.6 . Sta vise A < B znadi

i)1A 1B su simetri¢ni

ii)B-A=0.

2.5.a. Osobine uredenja :

i) =1 = A <1 mplicira ||A|| = 1. Zaista, ove nejednakosti znace da sup [(Ax, x)| < 1.

[Ix||<1
Koriste¢i ponovo osobinu 2.2.5 dobijamo —1 ||A|| < A < I ||A|| za samoadjungovani operator A.
ii) Nejednakost A = 0 1 A < 0 implicira A = 0.
iii) Generalisana Kogi-Svarcova nejednakost:
Neka je A = 0. Tada

KAx, = V(Ax 0 V(Ay, y)
Ovo sledi iz ¢injenice da je ({(x, y)) := (A x, y) kvazi skalarni proizvod, primenom Kosi-Svarcove
nejednakosti na takav proizvod.
iv) Ako je C simetri¢an operatori A < B,tadaje A+ C< B+ C.
v) Ako je A simetri¢an, tada je A>" > 0. Zaista
(A2 x, x) = (A" x, A" x) = ||A" x> = 0.
Ako je A = 0 tada je A2"*! > 0 zato §to

(A2 x, x) =(AA"x, A" x) = 0.

Sledi, ako je A = 0 tada za svaki polinom P(A) sa nenegativnim koeficijentima vazi P(A) = 0.
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Teorema 2.5.2 :(O konvergenciji monotonog i ograni¢enog niza operatora)
Nekaje Ag<A;<...<A,=<..=<A.Tada{A,}, jako konvergira (tj. postoji ograni¢eni
operator B takav daje A, x - Bx zasvakox € H ).

Dokaz: Za svaki simetriCan operator postoji broj C takav da je A < CI. Menjajuci niz u

0= % <1, gde je C; takav da je A — Ap < C; I, moZemo pretpostaviti bez gubitka opStosti
da na$ pocetni niz ve¢ zadovoljava 0 < A, < 1. Za n > m defini§imo A,,, = A, — A,, = 0. Kako je
0<A,, =<1 vazil||lA,,|l < 1. Koriste¢i generalisanu Kogi-Svarcovu nejednakost sledi da za svako
xi1y=A,,x imamo

”Am-x_An-x”2 = <Amn-x, Amn X> = <Amn X, )’>
< V{Apun X X) V{Apn y, )

=V <Amnx, X> \/<A%,mx, Amn X>

<V yn %, 1) A NAZ 1Al

< V<A, x, x) [|x]|

jer je A7, , xll < llxll i A, , xIl < |Ixl|.. Zato,

A x— Ay xl? < V(AL x, X) = (A x, )] [Ix]| = 0

kada n > m — oo za svako x € H, jer je niz {{A, x, x)} monoton, rastuci i ogranien i zato
konvergira. Odatle, {A, x} je KoSijev niz i postoji granica lim,,_,., A, x := B x. Ocigledno da je B

linearni operator, Sta viSe iz 0 < (A, x, x) < (x, x) sledi 0 < (Bx, x) < IIx|I* $to dalje implicira da je

B ograni¢en operator. H

Propozicija 2.5.3 :(Glavna propozicija)
Neka je A operator takav da je

ml<A=MI

za neko m, M € R 1 neka je P polinom za koji vazi P(z) = 0 za svako z € [m, M]. Tada je
P(A) = 0.

Najvazniji momenat u dokazu ove propozicije se nalazi u sledecoj lemi.

Lema25.4:AkojeA=0, B0iAB=BA,tadaje AB=0.
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Ovo nije trivijalno, simetri¢nost operatora A B jeste trivijalna ali ne i njegova pozitivnost.
Tvrdenje ove leme sledi direktno iz dokaza sledece leme.

Lema 2.5.5 : Neka je A = 0. Tada postoji operator X (i on je jedinstven) takav da je X> = A i
X = 0. PiSemo \/ A = X. Takode, za svako B koje komutira sa A tj. AB=BA vaii
VA B=BVA.

Primetimo da lema 2.5.5 implicira lemu 2.5.4

(ABx,x):<\/X\/XBx, x>:<B\/Xx, ﬂx)szerjeBzO.

Dokaz leme: Zelimo da nademo operator X =0 za koji vaZi X2 = A. Pretpostavi¢emo da je
0 < A <[ (u suprotnom podelimo A odgovaraju¢om konstantom).

NekajeB=I-Ai1Y=1-X.Tadaje A=1-B,X=1-Y,0=<B <1 itrebamo resiti
jednacinu X2 = A tj.

(I-Y)Y?=I1I-B
I?-2Y+Y*=]-B
Y = B+Y2'

2
Resi¢emo ovu jednacinu pomocu niza sukcesivnih aproksimacija {Y,} definisanog na sledec¢i nacin

Yoo1= 5 (B+Y?)iYy=0.

1
2
Indukcijom po » mozemo videti da vazi:

i)Y, =017, je polinom sa nenegativnim koeficijentima po B, za svako n € N.

ii) Y, < 1. Pretpostavimo da je ¥,-; <1 i pokazimo da je ¥, <I. Y, = (B+Y%))
znamo da je B < I ako pokaZemo da je Y> | < I dokazali smo da je Y, < I. Zaista

Vi %, ) = Yoor % Yooy X0 < 1Yoy 2P < (1Y [P 1P < 1 jer je (1Yl < 1.

iii) Y41 — Y, = 0. Sta viSe u pitanju su polinomi, sa nenegativnim koeficijentima , po B.
Zaista,

Yol =Ya=3 (V2 =Y ) =3 Y+ Y)Yy = Yo)

(ovde smo koristili ¥, Y¥,,_; = Y,_1 Y, zato Sto su zbog (i) to polinomi jednog istog operatora B).
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Takode Y, + Y,_; je polimom sa nenegativnim koeficijentima zbog (i). Sada, Y, — Y = g 1
pretpostavimo da je Y, — Y,,_; polinom po B sa nenegativnim koeficijentima, indukcijom se lako
pokazuje da je Y, — Y, takode polinom po B sa nenegativnim koeficijentima. Kao rezultat
dobijamo

Y,s1-Y, =0 zasvakon e N,

Odatle na osnovu teoreme 2.5.2, Y, —» Y., za neki operator Y, (jako). Jasno, Y, = B+2—Y°2° znaci
daje X=1-Y,= VA . Takode 0 <Y, <1 mmplicira X = 0. X je (jaki) limit polinoma po B
(takode 1 po A). Zato za svako C takvo da je AC = CA vazi P(A) C = C P(A) odakle sledi
XA=XA. n

Posledica 2.5.6 : Akoje A=0i(Ax, x)=0tada Ax=0.

Dokaz: Uzmimo da je X = \/ A . Tmamo (X2 x, x) =0, a odatle sledi (X x, X x) =0 §to znaéi
Xx=0.ZatojeAx=0. ®

U dokazu leme 2.5.5 nije nam bila potrebna Cinjenica da je pozitivni kvadratni koren
operatora A jedinstven. Bez obzira na to, dokaZimo tu €injenicu.

Dakle tvrdimo, ako je X; =0, X >0iX? = A, X% = A tada je X; = X . Zaista,

DX A=X?=AX slediX X; =X, X.
it) Uzmimo y = (X — X;) x, tada

0=((A-A)x, y)=(X>-X)x, y)
= (X +X1) (X - X1) x, y)
=((X+X)y, »

=Xy, »)+<{X1y, ».

Kako su oba sabirka nenegativna sledidaje X y=0i X, y=0. Odatle X> =X X; = A.
i) |(X = X1) x11? = (X = X1)*x, x) = 0 odakle sledi da je X = X .

Sada moZemo dokazati glavnu propoziciju 2.5.3 pomocu leme 2.5.4 MoZemo
pretpostaviti da je m < M (za m = M trivijalno vaZi tvrdenje). Tada P(z) =0 za z € (m, M)
implicira da P(z) ima realne koeficijente i moZe se zapisati u obliku:

P2) = ¢ [azm @= @) T gam (Bi — D [Tz = y)* + 67 gdesuy;, 6; €R
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za neko ¢ > 0. Zaista, «; su realni koreni manji od m, B; su realni koreni ve¢i od M, a kvadratni
faktori obuhvataju sve realne korene na (m, M) (koji moraju biti parne viSestrukosti) 1 sve
kompleksne korene. Oc¢igledno A —a; [ =0, B;iI-A=01(A-v; I)2 + 5,2 I = 0. kako su ovi
operatori po parovima komutativni (kao polinomi jednog istog operatora A) njihov proizvod je
takode nenegativan na osnovu leme 2.5.4 ®

Posledica 2.5.7 : AkomI <A <M1 i P(t), P,(t) surealni polinomi za koje vazi P(t) < P,(t)
za svako t € [m, M] tadaje P;(A) < P,(A) m

Teorema 2.5.8 : AkomI <A <M1I11il¢[m, M],onda je A regularna tatka operatora A.

Dokaz: U slu€aju —M [ < A < M I, koristec¢i osobinu i) iz dela 2.5a dobijamo [|A|| < M. 1z
uslova A ¢ [m, M] sledi |A| > ||A]| 1 odatle je A regularna tacka. U opStem slu€aju posmatrajmo
operator A —a [ gde je @ = M—;"i Imamo —fI<A—-al<pBI gdeje = @ . Imajuci u vidu
da A ¢ [m, M], sledi da je A —a & [— B, B]. Odatle sledi da je A —a regularna tacka operatora
A — ] 1zato je A regularna tacka operatora A. H

Posledica 2.5.9 : Neka je A ogranieni samoadjungovani operator za koji vazi A =61, 6 > 0.
Tada je operator A inverzibilan.

Dokaz: Tvrdenje sledi direktno iz prethodne teoreme. Zaista, uzimajuc¢i da je m = 6 moZemo
zakljuciti da je A = O regilarna tacka operatora A. W

2.6 Projektori

Neka je E linearni prostor. Linearni operator P: E — E zovemo projektorom ako i samo
ako P? = P. Defini§imo E; =Im P i E, = Ker P.

2.6.a Osobine projektora u linearnim prostorima
Osobina 2.6.1 : P\, = 1dg, (tj. zasvako x € E| vazi Px = x)

Dokaz : Znamo, za svako x € E; postoji y € E takvo da je Py = x. Odatle P> y = Px pa imamo
x=Py=P*y=Pxizato Px=x. H

Osobina 2.6.2 : Operator Q = I — P je projektor i Im P = Ker O, Ker P =ImQ.

Dokaz : Lako ¢emo proveriti da je Q projektor
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Q?=(I-P*=1*-2P+P*=[-2P+P=1-P=0Q

Pokazimo Im P = Ker Q. Neka je x € Im P sledi P x = x na osnovu prethodne osobine pa
vaZzi(l — P)x=x— Px=x—x =0 sledi x € Ker Q. Sli¢no, vazi i obrnuto.

Dalje, KerP=ImQ. Neka je xeKerP dakle Px=0. Tada je
Ox=U-P)x=x—Px=x—-0=x. Obrnuto, xeImQ sledix=0x=(— P)x=x— Px dakle
Px=0t.xeKerP. m

Osobina 2.6.3 : Neka je E; =ImPiE,=KerP.Tadaje E\,+E; =EiE|(\E,=0 (tj. E| + E>
je direktna suma i E je direktna dekompozicijana E; 1 E;)

Dokaz : Zaista, PE+(I - P)E=E (jerKerP=ImQ iPx=0, (/- P)x=0 implicirax=0). &
Uzimajuéi u obzir ove osobine moZemo reci da je P projektor na E; paralelan sa E;.

Osobina 2.6.4 : Neka je T : E - E proizvoljan linearni operator, E; + E; = E i neka je P
projektor na E; paralelan sa E,. Tada PT =T P ako i samo ako su E; i E; invarijantni
podprostori operatora T .

Dokaz : Vazi, TE\ =TPE,=PTE, CE,. Zato T: E, - E;. Slicno se pokazuje za E;
koriste¢i Q = I — P umesto P.

Drugi smer: Za x€ Ey imamo PTx=Tx=TPx jer je Px=x zaxe€ E,. Za E,
koristimo Q umesto P. W

2.6.b Ortogonalni projektori

Projektor P u Hilbertovom prostoru H zovemo ortogonalni projektor ako je P = P* t.
(Px, y)y={(x, Py) zasvakox, ye H.

Osobina 2.6.5 : Ako je P ortogonalni projektor, tada Im P + Ker P.
Dokaz : Za svako x, y € H vazi:
(Px, [ =P)y)=(x,(P=P?)y)=0

StoznaCidaje ImPrIm(/—P) tj. ImPLKerP. ®

Osobina 2.6.6 : Ako je P projektor i Im P + Ker P, tada je P = P*.
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Dokaz : Za x € Ker P imamo: (Px, y)={(x, Py)=0 jer je Px=0 1 Py ImP, a znamo
ImP + Ker P.
ZaxeIlmP,(Px,(I-P)y)=0
(Px,y—Py)=0
(Px, y)—(Px, Py)=0
(Px, y)=(Px, Py)
(Px, y)=<x, Py)

jerje Px=x za x € Im P. Dakle, za svako x, y € H vazi(Px, y)={(x, Py)tj. P=P*. 1
Osobina 2.6.7 : Za svaki ortogonalni projektor vazi0 < P < I.

Dokaz : (Px, x) = (P?x, x) = ||Px||> = 0. Takode vazi ||x||* = ||Px||> + ||(I = P) x||* odakle sledi
x> = ||1Px||? izato0O<P<I. m

Osobina 2.6.8 : Neka E,=ImP; tj. E, =P, H. AkOjC P, P, = 0, ondaje P, P, = 0, E L E, 1
Py + P, je ortogonalni projektor na E; @ E;.

Dokaz : Zaista, 0= (P,P,)"=P,P,. Dalje, (P,H,P,H)=(P,P H, H)=0.
(P, +Py)> =P, +P,ivazilm(P, + P)) = E, +E,. ®

Osobina 2.6.9 : Neka je P, P, =P, P, =P. Tada je P ortogonalni projektor i
E=ImP=E,(E, gdeje E;=P;H.

Dokaz : Oc¢igledno je E| (| E, podskup od E. Takode, Px € E| jerje P=P; P, i Px € E; jer je
P = P, P,. Dakle E je podskupod E; (1 E,. ®

Osobina 2.6.10 : Ako je P, P, = P;, onda je E; podprostor od E, i P, < P,. Sta viSe, P, < P,
implicira P; P, = P; i zato je E| podprostor od E,.

Dokaz : Py = P{ = P, Py = Py P,. Sada moZemo primeniti prethodnu osobinu da bismo dobili
prvo tvrdenje. Vazi i drugo: 0 < (P, — P;)? = P, — P, odakle sledi P, < P,. Dalje imamo

IP1(I = Py) x> = (Py(I = Py) x, (I = Py) x)
=(P,(I = P2)x, (I - P,) x)
=0

odakle sledi Py — P P, =0. ®m
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Osobina 2.6.11 : Neka je P, niz ortogonalnih projektora koji konvergira jako ka operatoru P.
Tada je P takode ortogonalni projektor.

Dokaz : Neka P, x - Px za sve x € H, gde su P, ortogonalni projektori. Operator P je takode
samoadjungovan kao jaki limit samoadjungovanih operatora. Koriste¢i relacije ||P,|| <1 1
P, Px — P? x, dobijamo

[|P%x — P% Al <||P*x—-P, Px||+||P, Px— P% x|
<||P2x-P,Px||+||Px—P,x|] - 0.

Zato za sve x € H imamo P2 x = limP? x = limP, x= Px. m
2.7 Funkcije operatora; spektralna dekompozicija

Neka su a, b, m, M € R takvi da je a<m < M < b 1neka je A operator za koji vazi
ml <A <M ]I. Neka je K[a, b] skup po delovima neprekidnih i ograni¢enih funkcija koje su
granica monotono opadajuceg niza neprekidnih funkcija. Za opadajuci niz f,, koji konvergira ka f
piSemo f, N f. Takve funkcije su poluneprekidne odozgo (za svako t € [a, b] vaZi
lim,_,; x(1) = x(¢)).

Lema 2.7.1 : Neka je ¢(f) € K[a, b]. Tada postoji niz polinoma P, (t) \ ¢(¢) za n — oo za svako
t €la, b].

Dokaz : Na osnovu definicije K[a, b] postoji ¢,(t) € Cla, b] takav da ¢, () N ¢(t). Primenjuju¢i
VajerStrasovu teoremu na neprekidne funkcije ¢,(7) + 2—,135, dobijamo da za svako n postoji
polinom P, (t) takav da je

|Pu(t) = (0u(0) + 525 < 507 -

Tada P, 1(t) < @u1(2) + 2—‘; <@, + z—l; < P,(t). Zato, P,(t) je nerastu¢i 1 ocigledno
konvergira ka ¢(t) jer ¢,(¢) konvergira. ®

Prethodna lema nam omogucava da definiSemo operator ¢(A) za svako ¢ € K na nacin
koji ¢e biti opisan u sledecoj definiciji.

Definicija 2.7.2 :(Definicija ¢(A))
Neka je P,(t) N ¢(?) za svako t € [m, M]. Tada je opadajuci niz P,(A) = P, 1(A) = ...
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ogranicen jer je ¢(t) = —T Sto znaci da je P,(A) = —T I. Na osnovu teoreme 2.5.2 niz P, (A) jako
konvergira i granicu zovemo ¢(A).

Primetimo da zapis ¢(A) pretpostavlja da ova granica zavisi samo od operatora A i
funkcije ¢. Na osnovu konstrukcije ¢(A) mogli bismo posumnjati da zavisi i od izabranog niza
P,(t) kojim aproksimiramo funkciju ¢(#). Pokaza¢emo granica niza P, (A) koju zovemo ¢(A) ne
zavisi od niza P,(f) nego samo od funkcije ¢(7).

Lema 2.7.3 : Neka su Q,(#) i P,(t) nizovi polinoma. Pretpostavimo da za svako t € [m, M],
O, NU(t) e KiP,(t) N o(t) € K. Neka y(t) < ¢(t) za svako t € [m, M]. Tada

lim,, o, Qn(A) := By < By 1= lim,,,, Py(A).

Lako moZemo pimetiti, ako je ¥(f) = ¢(t), onda je B; < B, i B, < B;. Odatle
By = B, = ¢(A) 1 grani¢ni operator ne zavisi od izbora niza polinoma koji tatkasto konvergira ka
@(1).

Dokaz : Za svako n €N 1 svako t € [m, M] postoji Ny(¢) takvo da za svako N = Ny(t),
On() <Y(t) + + ikako Y() + + < (1) + = < P,(f) + ~ imamo

(2.7.4) On() < Py(D) + ~.

(ovde koristimo €injenicu da je Qy(#) nerastuci niz). Odatle sledi da postoji otvoren interval /()
oko ¢ gde vazi (2.7.4) za N = Ny(t) 1 zbog toga i za svako N > Ny(t). Dakle, imamo pokrivanje
intervala [m, M] otvorenim intervalima. Na osnovu Hajne-Borelove teoreme postoji konacan

podpokrivac. Neka je to {I(ti)}fz - Tada za Ny = max;<;<p No(t;), za svako n € N i za svako
N = Ny

ON(1) < Py(1) + +

za svako t € [m, M]. To znaci da je Qn(A) < P,(A) + % I. Pustaju¢i da N — oo dobijamo
B, =P,(A)+ % I (za sada uzimamo da je n fiksirano). Sada, pustaju¢i da n — co imamo
Bi<B,. m

Zbog ovoga za fiksirani operator A preslikavanje ¢ € K = ¢(A) € L(H) je dobro
definisano. Takode primetimo neposrednu posledicu poslednje dve leme.

Posledica 2.7.5 : Neka su ¢, neprekidne funkcije takve da je ¢, (1) v ¢(t). Tada ¢,(A) = ¢(A)
jako.
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Za sve funkcije ¢; koje smo do sada pominjali su iz klase K. Primetimo da je za
samoadjungovani operator A i P,(¢) realan polinom, operator P,(A) takode samoadjungovan.
Zbog toga za svaku funkciju ¢ € K operator ¢(A) je samoadjungovan. Sada ¢emo pokazati
linearnost, multiplikativnost i uredenje ovih preslikavanja.

D)1+ @2 @1(A) + a(A) t). (o1 +92) (A) = 91 (A) + p2(A).

Uzmimo P¥ N\ ¢;, i=1,2. Tada PV + P? \ ¢ + ¢, i izbor polinoma koji opadajuéi
teZe ka ¢ + ¢, ne uti¢e na grani¢ni operator.

i) Za c > 0 vazi (c 1) (A) = cp1(A).

ii1) (¢1 ) (A) = ¢1(A) ¢2(A). U ovom momentu ovo ima smisla jedino za ¢; =0 1¢; =0
jer u suprotnom ¢; ¢, ne mora pripadati klasi K.

Uzmimo P® N\ ¢; = 0 tada P\V(r) PP(1) \ ¢ @2, odakle sledi tvrdenje.
iv) 1z ¢; = ¢, sledi ¢1(A) = pr(A) (lema 2.7.3)

Posmatrajmo sada funkcije K — K oblika ¢ = f —¢ gde su f, ¢ € K. DefiniSimo
U(A) = f(A) —¢p(A). Lako moZemo proveriti da ako ¥ = f;—¢; =f, —¢, onda
fiter=fr+¢ odakle sledi  fi(A) + ¢(A) = fo(A) +¢1(A).  Odatle
J1(A) — 1 (A) = f2(A) — p2(A) Sto znaci da je Y(A) dobro definisano tj. da ¢ ne zavisi od
reprezentacije kao razlike f —¢. Sada se mozemo vratiti na osobine ii) i iif). MoZemo uzeti bilo
koju konstantu u osobini ii) i ne moramo pretpostaviti da je ¢; = 0 u osobini #ii). Pokazimo ovo
poslednje tvrdenje. Neka su ¢; konstante takve da je ¢; + ¢y = 0 1 ¢, + ¢, = 0. DefiniSimo

prop=@tc)ppt+c)—crpp—cpr—ccoe K-K.
Operator (¢ ¢,) (A) definisan pomoc¢u ovog identiteta jednak je ¢;(A) ¢2(A).

Ovo vazi i za kompleksne funkcije: za g(t) = ¢(¢) + iY(t) gde ¢, Yy € K — K uzmemo
g(A) =w(A)+iyY(A).

2.7a Spektralna dekompozicija

Sada smo spremni da izvedemo spektralnu dekompoziciju samoadjungovanog
ograni¢enog operatora u H .



spektralna teorija operatora.nb 51

Posmatrajmo funkciju

1, zat< A

“(I):{o, zat> A’

Ocigledno e)(1) € K[a, b]. Defini§imo E) = e)(A). Tada je E3 = E) jer je ex(t) ex(t) = ex(t) i E) je
simetrican (jer je e, realna funkcija).

Vazi:

i) E\ su ortogonalni projektori. Sta vise Ey =0 zaa<A<miEy=1zal= M.

it) E) je neprekidno sa desne strane u odnosu na A u "jakom" smislu.

Zaista, neka je ¢,() niz neprekidnih funkcija takvih da je ¢,(¢) = e,, 1 (2) 1 ¢,(2) N e (7).
Sada imamo ¢,(A) = E,, 1+ 2 Ey., 2 E) za % >a,=0. Kada n - oo, ¢,(A) N E). Zato

E)ia, — E) za @, — oo.

i) EE,=Ey zaA<p.

Ovo sledi iz ey (1) e, (1) = ey (1) za A < u. Ovu osobinu moZemo zapisati u obliku E, < E,
Zad<pu.

Familija {E)} sa osobinama i) - iii) zovemo "spektralna familija" ili "dekompozicija
jedinice".

iv) Ex A = A E, (zato Sto je E) jaki limit polinoma po A). Zato, na osnovu osobine 2.6.4
Im E) = H) je invarijantni podprostor od A.

2.7b Glavna nejednakost

Neka je A; < A,. Tada

Ai(ex, (1) — ey, (1) < (e, (1) — ey, (1)) < Az(en, (1) — en, (7).
Stavljaju¢i A umesto ¢ i koriste¢i vezu izmedu funkcija i operatora dobijamo glavnu nejednakost

(276) AI(EA2 —E,\l) SA(EM—E,\]) SAQ(EM —E,\l).
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Neki slucajevi ove nejednakosti su od posebnog zna€aja. Uzimajui Ay <m 1 Ad; =A
imamo

AE,<AE),
1zad; =A1 Ay, > M imamo
M -E)<A(I-E)ili(A-ADE,<A-AlL
Uocimo da je E),,, := E,, — E,, ortogonalni projektor. Kako E), ,, komutira sa A,

podprostor H,, ), =ImE,, ,, je invarijantan podprostor od A i za x € H,, ;, imamo
Ay Iy, <Amn,,, < Ay Iy, ,, - Zato za A € [Aq, A;] imamo

_SIHMM =(A- AI)|HA1A2 = SIH)LI)LZ > gdeje =2 —A;.
Na osnovu osobine i) iz dela 2.5a dobijamo
A=Ay, , <e.

To znaci da je na$ operator blizu konstantnom operatoru na ovom podprostoru.
Primetimo da ne znamo da H,, ,, nije trivijalan (nula) podprostor. U suprotnom bismo mogli reci
da je A "skoro" sopstvena vrednost i svaki ne-nula element H,, , je "skoro" svojstveni vektor.

2.7.c Konstrukcija spektralnog integrala

Sada ¢emo napraviti integral koji zovemo "spektralni integral”. Posmatrajmo particiju
mtervala (a, b): a<dg<m=A; <...<A,_1 =M <A, <b tako da vazi A = max |[A;;; — A < €.
Izaberimo (proizvoljno) w; € [A;, A;+1]. Stavljajuéi u (2.7.6) imamo

TSI M(En,,, — Ey) < ACCIZY By, — En)) = A
< YiZo Mes1(En,, — En.

Posmatrajmo operator ZZ;(I) H(Ey,, — Ey). Kako je —& < Ay — pg 1 Ags1 — py < € sledi
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—&1 < 3320 A — w) (En,,, — En)
<A-Yiom(Er,, — Er)

< Y020 Miert — i) (B, — En)
<el.

Na osnovu osobine i) iz dela 2.5a —¢ I < T < g1 sledi ||T|| < € dobijamo

A =S80 i, — Ex)ll < €

za proizvoljnu particiju intervala, gde je norma particije ne veca od & i proizvoljan izbor y; iz
intervala particije.

Tada postoji granica (u normi operatora) kada & — 0 i prirodan naziv za tu granicu je
"integral". Tako smo definisali pojam spektralnog integrala

A= ["AdEy= [ NdE\ = [T AdE,.

Mogli bismo uzeti bilo koje a < m za donju granicu integrala koju bismo izrazili sa m — 0.
Takode mozemo uzeti bilo koje b > M ali zbog neprekidnosti sa desne strane za granicu
uzimamo baS M . Primetimo da je Ey =1 zaAd= M 1 Ey =0 za A <m tako da formalno moZemo
zapisati f_ O:O/l dE) jer je d E, identiCki jednak nuli izvan intervala [m, M).

2.7d Hilbertova teorema za spektralnu dekompoziciju samoadjungovanog ogranicenog
operatora

Teorema 2.7.7 :(Hilbert)

Za svaki samoadjungovani ograniceni operator A na Hilbertovom prostoru H takav da je
ml <A <M I, postoji familija E) za A € R, ortogonalnih projektora takvih da vaze sledeca
tvrdenja:

DE,=0zal<miE,=1zaA=M.
ii) Ey .o = E) (neprekidnost sa desne strane).
iii) £, < E), zad| <A, iliekvivalentno E), E,, = E;, zad; <A,.

(osobine i) - iii) znaCe da je {E)} spektralna familija)

iv) A= f_ 0;/1 d E, gde integral konvergira u normi operatora.
v) E) je jaki limit polinoma po A i zato komutira sa svakim operatorom B koji komutira
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saA.
vi) |Axl* = [A%> d(E) x, x).
vii) Familija {E)} koja zadovoljava i) - iv) je jedinstvena.

Dokaz : Ve¢ smo ranije dokazali i) - v). vii) necemo dokazivati jer dokaz prevazilazi okvire ovog
rada, ali ¢emo dokazati vi).

Primetimo da je (E) x, x) monotona funkcija po A za svako x 1 f A2 d(E) x, x) moze biti
shva¢en kao Riman-Stiltjesov interal.

Vratimo se definiciji (opisu) integrala f AdE, i primetimo da su AE), = E, , — E), po
parovima ortogonalni ortoprojektori: AE) + AEy, za i# j tj. AE} AE, =0. Sta vise
1A Ex, xII? = (A Ey, x, x) = (E;
konvergira ka operatoru A u normi operatora. odatle sledi da ) u; A E). x konvergira ka A x za

x, x) —(E), x, x). Kao Sto je ranije dokazano suma }, u; A E),

i+1

svako x. Zato za Riman-Stiltjesove sume vaZi:

I3 pi AEp Xl = (X i AEy, x, X ptj A Ey, x)
= 2 i piA Ey x, AEy, x)
= Y (AE), x, x) - ||Ax]]?

Sto dokazuje vi). B

Propozicija 2.7.8 : Neka je ¢ neprekidna funkcija na [a, M], a < m. Defini§imo integral
fm Afogo(/l)clEA kao granicu sume } ¢(u;) A E), gde norma particije tezi nuli. Ovaj integral
konvergira u normi operatora ka operatoru ¢(A) koji je dat u definiciji 7.0.2. :

M )
@A) = [ " @) dE) iodatle lp(A) x|> = [¢*(1) d(Ey x, x).
Dokaz : Neka je ¢(t) = t*. Tada je
Ab = (R AE) = X AEy, - [ANdE,.
X M i ) N ) ) M
Odatle, A* = fm _0/1 dE). Sledi da za svaki polinom P(1) imamo da je P(A) = fm _OP(A)clEA.
Neka je ¢ € Cla, b]. Za dato & > 0 nadimo polinom P(¢) takav da je |¢(t) — P(t)] < & za svako

t € |a, b]. Veza izmedu funkcija i operatora implicira da vazi:

—el<p(A)-PA) <el.
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Tada je

(2.7.9) llp(A) — P(A)ll < €.

Kao $to smo ve¢ pokazali za svaki polinom P(A)
P(A) = [P()dE,

1 zato znamo da za particiju {A;} intervala [a, b], b > M sa normom particije 6 > 0 (uzmimo
0 < &) iproizvoljno A; < y; < A;;; imamo

(2.7.10) IP(A) - 2 P(u) AEy |l < e.
Neka je
Q711 T=3XPu)AE, - Seu)AEy,.

Kako je —& < P(u;) — ¢(u;) < € imamo, —e < T < ¢ §to znaci da je ||T|| < €. Kombinuju¢i (2.7.9),
(2.7.10) 1 (2.7.11) imamo ||¢(A) — 3, (1) A E) || = 3 &. Odatle, spektralne integralne sume za
¢(A) konvergiraju u normi ka operatoru ranije definisanom kao ¢(A). =

Primeri : i) Neka je A kompaktan samoadjungovan operator: A x = ), A; (X, ex) ex. Tada
Exx=paenerz2ad <01 Eyx=x—3 (X ex)ep zad>0.

ii) Posmatrajmo u L, [0, 1] operator A x(#) = t x(¢). Ocigledno je Ak x =tk x izbog toga za
svaki polinom P(A) x = P(t) x. Odatle za svaku neprekidnu funkciju imamo ¢(A) x = ¢(¢) x 1 isto
vazi za svako ¢ iz klase K tj. ¢(A) x(t) = ¢(t) x(t) 1 E) x(t) = e)(¢) x(1).

2.7e Spektralna familija i spektar samoadjungovanog operatora

Teorema 2.7.12 : Neka je A samoadjungovan ogranien operator. Tacka Ay je svojstvena
vrednost operatora A ako i samo ako je Ay tacka prekida E; u jakom smislu. (Neprekidnost E) u
Ag znaCida je limy_,), Ey = E),.)

Dokaz : Neka je Ay tacka prekida E, . Posmatrajmo ortoprojektore Eyy, = E), — Ex, za A <Ay 1
podprostor H),, = ImE),,. Na osnovu teoreme 2.5.2 monoton niz Ej,, ima jaki limit P, kad
A 7 Ay, a na osnovu osobine 2.6.11 zakljuCujemo da je Py ortoprojektor. Kako E) ima prekid u
Ao, postoji vektor xy takav da je limy .y, Exy, Xo = X0 # 0. Pokazimo da je xo € Hyy, za svako
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M < Ag. Zaista, Eyp Ex, = Exy, za g < A <2y, imamo

E o, X0 = E, limy g Exy, Xo = limy ) g Exag Xo = limy o, Exa, Xo = Xo
Sto znaci da je xo € H),,. Imajuciu vidu (2.7b) dobijamo

ICA = A0 1) xoll = |1 = Aol lIxoll-

Pustajuci da u tezi ka Ay dobijamo A xy = Ag xp.

Pretpostavimo sada da je Ay svojstvena vrednost operatora A. Uzmimo & > 0. Koriste¢i
nejednakost A(I — E)) < A(I — E)) (videti 2.7b) sa A = Ay + &, dobijamo

(Ao +&) (I — Exgee) < AU — Epgse)-
Dalje, stavljaju¢iA = 1y — € u A E) < A E) dobijamo
AE, <Ay —8)E) ¢.
Neka je xp # 0 svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrednosti Ay. Tada vaZzi

(Ao + &) (I = Exjte) X0, X0) < Ao {(I — Epy1e) X0, X0)»
Lo (Ep-¢ X0, X0) < (Ag — &) (Ep,—s X0, X0) -

Kako je I—Ey+=0 1 Ey_.=0, zakljuCujemo da je &((I — E)+¢) X0, X0) =0 1
£ (E),—¢ X0, X0) = 0. Znamo da za svaki ortogonalni projektor P vazi

(Px, x)=(P?x, x) =(Px, Px)=||Px|*.

Zato E),_ xo = xp # 01 E) ¢ xo = 0. Odatle sledi da je Ay tacka prekida E;,. m

Teorema 2.7.13 : Neka je E) neprekidno u Ay u jakom smislu i pretpostavimo da postoje nizovi
A, neopadajuci i u, nerastuci takvida A, < Ao < u,, 4, —A, = 0 iprojektori P, = E,, — E, nisu
degenerisani tj. P, #+ 0 za svako n. Tada je Ay tacka neprekidnog spektra operatora A.

Dokaz : Uzmimo H, = Im P,,. E) je jako neprekidno i zato P, — 0 jako. Znamo H, + 0 za svako
n. Na osnovu ||A—/1I||HMz < ¢ (videti 2.7b) postoje x, € H,, ||x,|| =1 takvi da je
[|A x,, — Ap x| < p, — A, = 0 kad n — 0. Odatle je na osnovu teoreme 2.2.7 Ay taCka spektra
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operatora A. Broj Ay nije svojstvena vrednost jer je E) neprekidno u Ay. Samoadjungovani
operatori nemaju rezidualni spektar, Sto smo pokazali u teoremi 2.2.9. Zato je Ay tacka
neprekidnog spektra operatora A. W

Teorema 2.7.14 : Neka je E, spektralna familija samoadjungovanog operatora A i neka je
E,—Ey =0, u>A.Tada je svako Ay € (A, u) regularna tacka operatora A.

Dokaz : Znamo da vazi u(I - E,) < A(I - E,), A E) < A E, (glavna nejednakost 2.7b). Kako je
E, = E) imamo

(2.7.15) u(l—E) <A -E), AE, <)AE,

Uzmimo H; =ImE), =ImE,, H, = Im(/ — E,). Podprostori H; i H, su invarijantni u odnosu na
A 1 H ®H,=H. Primenjuju¢i (2.7.15) na H, imamo A |y, =ul 1 odatle

(A=2 D) |y, =(u—2Ap) I, p—2Ap>0. Slicno, koriste¢i (2.7.15) na H, dobijamo A |y, <Al 1
odatle (A\g I = A) |z, = (A0 —A)1, Ao —A > 0. Na osnovu posledice 2.5.9 sledi da su operatori
(A=2o D) |g, 1 (A—2Aol)|p, inverzibilni. Odatle je i operator A —Aq [ inverzibilan. Zaista, za
X=x1 +x2,x] € Hy, x, € H, mozemo uzeti

A-2D"x=((A-20D |u) "' x1+(A=2D lu) " %

1 direktno se proverava da je ovaj operator inverzanza A — Ao /. ®
2.7f Prost spektar

KaZemo da A ima prost spektar ako postoji xo € H, koji zovemo generator, takav da je
{AE) xo = (E), — E),) X0 : zasve A} < Ay} kompletan skup u H. Lako se vidi da je ovo
ekvivalentno Cinjenici da je {¢(A) xo} gust skup u H gde ¢(¢) ide preko familije svih neprekidnih
funkcija na [a, b].

Definicija 2.7.16 : Operator U : H - H zovemo izometrija ako je (U x, U y) = (x, y) za sve
x, y € H. Ako je operator U izometrijailm U = H tada U zovemo unitarni operator.

Kazemo da su dva operatora A; 1 A, unitarno ekvivalentni ako postoji unitarni operator
U takav daje A; = U~! A, U. Takode koristimo ovu notaciju i u sluéaju A;: H; > H; zai=1, 2
kad je U : H —» H, izometrija "na".
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Teorema 2.7.17 : Neka je A samoadjungovan ograni¢en operator sa prostim spektrom i
generatorom xy. Neka 0(1) = (E) xp, xp) gde je {E,} spektralna familija ortoprojektora definisana
sa A. Tada je A unitarno ekvivalentan operatoru 7 : L*(0(Q) » L3 (0(Q)) gde T (L) = Ap(A).

Dokaz : Prvo posmatrajmo proizvoljnu neprekidnu funkciju ¢(A) € Cla, b] (gde
suppg(d) C [a, b]). Prostor L?(c(A)) je definisan kao komplement takvih funkcija sa normom

HM:JﬁWMWdM

i zato je skup takvih funkcija gust u L2(o-(1)).

Posmatrajmo  preslikavanje U:¢- y,=¢A)xg = f eAN)dE)xy). Tada
||ysD||2 = fa bgoz d{E) xo, xg) = IIQDII%Q(U(M). Lako se proverava da uslov prostog spektra implicira da
je {y,} gust skup u H. Na ovaj nacin linearno preslikavanje U je proSireno sa gustog skupa
neprekidnih funkcija na kompletiranje L*(c(d) i napravili smo izometriju U : L*(c()) » H
("na", jer je slika izometrije kompletan prostor). Ostaje da se proveri da vazi U™' A U ¢ = Ap(Q).
Kako je

Ap(A)xo = [Ap(}) dE) xo,

imamo da je U™ A y, - 2p(1). m
2.7.g Spektralna teorija unitarnih operatora

Potsetimo se prvo nekih osobina unitarnih operatora. Operator U : H - H zovemo
unitarni ako je (Ux, U y)=(x, y) zasve x, ye H i ImU = H. Slede neke osnovne osobine
unitarnih operatora.

HUU*=1=U"U tjU jeinverzibilani U~! = U*.
ii) U je linearan operator.

iii) Ako je U linearan operator i ImU = H 1 (U x, U x) = (x, x) za sve x € H tada je U
unitaran operator.

PokaZzimo prvo da je operator U inverzibilan. Pretpostavimo da je Ux=Uy , x + y.
Tada vazi



spektralna teorija operatora.nb 59

0=Ux-Uy, Ux-Uy)
=Ux,Uxy—Uy,Ux)y—Ux,Uyy+Uy, Uy)
=X, 0 =y, ) =6 )+, W
=@-yx=-ytx=y

Jednakost (Ux, U y)={(x, y) za sve x, ye H implicira (U f, g)=(f, U ' g) za
f, g€ H.Nekaje f =a; fi + a; f,. Imamo,

(U f.gy=<f,U"g)

=a;{(fi, U ' g+ (fp, U g)
=a (U fi1, &) +aa (U f2, )

= Ufi+tarU fr, g).

Kako je g proizvoljno sledida je U f =a; U f; + a, U f,. Pokazali smo i) i ii). PokaZzimo da

vazi iii).
Koristeci ||U x|| = ||x]| za sve x € H i injenicu da je U linearan operator dobijamo

Ux,Uyy=7 WU+ I*= U= DIF+illU+ipIP=illUx=ipI*)
= 2 (e + yIP == P +illx+i vl —illx =i ylI*)

={x, y).

Primer: Furijeova transformacija na L,(—oo, c0)
F@ = - limy_., [ f(0) &7 dt:= (F f)(@)
m LN - 00 _N .

je unitarni operator. Limes se shvata u smislu L,(—o0, c0). Sta vise kako je F* = F~! formula za
F~! se dobija zamenom i sa —i.

U nastavku ¢emo videti osobine spektra unitarnog operatora. Neka je U unitaran
operator na Hilbertovom prostoru H . Tada

DoU)c{AeC:|Al=1}

Kako je IUII=IU*|l=1 imamo da je o(U)c{reC:|A|=<1} i
oc(U")c{AeC:|A| < 1}. S druge strane iz jednakosti A~ — A ' I=QI-A)ATAT zad#0
zakljuujemo da je A=! =A=' I inverzibilan ako i samo ako je A —A [ inverzibilan. Odatle sledi
oA~ ={A"1: 1 € (A)}. Imajuéi ovo u vidu i &injenicu da je U~! = U* dobijamo da je
o(U) c{A € C:|A| = 1}. Odakle sledi tvrdenje.
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ii) Ako je U x; = A; x; 1A # Ay, tada je (x;, xp) = 0. Zaista
(x1, x2) =(U x1, U x2) = 1 A5 {x1, X2)

odakle sledi da je {(x;, x;) = 0.

iii) KaZemo da podprostor E C H redukuje A ako i samo ako
A:E->EiA:E- > E*,

tj. i E i E* su invarijantni podprostori. Ako U:E - E iU ':E— E,tada U:E* - E* tj. E
redukuje U . Ovo sledi iz (U x, y) = (x, U™ y).

Posmatrajmo Loranov polinom P(z) poziz ! zalzl=1t.z=¢€",r€R
P(2) = Yiemar e’ = Tl ac .

Primetimo da vazi P(z) = P(2) = F(%). Ovde P(z) znadi P(z) = Y a; Z*.

Sada definiSimo operatpr P(z) |-y = P(U) = Y;__,,ax U k. Ova veza izmedu Loranovog
polinoma 1 operatora ima sledece osobine:

i) Linearnost: (P + P) (U) = Py(U) + P,(U).
ii) Multiplikativnost (P; P,) (U) = P1(U) P,(U).
iii) PU") = Yax U™* =P(U™") = P(@) |:-u .

iv) Ako je P(z) =0 za|z| =1, tada je P(U) = 0.

Ove osobine su ocigledne osim iv) koju ¢emo dokazati. Po¢e¢emo sa lemom.

Lema 2.7.18 : Pretpostavimo da je P(z) = 0 za |z| = 1. Tada postoji drugi polinom Q(z) takav da
je P(2) = 0(2) 0@@) = |Q(2)* . Primetimo da je 0() = 0(2) = O(7).

Dokaz : MoZemo razmatrati P(z) + € > 0 umesto originalnog P(z) i nakon Sto postavimo dokaz
pustimo da & —» 0. Imamo

(2.7.19) " P(2) = ¢ [Tjgy <1 @ = @) [Tigps1 (2= B)-

Sadaza|z| =1
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(2.7.20) PR =7"c[l(+-@) (5 - B) = PQ

Poslednja jednakost vaZi jer je P(z) realan za |z| = 1. Primetimo da je 7™ = 7" i da je broj svih
korena n + m.
Tako (2.7.20) postaje

PO=mal [-%)]| |-5)=P0

i

ovde smo "pokupili" ¢ i proizvode @; i 8; u broj ¢;. Odatle

@721)  2P@=c]](-=)][-%)

za neko ¢y . Uporedujuéi (2.7.19) sa (2.7.21) dobijamo

SHe-ae-Br=c| -+ [-%).

Odavde vidimodajen=m:=k i §3; = zasvakoi=1, ..., k. DefiniSimo Q(z) = [, (z — @;).

L
@

Tada je
0(2)0@) = Z 1L (z—a) [T (- B) = c3 P(2).

Kako je P(z) > 0 za |z = 1 imamo da je c3 > 0 i zbog toga moZe biti apsorbovanou QiQ. ®

Sada dokaz osobine iv) sledi direktno iz prethodne leme, jer vazi

PU) = Q) Q)" = 0.

Dalje nastavljamo kao u slu¢aju samoadjungovanih operatora. Nacin rezonovanja koji ¢e
biti predstavljen je identi¢an onom koji smo koristili kod samoadjungovanih operatora.

Ponavljamo konstrukciju funkcije operatora kao $to je radeno u definiciji 2.7.2. po¢injemo
sa funkcijom @(e'’), 0 <t <2n iz klase K. Neka je ¢(z) = ¢(e'’) = 0 (imajuéi u vidu |z| = 1) i
neka P,(z) N ¢(e'’) za svako t. Defini§imo ¢(U) = 0 kao jaki limit P,(U). Ovaj limit postoji na
osnovu teoreme 2.5.2 i leme 2.7.18. Operator ¢(U) je dobro definisan, §to se moZe proveriti na
identi¢an nacin kao $to smo lemom 2.7.3 potvrdili definiciju 2.7.2. ProSirujemo definiciju ¢(U) na
funkcije oblika c; @1 + ¢ ¢, za sve realne brojeve c¢; 1 c; i sve kompleksne brojeve c¢; i c,. Nase
definicije su konzistentne imajuc¢i u vidu jedinstvenu dekompoziciju ¥(z) = ¢¥(z) +iYr(z) za
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Y1(2) = Re y(2) 142(2) = Imy(2) iodatle Y(U) = ¢ (U) +ipho(U).

Sve osobine veze ¢(e'’) — ¢(U) kao §to su linearnost, multiplikativnost, ¢uvanje uredenja
za funkcije sa realnim vrednostima mogu biti pokazane kao u slucaju samoadjungovanih
operatora. Posebno vaZzi

e(U)" = ¢(2) |:=v
Sto sledi iz ¢injenice da to vaZzi za aproksimativne polinome.

Da bismo napravili "spektralnu familiju projektora" unitarnog operatora, posmatracemo
sledece funkcije:

w(”)_{l,za0<tsl
MEIZN0, zar<r<2x
iYo(e'’) =0, Y (e'") = 1. Takode neka je

1, zat=0
0, zaO<t<2m.

Yo(e') = {

Tada su Y\ (U) = Ey iYo(U) = Ej ortoprojektori.
Kao 1 u slu¢aju samoadjungovanih operatora vazi neprekidnost s desne strane ove familije.

Sada smo spremni da konstruiSemo spektralni integral. Prvo, za t; > t;_ 16; € [t,_y, ;]
posmatrajmo funkcije

x(€) = el = 3y e (g () — ¥, (€1)).

Pretpostavimo da je max;|t; — t;_;| < &. Za svako t nadimo k takvo da je #;_; <t < ;. Tada
Ix(el < e - <t -6 <e.

Zato je y(e') y(e'") < 2 odakle sledi da je y(U)* x(U) < &2 I §to znadida je
)l = U = 21y e (B, — E,, )l < &.

Dakle, integralna suma aproksimira U u odnosu na normu i zato mozZemo zapisati
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U= fohe”clEt.
Sta vise

U= [P dE,
za n=0,%+1,+2,... (za negativne stepene koristimo adjungovani operator
Ur=U" = ["e " dE,).

0
Kona¢no, ba$ kao S$to smo to uradili za samoadjungovane operatore, dokazali smo da za

svaku neprekidnu funkciju ¢(e'’) imamo

oU) = [T p(e") dE,.

Lema 2.7.22 : Neka je U unitaran operator. Tadka e/%, Ao € [0, 2] je svojstvena vrednost
operatora U ako 1 samo ako je Ay tacka prekida za E, (u jakom smislu s leva).

Dokaz : Neka je Ay tacka prekida za E) i neka je Ej, = E), — Ex za A <1y. Kao u dokazu
teoreme 2.7.12 dobijamo da postoji xp # 0 takvo da je xo € ImE),, za svako A < Ay. Imamo
sledece

(U—-e™Dxg=(U—-eMI)Ey, xo i

(e — &) (Y, (") = Ya(e"))] < maxpg;<p, €' — €] < [A = Aol
Koristec¢i iste argumente kao i kod izvodenja spektralnog integrala zakljucujemo

(U = e D) xoll < (U =€ 1) Exp, |l 1ol < 1A= Aol [1xoll-

Pustajuéi da A — Ay dobijamo U xo = /% x;.

Pretpostavimo sada da je ¢/ svojstvena vrednost operatora U . Imamo
i 2 _ (27 id _ Lidg)2
0=I(U=e Dxoll” = [ "le'* = e M|” d(Ep xo, x0).

Pretpostavimo da je 0 < 1y < 2x. Za dovoljno malo & > 0 dobijamo

21

, .
selet =€ d(Erxo, x0) = 0,
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No—&, )
16t = e dE xo, x0) = 0.

Vazi |eit — e = 62 zasve A € [0, 2 7]\ (Ao — &, Ao + &) za neko & > 0. Dakle

6 7 d(Exxo, x0) = 0= 6% [} d(Ex %, x0)
odakle sledi

6*((x0, X0) = (Erse X0, X0)) = 0

6% (Ex_e X0, Xo) = 0.
Odavde dobijamo

(Ese X0, Xo) = (X0, X0) 1 {Ex_¢ X0, X0) =0

Sto znaci Ey . xo = X9, Ex_oxo =0. Zato je Ay tacka prekida za E). U slucaju Ag = 27 imamo
E> » xo = xo po definiciji E; ; 1 E)_o xo = 0 kao iranije. ®

Teorema 2.7.23 : Neka je U unitaran operator. Tada postoji samoadjungovani operator A takav
daje U =é'".

Dokaz : Neka je E, spektralna familija projektora unitarnog operatora U . Defini§Simo operator A
na sledec¢i nacin:

Ax:fomtclE,x,zaer.

Iz ¢injenice da su E; samoadjungovani operatori sledi da je i A samoadjungovan. Na osnovu
spektralne dekompozicije sledi da je U = /4. m

Teorema 2.7.24 : Neka je U unitaran operator. Tada je 0(U) = @

Dokaz : Imajuéi u vidu da je o(U) C {A € C: |A| = 1} Sto smo ranije pokazali, svaka taka spektra
operatora U je oblika e/ gde A € [0, 2 7]. Na osnovu prvog dela dokaza teoreme 2.2.9 imamo

(Im(U = et )" = Ker(U* — e ]).
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Odatle, ako je Im(U — ¢’ I) + H, tada je Ker(U* — ™' I) ne trivijalan. Neka je U* xo = "% x
gde je xo # 0. Dobijamo da je U xq = €' xy, tj. Ker(U — /% I) # {0}.Odatle sledi da je ¢'*
svojstvena vrednost, a ne tacka rezidualnog spektra. ®

Lema 2.7.25 : Neka je E, spektralna familija unitarnog operatora U, neka je E, neprekidna u
jakom smislu u Ay 1 pretpostavimo da postoje nizovi A,, neopadajuci i y; nerastuci takvi da je
Ay < Ao < fy, 4y —A, = 0 1neka projektori P, = E, — E,, nisu degenerisani tj. P, # 0 za svako
n. Tada je ' tacka neprekidnog spektra operatora U .

Dokaz : Kao u dokazu teoreme 2.7.13 dobijamo niz x, € H, := Im P, tako da je ||x,|| = 1. Na isti
nacin kao u lemi 2.7.22 imamo

(U = D xall < litw = Al 0]l = [ty = Al = 0

kad n - co. Odatle, na osnovu teoreme 2.2.7 €'Y je tacka spektra operatora U . tacka ¢/ nije
svojstvena vrednost jer je E), neprekidna u Ay. Imajuci u vidu da unitarni operatori nemaju
rezidualni spektar sledi da je ¢/% tacka neprekidnog spektra operatora U. M

Teorema 2.7.26 : Neka je E) spektralna familija unitarnog operatora U ineka je E,, — E, =0,
A; > Ay. Tada je svako Ay € (A1, A;) regularna tacka operatora U .

Dokaz : Uzmimo H, =ImE), =ImE,,, H, =Im(I — E),). Podprostori H; i H, su invarijantni u
odnosuna U i H, ® H, = H. Sta vise operatori U |g, 1 U |y, su unitarni. Za sve x; € H; imamo
(U —-e)x; = (U — €M I)Ey, x; izato

; 2 27, 12 ;
(U = e Dxll” = [l = e %" gy, (¢ d(Ep x1, x1)

Y 2
= [ lett = et d(Ey x1, x1) = 6F (1|
za neko &; > 0. Sli¢no za svako x, € H, imamo (U — e I) x, = (U — ' 1) (I - E),) x, i zato

: 2 2m, 2 :
(U = et Dxoll” = [ — e o|” (1= g, (e'Y) d(Ep X2, X2)

2% S P2
= [ 1eM = el d(Eyx, 10) = 63 ol
za neko 0, > 0. Dakle moZemo zakljuciti da za unitarne operatore U; i U, vaZzi

(U, — e D) x| = 6; llx | zax; € Hy,
Uy — e D) x,| = 6, lIxall zax, € H,.
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Sledi da ¢'* nije svojstvena vrednost operatora U; i U,. Iz ovih nejednakosti sledi da su
Im(U; — ™ I) i Im(U, — /% I) zatvoreni podprostori od H, i H, redom. Zato ¢'* nije tacka
neprekidnog spektra operatora U; 1 U,. Imajuci u vidu da unitarni operatori nemaju rezidualni
spektar zakljuéujemo da su operatori U; — e/ I i U, — €' I inverzibilni. Odatle sledi i da je
operator U — ¢’ Y [ inverzibilan. Zaista, za x = x; + x» gde x; € Hy, x, € H, uzmimo

. -1 . —1 i -1
(U=eM) x=(U=-e")g) x+(U=-e")p) x
i direktno se proverava da je ovakav operator inverzanza U —e'™ . ®

2.8 Neograniceni samoadjungovani i simetri¢ni operatori u H

Neka je A linearan operator definisan na nekom (linearnom) podskupu Dom A
Hilbertovog prostora H. Uvek ¢emo pretpostaviti da je DomA = H i pisatemo 9, umesto
DomA.

Za dato y € H pretpostavimo da postoji y* € H tako da za svako x € Dy

(2.8.1) (Ax, y)=<(x, y*).

Uslov D, = H garantuje da ako takvo y* postoji onda je jedinstveno. Zaista, ako je
(Ax, y) ={x, y])=(x, ¥5), onda je {x, y] — ¥3) =0 za sve x € Dy4. Odatle sledi da je y] = y5.
Primetimo, ako je y* jedinstveno odredeno sa (2.8.1), onda 9D, mora biti gust skup u H, u
suprotnom uzimaju¢i y* # 0 1 y* + Dy, dobijamo vise od jednog elementa koji odgovara y = 0.
Dakle, definiSimo domen D4+ dualnog operatora A* kao skup koji sadrzi sve y za koje y* postoji
1 operator A* se ponaSa po formuli y* = A* y. Na osnovu toga, za svaki linearni operator A sa
D4 = H mozemo definisati dualni operator A*.

Sada ¢emo videti nekoliko osobina dualnoh operatora.

i) A* je zatvoren operator.
Ocigledno je, ako y, = y, ¥i = ¥y 1 (A X, y,) =(x, ¥;;) zasve x € Dy, tada (A x, y) = (x, y*) Sto
znaCidaye Dy 1A*y = y*.

ii) Kazemo da je A; C Ay ako Dy, C Dy, 1Arx=A x zasve x € Dy, t]. A; je restrikcija
A na Dy, . Jasno, ako je A} C A,, onda je A7 2 A3.

iii) Pretpostavimo da A dopusta zatvaranje, tj. zatvaranje grafika operatora A je grafik
nekog operatora A. Pokazimo da je A" = A" iako (A% postoji (Sto znaci da je Dy gustu H),
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tada A C A*". Zaista, kako je A C A imamo A C A*. Uzmimo y € D,-. Neka je x € Dy i
X, > X, X, €Dy i Ax, > z=Ax. PuStajuéi limes u jednacini (A x,, y) = {x,, y*) dobijamo
(Ax, y) ={x, y*), odakle sledi da je ye A . Dalje, za sve y€ Dy i xe& Dy imamo
(Ax, y)={(x, A* y) ili (A* y, y) = (x, Ax) odakle sledidaje x € Dy~ i A*" x = Ax.

Kazemo da je operator A simetriGan ako D, = H izasve x, y € Dy
(2.8.2) (Ax, y)y=(x, Ay).

Zato je A C A* (ovo je u stvari definicija simetri¢nosti operatora A)

Primetimo da za svaki simetriCan operator B D A (simetri¢na ekstenzija) vazi B C A* jer
B C B* C A*. Dakle, sve simetricne ekstenzije B simetricnog operatora A su izmedu A i A* tj.
A C B C A*. KaZzemo da je operator A samoadjungovan ako je A = A*.

Teorema 2.8.3 : Ako je A simetri¢an operator i ImA = H, onda je A samoadjungovan operator.

Teorema 2.8.4 : Ako je A samoadjungovan operator i postoji formalni inverzni operator A~! (§to
znaci da je KerA =0, tj. A je "1-1" preslikavanje sa D, na ImA), tada je A~! takode
samoadjungovan operator.

Teorema 2.8.5 : Neka je A zatvoren simetriCan operator. Brojevi n, = codimA 4(z) su konstanta
zasve z salmz>01izasve zsalmz<O0.t.

codimA,(z) =n; zasve zsalmz>01
codimAy,(z) =n, zasve z salmz<O0.

Ovde je Ay(A) =Im(A — A 1). Za brojeve n; in, kazemo da su indikatori defekta operatora A.

Teorema 2.8.6 : Neka je A = A*. Tada vazi

i) indikatori operatora A su (0, 0) i 0(A) C R
i) 0(A) = 0 ,(A) U oc(A).

Teorema 2.8.7 : Neka je D, = H. Operator A dopusta zatvaranje ako i samo ako postoji A**
(3to znacidaje Dy gust skupu H), itadaje A™ = A.

Neka je A zatvoren simetrican operator. DefiniSimo za svako x € Dy

(2.8.8) y=@A+ixiz=(A-il)x.
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Prostori Hy :=Im(A +i I) i H, :=Im(A — i) su zatvoreni podprostori prostora H. Takode oba
operatora A =i/ su "1-1" jer +i ne mogu biti svojstvene vrednosti simetriCnog operatora. Dakle,
x na jedinstven nacin definiSe i1 y i z. DefiniSimo operator V : H; - H, na slede¢i nacin: z=V y.
Koristeéi (2.8.8), imamo

(Vy, Vyy=(A-iDx, (A-il)x)=Ax|I* + |Ixl*
=((A+iDx, A+iDx)={y, y)

1 odatle sledi da je V izometrija. Primetimo da 1 nije svojstvena vrednost operatora V jeriz y = z
sledix=01z=y=0.Ovuizometriju V zovemo Kejlijeva transformacija operatora A.
Inverzna transformacija je

x=25U-V)yiAx=5U+V)y.

1
2
Dakle, Ax=i(l +V)(I-V) 'x, gde je (1 - V)~! formalno definisano jer 1 ¢ o,(V).

Ako je A samoadjungovan operator, na osnovu teoreme 2.8.7 H; = H, = H i zato je V
unitarni operator.

Neka je {EA}z familija ortoprojektora takvihdaje Ey <E, zaa<A<u<biEyo=Eyu
jakom smislu (poluneprekidnost s desna). Neka su a i b konacni realni brojevi i neka je ¢(¢)
neprekidna funkcija na [a, b]. Na isti naCin kao u propoziciji 2.7.8 definiSimo integral
fa b(p(/l) dE) x za x € H 1dobijamo jednakost

(2.8.9) I[P e dEy x| = [(loOP d(Ey x, x).

Dalje, definiSimo nesvojstveni integral f_ O:Ogo(/l) d E) x kao granicu po normi prostora H integrala
f_ A:/go(/l) dE)x kad M, N — oo, za one x za koje granica postoji. 1z (2.8.9) zakljucujemo da je
ovo slucaj ako i samo ako

[ le@)P? d(Ey x, x) < co.

Teorema 2.8.10 : Neka je {E,}>,, spektralna familija ortoprojektora E) tj. Ey < E, zaA<pu iu
jakom smislu £y, - 0 kad A - —o0, E) - [ kad A - o0 1 E) o = E) (poluneprekidnost s desna).
Posmatrajmo operator A takav da je

D(A) = {x: [T A2 d(Eyx, x) < o} i
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A= [T NdE,,
Sto znaCida zax € Dy imamo A x = f AdE) x. Tada je A samoadjungovan operator i vaZzi

IAXI? = [A2d(Epx, x) .

KaZemo da A ima spektralnu dekompoziciju ako postoji spektralna familija {E£,}~,, takva
da za A vaZe uslovi prethodne teoreme u odnosu na ovu familiju.

Teorema 2.8.11 : Ako je A zatvoren simetrican operator i Kejlijeva transformacija V' je unitarni
operator (tj. Hy = H, = H ili ekvivalentno, indikatori defekta operatora A su (0, 0)), tada je A
samoadjungovan operator sa spektralnom dekompozicijom E; = F za t = —ctg(‘%), gde je {FS}(Z)”

spektralna dekompozicija operatora V (definisana u 2.7g). To znaci da je
D(A) = {x: [ P d(E x, x) < oo} i

Ax= f_ozotclEtx.

U nastavku ¢emo videti simetri¢ne i samoadjungovane ekstenzije simetri¢nih operatora 1
neke od njihovih osobina.

Neka je A; simetricna ekstenzija operatora A, A2 A 1 A; # A. Tada postoji
X1 € Da,\ Dy, Sto znaci da je

A+iDxi=y1i(A-iDx; =z =V y1,

gde y; ¢ H; 1z; ¢ H,. Dakle, Kejlijeva transformacija V| operatora A; je izometri¢na ekstenzija
operatora V koja se ne poklapa sa V. Odatle vaZzi sledece:

Teorema 2.8.12 : Ako su indikatori defekta (n, 0) ili (0, n) i n + 0, tada A nema simetri¢nu
ekstenziju, tj. A je maksimalno simetri¢an i A nije samoadjungovan.

Posmatrajmo sada slucaj kada su oba indikatora defekta razliCita od nule. Neka je
Dy, =H =H; &L, ilmV, =Hy=H,®L,. Tako V| : H ® L, > Hy® L, i V; je izometrija.
Takode je i V) |g, =V irestrikcija operatora V| na L; je izometrija izmedu L, i L,. Odatle,
dim L; = dim L, . Tako dolazimo do sledeceg:
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Teorema 2.8.13 : Ako su indikatori defekta operatora A (m, n) 1 m # n, tada ne postoji
samoadjungovana ekstenzija operatora A.

Teorema 2.8.14 : Ako su indikatori defekta simetricnog operatora A (n, n), tada postoji
samoadjungovana ekstenzija A; operatora A.
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