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Predgovor

Tema ovog master rada je, kao ²to i naslov kaºe, analiza stabilnosti talasa
na vodi. Cilj rada je da se, polaze¢i od jedna£ina talasa na vodi, uo£e karakter-
isti£na stacionarna re²enja u slu£aju dva �uida razdvojena grani£nom povr²i
i potom, primenom linearne teorije, ispita njihova stailnost.

Rad se sastoji od tri dela. Prvi deo rada ¢e sadrºati matemati£ku formu-
laciju osnovnih zakona mehanike �uida. To ¢e obuhvatiti prvenstveno osnovne
jedna£ine za neviskozne �uide (zakon odrºanja mase i Ojlerovu jedna£inu kre-
tanja), kao i prate¢e grani£ne uslove. Matemati£ki modeli, koji se sastoje od
sistema parcijalnih diferencijalnih jedna£ina, ¢e biti prikazani i u bezdimen-
zijskom, odnosno skaliranom obliku, ²to ¢e omogu¢iti analizu reda veli£ine
�zi£kih parametara prisutnih u problemima.

U drugom delu rada koristi¢emo jedna£ine izvedene u prvom delu. U
nastavku ¢e biti prezentovan op²ti okvir za analizu stabilnosti stacionarnih
re²enja. Konkretno, bi¢e prikazan na£in formiranja jedna£ina poreme¢aja i
njihove linearizacije. Tako -de ¢e biti de�nisani osnovni pojmovi u analizi sta-
bilnosti. To ¢e posluºiti kao osnov za primenu stabilnosti stacionarnih re²enja.

U tre¢em delu ¢e se prethodno razvijene metode primeniti u analizi kon-
kretnih problema. Preciznije re£eno, analizira¢e se karakteristi£ni problemi u
kojima se posmatra strujanje dva �uida, razli£itih �zi£kih svojstava, koja su
razdvojena grani£nom povr²i. To ¢e obuhvatiti analizu Kelvin-Hejmholcove
nestabilnosti i Rejli-Tejlorove nesabilnosti. Najzad, u radu ¢e, u ovom kon-
tekstu, biti analiziran i uticaj �zi£kih parametara na stabilnost stacionarnih
re²enja.

Na kraju ºelim da se zahvalim svim mojim profesorima, od kojih sam
mnogo nau£io u toku ²kolovanja i studiranja.

Zahvaljujem se mentoru prof. dr Marku Nedeljkovu, kao i £lanovima
komisije, doc. dr Milani �oli¢ i prof. dr Srboljubu Simi¢u, na savetima i
pomo¢i pri izradi ovog master rada.
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Glava 1

Osnovne jedna£ine

Na po£etku ¢emo dati teorijske osnove za prou£avanje talasa na vodi.
To ¢e biti odgovaraju¢e jedna£ine i grani£ni uslovi. Osnovne jedna£ine su
Ojlerova jedna£ina i zakon odrºanja mase. Dopunska razmatranja mehanike
�uida imaju svoje izvore u udºbenicima [2] i [5], ali ovaj rad se najve¢im
delom oslanja na [1].

1.1 Osnovne jedna£ine mehanike �uida

1.1.1 Zakon odrºanja mase

Posmatrajmo zapreminu V ograni£enu povr²i S koja je ispunjena te£no²¢u.
Gustina te£nosti je ρ, a brzina promena mase u V je

d

dt

∫
V

ρ dv


gde

∫
V
dv reprezentuje trostruki integral na V . Neka je n jedini£ni vektor

spolja²nje normale na S, pa je komponenta brzine te£nosti u pravcu n na S
u · n. Tada je protok mase kroz rub S koja isti£e iz oblasti V jednak∫

S

ρ u · n ds,

a ovo je dvostruki integral na S.

5



6 GLAVA 1. OSNOVNE JEDNA�INE

Promena mase u jedinici vremena u V jednaka je protoku mase koja uti£e
u V preko S

d

dt

∫
V

ρ dv

 = −
∫
S

ρ u · n ds.

Kori²¢enjem Gausove teoreme o divergenciji dobi¢emo∫
V

(
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu)

)
dv = 0,

tj.
∂ρ

∂t
+ ρ (∇ · u) + (u · ∇) ρ = 0.

Ako uvedemo materijalni izvod

D

Dt
≡ ∂

∂t
+ u · ∇, (1.1.1)

jedna£ina (1.1.1) ¢e se svesti na

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0.

Najzad, ako je te£nost nesti²ljiva, ρ = const., onda vaºi

Dρ

Dt
= 0 i ∇ · u = 0. (1.1.2)

1.1.2 Ojlerova jedna£ina kretanja

Umehanici �uida na kretanje uti£u dve vrste sila: zapreminske i povr²inske.
Zapreminske sile se naj£e²¢e ozna£avaju sa F (x, t) i dejstvuju u svakoj ta£ki
x ∈ V . Za na²u analizu ¢e od zapreminskih sila biti zna£ajna samo grav-
itaciona sila, F = (0, 0,−g). Povr²inske sile dejstvuju na rubu S oblasti V .
Pretpostavi¢emo da je �uid neviskozan i da povr²inske sile imaju pravac
normale, P = −P n.

Ukupna sila koja deluje na �uid u oblasti V je∫
V

ρF dv −
∫
S

Pn ds,
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²to se kori²¢enjem Gausove teoreme o divergenciji svodi na∫
V

(ρF−∇P ) dv.

Promena koli£ine kretanja �uida u oblasti V je

d

dt

∫
V

ρu dv


a protok koli£ine kretanja kroz rub S oblasti V je

−
∫
S

ρu (u · n) ds.

Njutnov drugi zakon za �uide moºemo izraºiti kao

d

dt

∫
V

ρu dv

 =

∫
V

(ρF−∇P ) dv −
∫
S

ρu (u · n) ds,

odakle se primenom teoreme o divergenciji dobija∫
V

(
∂

∂t
(ρu) + ρu (∇ · u) + (u · ∇) ρu

)
dv =

∫
V

(ρF−∇P ) dv. (1.1.3)

Levu stranu prethodne jedna£ine, kori²¢enjem (1.1.2) moºemo transformisati
kao ∫

V

(
ρ
∂u

∂t
+ u

∂ρ

∂t
+ ρu (∇ · u) + ρ (u · ∇)u + u (u · ∇) ρ

)
dv =

∫
V

(
ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
+ u

(
∂ρ

∂t
+ (u · ∇) ρ

)
+ ρu (∇ · u)

)
dv =

∫
V

(
ρ
Du

Dt
+ u

Dρ

Dt
+ ρu (∇ · u)

)
dv =

∫
V

ρ
Du

Dt
dv. (1.1.4)
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Ovo je odgovaraju¢a formula za uobi£ajeni izraz �masa × ubrzanje� za svaki
�uid u V . Iz jedna£ina (1.1.3) i (1.1.4) sledi∫

V

(
ρ
Du

Dt
− ρF +∇P

)
dv = 0.

Da bi ova relacija vaºila za proizvoljno V , mora da bude

ρ
Du

Dt
− ρF +∇P = 0

Du

Dt
= −1

ρ
∇P + F. (1.1.5)

Ovo je Ojlerova jedna£ina koja se dobija kao posledica primene Njutonovog
drugog zakona za neviskozne �uide.

U pravougaonom Dekartovom sistemu x ≡ (x, y, z), u ≡ (u, v, w) i F ≡
(0, 0,−g) i sa konstantnom gustinom ρ jedna£ine (1.1.5) i (1.1.2) postaju

Du

Dt
= −1

ρ

∂P

∂x
,

Dv

Dt
= −1

ρ

∂P

∂y
,

Dw

Dt
= −1

ρ

∂P

∂z
− g, (1.1.6)

gde je
D

Dt
≡ ∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z
, (1.1.7)

i
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0, (1.1.8)

Jedna£ine (1.1.6)-(1.1.8) nam £ine bazu za prou£avanje vodenih talasa.

1.1.3 Viskozni �uidi

Pod viskoznim �uidima se podrazumevaju �uidi kod kojih se javlja un-
utra²nje trenje izme -du slojeva. Ova pojava nema uticaja na zakon odrºanja
mase � on ostaje nepromenjen. Me -dutim, sila koja dejstvuje na �uidnu £esticu
mora biti opisana pomo¢u tenzora napona σij, i, j = 1, 2, 3. Komponenta ten-
zora napona σij predstavlja silu koja dejstvuje u i-pravcu po jedinici povr²ine
£ija je spolja²nja normala u j-pravcu. Ako je i = j, tada σij zovemo normalni
napon, a ako je i 6= j zove se tangencijalni napon. Tenzor napona viskoznog
�uida je simetri£an, tj. σij = σji. Simetri£ni tenzori imaju osobinu da ih
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u odre -denom kordinatnom sistemu (u odnosu na odre -denu bazu) moºemo
svesti na dijagonalni oblik. Zbog toga se tenzor napona viskoznog �uida pi²e
u obliku

σij = −Pδij + dij, (1.1.9)

gde je P pritisak �uida, δij je Kronekerov delta simbol, a dij je devijatorski
deo tenzora napona koji je jednak 0 kada �uid miruje. Ovaj deo je bio zane-
maren prilikom izvo -denja Ojlerove jedna£ine (1.1.5). Devijatorski deo tenzora
napona je

dij = 2µ

eij − 1

3
δij

3∑
k=1

ekk

 , (1.1.10)

gde je

eij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
je tenzor brzine deformacije, µ je dinami£ka viskoznost, a

3∑
k=1

ekk =
3∑

k=1

∂uk
∂xk

se zove zapreminska dilatacija � ona je jednaka nula kod nesti²ljivog �uida.
Vaºno svojstvo devijatorskog dela tenzora napona jeste da je njegov trag
jednak nuli,

∑3
i=1 dii = 0.

Primenom drugog Njutnovog zakona na �uide dolazimo do jedna£ine

∫
V

ρDui
Dt
−

3∑
j=1

∂σij
∂xj
− ρFi

 dv = 0,

to jest
Dui
Dt

=
1

ρ

3∑
j=1

∂σij
∂xj

+ Fi.

Za nesti²ljive �uide sa konstantnom viskozno²¢u, uvr²tavanjem jedna£ine
(1.1.9) i (1.1.10), prethodna jedna£ina postaje

Dui
Dt

= −1

ρ

∂P

∂xi
+ Fi +

µ

ρ

3∑
j=1

∂

∂xj

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
,
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gde je
3∑
i=1

∂ui
∂xi

= 0.

Prepisane u vektorskom obliku, ove jedna£ine glase

Du

Dt
= −1

ρ
∇P + F + νδu, ∇u = 0,

gde je ν = µ
ρ
je kinemati£ka viskoznost. Ove jedna£ina su u literaturi poznate

kao Navije-Stoksove jedna£ine za viskozne �uide.

1.1.4 Vrtloºnost, strujnice i nevrtloºno strujanje

Posmatrajmo familiju krivih takvu da im je vektor tangente jednak vek-
toru brzine u. Ove krive se nazivaju strujnice. Ako su one opisane sa x =
x (s; t), x : R × R → R3, gde je s ∈ R parametar koji mapira krivu, a t je
vreme, onda se jedna£ine strujnice dobijaju kao re²enje slede¢eg sistema

dx

ds
= u (x, t) (za �ksirano t) .

U pravougaonom Dekartovom sistemu ova jedna£ina postaje

dx

ds
= u,

dy

ds
= v,

dz

ds
= w,

²to je ekvivalentno sa
dx

u
=
dy

v
=
dz

w
.

Posmatrajmo Ojlerovu jedna£inu (1.1.5)

Du

Dt
=
∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇P + F, (1.1.11)

gde je F konzervativno polje sile, F = −∇Ω, a Ω (x, t) je njegov potencijal.
Jedna£ina (1.1.11) tako postaje

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇

(
P

ρ
+ Ω

)
.



1.1 Osnovne jedna£ine mehanike �uida 11

Transformi²emo ovu jedna£inu koriste¢i identitet

(u · ∇)u = ∇
(

1

2
u · u

)
− u× (∇× u)

i uvedimo vrtloºnost ω
ω := ∇× u.

Odatle sledi
∂u

∂t
+∇

(
1

2
u · u +

P

ρ
+ Ω

)
= u× ω. (1.1.12)

Kada je ω ≡ 0, kaºemo da je strujanje bezvrtloºno. U nastavku ¢emo raz-
matrati dva slu£aja.

Prvi slu£aj je stacionarni protok, gde u, P i Ω ne zavise od vremena t.
Tada jedna£ina (1.1.12) postaje

∇
(

1

2
u · u +

P

ρ
+ Ω

)
= u× ω. (1.1.13)

Prema tome u× ω je uvek normalno na povr²

1

2
u · u +

P

ρ
+ Ω = const. (1.1.14)

za ma koju vrednost konstante. Me -dutim, u × ω je normalno i na vektor u
i na ω, tj. povr² (1.1.14) mora da sadrºi prave koje su paralelne sa u i sa ω.
Jedna£ina (1.1.14) je Bernulijeva jedna£ina, koja se primenjuje na strujnice.
Ona opisuje zakon odrºanja energije za stacionarni protok sa vrtlozima.

Drugi slu£aj je nestacionaran protok. Pretpostavimo jo² da je strujanje
bezvrtloºno ω = ∇×u = 0. To zna£i da postoji potencijalna funkcija φ (x, t)
takva da je u = ∇φ. Za nevrtloºno i nesti²ljivo strujanje imamo da je

u = ∇φ i ∇ · u = 0,

odakle sledi da φ zadovoljava Laplasovu jedna£inu

∇2φ = 0, tj. uobi£ajeno ∆φ = 0. (1.1.15)

Ako koristimo prethodnu jedna£inu u (1.1.13), i ako vaºi ω = 0, sledi
slede¢a jedna£ina

∇
(
∂φ

∂t
+

1

2
u · u +

P

ρ
+ Ω

)
= 0,
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odnosno
∂φ

∂t
+

1

2
u · u +

P

ρ
+ Ω = f(t), (1.1.16)

gde je f(t) proizvoljna funkcija. Ovo je Bernulijeva jedna£ina za nestacionarni
protok. Ako pretpostavimo da je protok stacionaran, Bernulijeva jedna£ina
postaje

1

2
u · u +

P

ρ
+ Ω = const. (1.1.17)

Primetimo da se u jedna£ini (1.1.17) koristi ista konstanta za ceo �uid,
odnosno sve strujnice, a u jedna£ini (1.1.14) razli£ite konstante za razli£ite
strujnice. Ova vaºna razlika daje kontrast izme -du nevrtloºnog i vrtloºnog
stacionarnog strujanja.

Laplasova jedna£ina u Dekartovim pravougaonim sistemu je

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
= 0.

Odgovaraju¢a brzina ima oblik

u ≡
(
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y
,
∂φ

∂z

)
.
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1.2 Grani£ni uslovi vodenih talasa

1.2.1 Kinemati£ki uslov

Slobodna povr², £ije je odre -divanje primarni zadatak u problemima vo-
denih talasa, bi¢e odre -dena funkcijom

z = h (x⊥, t) ,

gde x⊥ ozna£ava vektor koji je normalan na z-pravac. U Dekartovim koordi-
natama on se opisuje sa x⊥ ≡ (x, y). Povr² F (x, t) = const. koja se kre¢e sa
�uidom i uvek sadrºi iste £estice mora da zadovoljava jedna£inu

DF

Dt
= 0.

Ovakve povr²i se zovu materijalne povr²i. Slobodna povr² predstavlja mater-
ijalnu povr² i moºemo je zapisati u formi

z − h (x⊥, t) = 0,

zato treba da zadovolji jedna£inu

D
(
z − h (x⊥, t)

)
Dt

= 0.

Kako je
D

Dt
≡ ∂

∂t
+ u⊥ · ∇⊥ + w

∂

∂z
,

to nas dovodi do

∂(z − h)

∂t
+ u⊥ · ∇⊥(z − h) + w

∂(z − h)

∂z
,

gde ∇⊥ je komponenta operatora nabla normalna na z-pravac,

−ht − u⊥ · ∇⊥h+ w,

tj.
w −

(
ht + (u⊥ · ∇⊥)h

)
= 0.

Kinemati£ki uslov zato postaje

w = ht + (u⊥) · ∇⊥h na z = h (x⊥, t) ,

a evaluacija z = h je potrebna odre -divanje polja brzine na slobodnoj povr²i.
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1.2.2 Dinami£ki uslov

U odsustvu viskoznih sila najjednostavniji dinami£ki uslov zahteva da
pritisak P bude zadat na slobodnoj povr²i z = h (x⊥, t). U najve¢em broju
problema u teoriji vodenih talasa P = Pa = const., pritisak je jednak atmos-
ferskom pritisku.

Jedan specijalni oblik dinami£kog grani£nog uslova vaºi za nesti²ljivo,
nevrtloºno, nestacionarno strujanje. Iz jedna£ine pritiska (1.1.16), sa Ω = gz
dobijamo

∂φ

∂t
+

1

2
u · u +

P

ρ
+ gz = f(t).

Posmatrajmo problem gde je P = Pa na z = h (x⊥, t), pa zbog neprekidnosti
pritiska vaºi

∂φ

∂t
+

1

2
u · u +

Pa
ρ

+ gh = f(t).

Dalje, pretpostavimo da je u udaljenim ta£kama |x⊥| → ∞ slobodna povr²
ravna i stacionarna, P = Pa, h = h0 = const., u = 0 i ∂φ

∂t
= 0. Tada vaºi

f(t) =
Pa
ρ

+ gh0,

odnosno
∂φ

∂t
+

1

2
u · u + g(h− h0) = 0. (1.2.1)

Jedna£ina (1.2.1) predstavlja jedan od najjednostavnijih dopunskih uslova za
povr²inski pritisak. Za vrtloºno strujanje ne moºemo koristiti ovu jedna£inu
ve¢ moramo re²iti Ojlerovu jedna£inu sa pritiskom P zadatim na z = h.

Dinami£ki uslov na slobodnoj povr²i neviskoznog �uida moºe biti uop²ten
ako se uzme u obzir povr²inski napon. Klasi£na relacija koja opisuje povr²in-
ski napon je data sa

∆P =
Γ

R
, (1.2.2)

gde je 1
R
glavna krivina

1

R
=

1

κ1
+

1

κ2
,

a κ1, κ2 su glavni polupre£nici krivine. Parametar Γ je koe�cijent povr²n-
skog napona i ∆P > 0 ako je povr² konveksna. Osnovna jedna£ina (1.2.2)
je poznata pod nazivom Laplasova formula. Parametar Γ se menja sa tem-
peraturom, ali ¢emo ga ovde, sa dovoljnom ta£no²¢u, tretirati kao konstantu.
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Rezultat kori²¢enja ove jedna£ine je da kod dinami£nog uslova zameni P =
Pa = const. na povr²i �uida sa

P = Pa −
Γ

R
na z = h (x⊥, t) .

Odavde moºemo zaklju£iti da je pritisak na slobodnoj povr²i te£nosti ve¢i od
atmosferskog kada je povr² konkavna (R < 0).

Sloºenost ove formulacije leºi u odre -divanju krivine 1
R
. U pravougaonom

Dekartovom sistemu sa h = h(x, y, t),

1

R
=

(
1 + h2y

)
hxx +

(
1 + h2x

)
hyy − 2hxhyhxy(

1 + h2x + h2y

) 3
2

.

1.2.3 Uslov na donjoj granici

Za neviskozne �uide donja granica se tretira analogno slobodnoj povr²i
� ona je de�nisana kao da se povr² kre¢e sa �uidom. Neka je donja granica
�uida opisana jedna£inom

z = b (x⊥, t) .

Da bi ona predstavljala materijalnu povr² mora biti zadovoljeno

D

Dt

(
z − b (x⊥, t)

)
= 0.

Na taj na£in dobijamo uslov na donjoj granici

w = bt + (u⊥ · ∇⊥) b.

U ve¢ini problema u na²em radu donja granica ¢e biti stacionarna, a tada je

w = (u⊥ · ∇⊥) b.
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1.3 Bezdimenzionisanje i skaliranje

Glavne jedna£ine i grani£ne uslovi koje smo do sada napisali, de�ni²u
jednu klasu problema vodenih talasa. U njima �guri²e odre -deni broj �zi£kih
parametara i njihov uticaj u konkretnim problemima moºe biti razli£itog
intenziteta. Da bi se broj parametara sveo na minimum i da bi se mogla dati
ocena njihovog uticaja, uvode se bezdimenzionalne (skalirane) promenljive.
Pomo¢u njih se jedna£ine svode na bezdimenzionalni oblik u kom se mogu
na racionalan na£in analizirati uticaji �zi£kih parametara.

1.3.1 Bezdimenzionisanje

Prvo uvedimo odgovaraju¢e skale za duºine: dubinu vode h0 i talasnu
duºinu λ talasa na slobodnoj povr²i. U ve¢ini problema koje ¢emo razmotriti
treba da se analizira prostiranje talasa i njihova brzina, koja je pribliºno
jednaka

√
gh0, ²to ¢emo usvojiti kao skalu za brzine normalne na z-pravac. U

pravcu z-ose skaliranje brzine se vr²i na drugi na£in, koji obezbe -duje da �zi£ke
relacije imaju smisla. Tako ¢e skala za brzinu u z-pravcu biti h0

√
gh0/λ.

Odatle sledi i odgovaraju¢a skala za vreme, λ/
√
gh0.

Povr²inski talas zahteva uvo -denje novog parametra: amplitude talasa a.
Nju moºemo jednostavno uvesti ako opi²emo slobodnu povr² kao h = h0 +
aη (x⊥, t), gde je a amplituda, a funkcija η je bezdimenzionalna. Sada moºemo
de�nisati skup bezdimenzionalnih promenljivih u Dekartovom kordinatnom
sistemu

x→ λx̂, y → λŷ, z → h0ẑ, t→ λ√
gh0

t̂,

tj. x̂ =
x

λ
, ŷ =

y

λ
, ẑ =

z

h0
, t̂ =

t
√
gh0
λ

,

u→
√
gh0û, v →

√
gh0v̂, w → h0

√
gh0
λ

ŵ,

tj. û =
u√
gh0

, v̂ =
v√
gh0

, ŵ =
λw

h0
√
gh0

uz
h = h0 + aη i b→ h0b̂.

Tada je
∂

∂t
=
∂t̂

∂t

∂

∂t̂
=

√
gh0
λ

∂

∂t̂
,

∂

∂x
=
∂x̂

∂x

∂

∂x̂
=

1

λ

∂

∂x̂
,
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∂

∂y
=
∂ŷ

∂y

∂

∂ŷ
=

1

λ

∂

∂ŷ
,

∂

∂z
=
∂ẑ

∂z

∂

∂ẑ
=

1

h0

∂

∂ẑ
.

Imaju¢i ovo u vidu, pritisak se moºe zapisati kao

P = Pa + ρg(h0 − z) + ρgh0p,

P̂ =
P

ρgh0
=

Pa
ρgh0

+

(
1− z

h0

)
+ p,

dakle P̂ = P̂a + 1− ẑ + p,

gde je ρg(h0 − z) hidrostati£ki pritisak, skala pritiska ¢e biti ρgh0, a p je
promenljiva koja meri devijaciju (odstupanje) od hidrostati£kog pritiska i
P̂a = Pa

ρgh0
.

Ojlerova jedna£ina i zakon odrºanja mase (1.1.6)-(1.1.8) sada postaju:

Du

Dt
= −1

ρ

∂P

∂x
→

√
gh0
λ

D
(√

gh0û
)

Dt̂
= −1

ρ

1

λ

∂
(
ρgh0P̂

)
∂x̂

,

gh0
λ

Dû

Dt̂
= − 1

ρλ
ρgh0

∂p

∂x̂
,

Dû

Dt̂
= −∂p

∂x̂
;

sli£no
Dv̂

Dt̂
= −∂p

∂x̂
;

Dw

Dt
= −1

ρ

∂P

∂z
− g →

√
gh0
λ

D
(
h0
√
gh0
λ

ŵ
)

Dt̂
= −1

ρ

1

h0

∂
(
ρgh0P̂

)
∂ẑ

− g,

gh20
λ2

Dŵ

Dt̂
= − 1

ρh0
ρgh0

(
−1 +

∂p

∂ẑ

)
− g = −g∂p

∂ẑ
,(

h0
λ

)2
Dŵ

Dt̂
= −∂p

∂ẑ
.

Dakle
Dû

Dt̂
= −∂p

∂x̂
,

Dv̂

Dt̂
= −∂p

∂ŷ
, δ2

Dŵ

Dt̂
= −∂p

∂ẑ
, (1.3.1)

gde je
D

Dt
≡ ∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z
→
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D

Dt
=

√
gh0
λ

∂

∂t̂
+
√
gh0û

1

λ

∂

∂x̂
+
√
gh0v̂

1

λ

∂

∂ŷ
+
h0
λ

√
gh0ŵ

1

h0

∂

∂ẑ
,

D

Dt
=

√
gh0
λ

(
∂

∂t̂
+ û

∂

∂x̂
+ v̂

∂

∂ŷ
+ ŵ

∂

∂ẑ

)
,

tj.
D

Dt̂
≡ ∂

∂t̂
+ û

∂

∂x̂
+ v̂

∂

∂ŷ
+ ŵ

∂

∂ẑ
, (1.3.2)

i
∂û

∂x̂
+
∂v̂

∂ŷ
+
∂ŵ

∂ẑ
= 0. (1.3.3)

Dobijene jedna£ine su date u bezdimenzionalnom obliku, a δ = h0/λ je bezdi-
menzionalni parametar talasne duºine (parametar plitkosti). Gornja i donja
povr² �uida su predstavljene jedna£inom

z = h (x⊥, t) = h0 + aη (x⊥, t) → ẑ = 1 +
a

h0
η,

tj. ẑ = 1 + εη, na ẑ =
1

h0
b = b̂

gde je ε = a/h0 bezdimenzionalni parametar amplitude.
Sada moºemo da pre -demo na grani£ne uslove. Kinemati£ki uslov na slo-

bodnoj povr²i

w =
∂h

∂t
+ (u⊥ · ∇⊥)h

gde je u⊥ · ∇⊥ =

√
gh0
λ

û
∂

∂x̂
+

√
gh0
λ

v̂
∂

∂ŷ
,

u⊥ · ∇⊥ =

√
gh0
λ

(
û⊥ · ∇̂⊥

)
i h = h0ĥ = h0 (1 + εη) , tj. ĥ = 1 + εη,

postaje

w =
h0
√
gh0
λ

ŵ = h0

√
gh0
λ

∂ĥ

∂t̂
+

√
gh0
λ

(
û⊥ · ∇̂⊥

)
h0ĥ,

ŵ = ε
∂η

∂t̂
+
(
û⊥ · ∇̂⊥

)
(1 + εη) ,

tj. ŵ = ε

(
∂η

∂t̂
+
(
û⊥ · ∇̂⊥

)
η

)
na ẑ = 1 + εη.
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Dinami£ki uslov ¢e biti
P̂ = P̂a −

Γ

R
,

gde 1
R
treba da izvedemo. Kao ²to znamo

1

R
=

(
1 + h2y

)
hxx +

(
1 + h2x

)
hyy − 2hxhyhxy(

1 + h2x + h2y

) 3
2

,

a hx =
∂h

∂x
=

1

λ
h0
∂ĥ

∂x̂
= δε

∂η

∂x̂
= δεηx̂, sli£no hy = δεηŷ,

hxx =
∂

∂x

(
∂h

∂x

)
=

1

λ

∂

∂x̂

(
δε
∂η

∂x̂

)
=
δε

λ

(
∂2η

∂x̂2

)
=
δε

λ
ηx̂x̂,

sli£no hyy =
δε

λ
ηŷŷ, i hxy =

δε

λ
ηx̂ŷ,

dakle

1

R
=

1

λ

(
1 + ε2δ2η2ŷ

)
δεηx̂x̂ +

(
1 + ε2δ2η2x̂

)
δεηŷŷ − 2ε3δ3ηx̂ηŷηx̂ŷ(

1 + ε2δ2η2x̂ + ε2δ2η2ŷ

) 3
2

,

tj.
1

R
=
δε

λ

1

R̂
.

Istovremeno je i

P̂ = P̂a + 1− ẑ + p, gde ẑ = 1 + εη,

to nas dovodi do

P̂a −
δε

λ

Γ

R̂
= P̂a + ρgh0 (−εη + p) ,

p− εη = −ε δΓ

ρgh0λ

1

R̂
,

s obzirom da je
δ

h0
=

h0
λ

h0
=

1

λ
,
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p− εη = −ε
(

Γ

ρgλ2

)
1

R̂

na ẑ = 1+εη, gde je Γ/ρgλ2 = δ2W i W = Γ/ρgh20 Veberov broj koji opisuje
doprinos povr²inskog napona. Kona£no, uslov na donjoj granici postaje

ŵ = bt +
(
û⊥ · ∇̂⊥

)
b. (1.3.4)

1.3.2 Skaliranje promenljivih

Analizom grani£nog uslova na slobodnoj povr²i moºemo uo£iti da su w i
p proporcionalni ε na z = 1 + εη. Ovo je o£ekivano zato ²to w → 0 i p → 0
kada ε → 0. Prema tome, moºemo de�nisati skup skaliranih promenljivih
koje su saglasne sa osnovnim jedna£inama i grani£nim uslovima

p→ εp, w → εw, (u, v)→ ε(u, v).

Jedna£ine (1.3.1)-(1.3.3) postaju

Du

Dt
= −∂p

∂x
,

Dv

Dt
= −∂p

∂y
, δ2

Dw

Dt
= −∂p

∂z
, (1.3.5)

gde je
D

Dt
≡ ∂

∂t
+ ε

(
u
∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z

)
, (1.3.6)

i
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (1.3.7)

Grani£ni uslovi na slobodnoj povr²i su slede¢i

w = ηt + ε (u⊥ · ∇) η

i

p = η−δ2W


(

1 + ε2δ2η2y

)
ηxx +

(
1 + ε2δ2η2x

)
ηyy − 2ε2δ2ηxηyηxy(

1 + ε2δ2η2x + ε2δ2η2y

) 3
2

 (1.3.8)

dok uslov na donjoj granici (1.3.4) postaje

w = ε−1bt + (u⊥ · ∇) b. (1.3.9)
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1.3.3 Aproksimacija jedna£ine

Bezdimenzionisanje i sklairanje jedna£ina je veoma korisno zbog odre -divanja
reda veli£ine pojedinih £lanova u matemati£kom modelu. To omogu¢uje, pod
odre -denim uslovima, aproksimacije osnovnih jedna£ina i grani£nih uslova.
Dve naj£e²¢e kori²¢ene aproksimacije su

(a) ε→ 0: linearizovana problema,
(b) δ → 0: dugotalasni problem.

Slu£aj (a) zahteva da amplituda povr²inskog talasa bude mala. Tako jed-
na£ine (1.3.5), (1.3.8) i (1.3.9) postaju

Du

Dt
= −∂p

∂x
,

Dv

Dt
= −∂p

∂y
, δ2

Dw

Dt
= −∂p

∂z
,

∂u

∂x
=
∂v

∂y
=
∂w

∂z
,

sa
w = ηt i p = η − δ2W

(
ηxx + ηyy

)
na z = 1

i
w = (u⊥ · ∇⊥) b.

Slu£aj (b) opisuje talase velike talasne duºine, za koje vaºi da je δ = h0
λ

malo. Aproksimacija δ → 0 nas tada dovodi do slede¢eg sistema jedna£ina

Du

Dt
= −∂p

∂x
,

Dv

Dt
= −∂p

∂y
,

∂p

∂z
= 0,

∂u

∂x
=
∂v

∂y
=
∂w

∂z
,

gde
D

Dt
≡ ∂

∂t
+ ε

(
u
∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z

)
,

sa
w = ηt + ε (u⊥ · ∇⊥) η i p = η na z = 1 + εη

i
w = (u⊥ · ∇⊥) b.
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Glava 2

Metod normalnih modova

U ovom poglavlju ¢emo se upoznati sa osnovnim metodima analize sta-
bilnosti, koji ¢e zatim biti primenjeni u konkretnim problemima. Ispitivanje
stabilnosti ¢e biti ograni£eno na linearnu analizu, odnosno primenu metoda
normalnih modova. Radi kompletnosti analize i radi motivacije za primenu
metoda normalnih modova, najpre ¢emo izloºiti neke osnovne postupke anal-
ize prostiranja linearnih i nelinearnih talasa (videti [1] za vi²e detalja). Naredna
glava se oslanja na [3] i [4].

2.1 Osnovne postupci analize prostiranja talasa

2.1.1 Prostiranje linearnog talasa

U teoriji prostiranja talasa najjednostavniji model koji se koristi je jednodi-
menzionalna talasna jedna£ina

utt − c2uxx = 0, (2.1.1)

gde u reprezentuje amplitudu talasa. Uvedimo karakteristi£ne promenljive
ξ = x− ct i η = x+ ct. Tada je

ux = uξξx + uηηx,

uxx = uξξξ
2
x + uξηηxξx + uξξxx + uηηη

2
x + uηξξxηx + uηηxx,

= uξξξ
2
x + uξηηxξx + uηηη

2
x + uηξξxηx,

23
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i
utt = uξξξ

2
t + uξηηtξt + uξξtt + uηηη

2
t + uηξξtηt + uηηtt,

= uξξξ
2
t + uξηηtξt + uηηη

2
t + uηξξtηt.

Kako je ξt = −c, ξx = 1, η = c, ηx = 1, vaºi

uxx = uξξ + 2uξη + uηη,

utt = c2uξξ − 2c2uξη + c2uηη.

Tada ¢e parcijalna diferencijalna jedna£ina biti svedena na oblik

c2uξξ − 2c2uξη + c2uηη − c2
(
uξξ + 2uξη + uηη

)
= 0,

tj. uξη = 0.

Re²enje ove jedna£ine glasi

u(ξ, η) = f(ξ) + g(η),

odnosno
u(x, t) = f(x− ct) + g(x+ ct), (2.1.2)

i zove se Dalamberovo re²enje, gde su f i g proizvoljne funkcije, koji reprezen-
tuju prostiranje talasa u desno i u levo.

Dve komponente talasa f i g, prostiru se konstantnom brzinom c i ne
deluju jedna na drugu (nema interakcije). Ovo je posledica linearnosti parci-
jalne diferencijalne jedna£ine (2.1.1).

U na²em radu prostiranje talasa moºemo posmatrati i samo u jednom
smeru, recimo kada je g ≡ 0. Ekvivalentan pristup za taj slu£aj je

uξη = 0 tj. uξ = 0.

Odatle sledi
uxxξ + uttξ = ux −

1

c
ut = 0,

²to je ekvivalentno sa
ut − cux = 0, (2.1.3)

a re²enje ove jedna£ine je

u(x, t) = f(x− ct). (2.1.4)
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Ako se u analizu prostiranja talasa uklju£e i disperzioni ili disipativni
efekti, onda se dobijaju sloºeniji modeli poput

ut + ux + uxxx = 0 (2.1.5)

ili
ut + ux − uxx = 0. (2.1.6)

Disperzija predstavlja zavisnost brzine talasa od frekvencije i talasne duºine,
a disipacija predstavlja koncept dinami£kog sistema gde talasi gube energiju
tokom vremena, naj£e²¢e zbog delovanja trenja ili turbulencije.

Uobi£ajeni metod za re²avanje linearnih parcijalnih diferencijalnih jed-
na£ina je da se pretpostavi re²enje u vidu jednostavnog talasa u harmoni-
jskom obliku

u(x, t) = ei(kx−ωt) = eiw(x,t), gde je w (x, t) = kx− ωt, (2.1.7)

a k i ω su realni parametri.
Ako uvrstimo (2.1.7) u jedna£ine (2.1.5) i (2.1.6) dobi¢emo(

−iω + ik − ik3
)
u = 0,

ω = k − k3 (2.1.8)

i (
−iω + ik − k2

)
u = 0,

ω = k − ik2 (2.1.9)

U slu£aju (2.1.8), vidimo da je

kx− ωt = k

(
x− ω

k
t

)
= k

(
x−

(
1− k2

)
t
)
,

tj. brzina prostiranja talasa je

ω

k
= 1− k2. (2.1.10)

Prema tome, za razli£ite vrednosti talasnog broja k talas se prostire razli£itim
brzinama. Ova osobina talasa je poznata kao disperzija.

Jedna£ina (2.1.5) je najjednostavnija disperzivna talasna jedna£ina, a
(2.1.8) je njena disperzivna relacija, sa brzinom (2.1.10). Brzina ω

k
se zove

fazna brzina i opisuje kretanje svake pojedine komponente.
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Sli£an analiza jedna£ine (2.1.9) nas dovodi do re²enja

u(x, y) = ei(kx−ωt) = e
i
(
kx−(k−ik2)t

)
= e−k

2teik(x−t).

Dobijeno re²enje nam opisuje talas koji se u asimptotskom slu£aju t → ∞
prostire jedini£nom brzinom za svako k.

Prikazani postupak analize linearnih talasa, zasnovan na pretpostavci o
harmonijskom obliku re²enja, predstavlja osnovu metoda normalnih modova
u analizi stabilnosti. O tome ¢e biti vi²e re£i u odeljku 2.3.

2.1.2 Prostiranje nelinearnog talasa

Vaºno svojstvo talasa na vodi jeste da su oni naj£e²¢e nelinearni. Najjed-
nostavniji modeli prostiranja talasa se po pravilu oslanjaju na linearizaciju,
ali nas preciznija analiza £esto dovodi do nelinearnih jedna£ina, kao ²to je

ut + (1 + u)ux = 0.

Za njeno re²vanje se moºe iskoristiti metod karakteristika,

du

dt
=
∂u

∂t
+
∂u

∂x

∂x

∂t
,

odnosno

du

dt
=
∂u

∂t
+
∂
(
u+ u2

2

)
∂x

= 0,

∂u

∂t
+
∂
(
u+ u2

2

)
∂u

∂u

∂x
=
∂u

∂t
+ (1 + u)

∂u

∂x
= 0

pomo¢u kog dolazimo do uslova

u = const. duº karakteristike
dx

dt
= 1 + u.

Ako po£etni uslov zapi²emo u obliku u(x, 0) = f(x), onda se re²enje ove
jedna£ine dobija u implicitnom obliku

u(x, t) = f(x− (1 + u(x, t))t).

Dobijeno re²enje moºemo predstaviti gra�£ki ako iskoristimo informaciju
o karakteristi£nim linijama. Svaka ta£ka pro�la talasa na kojoj u ima vrednost
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u0, prostira¢e se brzinom 1 + u0. Odatle sledi da se u ta£kama sa ve¢om
vredno²¢u u0 talas prostire brºe nego kada u0 ima manju vrednost. To zna£i
da pro�l talasa moºe menjati oblik kao na slede¢oj slici.

Kao ²to moºemo videti na slici, pro�l talasa moºe postati vi²ezna£na
funkcija posle odre -denog vremena. Po²to su vi²ezna£na re²enja �zi£ki nepri-
hvatljiva, korektan rezultat se dobija odbacivanjem pretpostavke o neprekid-
nosti. Tada se u re²enju moºe pojaviti prekid (skok) koji razdvaja karakter-
isti£ne linije.

2.2 Analiza stabilnosti re²enja Navije-Stoksovih

jedna£ina

Osnovne pojmove i ideje teorije stabilnosti ¢emo uvesti kroz analizu Navije-
Stoksovih jedna£ina, koje predstavljaju jedna£ine kretanja i odrºanja mase
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viskoznog �uida:
∂u

∂t
+ u · ∇u = −∇p+R−1∆u,

∇u = 0, (2.2.1)

gde je u(x, t) polje brzine, a p(x, t) polje pritiska. Jedna£ine su date u bezdi-
menzijskom obliku, pa R predstavlja Rejnoldsov broj. Strujanje �uida se
posmatra na ograni£enoj oblasti V , sa rubom ∂V = ∂V1 ∪ ∂V2, na kom polje
brzine zadovoljava slede¢e grani£ne uslove:

u(x, t) = U0 = const. na ∂V1,

i u(x, t) je periodi£no na ∂V2.
Osnovno (neporeme¢eno) strujanje je partikularno re²enje jedna£ina kre-

tanja, £iju stabilnost ºelimo da ispitujemo. Ono je opisano poljem brzine
U(x, t) i poljem pritiska P (x, t) nesti²ljivog viskoznog �uida. Osnovno stru-
janje mora identi£ki zadovoljiti jedna£ine kretanja i grani£ne uslove

∂U

∂t
+ U · ∇U = −∇P +R−1∆U (2.2.2)

i
∇U = 0 na V ;

i U(x, t) = U0 na ∂V1, a periodi£no je na ∂V2.
Za op²te po£etne vrednosti brzine u(x, 0) i pritiska p(x, 0) totalni protok

sa brzinom u(x, t) i pritiskom p(x, t) za t > 0 je

∂u

∂t
+ u · ∇u = −∇p+R−1∆u,

∇u = 0 na V ,
i U = U0 i tako dalje za ∂V .

Analiza stabilnosti osnovnog strujanjaU(x, t) i P (x, t) podrazumeva uvo -denje
malih poreme¢aja, u′(x, 0) i p′(x, 0) u po£etne uslove, za t = 0

u(x, 0) = U(x, 0) + u′(x, 0), p(x, 0) = P (x, 0) + p′(x, 0),

i pra¢enje njihove prostorno-vremenske evolucije. Re²enje jedna£ina kretanja
se tada moºe prikazati kao superpozicija osnovnog strujanja i poreme¢aja u
proizvoljnom trenutku vremena t:

u(x, t) = U(x, t) + u′(x, t), p(x, t) = P (x, t) + p′(x, t). (2.2.3)
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Jedna£ine koje opisuju promenu poreme¢aja dobijaju se na slede¢i na£in: u
jedna£ine kretanja (2.2.1) se uvr²tava re²enje u obliku (2.2.2), a zatim se od
tako dobijenih jedna£ina oduzimaju jedna£ine osnovnog strujanja (2.2.3), jer
je u

′
= u−U i p

′
= p− P . Kona£an oblik jedna£ina poreme¢aja glasi

∂u′

∂t
+ u′ · ∇U + U · ∇u′ + u′ · ∇u′ = −∇p′ +R−1∆u′, (2.2.4)

∇u′ = 0, na V ;

i u′ = 0 na ∂V1, a periodi£na na ∂V2.
Jedna£ine poreme¢aja predstavljaju polaznu ta£ku u analizi stabilnosti.

Na osnovu svojstava njihovog re²enja donosi se sud o stabilnosti. Grubo
re£eno, za osnovno strujanje se kaºe da je stabilno ako proizvoljni mali po£etni
poreme¢aji, u na²em slu£aju u′(x, 0) i p′(x, 0), ostaju mali tokom vremena,
za svako t > 0. Osnovno strujanje je nestabilno ako postoji bar jedan po£etni
poreme¢aj koji tokom vremena dostigne vrednosti koje se vi²e ne mogu sma-
trati malim. Da bi se matemati£ki de�nisao pojam stabilnosti potrebno je
uvesti metriku, jer se samo na taj na£in moºe de�nisati �veli£ina� poreme¢aja.
Ovde ¢emo formalizovati Ljapunovljevu de�niciju stabilnosti: osnovno stru-
janje je stabilano, ako za sve ε > 0 postoji δ(ε) takvo da za po£etne porme¢aje
koji zadovoljavaju uslove

‖u′(x, 0)‖ < δ, ‖p′(x, 0)‖ < δ

vaºi
‖u′(x, t)‖ < ε, ‖p′(x, t)‖ < ε za sve t > 0.

Norma se moºe izraziti na razli£ite na£ine. Na primer, moºemo usvojiti da
je ‖u′(x, t)‖ = supx∈V

∣∣u′(x, t)∣∣ ili ‖u′(x, t)‖ =
[∫
V u
′2dx

]1/2. Drugi slu£aj se
u literaturi £esto naziva stabilnost u srednjem. Najzad, osnovno strujanje je
asimptotski stabilno, ako je stabilno i pored toga vaºi

‖u′(x, t)‖ → 0, ‖p′(x, t)‖ → 0 kad t→∞.

De�nicija stabilnosti se odnosi na vremensku evoluciju malih po£etnih
poreme¢aja. Ako se problem stabilnosti posmatra u okviru klasi£nih re²enja,
onda postoji kona£an interval t ∈ [0, t1] u kom ¢e poreme¢aji biti mali. To
nas motivi²e da prvu informaciju o pona²anju poreme¢aja potraºimo koris-
te¢i linearizovanih jedna£ina poreme¢aja. One se dobijaju kada se u linearizo-
vanim jedna£inama poreme¢aja i grani£nim uslovima zanemare £lanova koji
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koji sadrºe proizvodi poreme¢aja (superlinearnih kombinacija). Iz jedna£ine
(2.2.4) sledi

∂u′

∂t
+ U · ∇u′ + u′ · ∇U = −∇p′ +R−1∆u′,

∇u′ = 0, na V ;

i u′ = 0 na ∂V1, a periodi£na je na ∂V2.

2.3 Metod normalnih modova u analizi stabil-

nosti

Ako je osnovno strujanje nezavisno od t, U = U(x), onda linearizovane
jedna£ine poreme¢aje imaju koe�cijente nezavisne od t. Odatle sledi da se
re²enje problema moºe potraºiti metodom razdvajanja promenljivih. Drugim
re£ima, op²te re²enje po£etnog problema ¢e biti linearna superpozicija nor-
malnih modova slede¢eg oblika

u′(x, t) = estû(x), p′(x, t) = estp̂(x), (2.3.1)

gde karakteristi£ni koren s i odgovaraju¢e karakteristi£ne funkcije û, p̂moºemo
odrediti re²avanjem sistema jedna£ina i grani£ne uslove dobijenog uvr²tavan-
jem pretpostavljenog re²enja u linearizovane jedna£ine poreme¢aja:

sû + U · ∇û + û · ∇U = −∇p̂+R−1∆û,

∇ · û = 0, na V ,

i û = 0 na ∂V1 periodi£na je na ∂V2.
Karakteristi£ni koreni s ovog problema mogu biti realni i konjugovano-

kompleksni, s = <(s) + i=(s). Ako V je ograni£en, tada karakteristi£nih
korena ima beskona£no, ali prebrojivo mnogo. Na osnovu re²enja linearizo-
vanih jedna£ina poreme¢aja moºe se doneti slede¢i sud o stabilnosti:

• ako je <(s) < 0 za sve karakteristi£ne korene s, onda je osnovno stru-
janje stabilno;

• ako je <(s) > 0 za najmanje jedan karakteristi£ni koren s, onda je
osnovno strujanje nestabilno.
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Ovakav zaklju£ak o stabilnosti sledi iz £injenice da je vremeska evolucija
svakog moda odre -dena izrazom

exp{<(s)t+ i=(s)t} = exp{<(s)t× (cos(=(s)t) + i sin(=(s)t)},

u kom presudan uticaj na ograni£enost poreme¢aja ima <(s).
Kada postoje karakteristi£ni koreni za koje vaºi <(s) = 0, dok ostali

imaju negativne realne delove, osnovno strujanje je neutralno stabilno po
linearnoj teoriji. Me -dutim, u ovom slu£aju linearna analiza nije dovoljna za
dono²enje kona£nog zaklju£ka o stabilnosti, ve¢ je neophodno analizirati ne-
linearne jedna£ine poreme¢aja. Napomenimo jo² da za jedan normalni mod
prostorna struktura poreme¢aja ostaje nepromenjena tokom njegovog prosti-
ranja, ²to ne mora da zna£i za njihovu superpoziciju.

Treba napomenuti da se opisana analiza odnosi samo na slu£aj kada su
karakteristi£ni koreni prosti (nema vi²estrukih korena). Mogu¢a je i situacija
u kojoj je osnovno strujanje takvo da linearizovane jedna£ine poreme¢aja
dopu²taju vi²estruke karakteristi£ne korene. Tada se op²te re²enje problema
ne moºe prikazati u vidu superpozicije eksponencijalno rastu¢ih i eksponen-
cijalno opadaju¢ih normalnih modova. Pored toga, konjugovano kompleksni
koreni implicitno generi²u dva linearno nezavisna re²enja, jer realni i imagi-
narni deo korena nezavisno zadovoljavaju diferencijalne jedna£ine.

Za analizu stabilnosti strujanja viskoznih �uida je speci�£no da karakter-
isti£ni koreni mogu zavisiti od Rejnoldsovog broja R (videti [4] za vi²e de-
talja). Naime, pri nekim njegovim vrednostima osnovno strujanje je stabilno,
dok je pri nekim drugim vrednostima osnovno strujanje nestabilno. Po prav-
ilu, kada se Rejnoldsov broj neprekidno menja javlja se prelazak iz stabilnog
u nestabilno osnovno strujanje. Tada postoji kriti£na vrednost Rejnoldsovog
broja Rc za koju je osnovno strujanje neutralno stabilno. U nastavku ¢emo
ovu ideju iskazati u formalnom obliku.

De�ni²imo kriti£ni Rejnoldsov broj Rc tako da za R 6 Rc vaºi <(s) 6 0
za sve karakteristi£ne korene, a da je <(s) > 0 za najmanje jedan mod i za
najmanje jednu vrednost R ma kojoj okolini Rc. Tada se kaºe da je osnovno
strujanjemarginalno stabilno ako jeR = Rc: strujanje stabilno ako jeR < Rc,
nestabilna za dovoljno male pozitivne vrednosti R − Rc > 0, a neutralno
stabilno kada je R = Rc. U realnim situacijama strujanje ima izraºeniju
nestabilnost ²to je razlika R − Rc ve¢a, pa se obi£no o£ekuje da ¢e ono biti
nestabilno za sve R > Rc. Napomenimo da marginalna stabilnost implicira
neutralnu stabilnost, ali samo u slu£aju viskoznih �uida. Kod neviskoznih
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�uida to ne mora biti slu£aj � stabilna strujanja su po pravilu neutralno
stabilna � pa je zato potrebno da se pravi razlika izme -du ova dva pojma.

Ako je potpuni skup normalnih modova prebrojiv, sa karakteristi£nim
funkcijama ûn, p̂n koje odgovaraju karakteristi£nim korenima sn za n =
1, 2, . . . , tada svaki po£etni poreme¢aj moºe biti izraºen kao superpozicija
normalnih modova

u
′
(x, 0) =

∞∑
n=1

anûn(x), p
′
(x, 0) =

∞∑
n=1

bnp̂n(x),

za odgovaraju¢e koe�cijente an, bn. Problem sopstvenih vrednosti, koji odatle
sledi, je realan, tako da je svaka karakteristi£na funkcija ili realna, ili se javlja
u vidu kompleksno konjigovanog para. Stoga je svaki koe�cijent an i bn tako -de
realan ili deo kompleksno konjigovanog para.

Normalni modovi se mogu urediti tako da za karakteristi£ne korene vaºi
<(s1) > <(s2) > · · · . Odatle sledi da je

u
′
(x, t) =

∞∑
n=1

anûn(x)esnt, p
′
(x, t) =

∞∑
n=1

bnp̂n(x)esnt.

Stoga moºemo re¢i da je asimptotsko pona²anje poreme¢aja opisano sa

u
′
(x, t) ∼ a1û1e

s1t, p
′
(x, t) ∼ b1p̂1e

s1t kad t→∞, (2.3.2)

ako postoji jedinstveni najbrºe rastu¢i ili najsporije opadaju¢i mod, a to je
za s1 > <(s2) > <(s3) > · · · , odnosno

u
′
(x, t) ∼ a1û1e

s1t + a∗1û
∗
1e
s∗1t, p

′
(x, t) ∼ b1p̂1e

s1t + b∗1p̂
∗
1e
s∗1t kad t→∞,

ako je najbrºe rastu¢i ili najsporije opadaju¢i mod u vidu konjugovano kom-
pleksnog para <(s1) = <(s2) > <(s3) > · · · . Ako je skup karakteristi£nih
funkcija potpun ali neprebrojiv, tada je superpozicija moºe umesto sume
sadrºati integral, na primer Furijeov integral.

Klasi£ni metod normalnih modova, koji je upravo opisan, isti£e u prvi plan
najbrºe rastu¢i nestabilni mod. Me -dutim, eksponencijalno rastu¢i modovi se
retko uo£avaju u prirodnim fenomenima ili laboratorijskim eksperimentima.
Jedan od razloga za to leºi u £injenici da nestabilnost ne nastaje trenutno,
ve¢ osnovno strujanje sporo evoluira i posle odre -denog vremenskog intervala
naglo gubi svoj prvobitni oblik zbog pojave poreme¢aja. Drugi razlog je da
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u op²tem slu£aju perturbacija nije predstavljena najbrºe rastu¢im modom,
ve¢ predstavlja superpoziciju svih modova, stabilnih i nestabilnih, koji ekspo-
nencijalno opadaju ili rastu sa razli£itim brzinama. Pored toga, sa porastom
amplitude poreme¢aja nelinearni £lanovi u jedna£inama dolaze do izraºaja
i ograni£avaju njihov rast. Ipak, kriterijum nestabilnosti zasnovan na lin-
earizovanim jedna£inama poreme¢aja je validan i moºe se koristiti u analizi
kriti£nih vrednosti parametara modela.
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Glava 3

Analiza stabilnosti

U ovoj glavi ¢e biti analizirani neki konkretni problemi hidrodinami£ke
stabilnosti, koja se oslanja na [3] i [4]. U toj analizi se mogu uo£iti neke
zajedni£ke karakteristike, koje ¢emo navesti u nastavku. Konkretno, postupak
ispitivanja stabilnosti se po pravilu sastoji od slede¢ih koraka:

1. identi�kacija �zi£kog mehanizma nestabilnosti datog strujanja i mod-
eliranje nestabilnosti kori²¢enjem odgovaraju¢eg sistema jedna£ina i
grani£nih uslova;

2. odre -divanje partikularnog re²enja problema koje ¢e predstavljati os-
novno strujanje;

3. linearizacija sistema za male poreme¢aje osnovnog strujanja;

4. primena metoda normalnih modova za linearnu analizu stabilnosti;

5. analiza rezultata i odre -divanje kriti£nih vrednosti parametara u slu£aju
nestabilnosti.

3.1 Osnovni protok

Posmatrajmo strujanje dva nesti²ljiva �uida, koja se nalaze jedan ispod
drugog. Osnovno, neporeme¢eno strujanje ¢e biti opisano uniformnom brzi-
nom i uniformnom gustinom �uida, a povr² koja ih razdvaja ¢e biti ravan

35
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z = 0. Dakle, brzina, gustina i pritisak su dati slede¢im izrazima

u (z) =

{
u2i

u1i
, ρ =

{
ρ2

ρ1
, p (z) =

{
p0 − gρ2z na z > 0

p0 − gρ1z na z < 0
,

(3.1.1)
gde su u1 i u2 brzine �uida, ρ1 i ρ2 njihove gustine, p0 je pritisak na grani£noj
povr²i i g je gravitaciono ubrzanje.

3.2 Fizi£ki opis nestabilnosti

Fenomen, koji je danas poznat pod nazivom Kelvin-Helmholcova nestabil-

nost, analizirali su nezavisno u drugoj polovini XIX veka Helmholc i Kelvin.
Motivacija za njihovo istraºivanje leºala je u pojavi okeanskih talasa usled
strujanja vetra po slobodnoj povr²i vode.

Da bismo stekli utisak o �zi£kom mehanizmu koji uzrokuje nestabilnost
osnovnog strujanja, usvojimo da je u1 = −V , u2 = V i ρ1 = ρ2. Dakle,
posmatramo specijalni slu£aj vrtloºnog sloja izme -du dva nesti²ljiva �uida,
pri £emu je potisak zanemarljiv. Pretpostavimo da je po£etni poreme¢aj
grani£ne povr²i (vrtloºnog sloja) sinusoidnog oblika. Zbog jednostavnosti
pretpostavi¢emo da je protok dvodimenzionalan u (x, z)-ravni, pa je elevacija
data kao z = ζ (x, t).

Fizi£ko obja²njenje nestabilnosti dao je Batchelor, oslanjaju¢i se na pon-
a²anje vektora vrtloºnosti

ω =

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
j. (3.2.1)

Prime¢uju¢i da je u na²em upro²¢enom slu£aju vrtloºnost pozitivna za V > 0,
moºe se konstatovati da ¢e u ta£kama u kojima vaºi ζ = 0 i ∂ζ/∂x < 0 ugao
nagiba grani£ne povr²i da se pove¢ava, a sa njim i amplituda poreme¢aja.
Ovakva analiza, koja je detaljno prikazana u knjizi (Drazin), zna£ajno se
oslanja na �zi£ku intuiciju. Umesto toga, mi ¢emo slediti formalni postupak
analize stabilnosti, dat u nastavku teksta.

3.3 Jedna£ine poreme¢aja

Analizu poreme¢aja ¢emo zapo£eti oslanjaju¢i se na Kelvinovu pretpostavku
da je poreme¢eno strujanje �uida sa obe strane grani£ne povr²i (vrtloºnog
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sloja) bezvrtloºno, ∇ × u = 0. Imaju¢i ovo u vidu, polje brzine je mogu¢e
pisati pomo¢u potencijala brzine φ, koji postoji sa obe strane grani£ne povr²i,
u = ∇φ, gde je

φ =

{
φ2 za z > ζ

φ1 za z < ζ,
(3.3.1)

a grani£na povr²ina ima visinu

z = ζ (x, y, t) . (3.3.2)

Napomenimo da je ovom pretpostavkom ograni£ena klasa poreme¢aja koju
analiziramo. U op²tem slu£aju mogu¢e je postojanje poreme¢aja sa vrt-
loºno²¢u ω 6= 0, ali njih ovde ne¢emo prou£avati.

Jedna£ina kontinuiteta za nesti²ljivi �uid je ∇ ·u = 0, zato ¢e Laplasijan
potencijala biti jednak nuli

∆φ2 = 0 za z > ζ, ∆φ1 = 0 za z < ζ. (3.3.3)

U nastavku ¢e biti prikazani grani£ni uslovi. Najpre ¢e biti navedeni, a
zatim ¢e biti detaljno prikazano njihovo izvo -denje. Grani£ne uslovi imaju
slede¢i oblik.

(a) Moºemo pretpostaviti da je po£etni porem¢aj ograni£en na okolinu
grani£ne povr²i izme -du �uida, pa ¢e zato ostati u ograni£enoj oblasti i tokom
vremena, odnosno

∇φ→ u, ako z → ±∞. (3.3.4)

Drugim re£ima, poreme¢eno strujno polje konvergira neporeme¢enom stru-
jnom polju kada z → ±∞.

(b) �estice te£nosti na povr²ini treba da kre¢u sa grani£nom povr²i a
da pri tome dva �uida ne zauzimaju istovremeno istu ta£ku, kao i da se ne
formira oblast u kojoj nema �uida (kavitacija). Dakle vertikalna komponenta
brzine na povr²i je data sa

∂φ

∂z
=
Dζ

Dt
=
∂ζ

∂t
+
∂φ

∂x

∂ζ

∂x
+
∂φ

∂y

∂ζ

∂y
u z = ζ, (3.3.5)

²to je materijalni izvod za povr²insku elevaciju. Me -dutim, mogu¢a je razlika
tangentnih komponenti brzine �uda na grani£noj povr²i, ²to nas dovodi do
jedna£ina

∂φk
∂z

=
∂ζ

∂t
+
∂φk
∂x

∂ζ

∂x
+
∂φk
∂y

∂ζ

∂y
u z = ζ, za k = 1, 2. (3.3.6)
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(c) Normalni napon te£nosti je neprekidan na grani£noj povr²i nesti²ljivog
�uida, ²to se svodi na dinami£ki uslov da je pritisak �uida neprekidan. Dakle

ρ1

(
c1 −

1

2
(∇φ1)

2 − ∂φ1

∂t
− gz

)
= ρ2

(
c2 −

1

2
(∇φ2)

2 − ∂φ2

∂t
− gz

)
u z = ζ,

(3.3.7)
na osnovu Bernulijeve jedna£ine za nevrtloºno strujanje, koja vaºi sa obe
strane grani£ne povr²i z = ζ. Da bi osnovno (neporeme¢eno) strujanje zado-
voljavalo ovu jedna£inu, konstante c1 i c2 moraju zadovoljiti uslov

ρ1

(
c1 −

1

2
U2
1

)
= ρ2

(
c2 −

1

2
U2
2

)
na z = ζ. (3.3.8)

Jedna£ine (3.3.1)-(3.3.8) formiraju potpun sistem nelinearnih jedna£ina
poreme¢aja za osnovno strujanje (3.2.1).

Prikazani grani£ni uslovi su napisani u kona£nom obliku, koji ¢emo u nas-
tavku izvoditi. Prvo ¢e biti pokazano uslov (b), tj. da vaºi jedna£ina (3.3.6).
Komponenta brzine na grani£noj povr²i je

w =
∂φ

∂z
=
Dζ

Dt
=
∂ζ

∂t
+
∂ζ

∂x
u+

∂ζ

∂y
v =

∂ζ

∂t
+
∂ζ

∂x

∂φ

∂x
+
∂ζ

∂y

∂φ

∂y
, na z = ζ.

Gradijent funkcije ζ(x, y, t)− z = 0 je vektor normale

N =

(
∂ζ

∂x
,
∂ζ

∂y
,−1

)
,

sa jedini£nim vektorom

n =
N

|N|
.

Brzinu moºemo napisati pomo¢u normalne i tangencijalne komponente,
kao

u = uN + uT,

gde je
uN = (u · n)n

i uT = u− uN = u− (u · n)n.

Mogu¢a razlika tangentnih komponenti brzine �uda na grani£noj povr²i uT1 6=
uT2 nas dovodi do jedna£ine

uT2 − uT1 = u2 − u1 − (u2 · n)n + (u1 · n)n,
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ali zahteva jednakost normalnih komponenti brzina

u1N = u2N,

∂φ2

∂x

∂ζ

∂x
+
∂φ2

∂y

∂ζ

∂y
− ∂φ2

∂z
=
∂φ1

∂x

∂ζ

∂x
+
∂φ1

∂y

∂ζ

∂y
− ∂φ1

∂z
,

∂φ2

∂x

∂ζ

∂x
+
∂φ2

∂y

∂ζ

∂y
−
(
∂ζ

∂t
+
∂φ2

∂x

∂ζ

∂x
+
∂φ2

∂y

∂ζ

∂y

)
=
∂φ1

∂x

∂ζ

∂x
+
∂φ1

∂y

∂ζ

∂y
−
(
∂ζ

∂t
+
∂φ1

∂x

∂ζ

∂x
+
∂φ1

∂y

∂ζ

∂y

)
,

tj. ovaj uslov je saglasan sa jedna£inom (3.3.6).
Da bismo dokazali uslov (c), tj. potvrdili da vaºi jedna£ina (3.3.7) po¢i

¢emo od jedna£ine o promeni koli£ine kretanja

Du

Dt
=
∂u

∂t
+ u · ∇u = g − 1

ρ
∇p. (3.3.9)

U slu£aju nevrtloºnog strujanja ω = 0 je i polje brzine

Ω = 2ω = 2∇× u = 2∇×∇φ = 0,

pored toga vaºi i Laplasova jedna£ina (1.1.15). Jedna£inu (3.3.9) moºemo
transformisati u slede¢i oblik

∂u

∂t
+

1

2
u2 − u× ω = g − 1

ρ
∇p. (3.3.10)

Kako je

∂u

∂t
=
∂ (∇φ)

∂t
= ∇

(
∂φ

∂t

)
,

1

ρ
∇p = ∇

(
p

ρ

)
i g = ∇ (g · r) = ∇ (−gz) ,

jedna£ina (3.3.10) postaje

∇
(
∂φ

∂t

)
+∇

(
1

2
u2

)
= ∇ (g · r)−∇

(
p

ρ

)
,

∇
(
∂φ

∂t
+

1

2
u2 − g · r +

p

ρ

)
= 0,

odnosno, dobija se Bernulijev integral

∂φ

∂t
+

1

2
u2 − g · r +

p

ρ
= f(t). (3.3.11)
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De�ni²emo novi potencijal polje brzine

φ̂ = φ− F (t), gde je F (t) =

∫
f(t)dt,

koji opisuje isto polje brzine

∇φ̂ = ∇φ = u.

Jedna£ina (3.3.11) postaje

∂φ̂

∂t
+ F

′
(t) +

1

2
u2 − g · r +

p

ρ
= f(t),

odakle sledi trºeni oblik Bernulijevog integrala

∂φ̂

∂t
+ f(t)− C +

1

2
u2 + gz +

p

ρ
= f(t),

∂φ̂

∂t
+

1

2
u2 + gz +

p

ρ
= C = const.

Izraºavanjem pritiska ¢emo dobiti traºenu jedna£inu (3.3.7).

3.4 Linearizovani problem

Za ispitivanje stabilnosti u linearnoj aproksimaciji (linearna stabilnost)
prvo ¢emo uvesti poreme¢aje φ

′
1 i φ

′
2

φ2 = U2x+ φ
′

2 za z > ζ, φ1 = U1x+ φ
′

1 za z < ζ (3.4.1)

i zanemarujemo proizvode malih poreme¢aja φ
′
1, φ

′
2 i ζ. Ovde φ1 i φ2 pred-

stavljaju potencijale brzine poreme¢enog strujanja. Linearizacija se moºe
smatrati validnom ako su pomeranje grani£ne povr²i i njen nagib mali, odnosno
∂ζ
∂x
, ∂ζ
∂y
� 1 i gζ � U2

1 , U
2
2 . Kori²¢enjem Tejlorovog polinoma mogu se aproksimi-

rati potencijali brzina �uida na grani£noj povr²i z = ζ,

[
φ
′

k

]
z=ζ

=
[
φ
′

k

]
z=0

+ ζ

[
∂φ
′

k

∂z

]
z=0

+ · · · .
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Tada je linearizacija jedna£ina (3.3.3)-(3.3.7) jednozna£no data sa

∆φ
′

2 = 0 za z > 0, ∆φ
′

1 = 0 za z < 0, (3.4.2)

∇φ′k → 0 ako z → ∓∞ za k = 1, 2, (3.4.3)

∂φ
′

k

∂z
=
∂ζ

∂t
+ Uk

∂ζ

∂x
u z = 0 za k = 1, 2, (3.4.4)

ρ1

(
U1
∂φ
′
1

∂x
+
∂φ
′
1

∂t
+ gζ

)
= ρ2

(
U2
∂φ
′
2

∂x
+
∂φ
′
2

∂t
+ gζ

)
u z = 0. (3.4.5)

Po²to jedna£ine (3.4.3)-(3.4.5) obrazuju sistem parcijalnih diferencijal-
nih jedna£ina sa konstantnim koe�cijentima, re²enje za poreme¢aje moºemo
pretpostaviti u slede¢oj formi

ζ (x, y, t) = ζ̂ei(kx+ly)+st,

φ
′

1 (x, y, z, t) = φ̂1(z)ei(kx+ly)+st, φ
′

2 (x, y, z, t) = φ̂2(z)ei(kx+ly)+st.
(3.4.6)

Na ovaj na£in se problem svodi na sistem obi£nih diferencijalnih jedna£ina,
gde je z nezavisno promenljiva, φ̂1, φ̂2 su funkcije od z, a ζ̂ je konstanta.

Jedna£ina (3.4.2) daje

∆φ
′

2 =

(
d2φ̂2(z)

dz2
−
(
k2 + l2

)
φ̂2(z)

)
ei(kx+ly)+st = 0,

∆φ
′

1 =

(
d2φ̂1(z)

dz2
−
(
k2 + l2

)
φ̂1(z)

)
ei(kx+ly)+st = 0.

Po²to je ei(kx+ly)+st 6= 0, prethodne jedna£ine svode na

d2φ̂2(z)

dz2
− k̃2φ̂2(z) = 0,

d2φ̂1(z)

dz2
− k̃2φ̂1(z) = 0,

gde k̃ =
(
k2 + l2

) 1
2 je talasni broj, a njihovo op²te re²enje glasi

φ̂2(z) = A2e
−k̃z +B2e

k̃z,

φ̂1(z) = A1e
k̃z +B1e

−k̃z,
(3.4.7)
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gde su A2, A1, B2 i B1 proizvoljne konstante. Grani£ni uslov (3.4.3) implicira
da je

dφ̂2(z)

dz
→ 0, za z → +∞,

dφ̂1(z)

dz
→ 0, za z → −∞,

pa ¢e biti B2 = 0 i B1 = 0, dakle

φ̂2(z) = A2e
−k̃z, (3.4.8)

i φ̂1(z) = A1e
k̃z. (3.4.9)

Na osnovu toga iz jedna£ina (3.4.4) i (3.4.5) slede tri homogene linearne
jedna£ine sa tri nepoznate ζ̂, A1, A2. Iz jedna£ine (3.4.4) ¢emo dobiti da je

−A2k̃ = sζ̂ + ikU2xζ̂ i A1k̃ = sζ̂ + ikU1ζ̂ .

A2 = −(s+ ikU2) ζ̂

k̃
i A1 =

(s+ ikU1) ζ̂

k̃
, (3.4.10)

odatle sopstvena funkcija (3.4.6) ¢e zavisiti samo od proizvoljne multiplika-
tivne konstante, pa iz jedna£ine (3.4.5) sledi karakteristi£na jedna£ina

ρ1

(
U1

(s+ ikU1) ζ̂

k̃
ikei(kx+ly)+st +

(s+ ikU1) ζ̂

k̃
sei(kx+ly)+st + gζ̂ei(kx+ly)+st

)
=

ρ2

(
U2
− (s+ ikU2) ζ̂

k̃
ikei(kx+ly)+st +

− (s+ ikU2) ζ̂

k̃
sei(kx+ly)+st + gζ̂ei(kx+ly)+st

)
,

tj. ρ1

(
(s+ ikU1)

2 ζ̂

k̃
+ gζ̃

)
= ρ2

(
−(s+ ikU2)

2 ζ̂

k̃
+ gζ̃

)
,

odnosno dobi¢emo da je

ρ1

(
k̃g + (s+ ikU1)

2
)

= ρ2

(
k̃g − (s+ ikU2)

2
)
. (3.4.11)

Re²enje ove kvadratne jedna£ine je

s = −ikρ1U1 + ρ2U2

ρ1 + ρ2
±

(
k2ρ1ρ2 (U1 − U2)

2

(ρ1 + ρ2)
2 − k̃g (ρ1 − ρ2)

(ρ1 + ρ2)

) 1
2

. (3.4.12)
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Da bi re²enje (3.4.6) bilo stabilno u linearnoj aproksimaciji, sopstvene vred-
nosti (3.4.12) moraju biti imaginarne, odnosno diskriminanta mora biti neg-
ativna

k̃g
(
ρ21 − ρ22

)
> k2ρ1ρ2 (U1 − U2)

2 . (3.4.13)

Jedno nestabilno re²enje se dobija kada je diskriminanta pozitivna (drugo
re²enje je asimptotski stabilno)

k̃g
(
ρ21 − ρ22

)
< k2ρ1ρ2 (U1 − U2)

2 . (3.4.14)

Ovo je potreban i dovoljan uslov za nestabilnost sa talasnim brojevima k, l.
Jedna£ina (3.4.14) moºe biti detaljnije analizirana.

1. Kada je ρ1 < ρ2 grani£na povr² je nestabilna. Ovo je �zi£ki o£ekivan
rezultat, jer je �uid ve¢e gustine iznad �uida manje gustine.

2. Kada je ρ1 > ρ2, onda se (3.4.14) moºe zapisati u obliku

(U1 − U2)
2 >

k̃g
(
ρ21 − ρ22

)
k2ρ1ρ2

> 0. (3.4.15)

Odatle sledi da ¢e grani£na povr² biti nestabilna ako je razlika brzina
dovoljno velika.

3. Kada je talasni broj k̃ � 1, grani£na povr² ¢e prakti£no uvek biti
nestabilna za U1 6= U2.

3.5 Gravitacioni talasi

Analizu stabilnosti sprovedenu u prethodnom odeljku moºemo ilustrovati
jednostavnim primerom gravitacionih talasa. Ovde se pod gravitacionim ta-
lasima podrazumevaju talasi na grani£noj povr²i kada �uidi miruju, U1 =
U2 = 0.

3.5.1 Povr²inski gravitacioni talasi

Ako je gustina gornjeg �uida zna£ajno manja od gustine donjeg, ρ2 � ρ1,
moºemo izvr²iti aproksimaciju ρ2 ≈ 0 i U1 = U2 = 0. Tada je

s = ±
(
−k̃g

) 1
2

= ±i
(
k̃g
) 1

2
,
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i imamo model povr²inskih gravitacionih talasa u dubokoj vodi, koji su sta-
bilni i prostiru se faznom brzinom

c =
is

k̃
=
±i2

(
k̃g
) 1

2

k̃
,

odnosno

c = ∓
(
g

k̃

) 1
2

. (3.5.1)

Ovo ilustruje vrstu talasa koji imaju oscilatorno pona²anje.

3.5.2 Unutra²nji gravitacioni talasi

Kada u neporeme¢enom strujanju �uidi miruju (U1 = U2 = 0) tada vaºi

s = ±

(
− k̃g (ρ1 − ρ2)

(ρ1 + ρ2)

) 1
2

= ±i

(
k̃g (ρ1 − ρ2)

(ρ1 + ρ2)

) 1
2

. (3.5.2)

Nestabilnost imamo ako i samo ako je ρ1 < ρ2, tj. teºi �uid je iznad lak²eg
�uida. Me -dutim ako je ρ1 > ρ2 imamo stabilnost grani£ne povr²i, a talasi se
prostiru faznom brzinom

c =
is

k̃
=
±i2

(
k̃g(ρ1−ρ2)
(ρ1+ρ2)

) 1
2

k̃
,

odnosno

c = ∓

(
g (ρ1 − ρ2)
k̃ (ρ1 + ρ2)

) 1
2

. (3.5.3)

Karakteristi£ne funkcije (3.4.6) za potencijal brzine eksponencijalno opadaju
kada se udaljaujemo od grani£ne povr²i, kao i u svim slu£ajevima Kelvin-
Helmholcove nestabilnosti. Zato je kretanje ograni£eno na okolinu grani£ne
povr²i izme -du dve �uida. Ovi talasi predstavljaju specijalne slu£ajeve un-
utra²njih gravitacionih talasa, koji se mogu prostirati i u unutra²njosti slo-
jevitog �uida. Njih moºemo uo£iti izme -du slojeva sveºe i slane vode koji se
javljaju u estuarima.
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3.6 Uticaj povr²inskog napona na

Kelvin-Helmholcovu nestabilnost

Dosada²nja analiza Kelvin-Helmholcove nestabilnosti je podrazumevala
da je na grani£noj povr²i pritisak u �uidima jednak, p1 = p2. Me -dutim,
prisustvo povr²inskog napona uti£e na pojavu razlike pritisaka i promenu
granice nestabilnosti. Pokaza¢emo u nastavku da ako izme -du dva �uida
imamo povr²inski napon γ, tada jedna£ina (3.4.12) postaje

s = −ikρ1U1 + ρ2U2

ρ1 + ρ2
±

(
k2ρ1ρ2 (U1 − U2)

2

(ρ1 + ρ2)
2 − k̃2

ρ1 + ρ2

(
g (ρ1 − ρ2)

k̃
+ k̃γ

)) 1
2

.

Pretpostavimo da na kontaktnoj povr²i postoji razlika pritisaka,

∆p = p1 − p2, dakle p1 = p2 + ∆p (3.6.1)

koja se javlja zbog uticaja povr²inskog napona. Ako uslov za pritisak za-
pi²emo pomo¢u jedna£ine (3.4.5), uzimaju¢i u obzir povr²inski napon, dobija
se

ρ1

(
U1
∂φ
′
1

∂x
+
∂φ
′
1

∂t
+ gζ

)
= ρ2

(
U2
∂φ
′
2

∂x
+
∂φ
′
2

∂t
+ gζ

)
+ ∆p. (3.6.2)

Razlika pritiska ∆p je odre -dena relacijom

∆p = γ∇ · n,

gde je

n =
N

|N|
jedini£ni vektor normale, dok je vektor normale

N =

(
∂ζ

∂x
,
∂ζ

∂y
,−1

)
.

Dakle

n =

(
∂ζ

∂x
,
∂ζ

∂y
,−1

)(
1 +

(
∂ζ

∂x

)2

+

(
∂ζ

∂y

)2
)− 1

2

.
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Imaju¢i u vidu da se u analizi stabilnosti razmatra linearizovani problem,
divergencija vektora normale se moºe izraziti kao

∇ · n =
∂nx
∂x

+
∂ny
∂y

+
∂nz
∂z
≈ ∂2ζ

∂x2
+
∂2ζ

∂y2
= ∆ζ.

Tada linearizovani uslov za pritisak na grani£noj povr²i postaje

ρ1

(
U1
∂φ
′
1

∂x
+
∂φ
′
1

∂t
+ gζ

)
= ρ2

(
U2
∂φ
′
2

∂x
+
∂φ
′
2

∂t
+ gζ

)
+ γ∆ζ. (3.6.3)

Pretpostavljaju¢i re²enje problema u obliku

ζ (x, y, t) = ζ̂ei(kx+ly)+st,

φ
′

1 (x, y, z, t) = φ̂1(z)ei(kx+ly)+st,

φ
′

2 (x, y, z, t) = φ̂2(z)ei(kx+ly)+st.

i koriste¢i re²enja

φ̂1(z) = A1e
k̃z, φ̂2(z) = A2e

−k̃z,

u jedna£ini (3.6.3), kao i linearizovane divergencije vektora normale

∆ζ = −
(
k2 + l2

)
ζ̂ei(kx+ly)+st = −k̃2ζ̂ei(kx+ly)+st,

dobija se

ρ1

(
U1ikA1e

k̃z + sA1e
k̃z + gζ̂

)
= ρ2

(
U2ikA2e

k̃z + sA2e
k̃z + gζ̂

)
− γk̃2ζ̂ ,

(3.6.4)
gde z → 0. Iz grani£nog uslova (3.4.2)

∆φ
′

2 = 0 za z > 0, ∆φ
′

1 = 0 za z < 0,

moºemo izraziti

A1 =
(s+ ikU1) ζ̂

k̃
,

A2 = −(s+ ikU2) ζ̂

k̃
,
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i uvrstiti u jedna£inu (3.6.4)

ρ1

(
(s+ ikU1)

2 ζ̂

k̃
+ gζ̂

)
= ρ2

(
−(s+ ikU2)

2 ζ̂

k̃
+ gζ̂

)
− γk̃2ζ̂ .

Posle sre -divanja ove jedna£ine dobija se kvadratna jedna£ina

ρ1

(
k̃g + (s+ ikU1)

2
)

= ρ2

(
k̃g − (s+ ikU2)

2
)
− γk̃3,

£ija su re²enja

s = −ikρ1U1 + ρ2U2

ρ1 + ρ2
±

(
k2ρ1ρ2 (U1 − U2)

2

(ρ1 + ρ2)
2 − k̃2

ρ1 + ρ2

(
g (ρ1 − ρ2)

k̃
+ k̃γ

)) 1
2

.

Da bi protok bio stabilan, diskriminanta mora biti nepozitivna

k2ρ1ρ2 (U1 − U2)
2

(ρ1 + ρ2)
2 − k̃2

ρ1 + ρ2

(
g (ρ1 − ρ2)

k̃
+ k̃γ

)
6 0,

odatle je

(U1 − U2)
2 6

k̃2 (ρ1 + ρ2)

k2ρ1ρ2

(
g (ρ1 − ρ2)

k̃
+ k̃γ

)
. (3.6.5)

Tj.
k2 (U1 − U2)

2 ρ1ρ2 − k̃3γ (ρ1 + ρ2)− gk̃
(
ρ1

2 − ρ22
)
6 0.

Sistem je "stabilniji" ako k̃ raste, sledi ako diskriminanta opada. "Naj-
manja stabilan" slu£aj (najbliºi 0) se dobija kada je k̃ = k. U tom slu£aju
nejedna£ina (3.6.5) postaje

(U1 − U2)
2 6

ρ1 + ρ2
ρ1ρ2

(
g (ρ1 − ρ2)

k̃
+ k̃γ

)
.

Kori²¢enjem pomo¢ne jedna£ine

ϕ(k̃) = k̃γ + (ρ1 − ρ2)
g

k̃
,

dobi¢emo da je

(U1 − U2)
2 6

ρ1 + ρ2
ρ1ρ2

ϕ(k̃).
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Nama interesuje za koju vrednosti k̃ = k̃∗ dobijamo minimalnu granicu sta-
bilnosti, iz tih razloga izra£unamo prvi izvod pomo¢ne jedna£ine

∂ϕ(k̃)

∂k̃
= γ − g

k̃2
(ρ1 − ρ2) .

Izjedna£enjem prethodnu jedna£inu sa nulom

∂ϕ(k̃∗)

∂k̃
= 0, dobi¢emo da je k̃∗ = ±

(
g (ρ1 − ρ2)

γ

) 1
2

,

gde ¢emo uzeti pozitivno re²enje. Sve to vaºi uz uslov da je drugi izvod
pomo¢ne jedna£ine pozitivna, tj. ima¢emo minimalnu vrednost, ako vaºi

∂ϕ2(k̃)

∂k̃2
= 2

g

k̃3
(ρ1 − ρ2) > 0.

Talasna duºina je najmanja stabilna u granici stabilnosti za

λ =
2π

k̃
= 2π

(
γ

g (ρ1 − ρ2)

) 1
2

,

koji ra²iri u pravcu osnovnog strujanja. Sledi da je protok stabilan ako i samo
ako je

(U1 − U2)
2 6

ρ1 + ρ2
ρ1ρ2

 g (ρ1 − ρ2)(
g(ρ1−ρ2)

γ

) 1
2

+

(
g (ρ1 − ρ2)

γ

) 1
2

γ

 ,

odnosno

(U1 − U2)
2 6

2 (ρ1 + ρ2)
(
gγ (ρ1 − ρ2)

) 1
2

ρ1ρ2
.

Na osnovu toga diskriminanta mora biti pozitivna da bi strujanje bilo
nestablina, tj.

(U1 − U2)
2 >

2 (ρ1 + ρ2)
(
gγ (ρ1 − ρ2)

) 1
2

ρ1ρ2
. (3.6.6)

Ako je zadovoljena nejednakost (3.6.6), neporeme¢eno strujanje ¢e biti nesta-
bilno u linearnoj aproksimaciji, odakle sledi i nestabilnost u odnosu na ta£ne,
nelinearne jedna£ine poreme¢aja.
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Pore -denjem dobijenog rezultata sa ranije navedenoj granicom nestabil-
nosti (3.4.15) dobijenom u osnovnom problemu:

(U1 − U2)
2 >

k̃g
(
ρ21 − ρ22

)
k2ρ1ρ2

> 0,

u slu£aju k̃ = k

(U1 − U2)
2 >

g
(
ρ21 − ρ22

)
k̃ρ1ρ2

> 0,

moºe se uo£iti da ¢e granica nestabilnosti (3.6.6) biti vi²a od (3.4.15):

2 (ρ1 + ρ2)
(
gγ (ρ1 − ρ2)

) 1
2

ρ1ρ2
>
g
(
ρ21 − ρ22

)
k̃ρ1ρ2

,

odnosno da povr²inski napon stabilizuje neporeme¢eno kretanje za

k̃ >
1

2

(
g (ρ1 − ρ2)

γ

) 1
2

.

Koriste¢i Kelvinov model moºemo pokazati da vetar ¢e generisati talase
na moru ako je razlika izme -du brzine vazduha i vode je

|U1 − U2| > 6.6m
s
,

koriste¢i jedna£inu (3.6.1) i da je ρ1 = 1020 kg
m3 , ρ2 = 1.25 kg

m3 , g = 9.81m
s2
,

γ = 0.074N
m
. A talas je najmanje stabilan ako ima talasnu duºinu λ = 0.017m,

sa brzinom 0.008m
s
.
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