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Vreme zaustavljanja i primena na ameri¢ke opcije

Uvod

Rizik je neizbezan sporedni efekat zelje da zaradimo vise novca od drugih. Naravno,
novac mozemo zaraditi i gotovo bez rizika. Sve Sto treba da uradimo je da kupimo
drzavne obveznice, koje se generalno smatraju investicijom bez rizika. Ali buduéi da
nema rizika, ni dobit nije velika. Pravi problem je taj ako bi svi investitori ostvarivali istu
stopu dobiti, onda dobit sluzi samo tome da se ofuva status kvo. Drugim re¢ima, ako
zelimo da kupimo skup auto, jahtu ili nesto sli¢cno, onda moramo zaraditi vise novca od
drugih, a to zahteva preuzimanje rizika.

Zaista, zadatak investitora je da zarade viSe novca i to jedino mogu uciniti preuzimanjem
rizika (naravno, ako izuzmemo mogucénosti arbitraze). Kao $to kazina u Las Vegasu uvek
traze novu igru Sanse da bi povecali svoj profit, investitori neprestano traze nove
finansijske moguénosti za ostvarivanje profita. Te nove moguénosti Cesto postaju
koris¢enje derivata.

Poslednjih 25 godina doslo je do ogromnog razvoja trzista derivata. Danas je, u mnogim
situacijama investitorima privlacnije da trguju derivatom cija je podloga neka aktiva nego
samom aktivom.

Jedan od najjednostavnijih derivata su opcije ¢ija podloga su akcije, a u ovom radu mi
¢emo se baviti americkim opcijama. To su opcije koje se mogu izvrsiti u bilo kom
trenutku pre datuma dospeca. Samim tim, postaje jako bitno znati kada izvrSiti opciju da
bi se ostvario $to veci prihod. Odluku o trenutku izvrSenja opcije mozemo modelirati kao
slucajnu promenljivu sa specijalnim osobinama nazvanu vreme zaustavljanja.

Sam rad se sastoji iz viSe celina. U prvom poglavlju ¢emo se upoznati sa nekim osnovnim
pojmovima koji ¢e se koristiti u radu i ¢ije razumevanje ¢e nam biti neophodno. U
drugom poglavlju ¢emo definisati evropske i americke opcije i razmotriti neke njihove
osobine. Zatim, u tre¢em poglavlju ¢emo se upoznati sa problemima optimalnog
zaustavljanja. Tu ¢emo formulisati prosti problem optimalnog zaustavljanja i do¢i do
njegovog resenja kori§éenjem vise uslova: smooth pasting, value matching i dr. Cetvrto
poglavlje proucava americke opcije kao probleme optimalnog zaustavljanja. U ovom
poglavlju koristimo rezultate dobijene u treCem poglavlju. Kao rezultat ¢emo dobiti
optimalnu vrednost akcije za izvrSenje opcije, optimalno vreme zaustavljanja i vrednost
opcije. U treCem 1 Cetvrtom poglavlju vreme ¢emo posmatrati kao neprekidnu
promenljivu. Peto poglavlje se se razlikuje od prethodna dva po tome $to ¢e ovde vreme
biti diskretna promenljiva i koristi¢emo potpuno drugaciji matematicki aparat da bi dosli
do reSenja. Ovde ¢emo se upoznati sa pojmovima kao §to su Snell envelop, Doob-ova
dekompozicija, stop proces, naves¢emo teoremu koja nam govori kada je neko vreme
zaustavljanja optimalno i videti kako izgledaju najmanje i najveée optimalno vreme
zaustavljanja.

Rad je baziran na rezultatima datim u [1], [2] 1 [3].






Vreme zaustavljanja i primena na ameri¢ke opcije

1. Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju bi¢e definisani neki pojmovi koji ¢e nam olaksati razumevanje modela
kojima se bavimo u ovom radu. Takode, ovde ¢e biti navedene neke osobine i formule na
koje ¢emo se Cesto pozivati kasnije.

1.1 o -algebra

Definicija 1.1
Neka je Q neprazan skup. Neprazna kolekcija £ podskupova od € se naziva o -algebra

ako vazi:
1) QeX
2)Ako A€ ondai A° €X

3) Ako 4,,4,,...€ X, tada UAI. eX.
i=1

Definicija 1.2
Borelova o -algebra 8 na R je najmanja o -algebra na R koja sadrzi sve otvorene

intervale (a,b) gde a,beR.

Prostor (QQ,%, P) se naziva prostor verovatnoca (eng. probability space), gde je Q skup
svih mogucih ishoda, ¥ je o -algebra definisana nad Q 1 P je verovatno¢a nad X .

Prostor (Q, P) se naziva konacan prostor verovatnoca (eng. finite probability space), gde

je Q skup svih mogucih ishoda, a P funkcija verovatnoce. lako smo u zapisu kona¢nog
prostora verovatnoca izostavili o -algebru X, smatra¢emo da je ¥ skup svih podskupova
skupa Q, odnosno partitivni skup skupa Q.

Podskupove od QQ ¢emo nazivati dogadaji.

1.2 Sluc¢ajna promenljiva

Definicija 1.3
Neka je (€L,Z,P) prostor verovatnoca. Preslikavanje X:QQ—>R se naziva

slu¢ajna promenljiva ako vazi da za svako Be 8B,
X'(B)ex.

Ekvivalentno kazemo da je X X —merljivo preslikavanje.
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Definicija 1.4
Neka je A dogadaj na Q2. Funkcija 12 definisana sa

1, we A

19(w) =
4(@) {o, we A

je slucajna promenljiva koja se zove indikator dogadaja A (ili indikator funkcija za
dogadaj A). Kada je jasno S$ta je skup Q, ovu funkciju moZemo zapisivati samosa 1,.

U celom radu ¢emo koristiti sledeé¢e krace oznake :

X=x}=X"(x)={0 | X(0)=x}
{ngi}:X_l((_oobxi)):{a) | X(w)<x}.

Definicija 1.5
Neka je X slucajna promenljiva na Q. Onda kazemo da je:

1) X nenegativna (piSemo X >0), ako je
X(w) =0 zasvako we Q.
2) X strogo (eng. strictly) pozitivna (piSemo X >0), ako je
X(w)=20 zasve weQ 1 X(w)>0 zabar jedno we Q.
3) X jako (eng. strongly) pozitivna (piSemo X » 0), ako je

X(w)>0 zasve weQ).

1.3 Particije

Definicija 1.6
Neka je € neprazan skup. Onda je particija skupa Q kolekcija P ={B,,...,B,}
nepraznih podskupova od Q , koji se zovu blokovi particije, sa slede¢im osobinama:

1) blokovi su medusobno disjunktni, tj.

Bl.ﬂBj=(D zasvei,j, i#],

2) unija svih blokova je skup Q, tj.

B,U--UB, =Q.
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Teorema 1.1
Neka je (Q, P) konacan prostor verovatnoca i neka B,,..., B, ¢ine particiju od €. Neka je

za svako k, P(B,)#0. Tada, za svaki dogadaj A iz QQ, vazi da je:
P(4)=Y P(A B)P(B,).

k=1

Definicija 1.7

Neka je P ={B,,...,B,} particija skupa Q2. Onda za particiju Q ={C,,...,C,} skupa Q,
kazemo da je finija od particije P (eng. Q is a refinement of %), ako je dobijena tako
Sto smo neke blokove B;, particije ¥, podelili na manje delove.

Stoga, particija Q je finija od particije £ ako je svaki blok iz Q sadrzan u nekom bloku
iz P ili, ekvivalentno, svaki blok iz # je unija blokova iz Q. To obelezavamo sa
P=<Q.

Primer 1.1

/"\
\

particija P N particija Q
Grafik 1.1
Vidimo da je particija Q finija od particije P jer je:
B =C,UC,
B, =C,UC, UG,
B, =Cy
B, =C,.

Definicija 1.8
Neka je X slu¢ajna promenljiva na Q, pri ¢emu je skup svih mogucih vrednosti za X dat

sa:
im(X)=1{x,,%),.... X, } .

Tada slucajna promenljiva X odreduje particiju skupa Q ¢iji blokovi su inverzne slike
elemenata im(X), tj.

H ={{X =xi xeim(X)} = {{X =x},...{X =x,}}.
Particija % se naziva particija definisana slu¢ajnom promenljivom X.
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Na Grafiku 1.2 vidimo ilustraciju definicije 1.8.

The partition P,
4({ ' A
X e XX = R
T Ky Ko vee X,
(! ™
Grafik 1.2

Dogadaji {X =x},{X =x,},...,{X =x,} Cine particiju skupa €, tj. dogadaji su
medusobno disjunktni 1 njthova unija je skup Q (jer slu¢ajna promenljiva X mora biti
definisana na celom Q).

Particija #, definisana sluajnom promenljivom X ima jednu bitnu osobinu: X je
konstantno na blokovima {X = x} particije %, . Zapravo, na blokovima {X =x}, X ima

vrednost x. KaZemo da je slu¢ajna promenljiva X % -merljiva.

Primetimo jo$ neSto. X nije samo konstantno na blokovima od %, ve¢ je re¢ o razlicitoj

konstanti na svakom bloku % .

Definicija 1.9
Neka je P bilo koja particija skupa Q. Za slucajnu promenljivu X na Q kazemo da je

% - merljiva ako je X konstantno na svakom bloku particije % .

Primetimo da postoje mnoge particije Q za koje je X konstantno na svakom bloku
particije Q, tj. za koje je X Q - merljivo. Medutim, %, je jedina particija za koju je X
razli¢ita konstanta na svakom bloku.

Teorema 1.2
Neka je X slucajna promenljiva na Q2. Onda su sledeca tvrdenja tacna:

1) Xje Q- merljivo ako i samo ako je particija Q finija od particije B, .
2) %, je "najgrublja" particija za koju je X merljivo 1 jedina particija za koju je X
merljivo i na ¢ijim blokovima prima razli¢ite konstantne vrednosti.

Teorema 1.3
Neka su X 1Y slu€ajne promenljive. Onda je Y %, -merljivo ako i samo ako je Y funkcija

od X, tj. ako 1 samo ako postoji funkcija f:R — R tako da je

Y = f(X).
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1.4 Algebra

Definicija 1.10
Neka je Q2 neprazan skup. Kolekcija ‘A podskupova od 2 se naziva algebra (ili algebra
skupova) ako su zadovoljene sledece osobine:

1) prazan skup pripada A, tj.
PeA.

2) A je zatvoren u odnosu na komplement, tj.

Ae A= A e A.
3) A je zatvoren u odnosu na uniju, tj.

A Be A= AJBecA.

Osobine algebre skupova:
A Be A= ANBeA

A Be A= A\Be A

Definicija 1.11
Neka je A algebra na skupu Q. Atom od A je neprazan skup 4 € A sa osobinom da
ne postoji nijedan pravi podskup skupa A koji je takode u A .

Teorema 1.4
Neka je Q) neprazan konacan skup. Tada:

1) Za svaku particiju # skupa Q,
A(P)={C < Q| C=0 ili C=unijablokova od P}
je algebra koja se naziva algebra generisana sa ¥ .
2) Akoje A algebrana Q, onda je skup svih atoma od A
P(A) = {svi atomi od A}

particija skupa Q koja se naziva particija definisana sa A .
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Znaci, ako imamo particiju £ skupa Q, mozemo generisati algebru skupova A(P) tako
$to uzmemo sve mogucée konacne unije blokova od P .

Takode, pocevsi od algebre A na skupu Q mozemo dobiti particiju P(A) tako Sto
uzmemo sve atome algebre A .

Iz svega toga, svu teoriju koju razvijemo u kontekstu particija mozemo razviti u
kontekstu algebri i obrnuto.

Teorema 1.5
Neka su P 1 Q particije skupa Q2. Onda vazi:

AP) c AQ) & P<Q.
Neka su A 1 D algebre na Q2. Tada je:

AcD < PA)<PD).

Videli smo snaznu vezu izmedu particija od € i algebri na Q. Takode znamo za vezu
slu¢ajne promenljive i particije. Sada je vreme da u pri¢u uvedemo i slucajne promenljive
1 vidimo njihovu vezu sa algebrama.

Definicija 1.12
Neka je X slucajna promenljiva na 2. Onda X definiSe algebru na Q ¢iji elementi su
inverzne slike podskupova od im(X), tj.

A, ={{X eB}| Bcim(X)}.
Algebra A, se naziva algebra generisana slu¢ajnom promenljivom X.
Iz svega do sada, ocigledno je da su B, 1 A, povezani.

Teorema 1.6
Neka je X sluc¢ajna promenljiva na konacnom skupu 2. Onda je algebra generisana sa X
ustvari algebra generisana sa %, simbolima:

Ay =A%)
a particija definisana sa X je particija definisana sa A, , simbolima:

B =P(A).

10
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Definisali smo merljivost slucajne promenljive X u odnosu na particiju £ od Q.
Okrenimo se sada merljivosti slu¢ajne promenljive X u odnosu na algebru skupova A na
Q.

Definicija 1.13
Neka je X slucajna promenljiva na kona¢nom skupu Q. Neka je A bilo koja algebra
skupova na Q. Onda je X A -merljivo ako

{X =B}e A, zasvako Bcim(X).

Intuitivno, ako je ‘A algebra na Q, onda je X A -merljivo ako je X konstantno na svim
atomima od A .

Teorema 1.7

Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
1) Xje P -merljivo
2) X je konstantno na blokovima od ¥
3) X je konstantno na atomima od A(P)

Teorema 1.8
Neka je X sluc¢ajna promenljivana Q.
1) Ako je A algebra na Q, onda je X A-merljivo ako 1 samo ako je
P(A)-merljivo.
2) Ako je P nparticija od Q, onda je X % -merljivo ako i samo ako je
A(P)-merljivo.

Teorema 1.9
Slucajna promenljiva X na Q je merljiva u odnosu na algebru A ako i samo ako je

A, < A.

1.5 Ocekivanje i uslovno ocekivanje

Definicija 1.14
Neka je X slucajna promenljiva na konacnom prostoru (Q,P), gde je

Q={w,n,,..,0,}. Otkivana vrednost (ili samo ocekivanje) od X je dato sa:

Ep(X)=) X(@,) P(®,).
i=1

Osobina ocekivanja:

E(f(X) =Y f(X(@)P(e,)
i=1

11
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Teorema 1.10
Neka je (2, P) konacan prostor verovatnoca i neka je A dogadaj za koji je P(A4)>0.

Uslovno ocekivanje slu¢ajne promenljive X u odnosu na dogadaj A je:

EP(X|A):%);1)A).

gde je 1, indikator funkcija za A.

Teorema 1.11
Neka je P ={B,,...,B,} particija od . Onda za svaku slu¢ajnu promenljivu X na Q

vazi:
E(X)=Y E(X|B)P(B).
i=1
Teorema 1.12
Vazi:
Ep(X1,)= ZX(wi) 1,(0)P(e;) -

i=1

Definicija 1.15
Neka je (€, P) konacan prostor verovatnoc¢a i neka je £ ={B,,...,B,} particija od Q za

koju je P(B;)>0 za svako i. Uslovno oc¢ekivanje slu¢ajne promenljive X u odnosu na
particiju # je slucajna promenljiva:

E,(XIP): Q>R
definisana sa

Ep(X|P)=Ep(X |B) 1 +..t Ep(X|B,) 1, .

Teorema 1.13
Neka je (€2, P) konacan prostor verovatnoca. Neka je # ={B,,...,B,} particija od Q0 za

kojuje P(B;)>0 za svako i. Onda uslovno ocekivanje E,(X |P) ima sledece osobine:
1) Funkcija E(-|P) je linearna, tj. za slucajne promenljive X i Y i realne brojeve

ai1bvazi:
E(@aX+bY |P)=aE(X|P)+bE(Y|P).

2) AkojeY P -merljiva sluc¢ajna promenljiva, onda je

E(YX |P)=YE(X|P).

12
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3) Akoje X % -merljivo onda je:
EXIP)=X.

4) AkosuXi P nezavisni, tj. ako su B, 1 P nezavisni, onda je:
E(X|P)=EX).
5) Ako je particija Q finija od particije ¥, onda vazi:
EEXIP)Q=EXI|P)=EEXIQIP).
6) Uslovno ocekivanje zadovoljava:
E(E(XIP)=EX).

Definicija 1.16
Neka je (€2, P) konacan prostor verovatnoca. Neka je Y slucajna promenljiva koja moze

primiti vrednosti {y,,...,»,}. Onda je uslovno ocekivanje slucajne promenljive X u

odnosu na Y ustvari uslovno o¢ekivanje od X u odnosu na particiju % generisanu sa Y:

k
EX1Y)=EXIR)=Y E(XI{Y =y}) -1y, .
i=1

1.6 Filtracije

Definicija 1.17
Stohasticki proces {X(¢), t € I} je familija slucajnih promenljivih definisana na istom

prostoru verovatnoca (Q, ¥, P). Skup / zvacemo parametarski skup.

Konacan niz X,,..., X, slucajnih promenljivih definisanih na € zva¢emo konacan
stohasticki proces na ..

Definicija 1.18
Neka je dat merljiv prostor (€2, F). Tada se niz o -algebri {%},., za koji vazi da je:

l. £ cF i
2. akoje t,<t, ondaje 7, <7, .

naziva filtracija.

Napomena 1.1: Merljiv prostor je ureden par (Q,F) gde je Q neprazan skup, a ¥
o -algebrana Q.

Pored ove definicije filtracije bi¢e nam potrebna jos jedna.

13
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Definicija 1.19
Niz F =(4],...,R) particija skupa Q={aw,,...,®,} zakoji je

R<R<.<R
se naziva filtracija.
Ako je pored toga zadovoljeno i da je:
1. % '"najgrublja" moguca particija, tj. R ={Q},
2. R je najfinija moguca particija, tj. B, ={{®,},....{®,}} u kojoj je svaki blok
veli¢ine jedan,
tada filtraciju F nazivamo informaciona struktura (eng. information structure).

Znaci, informaciona struktura pocinje sa tim da nemamo informacija o kona¢nom stanju
(osim da je u Q), u svakom narednom trenutku # mozda dobijamo dodatne informacije
(i nikada ih ne gubimo) i na kraju imamo kompletno znanje o kona¢nom stanju.

Definicija 1.20
Neka je data filtracija F = (%,...,%,) 1 konacan stohasticki proces X = (X, X;,..., Xy) na

Q (pri cemu je X,=0) za koji je X, % -merljivo, za svako i. Tada kazemo da je

stohasticki proces X adaptiran filtraciji [F, ili F -adaptiran.

Definicija 1.21
Stohasticki proces A =(4,,..., 4y ) je predvidljiv (eng. predictable) u odnosu na filtraciju

[, ako je 4, R_,-merljivo za svako k.

1.7 Martingali

Definicija 1.22
Konacan stohasticki proces X=(X,,X,,...,X,) Jje [F-martingal, pri cemu je

F=(R=<R=<..<%R),akoje X [F-adaptiran (tj. X, je & -merljivo) i

E(Xk+1 |7i) :Xk’

tj. za dato %, oCekivana vrednost za X, je X, .

Ako je u definiciji martingala E(X,,, | ®) = X, , onda kaZzemo da je X [F -submartingal.
S druge strane, ako je E(X,, |R)<X,, ondakaZemo da je X [ -supermartingal.

Teorema 1.14
Neka je X =(X,,X},...,X,) F-martingal, gde je F=(f<%=<...<%,), onda za svako
i >0 vazidaje:

E(X i 1R) =X,

14
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1.8 Replikantne strategije

Definicija 1.23
Strategija trgovanja je niz portfolia ® =(0,,...,0;), gde je ©, portfolio za vremenski

interval [¢,_,t;].

Definicija 1.24
Strategija trgovanja @ =(0,,...,0,) je samofinansirajuca ako je za bilo koji trenutak ¢,

(osim za i#0,7) nabavna cena (eng. acquisation price) za ©,,, jednaka sa cenom

likvidacije (eng. liquidation price) za G, tj.
Vi(0,,)=v,(9,).

Generalno, koristicemo slede¢e oznake:

Vo (®)- pocetni troSkovi strategije ©

vy (®) - prihod strategije @

1 za strategiju @ smatracemo da je samofinansirajuca strategija.

Definicija 1.25
Slucajna promenljiva X : QQ — R se naziva alternativa (eng. alternative).

Definicija 1.26
Neka je X :Q—> R alternativa. Replikantna strategija za X je samofinansirajuca

strategija trgovanja @ =(0,,...,0;) ¢iji prihod je jednak sa X, t;.
V(@) =v,(O)=X.

Definicija 1.27
Za alternativu X kazemo da je dostizna (eng. attainable) ako ima bar jednu replikantnu
strategiju.

Definicija 1.28
Za model kazemo da je kompletan ako je svaka alternativa dostizna.

Teorema 1.15
1) Za sve strategije trgovanja @ vazi:

Vr(®)=0=v,(D)=0.
2) Za sve strategije trgovanja @, 1 ®, vaZi

V(D)) =vp(D,) = vy (D)) =vy(D,).
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Definicija 1.29
Martingalna mera (ili ekvivalentna martingalna mera ili rizik neutralna mera) je mera u
odnosu na koju je proces martingal.

Teorema 1.16
Vaze sledeca tvrdenja:
1) Postoji ekvivalentna martingalna mera I1 tako da je diskontovani proces

vrednosti ;k(CD) svake samofinansirajuce strategije @ martingal u odnosu na
meru IT. Konkretno, za svako £ >0

Ey(via (@) | R) =vi (D)
ili, ekvivalentno, za sve i,k >0

Eq(Visi(@) | R) = vi (D).

2) U bilo kom trenutku, ocekivana diskontovana vrednost u odnosu na meru IT, bilo
koje samofinansiraju¢e strategije @, je jednaka inicijalnoj vrednost @, tj.
za svako k>0

Eq (vi(@)) = vo(D).

Napomena 1.2: Ovde je diskontni faktor dat sa e .

Teorema 1.17 (Harrison i Pliska)
Vaze sledeca tvrdenja:
1) na trziStu nema arbitraze ako i samo ako postoji bar jedna martingalna mera 1
2) trziste je kompletno ako i samo ako postoji tacno jedna martingalna mera i
nijedna druga.
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1.9 CRR model

Ovo je diskretan model i u literaturi se Cesto naziva binomni model. U njemu
posmatramo konaCan broj vremenskih trenutaka ¢, <t <...<t, (zbog toga kaZemo da je

diskretan).
Ovaj model pretpostavlja da se tokom svakog vremenskog intervala ekonomsko stanje
moze menjati na dva nacina: ili raste (U) ili opada (D). Takode, Sta ¢e biti od ta dva stanja

ne zavisi od promena u proslosti. Kona¢no stanje je niz U-ova i D-ova duzine T.

Na narednom grafiku je dato drvo stanja CRR modela:

Uy~ vuo
R =F
A~ 1
U R = —
) UD~—{ 1 UDU
= Ao P
e
~. —1— DUU
o e bu. 4 DUD
J I -
Seaa e bDU ——
DBREE Lo DOD
f—‘ t‘l IZ f3
Grafik 1.3

Ovdeje T =3.

CRR model pretpostavlja da je cena akcije odredena parom realnih brijeva u i d koji suu
odnosu 0 < d <u . Takode pretpostavljamo da je verovatnoca da ekonomsko stanje raste
data sa p.

1.10 Braunovo kretanje

Definicija 1.30
(Standardno) Braunovo kretanje (Vinerov proces) je stohasticki proces {X(¢)},., koji

ima sledece osobine:
e X(0)=0
e za svako t=t¢,<f<..<t, vpriraftaji X(,)-X(),...X({,)-X(,,) su
nezavisne sluc¢ajne promenljive
e {X(#)},, ima stacionarne prirastaje

e za svako 0<s<¢, slucajna promenljiva X(¢#)— X (s) ima normalnu raspodelu
N(0,t—ys)

Standardno Braunovo kretanje ¢emo oznacavati sa I, .
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1.11 Jednodimenziona Itova formula

Teorema 1.18

Neka je X, stohasticki proces zadat svojim stohastickim diferencijalom

dX, = pdt+o,dW,.

Neka je g dva puta neprekidno-diferencijabilna funkcija. Onda je Y

t

=g(t,X,) takode
stohasticki proces i njegov stohasticki diferencijal je dat sa :

dY =g dt+g dX, 4—%gxx(an,)2 ,

gde je g, izvod funkcije g po ¢, g  izvod funkcije g po x 1 g izvod drugog reda
funkcije g po x.

1.12 Infinitezimalni generator

Definicija 1.31
Neka je (X,),,, proces Itove difuzije u R" homogen u vremenu. DefiniSimo

infinitezimalni generator za X sa

L./ =lim

t—0

E,(f(X) - /()
t
gdeje xeR" i f:R" >R.

Definicija 1.32
Ako je (X,),s, proces Itove difuzije stohasticke diferencijalne jednacine (krace: SDJ)

date sa dX, = aX,dt+ 0o X,dW,, onda je infinitezimalni generator dat sa:

2

”68

L, Za(x)—+ Z(a(x)a(x))

l' l ,j=1
Primetimo da za n =1 infinitezimalni generator postaje:

L, —a(x)—+ ! o (x)—
ox 2
Takode, za a(x) =rx i o(x)=ox, infinitezimalni generator za n =1 je dat sa:
52
2.2

o 1
L,=mx—+—-0"x .
ox 2 o
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2. Opcije

2.1 Istorijski podaci

lako se ne zna precizno kada se prvi ugovor ovog tipa javio, zna se da su Rimljani 1
Fenicani koristili sliéne ugovore prilikom trgovanja. Takode, postoje dokazi da je grcki
matematicar 1 filozof Tales koristio ovakve ugovore da osigura nisku cenu maslina pre
berbe. U Holandiji su se ovakvi ugovori koristili oko 1600. godine pri ¢emu im je cilj bio
obezbedivanje odgovarajuce cene lala. Trgovci lalama su koristili call opcije da osiguraju
nisku cenu lala da bi mogli da zadovolje traznju. U isto vreme, proizvodaci lala su
koristili put opcije da osiguraju odgovarajucu prodajnu cenu.

U Americi opcije su se pojavile negde u isto vreme kada i akcije. U 19. veku call i put
opcije su bili ugovori izmedu dve strane 1 njima se nije moglo trgovati na sekundarnom
trziStu. Uslovi su zavisili od ugovora do ugovora, pa se broj ovakvih ugovora povecavao
jako sporo.

Godine 1968. CBOT (Chicago Board of Trade) uvidevS§i mnoga neslaganja u ovim
ugovorima i u cilju njihovog osnazivanja predlozio je dve mere. Pod jedan, predlozeno je
da se standardizuju bitni uslovi u ugovorima kao Sto su strike cena, datum dospeca i
drugi. Pod dva, da se stvori organizacija koja ¢e biti posrednik i garant dobrog
funkcionisanja trzista opcija. Taj posrednik je danas poznat pod imenom Option Clearing
Corporation. Godine 1973. osnovan je Chicago Board Options Exchange (CBOE).

Da su predloZene mere dale rezultate, govori i ¢injenica da je do kraja 1974. godine broj
ovakvih ugovora bio oko 200 000 dnevno $to je bio ogroman broj. Poredenja radi, do
1968. godine broj ovakvih ugovora na godiSnjem nivou nije prelazio 300 000. Godina
1973. je znacajna i zbog toga Sto su se tada pojavili radovi Black i Scholesa koji su imali
ogroman uticaj na povecanje broja ovih ugovora.

2.2 Definicija i osnovni tipovi opcija
Neki finansijski instrumenti imaju osobinu da njthova vrednost zavisi od vrednosti
drugog finansijskog instrumenta. Prvi finansijski instrumenti se nazivaju derivati, a drugi
podloga (eng. underlying) za derivat.
Generalno, opcije su ugovori koji daju pravo, ali ne i obavezu da se neka podloga kupi ili
proda po unapred definisanoj ceni, u unapred definisanoj koli¢ini i na unapred definisan

datum.

Podloga mogu biti akcije, deonice, obveznice, roba i valute. Pretpostavka sa kojom ¢emo
raditi u ¢itavom radu je da su akcije koje ne plac¢aju dividende podloga za opcije.
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Postoje dva osnovna tipa opcija. To su:
e putopcijei
e call opcije.

Definicija 2.1

Call opcija je ugovor koji daje pravo kupcu opcije (eng. buyer) da kupi odredenu podlogu
od onoga ko je napisao opciju (eng. writer, seller), na odreden datum (koji se naziva
datum dospeca), po unapred utvrdenoj ceni (koja se naziva strike cena ili cena izvrSenja).

Definicija 2.2
Put opcija je ugovor koji daje pravo kupcu opcije da proda odredenu podlogu, na odreden

datum, po unapred utvrdenoj ceni.

Datum dospec¢a ¢emo obelezavati sa T, a strike cenu sa K.

Takode, u samom radu ¢emo cesto onoga ko je napisao opciju nazivati pisac ili prodavac
opcije, dok ¢emo onoga ko je kupio opciju nazivati kupac ili vlasnik opcije.

Prodavac opcije prima novac unapred, ali ima potencijalne obaveze kasnije.

U definicijama 2.1 i 2.2 nismo rekli da se radi o odredenoj koli¢ini odgovarajuc¢e podloge
(akcija) zbog toga Sto ¢emo u ovom radu pretpostavljati da je re¢ o jednoj akciji,
(naravno, osim ako drugacije nije naznac¢eno u konkretnom primeru).

U zavisnosti od toga kada th moZemo izvrsiti opcije se dele na:
e americke i
e cvropske.

Americke opcije mogu biti izvrSene u bilo kom trenutku od datuma kupovine do datuma
dospeca. Za razliku od njih evropske opcije mogu biti izvrSene samo na datum dospeca.

Napomena 2.1: nazivi americke i evropske opcije nemaju veze sa podru¢jem na kojem
se trguje. Evropskim opcijama se trguje u Americi i obrnuto.

Evropske opcije je generalno lakSe analizirati nego ameri¢ke i neke osobine americkih
opcija su izvedene bas iz evropskih opcija.

Pored americkih i evropskih opcija postoje 1 drugi tipovi opcija. Nekim opcijama prihod
zavisi od maksimalne vrednosti podloge tokom odredenog vremena. Drugima prihod
zavisi od prosec¢ne vrednosti podloge tokom vremena. Kod tre¢ih izvrSenjem opcije
investitor postaje vlasnik nove opcije... I kao §to smo ve¢ rekli, stalno se uvode inovacije
na tom trzistu.
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2.2.1 Evropske opcije

Razmotrimo malo detaljnije evropske opcije, njihove prihode i profite.

Definicija 2.3
Evropska call opcija daje pravo njenom vlasniku da kupi akciju na datum dospeéa po

strike ceni K.

Vlasnik ove opcije oc¢ekuje da ¢e cena akcije rasti 1 biti ve¢a od strike cene na datum
dospeca. Sa druge strane pisac opcije ocekuje da ¢e cena akcije pasti ispod strike cene na
datum dospeca.

Cenu akcije u trenutku ¢ ¢emo oznacavati sa S(¢), a na datum dospeca T sa S(T').

Prihod evropske call opcije je dat sa:

f(S’K):{S(T)—K, za S(T)>K.

0, inace
Naglasimo da je ovde re¢ o prihodu vlasnika opcije.
Sa druge strane, ako je S(7') > K prihod pisca opcije ¢e biti:

K—-S8(T), za S(T)>K
f(S8,K) ={ -

0, inace
Primer 2.1
Pretpostavimo da imamo investitora koji kupuje evropsku call opciju sa strike cenom 60$
¢ija podloga je jedna akcija Microsofta. Neka je trenutna cena akcije 588, neka dospeva
za Cetiri meseca i neka je cena ovakvog ugovora 5$. Znadi, inicijalna investicija iznosi
pet dolara. Na datum dospeca, ako je cena akcije ispod 60 dolara investitor nece izvrsSiti
opciju (jer nema smisla kupiti akciju po 60 dolara kada joj je na trziStu cena manja). U
ovom slucaju investitor ima gubitak od pet dolara. S druge strane, ako cena akcije na
datum dospecéa bude npr. 75 dolara investitor izvrSava opciju. On kupuje akciju za 60$ i
prodaje je za 75$ na trzistu. Time ostvaruje prihod od 15$. Kada od toga oduzmemo
pocetne troskove od 5%, vidimo da je investitorov profit 10$. Da je cena akcije na datum
dospeca bila na primer 62§ investitor bi opet izvrSio opciju jer bi mu onda gubitak bio 385,
a ne 53 kada ne bi izvrSio opciju.

Generalno, kada god je cena akcije veca od strike cene (na datum dospeca) call opciju
ima smisla izvrsiti.
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Definicija 2.4
Evropska put opcija daje pravo njenom vlasniku da proda akciju na datum dospeca po

strike ceni K.

Vlasnik ove opcije o¢ekuje da ¢e cena akcija padati 1 biti niZza od strike cene na datum
dospeca. Sa druge strane pisac opcije ocekuje da ¢e cena akcije biti iznad strike cene na
datum dospeca.

Prihod evropske put opcije je dat sa:
K—-S8(T), za K >S(T)
f(S,K)=

0, inace
Ovo je prihod vlasnika opcije.

Sa druge strane, ako je K > S(7) prihod pisca opcije je:

S(T)-K, za K >S(T)
f(8,K) ={ o

0, 1ace
Primer 2.2
Pretpostavimo da imamo investitora koji kupuje evropsku put opciju sa strike cenom 90$
¢ija podloga je jedna akcija IBM-a. Neka je trenutna cena akcije 858, neka dospeva za tri
meseca i neka je cena opcije 78$. Posto je re¢ o evropskoj opciji, ako je cena na datum
dospeca iznad 90$ investitor nece izvrsiti opciju i imaée gubitak od 7$. Sa druge strane,
ako je cena akcije ispod 908, na primer 75$ investitor ¢e izvrsiti opciju. On tada ostvaruje
prihod od 15$. Kada taj prihod umanjimo za pocetne troskove od 7$ vidimo da njegov
profit iznosi 8$.

2.2.2 Americke opcije

Americke opcije su finansijski instrumenti (ugovori) koji kupcu daju pravo da kupi ili
proda odredenu podlogu u bilo kom trenutku pre datuma dospeéa T za unapred odredenu
cenu, ali nije u obavezi da to uradi.

Definicija 2.5
Americka call opcija daje pravo, ali ne i obavezu, kupcu da kupi odredenu podlogu u bilo

kom trenutku pre datuma dospec¢a T, za unapred odredenu cenu.
Prihod americke call opcije je dat sa:

S(t)-K, akoje S(t)>K,t<T

0, inace

f(S,K)={

Ovde opet govorimo o prihodu vlasnika opcije.
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Ponovo, ameri¢ku call opciju ima smisla izvrSiti samo kada je cena akcije veca od strike
cene K.

Definicija 2.6
Americka put opcija daje pravo, ali ne i obavezu kupcu da proda odredenu podlogu u bilo

kom trenutku pre datuma dospec¢a T, za unapred odredenu cenu.

Prihod americke put opcije je dat sa:

K—-S(t), akoje K > S(t),t<T
SS§K)=q .
0, inace

Ovde je opet re¢ o prihodu vlasnika opcije.

Postoje americ¢ke opcije bez datuma dospeca (eng. perpetual american options, infinite
time horizont american options). Ovim opcijama se ne moze trgovati, ali ¢e nam one
pomo¢i prilikom rada kod neprekidnog modela (Poglavlje 4). Ove opcije ¢e nam zapravo
mnogo olakSati racun.

2.3 Pozicije u opciji

U svakom od ovih ugovora imamo dve pozicije. Kazemo da prodavac opcije zauzima
kratku (eng. short) poziciju, a kupac dugu (eng. long) poziciju.

Znaci, razmatrac¢emo Cetiri tipa pozicija u opcijama:
1. duga pozicija u call opciji

kratka pozicija u call opciji

duga pozicija u put opciji

kratka pozicija u put opciji

Eal

Na slede¢em grafiku su prikazani prihodi za ove Cetiri pozicije.

Payoff Payoff

‘__/ Stock o o Stock
) w _ Price o Price

Long Call Short Call

Payoff Payoff

Long Put Short Put

Grafik 2.1
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Profiti su dati na Grafiku 2.2.

Profit Erofit
st ee A ,//,, Stock coct ]  Stock
ost b Price Price
i
Long Call Short Call
Profit Prafit
| |
i i
\ i o |
il T e e aaas 3
cost | — {
|
Long Put Short Put

Grafik 2.2
Navedimo neke osobine za profite 1 gubitke ovih pozicija.

Long call pozicija:

e gubitak je ogranicen od dole: donji limit je cena call opcije

e profit je neogranicen od gore: nemamo ograni¢enje na cenu akcije
e 0vo je optimisti¢ka pozicija: kupac se nada da ¢e cena akcije rasti
o

ako se nalazimo u long call poziciji, opciju treba izvrsiti kada je cena akcije iznad
strike cene.

Short call pozicija:
e gubitak je neograni¢en od dole: ponovo, nemamo ogranicenje na cenu akcije
e profit je ogranic¢en od gore: gornji limit je cena call opcije
e 0vo je pesimisticka pozicija
e ako smo u short call poziciji, ostvaricemo prihod samo ako je cena akcije ispod
strike cene.

Long put pozicija:
e gubitak je ograni¢en od dole: donji limit je cena put opcije
e profit je ogranic¢en od gore: cena akcije moze pasti do nule i u tom slucaju je
profit jednak proizvodu strike cene i broja akcija minus cena put opcije
e 0vo je pesimisticka pozicija: kupac se nada da ¢e cena akcije pasti
e ako se nalazimo u long put poziciji, opciju treba izvrSiti kada je cena akcije ispod
strike cene.
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Short put pozicija:
e gubitak je ograni¢en od dole: ponovo, cena akcije moze pasti samo do nule, pa je
gubitak jednak proizvodu strike cene i broja akcija plus cena put opcije
e profit je ogranicen od gore: gornji limit je cena put opcije
e 0vo je optimisti¢ka pozicija
e ako se nalazimo u short put poziciji, ostvaricemo prihod samo ako je cena akcije
iznad strike cene .

Ako pisac call opcije poseduje akcije u trenutku kada napise opciju, kazemo da je re¢ o

pokrivenoj opciji (eng. covered call). Sa druge strane, ako pisac ne poseduje akcije u

trenutku kada napiSe opciju, kazemo da je reC o nmepokrivenoj opciji

(eng. uncovered, naked). Naravno, pisanje pokrivenih call opcija je mnogo bezbednije.
2.4 Gornje granice za cene opcija

Ako je cena opcije iznad gornje granice imamo mogucénost arbitraze.

Uves¢emo sledece oznake:

C* - cena americke call opcije
P* - cena americke put opcije
C* - cena evropske call opcije
P* - cena evropske put opcije

Cena americke i evropske call opcije ne moze biti veca od trenutne cene akcije, tj.
C*<S(0)i CF<S(0).

Kada ovo ne bi bilo tacno, imali bi moguc¢nost arbitraze tako Sto kupimo akciju i prodamo
call opciju.

Sa druge strane, cena americke i evropske put opcije ne moze biti veca od strike cene K
tj.
P'<Ki P <K

U suprotnom ponovo imamo mogucnost arbitraze.
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2.5 IzvrSavanje opcije pre datuma dospecéa

Teorema 2.1
Pretpostavimo da je podloga za opciju akcija koja ne pla¢a dividende.
Za americku i evropsku call opciju pod istim uslovima, vazi da je

CcA—CE
Za americku i evropsku put opciju vazi da je
P'>pF.

Zapravo, nikada nije optimalno izvrsiti americku call opciju pre datuma dospeca.

Intuitivno objasnjenje: (za detalje videti [4])

Pretpostavimo da investitor poseduje americ¢ku call opciju koja dospeva za mesec dana ,
Cija strike cena je 40$. Neka je trenutna cena akcije 50$. Investitor moze izvrSiti opciju
odmah i time ostvariti prihod od 10$. Medutim, ako investitor planira da zadrzi akciju
viSe od jednog meseca, izvrSenje opcije ne bi bilo najbolja strategija. Bolja strategija bi
bila izvrsiti je za mesec dana. Onda on placa 40$ takode, ali to radi mesec dana kasnije,
pa tih 40$ moze staviti u banku na mesec dana i tako jo§ malo zaraditi. Sa druge srane,
moze se desiti da cena akcije padne ispod 408 za mesec dana. U tom slucaju investitor
nece izvrsiti opciju 1 bice mu drago S$to je nije izvrSio ranije. A Sta ako investitor smatra
da je akcija precenjena 1 pita se da li da izvrSi opciju i1 zatim proda akciju? U ovom
sluc¢aju bolje mu je da proda opciju nego da je izvrsi. Opciju ¢e kupiti drugi investitor
koji Zeli da zadrzi akciju. Takav investitor mora postojati jer inace cena akcije ne bi bila
509, a prvi investitor ¢e zaraditi viSe od 108.

Sa druge strane, moze biti optimalno izvrsiti put opciju pre datuma dospeca.
Razmotrimo sledecu ekstremnu situaciju. Neka je strike cena 108 i cena akcije je"nula".
Ako bi odmah izvrSio opciju, investitor bi ostvario prihod od 10$. Ako ¢eka, on moze

zaraditi manje od 10 $, ali ne moze vise od toga jer cena akcije ne moze biti negativna. |
naravno, 10$ danas je bolje nego 10$ u buduénosti.
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2.6 Ucesnici na trziStu

Opcije se primarno koriste za hedzing i1 Spekulaciju (naravno i arbitraza je dobra ako ju je
moguce ostvariti). Zbog toga se investitori, odnosno ucesnici na trziStu opcija dele na
hedzere (eng. hedgers), Spekulante (eng. speculators) i arbitrazere (eng. arbitrageurs).

HedZeri zele da smanje rizik svoje investicije pomocu druge investicije. Na primer,
pretpostavimo da investitor trenutno poseduje 1000 akcija IBM-a ¢ija je trenutna cena
88$ po akciji. Ako dode do veéeg pada cene akcija u narednoj godini, investitor bi bio na
vec¢em gubitku. On zbog toga kupuje ameri¢ku put opciju sa strike cenom od 85$ i rokom
dospeca godinu dana. Neka je cena ovakvog ugovora 1.58 po akciji. To znaci da ¢ée
investitor potro$iti 1 500$ da bi zastitio investiciju od 88 000 $.

Za razliku od hedzera koji kupuju opcije da bi se zastitili od neprijatnih pomeranja na
trzistu, Spekulanti zele da zauzmu poziciju na trzistu tako Sto se klade da li ¢e cena akcija
oti¢i gore ili dole. Na primer, ako predvidaju da ¢e cena akcija oti¢i gore, kupuju call
opciju pa pokuSavaju da zarade kasnije.

Arbitrazeri pokusavaju da ostvare profit tako $to kupuju i prodaju na razli¢itim trziStima.

NajceS¢e su to London i Njujork (videti primer u cetvrtom poglavlju). Ali same
mogucnosti arbitraze traju kratko.
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3. Teorija problema optimalnog zaustavljanja

3.1 Kratka istorija o problemima optimalnog zaustavljanja

Prvi rezultati teorije optimalnog zaustavljanja dobijeni su u diskretnom slucaju.
Formulacija problema optimalnog zaustavljanja za diskretne stohasticke procese se prvo
javila u sekvencijalnoj analizi gde broj observacija nije fiksiran unapred, ve¢ slucajan
broj odreden ponasanjem onoga $to posmatramo.

Snell je bio prvi koji je doSao do rezultata u teoriji optimalnog zaustavljanja za
stohasticke procese u slucaju kada je vreme posmatrano kao diskretno. Dok je Snell
dosao do rezultata u diskretnom slucaju, Dynkin je prvi doSao do opstih rezultata na
problemima optimalnog zaustavljanja za Markovske procese gde je vreme bila
neprekidna promenljiva.

3.2 Vreme zaustavljanja

U ovom i narednom poglavlju ¢emo pretpostavljati da radimo na prostoru verovatnoca
(QQ,7,P). Kolekciju informacija dostupnih do trenutka ¢ ¢emo oznaCavati sa %, , a

prostor (Q,F,¥;,P) ¢emo zvati "filtrirani prostor verovatnoca".

Definicija 3.1
Slucajna promenljiva 7 definisana na ) se naziva vreme zaustavljanja ako dogadaj

7 <t pripada ¥, , za svako .

Definicija 3.2
Ako je (X,),s, stohasticki proces, onda je problem optimalnog zaustavljanja dat sa

Vi(x)= ma;x E (G(X,)),

gde je S, skup svih vremena zaustavljanja za X. Funkcija V(x) se naziva funkcija
vrednosti (eng. value function), a G se naziva funkcija nagrade (eng. reward function).

Napomena 3.1: U problemima optimalnog zaustavljanja mi ¢esto zelimo da otkrijemo da
li da nastavimo proces i time povecavamo troSkove (u cilju ve¢e nagrade u buducénosti)
ili da zaustavmo proces sa trenutnim dobitkom.

U problemima optimalnog zaustavljanja Zelimo da pronademo reSenje datog problema
tako da ostvarimo najve¢i mogucéi prihod. Americke opcije su dobar primer gde je teorija
optimalnog zaustavljanja prakticno primenjena jer vlasnik americke opcije opciju
izvrSava samo jednom i zeli maksimalan prihod.
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Problemi optimalnog zaustavljanja zahtevaju odredivanje odgovarajuceg trenutka u kom
moze biti ostvarena maksimalna isplata. Najraniji trenutak 7~ e S, takav da izvrSavanje

dostize maksimalnu vrednost se naziva optimalno vreme zaustavljanja.

Moze postojati viSe optimalnih vremena zaustavljanja, trenutaka u kojima moZemo
ostvariti maksimalni prihod (pod tim mislimo na funkciju nagrade), ali nas interesuje
prvo optimalno vreme jer ho¢emo za sto krace vreme da maksimiziramo profit.

Onaj ko drzi opciju mora odluciti kada ¢e je izvrsiti. Takvu odluku treba doneti oprezno
jer:

1) nagrade i troSkovi ovih akcija su funkcije vremena

2) izvrSenje opcije je Cesto nepovratno ili nas kosSta ponovno izvrSenje

Da bi ilustrovali dve prethodne recenice, razmotrimo primer americ¢ke opcije. Vidimo da
prva re€enica znaci da ¢e najveci prihod zavisiti od cene podloge u konkretnom trenutku.
Druga znaci da kada izvrS§imo opciju ne moZemo to ponovo uraditi osim ako ne kupimo
novu opciju.

Definicija 3.3
Optimalno vreme zaustavljanja 7 je vreme zaustavljanja koje maksimizira vrednost £

za svaku inicijalnu vrednost x.

Napomena 3.2: Ne moZemo sve probleme posmatrati kao probleme optimalnog
zaustavljanja, ali ameri¢ke opcije mozemo. Generalno, optimalno vreme zaustavljanja
mozda ne postoji.

Dodatno, ako je problem optimalnog zaustavljanja moguce resiti, njegovo reSenje treba

da se sastoji od funkcije vrednosti V, odgovaraju¢e vrednosti akcije i vremena
zaustavljanja u kom je maksimalna vrednost ostvarena.
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3.3 Formulacija prostog problema optimalnog zaustavljanja

Cilj ovog i1 narednog odeljka je da formuliSemo i reSimo prosti problem optimalnog
zaustavljanja. Njegovo resenje ¢e nam pomo¢i da odredimo najbolji trenutak za izvrSenje
americke put opcije jer ¢emo taj problem u narednom poglavlju posmatrati kao problem
optimalnog zaustavljanja.

Razmotrimo prosti problem optimalnog zaustavljanja koji je dat sa

V(x)y=max E_ (e “" f(X,)), 3.1
res,
pri cemu je
dX,=pX,dt+qX,dW, 1 X(0)=x. (3.2)

Ozna¢imo sa 7 vreme zaustavljanja, sa 7 optimalno vreme zaustavljanja, sa x. cenu
akcije u trenutku 7', tj. x.=x(z ). Neka je u diskontna stopa, a p i ¢ pozitivni celi
brojevi. Takode,

e dW, nazivamo priraStaj Vinerovog procesa
e f(-) nazivamo funkcijom nagrade
e J/(:) nazivamo funkcijom vrednosti.

Veza izmedu ¢ i X je data jednainom (3.2). Zbog toga ¢e izbor 7 koje dostize
maksimalnu vrednost za V' (x) zavisiti od jednacine (3.2).

Kada razmisljamo o tome kada izvrs$iti opciju, to ne bi trebalo uraditi razmatranjem samo
vremena, ali mi Zelimo da znamo da li funkcija vrednosti dostize maksimum u trenutku
izvrSenja opcije. Opciju bi trebalo izvrSiti u optimalnom trenutku (u optimalnom vremenu
zaustavljanja) 1 nikako druk¢ije. To znaci da treba da maksimiziramo prihod za Sto krace

v v . , . . . . . . *
vreme. NaSe resenje ¢e se sastojati od optimalnih vrednosti x, 1 7 .

Napomena 3.3: Funkcija f je trenutno nepoznata.
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3.4 ReSenje problema optimalnog zaustavljanja

Razmotrimo situaciju gde imamo problem optimalnog zaustavljanja dat na slede¢i nacin
(kao §to je dato u prethodnom odeljku):

V(x)=max E, (¢ * f(X,)) (3.3)
res,
i
dX, = pX,dt+qX,dW, 34

pri ¢emuje p>01 ¢g>0.Proces X,, koji je dat jednac¢inom (3.4), zovemo geometrijsko
Braunovo kretanje 1 taj proces ima sledece osobine:

e ako je inicijalna vrednost x >0 ondaje X, >0 zasve >0

e akoje X(0)=0, onuvek ostaje nula

Pretpostavljamo da je u#>p i u>0 u cilju nalaZzenja reSenja problema. U svakom

trenutku odluka o tome da li ¢emo izvrsSiti opciju ili ne zavisi od toga da li je prihod
optimalan.

U proucavanju ovog problema imamo sledece pretpostavke:

e funkcije iV su glatke
e posto su fiV funkcije koje predstavljaju trziSne vrednosti aktive onda je
J(0),V(x)20
e troSkovi transakcija nisu uzeti u razmatranje, tj. pretpostavljamo da su jednaki
nuli.

U ovom odeljku moramo da nadjemo optimalnu vrednost x. (a pomocu nje ¢emo nacéi i
ostale optimalne vrednosti). MoZemo reci da, dok je cena akcije manja od x., mi biramo
da ne izvrSimo opciju. Ako je cena veca ili jednaka sa x., izvrSavamo opciju. Kada je

X = x. optimalno je izvr$iti opciju. U toj tacki funkcije Vi1 f'su jednake. To znaci da je:

Vix:)=f(x:). (3.5

Ovaj uslov zovemo value matching uslov. Odluka o tome da li izvrsiti ili ne 1zvrsSiti
opciju je zasnovana na proucavanju optimalnosti u svakoj vrednosti x 1 donosimo je na
osnovu funkcije y koja je data sa:

y (x) = max {¥(x), f (x)}.

Ako je w(x)=V(x) nastavljamo proces, a ako je w(x)= f(x) zaustavljamo se.
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U cilju nalaZenja optimalnog reSenja ovog problema, u razmatranje ¢emo ukljuditi 1
smooth pasting uslov koji kaze da je:

V(%)= f(x). (3.6)

Vidimo da uslov (3.6) kaze da su ¥ (x) i f (x) jednake u optimalnoj vrednosti x., dok
uslov (3.5) kaze da su V(x)1i f(x)jednake u x.. Ako ta dva uslova gledamo zajedno

mozemo re¢i da je w(x) glatka i neprekidna u optimalnoj vrednosti x..

Kada je f(x)>V(x) mi izvrSavamo opciju jer je "vrednost zaustavljanja"
(eng. stopping value) veca od "vrednosti nastavka" (eng. continuing value). Medutim,
optimalno je izvrsiti kada je f(x)=V(x). Ovo je zbog toga $to ¢emo morati duze da
¢ekamo do trenutka kada je f(x)>V(x). S druge strane ako je f(x)<V(x), optimalno
je nastaviti dalje. Ovo nas vodi do pojmova "regiona zaustavljaja" i "regiona nastavka".

Region zaustavljanja je dat sa:
S =61 f() 2V ()}

Region nastavka je dat sa:
Cpp =¥V (0)> ()}

Iz ove €injenice moZemo izraziti optimalno vreme zaustavljanja kao
r =inf{tr>0: V(X,)< f(X,)}. (3.7)

Iz (3.7) vidimo da je optimalno vreme zaustavljanja prvi trenutak u kom funkcija
vrednosti nije veca od funkcije nagrade.

Sada je optimalni region zaustavljanja dat sa:
Spe =100 [(X) =V ()}

Ovaj skup je poznat kao granica optimalnog zaustavljanja. Granica optimalnog
zaustavljanja deli prostor stanja (eng. state space) na region zaustavljanja i region
nastavka. Na ovoj granici dve funkcije su jednake. Tako granica optimalnog zaustavljanja
deli dva regiona, ona je deo regiona zaustavljanja i tada je optimalno izvrsiti opciju. Bitno
je primetiti da je na granici optimalnog zaustavljanja x = x..
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: 4 . v W . . * .
Sada se vratimo resavanju naseg pocetnog problema, tj. pronadimo x,, 7 i V.

Pretpostavimo da je i1 dalje optimalno nastaviti mali vremenski period ot posle
optimalnog vremena zaustavljanja. Onda je

V(x)=e " EWV (x+0x)). (3.8)

Ako V(x+ ox) razvijemo u Tejlorov red dobijamo:

V(x+ox)~V(x)+oxV (x)+ % (6x)*V (x)+O0((ox)®). (3.9)
Ako zanemarimo "ostatak" i zamenimo (3.9) u (3.8) dobijamo:

V(x)~e “EV (x)+oxV (x)+ % (ox)* V' (x)],
odnosno,

V(x)~e "V (x)+V (x)E(ox) + % V' (x)E(cx)*)]. (3.10)

Kada od obe strane oduzmemo e “’'V(x) dobijamo:

(1—e "YW (x) = e ' [V (x)E(ox) +%V“(x)E((0'x)2)] : (3.11)

Ako pomnozimo (3.11) sa Lt dobijamo:
o

(1= W(x) _

t e (ot) [V (1) E(ox) +%V"(X)E (e0N].  (3.12)
O

Sada pustimo da o7 — 0. (3.12) onda postaje:
1V (x)=(dt)"'[V (x)E(dx) +%V" (x)E((dx)*)]. (3.13)

Iz SDJ date na pocetku sa dx = pxdt + gxdW sledi da je:
E(dx)= pxdt i E((dx)*) = (gx)*dt (3.14)

Ako zamenimo (3.14) u (3.13) dobijamo:
' 1 n
uV(x)=pxV (x)+5(qx)2V (x). (3.15)

Uslov (3.15) nazivamo asset equilibrium uslov.
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On kaze da mera zarade koja mozZe biti ostvarena ako se aktivom trguje na trziStu i
prihoda ostvarenog ako se aktiva investira u banku po nerizi¢noj kamatnoj stopi treba da
bude ista. Ako to nije ispunjeno imamo mogucénost arbitraze. To ¢e znaciti da opcija nije
izvrSena u optimalnom trenutku.

U (3.15), uV(x) je zarada koju je moguce ostvariti ako trgujemo aktivom na trzistu, dok
je pr'(x) + % V' (x)(qx)2 zarada ako se aktiva investira u banku .

Ako imamo nejednakost u (3.15) aktiva je ili podcenjena (eng. undervalued) ili
precenjena (eng. overvalued).

Ako je uV(x)< pr'(x)+%V“ (x)(gx)* kazemo da je aktiva podcenjena. To znaci da bi
imali ve¢i prihod da smo aktivu investirali u banku po nerizi¢noj kamatnoj stopi.
Sa druge strane, ako je uV(x)> pr'(x)+%V" (x)(gx)* to znaci da ¢emo ostvariti veéi

prihod prodajom aktive na trziStu (po njenoj trziSnoj vrednosti u tom konkretnom
trenutku) nego da smo investirali u banku. Tada kazemo da je aktiva precenjena.

Iz (3.15) imamo da je:
pr'(x) +%q2x2V" (x)—uV(x)=0.

Nas zadatak je da resimo diferencijalnu jednacinu:
%q2x2V“ (x)+ pxV (x)— ¥V (x) =0. (3.16)

Data homogena diferencijalna jednacina je Cauchy-Euler-ova jednaCina i reSenje
mozemo dobiti pogadanjem. Neka je:

Vi(x)=hkx”
Iz toga sledi da je
V' (x)=wkx® 1 XV (x)=o(o-1)kx”.
Ako zamenimo sve to u (3.16) i malo sredimo, dobijamo:
xC[g*o(w—-1)+2pw—241]=0.
Daljim sredivanjem dobijamo:

x[g*0* +2p—-qP)o—2u]=0. (3.17)

Napomena 3.4: &, p, g su konstantei x> 0.
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Resavanjem (3.17) po @ dobijamo sledeca reSenja:

N ~2p)+\(2p-¢")* +84°u
24° '

(3.18)

Sledi da imamo dva reSenja prethodne jednacine (3.16). To su
Vi(x)=kx.

To impilicira da ¢e opSte reSenje biti linearna kombinacija ovih reSenja. Zbog toga je
reSenje dato sa:

V(x)=kx® +k,x" . (3.19)

Ako zamenimo (3.19) u value matching uslov i u smooth pasting uslov, imac¢emo tri
nepoznate k;,k, ix., a dve jednacine. Trebace nam trea jednaCina da bi dobili

jedinstveno reSenje. Uslov koji ¢emo razmatrati se naziva grani¢ni uslov
(eng. boundary condition).

Iz osobina geometrijskog Braunovog kretanja, videli smo da kada god je x=0 treba da
ostane nula stalno i stoga optimalna vrednost x. nece biti nikada dostignuta. Iz (3.19)
vidimo da je

V(0)=0 (3.20)

1to je nas tre¢i uslov.

Napomena 3.5: 1z (3.18) je jasno da je w, >0 1 w_ <0, poStoje x>0.

Primenjujuéi ovu napomenu na (3.19) mozemo videti da kada x — 0, tada k,x” — +oo

za k, >0. Takode, kada x — 0, tada k,x“”~ —> -0 za k, <0. To implicira da uslov

(3.20) moZe vaziti samo ako je k, =0.

Napomena 3.6: Prvi ¢lan u (3.19) ide u nulu kada x — 0. Time je zadovoljen uslov u
(3.20).

Stoga, jednakost (3.19) mozemo zapisati sa:
V(x)=kx® jerje k, =0. (3.21)

Primenjujuéi (3.21) na value matching uslov (3.5) i na smooth pasting uslov (3.6)
dobijamo:

kx = f(x)
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@, kx = £(x)
Kombinovanjem ove dve jednakosti dobijamo:

@) _ i)

*

pa je optimalna vrednost akcije za ovaj problem data sa:

5, = (@S (). (3.22)
S (x)
Posto smo dobili optimalnu vrednost x., mozemo izvesti optimalno vreme zaustavljanja
7" kao:
T =min{t >20: X, = x.}
(@) ] (%), (323)
J ()

Funkcija vrednosti u ovim optimalnim vrednostima postaje:

=min{t>0: X, =

V(x)=E. (e f(x)).
Funkcija f(x) zavisi od problema koji reSavamo.

Primer 3.1

Razmotrimo slucaj gde imamo robu Cija cena zavisi od tezine (misli se da tezinu
posmatramo kao podlogu; npr. stoka, voce...). Ho¢emo da utvrdimo optimalnu tezinu za
prodaju robe. Neka a bude cena u kg "po jedinici aktive". Ako su b troskovi transakcije,
mozemo formulisati f na slede¢i nacin:

f(x)=ax—-b.
Sada je

f(x)=a.

Zamenjujuci ovo u (3.22) dobijamo da je:

_(ax. —b)w,

*

Sto nam daje
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Optimalno vreme zaustavljanja za ovaj konkretan primer je:

r =min{t>0:X, = bo,

’ [(w+)—l]a}

Napomena 3.7: Pretpostavka koju smo naveli ranije da je 4> p je tu zbog toga da bi
bilo @, >1 1 samim tim x. >0.

Prethodno navedena strategija moze biti koriS¢ena za reSavanje mnogih problema
optimalnog zaustavljanja. Medutim, bitno je naglasiti da funkcija f(x) nije jedinstvena

ve¢ se menja od problema do problema.
Napomena 3.8: U ovom problemu optimalnog zaustavljanja funkcija nagrade f'i funkcija

vrednosti V su samo funkcije od x, a ne od x i z. Stoga, problem koji smo resili u ovom
poglavlju je mnogo jednostavniji nego opsti problem.
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4. Neprekidni model

U ovom poglavlju vide¢emo kako americke opcije mozemo posmatrati kao probleme
optimalnog zaustavljaja. Podloga za opciju ¢e biti akcija koja ne pla¢a dividende.

4.1 Kratka istorija americkih opcija kao problema optimalnog zaustavljanja

Bensoussan i Karatzas su bili prvi koji su pokazali da cenu americ¢ke put opcije mozemo
tretirati kao problem optimalnog zaustavljanja. McKean je zatim izveo slobodni grani¢ni
problem za diskontovanu americku call opciju sa funkcijom nagrade
f(x)=e P (x—K)". On je izrazio cenu opcije V kao funkciju granice optimalnog
zaustavljanja u prebrojivoj nelinearnoj integralnoj jednacini. Medutim, McKean nije
dokazao postojanje i jedinstvenost reSenja ovog sistema jednacina.

Moerbeke je zatim izveo nelinearnu integralnu jednacinu za granicu. Dokazao je
postojanje 1 jedinstvenost reSenja ove jednaCine za opsSte probleme optimalnog
zaustavljanja. Medutim, njegov rad je bio ograni¢en na diskontovane americke call
opcije.

Steven Shreve je ispitivao americke put opcije u diskretnom vremenu. Goran Peskir i
Albert Shiryaev u [2] razmatraju kako razliCite tipove opcija moZzemo posmatrati kao
probleme optimalnog zaustavljanja pod pretpostavkom da je vreme neprekidna
promenljiva. PiSu o ameri¢kim put opcijama, ruskim opcijama i azijskim opcijama kao
problemima optimalnog zaustavljanja.

4.2 Pretpostavke modela

Finansijska trziSta su kompleksna. Kao i sa svim kompleksnim sistemima, kreiranje
matematickog modela sistema zahteva pojednostavljivanje nekih pretpostavki.

Pretpostavljacemo da uvek postoji nerizi¢na aktiva (tj. novac uvek mozemo staviti u
banku ili kupiti obveznicu). Osim toga, ima¢emo jo$ par ne tako realnih pretpostavki.
One ¢e nam pomo¢i u analizi i moZemo mnogo nauciti o tome kako trziste funkcionise na
osnovu ovih prostih modela.

Pretpostavke u nasim modelima ¢e biti da:
e nema troskova transakcija ni provizija i sve transakcije se deSavaju odmah
e nema ograni¢enja na kratku prodaju, tj. kratka prodaja je dozvoljena
e pretpostavicemo da je stopa po kojoj mozemo pozajmiti novac od nekoga ista kao
1 stopa po kojoj nekome mozemo pozajmiti novac (eng. lending rate is equal to
borrowing rate).
e ako neku aktivu mozemo kupiti za cenu S onda je mozemo i prodati za cenu S.
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Jos jedna pretpostavka koju ¢emo imati je ta da na trziStu nema arbitraze.

KaZemo da imamo moguénost arbitraze ako moZemo pronaci investiciju koja za rezultat
ne moze imati gubitak, a postoji pozitivna verovatnoca da ostvarimo profit. Naglasimo da
profit nije zagarantovan, ve¢ samo nemoguénost gubitka. Cak mozemo reéi da je ova
pretpostavka prili¢no realna. Preciznije, ako se pojavi moguénost arbitraze, vrlo brzo ¢e
se cene prilagoditi tome da eliminiSu tu moguénost. Evo 1 primera zasto je tako: neka je
cena zlata po unci u Njujorku 380.10$, a u Londonu je 380.20S$. Onda investitori mogu
kupiti zlato u Njujorku i1 prodati ga u Londonu, ostvarujuéi profit od 10 centi po unci. Alj,
kupovinom zlata u Njujorku ¢e cena zlata oti¢i navise, a prodaja zlata u Londonu ¢e tamo
spustiti cenu. Rezultat: nema vise arbitraze.

Napomenimo da pretpostavke koje smo naveli u ovom odeljku ¢e vaziti za Poglavlje 4 i
Poglavlje 5.

4.3 Formulacija problema

Razmatra¢emo americke put opcije koje nemaju rok dospeca, tj. smatramo da je rok
dospeca beskonacan (eng. perpetual american options, american put with infinite time
horizon). Razlog zasto ¢emo se baviti ovim put opcijama je taj da ¢e cena ove opcije biti
funkcija samo cene aktive i optimalna granica zaustavljanja je konstantna funkcija. Zbog
toga je problem lakse resiti.

Opcije koje imaju datum dospeca se neSto teze reSavaju ovim metodom. Cena ovakve
opcije je funkcija i vremena i cene akcije x. Granica optimalnog zaustavljanja nije
konstantna veé funkcija vremena. StaviSe, tatan region nastavka je onda nepoznat i kao
rezultat toga analiticko resenje je veoma tesko (mozda nemoguce) naéi.

Mi ho¢emo da pronademo optimalno vreme zaustavljanja i optimalnu cenu americke put
opcije koja nema datum dospeca (naravno bez moguénosti arbitraze).

Neka je W =(W,), standardno Braunovo kretanje i 7,=0. Neka je X =(X,),,

geometrijsko Braunovo kretanje i neka cena akcije prati to kretanje. Dodatno, neka su
o >0 1 r >0 volatilnost i nerizi¢na kamatna stopa, respektivno.

Onda proces cena akcije X =(X,),s, zadovoljava
dX,=rX,dt+ocX,dW, pri Cemu je X, =x>0. (4.1)

Teorema 4.1
Resenje SDJ date sa (4.1) je dato sa:

X, =X, exp((r—%az)H—anj.
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Dokaz
Jednacinu (4.1) mozemo zapisati kao

X
aX, =rdt+ocdW,. 4.2)
Xt
Ako iskoristimo Itovu formulu pri ¢emu je g(x,¢)=1logx, sledi

2
d(log X,) :%fdt +2—‘idXt +%ZT‘§(dXt)2 (4.3)
x=X,

x=X, x=X,

Ocigledno je da funkcija g(x,#) =logx ne zavisi od ¢ pa je prvi ¢lan u (4.3) jednak nuli.

Stoga, (4.3) se redukuje na:

2
dlogx)=Bax,| +10&ax )y (4.4)
ox vy, 20x —x
2
Kada zamenimo % _L i 6_§ = —Lz dobijamo:
ox x Ox
1 1 )
d(logXt)zdet_ﬁ(dXt) . (45)

t t

1z (4.2) sledi da je

2
[%J = r?(dt)* + 2rodtdW, + c*dW,dW, .

t

Primenjujuci osobine iz Itovog racuna (dt-dt =0 ,dt-dW, =0 ,dW, -dW, = dt ) dobijamo:

2
[dXt J =oldt .
X

t

Ovim se (4.5) svodi na:

1 1
d(log X,) = 7ar)(, —Eozdt . (4.6)

t
Kombinuju¢i (4.2) i (4.6) dobijamo:
d(log X,) = rdt + cdW, —%o*zdt :
Malim sredivanjem dobijamo:

d(log X,) = (r—%az)dt+0'th.
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Integralimo sve sada od nula do ¢, tj.
t t 1 t
jd(logXS) = j(r——az)dﬁjadws .
0 0 2 0

Resavanjem dobijamo da je:
1
[log X, = (r —502)z+ odW,.
Konac¢no imamo da je:

1
X, =X, exp((r—goz)t+0WtJ. 4.7)

Napomena 4.1: Oznaka log X, predstavlja prirodni logaritam tj. log, X, .

Cena americke put opcije bez datuma dospeca, bez mogucnosti arbitraze je

V(x)= megx E e (K-X,)"], (4.8)

gde je K strike cena, 7 vreme zaustavljanja, X, proces cene akcije u trenutku ¢ za koji
vazi jednacina (4.7). Bitno je primetiti da je funkcija nagrade za jednacinu (4.8) data sa
f(x)=(K-x)",i X, u funkciji nagrade je reSenje X, jednaline (4.7) kadaje t=r.

Problem sa kojim se suocavamo je odredivanje optimalne cene i optimalnog vremena
zaustavljanja, recimo 7., kada bi trebalo izvrSiti opciju, a da u tom trenutku ostvarimo
maksimum prema jednacini (4.8). Koriste¢i argument da nema arbitraze, optimalno

vreme zaustavljanja postaje najbolje vreme za zaustavljanje i ako nastavimo dalje,
zapravo gubi¢emo novac ¢ak i ako cena akcije nastavi da pada.
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4.4 ReSenje problema

Znamo da je optimalno vreme za izvrSenje americke put opcije momenat kada cena
akcije padne §to je viSe moguce. Medutim, mi takode moramo razmatrati vreme i cenu
opcije da bi izvrS$ili opciju. Opciju treba izvrsiti Sto pre od trenutka kupovine, ali u
trenutku kada imamo najve¢u mogucu isplatu.

Stoga, pretpostavljamo da postoji tacka p € (0,K) tako da je
7,=min{f20: X, < p}. (4.9)

Mi treba da pronademo tacku p koja ¢e nam dati optimalnu cenu u cilju nalazenja
optimalnih vrednosti za V' (x) 1 7, (optimalnu vrednost za 7, ¢emo kasnije oznacavati sa

Th).

Americka put opcija bez datuma dospeca je samo specijalan slucaj problema optimalnog
zaustavljanja reSenog u prethodnom poglavlju. Rezultate iz tog poglavlja mozemo
primeniti ovde. Bitno je primetiti da je p slicno sa x. iz jednacine (3.22).

Takode je bitno naglasiti da je p cena akcije izmedu 0 i K. Opciju ima smisla izvrsiti
samo kada je cena akcije ispod strike cene K i cena akcije ne moze biti nula.

Nas problem je sada dat sa: (za detalje videti [2])

LV=rV zax>p (asset equilibrium uslov) (4.10)
V(ix)=(K-x)"za x=p (value matching uslov) (4.11)
V'(x) =—1 za x=p (smooth pasting uslov) (4.12)
V(ix)>(K-x)"za x>p (region nastavka) (4.13)
V(x)=(K—-x)" za 0<x<p (value matching uslov) (4.14)

Bitno je naglasiti da su uslovi (4.11) 1 (4.14) oba value matching uslovi. Razdvojili smo
ih da bi lakse bilo videti §ta je granica optimalnog zaustavljanja za opciju. Stavise, (4.11)
je vrednost opcije na optimalnoj granici zaustavljanja. Na ovoj optimalnoj granici
zaustavljanja cena opcije je jednaka prihodu.
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cena akcije X

K
region nastavka
granica optimalnog zaustavljanja
X=p
region zaustavljanja
0 vreme

Grafik 4.1

Sa Grafika 4.1 vidimo da, dok smo u regionu nastavka, ¢ekamo do trenutka kada cena
akcije padne na x = p. Konstantna funkcija x = p je granica optimalnog zaustavljanja.

Na granici optimalnog zaustavljanja optimalno je izvrSiti opciju. Mi naravno mozemo
stati u bilo kojoj drugoj tacki koja je u regionu zaustavljanja, ali nije optimalno ¢ekati
trenutak kada cena akcije padne ispod granice optimalnog zaustavljanja. Ovo je zato §to
mi zapravo ne znamo kada ¢e cena akcije pasti najvise moguce i mozda budemo predugo
¢ekali do tog trenutka.

Mi smo zainteresovani da nademo optimalnu vrednost ovog problema. To ¢e biti
vrednost koja ¢e nam pomo¢i da nademo druge bitne optimalne vrednosti. Razmatracemo
uslove date u (4.10 - 4.14) da bi nasli te vrednosti.

Iz (4.10) dobijamo:

oV o*x? ot
rx—+ —=rV.
Ox 2 ox

Malim modifikovanjem dobijamo:
2

%xZV"(x)—FrxV'(x)—rV(X) =0. (4.15)

Jednacina (4.15) je jednacina Cauchy-Euler tipa i sli¢na je sa jednacinom (3.16). Opste
reSenje je stoga dato sa:
V(x)=kx™ +k,x“. (4.16)

Moramo odrediti vrednosti za @, 1 @_. Da bi ovo uradili razmotrimo jednacinu (3.18).
Poredenjem jednacina (3.16) i (4.15) vidimo daje g=0, p=r i u=r.
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Zato iz (3.18) dobijamo:

o — (c? —2r)ir\/(2r—0'2)2 +80°r
- 2

B 20
(62 27t 4 + 4ro? + o
= > (4.17)
20
(67 -2rt(2r+o?)
20 ’
. w,=1iw =—,edeje A—O-—2
J. @, T gde >
Napomena 4.2: jasnojedaje w_<0,jersu r>010>0.
Opste reSenje iz (4.16) je sada:
V(x)=kx+kx " . (4.18)

Na trziStu na kom nema arbitraze cena americke put opcije je V(x)< K 1 x>0 (videti

odeljak 2.5).
Ovo implicira da reSenje u (4.18) treba da bude ograniceno. To znaci da je

kyx + kzx7 <K.
Kada se x povecava, prvi ¢lan ide u beskonacno za &, >0 1 u minus beskonac¢no kada je
k, <0. To bi znacilo da funkcija u (4.18) nije viSe ograniCena. Da bi bila ogranicena,

mora biti £, =0.
Napomena 4.3: Drugi ¢lan u (4.18) je konacan za sve vrednosti x.

1z gornje ¢injenice (4.18) postaje:

V(x)=kx*, (4.19)
a nama ostaje da odredimo konstantu £, .
Kada se podsetimo prethodnog poglavlja iz jednacine (3.22) dobijamo vrednost p, tj.

(K- (@)
jx (K —x)* (4.20)

=—~(w_)(K -x)".
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Primenjujuci sada uslov (4.11) dobijamo:

p=—(w_)(K-p)
_ Ko

4 4.21)

1+—

Napomena 4.4: Ranija pretpostavka je bila da je p € (0,K). Ovo je optimalna cena za

izvrSenje opcije. Ovo pokazuje da optimalna cena akcije zavisi od strike cene K i od
2
: o o : . . : o
volatilnosti o jer je A =5 Ako bi za ovu americku put opciju volatilnost o i strike

cena K bili poznati unapred, mi bi onda lako mogli pronaci vrednost p.
1z (4.9)1(4.21), sledi da je optimalno vreme zaustavljanja:

K

1+é
r

T, =minyt>0:X, <

(4.22)

Treba da nademo vrednost V'(x) u ovoj tacki. Da bi to uradili, treba da pronademo
vrednost k, u ovoj konkretnoj vrednosti p.
Iz (4.19) imamo da je:

' r —-1
V (x) :_Z Y 2R (4.23)

Primenjujuci (4.12) na (4.23) dobijamo:
G

~hap =1. (4.24)
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To nam daje

)
ky = ép 4
r
Sy (4.25)
_A4 K
AR
,
Zamenjujuci vrednost &, u (4.19) dobijamo
(+)
Vix)=x4 A K . (4.26)
7 A
1+—
r

Da bi dobili resenje (4.26) primenili smo prva tri grani¢na uslova do sada. Prva tri uslova
vode do toga da je ovde x> p. Iz poslednja dva uslova (4.13-4.14) vidimo da je

Vix)=K-xza0<x<p.

Ako razmotrimo svih pet grani¢nih uslova, vidimo da je:

1+
V(x)= P 4 J =P (4.27)
1+ —
r
K —x, za 0<x<p
. K . 8
gdeje p= AlA:G—.
1+ — 2
r

Da zaklju¢imo,
Teorema 4.2
Cena americke put opcije bez datuma dospeta, bez mogucénosti arbitraze je data

eksplicitno sa (4.27). Optimalno vreme zaustavljanja je:

K

o =min<t>0:X, <

1+—
r
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Pokazimo jos da su u (4.27) vrednosti funkcije V' (x) jednake u tacki x = p, tj.

(+)
wa A K =K-x za x=p (4.28)
r A
I1+—
r
Razmotrimo prvo sluc¢aj kada je
V(ix)=K—-x
Kada je x = p, imamo da je
Vix)=K-p
K
=K-——
1+é
,
1
=K|1-——+- (4.29)
A
1+—
p
—Kk|l1--1
r+A4
_ AK
r+A
U drugom slucaju, imamo da je
(1+)
—A| K
V(X) =X 4 — —A
"1+ =
r
Kada je x = p, imamo da je
(+)
V(x) =p7£ LA
"l1+2
r
77 (HZ)
_| K | 4 K
TTECH B e
r r
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odnosno

_A FKJ (4.30)
;
4

Ocigledno vidimo da su rezultati u (4.29) i (4.30) isti. Stoga je cena opcije na optimalnoj

granici zaustavljanja data sa
r+ A4

4.5 Americke put opcije koje imaju datum dospeca

Ve¢ smo napomenuli da se opcije koje imaju datum dospeca nesto teze reSavaju ovom
metodom. Javlja se par problema. Sada ¢emo dati samo neka poredenja. Za one koji su
zainteresovani za mnogo vise od toga videti [2].

Cena americke put opcije koja ima datum dospeca (eng. finite horizon american option),
bez mogucnosti arbitraze, je data sa:

Vit,X)= sup E(e " (K-X,.;)"),
0<z<T—t¢
gde je 7 vreme zaustavljanja geometrijskog Braunovog kretanja X =(X,,,)., koje je
dato sa:
dX,

t+s

=rX,, ds+oX

t+s

aw,,

pri ¢emu je X, =x>0.
Vidimo da je cena ovakve opcije funkcija i vremena i cene akcije.

Dalje, granica optimalnog zaustavljanja nije konstantna ve¢ funkcija vremena, tj.
optimalni region zaustavljanja je dat sa:

S, ={(t,x) €[0,T]x(0,00) : V (t,x) = f(x)},
pri ¢emu je f(x)=(K—-x)"

StaviSe, tacan region nastavka je onda nepoznat i kao rezultat toga analiticko reSenje je
veoma tesko naci.

49



Vreme zaustavljanja i primena na americ¢ke opcije

Zbog svega ovoga (a i joS nekih stvari) nalazenje optimalne cene akcije, optimalnog
vremena zaustavljaja i cene opcije postaje mnogo teze.

Napomena 4.5: Sto se ti¢e americ¢kih call opcija u Poglavlju 2 smo pokazali da je njihova
cena ista kao 1 cena evropskih call opcija (naravno, pretpostavka je bila da akcija ne placa
dividende), tako da ih ne prou¢avamo ovom metodom. Takode, ve¢ smo videli u
Teoremi 2.1 da nikada nije optimalno izvrsiti americku call opciju pre datuma dospeca.
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5. Diskretni model

Za razliku od prethodnog poglavlja, ovde ¢emo pokazati drugi nacin dolaska do
optimalnog vremena zaustavljanja. Takode, neke pojmove ¢emo ponovo definisati zbog
toga Sto ¢e vreme ovde biti diskretna promenljiva.

Kao §to smo ve¢ videli, americke opcije su komplikovanije nego evropske. One poseduju
iste osobine kao 1 evropske, ali imaju jo§ jednu dodatnu - one mogu biti izvrSene u bilo
kom trenutku izmedu trenutka kupovine i datuma dospeca. Ovo je jako bitan dodatak
posto je nemoguce pogledati u buducnost 1 odluciti kada izvrsiti opciju. Investitor ne
moze da pozove svog brokera i kaze:"Ako cena akcija padne ispod sto dolara, onda je
prodaj pre nego $to padne".

Primer 5.1

Ovaj primer ¢emo proucavati u ¢itavom poglavlju i vracati se na njega s vremena na
vreme. Na slici je prikazano drvo stanja CRR modela sa cenama akcija i prihodima od
opcija.

/ o, 26.62/5.62
B
\
24.2/3.2 ®> 21.78/0.78
Bi
21.78/0.78
@
22/1 \ = ™
2,2
'\
19.8/0 ®; | 17.82/0
20/0 | Bou
/ ®s 21.78/0.78
B3
'\ 0)
19.8/0 6 17.82/0
Bi2
©; 17.82/0
18/0 \ Bsa —
\
16.2/0 s 14.58/0

Grafik 5.1: drvo stanja CRR modela
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Neka je C cena americke call opcije sa strike cenom K =21. Pretpostavljacemo da je
nerizi¢na kamatna stopa jednaka nuli, tj. » =0. Neka su za ovaj model dati slede¢i podaci
T=3,u=1.1, d=0.9 iverovatnoc¢a da akcija skoci je 0.5 (samim tim je i verovatnoca
da akcija padne ista).

Napomena 5.1: za svaku slucajnu promenljivu X koristi¢emo slede¢u kracu notaciju:

[Xed]l={weQ|X(w)eA}.

5.1 Model

Proucavacemo model koji je diskretan i moguénost arbitraze neée postojati , pa ¢e zbog
toga imati martingalnu meru IT (ovde ¢emo pretpostavljati da je re¢ o jako pozitivnoj
meri). Naravno, sve pretpostavke koje smo naveli u odeljku 4.2 ¢e vaziti i ovde.
Razmatra¢emo investiciju u americku opciju. Kupac opcije moze izvrsiti opciju u bilo
kom od trenutaka t, t,,..., t; pri ¢emu vazi da je
ty<t, <..<t.

Dodatno, u svakom trenutku ¢, pretpostavljamo da postoji particija #={B;,...,B; , }
skupa Q, skup stanja je particija & skupa Q 1vazidaje B, <% . Stavige, cena slucajne
promenljive S, tj. cena akcije je % -merljiva.

Prihod od opcije u trenutku 7, je slucajna promenljiva Y, . Pretpostavljaéemo da je Y,

adaptirano filtraciji F = (%) . U naSem primeru prihodi americke opcije su dati sa:

5.62, za o=,
Y, = max{S, -21,0} =10.78, za o=w,,w,, ®;
0, inace
32, zaweB,,
Y, =max{S, -2L0} =<1 ’
0, inace
l, zZaweB,,
Y, =max{$, -21,0} = . ’
0, inace

1 naravno

Y,=0.
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5.2 Vreme zaustavljanja

Odluku o tome kada izvrSiti opciju mozemo modelirati kao slucajnu promenljivu sa
specijalnim osobinama, nazvanu vreme zaustavljanja. Ideja je prilicno jednostavna:
vreme zaustavljanja je pravilo, odnosno slu¢ajna promenljiva koja za svaki trenutak ¢,

identifikuje ishode iz skupa svih mogucih ishoda Q za koje bi trebalo izvrsiti opciju u
trenutku ¢, . Skup svih ishoda za koje bi trebalo izvrSiti opciju u trenutku ¢, ¢emo

nazivati dogadaj zaustavljanja (eng. stopping event) za trenutak ¢, . Za konacni trenutak
t, dogadaj zaustavljanja se sastoji od ishoda za koje mi ili izvr§imo opciju u trenutku ¢,
ili ne izvr§imo opciju.

Jedini zahtev za vreme zaustavljanja je da moramo biti u mogucnosti da odredimo koji
ishodi pripadaju dogadaju zaustavljanja za trenutak ¢, u to vreme. Ovo je jako bitno

naglasiti. Na primer, ne mozemo re¢i da je odluka o tome da li ¢emo izvrSiti opciju u
trenutku ¢, zasnovana na neCemu Sto ¢e se desiti u trenutku ;. To bi bilo isto Sto i

poslati zahtev brokeru da proda akciju pre nego sto cena padne ispod 100 dolara.

Definicija 5.1
Slucajna promenljiva 7, 7:Q —{0,...,7} se naziva vreme zaustavljanja ako je dogadaj

zaustavljanja "zaustavi se u trenutku 7, " definisan sa
[r=k]={weQlr(w) =k}
u algebri A(%) generisanoj sa £ za svako k=0,...,T.

Skup svih vremena zaustavljanja sa opsegom {k,...,T} ¢emo oznacavati sa S, ;. Ovo su

vremena zaustavljanja kojima se ne mozemo zaustaviti pre trenutka #, . Primetimo da je
kodomen za 7 skup svih celih brojeva od 0 do T.

Primer 5.2

Ne bi bilo neobi¢no za investitora da kaze svom brokeru da proda akcije ako im cena
prede 100 dolara. Ovo pravilo je vreme zaustavljanja. Zapravo, ovo vreme zaustavljanja
se naziva prvo vreme ulaska (eng. first entry time) procesa cena akcije (S,) u skup

[100,+400) . Formalno, definisano je na slede¢i nacin:

min{k | S, >100}, ako je {k|S, >100} = @
7(w) =

T, inace

Pokazimo da je ovo zaista vreme zaustavljanja.
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Ako je k< T imamo:

[r=k]={@| S, >100iS, <100 za j<k}
=[S, <100]U...U[S,., <100]U[S, >100].

Ali, kako je S, ®—merljivo 1 F=(%) je filtracija, zakljuCujemo da su svaki od dogadaja
[S; <100] i dogadaj [S, >100] u najvecoj algebri A(F.). To je uslov koji se zahteva da
bi prvo vreme ulaska bilo vreme zaustavljanja.

Konacno, za k=T imamo:
[z =T1=[S, <100]N...N[S;,, <100] € A(P.).

Stoga, 7 jeste vreme zaustavljanja. Primetimo da ¢e isti argumenti vaziti i za svaku
drugu vrednost osim 100. Zapravo, takode je moguce pokazati da je prvo vreme ulaska u
bilo koji Borelov skup B vreme zaustavljanja.

Na primer, B =(—0,17)U(20,+w) odgovara prvom trenutku kada cena akcije padne

ispod 17 ili poraste iznad 20. Osenceni blokovi na Grafiku 5.1 prikazuju dogadaje
zaustavljanja za prvo vreme ulaska u skup B, tj. prvo vreme ulaska u skup B je:

1, za w e {w, 0,,0;,0,}
p(w)=12, za w e {w,,v,}

3, za w e {w;, 0}
Sa druge strane, ako bi imali recimo americku put opciju, moze se pokazati da vreme:

p(®0)=min{k: S, (v) = . min_ S}

jefo,...Ty 7

nije vreme zaustavljanja (za detalje videti [7]). Inace, p,(®) je vreme koje kaze da se

zaustavljamo kada cena akcije dostigne najmanju vrednost.
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5.3 Sta uraditi u trenutku ¢,

Budu¢i da se bavimo na¢inom izbora vremena zaustavljanja, prvo moramo diskutovati
posledice bilo kog izbora za vreme zaustavljanja.

Razmotrimo slede¢u situaciju: zamislimo da je investitor kupio americku opciju u
trenutku #, 1 sada razmi$lja o svim moguéim vremenima zaustavljanja iz skupa S, .

Pretpostavimo da je investitor odluc¢io da izabere odgovaraju¢e vreme zaustavljanja
7€S,,. On zove svog brokera u trenutku #, 1 saopStava mu vreme zaustavljanja 7

(naravno, investitor moze promeniti svoje misljenje u trenutku ¢ ili kasnije).

Od tog trenutka pa nadalje broker moZe da nastavi sam bez potrebe da konsultuje
investitora. Konkretno, u svakom trenutku ¢, , broker proverava da li je trenutna cena

akcije (ponekad ¢emo govoriti trenutno stanje ekonomije) u dogadaju zaustavljanja
[z =k] za to vreme. Na primer, da li je akcija presla vrednost od 100 dolara. Ako je

trenutno stanje u skupu [z = k], broker izvrSava opciju; u suprotnom je ne izvrsava.

Pretpostavimo da se investitor odlucio za odredeno vreme zaustavljanja 7 € S, . Onda,
za svako @ € Q) opcija ¢e biti izvrSena u trenutku 7., 1 dati prihod Y, (®).

Funkciju prihoda ¢emo krac¢e oznacavati sa Y,. Slucajna promenljiva Y, se naziva
konacna vrednost (eng. final value) procesa (Y,), pod pretpostavkom da je vreme
zaustavljanja dato sa 7 .

Napomenimo ovde nesto jako bitno. Naime, za svako w €€ prihod Y, (®) dolazi u
trenutku 7., . Pretpostavicemo da investitor ne povlaci sredstva (eng. funds) sa racuna
sve do kraja vremena Zivota modela, tj. do trenutka #; i zbog toga prihod u trenutku 7,

raste po nerizi¢noj kamatnoj stopi u periodu od 7(w) do T.

To rezultira kona¢nim prihodom:

T

r(T-r(w B
e (T—( ))Y(w)(w)zB_Tyr(w)(a,),

(@)
gde je B, = e™ faktor diskontovanja (ili diskontni faktor).

Stoga, u trenutku 7, prihod koji je rezultat vremena zaustavljanja 7 je zapravo:

B, = B 4
—+Y =B,Y. , gdeje Y =—F.
BT T T 7 g J T BT
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Primer 5.3
Vratimo se na Primer 5.1 i razmotrimo vreme zaustavljanja p prikazano sivom bojom na

Grafiku 5.1. To je prvo vreme ulaska u skup
B =(-,17)U(20,+0).

(Diskontovana) kona¢na vrednost prihoda Y, je:

17 ako 0)6{0)1,602,0)3,604}
Y. (w)=40.78, ako je o=

0, ako w e {wy,w;,w;}
Napomena 5.2: U nasem primeru je »=0.

U cilju odredivanja najboljeg vremena zaustavljanja u trenutku ¢,, kao §to je pomenuto
ranije, investitor moze posmatrati sva moguca vremena zaustavljanja na konacnom skupu
So.r - Na pocetku deluje logicno da investitor treba da izabere vreme zaustavljanja koje ¢e
maksimizirati kona¢ni prihod:

max {B; Z} .

TESo,T

Medutim, prihodi BTZ su funkcije (slucajne promenljive) i ne postoje garancije da
postoji bar jedno vreme zaustavljanja koje je najbolje za svako we Q. Zaista, to je
veoma neverovatno. Zbog toga nam je potrebna alternativa. Mozemo maksimizirati
inicijalnu vrednost isplate (prihoda). Pod pretpostavkom da je kona¢ni prihod moguce
dosti¢i (eng. attainable), postoji samofinansirajuca strategija @ za koju je

vr(®) =B, Y,
i cena (u pocetnom trenutku) ove konacne isplate je:

Vo (7) = vy (P)

1
= B_TEH (v (®))

1 N
=—F- (B.Y
B H( T z')

T
=Ey (Z)

Za prelaz u drugom redu videti Teoremu 1.16. V(r) se naziva inicijalna vrednost
americke opcije pod pretpostavkom da je vreme zaustavljanja dato sa 7 .
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Pokazali smo da, pretpostavljaju¢i da vlasnik opcije prati vreme zaustavljanja 7, cena
ove opcije (bez mogucnosti arbitraze) mora biti V(7).

Sada, u trenutku ¢, investitor moZze izabrati vreme zaustavljanja koje maksimizira
inicijalnu vrednost opcije. Zbog toga definiSemo:

Vy = max V(r) = max Ef (Z).

TESO’T TGSO,T

. . . . . . . . * . .
1 pretpostavimo da je investitor izabrao vreme zaustavljanja z sa osobinom da je:

Eq(Y.)=V,.

Ovo je vreme zaustavljanja koje maksimizira inicijalnu vrednost opcije. Naziva se
optimalno vreme zaustavljanja. Bez moguc¢nosti da vidimo buduénost, ovo je najbolje Sto
se moze uraditi u trenutku ¢, .

Primer 5.4
Vratimo se ponovo na Primer 5.1. Videli smo da je kona¢ni prihod za prvo vreme ulaska
u skup B =(—,17)U(20,+x) dat sa:

1, ako w e {w,w,,w;,0,}
Y. (w)=40.78, ako je o=w;
0, ako w e {wg, w;, 0}

Zato je

EH(Z)=1-1+l-o.78+§-0=0.5975.
2 8 8

Razmotrimo sada vreme zaustavljanja dato sa:

2, za w e {®y,,,0;, %}
3, inaCe

o(w) ={

U ovom slucaju (diskontovana) kona¢na vrednost prihoda je

3.2, ako w e {w,w,}
Y (w)=40.78, ako je o={w;,ws}
0, ako w € {w,,w,, w;, w5}

Zato je

Eq(Y,)= -3.2+i-0.78 =0.995.

1
4
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Vidimo da je o bolje vreme zaustavljanja nego 7 (jer imamo veci ocekivani prihod).
Zapravo, kao $to ¢emo kasnije videti, o je optimalno vreme zaustavljanja.

5.4 Sta uraditi u trenutku 7,

Pretpostavimo sada da u trenutku #, investitor jo§ uvek nije izvrSio americku opciju.

Tada prethodna diskusija 1 dalje vazi (naravno, kada se izvrSe odredene izmene).
Konkretno, sada vreme zaustavljanja biramo iz skupa S, ;, jer ako investitor u trenutku

t, jos uvek nije izvrSio opciju, ona ne moze biti izvrSena pre tog trenutka.

Ako investitor zaustavi proces prihoda koriste¢i konkretno vreme zaustavljanja 7 €S, ,

onda ¢e ostvariti prihod Y., a vrednost u trenutku 7, je:

kao i ranije.

Pod pretpostavkom da je konacnu vrednost prihoda BTZ moguce dosti¢i, postoji
samofinansirajuca strategija ® za koju je:

vr(®)=B;Y,
1 cena ovog kona¢nog prihoda (bez mogucnosti arbitraze) u trenutku ¢, je:

V(@)= v (@)

B @)1 )
BT

B _
=_kEn(BTYT | 7;)
By

=Ep (Bkz | 7';)

Veli¢ina V, () je vrednost ameri¢ke opcije u trenutku ¢, pod pretpostavkom da je vreme
zaustavljanja dato saz .

Sada, u trenutku #,, ponovo pretpostavljamo da investitor donosi najbolju mogucu

. . . v . v . . *
odluku (govorimo o vremenu zaustavljanja), $to je u ovom slucaju izbor vremena 7 za

koje je ¥, (") maksimalno.
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Prema tome, definiSimo V), na slede¢i nacin:

V, = max V,(r) = max E;(B,Y, | %)
TESk,T

€S
i kazemo da je vreme zaustavljanja 7 optimalno ako je

Ep (BkY_,* |5 =V,
(¥V,,) nazivamo proces vrednosti (eng. value process) americke opcije.
Uporedimo na momenat odluke investitora donete u trenucima #, i .
U trenutku £, smo imali da je:

Vy = max V() = max E (Z) ,
€S, €S, 1

a u trenutku 7, je:

V, = max V,(r) = max E (B Y. |%).
reSk,T

teS; 1

Primetimo da u drugom slu¢aju maksimum trazimo na manjem skupu jer je S, » < S; 7,
pa bi na prvi pogled izgledalo da maksimum treba da bude manji u drugom slucaju. Sa
druge strane, u trenutku 7, mi vrSimo maksimizaciju sa viSe informacija, tj. mi
maksimiziramo uslovna o¢ekivanja Ep (BkZI %) Sto bi vodilo ka tome da je maksimum

veci u drugom slucaju. Kao rezultat svega ne mozemo rec¢i nista o tome koji maksimum
je vedi.

Definicija 5.2
Za americku opciju ¢iji je proces prihoda dat sa (Y, |k =0,...,T), proces vrednosti je dat

Sa.
V, = max E(B,Y, | ;)

eS8y 1

1 diskontovani proces vrednosti je:

V, = max E; (Y, |%).
teSk T

Diskotovani proces vrednosti (7,{) se naziva Snell envelop diskontovanog procesa

prihoda (7,{) .
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Definicija 5.3
Vreme zaustavljanja 7" je optimalno na intervalu [k,T] ako ono maksimizira o&ekivani

diskontovani proces prihoda (7,() , tj. ako je:

E (Y, %)=V, = max E (Y, | %),
T reSk T

odnosno ako 7~ postiZe najbolji o¢ekivani diskontovani prihod.

5.5 Optimalno vreme zaustavljanja i Snell envelop

Da bi malo pojednostavili notaciju proucavaéemo Snell envelop u uslovima
nediskontovanih procesa. Jedina razlika je u tome $to u obelezavanju viSe ne¢emo imati
crticu iznad.

Definicija 5.4
Akoje Z=(Z, | k=0,...,T) slucajni proces, onda se proces U= (U, ) definisan sa

U,=max E(Z, | F)

TeS) T

naziva Snell envelop od Z . Vreme zaustavljanja 7 za koje dostizemo dati maksimum
na intervalu [k, 7], tj. vreme zaustavljanja za koje je:

Eq(Z,19)=Uy = max Ey(Z, 1)
Te k,T
se naziva optimalno vreme zaustavljanja za Z na [k,T].

Stoga, ako je Z diskontovani proces prihoda americ¢ke opcije, onda je Snell envelop U
diskontovani proces vrednosti opcije.
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5.6 Postojanje optimalnih vremena zaustavljanja

Prvo pitanje koje bi trebalo postaviti o optimalnim vremenima zaustavljanja je da li ona
postoje ili ne. Za k=0 jasno je da optimalno vreme zaustavljanja postoji jer mi
jednostavno maksimiziramo konaCan skup konstanti E(Z.). Ali za k>0 mi

maksimiziramo nekonstantne funkcije E;(Z, | %) .

Teorema 5.1
Za svaki interval [k,T] optimalno vreme zaustavljanja za slucajni proces Z postoji.

Dokaz
Podsetimo se Definicije 1.15 koja kaze da je za particiju
ﬁ = {Bk,l""’Bk,C‘}

uslovno oc¢ekivanje definisano sa

El_l(ZT lﬁ):ZEl—[(zr |Bk,u)'lBk’u .

u=l1

Stoga, za svako B, ,, sluCajna promenljiva En(Z |®) je jednaka konstanti
EH(ZT |Bk,u) nha Bk,u .

Zato mozemo naci vreme zaustavljanja 7z, , koje maksimizira ove konstante, tj. za koje
je:
Eq(Z, |B,)=max E(Z, |B,,)
’ teSy T
Posmatrajmo sada slu¢ajnu promenljivu
C
= 1
T = sz,u Bk
u=1
koja maksimizira uslovno ocekivanje na svakom od blokova koji ¢ine particiju .

Pokazimo da je z'; optimalno vreme zaustavljanja. Treba da pokazemo dve stvari: da je

7, vreme zaustavljanja i da je 7, optimalno.

Da bi videli da je z‘Z vreme zaustavljanja na S ;, primetimo da je r;: >k 1 za svako
h>k je:

[z, =h1=J (7 =hINB,,) =z, =hINB,,) € A(R)
v=1 v=l

Sto se i zahteva za vreme zaustavljanja.
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Da bi videli da je re¢ o optimalnom vremenu zaustavljanja, neka je sada @ e B, , ,pa je

Z )@ =2 (@)=Z, @)

)

C
ZT; - Z;ka,u lBk,u
u=

Stoga, za svako 7 € S, ;, vazi da je

Ep (ZTZ |R)= ZEH (Zz'k’u lBk

u=l1

> En(Z. 1y 1R)
u=l

1)

SU

= ZEH (Z19)- lBk,u

u=1

=En(Z, |ﬁ)z 1quu
u=1
=En(Z. %)

iz Cega sledi da je TZ optimalno vreme zaustavljanja.[

Teorema 5.2
Snell envelop (U,) je adaptiran filtraciji .

Dokaz
Slu¢ajna promenljiva U, je maksimum na kona¢nom broju slu¢ajnih promenljivih

Eq(Z.1%), asvaka od njih je ® - merljiva. Stoga jei U, .[l

5.7 Osobine koje vaZe za Snell envelop

Razmotrimo ponovo situaciju u kojoj se nalazi investitor koji u trenutku ¢, treba da
odabere vreme zaustavljanja iz skupa S, ;. U cilju neSto lakSeg donoSenja odluke,

investitor moze podeliti kandidate za vreme zaustavljanja u tri podskupa.

Investitor jednostavno moze odluciti da se zaustavi sada (u trenutku ¢, ), ili moze odluciti
da se ne zaustavi u trenutku 7, ni u kom slucaju, ili moZe izabrati vreme zaustavljanja

koje moze stati sada ili kasnije zavisno od stanja ekonomije.

Simbolic¢ki, S,  je unija skupova:

Sk,T = Sk,k U Sk+1,T U SZ,T
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gde su skupovi dati sa:

1) zaustavi se sada, tj. u trenutku 7,
Sk,k =tk-lg}={re Sk,T [z =k]=Q}
2) nemoj stati sada, tj. zaustavi se u trenutku ¢, ili kasnije
Sk+l,T ={re Sk,T [z =k]=0)
3) mozes stati sada ili mozes stati kasnije
Sir={reS [t =k]%},Q}.

Snell envelop moze biti odreden bez potrebe da razmatramo vremena zaustavljanja treceg
tipa.(videti [1])
Matematicki, Snell envelop zadovoljava:

U, =max{Z,, max E (Z,|R)}.

7€Sk4,T

Primetimo da sada maksimum trazimo na skupu S, ,, ;.

To nas dovodi do sledece teoreme.

Teorema 5.3
Za svako k =0,...,T Snell envelop zadovoljava:

Up =max(Z,, max En(Z,|1R)}.

TEk+1,T
Dokaz
Sa jedne strane, kako je 7 =k (konstantno) vreme zaustavljanjai S;,, , = S ; imamo da
je:
Uy = max Ey(Z, %)
TeSy T
2max{Ey(Z, |R), max En(Z |R)}
T€S%4+1,T
=max{Z,, max Ey(Z. |R)}.

TE%+1,T
Sada treba dokazati drugu stranu.
Neka jez € S, ;. Razmotrimo vreme zaustavljanja 7 koje je dobijeno od 7 i definisano

na slede¢i naéin:

() k) 7(w), ako je w €[ 7 > k]
7 (w) = max {r, = )
k+1, ako je w €[ 7=K]

Kako je maksimum dva vremena zaustavljanja takode vreme zaustavljanja, zakljucujemo

daje 7 €Sy, 7-

63



Vreme zaustavljanja i primena na americ¢ke opcije

Sada, imamo da je:

Eq(Z \R)=Eq(Z, 1 g | R)+En(Z, 1 q | R)
=Eq(Zy 1 g | R+ Eq(Z 11 g | R)
<max{Zy. En(Z: 1R))
=max{Z,, max E (Z,.|R)}.

7€Sk,T

Ali, leva strana vazi za svako 7 € S, ; pa je onda:

U,=max E(Z, |R)<max{Z,, max E (Z |R)}

TeSk,r r€Sk,T
kao $to smo 1 Zeleli.[]

Najbitniji rezultat prethodne teoreme je taj da pomocu date relacije mozemo unazad
pronaci U, . Primetimo da je

Up=max E(Z |R)=Eq(Z; | R)=2Z;.

T GST,T
To nam je pocetni korak u rekurentnoj vezi unazad.
Razmotrimo sada slucajnu promenljivu

X = max EL(Z,|R)

reSpr

koja se javlja u Teoremi 5.3.
Ako biu Xpisalo #,, umesto £, onda bi X bilo samo U, _,.

Podsetimo se jedne osobine uslovnog ocekivanja. Za svake dve slucajne promenljive X i
Y vazi:
max{E(X |P),EY |P)} < E(max{X,Y}|P).

Sada, sa jedne strane imamo:

X = max Ey(Z.|R)

TS T
= max Eq(Eq(Z, IR )DIR)
TSk
SEn(rmax En(Z 1 RDHR)
E9)41,T
= H(Uk+1|?i)~
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Dakle,
X<EqUpy 1 R).

Pokazimo sada drugu stranu. Neka je 7 €S, 47 Optimalno vreme zaustavljanja na
intervalu [k+ 1,77, t.
Uk+1 = El‘l (ZT* l ?{H) :

Onda je
EqUin | R) = Eq(En(Z - 1R2.D1R)
=Eq(Z.1%)
< max EL(Z,|1R)
7€Sk41,T
=X.
Stoga,

X =Ep (Uk+1 | 7%)

1 tako stizemo do naredne relacije za Snell envelop.
U dokazu obe strane koristili smo Teoremu 1.13.

Teorema 5.4
Snell envelop zadovoljava:

HU,=2Z;
2)U, =max{Z,,E;(U.,,|R)} zasvako k=0,...,.T-1.

Primer 5.5
Sada moZemo izracunati Snell envelop procesa prihoda iz Primera 5.1.

Prvo, po Teoremi 5.4 je:

Zatim,
%(5.62 +0.78)=3.2, ako w € B, |

%(0.78 +0)=0.39, ako w € B, ,

Eq(Us1H)=En(19) =

%(0.78+0) =0.39, ako we B,

0, ako weB,,
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iz ¢ega dobijamo da je
3.2, ako je o=y, w,
0.39, ako je w=w;y, w,
Uy =max{l, By (U; 1 95)) = .
0.39, ako je w=w;s, w,

0, ako je w=w,, w

Zatim,

l(3.2+0.39) =1.795, ako je w =), 0,, 05,0,

Eq(Uy IR) =
5(0.39+0) =0.195, ako je @ = w5, w,, @;, g

Sto nam daje da je

1.795, ako je w = oy, 0,, w5, @,
Uy =max{Y}, En(U, |R)} = Eq (U, | R) = .
0.195, ako je o = ws, g, 0, , @

Konacno,

U, =max{¥y, E; (U, | R)} = max{O,%(l 795+0.195)} = 0.995.

Podsetimo se vremena zaustavljanja o iz Primera 5.4 koje smo definisali sa

{2, 7a W € (W), W,,0;,0}
o(w)=

3, inaCe
Ono je imalo ocekivanu (diskontovanu) kona¢nu vrednost procesa prihoda

Ey(Y,) :%-3.2%-0.78 =0.995

Sto je jednako sa U,,. Stoga, o je zaista optimalno vreme zaustavljanja. Zapravo, kao Sto

¢emo malo kasnije videti, o je najmanje optimalno vreme zaustavljanja u smislu da je
ono manje od svih ostalih optimalnih vremena zaustavljanja.
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5.8 Najmanji dominantni supermartingal

Podsetimo se, [F —adaptirani proces (X, ) je [F - supermartingal ako je
En(Xpn IR <X,

Iz drugog Uslova Teoreme 5.4 koji kaze da je E (U, |R)<U,, jasno je da je U,

supermartingal.
Takode je jasno da je Z, <U,, tj. kazemo da U, dominiranad Z, .

Zapravo, U, je najmanji [ - supermartingal koji dominira nad Z, . To ¢emo pokazati u
sledec¢oj teoremi.

Teorema 5.5
Snell envelop U, je najmanji [ - supermartingal koji dominira nad Z, .

Dokaz
Malopre smo videli da je U, supermartingal koji dominira nad Z, .

Pretpostavimo da je V, takode supermartingal koji dominira nad Z, .To znaci da je
Vizmax{Z,Eq(Vi 1 R)} .

Sada ¢emo indukcijom unazad po ¢ pokazati tvrdenje teoreme.

Za k=T vazidaje V;, 2Z, =U,.

Pretpostavimo daje V,,, 2U,,,.

Onda je :
Vizmax{Z ,E;(V,, |R)} zmax{Z ,E; (U, I R)}=U,

iz Cega sledi tvrdenje teoreme. [

Sada ¢emo navesti jednu osobinu martingala 1 supermartingala koja ¢e nam trebati u
narednom odeljku.

Teorema 5.6
Ako je X [ - martingal, onda je za svako j<k

E(X,)=E(X,).

Ako je X [F - supermartingal, onda je za svako j <k
E(X;) 2 E(X}).
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Dokaz
Za martingale vaZidaje E(X, |H)=X;.
Uradimo ocekivanja obe strane prethodnog izraza i koriste¢i Teoremu 1.13 dobijamo da
je:
E(X,)=EEWX, |19)=EX)).

Dokaz za supermartingale je slican. []

5.9 Doob-ova dekompozicija

Pocecemo sa formalnom definicijom trajektorije (eng. sample path) stohastickog procesa.

Definicija 5.5
Neka je dat stohasticki proces X = (X,,...,X;). Za svako w € Q niz

Xo(@),.... X7 (@)
se naziva trajektorija.

Intuitivno, da bi zaustavili stohasticki proces, zaustavljamo trajektoriju za svako w € QQ u
trenutku 7(w). Stoga, trajektorija je data sa:

X (@), X, (0)s ey X () (@), X () (@), ...

Indeksi u ovoj trajektoriji su jednaki sa n A 7(w)=min{n,7(®)}, pa trajektoriju mozemo
zapisati na sledec¢i nacin:

XO/\T(a)) (0)), Xl/\r(w) (0)), e Xn/\f(a)) (C()), X(n+l)m‘(a)) (C()),

Definicija 5.6
Neka je X =(X|,...,X;) stohasti¢ki proces adaptiran filtraciji [F 1 neka r bude vreme

zaustavljanja na [F . Stop proces (eng. sampled proces) je definisan sa:
X7 = (X)) =(Xpr) = (Xipos s Xar)
(primetimo da su prva tri izraza samo oznake za Cetvrti).

Primetimo da za svako n u stop procesu vazi:

n—1

Xn/\r :ZIXil{z':i} +Xn1{12n} (51)
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Teorema 5.7
Neka je proces X = (X, ) martingal (ili supermartingal) i 7 vreme zaustavljanja. Onda je

stop proces X’ takode martingal (ili supermartingal).

Dokaz
Pretpostavimo da je ()X, ) martingal. Tada je po definiciji:

E(Xn | 7_:1—1) = Xn—l .
Pocevsi od izraza (5.1) imamo:

n—1
E(err l f;—l) = ZE(Xil{r:i} l ?n'—l)-'_E(an{z—Zn} | ?n'—l) .

i=1

Sada, posto je {r =i} e A(F_,) za svako i<n-—1, posto je X; %_, -merljivo i poSto je
{r 2n} e A(%_,) dobijamo da je:

n—1

E(Xn/\r lﬁ—l) = ZXil{r=i} +1{72n} E(Xn | 7—;—1)
i=l

n—1

= ZXil{r:i} + l{rzn} ' anl
i=1

n—2

- z Xiliemy + Ly Xy + oy - Xy
i=1
n=2

= Z Xil{r:i} + 1{1271—1} ’ Xn—l

i=1
=X,

(n-At

odnosno X’ je martingal.
Dokaz za supermartingale je gotovo identi¢an pa ga ne¢emo ispisivati. []

Konacno stizemo do sledeceg rezultata, koji ¢e nam trebati kasnije.

Teorema 5.8 (Doob-ova dekompozicija)
Neka je X =(X,,...,X;) [F-adaptirani stohasticki proces. Tada:

1) postoje jedinstveni martingal M= (M,...,M;) 1 jedinstveni predvidljivi proces
(eng. predictable) A =(4,,...,4;), tako da je
Xy =M, -4,
gdeje 4,=0.
2) Ako je X supermartingal, onda je proces A neopadajudi, tj.

Emp
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Dokaz

Za prvi deo tvrdenja, da¢emo samo ideju dokaza.
Ocigledno jedajeza k=0 X, =M 1 4, =0 isve je uredu.
Onda imamo da je

X, -X =M, —M,~(4, -A4).

n+l n+l — ‘i

Zatim uradimo uslovno ocekivanje datog izraza u odnosu na ¥, i dobijamo traZeno
tvrdenje. Za ceo dokaz pogledati [5].

Za drugi deo teoreme pretpostavimo da je X supermartingal. Onda je

M, _Ak =X, ZE(XIH—I |ﬁ)
:E(Mk+1|7';)—E(Ak+1 |7';)
=M, — 4,
aiztogasledidaje 4., > 4,.

5.10 Karakterizacija optimalnih vremena zaustavljanja

Vratimo se sada na na$ prvobitni cilj, a to je karakterizacija optimalnih vremena
zaustavljanja, odnosno pitamo se koji uslovi nam trebaju da bi neko 7z bilo optimalno
vreme zaustvljanja.

Primetimo da ako dve diskretne slucajne promenljive zadovoljavaju X <Y i
EL(X)=E;(Y), onda, posto je IT jako pozitivna, sledidaje X =Y .

Pocecemo tako $to ¢emo videti Sta se deSava ako zaustavimo proces (U,).

Kako je U, supermartingal, iz Teoreme 5.7 sledi da za svako vreme zaustavljanja

t €S, stop proces (U;) je takode supermartingal, tj.
EqUpa 19) <U;.
Stavige, kako je Z, <U, sledi da kona¢ne vrednosti zadovoljavaju Z, <U, .
Cinjenica da je (U ) supermaringal i Z_ <U_ implicira slede¢i niz nejednakosti:
Eq(Z)<EqU,)=EqUp)<..<EqU)<...<EqUg)=U,.

Ovaj niz nejednakosti ¢e nam trebati za dokaz naredne teoreme.
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Teorema 5.9
Vreme zaustavljanja 7 € S je optimalno na intervalu [0,7] ako i samo ako je:

1) Z, =U,
2) U, je martingal.

Dokaz
Ako je 7 optimalno vreme zaustavljanja na [0,77], tj.

Uy = En(Z,.)

onda prethodni niz nejednakosti postaje niz jednakosti.

Prva od tih jednakosti
Eq(Z.)=Ey(U )

implicira da je Z.=U . (videti primedbu na pocetku ovog odeljka; Z . <U . i II je

jako pozitivna). Ovim smo pokazali prvi deo.

Gledajuci ostatak niza nejednakosti (koji je sada niz jednakosti) mozemo videti da je

Eq(Uy ) =En(Ui,)-

Osobina supermartingala (Teorema 5.6) sada implicira da je (U ,f*) ustvari martingal. Da
bi videli to, podsetimo se, osobina supermartingala je:

Eq(Ug 1RD<UL,.

Ali obe strane imaju istu oCekivanu vrednost. Zapravo, ako nademo ocekivanje leve
strane, koriste¢i Teoremu 1.13, dobijamo da je:

En (En (U,: | ?ic—l ) = Erl (U,: )= En (UI:—I) .

Generalno, ako je A< B 1 E(A)=E(B),ondaje 4= B, pami zakljucujemo da je
EH(UI: 1R = Ul:—lﬂ

. (U ,f*) je martingal. Ovim smo pokazali drugi deo.

Sada pokazimo drugu stranu.

Pretpostavimo da je Z_ =U_ idaje (U;) martingal.

Onda je niz nejednakosti ustvari niz jednakosti 1 konkretno je U, = E;(Z,),
Sto implicira da je 7 optimalno na intervalu [0,7]. [
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5.110ptimalna vremena zaustavljanja i Doob-ova dekompozicija

Malopre smo videli da je vreme zaustavljanja 7 optimalno ako 1 samo ako je Z, =U_,

i U" =(U)) je martingal. To nas dovodi do pitanja kada je U" martingal.
Videli smo da je Snell envelop U= (U,,...,U;) supermartingal.

Koriste¢i Doob-ovu dekompoziciju mozemo zapisati
U=M-A

gde je M= (M,,...,M;) martingal, a A =(4,,...,4;) je predvidljiv, neopadajuci proces i
4,=0.

Pretpostavimo da sada zaustavimo niz:

U" =M° — A" = (M{ —A,... ML — A%).

Znamo da je M’ martingal. Iz jedinstvenosti Doob-ove dekompozicije sledi da je U”

martingal ako i samo ako je A’ nula proces.
Sada, za svako @ € Q niz 4, (®) je dat sa:
Ay (@)5-ees Ay (1)1 (@)y Ap (1) (@) s Ay 1) (@) -
Kako je niz neopadajuci 1 4, =0, to znaci da je
[4.)(@) = 4., (@) =0.
Stoga, A” =0 ako i samo ako je 4, =0, tj. U’ je martingal ako i samo ako je 4, =0.

Tako dolazimo do naredne teoreme.

Teorema 5.10
Neka je U=(U,) Snell envelop za (Z;). Za vreme zaustavljanja 7 €S, , stop proces

U" =(U;) je martingal ako i samo ako A =0, gde je A =(4,) predvidljiv proces u
Doob-ovoj dekompoziciji za U.

72



Vreme zaustavljanja i primena na americ¢ke opcije

5.12 Najmanje optimalno vreme zaustavljanja

Prethodna teorema nam olakSava da odredimo najmanje optimalno vreme zaustavljanja.
Prvo se podsetimo rekurentne formule:

U =max{Z;,Eq (U, |R)}.
Koriste¢i Doob-ovu dekompoziciju primecujemo da je

EH(Uk+1 |¢13) :EH(Mk+1 | ﬁ)_En(Aku |¢1§)

=M, _Ak+1
:(Mk _Ak)_(Ak+1 _Ak)
=U; _(Ak+l _Ak)

Stoga, stroga nejednakost U, > Z, implicirada je 4,,, = 4, .

Sledi, da pre prvog trenutka f, za koji je U, =Z,, mi imamo strogu nejednakost
U>Z zai<ki A, =4 zai<k.Ali 4,=0 paje:

O=Ay=..=4,.

Na osnovu toga ¢emo definisati z,;, na sledeci nacin:

(@) =min{k| Z, (@) = Uy ()}

Tnin
koje postoji jer je Z,(w)=U,(®).

Dodatno, 7, je prvo vreme ulaska adaptiranog procesa (Z, —U, ) u Borelov skup {0} i
tako da je 1 vreme zaustavljanja. Po definiciji imamo da je

Z, (0)=U, (o).

min

Ako je 7., optimalno vreme zaustavljanja, onda mora biti najmanje optimalno vreme

zaustavljanja jer sva optimalna vremena zaustavljanja zadovoljavaju Z_ =U_, tj.

ZT(w)(a)) = Ur(w)(a)).

Stavise, upravo smo videli da je 0= 4,(®) = 4 () =...= A4, () (@).
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Stoga, 4, =0 Sto implicira da je U'in martingal.

Konacno,

Teorema S.11
Najmanje optimalno vreme zaustavljanja je dato sa:

(w)emin{k | Z, (0)=U, ()} .

Trnin

Primer 5.6
U Primeru 5.4 smo definisali vreme zaustavljanja

{2, za ® € {w,0,,w,, 0}
o(w)=

3, inace

a u Primeru 5.5 smo pokazali da je o optimalno. Zapravo, lako se vidi da o zadovoljava
Teoremu 5.11, tj.

o(w)emin{k | Z,(w)=U,(w)},

pa je to najmanje optimalno vreme zaustavljanja.

5.13 Najvece optimalno vreme zaustavljanja

Razmotrimo sledecu funkciju:
(w) =max{k| A, (w)=0}

Tmax

koja postoji jer je A,=0. Kako svako optimalno vreme zaustavljanja 7 zadovoljava

4, =0, ako je 7,,, optimalno vreme zaustavljanja, onda to mora biti najvece optimalno

vreme zaustavljanja. Primetimo da 7, takode moZe biti definisano na slede¢i nacin:

min{k | 4,,, >0}, ako je{k| 4,,, >0} =

T, inace

T (@) = {

1 poSto je ovo prvo vreme ulaska (u skup (0,+0)) adaptiranog procesa A, vidimo da je

T.., Vieme zaustavljanja.

max

Takode, kako je 4, =0, po Teoremi 5.10 znamo da je (U, L") martingal.
Stoga, da bi pokazali da je 7,

X

optimalno, treba samo da pokazemodaje U, =Z,

max
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Jos jednom posmatramo rekurentnu relaciju
Uy =max{Z;, Eq (U, 1R)}
koja, koriste¢i Doob-ovu dekompoziciju moze biti zapisana kao

Uy =max{Z;,U; — (4, =4} -
Ali za k =1, imamo:

Ar +1 (CO) - Armax (CO) = Armax+l (a)) >0

tako da je gornji maksimum Z, , tj.
U (@) = 25, (@).

Stoga, je U, =Z_ kao Sto smo i Zeleli.

max

Teorema 5.12
Najvece optimalno vreme zaustavljanja je dato sa:
(w)=max{k|A,(w)=0}

~ {min{k | 4,,, >0}, ako jelk | 4,,, >0} =

T, inace

Tmax

gde je U, = M, — A, Doob-ova dekompozicija.
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Zakljucak

Danas prosto nema granica u raznovrsnosti opcija (a i svih drugih derivata) kojima se
moze trgovati. U cilju stvaranja profita, iz dana u dan na tom trziStu se uvode nove
inovacije. Neke od njih su derivati vremena (eng. weather derivatives) €iji prihod zavisi
od prosecne temperature na odredenoj lokaciji, ili derivati elektricne energije
(eng. electricity derivatives) ¢iji prihod zavisi od trenutne cene elektricne energije
odredenog dana i mnogi drugi. Ipak, neki “tradicionalniji” derivati su i dalje popularni.

U ovom radu smo se bavili samo americkim opcijama ¢ija podloga su akcije koje ne
plac¢aju dividende jer su to opcije koje su privlacne velikom broju investitora. Videli smo
dva nacina dolaska do optimalnog vremena zaustavljanja americke opcije i oba nacina
imaju razli¢ite pristupe ovom problemu. U prvom nacinu vrednost americke put opcije
(bez datuma dospeca) smo posmatrali kao problem optimalnog zaustavljanja. Pomocu
odgovarajucih uslova smo resili Cauchy-Eulerovu diferencijalnu jednacinu i dosli smo do
vrednosti akcije u kojoj je optimalno izvrSiti opciju. Takode, odredili smo optimalno
vreme zaustavljanja i vrednost opcije na optimalnoj granici zaustavljanja. Druge opcije
koje moZzemo posmatrati na ovaj nacin su: ruske opcije, azijske opcije i americke put
opcije sa datumom dospeca. Drugi nacin je poznat kao martingalski pristup. Pomocu
Snell envelop-a, nekoliko osobina martingala i uslovnog ocekivanja smo dosli do teoreme
koja kaze kada je neko vreme zaustavljanje optimalno.

Naravno, postoji jo§ nacina odredivanja trenutka kada je optimalno izvrsiti americku

opciju i neke od njih smo napomenuli u odeljku 4.1, ali oni nisu predmet ovog rada. A
zahvaljuju¢i ogromnom razvoju trzita opcija i derivata uopste, sigurno ¢e ih biti jos vise.
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