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Predgovor

Primenom matematkih metoda, teorije verovatte, finansijske matematike i
stohastikin modela, aktuarska matematika diye cene osiguranja. Osiguravéu
drustvo se sklapanjem ugovora o osiguranju obaeexid ce nadoknaditi Stete nad
osiguranim predmetima, ukoliko do Steteddo Na taj n&n osiguravajga kompanija
preuzima ne sebe rizik osiguranika, a kao naknazhijal premiju. Postavlja se pitanje
odrefivanja visine premije tako da kompanija izbegne kibaistvo. Stoga je potrebno
modelirati broj osiguranih stajeva kojice pretrpeti Stetu, kao i iznose Steta, u dugom
vremenskom periodu, Sto je jedan od &tjin zadataka teorije nezZivotnog osiguranja.
Takvi modeli se baziraju, pre svega, na primenhasttkih procesa. U ovom radu
prikazani su stohaski procesi koji su zn&jni u oblasti nezivotnog osiguranja, kao i
njihova konkretna primena u datoj oblasti.

Osnovni pojmovi teorije verovatie i stohastike analize, kao i osnovni pojmovi

modela kolektivnog rizika navedeni su u prvom puljla

U drugom poglavlju temeljno su oldeni pojedini stohastki modeli vezani za
prebrajanje zahteva za isplatu Stete u nezivotngigucanju. Posebna paznja posea je
Poasonovom procesu, njegovim osobinama i njegol@gi w Kramer-Lundbergovom
modelu. Takde su razrdena i njegova uopstenja, proces obnavljanja i medéeasonov

proces.

U trecem poglavlju prikazana je procena ukupnog iznosdexa za isplatu Stete na
osnhovu odréivanja @ekivanja i varijanse, kao i na osnovu primene zakeglikih brojeva
i centralne grakhe teoreme odgovardjeg modela. Ukazano je i na asimptotsko
ponasanje modela obnavljanja. Na kraju je peoa veza izmiu tih rezultata i principa

izracunavanja premije osigurav@gg drustva.



Zelela bih da se zahvalim svom mentoru, dr DaniRditerCiri¢ pre svega na
strpljenju, savetima i sugestijama pruzenim tokamade ovog rada. Njena interesantna
predavanja iz teorije verovaté®i stohastike analize bila su svakako jedan od razloga da
se opredelim za temu iz ove oblasti. Tékdih Zelela da se zahvalim svima koji su mi na
bilo koji nain pruzili poma i podrSku. Posebnu zahvalnost dugujem svojoj porod
prijateljima.



Uvod

Prirodne nepogode poput cunamia, poplava, zer§ati sl., uticale su na to da
osiguranje postane ztgan aspekt modernog drustva.ddeobno poverenje osiguranika i
osiguravajdeg drustva je Kljéni faktor u njihovoj saradnji. Matemakia teorija osiguranja
igra zn&ajnu ulogu jer obezli@je naknu osnovu za to poverenje.

Ve¢ od druge polovine XVII veka u Evropi su bili raeptranjeni neki tipovi polisa
osiguranja. Méutim, temelji moderne aktuarske matematike postavigu tek u prvoj
polovini XX veka od strane Svedskih matersata Filipa Lundberga i Haralda Kramera.
DanasSnja matematika osiguranja smatra se delonjetgoimenjene verovatrde i vetim

delom je opisana vremenski neprekidnim stoliksti procesima.

1.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

Teorija verovatnée je osnovni stub moderne matematike. Ona je uskezana sa
drugim matematkim oblastima poput algebre, topologije, analizk Eahvaljujéi njenoj
primeni u osiguranju, na nesree sl¢ajeve se ne gleda kao na nepredvidive dogadjaje, ve

kao na pojave koje se mogu zbog odredjenih prasiiqpoedvidjati.

Neka jeQ skup svih mogtih ishoda nekog eksperimenta. Elementi skpau
elementarni doghaji w. Sludajan dogafaj A je podskup skup&. DefiniSimo pojamo-

algebre.



Definicija 1.1 PodskugF partitivnog skupdP (2) je o-algebra(o-polje) nad ako vazi:

1) QeF

2) AkoA € F,ondad € F

3) Ako{A;}iey € F,0OndaUj2, A4; € F.
Borelovas-algebranaR™ je najmanjas-algebra koja sadrzi sve otvorene podskupove od
R™.

Definicija 1.2 Funkcija P: F - [0,1] zove severovatngéa na prostoru (Q,F) ako
zadovoljava uslove:

(i) P(Q) =1

(i) Ako{A;}ien EF,A;NA; =0,i#j, i,j=12,..,0ndaje

P2 4) =D, P,

pri cemud;;2; A; ozna‘ava uniju familije méusobno disjunktnih dogaja.

Prostor verovatnéa je ureiena trojka(Q, F, P).
Sluwsajna promenljivaX je realna funkcija definisana fatako da za svaki Borelov skup
B € B(R) imamoX~1(B) = {w : X(w) € B} € F.
Raspodela verovaita slu¢ajne promenljiveX data je sa
Py(S) :=P(X €5) =P(X(S)), zaS € B(R).

Slwajna promenljivaX ima diskretnuraspodelu ako je njen skup slika najvisSe prebrojiv
skup, tj. postoji ni{x;} takav da j& P{X = x;} = 1.
Ocekivanjeslucajne promenljive sa diskretnom raspodelom dataje s

E(X) = Xx;P{X = x;}
pod uslovom da je suma apsolutno konvergentna.
FunkcijaFy(x):R — [0,1] definisana sa

Fx(x) =P(w e Q|X(w) <x)=PX <x)

je funkcija raspodelslucajne promenljiveX.
Slu¢ajna promenljiva X jeapsolutno neprekidnako postoji nenegativna integrabilna

funkcijapy(x), x € (—oo,+00), takva da za svak® € B(R) vazi

P(X €S) = [, ox(x)dx.

Funkcijagy (x) je gustinaraspodele verovatia.



Ocekivanjeapsolutno neprekidne shjne promenljive dato je sa

E(X) =] xpx(x)dx

i ono postoji ako dati integral apsolutno konveagir

Definicija 1.3 Dogadaji A i B sunezavisniako vazi
P(AB) = P(A)P(B).

Definicijal.4 PreslikavanjeX = (Xy, ..., X,), X: Q —» R" jesten-dimenzionalna sltajna
promenljivana prostoru veovatn@a ({2, F, P) ako za svak§ € B,, vaZi
{w|X(w)ES}={XeS}=X1(S) eF.

Definicija 1.5 Funkcija raspodele-dimenzionalne stajne promenljive
X=X, ....X,) Je
Fx(xq, o, ) = Fix, x ) (X1, 0, x0) = P({X; < x1} 00 {Xy < xp}),

—00 < Xq, e, Xy < OO,

Definicija 1.6 Slwajne promenljive X;,X,,... su nezavisne ako su dogdaji

X718y, X51(S,), ... nezavisni, za sve Borelove skupSye B(R),i = 1,2, ....

Tvrdenje 1.1 (Nezavisnost skajnih promenljivih)
Neka suXj, ..., X, slu‘ajne promenljive na prostoru verovat@o ({2, F,P). Potreban i

dovoljan uslov da skajne promenljiveXy, ..., X;, budu nezavisne je da vazi

F(Xl,...,xn)(xp oy Xp) = Fx, (x1) ... FXn(xn)-

Ako slutajne promenljiveXy, ..., X,, imaju aekivanja, tada je

E (i Xk) = i E(Xy).
k k=1

=1

Ako su pritom i nezavisne tada vazi i

E ijk) = HE(X,J .



Definicija 1.7 Centralni moment rede, k € N, slu‘ajne promenljiveX je

k
E(X-EX))).
Centralni moment reda 2 slajne promenljiveX zove sealisperzija (varijansa¥lucajne

promenljiveX i ozna‘ava se s@ (X) ili o2(X), odnosnaar(X).

Sadacemo navesti neke od osobina disperzije Kgjese koristiti u ovom radu. Vazi da je
D(X) = E(X?) — E2(X). Jedna od osobina disperzije je i ta da ako kenstanta, onda je
D(cX) = c*D(X) i D(X + ¢) = D(X). Kako jeD(X) = 0, standardna devijacijslwajne
promenljiveX definise se kae(X) = \/D(X).

Definicija 1.8 Funkcija izvodnica momentucajne promenljiveX je
My (s) = E(es*),s € R kada @ekivanje postoji.

Definicija 1.9 Neka je(£2, F, P) prostor verovatnéa i A,B € F, pri cemu jeP(B) > 0.
Uslovna verovatnia P(A|B), tj. verovatnga dogaiaja A pod uslovom da se realizovao
dogafaj B, data je sa

P(4B)

P(AIB) = 55

Neka je(X,Y) dvodimenzionalna diskretna ghjna promenljiva sa raspodelgnix;, y;) ,
i,j =1.2,... Uslovno @ekivanje za slajnu promenljivu X pri uslovu {Y = y;}

definiSemo poméu uslovne raspodele

p(xi,¥;) .
p(xi|y;) = ===, gdeje q(y;) =P(Y =),
q(;)

na sledéi natin:

E(Xly =) = lep(xlm )lezo(xuy]
J

Neka je (X,Y) dvodimenzionalna séajna promenljiva apsolutno neprekidnog tipa sa
gustinom @y y(x,y), — < x,y < . Uslovna gustina za slajnu promenljivuX pri
uslovu{Y = y}, za svakgy za koje jepy(y) > 0 data je sa

Vxy(x,Y)
oy(y)
Dakle, uslovno &ekivanje za sléajnu promenljivuX pod uslovon{Y = y} je

px(xly) =



[oe)

1 0
B =) = [ x px(aly)ax = — | x 00 yax.

—00

Sadatemo navesti neke raspodele verovamapsolutno neprekidne ghjne promenljive
koje ¢e se koristiti u radu.
* Slwajna promenljivaX ima uniformnuU(a, b) raspodelya,b € R,a < b, ako je

njena gustina raspodele

 — € (a,b
ox)=fa—p FE@D,
0, x & (a,b)
a funkcija raspodele siajne promenljiveX je
0, x<a
Fy(x) = {—— <x<b
y(x) = b’ a<x<bo.
1, x>b

* Slwajna promenljivaX ima eksponencijalnie (1) raspodely A > 0, ako je njena

gustina raspodele

0, (x) = {Ae"lx, x>0
X 0, x<0’

a funkcija raspodele siajne promenljiveX je

R = |

1—e M, x>0
0, x<0’

« Slwajna promenljivaX imanormalnuN'(m, c?) raspodelym € R, > 0, ako je
njena gustina raspodele

1 _(x—m)?
(x) = e 202 ,x€ER,
Px oV2rm

a funkcija raspodele siajne promenljiveX je

1 X (t—m)?
Fy(x) = f e 202 (dt, x € R.
oV2mJ_»

Definicija 1.10 Karakteristéna funkcijaslucajne promenljive X, u oznafj(t), je
funkcijafy: R - C, data sa

fx(t) =E(e™), teR,i?=-1



Specijalno, karakterigtina funkcijaslu¢ajne promenljive X
- diskretnog tipa j& (t) = X; e"ip(x;)
- apsolutno neprekidnog tipa fe(t) = ffoooe“x<px(x)dx
Definicija 1.11
Niz slwajnih promenljivin(X,,),en konvergira ka sleéajnoj promenljivojX
- uverovatnoi X, 1X,n — o0, ako zave > 0,
P{|X,—X|=€e}->0,n>
- skoro sigurna¥,, S;SSX,n — o0, akoP{X,, > X,n > 0} =1
- srednje kvadratn#,, S—k>X n - oo, ako jeE (X2) < « i ako
E((X,—X)*) > 0,n-> o
- U raspodeliX,, ;X,n — o, ako niz odgovaraitih funkcija raspodeley (x)

konvergira ka funkciji raspodelBy (x), za svakoc € R U {—, 0} za koje je

Fx neprekidna funkcija.

Tvrdenje 1.2 (Zakon velikih brojeva)

Neka suX;, X,,.. nezavisne sliajne promenljive sa istom raspodelom. Posmatrajmo

1w 1o

—EX-——E ; )

{n, -y E(Xl)}—>0, n — o
=1 i=1

Ako je u pitanju konvergencija u verovafimnda je ré o slabom zakonu velikih brojeya

konvergenciju niza

a ako je u pitanju skoro sigurna konvergencija tgel#o jak zakon velikih brojeva.

Odnosno, ako jeS, =" X; i E(X;) =m,i =1,2,..., za slab zakon velikih brojeva
vazi

1
lim P(|ZSn—m|<£)=1, >0,

n—-oo

a za jak zakon velikih brojeva

1
P(lim—5n=m>=1.

n-on



Tvrdenje 1.3 (Centralna grakna teorema)
Neka jeS, = Y-, X; pri ¢emu suXi,...,X, nezavisne slajne promenljive sa istom

raspodelom. Ako j@(X;) = 02 < w0 i E(X;) =m,i =1,...,n tada vazi:

P{S"_nm< } I
—_— <X — e , N — oo,
no? V21 ) oo

1.2 Osnovni pojmovi stohasticke analize

Posmatrajmo stiajnu promenljivuX u nekom vremenskom trenutkwremenskog
intervalal. Dakle,X (t) (ili u oznaciX;) je slitajna promenljiva za svakoe 1. Tada skup
slu¢ajnih promenljivin{X(t) : t € I} posmatramo kao stajnu funkciju vremena. U tom
slweaju kazemo da jeX(t) jedan slucajni ili stohastiki proces Formalno, familija
{X(t):t € I} RY — vrednosnih skajnih promenljivih naziva sstohastiki processa
parametarskim skupoihi sa vrednostima R%. Ukoliko je parametarski skupprebrojiv,
re¢ je o diskrethomslucajnom procesu, u suprothom proces je neprekidashaStki
proces zavisi od dve promenljiee [t,, T] i w € Q, malutim promenljivuw nage&e
izostavljamo iz zapisa.

Neka je{X(t):t € [t,, T]} stohastiki proces. Tada je:
- X(t,)R%- vrednosna skajna promenljiva za svaki fiksiran vremenski treut
t € [ty, T].

- X(-, w)R4- funkcija vremena na intervalt,, T] za fiksiranow € 1.
FunkcijaX.(w) naziva serealizacijaili trajektorija R%-vrednosnog stohagkiog procesa
{X¢: t €[ty T}

Definicija 1.12 Konatno-dimenzionalne raspodeR¢-vrednosnog stohaskog procesa
{X;: t €[ty T]} date su sa:

P(Xt1 <Xy, Xg, < xz) = Fi, ¢, (%1, %2)
P(th < xl, ...,th < xn) = Ftl,_.,tn(xl, ...,xn),

gde sut,t; € [ty, T],i = 1,2, ..ix,x; ER%L, i =12, ..

10



Konano-dimenzionalne raspodele zadovoljavaju sledeslove:
1) Uslov simetrije
Ako je{iy, ..., i} jedna permutacija brojeva od 1 dptada vazi:
Ftil,...,tin (xil; e xin) = Fy,, 6, (01, s X)),
2) Uslov saglasnosti
Ako jem < n za proizvoljne vremenske trenutkg ..., t,, € [t,, T] vazi:

Ftl,...,tm,tm+1,...,tn (xll ey xmr x, ..., OO) = Ftlw-’tm (xl, ey xm).

Teorema 1.4 (Fundamentalna teorema Kolmogorova)
Za svaku familiju funkcija raspodele koja ispunjayglove simetrije i saglasnosti postoji
prostor verovatnéa (Q,F,P) i stohastki proces{X; : t € [ty,, T]} na njemu definisan

koji date raspodele ima kao kafm-dimenzionalne raspodele.

Ocekivanjeili srednju vrednosk (X(t)) stohastitkog procesaX; ozna&avamo sany(t).

Disperzijastohasttkog procesa j®y (t) = E(X?) — (E(X,))?.

Definicija 1.13 Stohasttki proces {X(t) : t € [ty, T]} je Markovski ako zadovoljava
takozvandvlarkovsko svojstvo:
P(X(tns1) €A X(6) = xp,t < t) = P(X(tn41) € A|X () = x¢,) (1.2.1)

za sved i za bilo koje vremenske trenutke< t,,, ;.

Posmatrajmo dalje diskretne stohélsti procese sa prebrojivim skupom stafijaTada
formulu (1.2.1) mozemo zapisati kao

P(Xt+s =j|Xt = i'th = lp, ---:th = i1) =PXeys =Jj | Xe =10)

za proizvoljna stanja, ..., i,,i,j i za vremenske trenutke < --- <t, <t i s = 0.

Dakle, verovatnéa da proces bude u nekom stanju ne zavisi od @todie¢ samo od

sadasnjeg trenutka.

Vremenski diskretni procesi koji imaju Markovskaogstvo nazivaju séanci Markova

Verovatn@a prelazaiz stanjai u stanjg u jednom koraku je
pij=PXny1=jlXy=1, n=0.

Markovski proces je (vremenskipbmogerako je njegova verovatha prelaza stacionarna,

tj. ako verovatnéap; ; ne zavisi od vremenskog trenutka

11



Verovatn@a prelaza iz stanjau stanje/ un koraka je

mm+n

pi,j = P(Xm+n =J |Xm = l) , m,n, l'] = 0.

Za homogeni proces ovu verovatnmzn&avamo s; ;(n).

Matrica prelazaun koraka homogenog lanca Markova data je sa

P(n) =PW = [pi,j(n)]l-‘j-

Tvrdenje 1.5 (Jednéine Chapmen-Kolmogorov-a)

Za m,n,i,j = 0 vazi

p{mH) = Z pMp™ . (1.2.2)
k=0

Jednéinu (1.2.2) moZemo zapisati i u matrom obliku

pm+n) — pmp®)

na osnovega mozemo izvesti da ™ = P,

Sa p;(n) ozn&avamo verovatnau i-tog stanja u trenutkw. Verovatnéa p;(0) je
pocetna verovatnéa i-tog stanja. Vazi da jep(n) = p(0)P", pri ¢emu je p(k) =
[p1(k), ..., pm (k)] vektor verovatnéa u trenutkuk.

Sluwrajan hod(random walk) je jedan od jednostavnijin primerarkéeskih procesa. Na
sled€i natin generalizujemo sliajan hod: ako séestica nalazi u stanjuu trenutkun,
tadace biti u stanjy u trenutkun + 1 sa verovatn@m
Di, ako je j=i+1
P(Xn41=j1Xn=0)=4q;, akojej=i-1
0, inace

priemu jep; + q; = 1, zasvaka € {0,+1,+2,...}.

Definicija 1.14 Stohasttki proces{W; : t > 0} je Vinerov procedli Braunovo kretanje

ako vazi
)] w(0) =0,
i) {W(t) : t = 0} ima nezavisne i stacionarne prirastaje,

ii) W) : M(0,0%t), vVt > 0.

12



Definicija 1.15 Neka je (2, F,P) prostor verovatnéa. Niz g-algebri Fy,F,, ... na

takvih da jeF; c F, c --- ¢ F naziva sHiltracija.

Definicija 1.16 Stohastki proces {N(t),t >0} je proces prebrajanjaako N(t)

predstavlja ukupan broj ,dog#&aja“ koji se pojave do trenutka

1.3 Osnovni model kolektivnog rizika

Godine 1903., Filip Lundberg je postavio temeljedarne teorije rizika. Teorija
rizika kao sinonim matematike nezivotnog osigurabgvi se modeliranjem zahteva koji
pristizu u osiguravaju kompaniju i daje savet kolika premija treba daduwmapléena
kako bi se izbegao bankrot, odnosno propast osigiugeg drustva. Jedan od
Lunderbergovih kljanih doprinosa je uwdenje jednostavnog modela koji je sposoban da
opiSe osnovnu dinamiku homogenog portfolija osigj@a Pod ovim podrazumevamo
portfolio ugovora ili polisa za sine vrste rizika kao sto je osiguranje vozila zaefdoje
vrste automobila, osiguranje od &eau domainstvu ili osiguranje jedne poraghie ke
od Stete prouzrokovane vodom.

Posmatréemo kratkoréone polise osiguranja koje su svojstvene nezivotnom
osiguranju. Dakle, polisa traje relativno kratk@jéeXe godinu dana, i to vreme je
unapred fiksirano. Osiguranik gk premiju osiguravaul, tj. osiguravajéem drustvu, a za
uzvrat osiguravaisplatuje Stete nastale po polisi za vreme trajanja pokszik ukljuiuje
kako individualnu polisu, tako i odtenu grupu polisa. Pretposté®mo da je trajanje
polise jedna godina. Siajna promenljives ¢e u daljem radu ozidavati ukupnu Stetu koju
isplatuje osigurava godiSnje po oddenom riziku. Konstruisgemo modele za tu siajnu
promenljivu. Baziréemo se na model kolektivnog rizika koji se mozeSpito na model
individualnog rizika. Problemi kojéemo prodavati su momenti i raspodela &jne
promenljives.

Postoje tri pretpostavke u modelu:
1. Proces prebrajanja zahtevd, u posmatranom vremenskom intervalu jei@jina
promenljiva. Zahtevi pristizu u vremeninia za koje vazi0 < T, < T, <--- . Ta

vremena nazivamo vremena dospevanja zahteva ihema pristizanja zahteva ili

jednostavno, dospa (claim arrival time$.
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2. Pristizanjei-tog zahteva u vremenl}; prouzrokuje isplatu Stete u iznogy. Niz
{X;} je niz iid" nenegativnih skajnih promenljivih. Ove skajne promenljive
nazivamo vellinama (iznosima) zahtevaléim sizeg

3. Proces vetiine zahtev&; i proces pristizanja zahte¥asu mgusobno nezavisni.

Prve dve pretpostavke su sasvim prirodne sa imhgtita&ke glediSta, dok je téta
postavljena zarad matem#&ie pogodnosti. lid osobina veéine zahtevaX;, ukazuje na

¢injenicu da se u portfoliu nalazi homogena probstika struktura.

Neka jeT, = 0. DefiniSemaproces broja zahteva
N@t)=max{i=0: T;<t}, t=0
ti. N = (N(t))ss0 j€ proces prebrajanja na intervalu {§), gde jeN(t) broj zahteva koji

su dospeli do trenutka

Glavni objekat interesovanja sa stanovisSta osicajuégg druStva jgproces ukupne sume
isplacenih odsteta :

N(D) o
S(t) = Z Xi = ZXiI[O,t](Ti)' t > 0.
i=1 i=1

Slu¢ajna promenljivdy je indikator proizvoljnog skup4:

1, x€eA
IA(“)):{O XEA

ProcesS = (5(t))o Jje sliajan proces parcijalne sume Sto ukazujeéiingnicu da je
determinisitki indeks n parcijalne sumeS, = X; + -+ X,, zamenjen skajnom
promenljivomN (t):

S(t) :X1++XN(t) :SN(t)J tZO

On secesto naziva slozZeni (zbirni) proceRrimettemo da proces ukupne sume zahteva
deli razlite osobine sa procesom parcijalne sume. Na priasgmptotske osobine kao Sto
su centralna gratma teorema i zakon velikih brojeva ispunjene salzaprocesa Siemo

I uociti u daljem radu. Premetimo i da trejektorija pgeaN i odgovarajda trajektorija
procesas imaju ,skokove® u istim vremenskim trenucirfig velicine 1 zaN i veli¢ine X;

zas.

! Engl. Independent and Identically Distributed;reezavisne i jednako raspodeljene (sa istom raspoy
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Modeli procesa broja zahteva za

isplatu Stete

Pre svega posmatrajmo proces prebrajanja zakfé(d,t > 0}. Za svakot > 0,
primetimo da jeV(t, -) sluajna promenljiva na istom prostoru verovaa@Q, F, P).
Primetimo da proces prebrajamjgt) zadovoljava:

« N({)=0

* N(t) pripada skupu celih brojeva

* Akojes <t, tadaN(s) < N(t)

e Zas <t,N(t) — N(s) predstavlja broj dogija u intervalu(s, t].
Kako bismo dosli do preciznijih informacija o &hjnoj promenljivoj S, obradéemo
pojedine procese prebrajanja. U zavisnosti od &hwoiodela za proces prebrajarya
dobijamo razlkite rezultate koji su od izuzetnog zZ@aga za poslovanje osiguravapg

drustva.

2.1 Poasonov proces

U ovom poglavlju razmatramo r@agi proces prebrajanja zahtev&oasonov
proces Dugi niz godina on se koristi u primenjenoj veathai i u teoriji stohastikih
procesa. Poasonov proces ima najpoZzeljnije teerijskobine, a jedna od njih je i
moguenost eksplicitnog izvdenja kon&no-dimenzionalnih raspodela. Filip Lundberg je

ve¢ 1903. godine u svom radu iskoristio Poasonov mé&e® model za proces prebrajanja

15



zahtevaN. Kasnije, 1930., Harald Kramer je Za@o razvio teoriju rizika koriste proces
ukupnog iznosa zahtev& gde zahtevi pristizu u vremenskim trenucifia koji su
generisani Poasonovim procesom. Iz istorijskihagal ali i zbog korisnih matemekih

osobina, Poasonov proces imadajau ulogu u matematici osiguranja.

2.1.1 Definicija i osnovne osobine

Navegemo neke od osobina procesa prebrajanj&oje ¢emo uzeti u obzir prilikom

formulisanja modela za proces prebrajanja zahteva.

(1) N(0) = 0. Za svaka = 0, N(t) je nenegativna celobrojna 8ajna promenljiva.

(2) Ako je 0 < s < t tada jeN(s) < N(t). Primetimo dav(t) — N(s) predstavlja broj
zahteva u vremenskom intervdly t]. Dakle,N je neopadajti proces.

(3) Proces{N(t),t = 0} ima nezavisne priraStaje, odnosno akf je t; <t, < -+ <
t, < oo tada sSuN(t;), N(t;) — N(ty),..,N(t,) — N(t,—,) nezavisne skajne
promenljive, za svakam = 1,2, .... Drugim r&ima, brojevi zahteva koji stizu u
disjunktnim vremenskim intervalima su nezavisni.

(4) Proces{N(t),t = 0} ima stacionarne priraStaje, tj. o< s < t,h > 0 sluwajne
promenljiveN(t) — N(s) i N(t + h) — N(s + h) imaju istu raspodelu. To zéiada
verovatn@éa pojave odréenog broja zahteva u bilo kom vremenskom intervalu
zavisi samo od duZine tog intervala.

(5) Verovatn@ga da dva ili viSe zahteva pristigne u veoma kratkememenskom
intervalu je zanemarljivo mala, tj.

P(N(h) =2) =o0(h), kad h — 0.
Za proizvoljnu funkcijuf (-) kazemo da je(h) ako je

I f(h
im——- =

h->0 h 0

(6) PostojiA > 0 takvo da je
P(N(h) =1) = Ah+ o(h), kadh - 0.
Broj A predstavlja stopu pristizanja zahteva. Dakle, vatroata da u jako kratkom
vremenskom intervalu pristignect® jedan zahtev je priblizno proporcionalna

duzini tog intervala.
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Definicija 2.1.1 (Poasonov proces)
Proces prebrajanja{N(t),t > 0} za koji vaZze hipotez€l)-(6) je Poasonov proces sa

parametron\.

U formulisanju modela poZeljno je da su hipotezalnme i jednostavne. Pod ,realnim”
podrazumevamo da postulati treba da obuhvate lithi&e problema koji se iziava.
~Jednostavnost® ukazuje na potrebu da pretpostdukdu matematki pogodne. Za
izabrani model teorijske pretpostavke i njihove likgrije treba da budu matemeki
korisne, Sto je prednost Definicije 2.1.1.

Sadatemo dati i drugu definiciju Poasonovog procesa.

Definicija 2.1.2 (Poasonov proces)

Proces prebrajanjgN(t), t > 0} je (homogeni) Poasonov procsa stoponi, 4 > 0 ako:
() N@O)=0
(i) Proces ima nezavisne priraStaje
(i)  Broj dogafaja (pristiglih zahteva) u bilo kom vremenskom nvadu duzinet

ima Poasonovu raspodelu sa paramettdmDakle, za svake,t > 0
()"

P{N(t+s)—N(s)=n}=e * >

n=20,1,..

Ukoliko proveravamo da li je neki proces prebragaBpasonov, primetimo da uslofiei
(i) nije teSko proveriti. Méutim, nije tako jednostavno proveriti da li je usl@ii)

zadovoljen. Stoga je Definicija 2.1.1 korisnija.

Velicina A je intenzitetili stopahomogenog Poasonovog procesa. Akolje 1, N se
nazivastandardni homogeni Poasonov proces
Radi jednostavnijeg zapisa pojednostamo neke oznake. Za proizvoljnu realnu funkciju
na intervalu [0g0) piSemo

f(s,t]=f(@t)—f(s), 0<s<t<on
S obzirom da skajna promenljivaN(t) ima Poasonovu raspodelu sa parametism

mozemo odrediti ¢ekivanje i disperziju ovog procesa.

E(N@®))=D(N®)) = ¢
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Neopadajdu, sa desne strane neprekidnu funkgiju[0, ) — [0, ), u(0) = 0, takvu
da prirasStajiN(s,t] za 0 < s < t < oo imaju Poasonovu raspodeR(u(s, t]), nazivamo

funkcija srednje vrednospirocesav.
Budwi da jeN(0) = 0 iu(0) = 0, vazi
_ae (A"

P(N(t) =n) =P(N(t) —N(0) =n) =P(N(0,t] =n) =e tT
OdnosnoN(t) = N(0, t] ima Poasonovu P(u(0,t]) = P(u(t)) raspodelu.
Sadatemo izvesti kongno-dimenzionalnu raspodelu Poasonovog procesa.
Primetimodaza@ =t, <t; <-- <t, < oo,

(N, N (L), .., N(ty)) =

= V() N(E) + NGy £ N(ED + Nty ] + Nt 5], ) Ny, 81)
i=1

pri ¢emu bilo koja sltiajna promenljiva sa desne strane ima Poasonovaodakp
Dalje ¢emo koristiti osobinu 0 nezavisnosti priraStajacesaN :
za bilo koji ceo brok; >0, i =1, ...,n

P(N(ty) = ky, N(t3) = ky + kg oo, N(t) = kg + -+ + k)

= P(N(tl) = kll N(tll tZ] = ka ey N(tn—lf tn] = kn)

k
= g~ H(t1) —(M(tl)) 1 e‘u(tl,tz]—(‘u(tl’ t2])* e~ H(tn-1,tn] (W1, ta D"
k! k! k!

RN (1) I (L O L TGN )
B k! k! k,! '

2.1.2 Homogeni i nehomogeni Poasonov proces

Primetimo da je u stiaju homogenog Poasonovog procesa paranmieta konstanta.
Medutim u praksi ovaj parametar uglavhom zavisi odmera. Na primer, postoje
situacije kada pristizanje zahteva za isplatu Seet@si od godiSnjeg doba i sl. Stoga

proSirujemo koncept homogenog Poasonovog procepastiéi da stopa pristizanja
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zahteval bude funkcija vremena. Nehomogeni Poasonov proces &ssto naziva i

nestacionarni.

Definicija 2.1.3 (Nehomogeni Poasonov proces)
Proces prebrajanjgdN(t),t = 0} je nehomogeni Poasonov procgs parametromi(t),
t > 0, ako vazi:

(i) N(0)=0

(i) N(t) ima nezavisne prirastaje

(i)  P(N(t+h)—N(t)=2)=o0(h)

(iv) P(N(t+h)—N(t)=1)=A)h + o(h).

Tvrdenje2.1.1
Ako je{N(t),t = 0} nehomogeni Poasonov proces sa funkcijom inteaziigf), tada za
svako0 < s < t vazi:
N(s+t) —N(s) : P(u(s +t) — u(s))
gde jeu funkcija srednje vrednosti

u(s) = f A()dy.
0

Dakle, proces sa linearnom funkcijom srednje vretino nazivamohomogeni Poasonov
proces a u suprotnomehomogeni
Uopsteno govoke, N ima funkciju intenziteta ili funkciju stop@ ako je u apsolutno

neprekidno, tj. za svako< t priraStaju(s, t] predstavljamo na sleéienatin:

u@ﬂ=fﬂw®,

za neke nenegativne merljive funkcije

Funkcija srednje vrednosti moze se posmatrati i kao ,unutrasnji sat ili ggeono
vreme Poasonovog procesa.. AkdVjlnomogeno, vreme de linearno:

u(s,t] = u(s + h,t + h] za proizvoljnoh > 0i0 <s <t < oo,
Intuitivno, zahtevi pristizu skoro uniformno tokomremena. Vidéemo kasnije da je
ovakvo intuitivno shvatanje podrzano takozvanomtisgtkom poretka Poasonovog
procesa. AkaV ima funkciju intenzitetal koja nije konstantna, vreme se ,usporava‘“ ili

.ubrzava® prema redu veine A(t). Sa aspekta osiguranja, nekonstantnmoze da se
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odnosi na sezonske trendove. Na primer, zbog M&menskih uslova, viSe saobamih
nezgoda se deSava zimi nego leti. Trendovi dakmogu da se odnose na péage
ucestalosti zahteva (posebno velikih) u poslednjilkotiko godina. Takav efekat je
primeten kod osiguranja od olujnih vetrova u Evropi iljawse u kontekstu klimatskih

promena.

Uoc¢imo da homogeni Poasonov proces sa funkcijom ifttaz ima:
(1) Cadlag model trajektorija, tj. trajektorij€N (t, w));so procesaV su neprekidne s
desna za > 0.
(2) Pctinje od nule
(3) Ima nezavisne i stacionarne prirastaje
(4) N(t) imaP(At) raspodelu za svako> 0.

Cadlag osobina je niSta drugo nego standardna mesobisa stanovista teorijske
matematike, koja izn@l ostalog, obezldelje osobinu merljivosti stohagkiog procesav u
odraienim prostorima funkcija.
Nezavisnost priraStaja ukazuje &injenicu da za svakb < s < ti h > 0 procesiN (s, t]
i N(s + h,t + h] imaju istu raspodelu:

N(s,t], N(s + h,t + h]: 17’(/1(1: — s)),
tj. Poasonov parameter priraStaja zavisi samo adnduintervala, a ne od njegovog

poloZaja na vremenskoj osi.

Proces sa osobinama (1)-(3) na intervaluo]Onaziva selevijev proces Homogeni
Poasonov proces je jedan od najvaznijih primeraijeyg procesa sa primenama u
najrazlgitijim oblastima kao Sto su teorifgkanja u redu, finansije, osiguranje, stoltsti
mreze itd. Drugi vazan primer Levijevog procesa Beaunovo kretanje. Nasuprot
Poasonovom procesu koji je tzv. proces skokovaumrao kretanje ima neprekidnu
trajektoriju sa verovatom 1 i njegovi prirastajiB(s,t] imaju normalnu raspodelu

N(0,02%(t — s)) za svakar > 0.

Homogeni i nehomogeni Poasonov proces su veom&obfwvezani. Ukaz&mo na

transformaciju homogenog u nehomogeni Poasonowepreobrnuto.

2 cadlag - franc. continu & droite, limite & gauchreneprekidna zdesna, sa levim limesom
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Neka je N Poasonov proces na 4, sa funkcijom srednje vrednosti. Krenimo od
standardnog homogenog Poasonovog proliesaefiniSimoN (t) kao

N@®:=N(u@®), t>o.

Nije teSko primetiti da jeV ponovo Poasonov proces na«p, Uotimo da se cadlag
osobina oq koristi kako bi se obezbedila cadlag osobina ktajge N(t, w). Posto je

a) = E(N(u(®)) = u(@®), t=0,
I kako je raspodela Poasonovog procesadmira njegovom funkcijom srednje vrednosti
i, sledi da procesN i N imaju jednake konmo-dimenzionalne raspodele. Otuda se
procesiN i N ne razlikuju sa stanovista verovatap u smislu Kolmogorove teoreme o
konzistentnosti. StaviSe, trajektorije procédéau cadlag kao Sto je zahtevano u definiciji

Poasonovog procesa.

Sada pretpostavimo dA ima neprekidnu, rastu funkciju srednje vrednosi. Ova
osobina je zadovoljena akld ima skoro svuda pozitivnu funkciju intenzitela Tada
postoji inverzu~?! od p.

Moze se pokazati da je procB§t) = N(x~1(t)) standardni homogeni Poasonov proces
na [0, ) ako jelim;_ u(t) = 0. Medutim, ako jelim;_., u(t) =y, <o za neko
¥o>0, u™' je definisano na [O) i N(t)=N(p"%(t)) zadovoljava osobine

standardnog, homogenog Poasonov procesadskdjma intervalu [0y,).

Tvrdenje 2.1.2 (Poasonov proces kad vreme nije konstanta)
Neka jeu funkcija srednje vrednosti Poasonovog procésd neka je N standardni,
homogeni Poasonov proces. Tada vazi slede

(1) Proces(N(u(t)))o j€ Poasonov proces sa funkcijom srednje vredposti

(2) Ako jeu neprekidna, rastta funkcija ilim,_,., u(t) = oo, tada je(N(u1(t)))ss0

standardni homogeni Poasonov proces.

Ovaj rezultat, koji sledi direktno iz definicije Beonovog procesa, dozvoljava u néagm
broju sliajeva iz praktinog interesa prebacivanje sa nehomogenog na homogen
Poasonov proces putem jednostavne promene vren@amaakale sugeriSe da se na
jednostavan n@n trajektorije nehomogenog Poasonovog procesa spred poméu

trajektorija homogenog Poasonovog procesa. U kstiebsiguranja, obho se suski@mo
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sa nehomogenim procesom pristizanja zahteva. Naee@®rija dozvoljava da se napravi
.operativna vremenska promena“ ka homogenom modsgja je teorija mnogo

pristup&nija.

Primer 2.1.1 (Kramer-Lundbergov modgl
Najvazniju ulogu u matematici osiguranja igra hoerg”oasonov proces. Ako za proces
prebrajanja zahteva uzmemo homogeni Poasonov praezsiltirajéi model koji
kombinuje iznos zahteva i vreme pristizanje zahteava s&kramer-Lundbergov model
Kramer-Lundbergov model je jedan od najpopularniiajkorisnijin modela u matematici
nezivotnog osiguranja. Uprkos njegovoj jednostatinosn opisuje neke klgne
karakteristike procesa ukupne sume zahteva kajo&gva u praksi.
Dakle, u Kramer-Lundbergovom modelu vazi:
e Zahtevi se realizuju u trenucima pristizanfa< T, < T, <-:-- homogenog
Poasonovog procedit) =max{i > 0: T;<t}, t=0,
* Pristizanjei-tog zahteva u trenutkd@; utice na vekinu zahtevaX;. Niz (X;)
predstavlja niz nezavisnih nenegativnih ¢ginih  promenljivih sa istom
raspodelom.

* Nizovi (T;) i (X;) su nezavisni. Posebnd,i (X;) su nezavisni.

Proces ukupne sume zahte&yar Kramer-Lundbergovom modelu tale se zoveslozeni
Poasonov procesDakle, proces ukupne sume zahteva u okviru Krdmedbergovog
modela je proces sa nezavisnim, stacionarnim pajiata, p@&inje od nule i ima cadlag

trajektorije. U poglavlju 2.1.6 detaljnifgemo obraditi ovaj model.

2.1.3 Markovsko svojstvo Poasonovog procesa

Poasonovi procesi predstavljaju posebnu klasu Makih procesa na intervalu §0)
prostoraN, = {0,1,...}. Ovo je jednostavna posledica osobine nezavismitagpaja.
Dakle, Poasonov proces ima Markovsko svojstvazajsvako 0 =t, <t; < - <t, I
neopadajte prirodne brojevé; >0, i =1,..,n, n = 2,

P(N(tp) = ky IN(t1) = kq, oo, N(tn—1) = kp—q) = P(N(ty,) = ky I[N(tp—1) = kp_1).

Teorija Markovskih procesa ne igra jako gamau ulogu u teoriji nezivotnog osiguranja,

nasuprot ulozi u modernom Zivotnom osiguranju gd&lsrkovski modeli fundamentalni.
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Medutim, funkcija intenziteta Poasonovog procééama lepo tuméenje kao funkcija
intenziteta Markovskog procesa
Pre nego Sto preciziramo ovo izlaganje, podsetiendassu vedine py ., (s, t) takve da
vazi

Prje+n(s,8) = P(N(t) =k +h|N(s) = k) =P(N() — N(s) = h),

0<s<t kheN,

nazivaju verovatn@e prelaza(iz stanjak u stanjek + h, od trenutkas do trenutkat)
Makovskog procesA na prostorN,.

Buduwi da je trajektorija(N(t,w)); > o Skoro svuda rasta, potrebno je samo razmotriti
prelaze procesa Markova Banak + h zah > 0. Verovatnée prelaza usko su povezane
sa intenzitetima koji su dati u obliku limesa

. DPri+n(t,t+5)
A esn(t) = lim S )

pod uslovom da postoji analogija sleva, da je lik@stan i da se ovi limesi poklapaju.

Tvrdenje 2.1.3 (Odnos funkcije intenziteta Poasonovog procesagayih Markovskih
intenziteta)

Neka je dat Poasonov procél(t)):s, sa neprekidnom funkcijom intenzitetana [0,0).
Tada, zak > 0,

__(A(t) akoje h =1,
Aiekesn(t) = {0 ako je h > 1.

Re&fima, funkcija intenzitetal(t) Poasonovog procesd nije niSta drugo do intenzitet

procesa Markovd' za prelaz sa korakanak + 1.

Funkcija intenziteta procesa Markova je kvantitagivmera verovatde da Markovski
procesN ima skokove na malom vremenskom intervalu. Dirakiosledica T\éenja 2.1.3
je ta da je malo verovatno da Poasonov procesmakidnom funkcijom intenziteta ima
skokove vée od 1. Zaista, uzimatuu obzir verovatnéu daN ima skok véi od 1 na

intervalu(t,t + s] zanekot >0, s > 0:
P(N(t,t+s]=2)=1—-P(N(t,t+s]=0)—P(N(t,t+s]=1)

=1— e HEt+sl _ (¢ t 4 s]eHEt+s] (2.1.1)
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Posto jel neprekidno,

t+s

u(t, t + s =f AY)dy=sA(t)(1+0(1)) -0 kad s = 0.

t

Stavie, Tejlorov razvoj za — 0 daje da jee* =1+ x + o(x). Prema tome iz (2.1.1)

mozemo zakljtiti da, kads - 0,
P(N(t,t+s] =2) =o(u(t,t +s]) = o(s). (2.1.2)

Jasno je da je
P(N(t, t+s] =1) =s A1) (1 + o(1)). (2.1.3)

Relacije (2.1.2) i (2.1.3) obezihgu da je malo verovatno da Poasonov prolesa

neprekidnom funkcijom intenzitetaima skok vekine vete od 1.

2.1.4 Raspodela vremena izmedu dva uzastopna dospeca (Interarrival time

distribution)

Neka je{N(t),t = 0} Poasonov proces sa stopan» 0 i neka jeT, = 0.
Zan = 1,2, ... definiSemo

T, = inf{t = 0: N(t) = n} = vreme pristizanja n — tog zahteva
odnosno vremeéekanja do prisga n-tog zahteva.
Dalje neka je

W,=T,—T;_,, i=12,..

tj., W; = vreme izmedu prispeca (i — 1). ii — tog zahteva.
Dakle, sl¢ajne promenljively, Ty, T,, ... nazivamovremena dospe (ili vriemenacekanja),

dok niz{W;}, i = 1,2, ... nazivamo nizremena izm#éu dva (uzastopna) dosfze

N(t) A
5+ —
<+ Ws —>

4+ w ; 1
<« —p

3_‘ W3 1

2__ W I—:

" 2—p
1+ w
1.
™ || | | >
0 ! ! ! ! ! vreme
Grafik 2.1.1
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Za svakas > 0 primetimo da jgT; > s} = {N(s) = 0}. Stoga je
P(W;>s)=P(T; >s)=P(N(s) =0)=e™

Sledi da jeP(W; < s) = 1 —e™5. Dakle, sl¢ajna promenljival/; ima eksponencijalnu
E(A) raspodelu. Za svako> 0 i svakon > 1, dogaaj {W, >t} je ekvivalentan sa
dogatajem{N(T,,_; +t) — N(T,_,) = 0}. Zaista,W, moZe biti duZe od vremertaako i
samo akm-ti dogalaj se nije pojavio tokom vrememanakon pojavén — 1). dogataja u
trenutkuT,,_,. Kako Poasonov proces ima nezavisne priraStapengme vrednosti procesa
u disjunktnim vremenskim intervalima su nezavisNa. osnovu ekvivalencije dodaja,
dobijamo da saulW; nezavisne skajne promenljive. Dalje, koriste stacionarnost
priraStaja Poasonovog procesa

P(W, >t) = P(N(Tp—1 +t) = N(T,—;) = 0) = e,
Sto implicira da sva vremena izthe dospéa W; imaju identénu eksponencijalnu
raspodelu

Fy, (x) =PW,<x)=1- e™™™ n=12,..

Sadacemo razmotriti zajeddku raspodelu odT;, T,). NekaF r, r,, predstavlja zajeddku

funkciju raspodele odT;, T,).

For, )t t2) = P(Ty < t1,T, < tp)
Za0 <t <t,,

{T, <t,,T, <t,} ={N(t;) =1,N(t,) = 2}
={N(t;) = 1,N(t;) — N(t;) = 13 U{N(ty) = 2}

gde unija predstavlja uniju nezavisnih dégja.

Koristeti nezavisnost i stacionatnost prirasStaja pro@éskbijamo:
Fory ) (t1, t2) = P(N(t) = 1,N(t) — N(t) = 1) + P(N(ty) = 2)
= Atye™M1(1 — e M&27t))  [1 — (e™*1 + Atye=01))]
= —At;e 2 + H(ty)

gde jeH funkcija koja zavisi samo od.
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Odgovarajda zajednika funkcija gustingr, 1,y od (T, T;) data je sa:

2
foryr)(t,t2) € m Fer, ) (t1, t2)

_ {Aze‘“a ako 0<t; <t, <o
0, inace

Da bismo odredili zajed#ku gustinu od W;, W,) na osnovu pokazanog, &imo da je

Wiy Ty 1 0 <T1>
= = . 2.1.4
Linearna transformacija dat& x 2) matricom u izrazu (2.1.4), ima determinantu k&a |
jednaka 1 i transformiSe oblag(t,,t,):0 <t; <t, < »} (u 1-1 smislu) u oblast
{(wy,wy):wy > 0,w, > 0}. Stoga je zajedtka funkcija gusting(yy, ., od (W;, W,) data
sa
fowywy W1, wa) = for, 1,y (Wy, wy + wy)
_ {(Ae‘lwl)(/le"l‘“), ako w; >0,w, >0
0, inace '

Tako sulV;, W, nezavisne sktajne promenljive, svaka sa eksponencijalnom radpodsa

parametromi. Analogno se moze pokazati i opSticslj

Tvrdenje2.1.4 (Raspodela vremena izthedva uzastopna prisfee zahteva)
Neka je{N(t),t = 0} homogeni Poasonov proces sa stopom 0. NekalW/;, W,, ...
predstavljaju vremena iznie uzastopnih dospa zahteva. Tada jéW;},i = 1,2, ... niz

nezavisnih sléajnih promenljivih koje imaju istd(1) raspodelu

Uzimaj&i u obzir gore navedeno, dokaz zagsiin = 2 je jasan. Ukazimo pre svega na to

da je zajedrtka funkcija raspodele oQ,, T, ..., T, data sa

n-—1
F(Tl,Tz,...,Tn)(tli tz, ey tn) = _An_l (n tl) e_ltn + H(t),
i=1
akoje0 <t; <t,<-<t, <oo, pricemu je funkcijad(-) takva da je
0"™H/(0t,0t, ...dt,) =0.
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U sustini,H(+) je suma kon&nog broja izraza gde je svaki od njih proizvod reektepena
od t; i e sa najmanje jednint,,k > 2 koje nedostaje. Izvtenje pomenutog je
tehnitki deo dokaza koji iemo ispisivati.

Na kraju dobijamo da je zajedka funkcija gustine data o@,, T, ..., T,, data sa

AMe™HMn ako 0<t; <t,<-<t, <o
0, inace '

for, 1) Ertas s t) = {
Sadatemo navedeno razmotiriti iz drugog ugla, kokistankciju srednje vrednosti.
Pre svega, primetimo da Poasonov proces sa stdper mozemo predstaviti na sletle
n&din:

N({t)=max{in=>1:T,<t},t=>0,gdejeT, =W, +--+W,, n>1.
pri cemuW; : E(4),i =1, ...,n.
Na osnovu Tutenja 2.1.2, nehomogeni Poasonov praéesa funkcijom srednje vrednosti

u interpretiramo kao vremenski izmenjen homogen &uas procesyv:
(N(®))e=0 = (N(@(t))) =0

gde se znak ,=" odnosi na jednakost u smislu rasiaod
Specijalno, nekéTi) bude niz dolazaka oWl i neka jeu rastiée i neprekidno. Tada postoji

pti

N®O=max{i=1: Ti<pu®}=max{i=1: pY(T) <t} t=0,
je prikaz odN u smislu identiteta kofao-dimenzionalnih raspodela, tN,= N'.

Zbog toga i na osnovu prethodnecpri vremena pristizanja nehomogenog Poasonovog
procesa sa funkcijom srednje vrednosti i predstandjsa

To=puHT), To=Wi+-+W, n=1, (2.1.5)

gde su; nezavisne skajne promenljive s&(1) raspodelom.

Tvrdenje2.1.5
Pretpostavimo da j& Poasonov proces Hf),«0) sa skoro svuda neprekidnom, pozitivnom
funkcijom intenzitetd. Tada vaze sledeiskazi:

(1) Vektor vremena pristizanja zahtevig,(..., T,,) ima gustinu:

n
Frav (s t) = €20 [ At octycrny- (216)

=1
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(2) Vektor vremena koja proteknu izéiie dva uzastopna prispa zahteva
wy,...W,) = (T, T, — Ty, ..., T, — T,,—1) ima gustinu:

le,...,Wn (W1, oy Wp) =

n
— e_M(W1+..-+Wn) l_ll(wl + o4 Wi)' w; > 0. (217)
i=1

Dokaz.

Posto je funkcija intenziteta skoro svuda pozitiinaeprekidna,u(t) = fOtA(s)ds je
rastute i u~! postoji. StaviSeyu je diferencijabilno iu’(t) = A(t). Koristicemo ove dve
¢injenice u onome $to sledi.

(1) Patecemo sa standardnim homogenim Poasonovim procesaara $u njegova
pristizanjaT, data sal,, = W, + ---+ W, za standardni eksponencijalni r{i#);
¢iji su elementi nezavisni i imaju jednake raspodefajednéka gustina od
(T,,..,T,) je dobijena iz zajedske gustine od (W,,..,W,) primenom

transformacije:

s
V1o ¥) = oy + Y20y o+ ),
-1
(24, ey 2y) ™ (21,29 — 24, ey Zy — Zp—q).

Imajmo na umu da je déf(y)/dy) = 1. Standardne tehnike za transformaciju
gustine daju z8 < t; < -+ < ty,

le,...,Tn(tL ey bp) = [, Wy, Wy = Wy, oo, Wy — Wy y)

— e_Wle_(WZ_Wl) . e_(Wn_Wn—l) — e_Wn.
Postou~?! postoji, iz (2.1.5) zakljgujemo da zd < t; < -+ < t,,

P(Ty <ty,..T,<t) =P N T) <ty,..u Y (T,) <t,)

=P(Ty < u(ty), ., Tp < u(ty)

u(tq) u(tn)
= j f 7,71,V s Yn) A - dYy
0 0

u(ty) u(tn)
== f f e_y" I{y1<...<yn} dyn dyl
0 0

28



Uzimajki parcijalni izvod u odnosu na promenljiv, ..., t, i ozna&avajl&i to

sap’'(t;) = A(t;), dobijamo trazene gustine (2.1.6).

(2) Relacija (2.1.7) sledi iz primene gore navedendmgformacijaS i S~ iz gustine
od (T4, ..., Ty):

le,...,Wn(Wli ey Wn) = le,...Tn(Wli Wi+ W, ., Wq + -+ Wn)' u

Iz (2.1.7) moZzemo zaklfiiti da zajednika gustina od#, ..., W,, moZze biti zapisana kao
proizvod gustind/;-ova ako i samo aké(:) = A za neku pozitivhu konstanfu To zndi
da su jedino u sliaju homogenog Poasonovog procesa vremenadizrdea dospéa
zahtevddt/,, ..., W, nezavisna (i identki raspodeljena).

Ova cinjenica je druga osobina koja izdvaja homogenisBoav proces u klasi svih

Poasonovih procesa na intervalud{),

2.1.5 Osobina statistike poretka (Order statistics property)

U ovom poglavlju izdavamo jednu od najvaznijih osobina Poasonovog peokeja ga u
izvesnom smislu karakteriSe. To geobina statistike poretkikoja je svojsvena joS samo
mesSovitim Poasonovim procesom kégi biti razmatran u Poglavlju 2.3.
Pretpostavimo da sWj,.., X, iid slutajne promenljive sa zajedhiom funkcijom
raspodeleF, definisanom na prostor@. DefiniSemo nove sliajne promenljive na
prostoru), nazivajuii ih statistike poretkana sledé& n&din:
Zaw € ()

X (w) = min{X; (w), ..., Xp(w)}

X2)(w) = drugi najmanji od {X;(w), ..., Xp(w)}
X(n)(w) = max{X;(w), ..., Xn(w)}
tako da je sa verovattom 1

Tvrdenje2.1.6 Za0 <s <'t,

P<w1<s|1v(t)=1)=§,
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Sto zndi da je vreme dospa uniformo rasporéeno na(0,t) s obzirom da je samo jedan

zahtev pristigao u intervall0, t].

Dokaz.
Kako Poasonov proces ima nezavisne prirastaje,

PW,<s,N(t)=1)
P(N(t) =1)

P(W,<s|N(t)=1)=

_ P(N(s) = 1, N(t) = N(s) = 0)
B P(N(t) =1)

_ P(N(s) = 1) - P(N() = N(s) = 0)
B P(N(t) =1)

Ase—/lse—l(t—s) s

Ate—At Tt

tvrdenje je dokazano. [ ]

Postavlja se pitanje: Ako j&V(t) =n, Sta moZzemo & o uslovnoj raspodeli od
Ty, Ty, ..., T,,?

Tvrdenje2.1.7
Neka je{N(t),t = 0}, i neka suly, T,, ..., T, vremenadospevanja zahteva. Za svako 0,
i za svakm = 1,2, ... uslovna gustina o€r,, T, ..., T,,) za datoN(t) = n je:
1
le,TZ ..... Tn((SbSZ' "'an)| N(t) = Tl) =nl- t_nl

za0<s;<s, < <5, <.

Dokaz.

Radi jednostavnosti doka@amo sléaj kad jen = 2. Opsti sldaj ostavljamo za kasnije.
Neka je0 < s; < s, < t. Uzmimohy, h, > 0 dovoljno malo tako da@ < s; < s; + h; <
s, < S, + hy, < t. Zatim opet koristimo nezavisnost priraStaja iimiefju Poasonovog

procesa kako bismo dobili

P(51<T1<51+h1,52<T2<Sz+h2|N(t)=2)
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=P = W) =0, N(sy +hy) —NGsy) =1,

N(s;) —N(s;+h;)=0,N(s, +h,) —N(sy) =1,
N(t) = N(s; + hy) =0)

e_/151Ahle_/1(51""11—51)3_/1(52—(51""11)))'}12 6_1(52 +h1_52)e—1(t_(52 +h3))
e (A0)? /2!

2!
= t_zhlhz .

Deljenjem sai, h, i puStanjemh,; h, — 0 dobijamo trazeni rezultat. |

Sada posmatramo opSti &j.
LemaZ2.1.1
Ako nezavisni i ideniki distribuirani X;-ovi imaju gustinu f tada je gustina vektora

X1y, - X(ny) data sa

n
fX(l),...,X(n) (xli ---'xn) = n! l_lf(xl) I{x1<---<xn} .
i=1

Napomena: U skladu sa formiranjem niza statistikes@ vektora ), ..., X)) j€ skup
Cp ={(x1, ., %) 1y < - <x,} < R",i stoga gustinafy,, .x., Postaje nula van
skupac,,. Budwi da postojanje gustine ot podrazumeva da su svi elementi nezavisnih i
jednako distribuiranih uzorak®,, ..., X,, razliciti skoro sigurno, znak u definiciji skupa

C, moze biti zamenjen znakom

Teorema 2.1.8 (Osobina statistike poretka Poasonovog procesa)
Posmatrajmo Poasonov proc@ds= (N(t))s»o Sa neprekidnom, skoro svuda pozitivnom
funkcijom intenzitetal i trenucima dosp@a 0 <T; < T, < ---skoro sigurno. Tada je
uslovna raspodela od(Ty,..,T,) sa datim {(t) =n} jednaka raspodeli niza
(X(1), ---» X)) nezavisnih, jednako distribuiranih ghjnih promenljivin X4, ..., X;, koje
imaju zajedniku gustinui(x)/u(t), 0 < x < t:

(T, oo, T IN®) = 1) = (X)) 0 Xen))-

Drugim recima, vektor sa leve strane ima uslovnu gustinu
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n! =
Fro (oo X N(E) = 1) = W];[A(xi), (2.1.8)

0<x  <--<x,<t.
Dokaz.

Pokazujemo da limes

. P(Tl € (xlixl + hl]r ---;Tn € (xn;xn + hn] I N(t) = Tl)
lim (2.1.9)
h;—0,i=1,..n h1 hn

postoji i da je neprekidna funkcijg-ova. Sltan dokaz se koristi za analognodemje za
intervale (x; — h;, x;] sa istom gragnom funkcijom. Limes se moZze protuéita kao
gustina uslovne verovatte raspodele ofr};, ..., T,) za dato {V(t) = n}.
Posto je0 < x; < - < x, < t, mozemo odabrati dovoljno make-ove tako da intervali
(x;,x; + h;] € [0,t],i =1, ...,n, budu disjunktni. Tada direktno sledi identitet
{T, € (x4, %, + hy], ..., Ty, € (xp, x, + hy], N(t) = n} =
={N@0,x;] =0,N(xy,x; + hy] = 1,N(xy + hy,x,] =0,
N(xy,x, +hy] =1,...,N(xpy_q + hpy_q1,x,] =0,
N(xp, Xy + hy] = 1, N(x,, + hy,, t] = 0}.
Trazei verovatn@u obe strane i koriste nezavisnost prirasStaja Poasonovog prodésa
dobijamo
P(T; € (x1,x; + h4], ..., Ty, € (X, X, + hy ], N(t) = 1)
=P(N(0,x;] =0) P(N(xq,x1 + ] = 1) P(N(xy + hy,x,] = 0)
P(N(x5,%x5 + hy] =1) ... P(N(xp_1 + hp_q,x,] = 0)
P(N(xy, X + hy] = DP(N(x,, + hy, t] = 0)
— e—u(xl) [Il(x1;x1 + hl]e—u(xl,x1+h1]]e—u(x1+ hq,x5]
[11(xz, x5 + hylerCaXathal] | o=#Gn-1+ hn-1%n]
[.U(xw X, + hn]e_“(x”'x"+hn]]e_”(xn+ hyt]
= e *Ou(xy, x1 + hy] .ty X + Ryl
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Delesi sa P(N(t) = n) = e *©O(u(t))"/n! i sahy, ..., h,, dobijamo skaliranu uslovnu
verovatngu
P(T; € (x1,%1 + hy], ..., Ty, € (X, X5, + hy] IN(t) = 1)

Ry, ..., hy,
— n! .u(xlixl + hl] ﬂ(xn; Xn + hn]
(u(@)™ hy hn
|
— A(xy) ... A kadah; » 0,i = 1,...,n.
- (‘Ll(t))n (xl) (xn); ada L - )l ) n

Imajwéi u vidu (2.1.9), ovo je Zeljena relacija (2.1.8).poslednjem koraku koristili smo

neprekidnost od da pokazemo da j€ (x;) = A(x;). [

Primer 2.1.2 (Osobina statistike poretka homogenog Poasonovocgesd
Posmatramo homogen Poasonov proces sa intenziteter. Tada nam Teorema 2.1.8

daje zajedriku uslovnu gustinu vremena dosp§;:

fTan(xl, e XpIN(t) =n) =nlt™, 0<x; < <x,<t.

Osvrtom na Lemu 2.1.1 uveravamo se da je ovo zajealrgustina uniformnog niza
sluwcajnih - velkina Ugyy < -+ < Uy nezavisnih  promenljivin Uy, ..., U, sa istom
raspodelom. Prema tome, datonjelospéa homogenog Poasonovog procesa u intervalu
[0,t] i ti momenti dosp& daju téke uniformnog niza siajnih veliéina u (0,t). Ova
osobina ne zavisi od intenziteta m

Sada na osnovu svega havedenog mozemo datéslesteemu.

Teorema 2.1.9
Neka je{N(t) : t = 0} vremenski homogeni Poasonov proces sa staponD, i neka

0<T,<T,<-- 0znaavaju vremena pristizanja zahteva u skladu 6&). Neka je
{X;:i=1,2,..} iid niz nezavisan od proces¥(t). Tada postoji niU; : j = 1,2, ...}
takav da:

(1) {U;} je niz iid slwajnih promenljivih koje imaju uniformn/(0,1) raspodelu

(2) Familije {U;}, {X;} i {N(t)} su m@usobno nezavisne

(3) Za svaku funkciju dve promenljivg, vazi
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N(t) N(t)

D g x) =) gv Xy, t20
i=1 i=1

gde se znak ,=" predstavlja jednakost raspodelaoxa&atnaa.

Primer 2.1.3 (Shot noise proceys

Ova vrsta stohaskog procesa iskori&na je u modeliranju elekine struje. Elektroni
pristizu u skladu sa homogenim Poasonovim procefbisa stopomd u vremenskim
trenucimaT;. Dolazeéi elektron stvara elekinu strujucije je vreme praznjenja opisano
deterministtkom funkcijom f pri ¢emu je f(t) =0 za t < 0. Shot noise opisuje

elektricnu struju u vrement nastalu pristizanjem elektrona tokom vremekao:

N(t)

SO =) fE-T.
i=1

Uobi¢ajni izbori zaf su eksponencijalne funkcif(t) = e~¢¢ Ijo,00)(t), 68 > 0.

ProSirenje klagnog shot noise procesa sa réfln primenama je proces:

N(t)

S(t) = Z Xf(t—T), t=0, (2.1.10)

gde vazi:

- (X;) niz nezavisnih skajnih velcina sa istom raspodelom, nezavisan Bl (

- f je deterministika funkcija, pricemu jef (t) = 0 zat < 0.
Na primer, ako pretpostavimo da g{j-ovi pozitivne sldajne promenljive,S(t) je
generalizacija Kramer-Lunbergovog modela (Primet.13. Zaista, ako uzmemo da je

f =1, tada je shot noise proces (2.1.10) ukupan izndSteta u Kramer-

Lundbergovom modelu.

U kontekstu osiguranjd, takaie moze predstavljati kasnjenje u izmirenju zahiewvaeki
faktor diskontovanja. Kasnjenje u izmirenju zahtegaodStetu je na primer predstavljeno
funkcijom f koja zadovoljava slede uslove:

e f(t)=0zat<0,

* f(t) je neopadajta,

o limg,, f(t) = 1.
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Nasuprot Kramer-Lundergovom modelu, gde jednedi odSteteX; isplacena u trenutkd;
kada se i pojavljuje, opstija funkcija isplgfét) omoguava da se odlozi isplata i brzina
kojom se to desi zavisi od rasta funkcfjeKasnjenje u izmirenju zahteva je pogodno sa
tacke glediSta osigura¢a. U meuvremenu svota novca koja nije isfgaa za izmirenje

zahteva moze biti investirana i mozda donese nekiatu dobit.

Pretpostavimo da je iznd5 u trenutkuT; investiran u neriznu podlogu (ili je oréenen)
sa konstantnom kamatnom stoper» 0. (Y;) je niz nezavisnih, jednako raspodeljenih i
pozitivnih sliajnih promenljivih, i nizovi(Y;) i (T;) su nezavisni. Neprekidno katesje
daje iznose™ =Ty, u trenutkut > T;. Za iznoseY; koji su investirani u trenucima
dospevanjdl; homogenog Poasonovog procesa, ukupna vrednosticijee u tenutkut

data je sa

N(t)
S;(t) = Z e"&Tdy,, t>0.

i=1
Ovo je jos jedan shot noise proces.
Alternativno, mogu nas zanimati sadasnje vrednigglataY; koje ¢e biti ostvarene u
budwim trenucimaTl;. Tada je sadaSnja vrednost u odnosu na vremehski [0, t] data

putem diskontovane sume

N(t)
S,(t) = Z e 7Ty, t>0.

i=1

2.1.6 Kramer-Lundbergov model

U ovom poglavljuéemo detaljnije obraditi ovaj klasin i veoma svestran model u
osiguranju. Kao Sto smo &@aveli u primeru, zahtevi pristizu u vremenskignticimar;

u skladu sa homogenim Poasonovim procesom sa stdpe Velicine zahteva; su iid
nenegativne sttajne promenljive. NizoviX;} i {T]} su meusobno nezavisni.

Ukupan iznos isplkgenih odSteta do trenutikau ovom modelu dat je sa

N(t)
S(t)=ZXl-, £>0.
i=1

Primetimo da j€S(t):t = 0} primer sloZzenog Poasonovog procesa.
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Sada obratimo paZnju na diskontovanu sumu kojavatg modelu iznad. Neka ye> 0

kamatna stopa. DefiniSemo
N(D)
So(6) = z e TiX,, t>0. (2.1.11)
i=1
Ovo je ,sadasnja vrednost” (u trenutku 0) kumuladiy iznosa zahteva tokom vremenskog
intervalalo0, t].

Na osnovu Teoreme 2.1.9, za svaka 0

N(D)

So(t) = Z e i,
i=1
gde ,=" oznd&ava jednakost raspodefd);} je iidU(0,1) niz kao i u teoremi.

Stoga, koristél nezavisnost pomenute tri familije gajnih promenljivih, dobijamo

N(t)

E(Sy(t)) =E z e TtUix;

i=1

N(t)

_ i E Z e TtUix, IN() =n | - P(N(t) = n)

n=0 i=1

- Z n-E[e”V1] . E(Xy) - P(N(t) = n)

n=0

1

=E(N(®))-E(X,) - fe‘”ydy

At —e B,
T

Time smo dokazali sleda teoremu.

Teorema 2.1.10

Sa notacijom kao iznad vazi:
N() )
E Z e | = A= (1- e EQKy). (2.1.12)

i=1

36



U Kramer-Lundbergovom modelu prdse tj. ocekivani iznos potreban za izmirenje

zahteva za isplatu Stete tokom vremenskog intefGatq dat je sa(2.1.12).

Neka p(t) ozn&ava prihod od premijeu vremenskom intervaljo,t]. U Kramer-
Lundbergovom modelu pretpostavlja se dapje) determinisiika, linearna funkcija,
odnosnop(t) = ct, t = 0 gde jec > 0 konstanta koja predstavigopu premije Putem

ukupnog iznosa isptanih Stetas(+), zat = 0, imamo

N(t)
U = u+p(t) = S(E) = u + ct — in. (2.1.13)

Proces{U(t):t = 0} naziva seproces rizika(ili proces viSka) modela, gde ozn&ava
pocetni kapital Primetimo da jé/(t) bilans kapitala osiguravajag drustva u trenutks
Pustajéi r — 0 u izrazu (2.1.12), uemo da jeE (S(t)) = AtE(X,) iotuda je

E(U®) =u+ct—E(S(®)) =u+ct — ME(X,). (2.1.14)

Na osnovu (2.1.14), u izboru stope premije za mahiinuslov moze se uzeti
c > AE(X;) (2.1.15)

tako da su u proseku zahtevi za odStetu izmirenstodne prihoda od premije. Ovaj
donekle jednostavan kriterijum moze se opravddtugim razlozima kao Stéemo videti
kasnije. Oprezniji uslov zahteva dade> (1 + p)AE(X;), gde jep > 0 bezbedan udeo
premije u troSkovima poslovanja tzdoplata (dodaix) za sigurnost(safety loading

factor).

U okvirima osiguranja dati finansijski rizik se welikoj meri prenosi na osiguravég!
drustvo. Veliki je broj sltajeva kada su osiguravap druStva bankrotirala zbog
nemoguinosti da se nose sa zahtevima za isplatu Steteremaev velikih prirodnih
katastrofa. Stoga, teorijsko razumevanje uslova Koyode do propasti kompanije,
razumevanje verovathe kao i ozbiljnosti propasti, mogu pothanakar u izbegavanju
odreienih zamki. U skladu sa tim analiza problema prop@sa centralnu ulogu u
metematici osiguranja. Na kratkéemo se osvrnuti na problem propasti u Kramer-
Lundbergovom modelu.
Slucaj kada proces visSkid(-) padne ispod nule naziva gepast Neka je

T =inf{t>0:U(t) <0} (2.1.16)
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T se nazivatrenutak propasti ozna&ava prvi vremenski trenutak u kom proces viska
padne ispod nule.
Verovatn@a propastije tada data sa

Y(u) = P(T < o |U0) =u) (2.1.17)
zau > 0. Dakle, verovatnéa propasti je funkcija getnog kapitala:. Primetimo dap(+)

takade zavisi i od stope premije

Sasvim prirodno pitanje bi bilo: Za koju stopu pina i pocetni kapitalu moze da se desi
da jey(u) = 1? Tj. kada je propast neizbezna?
Na osnovu definicije od/(+), uatimo daU(-) raste na intervallll,, T,;1), n = 0. Stoga

do propasti moZe da de samo u nekom trenutiy. Sada za > 1,

n
U(T,) =u+cTn—ZXl- (jerje N(T,) =n)
i=1

n n
=u+ Z(CWi - X;) (jerje T, = z w;) (2.1.18)
i=1 i=1

Neka je Z;=X;,—cW;,i>21,5 =0, S,=>",Z; ,n>1. Tada je (2.1.18) ba$
U(T,) =u—S,,n>1.
Posto je ,propast“dJ/(T,) < 0 za neko n}, sada je lako uiti da je

Yu) =P (sup Sp > u). (2.1.19)

nz1
Kako su familije{W;} i {X]-} medusobno nezavisne, i svaka od njih je niz iidé¢ajaih
promenljivih, primetimo da je {Z;} niz iid slwajnih promenljivih i stoga j¢S,, : n = 0}

slucajan hod(random walk) na realnoj vremnskoj @i

Teorema2.1.11

Neka su{Z;} i {S,,} dati kao iznad. Pretpostavimo da nije ident’ki jednako nuli i da

E(Z;) postoji.
(i) Ako jeE(Z;) > 0, tada je P(lim,_,
(i) Ako jeE(Z;) < 0, tada je P(lim,_,
(i)  AkojeE(Z,) = 0,tadaje

= +o0) = 1.

Sn
S, =—o)=1.

P (lim sup S, = +o0,liminf§, = —00> = 1.

n-oo n—oo
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Dokazi svojstavdi) i (ii) slede direktno na osnovu jakog zakona velikih daraj tvidenje
(i) zahteva dugmk dokaz.

Na oshovu (2.1.19) i teoreme iznad sledi d@{@&) = 1 za svakou > 0 ako vaZzi da je
E(X;) — cE(W;) = 0. Primetimo da j& (W;) =% kadW, ima eksponencijalnu raspodelu

sa parametrom. Dakle, u Kramer-Lundbergovom modelu propast geisia ako (2.1.15)
nije zadovoljeno. Uslov (2.1.15) se naziualov neto profitakoji ¢emo pomenuti i u
Poglavlju 3.2, i za koji se uglavnom pretpostadgje zadovoljen. Miutim, ako je uslov
(2.1.15) ispunjen to ne z&iai da je propast izbegnuta. To samo &@ma mozda postoji

Sansa daj¢(u) < 1,u > 0. U skladu sa tim dajemo sldileezultat.

Teorema 2.1.12
Pretpostavimo da u Kramer-Lundbergovom modelu westov neto profita. Takie
pretpostavimo da postaji > 0 takvo da vaZzi
E(e™?) = E(em™imW)) = 1. (2.1.20)
Tada je
Yyu) <e ™ zau>0. (2.1.21)

Konstantar u (2.1.20) naziva sk&oeficijent prilag@avanja. U Kramer-Lundbergovom
modelu ovaj koeficijent postoji ako je ispunjenawsheto profita i ako iznos zahtexg

ima generatornu funkciju momenta u okolini nule jedaakost (2.1.21) poznata je kao
Lundbergova nejednakodflegantan nén za dokazivanje Teoreme 2.1.12 zasniva se na

teoriji martingala.

Znatno opstiji model je Sparre-Andersenov modetlakge proces prebrajanja zahteva dat
procesom obnavljanja. U ovom modelu vremena déndyva dospé& zahtevdl;, W,, ... su
samo iid nenegativne slajne promenljive i emaju nuzno eksponencijalnu raspodelu kao
Sto je to sldaj u Kramer-Lundbergovom modelu. Uslov neto projgadat analogno kao
(2.1.15),c > E(X,)/E(W}).
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2.2 Proces obnavljanja

Procesi obnavljanja modeliraju daigge koji se javljaju na stajan ndin u
vremenskim trenucima, gde su vremena idmelva dogdaja nezavisna i imaju istu
raspodelu. U oblasti nezivotnog osiguranja ovi \@aski trenuci se interpretiraju kao
vremena dosga zahteva za isplatu Stete. Td&p procesi obnavljanja imaju zfegnu
ulogu u primenjenoj verovatap SloZeni stohastki procesi¢esto su opisani putem jednog
ili viSe procesa ovog tipa.

U poglavlju 2.1. videli smo da u slaju Poasonovog procesa sa stophnaremena
izmedu dva dosp&a imaju eksponencijalnu€(1) raspodelu. U opStem shju,
eksponencijalnu raspodelu vremena idmaelva dosp&a mozemo zameniti bilo kojom
raspodelom na intervall0, ) kako bismo dobili Siru klasu procesa prebraja@aakvi
procesi, gde je raspodela vremena idmeva dosp& proizvoljna, nazivaju sprocesi
obnavljanja,a oblast koja se bavi njihovim iZavanjem naziva s&eorija obnavljanja
Primetimo da ako vremena izthedospéa nemaju eksponencijalnu raspodelu, tada proces
nece imati stacionarne i nezavisne priraStaje. Stagd@gasonov proces jedini proces
obnavljanja sa stacionarnim i nezavisnim prirastaji

Zbog svoje teorijske vaznosti procesi obnavljanjgexini od najeXe izwavanih
procesa u teoriji primenjene verovateo Jedan od Klgnih objekata interesovanja teorije

obnavljanja je svakakiunkcija obnavljanja

m@) =E(N@®))+1, t=0.

Ona opisuje proseo ponaSanje procesa obnavljanja. Sa aspekta asjgurfunkcija
obnavljanja predstavlja ¢ekivani broj prispelih zahteva za isplatu Stete artfplio
osiguranja. Pretpostavka o nezavisnosti i jednakgpodeli vremena pristizanja zahteva

nije bas najrealnija ali je pogodna za izgradngrije.

2.2.1 Homogeni Poasonov proces kao preces obnavljanja

U ovom odeljku protavamo niz vremena pristizanja<T; < T, <--- homogenog
Poasonovog procesa sa intenzitetom 0. Nas cilj je da prontemo konstruktivan rign
za odrdivanje niza pristizanja koji se moze koristiti kalbernativna definicija homogenog
Poasonovog procesa. Ova karakterizacija je kormngrodavanje osobina trajektorija

Poasonovog procesa ili za simulaciju delova trajejet
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Pokazéemo da se svaki Poasonov proces sa intenzitétos) moZe predstaviti na
sledé€i nacin
N@t)=max{i=1: T;<t}, t=>0, (2.2.1)

gde je
T,=W,+-+W, n=>1, (2.2.2)

i (W;) jeiid eksponencijalaé(1) niz.

Neka jeT, = 0. Posto se stiajan hod T},), sa nenegativnim koracini#,, takaie naziva i
niz obnavljanja procesN prikazan sa (2.2.1)-(2.1.2) za opsti nl#;), ¢iji su clanovi
nezavisni i imaju jednake raspodele, nazivaobmavljajwi proces prebrajanja(proces
obnavljanja)

Patecemo sa homogenim Poasonovim procesom kao procelsoaviganja a kasnijgemo

analizirati i opSti proces obnavljanja.

Teorema 2.2.1 (Homogeni Poasonov proces kao proces obnavljanja)

(1) ProcesN dat sa(2.2.1)i (2.2.2)sa eksponencijalnom raspodel@M) niza (W)
ciji su elementi nezavisni sa jednakim raspodelarpegdstavlja homogeni
Poasonov proces sa intenzitetar» 0.

(2) Neka jeN homogeni Poasonov proces sa intenzitefioimvremenima pristizanja
0<T,<T,<-- Tada jeN dato sa(2.2.1)i (T;) je dato sa(2.2.2) za svaki

eksponencijalnE (1) niz W;) ciji su elementi nezavisni i imaju jednake raspodele

Dokaz.

(1) Patinjemo sa nizom obnavljanj&;() koji je predstavljen sa (2.2.2) i uzimamo da je
T, = 0 jer je to pogodnije. Podsetimo se definisanja oo oasonovog procesa.
Osobina da jevV(0) = 0 s.s.sledi posto jeW; > 0 s.s.. Po konstrukciji putanja
(N(t,w))¢ > o dobija vrednost na intervalu T;, T;;4) i u trenutkuT;,, ,skace”
do nivoai + 1. Otuda su delovi putanje cadlag.
Dalje ¢emo pokazati d&/(t) ima Poasonov(P (At) raspodelu. Kljdna relacija je
data sa

{(Nt) =n}={T, <t<Tp.} n=0. (2.2.3)

Vreme dospéa n-tog zahtevar,,, je suman slwajnih nezavisnih promenljivih sa

istom £(A) raspodelom tjT,, = W; + -« + W,,. Poznato je d&, ima gama(n, 1)
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raspodelu. Jedan od magu dokaza zasniva se na Poasonovoj raspodeli moces

prebrajanja. Za ceo braj> 0, gustinal"(n, 1) raspodele moze se zapisati kao

n
A—x"_le"lx za x>0
fx(xIn,2) ={rmn) =
0 zax <0

gde jel'(n) tzv. gama funkcijy definisana sa
rn) =f y*leVdy.
0

Specijalan sléaj gamal'(n, 1) raspodele je eksponencijaléél) raspodela koja se
dobija u sl¢aju n = 1. Kako nameravamo da dokaZzemo da sumaezavisnih
E(A) slwajnih promenljivih ima gama'(n, 1) raspodelu, primetimo da za= 1
dokaz sledi direktno. Za > 1 najjednostavniji nén je da primetimo da je vreme
n-tog pristizanja manje ili jednako saako i samo ako je broj dosjzeu intervalu
[0, t] vedi ili jednak san. Dakle, dogdaji

{T, <t} i {N()=n}
su ekvivalentni.

Verovatn@a prvog dogdaja daje nam funkciju raspodele Bgd

Fr (t) =P(T, <t)=P(N(t) =2n) = Z (/1_15)] e~
j=n

Da bismo dobili funkciju gustine of, potrazéemo izvod pa funkcije raspodele i

J 1t)/-1
fr,(©) = — ZA( 2 Zl(t_)l)l

QO™ e

m-1)° m-1n° °©

dobicemo

Uporetuju¢i dobijeno sa funkcijom gustine ganian,A) raspodele dobili smo
trazeni rezultat.

Primetimo da je na osnovu (2.2.3)

@

PIN(D) =) = P(Ty < ) = P(Tyyy S 1) = e

)

Sto dokazuje d& (t) ima Poasonovu raspodelu

3vazir(m) =(n—1D'r), rqa) =1.
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Sadacemo obratiti paznju na nezavisnost i stacionarpasaStaja. S obzirom da

sluicaj sa proizvoljnim brojem prirastaja postaje slogefokusiracemo se na stiaj

dva susedna prirastaja da bismo ilustrovali meRmsmatrajmo priraStaj§ (t) =

N(0,t]i N(t,t + h] zat,h > 0. Treba da pokazemo da za svakbe N,:
Qrr+1(t,t+h) =P(N(t) = k,N(t,t + h] = 1)

=P(N(t) = k) PIN(t,t +h] =)

= P(N(t) = k) P(N(R) = 1)

At)*(Ah)
= e—ﬂ(”’ﬂ%. (2.2.4)

Patinjemo sa sltajem kada jé = 0,k = 1; slwajl = kK = 0 je trivijalan.
Iskoristicemo relaciju

{N(t) =k,N(t,t+h]=1}={N(t) =k,N(t+h) =k+1}. (2.2.5)

Tada, preko (2.2.3) i (2.2.5), dobijamo
Qk,k+l(t’t + h) = P(Tk <t< Tk+11Tk <t+h< Tk+1)

=P(Tkst,t+h<Tk+Wk+1)

Sada mozemo iskoristit€injenice daT, ima I'(k,A) raspodelu sa gustinom
Aexk=1e=2x /(. —1)! | W,,, ima eksponencijainu raspodefi(1) sa gustinom
Ae

t A(Az)k=1

t,t+h =f R R A— re M™dxdz
Qi re+1( ) . G- ).,

k- k
_ fte—Az A(Az)" o~ A(t+h=2) g, — o=A(t+h) (A1)
¢ - K

Zal > 1 koristimo uslovno &ekivanje i (2.2.3):

Qiepe+1(tt +h) =P(T <t <Tiyy, Tir St +h <Tppppn)
= E[I{Tkst<Tk+1st+h} P(Ty41 = Ty4r St +h—Tyyq

< Thtr+1 = Tis1 | Tio Ts1)]-
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Neka jeN’' nezavisna ,imitacija“ odV, tj., N' = N u smislu jednakosti raspodela.

Pozivaj&i se na (2.2.3) i na nezavisnoBt,; | (Tix+; — Tikw1 Teri41 — Tks1),
vidimo da je

Qi+ttt +h) = Ellir, <t<ry,<tony PN (C + h = Tiyq) = 1= 1| Teyq)]

t A1z k-1 pt+h-z
_ J- e_lz ( ) j Ae—AxP(N(t_Fh_Z_x) = l—1)d.X,'dZ
0 (k - 1)| t—z

dxdz

k= h— -1
= fte_lzwfﬂ- Zle—lx e—)l(t+h—z—x) (A(t +h—-z- .X'))
0 (k - 1)! t—z (l _ 1)!

FAQDT A

— p—A(t+h) d
) o G-t ) -

_ agsmy @DF AR
- ¢ kO

Ovo je zeljeni odnos (2.2.4).
Kako je

P(N(t,t+h] = 1) = Z P(N(t) = k,N(t, ¢ + h] = D),
k=0

iz (2.2.4) takde sledi da je
P(N(t) =k,N(t,t +h] =1) =P(N(t) = k)P(N(h) = ).

Analogno se dokazuje i (2.2.4) za kdna mnogo prirastaja procefa
(2) Raspodelu vremena iz dva dospéa zahtevd/; smo detaljnije obradili u

poglavlju 2.1.4, stogéemo dokaz ovog dela teoreme izostaviti. [ ]

Vazna posledica Teoreme 2.2.1 je ta da su vremerau dva pristizanja
W,=T,—T;_,, i>1,

homogenog Poasonovog procesa sa intenziteigrmezavisna, sa jednakoréi(1)

raspodelom. Specijaln@; < T;,, skoro sigurno za> 1, tj. sa verovatnébm 1 homogen

Paosonov proces nema skokoveeveod 1. Na osnovu jakog zakona velikih brojeva

T,/n 3 E(W)) = 271 > 0, moZzemo takde zakljwiti daT,, raste skoro kaa/4, i stoga ne

postoji grankna vrednost nizall) ni u jednom konénom vremenskom trenutku. To zmna
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da su vrednostN (t) homogenog Poasonovog procesa kKaepana bilo kom kongnom
vremenskom intervallo| t].

Homogeni Poasonov proces ima mnogo izuzetnih oaobiedna od njih je slede
fenomen koji se u literaturi pojavljuje pod imengaradoks kontrole.

Primer 2.2.1 Paradoks kontrol¢The inspection paradox)
Pretpostavimo da analiziramo zahteve koji pristiggortfolio u skladu sa homogenim
Poasonovim procesorW sa intenzitetomA. Utvrdili smo da vremena uzmhe dva
pristizanjaW,, = T,, — T,_;, n = 1, gde jeT, = 0, ¢ine niz ¢iji su elementi nezavisni i
imaju jednaku€ (1) raspodelu. Posmatrajmo portfolio u fiksiranom vesiskom trenutku
t. Poslednji zahtev je stigao u trenutky,), a sledéi ¢e stti u trenutkuTy )41
Obratimo paznju na sleée pitanja:
(1) Koja je raspodela od3(t) =t — Ty, . koja je duZina periodaly)t] od
pristizanja poslednjeg zahteva?
(2) Koja je raspodela od (t) = Ty)+1 — t, tj. koja je duZina perioda,(y)+1] do
pristizanja sled&g zahteva?
(3) Sta moZemo K& o zajednikoj raspodeli oB(t) i F(t)?

w; w, Wy ()+1 Wi (t)+2
A A
1 1 ! I ' | >
T, =0 T, T, Tvey Yt Y vreme

T T
B(t) F(t) N(t)+1 N(t)+2

Grafik 2.2.1

Veli¢ina B(t) secesto nazivatarostprocesa obnavljanja u trenutkua F (t) preostali vek
trajanja procesa u trenutkt

Intuitivno, poStot lezi negde izméu dospéa dva uzastopna zahteva i béidda su
vremena izméu pristizanja zahteva nezavisna&@a) raspodelom, moglo bi se&ekivati

daje

PB() <x)<l—e™i,x,<t, i PF@)<x)<1-—e*2x,>0.

Medutim, ove pretpostavke nisu pafene rg&unanjem zajedike raspodele odB(t) i
F(t) Zaxl, xZ 2 O:

Gpo)r) (X1,%2) = P(B(t) < x1, F(t) < x3).
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Posto jeB(t) <t skoro sigurno, razmatramo zasebna:ajeve kada jec; <t i x; > t.

Posmatramo za, < tix, >0,

BO)<x}={t—x < Ty <t} ={N(t—x,t] =1},

{F(t) S x} ={t < Tywys1 S t+ x5} = {N(t, t + x,] = 1}.

Dakle, koristéi nezavisnost stacionarnih priraStaja prodésa

Gpo)r) (X1, %2) = P(N(t —x,,t] 2 L,N(t, t + x] = 1)

= P(N(t —x4,t] = 1) P(N(t,t+x,] = 1)
=(1—e™™) (1 —e ). (2.2.6)
Analognim izr&unavanjem za, = t, x, > 0, na osnovu (2.2.6) dobijamo
Goonro (e x2) = [(1 = e71) Ijo ) (x1) + [0y (x1)] (1 — e74%2).

Posto suB(t) i F(t) nezavisni, F(t) ima &(1) raspodelu iB(t) ima odseentf

eksponencijalnu raspodelu sa skokom u

PB) <x)=1—-e* ,x, <t i PB@{)=t)=e

To zna&i da pomeranje vremen&(t) unapred ima istE(1) raspodelu kao i vremena
izmedu dva pristizanja/; Poasonovog procesd. Ova osobina je blisko povezana sa

osobinom zaboravnogfiorgetfulness property) eksponencijalne raspodele:
PW,>x+y|W,>x)=P(W,;>v), xy=0,

Sto se takde ogleda i u nezavisnosti priraStaja Poasonovogegan Interesantno je ¢t
da je

tlim P(B(t) <x)) =1—e*1, x; > 0.

Tako, u asimptotskom smislB(t) i F(t) postaju nezavisni i imaju eksponencijalnu

raspodelu sa parametroin O

4 Odse‘ena raspodelgje uslovna raspodela koja proizilazi iz restrikajomena neke druge raspodele.
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2.2.2 Osnovne osobine procesa obnavljanja

Osnovni motiv za uvienje procesa obnavljanja je to Sto (homogeni) Ruasproces ne
opisuje uvek dospevanje zahteva na adekvatéim.nameiu pristizanja zahteva mogu se
javiti veliki raskoraci. Na primer, verovaté@ da zahtevi za isplatu Stete za osiguranje od
oluje pristizu u skladu sa Poasonovim procesom jakmala. Oni pristizu kako kad, a
ponekad mogu pto i godine do pristizanja sledeg zahteva. Mnogo je prirodnije da u
ovom sléaju pretpostavimo da su vremena idimeoristizanja dva zahteva raspodeljena
tako da omogtavaju modelovanje ovih velikih vremenskih intervalBetaljnijom
analizom moze se zakdili da Poasonov proces nije uvek realan model afiza/ano
pristizanje zahteva, posebno ako se posmatra damenski period. S druge strane, ako
odbacimo hipoteze Poasonovog procesa, gubiriowelepih® osobina ovog procesa koje
su blisko povezane sa eksponencijalnom raspod@fpimva. Na primer, u opStem shju
nije nam poznato koju raspodelu inVgt) i koja je t&na vrednost &kivanjaE (N (t)) i
vrednost disperzij® (N (t)).

Definicija 2.2.1 (Proces obnavljanja)
Neka je (W;) niz nezavisnih, jednako raspodeljenih, pozitiveitajnih promenljivih.

Tada sldajan hod (random walk)
To=0, T,=W, +-+W, n>1,
nazivamaiz obnavljanjaa proces prebrajanja
Nit)=max{i=1: T; <t} t=0,

je odgovarajdi obnavljajui proces prebrajanja tj. proces obnvljanja

Nizove (T,) i (W,) nazivamo niz trenutaka pristizanja i niz trenutakeiupristizanja

procesa obnavljanjdl, respektivno.

Iz Teoreme 2.2.1 sledi da je homogeni Poasonovegraa intenzitetomi proces
obnavljanja sa nezavisnim, jednakol) raspodeljenim vremenima whegpristizanjal;.
Videcemo da proces obnavljanja i homogeni Poasonov grdogaju zajedrike
asimptotske osobine. Prvi rezultat koji na to ul@ze jak zakon velikih brojeva za proces

obnavljanja. Da bismo dokazali narednu teoremuskiéemo pomono tvidenje.
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Lema?2.2.1

Neka je(Z,) niz slwajnih promenljivih takvih d&,, —» Z skoro sigurno kada — « za
neku sldajnu promenljivuZ, i neka je(M(t));so Stohastéki proces celobrojnih skajnih

promenljivih takvih daf (t) — oo skoro sigurno kad — co. Ako suM i (Z,) definisani na
istom prostoru verovatra (2, tada vaZzi

Zuy = Z skoro sigurno kad — oo,

Dokaz.
Neka je
N, ={wen: Mtw)» o} i Q={wen:Z,(w)—-Z(w)}

Pod pretpostavkom da i{(2,) = P(2,) = 1, slediP(2, N 2,) = 1 i stoga je
P({w : Zywwy(@) = Z(w)}) =P, n02,) = 1.

Ovim je lema dokazana. [

Teorema 2.2.2 (Jak zakon velikih brojeva za proces obnavljanja)
Ako je a@ekivanje E(W;) = A~! vremena izm#& dva pristizanja zahtevél/; konano,
procesN zadovoljava jak zakon velikih brojeva:

N :
lim—— = A skoro sigurno.

too t

Dokaz.
Podsetimo se slede kljucne relacije procesa obnavljanja:
{N(t) =n}={T, <t <Tpy1}, nE€EN,.

Tada direktno sledi da vaZze slédaejednakosti:

v __t _ Tvon N(t) +1
N(t) " N(t) " N(t)+1 N(t)

(2.2.7)

Na osnovu jakog zakona velikih brojeva za nezayigadnako raspodeljen ni@ght;,)
dobijamo

n~ 1T, -» 271, skoro sigurno.

PosebnoN (t) — oo skoro sigurno kad — oo.
Sadatemo primeniti Lemu 2.2.1 z&, = T,,/n i M = N da bismo dobili

48



T,
NO 4

N(D) , skoro sigurno. (2.2.8)

Tvrdnja teoreme sledi iz kombinacije (2.2.7) i (8)2 [ ]

U slwaju homogenog Poasonovog procesa znanmputarednost &ekivanja procesa
obnavljanja:E(N(t)) = At. U slkaju opSteg procesa obnavljanja jak zakon velikih
brojeva, N(t)/t - 2 = (E(W;)) ! s.s., nagoveStava da jeéekivanje E(N(t)) procesa
obnavljanja aproksimacija ott. Donja granica z& (N(t)/t) se lako dostize. Primenom

Fatou-ove lemti jakog zakona velikih brojeva 2é(t) dobijamo

A=E <lim inf@) < lim infw.

t—oo t—oo

(2.2.9)

Ova donja granica moze biti dopunjena odgov&mju gornjom granicom Sto dovodi do

sledé€eg standardnog rezultata.

Teorema 2.2.3 (Osnovna teorema obnavljanja)

Ako je @ekivanjeE(W;) = 2~ vremena izm#&u dolazaka kongno, vazi:
E(N(t
lim (V) =1

t—oo t

Dokaz.

Na osnovu (2.2.9) ostaje da pokazemo da je
I E(N(t))
im sup

t—oo t

<. (2.2.10)
Za gornju granicu koristimo argument odsecanjanekoa > 0 uvodimo

(@ _{W] akoje W; <a

J a akoje W; =a

zaj = 1,ipisemoT @ = W@ + ..+ W@,

Ocigledno, @fa)) je niz obnavljanja i vaZl, > T,E“). Na osnovu toga mozemo zakiji
da jeN,(t) = N(t) za odgovarajti proces obnavljanja

No(®) =maxf{iz1: T <t}, t=0.

® Fatou-ova lema: Neka j¢,) niz nenegativnih merljivih funkcija nR™ i f(x) = lim inf,_, f,(x), tada je

me f dm S llm infn—wo me fn dm
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Dakle,

m su

t—-oo

E(N(1)) <li E(Ng (1))
t - p t '

lim sup (2.2.11)

t—oo

Primetimo da na osnovu definicije proc@gdt) vazi

(@ _ @ (@)
TNa(t) —_ Vl/l + cee + WNa(t) S t.

Neka jeF, = a(VIG.(“),j < n) g-polje generisano s&,“, ... W, Tada je(F,) prirodna
filtracija generisana nizor@l/lg.(a)). Sledéi rezultat je posledicéinjenice da jeN,(t) + 1
takozvanovreme zaustavljanjau skladu sa prirodnom filtracijom generisanom mzo
(Vlg.(a)). Celobrojna sléajna promenljivar je vreme zaustavljanja u odnosu () ako je
{tr=n}eF,.

Ako je E (1) < o Wald-ov identitet daje

A

i=1
Uoc¢imo da je

Vo) =n} = {1 <t <7V}
StogaN, (t) nije vreme zaustavljanja. Metim, isti izraz pokazuje da j8,(t) + 1 vreme
zaustavljanja u skladu $&,).

Relacija

E (T,Sj)(t)ﬂ) = E(N,(t) + 1)E(W1(a)) (2.2.12)

vazi na osnovu Wald-ovog identiteta.
Kombinujwi (2.2.11)-(2.2.12) moZemo zakdjiti da je

O EWN@®) . BT t+a 1
lim sup——— <lim Sup ———"5— < lim sup ONE o
ot o EOW) T e B EOW)

Na osnovu teoreme 0 monotonoj konvergenciji, puétaj — oo,

E(W?) = E(min(a, Wy)) > EW;) = 27,

trazena relacija (2.2.10) vazi. Ovim je teoremaataka. [

® Ako suW,,W,, ... iid slutajne promenljivegr njihovo vreme zaustavljanjd(W,) < oo, T, = W, + -+ +
W,, n=21,Ty:=0iE(1) < o tada jeE(T,) = E(r)E(W,).
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Teorema 2.2.3 je jednostavna, ali ne i dovoljnccigrea. Mnogo precizniju informaciju

dobijamo korigenjem Blackwell-ove teoreme obnavljanja koja t\ddizah > 0
m(t,t + h] = E(N(t,t + h]) > Ah, t > oo.

Prema tome, za dovoljno velikg o¢ekivani broj obnavljanja na interval(t,t + h]
postaje nezavisan od i proporcionalan je duZzini intervala. Kako j& neopadajca
funkcija na[0, o), ona definiSe merwn na Borelovoma-polju [0, o), takozvanumeru

obnavljanja.

Tvrdenje 2.2.4 (Asimptotsko ponaSanje varijanse procesa obngsljan

Pretpostavimo da j® (W;) < . Tada

L DIN®) _ DWW
et (B

Pomenuli smo da&v(t) zadovoljava centralnu gramu teoremu. Ona nam daje moégu

aproksimaciju za raspodelu broja pristiglih zahtped uslovom da je dovoljno veliko.

Tvrdenje 2.2.5 (Centralna grakina teorema za proces obnavljanja)

Ako je0 < D(W;) < oo, tada za svake € R

t—oo \/E

gde jec = A173D(W;), a ®(x) je funkcija standardne normalane raspodele.

_ (N(t) — At )
lIimP|———<x ) =P(x) (2.2.13)

Dokaz.

Na osnovu centralne granie teoreme za sumu iid gajnih promenljivih imamo da

_ T, —nAt B
th_)rglo P <W < x> = d(x), (2.2.14)

konvergira uniformno u € R.

Sta viSe, kako j&/(t) = n ako i samo ak¢T,, < t < T,,1}, mozemo zapisati

p (N(t) — At

N < x> = P(N(t) < xvct +2t) = P(Try41 = )
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_p <Tm(t)+1 -2 Im(®) +1) - t—A1"tm@)+ 1) >
Jm@®+DdW,)  Jm® + DDW)/

gde jem(t) = [xVct + tA].
Kako jelim,_,,, m(t) = o, dovoljno je pokazati da je
t=2"Im(p)

lim —== —x,

toee ym(t)D(Wr)
imajuéi u vidu da jel — ®(—x) = ®(x) i da je konvergencija u (2.2.14) uniformna u
x € R. Primetimo da jen(t) = xv/ct + tA + &(t), gde je0 < |e(t)| < 1.
Prema tome,

t—2A"tm(t) t—A"txvet—t—2A"e(t)
= —

m(t)D(W;) m(t)D(W;) t—co

—X.

Na osnovu Twienja 2.2.4, normalizacija konstanftt u (2.2.13) moze biti zamenjena

standardnom devijacijogi D (N (t)).

2.3 MeSoviti Poasonov proces

Posmatrajmo situaciju gde se promenljiva prebjajah sastoji od dve ili viSe
pomaine promenljive koje pojedidao prate Poasonovu raspodelu ali sa ¢airh
vrednostima parametara. Na primer, u osiguranjuomdt vozila mogla bi se naprauviti
razlika izmeu Zenskog i muskog vlasnika vozila, ili osugukaxmaoze uzeti u obzir slojeve
starosne strukture svojih osiguranih vézaU principu, pretpostavlja se da zahtevi za
isplatu Stete pristizu od strane heterogene grsgri@anika. Svaki od njih indukuje zahtev
u skladu sa Poasonovom raspodelB(i), gde stopa pristizanja zahtevaarira od jedne
do druge polise u skladu sa funkcijom raspodelpestt). intenziteta.

U matematikom kontekstu to zra da se parametak pomanih promenljivih treba
posmatrati kao krajnji rezultat slajne promenljive\ u smislu da je
oAk

k!

PIN=k|A=21) =
za svakdt € N.
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Slu¢ajna promenljivaA se nazivapromenljiva meSanjaa njena funkcija raspodele, u
oznaciF,, FA(1) = P(A < 1), naziva senesovita raspodelaStavise, kazemo dal ima

mesSovitu Poasonovu raspodsia raspodelorf, .

Dalje dobijamo funkciju verovatiie

[e) _Ml k
p(®) = PON(E) = k) = f L CONPPEN

. K

MesSoviti Poasonovi procesi pojavili su se u op3tomi u aktuarskoj literaturi 1959.
godine. Celokupna definicija moze biti data putempnekidnih procesa Markova.
Alternativno, meSoviti Poasonov proces moze bieden putem opSte teorije dvostruko-
stohastikih procesa. Definicija kojge biti navedena u ovom radu zasniva se na relaciji
homogenog i standardnog homogenog Poasonovog pro8pscijalni sléaj gde jeF,
gama raspodela poznat je pod imenom Poljin prdcBaskalov proces. Mogusu i drugi
slucajevi. Na primer, sknj kadaF, je inverzno normalna raspodela ima veliku upotrebu
osiguranju, ali takdée u geofizkom modelovanju.
U poglavlju 2.1.2 zaklj@él smo da nehomogeni Poasonov progesa funkcijom srednje
vrednostiy moze biti izveden iz standardnog homogenog PoasanprocesaV putem
fiksiranja vremenske promene. Zaista, proces

N(u(t)), t=>0,
ima istu konano-dimenzionalnu raspodelu kaoM, i neprekidan je s desna sa levim
limesom. U daljem radu korisgmo slénu konstrukciju tretirajéi funkciju srednje

vrednosti kao skkajnu promenljivu.

Definicija 2.3.1 (MeSoviti Poasonov proces)
Neka jeN standardni homogeni Poasonov proces i neka jeinkija srednje vrednosti
Poasonovog procesa nf, «). Neka jeA > 0 skoro sigurno, skajna promenljiva
nezavisna od/. Tada proces

N(@®) = N(Au(®)), t=0,

nazivamamnesoviti Poasonov procesa promenljivom meSanja

Definicija 2.3.2 (Negativni binomni proces - Poljin proces)
MeSoviti Poasonov proce$ je negativni binomni proces ako promenljiva medahjma

gamal (y, §) raspodelu.
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Poljin proces je jedan od vaznijih predstavnika ové®g Poasonovog procesa i dobija se
izborom u(t) =t i izborom gama raspodele 2a Pre svega podsetimo se dacajoa

promenljivaA sa raspodelori(y, §) ima gustinu

falx) = o xV"te %, x>0 (2.3.1)
200 =505 ) . 3.

Tada za Poljin proce¥ imamo:

P(N(t) = k) = P(N(AD) = k)

- [ “P(RAD) = k| A = 2)f, (1) dA

y—1,-64
0 F(y)A e %t dA

j°° _, (ADF &Y
e
0

14 k

-G )

tj. N(t) ima negativhu binomnu raspodelu sa parame(@®ns + t),y).”

MesSoviti Poasonov proces je specijalan¢ajutakozvanog Cox-ovog procesa gde je
funkcija srednje vrednostu opSti sldajan proces sa neopadaju trajektorijama,
nezavisan od osnovnog homogenog Poasonovog pradceBakvi procesi su se pokazali
korisnim, na primer, u medicinskoj statistici gdealsa trajektorija predstavlja medicinsku
istoriju za svakog pacijenta koji ima svoju sopstvdunkciju srednje vrednosti. Mozemo
smatrati da su takve funkcije izvedene iz raspofieikcije srednje vrednosti. Kao $to smo
ve¢ pomenuli, mozemo smatrati da predstavlja raztite faktore uticaja na portfolio
osiguranja. Na primer, posmatramo proces prebiajaaipteva koji dospevaju u portfolio
polisa osiguranja automobila. Takav portfolio jeugkpojedinanih trajektorija koje
odgovaraju raztitim osiguranim licima. Promenljiva(w) tada predstavlja osobine kao
Sto su vestina voznje, godiSte, véiza iskustvo, zdravstveno stanje, itd. svakog v¢aza
pojedin&no.

Primetimo da je
E(N®) = E (N(au())) = E(E[N(Au(®)) | A])
= E[Au(®)] = E(W)u(t), t=0.

" Celobrojna slsajna promenljiva Z je negativno binomno raspodeljea parametrongp,v) ako ima
verovatn@éu

P(Z=k)=<v+k_1

K )p"(l—p)", keN,, pe(01), wv>0.
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Prema tome, ako jB(A) = 1, srednje vrednosti stajnih promenljivihN (u(t)) i N(t) su

iste. Razlike izméu meSovitog Poasonovog procesa i Poasonovog prassatom

funkcijom srednje vrednosti mogu se videti u vargama. Pre svegadiomo da je
E(N@®IA) = Au(t) D(N(®)| A) = Au(®). (2.3.2)

Lema?2.3.1
Neka s i B sluajne promenljive takve da j@(4) < . Tada
D(A) =E[D(A|B)] + D(E[A| BD.

Primena ove formule za = N(t) = N(Au(t)) i B = A zajedno sa (2.3.2) daje:
D(N(t)) = E[D(N(t) | A)] + D(E[N(t) | Al)
= E[Au(t)] + D(Au(t))
= E()u(t) + D) (u())”

D(A)

=E(N(D)) <1 + m”(t)> > E(N(t)),

gde smo pretpostavili da [&(A) < oo i u(t) > 0.

Svojstvo da je
D(N(t)) > E(N(t)) zasvakot >0 sau(t)>0 (2.3.3)

nazivamo pver-dispersion:

Ovo je jedna od kljgnih razlika izmédu meSovitog Poasonovog procesa i Poasonovog
procesaN, gde je E(N(t)) = D(N(t)). Dakle, méu svim meSovitim Poasonovim
raspodelama sa fiksiraniméekivanjem, Poasonova raspodela ima najmanju vatjan
Moze se takée pokazati i da je u klasi meSovitih Poasonovincpsa Poasonov proces

jedini koji nema svojstvgover-dispersion®.
Rezimiranjem dolazimo do nekih vaznih karakterstikeSovitog Poasonovog procesa.

Sledeée osobine se prenose sa Poasonovog ha meSovitireegsroces:

e Markovsko svojstvo
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» Svojstvo statistike poretka; ako funkcjpaima neprekidnu, skoro svuda pozitivhu
funkciju intenzitetad, i N ima vremena dospevanfa<T; < T, < --- , tada za
svakot > 0 vazi jednakost raspodela:

(Ty, o, Tu IN@®) = 1) = (X2, -0 X)) »
gde je desna strana jednakosti tzv. statistika tk@renezavisnih i1 jednako
raspodeljenih skajnih promenljivih X, ..., X;,, sa zajedrkom gustinomA(x)/
u), 0<x<t.

Osobina statistike poretka je Ziagna jer ne zavisi od promenljive meSanjaSpecijalno,
za homogeni Poasonov proces uslovna verogatod(Ty, ..., Ty()) za datdN(t) = n} je
raspodela statistike poretka nezavisniitgioih promenljivin sa jednakom uniformnom
Uu(0,t) raspodelom.

MesSoviti Poasonov proces gubi neke od osobina Poasg procesa:
* Ima priraStaje koji su nd@isobno zavisni
* U opStem sldaju, raspodela ot (t) nije Poasonova

* Onje over-dispersed”
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Ukupan iznos isplacenih odsteta

U prethodnom poglavlju obradili smo tri najistakijutprocesa prebrajanja zahteva za
ispatu StetelV:

* Poasonov proces

* Proces obnavljanja

» MeSoviti Poasonov proces

U ovom poglavlju iskorisiemo navedene procese kako bismo predstarolces ukupne

sume ispléenih odstetdthe total claim amount process):
N(t)

S() = Z X;, t>0, 3.1)

gde je proces prebrajanja zahteNanezavisan od niza veéiha zahteva(X;) ciji su
elementi nezavisni, sa jednakom raspodelom. dakwetpostavljamo da je skoro sigurno
X; > 0. U zavisnosti od izbora procesa prebrajawjdobijamo razliite modele za proces
S. U primeru 2.1.1 uveli smo Kramer-Lundbergov mdde specijalni skkaj modela (3.1)
kada jeN homogen Poasonov proces. Drugi istaknuti modeb ja takozvani model

obnavljanja ili Sparre-Andersonov model. To je mMd@Bel) kada jeV proces obnavljanja.
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3.1. Red velicine ukupnog iznosa isplacenih odsteta

Jedno od najvaznijih pitanja za osigura¢ajulrustvo je da odredi red wghe od
S(t) za zadati odeni model zaS. Ova podatak je potreban kako bi se utvrdila pj@mi
koja pokriva gubitke predstavljene $&).
Pozeljno bi bilo znati raspodelu a&&(t). Ovo je, mdutim, u opStem skaju previSe
komplikovan problem i zato s®sto oslanja na numeékie metode ili metode simulacije da
bi se priblizno odredila raspodela 8¢). U ovom poglavlju razmatramo neke jednostavne
naine za dobijanje grube procene o ukupnom iznostiezahza isplatu Stete. Ti &iai
obuhvataju odrdéivanje aekivanja i varijanse od(t), zakon velikih brojeva i centralnu
graninu teoremu z&(t) kadat — oo. U poglavlju 3.2 proticemo vezu izméu ovih

rezultata i principa izgnavanja premije.

3.1.1 Ocekivanje i varijansa u razli¢itim modelima

» Ocekivanje odS(t) u Kramer-Lundbergovom modelu i modelu obnavljanja

Ocekivanje za ukupan iznos ispémnih odSteta se lako izt@nava kori§enjem nezavisnosti
odX; i N(t), ako SUE(N(t)) i E(X,) kon&ni:

N(t)

E(S®)=E|E z X;IN©® || =EWNOEX,)) = E(N(©)EXy).

U Kramer-Lundbergovom modeIlE(N(t)) = At, gde je A1 koeficijent intenziteta
homogenog Poasonovog procésaStoga,

E(S(®)) = AE(Xy).
U modelu obnavljanja formula koja se dobija nijeake jednostavna. Mieitim, za dato
E(W;) = 17! < = iz osnovne teoreme obnavljanja (Teorema 2.2.3)i sle jeE(N(t) )/
t > As.s. kad — . Zato je

E(S@®) =MEX)(1+0(1)), t- oo

Ovaj rezultat nije toliko precizan kao Sto je tocg u Kramer-Lundbergovom modelu.

Ipak, ova formula nam ukazuje na to dgekivani ukupan iznos isplanih odSteta raste
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skoro linearno za dovoljno veliko Kao i u sl¢aju Kramer-Lundbergovog modela, nagib
linearne funkcije je odren reciprénom vredno& ocekivanog vremena iznde dva

dospéa E (W,) i o¢ekivane veliine zahteva (X;).

e Varijansa odS(t) u Kramer-Lundbergovom modelu i modelu obnavljanja

Oc¢ekivanje nam ne daje dovoljno podataka o raspautklf(t). Ukoliko kombinujemo
informacije 0E(S(t)) sa varijansomD(5(t)) saznajemo viSe o redu watie od S(t).
Pretpostavimo da sD(N(t)) i D(X;) kona&ne. Postavljanjem uslous(t) i koris¢enjem

nezavisnosti od/ (t) i (X;), dobijamo

N(t)

Z X N (D)

= N(t) D(X; | N(t)) = N(t) D(X1),

N(t)

= > DA IN®)

var

N(©)

Z X N (D)

Na osnovu Leme 2.3.1 zakdjujemo da je
D(S(t)) = EIN()D(X)] + D(N()E(Xy1))

= E(N(D)D(X:) + D(N(D)(EX))".

E = N(O)E(Xy).

U Kramer-Lundbergovom modelu Poasonova raspodelé(oyidaje nam
E(N(@®)) =D(N®)) = 1t.
Otuda
D(S()) = A[D(Xy) + (E(X1))?] = AE(X,?).

U modelu obnavijnja koristimo neke asimptotske asebza E(N(t)) i D(N(t))

pozivajlti se na Teoremu 2.2.3 i Tvrdjenje 2.2.4:
D(S(t)) = [t D(X;) + D(Wy) At (E(X1))?*] (1 + 0(1))

= At [D(X,) + D(Wy) 22 (E(X1))?] (1 + 0(1)). 0
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Tvrdenje 3.1.1 (Ocekivanje i varijansa ukupne sume is@aih odSteta u modelu

obnavljanja)
Ako suE(W;) = A7ti E(X;) u modelu obnavljanja kodai,
E(S(t
lim Q = AE(Xy) .

Ako swar(W;) i D(X;) konani, tada je

DEW) _,
t

lim

t—>oo

[D(X1) + D(W1) 22 (E(X1))?].

U Kramer-Lundbergovom modelu ove grame relacije transformiSu se u identitete za

svakot > 0:
E(S(t)) = ME(Xy) i D(S(®)) = AtE(X,?).

Na osnovu ovih rezultata mozemo zakifuda u modelu obnavljanja icekivanje i
varijansa ukupnog iznosa odsteta rastu skoro limee&no funkcija odt. Ovo je vazan
podatak koji moze biti iskord&n za formiranje pravila koje se koristi u prakstome
koliko treba promeniti iznos premije da bi se pblkgubici S(t): premija treba da raste
skoro linearno sa nagibom dmn od AE(X;). U poglaviju 3.2 razmottemo neke od
klasiénih principa obrédunavanja premije i videmo da je ovo formirano pravilo zaista

veoma zné&ajno.

3.1.2 Asimptotsko ponasanje modela obnavljanja

U ovom poglavlju obrafemo paznju na asimptotsko ponaSanje procesa uksyome
isplacenih odSteta. Za proces ukupne sume od$tetag&emo proces obnavljanj&(t) u

velikoj meri zadovoljava jak zakon velikih brojeveentralnu grarginu teoremu:

Teorema 3.1.2 (Jak zakon velikih brojeva i centralna gkard teorema u modelu
obnavljanja)
Pretpostavimo model obnavljanja £a
1. Ako vremena iznae dva dospéa W; i velicine zahtevaX; imaju konana
ocekivanja,S zadovoljavgak zakon velikih brojeva:
_S()
th_)IgT:/lE(Xl) S.S (3.1.1)
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2. Ako vremena iznde dva dospéa W; i velicine zahtevaX; imaju konane
varijanse,S zadovoljavacentralnu gragnu teoremu:
S(t) —E(S(t
P( (t) —E(S(®)) <
D(S(1))

> —d()| -0, (3.1.2)

XER

gde jed funkcija normalnev'(0,1) raspodele.

Primetimo da sléajan proces sumg u sustini zadovoljava principe jakog zakona véliki
brojeva i centralne gratne teoreme kao i proces parcijalne sume
Sp=X,++X,, n>1

Zaista, iz teorije verovatge znamo d4S,,) zadovoljava jak zakon velikih brojeva
Sy
lim —=E(X;) s.s., (3.1.3)
n-oco N

ako jeE(X;) < oo, i centralnu gragnu teoremu
p (Sn - E(Sn) <
VD (Sy)

x>—>CD(x), x€ER,

ako jeD(X;) < oo.

U obe relacije, (3..1.1) i (3.1.2), moZzemo iskdtiisasimptotske izraze z&(S(t)) i
D(S(t)) na Sta je ukazano u Tanju 3.1.1 za normalizovanje u cilju centralizacipakle,
imamo

S(t)

l -1 s
(S E(S (D) 55

To moze biti prikazano putem nekih slozenijih agiotgkih izraza kad — oo,

( S(t) — AE(Xy)t
VAt [D(X,) + D(Wy) 22(E(X1))?

- 0.

sup |P
x€R

5 < x> — d(x)

Jak zakon velikih brojeva za ukupan iznos iéptah odSteta je jedan od vaznijih rezultata
koji je iskusilo svako osiguravaja drustvo od samog osnivanja osigutdita kompanija.
Razlog je to Sto se jak zakon velikih brojeva megeposmatrati u okviru podataka iz
realnog zivota. Njegova primena nam daje potvrduudaroseku veliki i mali zahtevi

tokom vremena konvergiraju ka njihovim teoretskined®jim vrednostima. Jak zakon
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velikih brojeva i centralna grafma teorema z& su kljwni rezultati kada je u pitanju

obraunavanje premije.

3.1.3 Raspodela iznosa zahteva za isplatu Stete

Primetimo da skoro svaka apsolutno neprekidna cedpama eksponencijalno ograen
rep. Na primer, za neke,b > 0 imamoF(x) = 1 — F(x) < ae™®* za svakox > 0. Za
takve raspodele se kaze da imggnak rep Jedna od mogih karakterizacija je sleda:
ako je

F(x)

e—lx

lim sup < © zaneko A > 0,

X —0

mozemo réi da jeF tankog repaa ako je

.. M)
lim inf ~ > 0 za svako A > 0,

X—0 e_l

F je debelog repa

Zajednika raspodela iid nizgX;} naziva se raspodela iznosa (¥ele) zahteva (claim size

distribution). Uvodimo pretpostavku da ima eksponencijalnu raspodelu. U tomcaju
P(X;>x) =e*, x>0, gde jer > 0;

to jest, (desni) rep raspodele iznosa Stete opadaksponencijalnom stopom. d&fiea

raspodela koje se koriste za modeliranje u statisthaju ovo svojstvo. Normalna

raspodela opada joS brzim tempom. Ovakve raspatdetaspodele tankih repova i njihova

funkcija izvodnica momenta postoji u okolini nule.

Vazno je napomenuti da raspodele &iah zahteva nemaju nuzno tanak rep. Rizici u vezi
sa osiguranjem aviona, brana, mostova, nebod&tasu veoma visoki. Poslednjih godina
kompanije su sutne sa propasti ili su blizu propasti zbog veoméogaroja izuzetno
velikih zahteva. Postoji mnogo aspekta posmatraagpodela sa debelim repovima.
Medutim, za ove raspodele uvek vazi da funkcija izvodmomenta ne postoji u svakoj

okolini nule. U nastavku je dat opsti pojam debe#ipova u kontekstu osiguranja.

Neka jeF funkcija raspodele n@®(x). Neka jeX;, X,, ... iid niz sa zajedkom funkcijom
raspodeld . Dalje neka j&5,, = >\ X; i M,, = max{X,,X,, ..., Xn}-
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Ako je

lim M =1, zanz=2, (3.1.5)

x-o P(M, > x)
tadaF nazivamosubeksponencijalnom funkcijom raspodele
Jednakost (3.1.5) ukazuje da parcijalna suma iijphricmaksimum imaju isto ponaSanje
repova, Sto se poklapa sa intuitivnim shvatanjemjedaznos zbira zahteva u sustini
odreien najvéim od njih.
Ako je F subeksponencijalno, moze se pokazati da

e*P(X = x) - o,

za proizvoljnoa > 0, gde jeX slwtajna promenljiva sa funkcijom raspodéle

Kako funkcija izvodnica momenta ne postoji u okohinle, primetimo da Teorema 2.1.12
nije primenljiva. U sustini, kada raspodela vigla zahteva pripada odgovarépy potklasi
subeksponencijalnih raspodela moze se utvrditieda(a) ponasa ka&u=¢ za velikou,
gde suK,§ > 0 odgovarajde konstante. Uporedimo ovo sa eksponencijalnomostop
e~ ", gde jer > 0 u Teoremi 2.1.12. Dakle, propast je mnogo ,stijaSmiko je raspodela

velicine zahteva sa debelim repom.

Pomenimo neke primere raspodela sa debelim repovima
» LognormalnallV'(m, c?) raspodela:
Ako Y ima normalnuV (m, ?) raspodelu, tada? ima lognormalnuCN (m, o)

raspodelu. Formalno, gustina lognormalne raspatkeie je sa

_(Inx-m)?
e 202, x > 0.

1
f(x)=xam

*  Weibull-ovalW (z, ¢) raspodela
U ovom sléaju

— exp(—cx*) akoje x>0
F(x)=1—F(x)={Op( >ako;ex<0

pri ¢emu suc > 0, T > 0 konstante.
Ovaj tip raspodela se, osim u osiguranju, koristi feoriji pouzdanosti. Ako je
T > 1 tadalW (t, c) ima tanki rep, a ako j@ < t < 1 tada jeF subeksponencijalna

raspodela.
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» ParetovaPar(a, k) raspodela

Ovde je

a

F(X) = 1—F(X) :m
gde jex > 0, ak,a > 0 su konstante.

Paretova raspodela pripada klasi subeksponentijélko @ekivanje postoji samo
kada jea > 1). Koristi se takde i u ekonomiji kako bi se opisala raspodela

prihoda.

Aktuari uglavnom smatraju da su lognormalne rasjgderodostojne za modele za
osiguranje motornih vozila, dok se na Paretoveadsie oslanjaju kada jed® podacima

za model osiguranja od poZara.

3.2 Klasicni principi obracunavanja premije

Jedno od najvaznijih pitanja za poslovanje osigajEeg drustva je kako odrediti
visinu premije da bi se pokrili gubici tokom vrenagropisani procesom ukupnog iznosa
isplacenih odsStetas. U ovom kontekstu mislimo na prihod od prenpét) u portfoliu
polisa gde se zahtevi za isplatu Stete pojavljigo Keterministike funkcije. Gruba ali
korisna aproksimacija stajne veltine S(t) data je poméu njenog ¢ekivanjak (S(t)).
Oslanjajé¢i se na rezultate iz poglavlja 3.1.1 i 3.1.2 za elodbnavljanja, mozemo
oc¢ekivati da je osiguravafe drustvo u proseku u gubitku akop@) < E(S(t)) za veliko
t, a u dobitku ako jeo(t) > E(S(t)) za velikot. Stoga ima smisla birati premiju na

osnovu @ekivanog iznosa odsSteta putem pozitivnog bpoja

Na primer, iz Tvdenja 3.1.1 znamo da je u modelu obnavljanja
E(S®)=2EX) t(1+0(1), t- oo

Zato je logéno odabratp(t) koriste&i jedn&inu
p(®) = A +pEE®) i p(0) = A +p)1EX)L, (3.1.6)

za neki pozitivan brop koji nazivamodoplata za sigurnogsafety loading) kao 5to je &e

pomenuto u Poglavlju 2.1.6.
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Iz asimptotskih rezultata u Poglavljima 3.1.1 i.3.1xigledno je da je poslovanje

osiguravajdeg drustva sigurnije za ¥#&p. S druge strane, prevelike vrednostipzenogu

uciniti osiguravajée drustvo manje konkurentnim. U tim &jevima broj ugovora moze

opasti ako je premija suviSe visoka u odnosu ngalpremije pondene na trzistu. Budil

da se uspeh osiguravagg druStva bazira na jakom zakonu velikih brojgyatreban je

veliki broj polisa da bi se obezbedio balans i@gmerihoda od premija i ukupnog iznosa

odsteta.

Naveg&emo neke od osnovnih principa otwaavanja premije:

Neto ili princip ekvivalentnosti
Ovaj princip premijup(t) u trenutkut odreiuje kao @ekivanje ukupnog iznosa
isplacenih odsSteta (t):
Pret(t) = E(S(®))-
Na ovaj né&in obra&unata premija im&isto teorijsku vrednost kao ,standardna

premija“. Ne koristi se u praksi.

Princip acekivane vrednosti
pev(t) = (1 + P)E(S(t)),
za neki pozitivan dodatak za sigurnpstObjaSnjenje ovog principa je sadrZzano u

okviru Teoreme 3.1.2 o jakom zakonu velikuh borjeva

Princip varijanse

Prar(t) = E(S(©)) + a D(S(V)),
za neko pozitivnax. U modelu obnavljanja ovaj princip je u asimptatsksmislu
ekvivalentan principu &kivane vrednosti sa pozitivnim dodatkom za sigstno
Zaista, koristé Tvrdenje 3.1.1, nije teSko dibi da odnos naplanih premija na
osnovu oba principa konvergira ka pozitivnoj kontitkadt — co, aa preuzima

ulogu pozitivnog dodatka za sigurnost.

Princip standardne devijacije

mMG=E@GD+a/D@@D,
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za neko pozitivnar. ObjaSnjenje ovog principa je centralna géamiteorema za
model obnavljanja (Teorema 3.1.2),

P(S(t) —psp(t) < x) = ®(a), x€eER,
gde je® funkcija standardne normalne raspodele. U modbhawajanja princip
standardne devijacije i neto princip su ekvivalenttom smislu Sto odnos ove dve
premije konvergira ka 1 katl— co. To zn&i da je premija korisi@ ovaj princip

manja u poréenju sa principimadekivane vrednosti i varijanse.

Tumaienje principa obranavanja premije zavisi od osnovnog modela. U model
obnavljanja i u Kramer-Lundbergovog modelu t@erge sledi iz centralne grame
teoreme i iz jakog zakona velikih brojeva. Ako patavimo da koristimo meSoviti
homogeni Poasonov proces kao proces prebrajanjgveatza odStetu, osobina ,over-
dispersion®, tj. D(N(t)) > E(N(t)), moze dovesti do potpuno drugeg iskaza. Na
primer, za mesSoviti sloZzeni homogeni Poasonov [oegi

Pvar (t) > o0
pev(t)

kadt — oo.
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Zakljucak

Cilj ovog rada je bio da se prikazu pojedini stdits procesi koji imaju Siroku upotrebu u
oblasti nezivotnog osiguranja, kao i njihova primen datoj oblasti. Posebna paznja je
posvéena odrdivanju ukupnog iznosa za isplatu Stete kako bi segan odrediti
adekvatan iznos premije. S obzirom da postoje dgitizlipovi osiguranja, ne postoji
jedinstven model za proces prebrajanja Steta. Mgdakeophodno prilagoditi¢estalosti
nastanka Steta koja moze varirati pod uticajemidisibl deterministékin i slucajnih
faktora. U zavisnosti od odabira modela za proecebrpjanja dobijaju se raziii rezultati
koji su od izuzetnog zwaja za poslovanje osiguravagg drustva, a jedan od vaznijih

rezultata su svakako i ragili principi za obrgunavanje premije.
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